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ведена классификация процессов сложного нагружения. 
Особое внимание уделено влиянию вида нагружения на 
механические свойства материалов. 

Для инженеров и научных работников, специализи-
рующихся в области испытаний механических свойств и 
оценки прочности конструкций, а также для магистрантов 
и аспирантов вузов соответствующего профиля. 

М55 



 3

 
 
 
 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 
 
Современная технологическая и конструкторская подготовка 

производства требует привлечения современных численных мето-
дов определения полей напряжений и деформаций. К числу этих 
методов относится метод конечных элементов (МКЭ), позволяю-
щий проводить математическое моделирование процессов на-
столько полно, насколько это необходимо. К настоящему времени 
разработаны эффективные алгоритмы и программное обеспечение 
метода, обеспечивающие решение задач механики и термодина-
мики. Широко применяется МКЭ при технологической подготовке 
штамповочного производства, где особенно важно знать параметры 
напряженно-деформированного состояния. В этом случае цель 
моделирования состоит в определении механических и термоди-
намических величин, описывающих состояние обрабатываемого 
материала в произвольный момент времени. Это позволяет опре-
делить технологические параметры процесса, оценить изменение 
структуры и свойств обрабатываемого материала, установить 
практически целесообразные способы управления процессом. 

Однако практически неограниченные возможности численных 
методов, в частности МКЭ, находятся в противоречии с низким 
качеством реологических моделей материалов. В большинстве 
расчетов используются простые реологические модели упруго-
пластического тела, не всегда адекватно отражающие механиче-
ские свойства материалов в условиях больших деформаций. 

В результате многочисленных исследований были разработаны 
теории сложного нагружения, учитывающие немонотонность из-
менения параметров процесса деформирования. Наиболее извест-
ными из них являются теории А.А. Ильюшина и Г.А. Смирно-
ва-Аляева. Однако практического применения они  не получили.  
В то же время выполненные в последние годы исследования ме-
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ханизмов пластической деформации свидетельствуют о сложном 
характере протекающих процессов. 

В настоящей монографии рассмотрены и обобщены феноме-
нологические теории сложного нагружения, описывающие изме-
нение механических свойств материалов. Особое внимание уделено 
использованию в численных расчетах реологических моделей ма-
териалов, учитывающих сложный характер нагружения. 

Книга написана по материалам исследований, проводимых в 
Балтийском государственном техническом университете «Воен-
мех» им. Д.Ф. Устинова. 

 
 
 

1. ОСНОВЫ ТЕОРИИ СЛОЖНОГО НАГРУЖЕНИЯ 

1.1. Сложное нагружение. Теория  А.А. Ильюшина 
 
Впервые основные идеи теории сложного нагружения были 

сформулированы А.А. Ильюшиным, а затем им же разработана 
достаточно строгая теория процессов сложного нагружения для 
случая малых пластических деформаций [1.1]. Основным содержа-
нием этой теории является идея о функциональной зависимости 
физических величин, характеризующих напряжено-деформиро- 
ванное состояние (НДС), от истории нагружения (деформирования). 
До появления в 1950-х годах работ А.А. Ильюшина определяющие 
соотношения в различных теориях пластичности имели вид функ-
ций, связывающих параметры НДС в данный момент времени, не 
зависящие от предыстории деформирования. Положения этой тео-
рии подтвердились в экспериментах В.С. Ленского [1.2]. Однако, 
несмотря на это, теория А.А. Ильюшина не получила широкого 
распространения в расчетной практике. Последнее можно объяснить 
сложностью реализации алгоритмов расчета НДС с использованием 
данной теории, а также сложностью определения некоторых эмпи-
рических констант, используемых при описании свойств материала. 
Кроме того, эта теория справедлива только при малых деформациях 
для первоначально изотропного тела. 

Основу теории А.А. Ильюшина составляют условие одно-
значности, постулат изотропии, гипотеза о разгрузке и постулат 
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пластичности, принцип запаздывания, которые формулируются 
при следующих предположениях. 

1. В исходном состоянии тело является изотропным и не 
имеющим начальных напряжений и деформаций. 

2. Считается, что любую точку деформированного тела можно 
окружить малой областью, которая находится в однородном на-
пряженно-деформированном  состоянии. При этом предполагается, 
что однородная деформация в элементарном объеме неоднородно 
деформируемого тела и однородная деформация тела конечных 
размеров (образца) при одинаковых напряжениях и внешних ус-
ловиях протекают одинаково. На основании этой гипотезы можно 
рассматривать образцы конечных размеров, находящиеся в одно-
родном напряженно-деформированном состоянии. Часто это до-
пущение называют постулатом макроскопической определимости 
А.А. Ильюшина. 

3. Производные перемещений точек по координатам считаются 
малыми, поэтому их квадратами, а также вращениями элементов 
тела можно пренебречь. 

4. Реономные (явно зависящие от времени) свойства материа-
лов не рассматриваются. 

Пространства девиаторов деформаций и напряжений. Как 
известно, тензор деформации можно представить в виде суммы 
шарового тензора и девиатора: 

 

εij = εср δij + ijε , (1.1) 
 

причем среди элементов девиатора деформации ijε  лишь пять не-
зависимых величин, так как .0; =ε+ε+εε=ε zzyyxxjiij  

Будем считать, что задан процесс в деформациях, если заданы 
εср(t) и ijε (t). Аналогичным образом можно представить тензор 
напряжений: 

 

σij = σср δij + ijσ , (1.2) 
 

причем  .0; =σ+σ+σσ=σ zzyyxxjiij Следовательно, среди ijσ  
тоже пять независимых величин. Будем считать, что задан процесс 
в напряжениях, если заданы σср(t) и ijσ (t). 

Рассмотрим процесс деформации в параметрах ijε (t), так как 
εср связано с σср, а давление р = - σср можно отнести к внешним  
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параметрам. Так как среди ijε  только пять независимых величин, 
то девиатор деформации можно представить в виде вектора э

r
 в 

пятимерном пространстве Э5 с декартовым базисом ,jer  j = 1,2,...,5.  
В пространстве Э5 процесс деформирования для фиксированной 
точки тела изображается траекторией деформации э(t), которую 
описывает конец вектора э

r
.  

Вектор э
r

 через свои компоненты выражается следующим об-
разом: 

.ээээээ 5544332211 еееее rrrrr
++++=  (1.3) 

Интенсивность деформации выражается через длину вектора э
r

: 

( ) ).,,(,,32э
,

5

1

2 zyxlkэ i
lk

klkl
j

j =ε=εε== ∑∑
=

r
 (1.4) 

Обозначим производную по времени от траектории деформа-

ции   [ ] )(э)(э t
dt

td
&= ; тогда для длины дуги траектории деформации 

s(t) от начального момента до времени t можно записать: 

[ ] [ ] [ ]

[ ] τ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
ττ=

εε===

∫ ∑

∑∑

=

=

dts

dtttdtttdtds

t

j

lk
klkl

j
jj

0

5

1

,

5

1

)(э)(э)(

;)()()(э)(ээ)(

&&

&&&&
r

 

или 

[ ] ,e3)()()(
0 ,

ii

t

lk
klkl dttts =Γ=τ

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
εε= ∫ ∑ &&  (1.5) 

где 
dt

d kl
kl

ε
=ε&  – компоненты девиатора скорости деформации;  

Гi – степень деформации сдвига; еi – степень деформации; τ – па-
раметр, введенный для различия текущего времени и пределов 
интегрирования, 0 ≤ τ ≤ t. 

Для описания процесса деформации также используются  
параметры внутренней геометрии траектории деформации, так 
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называемой кривизны траектории, являющиеся производными 
вектора э

r
 по длине дуги  s : 

[ ] [ ] [ ] [ ],э;э;э;э
5

5

44

4

33

3

22

2

1 ds
d

ds
d

ds
d

ds
d

rrrr

=ℵ=ℵ=ℵ=ℵ  (1.6) 

.2/3ЭЭ,ЭЭ 2

1 ,

222
i

s

i ji
ijijii eee ε====∑ ∑

=

rrr
 

Компоненты девиатора деформации выражаются через ком-
поненты вектора э

r
 следующим образом [1.1]: 

[ ]

,
6

cosэ
3
2;

6
cosэ

6
sinэ

3
2

;
6

cosэ
3
2;

6
cosэ

6
sinэ

3
2

;
6

cosэ
3
2;sinэcosэ

3
2

521

421

321

π
=ε⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−β−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−β=ε

π
=ε⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+β+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+β−=ε

π
=εβ+β=ε

zxzz

yzyy

xyxx

 (1.7) 

где β – произвольное постоянное число. 
Аналогично в пятимерном пространстве девиатора напряже-

ний Σ5 с декартовым базисом  jqr  ,  j = 1,2,…5 , вводится вектор 

.5544332211 qqqqq rrrrrr
σ+σ+σ+σ+σ=σ  (1.8) 

Интенсивность напряжений выражается через длину вектора  σr : 

( ) ).,,(,,
3

1
2
1

,

5

1

2 zyxlki
lk

klkl
j

j =σ=σσ=σ=σ ∑∑
=

r  (1.9) 

Выражения компонентов девиатора напряжений через компо-
ненты вектора σr  аналогичны (1.7): 

[ ]

.
6

cos
3
2;

6
cos

6
sin

3
2

;
6

cos
3
2;

6
cos

6
sin

3
2

;
6

cos
3
2;sincos

3
2

521

421

321

π
σ=σ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−βσ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−βσ=σ

π
σ=σ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+βσ+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+βσ−=σ

π
σ=σβσ+βσ=σ

zxzz

yzyy

xyxx

 (1.10) 
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Путем наложения пространства напряжений Σ5 на простран-
ство девиатора деформаций Э5 строится образ процесса как сово-

купности траектории деформации 
и множества векторов напряже-
ний, построенных в соответст-
вующих точках траектории 
(рис. 1.1). 

Условие однозначности. При 
заданном начальном состоянии, 
заданном изменении во времени 
внешних параметров и заданном 
процессе деформирования (т.е. 
изменении во времени тензора 
деформации) тензор напряжений 
и другие подобные тензоры (уп-
ругих деформаций, пластических 
деформаций и т.п.) в каждый мо-
мент времени определяются 
единственным образом. Условие 
однозначности постулирует, что 

отклонения в значениях тензора напряжений будут малы, если 
малы отклонения в значениях внешних параметров и тензора де-
формаций, т.е. связи между различными параметрами, возникаю-
щие в процессе деформации, будут локально устойчивыми. 

Постулат изотропии. Согласно постулату изотропии,  
сформулированному А.А. Ильюшиным, образ процесса инвариан-
тен по отношению к преобразованиям вращения и отражения в 
пространстве Э5. В этом случае длина и направление вектора на-
пряжения относительно траектории деформации в каждый момент 
времени зависят только от ее внутренней геометрии. Это означает, 
что при повороте всей траектории как жесткой линии изображен-
ные на ней векторы напряжений поворачиваются вместе с ней без 
изменения. 

Для описания векторов напряжений и других параметров в 
каждой точке траектории деформации используют единичные 
векторы естественного ортогонального базиса (так называемый 
сопровождающий базис Френе): 

 

Рис. 1.1. Образ процесса дефор-
мирования в пространстве девиа-

тора деформации Э5 
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[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ].э1;э1

;э1;э1;э

5

5

4
54

4

3
4

3

3

2
32

2

1
21

ds
dp

ds
dp

ds
dp

ds
dp

ds
dp

rr

rrr

ℵ
=

ℵ
=

ℵ
=

ℵ
==

 (1.11) 

 

Из постулата изотропии следует разложение вектора напря-
жений в естественном репере траектории деформации: 

.5544332211 pApApApApA ++++=σ
r  (1.12) 

где Ak = Ak[s(t), )(tmℵ ], k = 1,...,5; m = 1,....4 – функционалы, зави-
сящие только от внутренней геометрии траектории деформации. 

На основании выражения (1.12), считая входящие в него 
функционалы найденными, можно записать законы связи компо-
нентов девиаторов и тензоров напряжений и деформации: 

( )
,4,...,0,

;

cp
1

4

4

53

3

42

2

321

=
δε−ε

+δ−=σ

ε
+

ε
+

ε
+

ε
+ε=σ

+ k
dt

d
Ap

dt

d
A

dt

d
A

dt

d
A

dt
d

AA

k
ijij

k

kijij

ijijijij
ijij

 (1.13) 

где средняя деформация εср и гидростатическое давление р также 
зависят от внутренней геометрии траектории деформации:  

[ ] [ ].)(),(;)(),(cpcp ttspptts mm ℵ=ℵε=ε     
Гипотеза о разгрузке. Основные положения гипотезы о раз-

грузке рассмотрены в [1.3]. Для каждой точки траектории дефор-
мации (нагружения) существует поверхность F = 0, являющаяся 
инвариантом предшествующей траектории (до точки К), разде-
ляющая область пассивных и активных деформаций; внутри по-
верхности F пластическая деформация рэ

r
 остается постоянной, а 

упругая еэ
r

 – однородной линейной функцией напряжения (и на-
оборот): 

( ) ( ) е
ijij

е Е э;э
rrrr

Σ=σσ= , (1.14) 
причем матрицы коэффициентов упругости ( )ijЕ и ( )ijΣ  зависят 
только от активных участков траектории (до точки К) и являются 
симметричными и обратными. 
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Отсюда следует, что (1.14) справедливо и вне поверхности F, 
причем  )( ijЕ и )( ijΣ  зависят еще и от активного участка траек-
тории вне F. 

Постулат пластичности. Рассмотрим элементарную работу 
d A  вектора девиатора напряжений σ

r
 при приращении вектора 

девиатора деформации э
r

d : dA = э
rr d⋅σ . Полная работа определя-

ется интегралом по длине траектории деформации s: 

∫ ⋅σ=
s

dA
0

.э
rr  (1.15) 

Согласно постулату пластичности работа напряжений А по 
любой замкнутой траектории в пространстве деформаций Э5 равна 
нулю, если на всей траектории не происходит изменение пласти-
ческой деформации (траектория разгрузки), и положительна, если 
хотя бы на некоторых участках траектории пластическая дефор-
мация не остается постоянной. 

Принцип запаздывания. Для упругопластичного материала 
сформулирован и экспериментально подтвержден принцип запаз-
дывания. Согласно этому принципу значение и ориентация вектора 
напряжений относительно траектории деформации зависят от 
внутренней геометрии не всей предшествующей траектории, а 
только предшествующего участка длины h. Длина h называется 
следом запаздывания. Это существенно упрощает установление 
связи между напряжениями и деформациями, поскольку необхо-
димо анализировать уже не всю траекторию деформации, а только 
небольшой ее участок h. 

Рассмотрим некоторые следствия из принципа запаздывания. 
1. Если до точки К траектория деформации располагалась в 

n-мерном подпространстве Эп пространства Э5 (1 ≤ п ≤ 5), а, начиная 
с точки К, целиком располагается в (n-k)-мерном подпространстве 
Эп-k (1 ≤ п - k ≤ n), то на расстоянии от точки К, превышающем h, 
вектор напряжений располагается в подпространстве Эп-k. 

2. В частности, если, начиная с точки К, траектория деформа-
ции прямолинейна, то на расстоянии от точки К, превышающем h, 
вектор напряжений направлен по этой прямой. 

3. На траектории деформации малой кривизны вектор напря-

жений направлен по касательной к траектории: ,1prr

r

=
σ
σ где 

σ
σ
r

r

 – 



 11

единичный вектор напряжении; 1pr  – единичный вектор касатель-
ной к траектории (1.11). 

Траектория деформации называется траекторией малой кри-
визны, если во всех ее точках главная кривизна  11

2 <<ℵh . Кри-
визну 1ℵ  называют главной кривизной траектории. 

Все процессы деформирования можно квалифицировать по 
виду траектории. В работе [1.4] предложено по величине кривизны 

траектории 1ℵ  или по радиусу кривизны 
1

1
ℵ

=ρ  в точках, при-

надлежащих траектории, выделить следующие группы процессов: 
1) χ<<ℵ1 , в идеальном случае 1ℵ = 0 – процессы простого 

нагружения; 
2) χ<ℵ1  – процессы малой кривизны; 
3) χ≈ℵ1  – процессы средней кривизны; 
4) существуют точки, в которых χ>ℵ1 , – процессы большой 

кривизны; 
5) существуют точки, в которых  χ<<ℵ1 , – процессы с изло-

мами траектории, где χ  – некоторое число, принятое в качестве 
классификационного критерия, значение которого характерно для 
процессов средней кривизны. 

В общем случае траектория деформации может состоять из 
участков различной кривизны. 

В настоящее время в рамках теории малых упругопластических 
деформаций с учетом принципа запаздывания и рассмотренной 
выше классификации разработаны теории процессов нагружения 
по прямолинейным траекториям, траекториям малой [1.1] и сред-
ней кривизны [1.5], двух- и многозвенным ломаным [1.1, 1.4]. 

При анализе процессов обработки металлов давлением широ-
кое применение нашли две теории пластичности: деформационная 
теория и теория течения. Можно показать, что они вытекают из 
общей теории упругопластических процессов А.А. Ильюшина как 
частные случаи, например деформационная теория − это теория 
процессов нагружения по прямолинейным траекториям. 

Теория течения вытекает из теории процессов малой и, в не-
которых случаях, средней кривизны. Применение этой теории для  
анализа процессов большой кривизны с изломами траектории в 
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общем случае неоправданно. В то же время широкое ее применение 
при расчете процессов обработки металлов давлением основано на 
том, что в этих процессах (исключая импульсные методы обра-
ботки металлов) во всех точках тела реализуются траектории малой 
кривизны. Для этого достаточно, чтобы внешние нагрузки изме-
нялись плавно, а именно, чтобы на длине процесса порядка следа 
запаздывания отклонение траектории внешних нагрузок (в соот-
ветствующем пространстве) от прямой линии было меньше длины 
предшествующего участка этой траектории. 

 

1.2. Монотонность деформации 
 
Г.А. Смирновым-Аляевым [1.6] и его учениками развит подход 

к описанию процессов конечной пластической деформации в ус-
ловиях сложного нагружения, базирующийся на понятии моно-
тонности. 

Будем понимать под конечной пластической деформацией си-
туацию, когда квадратами градиентов перемещений точек и вра-
щением элементов тела при анализе деформированного состояния 
пренебречь нельзя. 

Введенное Г.А. Смирновым-Аляевым [1.7] понятие монотон-
ности протекания процесса пластической деформации является 
естественным обобщением понятия простого нагружения по 
А.А. Ильюшину на случай конечных поворотов. Математическая 
формулировка понятия монотонности протекания деформации при 
конечном формоизменении дана в статье В.М. Розенберг [1.8]. 

Рассмотрим основные положения монотонных процессов по 
Г.А. Смирнову-Аляеву, следуя указанным источникам. Для этого 
представим процесс конечного формоизменения как последова-
тельность малых деформаций. Это позволит обоснованно обобщить 
теорию малых деформаций на случай конечного формоизменения. 

Условия монотонности процесса пластической деформации 
части или частицы тела можно сформулировать следующим обра-
зом: 

1) материальное волокно рассматриваемой частицы, претер-
певающее в данной стадии процесса наиболее быстрое удлинение 
(или укорочение), и во всех предыдущих стадиях также явилось 
быстро удлиняющимся (или укорачивающимся); 
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2) вид малой деформации, происходящей при переходе в те-
кущую стадию из предшествующей, весьма близкой, остается по-
стоянным. 

Первое условие монотонности накладывает ограничения на 
направляющий тензор деформации. Согласно этому условию 
главные оси тензора логарифмической деформации совпадают с 
фиксированными материальными волокнами, хотя эти главные оси 
и изменяют в общем случае свое направление относительно любой 
условно-неподвижной системы координат.  

Второе условие монотонности предполагает неизменность в 
течение всего процесса характеристики деформированного со-
стояния. Если процесс конечного формоизменения разбить на 
бесконечное число стадий, происходящих за бесконечно малый 
промежуток времени dt, то мгновенное состояние деформирую-
щейся материальной частицы удобно рассматривать в скоростях 
деформации. Выражение для показателя вида скорости деформа-

ции можно записать следующим образом:  
31

3122
ε−ε

ε−ε−ε
=νε &&

&&&
& , где 

321 ,, εεε &&&  – главные компоненты скорости деформации. 
Второе условие монотонности можно сформулировать так: в 

течение всего процесса деформирования вид скорости деформации 
остается неизменным. Такая формулировка равносильна условию 
неизменности отношений главных компонентов скорости дефор-
мации, т.е.: 

.
323

321

εεε ν−−
ε

=
ν
ε

=
ν−

ε

&&&

&&&
 (1.16) 

Рассмотрим формоизменение некоторой материальной час-
тицы, представляющей окрестность точки М в условиях однород-
ной конечной монотонной деформации. Введем в рассмотрение 
переносную начальную систему координат с центром в точке М. 
Предположим, что ось MX совпадает с первой главной осью ско-
рости деформации, ось MY – со второй и MZ – с третьей. 

Согласно первому условию монотонности сечение рассматри-
ваемой материальной частицы плоскостью нулевого значения на-
чальной координаты X в любой стадии деформации должно сов-
падать с координатной плоскостью YMZ (оси MY и MZ неизменно 
совпадают с одними и теми же материальными элементами рас-
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сматриваемой части тела). Это значит, что значению X = 0 на-
чальной координаты должно соответствовать значение х = 0  те-
кущей координаты. Деформация рассматриваемой частицы пред-
полагается однородной, поэтому любое сечение частицы, парал-
лельное данному до деформации, должно оставаться параллельным 
ему в любой стадии деформации. Следовательно, любому данному 
значению начальной координаты X в пределах размеров рассмат-
риваемой частицы должно соответствовать значение текущей ко-
ординаты х, не зависящее от начальных координат Y и Z. Анало-
гичный вывод можно сделать относительно координат Y и Z. 

Тогда в пределах материальной частицы в окрестности точки М 
три принятых направления координатных осей равенства, связы-
вающие начальные и текущие координаты, могут быть аппрокси-
мированы следующими линейными зависимостями: 

 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )./

;/
;/

3

2

1

МММ

МММ

МММ

ZZtfZZZzzz
YYtfYYYyyy

XXtfXXXxxx

−=−∂∂=−
−=−∂∂=−
−=−∂∂=−

 (1.17) 

 

При  этом  составляющие  вектора скорости в окрестностях точки М 
будут равны: 
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Компоненты скорости деформации определяются равенствами 
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 15

Поскольку оси X, Y, Z совмещены соответственно с первой, 
второй и третьей главными осями скорости деформации, можно 
записать: 

.;; 321 ε=εε=εε=ε &&&&&& zzyyxx  (1.19) 

Подставив (1.18) в (1.16), получим 

)(
)(

3
1

)(
)(

2
1

)(
)(

3
1

3

3

2

2

1

1
tf
tf

tf
tf

tf
tf &&&

&&& εεε ν+
−

=
ν

=
ν−

. (1.20) 

Согласно второму условию монотонности εν &  не зависит от 
времени, что позволяет проинтегрировать равенства (1.20) по вре-
мени процесса. В результате  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ν+

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝
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3

02

2

01

1
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tf
tf

&&&
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Поскольку в начальный момент времени t0 текущие коорди-
наты считаем совпадающими с начальными, с учетом равенств 
(1.17) получим 

.
3

)(ln
2

)(ln
3

)(ln

,1)()()(

321

030201

εεε ν−−
=

ν
=

ν−

===

&&&

tftftf

tftftf
 (1.21) 

При принятых направлениях координатных осей функцио-
нальная связь текущих координат с начальными в окрестности 
материальной точки М определяется равенствами (1.17), в силу 
которых уравнение эллипсоида, преобразованного деформацией из 
начальной элементарной сферы с центром в материальной точке М, 
будет имеет вид 

.
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Полуоси этого эллипсоида определяются равенствами: 
)();();( 303202101 tftftf ρ=ρρ=ρρ=ρ . Таким образом, второе 

уравнение в системе (1.21) можно привести к виду 
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Сопоставив эти равенства с (1.16), можно сделать вывод о том, 
что при монотонно протекающем процессе конечного формоизме-
нения главные компоненты тензора логарифмических деформаций 
пропорциональны главным компонентам скорости деформации. 

Полученный факт позволяет доказать, что при монотонной 
деформации произвольного элементарного объема логарифмиче-
ские деформации представляют собой сумму бесконечно малых 
главных деформаций, соответствующих отдельным этапам  
формоизменения; производные логарифмических деформаций  
по времени равны главным компонентам тензора скорости  
деформации, а интенсивность конечной деформации 

( ) ( ) ( )213
2

32
2

213
2

ε−ε+ε−ε+ε−ε=εi  совпадает со степенью 

деформации по А.А. Ильюшину: [ ] ,)(e
0

dtt
t

t
iii ∫ ε==ε &  где интегри-

рование по времени выполняется вдоль траектории движения эле-
мента объема. 

Таким образом, конечную монотонную деформацию элемен-
тарного объема можно количественно характеризовать, сопостав-
ляя начальную и конечную конфигурации. 

Полученные факты позволяют установить связь между тензо-
ром напряжений и тензором конечных деформаций путем обоб-
щения зависимостей теории малых упругопластических деформа-
ций. При этом основные положения теории конечной монотонной 
деформации сводятся к следующим: 

1) среда изотропна; 
2) среднее напряжение пропорционально относительному из-

менению объема, имеющему упругий характер; 
3) девиатор напряжений и девиатор логарифмических дефор-

маций пропорциональны. 
При этом главные оси конечной монотонной деформации 

совпадают с главными осями напряжений. Кроме того, при моно-
тонном формоизменении между интенсивностью напряжений и 



 17

интенсивностью логарифмических деформаций может быть уста-
новлена однозначная функциональная зависимость: 

( ) ( ),e iii εΦ=Φ=σ  (1.22) 

отражающая сопротивляемость материала при данном темпера-
турно-скоростном режиме его пластической обработки и не зави-
сящая ни от показателя вида деформации νε, ни от схемы дефор-
мированного состояния. 

Таким образом, при исследовании процессов конечного фор-
моизменения справедливы основные положения деформационной 
теории пластичности при выполнении условий монотонности. Это 
позволяет достаточно просто определять параметры напряженного 
состояния по известному полю конечных деформаций в условиях 
монотонности протекания процесса. 

Следует отметить, что процессы простого нагружения по 
А.А. Ильюшину, предполагающие неподвижность главных осей, на 
практике встречаются крайне редко. Однако, как показывают экс-
периментальные исследования, реальные процессы листовой и 
объемной штамповки удовлетворяют (в некоторых случаях при-
ближенно) условиям монотонности. Эти условия выделяют из всего 
многообразия процессов конечного формоизменения такие, кото-
рые подчиняются определенной закономерности, обеспечивающей 
возможность применения для их анализа деформационной теории 
пластичности. В то же время немонотонные процессы не являются 
бессистемными, хаотически протекающими. Многие из них под-
чиняются другим, отличным от условий монотонности законо-
мерностям, обеспечивающим однозначность их протекания. Для 
них характерны частичное нарушение условий монотонности и 
систематическое отклонение от законов деформационной теории. 
Условия монотонности позволяют классифицировать процессы 
конечного формоизменения с точки зрения закономерностей их 
протекания. 

Выберем в качестве критериев классификации параметры, ха-
рактеризующие выполнение условий монотонности. 

Для проверки выполнения первого условия монотонности не-
обходимо определить отклонение главных осей тензора скорости 
деформации от материальных волокон, совпадающих с этими 
осями в начале рассматриваемого процесса. Поскольку главные оси 
тензора скорости деформации взаимно ортогональны, то доста-
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точно оценить отклонение только одной, главной, оси. В рассмат-
риваемой классификации имеет значение только факт выполнения 
условий монотонности, поэтому для оценки выполнения первого 
условия достаточно ввести угол α между первой главной осью 
тензора скорости деформации и материального волокна, с которым 
эта ось совпала в начале процесса. В общем случае для фиксиро-
ванной материальной частицы угол α будет являться функцией 
времени t .  

В качестве параметра, характеризующего выполнение второго 
условия монотонности, можно использовать показатель вида де-
формированного состояния νε (для монотонных процессов он сов-
падает с показателем вида скорости деформации εν & ). Согласно 
классификации (табл. 1.1) все процессы конечного формоизмене-
ния можно разбить на четыре группы: монотонные, односдвиговые, 
однонаправленные и сложного нагружения. 

Т а б л и ц а  1.1  
Классификация процессов конечного формоизменения 

Вид процесса Параметры, характеризующие условия 
монотонности 

Монотонный а = const,    νε = const 
Односдвиговый а = var,       νε = const 
Однонаправленный а = const,    νε = var 
Сложного нагружения а = var,       νε = var 

 
Монотонные процессы характеризуются постоянством пара-

метров a и νε во времени. Для них строго выполняются законы де-
формационной теории пластичности. 

Односдвиговые процессы характеризуются нарушением пер-
вого (a = var) и выполнением второго (νε = const) условий. Впервые 
односдвиговые процессы были исследованы В.П. Чикидовским 
[1.7]. Они часто встречаются в процессах разделительной штам-
повки (отрезка, вырубка, пробивка), а также в процессах, характе-
ризующихся возникновением зон интенсивных сдвигов в очаге 
деформации. 

Для однонаправленных процессов характерно выполнение 
первого и нарушение второго (νε = var) условий монотонности, 
которые реализуются, например, на свободной поверхности заго-
товки, осаживаемой шероховатыми плитами [1.7]. В этом случае 
вид деформированного состояния изменяется от сжатия в началь-



 19

ной стадии до сдвига в заключительной при неизменном положе-
нии главных осей скорости деформации. 

Односдвиговые и однонаправленные процессы характеризу-
ются систематическим отклонением от законов деформационной 
теории. Процессы сложного нагружения реализуются, когда на-
рушаются два условия монотонности (a = var, νε = var). При этом 
законы деформационной теории пластичности не выполняются. 

1.3. Математический анализ условий монотонности  
и однозначности деформации 

 
Необходимые условия монотонности деформации. В теории 

пластичности деформация в точке, скорость деформации и напря-
женное состояние точки характеризуются соответственно, напри-
мер, тензором малых деформаций Т ε ,  тензором скоростей дефор-
мации ε&T  и тензором напряжений Тσ .  Допущения различных тео-
рий пластичности приводят к условиям совпадения главных осей 
тех или иных тензоров. Так, в рамках теории малых упругопла-
стических деформаций главные оси напряженного состояния (т.е. 
тензора Тσ)  совпадают по направлению и индексу с главными 
осями деформации (т.е. тензора Т ε) .  В рамках же теории пласти-
ческого течения совпадают по направлению и индексу главные оси 
напряженного состояния (т.е. тензора Тσ)  и главные оси скорости 
деформации (т.е. тензора ε&T ) .  

Первое условие монотонности деформации, в свою очередь, 
налагает требование совпадения главных осей тензоров Т ε  и ε&T . 
Условие совпадения по направлению главных осей двух произ-
вольных симметричных матриц Aи  В  порядка п  с алгебраической 
точки зрения означает существование такой ортогональной мат-
рицы Р ,  для которой выполняются сразу два равенства: 
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где λ1,...,λn и µ 1 , . . . , µ п  – собственные числа матриц А  и В  соот-
ветственно, а Р T  обозначает транспонированную к матрице Р  
матрицу (напомним, что ортогональность матрицы Р  означает 
выполнение условий Р T  ·  Р  =  Е  и det Р  = 1.) 

Как известно (см., например, [1.9, с.82, теорема 5]), необхо-
димым и достаточным условием совпадения по направлению 
главных осей матриц А  и  В  указанного вида является коммута-
тивность А  и  В ,  т.е. выполнение равенства A·B = B·A. Отсюда 
следует необходимое условие монотонности деформации: функции 
φ1(X ,Y ,Z,t), φ 2 (X ,Y ,Z,t) ,  φ 3 (Х ,Y ,Z, t) ,  выражающие текущие 
координаты через начальные, должны удовлетворять трем равен-
ствам: 
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или в компонентах малой деформации и скорости деформации. 

Подчеркнем, что указанные условия ни в коем случае не яв-
ляются достаточными для выполнения первого условия монотон-
ности деформации, так как обеспечивают совпадение главных осей 
лишь по направлению, но не по индексу. 

Однозначность процесса деформации для несжимаемого 
тела в условиях плоского деформированного состояния. Уста-
новим условия, при которых процесс деформации будет в той или 
иной степени однозначным (монотонным, односдвиговым или од-
нонаправленным), если предположить, что в любой момент вре-
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мени имеет место плоское деформированное состояние несжи-
маемого тела. 

Предположим, что оси координат расположены так, что де-
формации по оси η  отсутствуют. В рассматриваемом случае те-
кущие координаты ξ, ζ, η  произвольной точки М  зависят от на-
чальных координат точки и времени: ξ = φ(x, y, t), ζ = ψ(x, y, t), η = z. 
Здесь x , y , z  – начальные координаты точки М ,  t  – время. Будем 
полагать функции φ(x, y, t), ψ(x, y, t) непрерывными вместе с их 
частными производными. 

Как известно, якобианы текущих координат по начальным и 
начальных по текущим взаимно обратны, причем при условии 
несжимаемости они равны единице согласно [1.10]. Поэтому  
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Естественно считать, что φ(x, y, t) = x, ψ(x, y, t) = y. Тогда со-
ставляющие вектора перемещения точки М  задаются равенствами: 

ux = φ(x, y, t) - x, uy = ψ(x, y, t)- y, uz = 0. 

Для компонентов малой деформации любой частицы получаем 
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Тогда тензор малых деформаций  
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Главные компоненты малой деформации (если γ х у  ≠  0): 
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Расположение главных осей малой деформации в этом случае 
определяется векторами 

 

( ) ( )
.

0

,
1
0
0

,

0

2222

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

γ

γ+ε−ε−ε−ε

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

γ

γ+ε−ε+ε−ε

xy

xyyyxxyyxx

xy

xyyyxxyyxx

 

 

Значение параметра вида деформации, очевидно, таково: 
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Пусть zyx υυυ ,,  – проекции вектора скорости материальной 
точки М  на координатные оси в текущий момент времени. Так как 
составляющие вектора скорости zyx υυυ ,,  можно считать зави-
сящими функционально от начальных координат х , у , z  и от вре-
мени t ,  то, дифференцируя составляющие вектора перемещений 
и х ,и у ,и z  по времени, получаем 0,, =υψ=υϕ=υ zyx && . 
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Отсюда компоненты вектора скорости (т.е. скорости дефор-
маций) определяются равенствами: 
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Тогда тензор скоростей малых деформаций имеет вид 
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Главные компоненты скорости малой деформации (при 
0≠γ xy& ): 
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Расположение главных осей скорости малой деформации в 
этом случае определяется векторами 
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Из условия несжимаемости ,0321 =ε+ε+ε &&&  так как 02 =ε& , то 
031 =ε+ε && . 

Подставляя полученные выражения для 1ε&  и 3ε& , получаем 

.0,0 =
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yxyyxx
&&

&&  

Учитывая возможность изменения порядка нахождения част-
ных производных и интегрируя по t ,  находим 

),,(1 yxT
yx
=

∂
ψ∂

+
∂
ϕ∂  (1.23) 

где T1(x ,  у )  – некоторая произвольная функция. Существенным 
является то, что априори левая часть зависит от времени, а факти-
чески, благодаря условию несжимаемости, – нет. 

Заметим, что из равенства 031 =ε+ε &&  немедленно следует, что 
значение параметра вида скорости деформации равно нулю: 

.02

31

312 =
ε−ε

ε−ε−ε
=νε &&

&&&
&  

Таким образом, второе условие монотонности деформации для 
несжимаемого тела в условиях плоского деформированного со-
стояния всегда выполнено, т.е. деформация всегда является по 
крайней мере односдвиговой. 

Установим, при каких условиях главные оси малой деформа-
ции и скорости малой деформации совпадают. Будем пока пола-
гать, что 0≠γ xy  и 0≠γ xy& . 

Так как при плоском деформированном состоянии вторые 
главные оси малой деформации и ее скорости одинаковы, то для 
совпадения всех осей необходимо и достаточно, чтобы координаты 
векторов первых (и, соответственно, третьих) осей были пропор-
циональны друг другу: 
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Домножая обе части равенств на знаменатели, получаем 
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Сложим и вычтем полученные равенства: 
 

( ) ( ) .

),()(

2222
xyyyxxxyxyyyxxxy

yyxxxyyyxxxy

γ+ε−εγ=γ+ε−εγ

ε−εγ=ε−εγ

&&&&

&&&

 (1.24) 

 

Если преобразовать первое уравнение к виду 
 

( ) ( )
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и подставить полученное выражение во второе уравнение, то по-
лучим 
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откуда 
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Так как подкоренное выражение в предположении, что 0≠γ xy , 
положительно, то второе уравнение системы может выполняться 
только при условии равенства выражения в скобке нулю. Это будет 

иметь место при 0>
γ

γ

xy

xy&
. Так как 0≠γ xy , то 
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+
∂
ϕ∂

xyxy
&&

 (1.25) 

Рассмотрим теперь первое уравнение системы (1.24). Если пе-
ренести слагаемые правой части влево и разделить уравнение на 

2
xyγ ,  то, благодаря предположенной непрерывности частных про-

изводных,  ( ) xxtxx ε=′ε &   и т.п., получим 
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Следовательно, после  интегрирования по t  

),,(2 yxT
xy

yyxx =
γ

ε−ε
 

где Т 2 ( х , у )  – некоторая произвольная функция. Окончательно 
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xy
yxT

yx
),(11 2 . (1.26) 

Таким образом, для того чтобы главные оси и скорости малой 
деформации (а следовательно, в допущениях теории пластического 
течения, и напряжений) совпадали, функции φ  и  ψ ,  выражающие 
зависимость текущих координат от начальных, должны удовле-
творять системе, составленной из уравнений (1.23), (1.24), ( 1.26)  и 
неравенства (1.25): 
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при некоторых произвольных функциях Т 1 ( х , у )  и Т 2 ( х , у ) .   
Например, положим Т 1 ( х , у )  = 2, а  Т2 (x,у) = 1. Как известно, 

одним из методов решения двумерных задач в напряжениях явля-
ется использование функции напряжения. Поступим сходным об-
разом. Возьмем некоторую функцию F ( x , y , t )  и положим 

 

x
Fytyx

y
Fxtyx

∂
∂

−=ψ
∂
∂

+=ϕ ),,(,),,( . 

 

Тогда второе уравнение (1.27) выполняется тождественно, а 
первое сведется к уравнению 

2

2

2

22

2
x
F

y
F

yx
F

∂
∂

−
∂
∂

=
∂∂

∂ ,
 

 

которому должна удовлетворять функция F ( x , y , t ) .  Например, 
видно, что функция F ( x ,  у ,  t )  =  (а х 2  +  b х у  +  (а + b ) y 2 ) t  при 
произвольных значениях параметров а и b  удовлетворяет данному 
уравнению. 

Предполагая, что b ≠  0 (для определенности возьмем b > 0), для 
такой функции F ( x , y , t )  получаем функции φ ( х ,у , t )  и ψ ( х , у , t ) :  

φ ( x ,  у ,  t )  =  x  +  ( b х  +  2 (а + b ) y ) t ,  
ψ ( x ,  у ,  t )  =  y  -  ( 2ах  +  b у ) t . 

Тогда 
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Из условия J=1  получаем 
 

(1 + bt)(1 - bt) + 2at 2(a + b)t = 1 - b2t2 + 4a2t2 + 4abt2 = 1, 
 

откуда 4а 2  +  4 a b  -  b 2  = 0 или  ( )
2

12 ba −±
= . Положим, на-

пример, ( ) .
2

12 ba −
=  

Компоненты малой деформации и скорости деформации:  
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yyxyxx
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Укажем, что условие 0>γ⋅γ xyxy& , очевидно, выполнено. 
Тензоры малой деформации и скорости малой деформации: 
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Главные компоненты малой деформации и скорости малой 
деформации: 

 

.2,0,2

,2,0,2

321

321

bb

btbt
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&&&
 

 

Параметры вида деформации и скорости деформации совпа-
дают: 0=ν=ν εε & . Главные оси малой деформации и скорости тоже 
совпадают: 

( ) ( ) ( ).0121,100,0112 −+  

Таким образом, для взятых функций φ  и  ψ  процесс дефор-
мации будет монотонным, причем в любой момент времени де-
формированное состояние будет плоским.  

Заметим, что при выбранных функциях φ  и  ψ  произойдет 
перемещение частиц по прямым, определяемым уравнениями  

 

( )( ) ( )( ) ,,12,12 zbtyxybtyxx =η+−−=ζ+++=ξ  
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причем на прямой  ( )xy 21−=  частицы перемещаться не будут, 
выше и ниже прямой ( )xy 21−=  будут перемещаться в проти-
воположных направлениях, причем, тем быстрее, чем дальше они 
находятся от указанной прямой. 

Теперь рассмотрим случай, когда хотя бы одна из величин 
xyxy γγ ,&  равна нулю. Заметим, что если 0=γ xy , то, очевидно, и 
0=γ xy& . Следовательно, возможны два случая: 

1)  ;0=γ=γ xyxy &  

2)  .0,0 =γ≠γ xyxy &  

Итак, если 0=γ xy , то 
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главные оси при ε х х  > ε у у  определяются векторами 
(1  0  0), (0  0  1), (0  1  0),  при ε х х  < ε у у  – (0  1  0), (0  0  1), (1  0  0). 

Для главных компонентов скорости деформации аналогично 
получим 
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главные оси при  yyxx ε>ε &&  определяются теми же векторами:  
(1  0  0), (0  0  1), (0  1  0),  при yyxx ε<ε &&  – (0  1  0), (0  0  1), (1  0  0). 
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Параметр вида скорости деформации по условию несжимае-
мости равен нулю: .0=νε&  Таким образом, если 0=γ xy , то при 
условии ( )( ) ,0>ε−εε−ε yyxxyyxx &&  т.е. 
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процесс деформации будет монотонным, причем в любой момент 
времени деформированное состояние будет плоским. 

Заметим, что примером монотонной деформации для такого 
случая может являться уже рассмотренный, при соответствующем 
выборе осей координат (необходимо, чтобы перемещение частиц 
происходило параллельно одной из осей координат). При условии  
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процесс деформации будет лишь односдвиговым. 
Если же 0≠γ xy , но 0=γ xy& , то главные оси и скорости малой 

деформации заведомо не совпадают, так как по две координаты 
первого и третьего векторов главных осей малой деформации не-
нулевые, а у первого и третьего векторов главных осей скорости 
деформации только по одной координате являются ненулевыми. 
Следовательно, в этом случае выполнено только условие постоян-
ства (в данном случае равенства нулю) параметра вида скорости 
деформации. Поэтому процесс является лишь односдвиговым. 

Таким образом, для несжимаемого тела при плоском дефор-
мированном состоянии деформация всегда является по крайней 
мере односдвиговой, а при определенных условиях – монотонной.  
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2. МОНОТОННЫЕ ПРОЦЕССЫ НАГРУЖЕНИЯ 

2.1. Растяжение 
 
Простое растяжение. Простым линейным растяжением на-

зывается один из основных видов напряженного состояния малого 
материального объема, вызывающее в нем деформацию растяже-
ния, т.е. превращающее сферу в эллипсоид, одна из трех главных 
осей которого удлиняется, а две другие укорачиваются. Две из трех 
составляющих напряжений при этом равны нулю, а третья больше 
нуля. При простом линейном растяжении σ2=σ3=0 и σ1> 0.  В этом 
случае 

.0;0;12
132

31

312 >ε>ε=ε−=
σ−σ

σ−σ−σ
=σv  

В полной мере указанная схема реализуется при испытании на 
растяжение цилиндрических образцов. 

Диаграмма растяжения. В результате обработки диаграмм 
разрывных машин мы получаем зависимость растягивающей силы Р 
от неупругой составляющей удлинения образца. Пусть l0 – начальная 
длина образца, l – его длина в напряженно-деформированном со-
стоянии и σ1 – растягивающее напряжение. 

Согласно закону Гука длина образца, нагруженного силой Р ,  
после снятия этой нагрузки должна быть равна: l  – lσ1 /E.  
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При обработке машинной диаграммы мы исключаем влияние 
деформаций пресса и приспособлений обратного хода, а также, 
частично, влияние местных деформаций образца в зоне перехода к 
головке и снимаем с диаграммы ряд значений растягивающей силы 
Р ,  соответствующих ряду значений величины 

( ) ./ 01 lElll −σ−=∆  (2.1) 

Следуя обычно принимаемому допущению о сохранении 
объема, т.е. полагая, что объем деформируемого тела изменяется 
только за счет упругих деформаций, будем считать, что объем об-
разца после разгрузки равен его первоначальному объему: 

( ) ( ) ./ 01000 FllFElllFW ∆+=σ−==  

Здесь F0 – начальная площадь поперечного сечения образца; F – 
площадь его поперечного сечения в деформированном состоянии; 
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При простом растяжении в условиях линейной схемы напря-
жений ( 032 =σ=σ ) 
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σ=σ−σ+σ−σ+σ−σ=σi
 . (2.3) 

Для каждой расчетной точки диаграммы, зная значения ∆l и Р ,  
можно вычислить по формуле (2.2) σ i  = σ1 ,  причем значения l0 и F0  
должны быть известны по данным предварительных замеров об-
разца перед испытанием. 

Длина  образца  в напряженно-деформированном состоянии 
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где ∆l − см. формулу (2.1). 
Первая главная деформация определится равенством 
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 (2.4) 

отношение σi /E мало по сравнению с единицей.  
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Исходя из  
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при   032 =σ=σ      и   iσ=σ1  
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∆+
=ε  где G – упругий модуль сдвига. 

Итак, мы имеем формулы (2.1) – (2.4а) для расчета функцио-
нальной зависимости σ i  от ε i  по начальным значениям размеров 
испытываемого образца (l0 и F0) и данным его испытания на раз-
рывной машине (P ,  ∆ l).  

Как при расчетах на прочность деталей машин и строительных 
конструкций, так и при проектировании технологических процес-
сов обработки металлов давлением знание зависимости интенсив-
ности напряженного состояния σ i  (сопротивляемости) металла от 
степени его деформированного состояния ei  представляется со-
вершенно обязательным. Эта функциональная связь имеет место 
для данного материала независимо от вида НДС. Естественно, что 
эта «единая кривая» связи σ i  с ei  существует только при конкрет-
ных, неизменных внешних условиях (постоянная скорость дефор-
мирования при атмосферном давлении и комнатной температуре). 
Мы не касаемся здесь влияния на эту функциональную связь таких 
важных факторов, как температурно-скоростные условия обра-
ботки, микроструктура  материала и т.п. 

Следовательно, функциональная связь σ i  и ei  может быть ус-
тановлена при любом виде НДС при монотонном или хотя бы при-
ближенно-монотонном процессе. Наиболее точный путь – испы-
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тание образцов на простое растяжение с последующей аппрокси-
мацией связи σ i–ei  аналитическим выражением. 

Проблема качественной обработки результатов испытаний на 
простое растяжение, равно как и нахождение наиболее достоверной 
аппроксимации зависимости σ i–ei ,  давно уже является предметом 
изучения исследователей, однако до сих пор далека от разрешения. 
Установление такой зависимости осложняется тем, что во второй 
стадии процесса после появления шейки на испытуемом образце 
процесс деформации становится неоднородным вдоль оси образца 
и возникает объемная схема напряженного состояния (всесторон-
нее неравномерное растяжение). 

На протяжении нескольких десятков лет при обработке ре-
зультатов испытания на растяжение, зафиксированных машинной 
диаграммой, было предложено несколько методов. 

1 .  Построение эффективной диаграммы растяжения в коор-
динатах: по оси абсцисс – относительное удлинение ε = ∆l/l0, по оси 
ординат – эффективные напряжения растяжения σэф = P/F0 .  

Очевидна условность этой диаграммы, по характеру своему не 
отличающейся от машинной: процесс деформации растяжения об-
разца слагается, как известно, из двух стадий: устойчивого, рав-
номерного по длине, и сосредоточенного в области шейки при от-
сутствии остаточных удлинений в остальном объеме образца. 
Применение к обеим стадиям растяжения одного и того же метода 
расчета является грубым приближением. 

2. Построение истинной диаграммы растяжения в координатах: 
по оси абсцисс – степень деформации е  = (F0  – F) /F0 ,  величина, 
характеризующая относительное поперечное сужение (примени-
мая, очевидно, к обеим стадиям растяжения); по оси ординат – 
истинные напряжения растяжения σ1  = P/F.  

В отличие от предыдущей диаграммы здесь при построении 
учитывается переменность площади поперечного сечения образца в 
течение всего процесса. Но данная диаграмма не устанавливает 
значения интенсивности напряженного состояния во второй стадии 
процесса, когда  σ i  ≠ σ1. 

3. В целях обобщения результатов испытания на простое рас-
тяжение на любой вид НДС необходимо строить диаграмму в 
обобщенных  координатах. По оси абсцисс откладывается степень 
деформации еi = ln(F0 /F).  В формулировке Ильюшина 

∫ ε=
t

ii dte
0

& . 
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Выражение степени деформации для количественной оценки 
формоизменения широко применяется в СМПД [2.1, 2.2]. При мо-
нотонном процессе деформирования степень деформации ei  чис-
ленно равна интенсивности главных логарифмических деформаций 
εi, определяемой  выражением 

( ) ( ) ( ) .
2
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2
1

2
1 2

13
2

32
2

21 ε−ε+ε−ε+ε−ε=εi
 (2.5) 

По оси ординат откладываем количественную характеристику 
напряженного состояния: 
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2
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32
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21 σ−σ+σ−σ+σ−σ=σi  (2.6) 

Для стадии равномерного растяжения σ2 = σ3 = 0; σ1 > 0 и ра-
венство (2.6) приводится к простому виду: 

σ i  = σ1 .  (2.7) 
Однако на второй стадии процесса, когда наблюдается лока-

лизация очага деформации в зоне шейки, напряженное состояние 
становится объемным (всестороннее растяжение) и значение σ i    
будет несколько меньше, чем вычисленное по формуле (2.7), т.е. 

σ i  = ησ1 ,  (2.8) 
где η – поправочный коэффи-
циент, меньший единицы и за-
висящий от степени шейкооб-
разования. Чем интенсивнее 
развивается шейка, тем больше 
значения растягивающих на-
пряжений σ2  и σ 3  и тем меньше 
значение коэффициента  η. 

На рис. 2.1 приведен график 
зависимости коэффициента η от 
отношения Fy/Fmin,  характери-
зующей степень шейкообразо-
вания. В момент разрыва Fmin 
принимается равным Fш .  

Интенсивность главных 
логарифмических деформаций 

Рис. 2.1. Зависимость коэффициента  η 
от отношения  Fy /Fmin 

Fy /Fmin
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определяется в общем случае выражением (2.5), которое алгеб-
раически приводится к виду 

( ) .
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⎛ ε+ε+ε
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Нетрудно убедиться в том, что правые части (2.5) и (2.9) равны. 
Действительно, квадрат правой части обоих равенств приводится к 
виду 
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При простом растяжении ε2 = ε3 и, следовательно, 
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ε+ε+ε
−ε=εi  

В большинстве случаев при построении обобщенной кривой 
деформационного упрочнения упругими слагаемыми деформации 
можно пренебречь.  В этом случае сумма трех главных логариф-
мических деформаций равна нулю  и  εi = ε1. 

В отдельных случаях требуется учесть упругие слагаемые де-
формации. Тогда 

,;; 3
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где ε1пл, ε2пл, ε3пл – остаточные (пластические) слагаемые деформа-
ции, удовлетворяющие условию несжимаемости:  ε1пл+ε2пл+ε3пл = 0;  
E – модуль Юнга;  µ – коэффициент Пуассона. В этом случае 
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Процесс растяжения цилиндрического образца разделяется на 
две стадии. На первой стадии растягивающее усилие растет или 
сохраняет приближенно постоянное значение. Очаг деформации 
охватывает всю цилиндрическую часть образца. Поля деформаций 
и напряжений в плоскости поперечного сечения однородны. Эта 
стадия процесса монотонна. Вторая стадия характеризуется кон-
центрацией очага деформации в области шейки. Деформации в 
плоскости поперечного сечения остаются однородными. Напря-
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женное состояние становится объемным, появляются радиальные и 
тангенциальные растягивающие  напряжения. Первая стадия со-
ответствует участку до точки Рmах машинной диаграммы (рис. 2.2), 
а вторая – от точки Рmах до точки разрыва R .  

 

 
 
Рис. 2.2. Машинная диаграмма при испытании образца на растяжение 

 
 

Участок до точки Рmах называется участком устойчивой стадии 
процесса растяжения. Он характеризуется тем, что образец не те-
ряет своей цилиндрической формы. Для этого участка справедливо 
равенство 

.
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При наличии экспериментально полученной таблицы зависи-
мости усилия Р  от ∆ l  можно вычислить координаты точек кривой 
зависимости σ i–ei  на участке устойчивой стадии по формулам 
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При необходимости приближенного учета упругих состав-
ляющих степень деформации еi определяется по формуле (2.4а). 

Конец участка устойчивой стадии (точка В  на диаграмме  
σ i–ei  характеризуется Pmax и ∆ ly.   Координаты этой точки на этой 
диаграмме: 
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Построение диаграммы σ i–ei  от точки В  до точки разрыва R  на 
основании машинной диаграммы не представляется возможным, 
так как очаг деформации занимает незначительный (и неопреде-
ленный) объем металла в зоне шейки. Координаты точек этого 
участка диаграммы можно было бы вычислить по формулам 

,ln;
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0max F
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F
F

F
P

F
P

ii =ηη=η=σ  (2.10) 

где Fmin – минимальная площадь сечения шейки в данной стадии 
процесса  на  растяжение. 

Необходимость введения коэффициента η  объясняется, как 
уже отмечалось, тем, что в зоне минимального сечения после об-
разования шейки два главных напряжения σ2 и σ3, действующие в 
направлениях, перпендикулярных направлению действия растяги-
вающей силы, можно считать равными нулю только на контуре 
сечения, а в большей части сечения эти напряжения являются на-
пряжениями растяжения. Поэтому среднее по сечению  

( ) ( )cp1
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⎠
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⎛ σ−σ
−σ=σi  

и, следовательно, 
( ) ( ) .mincp1mincp PFFi =σ<σ  

Таким образом, поправочный коэффициент η  должен быть меньше 
единицы. 

Значение η зависит в основном от отношения Fy /Fmin,  где F y  – 
приближенное значение площади сечения образца вне шейки, 
практически равное площади сечения расчетной части этого об-
разца в момент образования шейки. Для определения значения η 
можно пользоваться диаграммой, приведенной на рис. 2.1. Следо-
вательно, построение диаграммы σ i–ei  от точки В  до разрыва 
возможно в том случае, когда известны текущие значения площади 
поперечного сечения шейки Fmin  во второй стадии процесса. 

Однако без большого ущерба для точности построения можно 
производить вычисления по формулам (2.10) только для одной, 
конечной точки машинной диаграммы, а именно – точки разрыва. 
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Не затрагивая здесь такие факторы пластичности, как уста-
лость, ползучесть, старение металлов, а также влияние на поведе-
ние металлов температуры и скорости, перейдем к рассмотрению 
примера. 

П р и м е р  1. Наиболее распространены испытания на раз-
рывных машинах, имеющих записывающее устройство. Чаще всего 
испытания проводятся на машинах типа пресса Гагарина, например 
ИМ-4А, которые растягивают образец с постоянной скоростью 
1…2 мм/мин. Размеры цилиндрических образцов регламентиро-
ваны ГОСТ 1497–73 «Методы испытания на растяжение». В ис-
следовательской практике обычно пользуются короткими образ-
цами. В нашем случае испытывается образец из малоуглеродистой 
стали. В результате измерений диаметра образца в трех сечениях 
получено значение d0 =  6,01 мм. 

Машинная диаграмма испытания на разрыв образца приведена 
на рис. 2.2. Начало отсчета на диаграмме определяется следующим 
образом. Во время испытания необходимо следить за тем, чтобы 
«нулевая» линия нагрузки была четко определена. На рисунке это 
линия справа от нуля.  Прямая, проведенная как продолжение этой 
линии, является осью абсцисс. Точка пересечения наклонной пря-
мой, проведенной так, чтобы она совпадала с максимальным ко-
личеством точек линии нагрузки OA  с осью абсцисс, принимается 
за начало отсчета (начало координат). 

Графическое построение для определения пластической со-
ставляющей ∆ lпл удобно вести следующим образом. Выше ма-
шинной диаграммы проводится линия, параллельная оси абсцисс. 
Началом отсчета на этой второй оси служит точка 0 ' .  Влево от 
точек 0  и 0 '  на равных расстояниях, кратных 50 или 100 мм  
(в зависимости от длины устойчивого участка на машинной диа-
грамме), откладываются точки 1  и 1', 2  и 2 ' ,  3  и 3 '  и т.д. Эти 
точки попарно соединяются отрезками наклонных прямых. Кроме 
того, через отдельные характерные точки машинной диаграммы 
проводятся дополнительные наклонные прямые (например, через 
точку А '  – конца площадки текучести, если она выражена через 
точку Рmax – конец площадки максимального усилия). Каждая на-
клонная прямая, проведенная через точку оси абсцисс, соответст-
вующей определенному значению абсолютного остаточного уд-
линения, пересекает машинную кривую в точке, ордината которой 
соответствует (в масштабе машинной диаграммы) нагрузке,  
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вызвавшей данное удлинение образца. Для построения диаграммы  
σ i–ei  на участке Pт– Рmax должно быть не менее четырех-пяти рас-
четных точек. 

В результате обработки машинной диаграммы получены зна-
чения абсолютного пластического удлинения и усилий, их вызы-
вающих (табл. 2.1). 

Т а б л и ц а  2.1 

Точка А А' Н 2 3 4 5 М В  

∆ l , мм 0 0,64 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 6,61 - 

Р, Н 8000 8000 9400 11100 11900 12300 12400 12500 12600 9400 

 
Площади сечения образца определяются по значениям диа-

метров, измеренных в процессе проведения испытания: 

d0 = 6,01 мм   –  F0 = 28,39 мм2, 
dy = 5,48 мм   –  Fy = 23,59 мм2, 
dш = 3,36 мм   – Fш = 8,878 мм2. 
 

Предел текучести:  
lg σт = lgPт - lgF 0  =  2,9031 - 1,4531 = 1,4500;   σт = Pт/F0 =  

= 281,8 МПа. 
Предел прочности:  
lg σв = lg Рmax - lg F0 = 3,1004 - 1,4531 = 1,6473;   σв = Рmax/F0 = 

= 443,9 МПа. 
Интенсивность деформации в конце площадки текучести 

(точка А ' ) :   
εт = ln 3,364 - ln 3,300 = 1,2131 - 1,1939 = 0,0192; 

.0192,0ln
0

0
т =

∆−
=ε

l
ll y  

Интенсивность деформации в момент начала образования 
шейки (точка В ) :  

εv = ln 3,961 - ln 3,300 = 0,1826;   .1826,0ln
0

00 =
∆+

=ε
l

ll
y  

Истинное напряжение в момент максимума усилия при растя-
жении:   
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lg(ly/l0)  = lg lу - lgl0 = 1,5978 - 1,5185 - 0,0793;   lg σв = 1,6473;  
lgσy = lg σв + lg(ly/l0) =0,0793 + 1,6473 = 1,7266;  
σу = Pmax/Fy = σв ly/ l0 = 532,8 МПа.  
Интенсивность деформации в момент разрушения: 
εраз = ln 28,39 - ln 8,878 = 3,3461 - 2,1836 = 1,1625; εpаз = ln F0/Fш = 

= 1,1625.  
Для вычисления интенсивности напряженного состояния в 

момент разрушения образца необходимо определить значение η. 
Входное число вспомогательного графика в данном случае 

.9799,0lnlnlnlg раз
н
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min

y =ε−ε=−== yF
F

F
F

F
F

F
F

 

По диаграмме определяется η = 0,843,  
lgPpaз - lgFш = 2,9731 - 0,9483 = 2,0248;  lg η = 1,9256;  lg σраз = 

= 1,9504; 
σраз = η Ppaз/Fш = 892,1 МПа. 
Координаты основных опорных точек диаграммы σi–еi  сведем 

в табл. 2.2, а координаты промежуточных точек – в табл. 2.3. Для  
контроля вычисляется значение диаметра образца в момент начала 
образования шейки.  

 

Т а б л и ц а  2.2 
Координаты опорных точек диаграммы 

Точка еi σi, МПа  

A – начало пластического деформирования 
(начало площадки текучести) 

  
281,8 

А' – конец  площадки текучести 0,0192 281,8 
В – конец    устойчиво го периода 0,1826 532,8 
R – точка  разрушения 1,1625 892,1 

 
В силу условия постоянства объема F0l0 = Fyly 

(π/4) d2
0l0 = (π/4) d2

yly , 
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Замером было получено 5,48 мм. Разницу меньше 0,01 мм 
можно считать приемлемой. 

Координаты точек диаграммы σi–еi по данным обработки  
машинной кривой на участке до точки Рmax вычисляются по фор-
мулам 
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Т а б л и ц а  2.3 
Координаты промежуточных точек зависимости σi–еi 

Номер точки 
Координаты 1 

(точка Н) 2 3 4 5 
6 

(точка М) 

0

0

ln
ln

l
l

lll
l

∆+=
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1 
 

34 
 

3,5264 
 

3,4965 

2 
 

35 
 

3,554 
 

3,4965 

3 
 

36 
 

3,5835 
 

3,4965 

4 
 

37 
 

3,6109 
 

3,4965 
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38 
 

3,6376 
 

3,4965 
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39 
 

3,6636 
 

3,4965 
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0,0299 
940 

1,5315 
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0,0589 
1110 

1,5441 
1,5185 

0,0870 
1190 

1,5563 
1,5185 

0,1144 
1230 

1,5682 
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0,0130 
 

5469,2  

0,0256 
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0,0378 
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0,0613 
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0,0726 
 

5469,2  
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1,7164 
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Аппроксимация зависимости σi–еi. Многие авторы аппрок-
симируют кривую σi–еi степенной зависимостью вида 

σi = А  εi
т  (2.11) 

Для того чтобы эта зависимость удовлетворяла условиям, когда 
известно только, что при εi  = εi у   σi = σу ,  dσi /dεi = σу ,  необходимо 
и достаточно принять 

m = εiу;   А = σут-т. (2.12) 
Значения констант А  и m могут быть легко вычислены, когда 

известны основные механические характеристики металла. Дей-
ствительно, 

m = εiy = ln (1 + δу);   σУ = σв(1 + δу). 
Выражение (2.11) можно записать в следующем виде: 

y

y
y
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i
i

ε

⎟
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⎞
⎜
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⎝

⎛

ε
ε

σ=σ . (2.13) 

Дифференцируя равенство (2.13) по εi, после сокращений по-
лучаем 

1
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ε
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ε
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. (2.14) 

Поскольку правые части (2.13) и (2.14) обращаются в σу  при  
εi = εiy, выражение (2.13) удовлетворяет условиям  σi = σy  и 

yσ−ε
σ

i

i
d
d

. 

Выражение (2.13) является наиболее распространенной анали-
тической аппроксимацией функциональной зависимости σi = Ф(εi). 
Однако и оно при больших деформациях, по-видимому, несколько 
завышает значения напряжений. 

В 1964 г. В.М. Розенберг предложила кривую деформацион-
ного упрочнения при растяжении аппроксимировать следующими 
выражениями: 
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0
пред  (2.15) 



 44

или 

( ) ii Nee
ii eCCe −− −−σ=σ 1пред . (2.16) 

Постоянные (σi)npeд, С  и С1  определяются расчетом. Значения 
F/F0  и σi – для двух точек М  и Н  (см. рис. 2.2) восходящей ветви 
машинной кривой (причем точка М  выбирается вблизи точки Рmах, а 
точка Н  – в начале восходящей ветви кривой) и для точки разру-
шения считаем известными из эксперимента. 

Принимая во внимание, что последний член выражения для 
точки разрушения в пределах практической точности равен нулю, 
получаем следующую систему уравнений:  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
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шпредраз

010пред

010пред

FFC
FFCFFC
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−−σ=σ

 (2.17) 

Решая ее относительно константы С, после некоторых эле-
ментарных преобразований получаем формулу 

( )( )
( )( )

.
/////

/

0ш00ш0

разраз
N

НМНМ

N
НМiНiiМi

FFFFFFFFFF

FF
С

−−−

σ−σ−σ−σ
=  (2.18) 

Значение (σi)пред определяется из третьего уравнения (2.17), 
значение коэффициента С1  – из первого. 

Показатель степени N  зависит в основном от химического со-
става материала. Значением этого показателя можно задаваться и в 
случае необходимости дальнейшего его корректирования. Так, при 
испытании конструкционных сталей можно рекомендовать его 
равным 25. При испытании сплавов на медной основе N  = 10. 

Таким образом, для определения аппроксимирующей зависи-
мости в виде (2.15) или (2.16) необходимо в результате испытания 
на простое растяжение определить координаты трех точек: двух − 
на восходящей ветви кривой упрочнения (Н  и М)  и точки разрыва, 
определяемых по методике, изложенной выше. 

П р и м е р  2. Аппроксимируем полученную зависимость, 
показанную на рис. 2.2. 

Параметры расчетных точек, необходимых для определения 
постоянных уравнения (2.15). Точка Н  (точка 2 при обработке 
машинной диаграммы); FH/F0  =  0,9705; σiH =341,2 МПа. 
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Точка М (точка 6): 
FM/F0 == 0,8461;   σi М = 520,5 МПа;  

точка разрыва R: 
Fш/F0 =0,3127;   σi раз = 892,1 МПа.  
Показатель степени N = 25. Определим коэффициент С: 
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Числитель равен: 37,16 - 1,789 = 35,378. 
2. FH /F0  –  FШ /F0  = 0,9705 - 0,3127 = 0,6578; 
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Знаменатель равен: 0,5334 - 0,0213 = 0,5121. Таким образом,  
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( ) ;8263,19870,18393,1lglg 0 =+=− FFC Н    С(FH/F0) = 67,04; 
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( ) ( )
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Аналитическое выражение уравнения (2.15) принимает вид 

σi = 110,81 - 69,08 (F/F0) - 20,39 (F/F0)25. (2.19) 

Расчет координат точек аппроксимирующей зависимости σi–еi, 
определяемой уравнением (2.19), сведен в расчетную табл. 2.4. 

Т а б л и ц а  2.4  
Координаты точек зависимости σi = 110,8 – 69,08(F/F0) – 20,39 (F/F0)25 

Номер точки 
Координаты 2 

(точка Н) 3 4 5 6 7 8 9 
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В таблице для сравнения приведены опытные значения на-

пряжений σi оп, практически точно совпадающие с вычисленными 
по формуле (2.19). Отклонения не превышают возможных по-
грешностей опыта. 

Предложенная В.М. Розенберг аппроксимация зависимости σi–еi 
многочленом достаточно гибка, чтобы точно отобразить кривую уп-
рочнения на всех ее участках, и ее применение существенно облег-
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чает решение инженерных задач в области прочностных и техноло-
гических расчетов, так как многочлен может быть легко проинтег-
рирован. С его помощью можно просто определить удельную меха-
ническую работу пластического формоизменения тела с заданной 

степенью деформации, т.е. вычислить интеграл ∫Φ=
ie

ii deeA
0

уд ,)(  что 

при других видах аппроксимации затруднительно.  
 

Уточнение аппроксимации зависимости σi–еi. Единое опи-
сание разнообразных явлений при пластическом деформировании 
металлов дает математическая теория пластичности. Одной из ос-
новных задач теории ОМД является анализ технологических про-
цессов на основе использования общих соотношений теории пла-
стичности с учетом реальных свойств обрабатываемого материала, 
граничных и начальных условий, физико-механических эффектов 
пластического деформирования. Конечная цель такого анализа – 
определение механических и термодинамических величин, опи-
сывающих состояние обрабатываемого металла в произвольный 
момент времени. Это позволяет вычислить технологические пара-
метры, оценить изменение структуры и свойств обрабатываемого 
материала, установить практически целесообразные способы 
управления процессом. 

Однако реализация указанного подхода обычно связана с 
принципиальными трудностями, возникающими при решении 
краевых задач теории пластичности, что вынуждает прибегать к 
весьма сильным ограничениям и допущениям. Полученные таким 
образом приближенные решения во многих случаях не удовле-
творяют требованиям повышенной точности, предъявляемым в 
новых условиях. 

При разработке технологических процессов ОМД необходимо 
знать зависимость напряжений текучести  материала  σi от степени 
деформации  еi, отражаемую кривой упрочнения. Как указывают 
авторы [2.4], какими бы достоверными ни были теоретические ис-
следования и полученные на их основе математические модели, 
неточное знание зависимости )( ii f ε=σ  зачастую делает полу-
ченные результаты не пригодными для практики. Поэтому про-
блема качественной обработки результатов испытаний на простое 
растяжение, как и нахождение наиболее правильной аппроксима-
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ции кривой упрочнения давно является предметом 
изучения многих исследователей [2.1, 2.4]. 

Традиционное феноменологическое описание пластической 
деформации твердых тел приводится в рамках механики сплошных 
сред и теории дислокаций. Обширные исследования и данные, из-
ложенные в работе [2.1], показали, что соотношение истинных 
напряжений и истинной деформации при одноосном растяжении 
различных кристаллических тел носит параболический 
характер. В работах [2.4, 2.5] приведены рекомендации по опреде-
лению истинных напряжений в шейке растянутого образца. 

Выдвигаемые трактовки механизма упрочнения на разных 
стадиях (участках) растяжения связывают обычно с накопленной в 
объеме металла некоторой плотности дислокаций, необходимой 
для обеспечения заданной степени деформации. 

В работе [2.4] проанализированы различные кривые упрочне-
ния, наиболее точная их аппроксимация показательной функци- 
ей приведена в работе [2.1] и, на её основе, в [2.4] предложена  
аппроксимация, пригодная для испытания на растяжение и сжа- 
тие. 

В последние годы сформированы новые подходы к проблеме 
пластичности и прочности. Работа [2.6] впервые дает четкое пред-
ставление о структурных уровнях деформации твердых тел и ие-
рархии этих уровней, которые не функционируют изолированно, а 
напротив, взаимодействуют, и общая картина деформации и уп-
рочнения является результатом этих взаимодействий. Показано, 
что качественное изменение в дислокационной структуре является 
причиной стадийности пластического течения. Возникновение 
каждого типа дислокационной структуры происходит при некото-
ром значении скалярной плотности дислокаций. 

Из физической теории деформации и упрочнения [2.6] известна 
связь напряжения течения с плотностью дислокаций: )( 2/1ρ=σ fi ,  
где ρ  – плотность дислокаций. Именно эта зависимость предопре-
делила анализ построенных соотношений )(ε=σ f  и построение 
диаграммы в координатах 2/1ε−σ , на которой отчетливо прояви-
лись стадии пластического течения (точка перегиба – изменение 
коэффициента упрочнения). 

Таким образом, пластическое деформирование (растяжение 
образцов) представляет собой стадийный процесс. Модель такого 
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типа позволяет более адекватно описать реальные процессы рас-
тяжения образца, т.е. существенно повысить точность моделиро-
вания динамики процесса растяжения и его параметров и тем са-
мым точность прогнозирования механических свойств )( ii ε−σ  и 
определение НДС в очаге пластической деформации заготовок. 

Постановка задачи математического описания процесса пла-
стического формоизменения в случае простого нагружения (не-
монотонной деформации) приводит к системе из 12 уравнений с 12 
неизвестными: 
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Важнейшим в этой системе является уравнение (2.31), выра-
жающее связь интенсивности напряжений и степени деформации. 
От качества заложенной в него функции будут во многом зависеть 
точность и устойчивость решения всей системы. 

 

Выводы по результатам испытания образцов. 
I. Начало текучести. Этап равномерной деформации: 

 

( ) ( ) ( ) ,, 00002,00,2т lllFРFР rv
j

rv
j

rv
jiii ∆+⋅=σ=σ=σ  

( ) ( )( ).ln 00 lll rv
j
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II. Этап сосредоточенной деформации. 
II.1. Обработка по методике В.М. Розенберг и Г.А. Смирно-

ва-Аляева для момента, предшествующего разрыву (рис. 2.3, 2.4): 
 

( )ш0pшpp ln, FFFP ii =ε⋅η=σ . 
 
 

 
 

   

а б 
Рис. 2.3. Цилиндрический образец до деформации, на стадии локализации, после 
разрушения (а); диаграмма Р–∆l с расчётными и характерными точками (б)
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II.2. Обработка по методике Н.Н. Давиденкова и Н.И. Спири-

доновой. Компоненты напряжения: 

( ) ( ) ( ).2/2/1,/12/ 1
2

1
2

1
2

1, RrrRrrrRr izir −+⋅σ=σ−⋅⋅σ=σ θ  

                      
а б 

 

   
в г 

 
Рис. 2.4. График  η –  ln (Fy/Fш)  к методике В.М. Розенберг и Г.А. Смирнова-Аляева (а); 
расчётная схема к методике Н.Н. Давиденкова и Н.И. Спиридоновой (б); напряжения 
в  минимальном  сечении  шейки  образца  из стали 18ЮА (в);  г:  1–  рентгеновский 
снимок алюминиевого образца перед разрушением (Мак-Грегор), 2 – макрошлиф 

медного образца после разрушения (Д. Микловиц, Р. Андерсон)
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Интенсивность напряжений: ( ) ( )( ).4/1/1/ 1 RrFPi +=σ  
II.3. Обработка по методике П. Бриджмена. Интенсивность 

напряжений 
 

( ) [ ] [ ]( )( )RrrRFPi 21ln211 11 +⋅+=σ . 
 

Результаты испытания приведены на рис. 2.5, 2.6 и в  
табл. 2.5, 2.6. 

 
а 

 

 
б 

Рис. 2.5. Графики σ = f(ε) для образца № 32, построенные по методике Смир-
нова-Аляева (SA-R), Давиденкова−Спиридоновой (D), Бриджмена (В)  (а); 
точки излома кривой σ = f(ε)  для образца № 31 в координатах σi–εi

1/2  (б)

1

2 
3

4
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б 

 
Рис. 2.6. Точки излома кривой σ = f(ε) для образца № 32 в координатах  
σi–εi

1/2 (а); касательные в точках излома кривой в координатах σi–εi
 (б)
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Т а б л и ц а  2.5 
Точки излома кривой ii ε−σ   для образцов №№ 31 и 32 

Уча-
сток 1 2 3 4 
Об-
разец 

21
iε
 

iε  iσ  
МПа 

21
iε
 

iε  iσ  
МПа 

21
iε
 

iε  iσ  
МПа 

21
iε
 

iε  iσ  
МПа 

Н - тiε =
=0 

151,10 0,2935 0,0861 364,11 0,6074 0,3689 514,35 0,9392 0,8820 729,43 
32 

К 0,2935 0,0861 364,11 0,6074 0,3689 514,35 0,9392 0,8820 729,43 - рiε =

=1,2444 
рiσ =

=752,35 

Н - тiε = 
=0 

160,59 0,2872 0,0825 368,87 0,6378 0,4069 539,46 0,9218 0,8497 723,32 
31 

К 0,2872 0,0825 368,87 0,6378 0,4069 539,46 0,9218 0,8497 723,32 - рiε =

=1,1815 
рiσ =

=746,83 
 

Т а б л и ц а  2.6 
Касательные в точках излома кривой ii ε−σ для образца № 32 

Тангенс угла наклона касательной, МПа Образец № 32 
tgα1 5640,84 
tgα2 1039,21 
tgα3 439,15 
tgα4 69,12 

 
II.4. Предлагаемая измененная аппроксимационная зависи-

мость Г.А. Смирнова-Аляева–В.М. Розенберг на промежутке ме-
жду точками излома :)1( +−− ε≤ε≤ε jiiji  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ).expexp)( 1пp jiijjiijjiji NCC −− ε+ε−−ε+ε−−σ=σ  

Система уравнений для определения коэффициентов: 
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II.5. Аппроксимация кубическими сплайнами. Для  k-го про-
межутка между экспериментальными точками  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 1

14

1
,( +

−

=
ε≤ε≤εε−ε=σ ∑ kiiki

q

q
kiikqki a . 
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Ha рис. 2.7 показаны результаты КЭ моделирования процесса 
растяжения цилиндрического образца при использовании зависи-
мости σi–εi  в виде сплайн-аппроксимации. 

 

 
 

 

Рис. 2.7. Распределение параметров напряжений и характеристики схемы 
по радиальной координате в минимальном сечении шейки, сравнение 

экспериментальных данных и результатов моделирования 

r, mm



 56

Выводы по результатам испытания образцов. 
1. По результатам испытания цилиндрических образцов рас-

тяжением из проволоки диаметром 10 мм (ТУ14-1-4437-88, мате-
риал – сталь 18ЮАГОСТ803-66), изготовленной заводом «Днеп-
роспецсталь», определены характеристики пластичности и сопро-
тивления деформированию, предусмотренные ГОСТ 1497–84, и 
функциональная связь между интенсивностью напряжений и ин-
тенсивностью деформации. 

2. На этапе равномерной деформации характеристики сопро-
тивления деформированию определили по расчётным форму- 
лам, учитывающим изменение площади образца, на этапе сосре-
доточенной деформации использовали методики расчёта 
Г.А. Смирнова-Аляева и В.М. Розенберг, Н.Н. Давиденкова и 
Н.И. Спиридоновой, а также методику П. Бриджмена. 

3. Используя данные ряда исследователей, а также результаты 
собственного моделирования процесса растяжения образца мето-
дом конечного элемента, установлено, что образец разрушается в 
центре минимального сечения шейки при значении коэффициента 
жесткости схемы напряженного состояния: по Давиденкову  
К = +1,606; по Бриджмену К = +1,775 (образец 32); для образца 
№34: по Давиденкову К = +2,091; по Бриджмену К = +1,931;  
по данным конечно-элементного расчёта К = +2,170 (образец 32).  
В литературе же, как правило, указывают величину жесткости, как 
при линейном напряжённом состоянии: К = +1,0. 

4. Конечно-элементный расчёт показал, что в минимальном 
сечении шейки распределение интенсивности деформации в ради-
альном направлении неравномерно, но так как наклон кривой ин-
тенсивности напряжения на этих стадиях минимален, то распре-
деление интенсивности напряжений в радиальном направлении 
близко к равномерному. 

5. Поэтапные измерения диаметра шейки в минимальном се-
чении и радиуса кривизны позволили получить функциональную 
зависимость «интенсивность деформации–интенсивность напря-
жения» в виде кривой с существенно изменяющейся кривизной. 

6. Методика Г.А. Смирнова-Аляева и В.М. Розенберг на этапе 
сосредоточенной деформации даёт меньший уровень интенсивности 
напряжений, чем методика П. Бриджмена; значения интенсивности 
напряжений, рассчитанные по методике Н.Н. Давиденкова и 
Н.И. Спиридоновой, незначительно отличаются от значений по 
Бриджмену в сторону понижения. 
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7. График интенсивности напряжений, построенный в коор-
динатах ii ε−σ , позволил  выявить четыре секущих, опреде-
ляющих три излома кривой ii ε−σ , характеризующих смену ме-
ханизма деформации. 

8. Аппроксимация функциональной зависимости ii ε−σ  на 
всём промежутке от момента перехода материала в пластическое 
состояние (еiт) до разрушения (sip) одним степенным выражением 
вида ii N

ii eCCe ε⋅−ε− −−σ=σ 1пp)( , не учитывает смену механизма 
деформации, и поэтому даже варьирование параметра «N» в реко-
мендованных пределах (10...30) не делает модели, построенные на 
основе такой функциональной зависимости, адекватными реаль-
ному процессу деформирования. 

9. В качестве решения задачи аппроксимации кривой ii ε−σ  
предложено использовать кусочно-определённую зависимость 
Г.А. Смирнова-Аляева и В.М. Розенберг по участкам между изло-
мами экспериментальной кривой. Как альтернативный вариант 
предложена аппроксимация кубическими сплайнами, хорошо от-
ражающая экспериментальную кривую. 

 

2.2. Сжатие 
 
Вид деформации «сжатие». Напряженно-деформированное 

состояние сжатия вызывает в малом материальном объеме тела де-
формацию превращения сферы в эллипсоид с одной укороченной 
главной осью и двумя другими удлиненными, т.е. ε1 > 0;  ε2 > 0 и ε3 < 0. 

В самом общем (не обязательно идеально монотонном) случае 
сжатия из трех главных компонентов скорости деформации два 
положительны, а один (наибольший по абсолютному значению) 
отрицателен: 01 >ε& ;  02 >ε&  и  03 <ε& .  

В случае линейного сжатия 21 ε=ε && , при этом вид НДС  опре-
деляется формулой  

31

312

31

312 212
σ−σ

σ−σ−σ
==

ε−ε
ε−ε−ε

=
&&

&&&
v . 

При классическом осуществлении формоизменения металлов 
сжатием методом обжатия низких цилиндров как относительно 
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устойчивом виде деформации за весь процесс испытания этот 
процесс осложняется наличием контактного трения между торцами 
цилиндра и обжимными опорами. Изучая влияние контактного 
трения при обжатии цилиндров в целях ослабления или возможно 
полного его устранения, исследователи шли различными путями, 
используя конические опоры, два цилиндрических образца равных 
диаметров, но различных высот, торцевые цилиндрические вы-
точки и др. 

Обжатие образцов с торцевыми цилиндрическими выточ-
ками. Одним из эффективных способов непосредственного устра-
нения фактора контактного трения при обжатии цилиндрических 
образцов является метод испытания, предложенный в 1940 г. 
М.В. Расстегаевым [2.9] и детально разработанный  В.А. Крохой. 

При обжатии цилиндрических образцов с торцевыми цилинд-
рическими выточками, заполненными твердой смазкой (рис. 2.8), 

контактное трение практически 
отсутствует до тех пор, пока окон-
чательно не отогнутся деформи-
руемые в процессе обжатия ци-
линдра буртики и вследствие этого 
полностью не выдавится смазка. 
Обычно это происходит при  
степенях деформации порядка  
ε i = 0,9…1,2 и гарантированной 
одноосности обжатия, поверяемой 
измерениями диаметров по всей 
высоте цилиндров, а также равной 
твердости по всем плоскостям по-
перечных и продольных сечений 
обжимаемых образцов. 

Специальной дополнительной проверкой доброкачественности 
и надежности рассматриваемого метода, проведенной Крохой, было 
установлено, что в результате применения метода микроструктур-
ных измерений были получены параметры одноосности обжатия 
цилиндра в пределах вышеуказанных степеней деформации. 

Так, обжатый до степени деформации ε i = 0,92 цилиндрический 
образец из предварительно термообработанного технического же-
леза разрезался вдоль оси по диаметру. В отдельных точках изго-

Рис. 2.8. Цилиндрический  
образец с торцевыми выточками 
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товленного микрошлифа (рис. 2.9) проводились микроструктурные 
измерения, выборочные данные которых представлены в табл. 2.7. 

 

 
 

Рис. 2.9. Микрошлиф диаметрального сечения обжатого цилиндрического образца 
 

Т а б л и ц а  2.7 
Результаты микроструктурного анализа цилиндрического образца  
с торцевыми выточками, обжатого до степени деформации ε i = 0,92 

Точка ε i βε , °  
1 0,930 55,5 
2 0,896 51,0 
3 0,863 53,0 
4 0,918 57,5 
5 0,883 54,0 

 
Как видно из таблицы, рассчитанная с помощью микрострук-

турных измерений интенсивность деформированного состояния ε i в 
различных точках микрошлифа (в пределах точности метода) 
примерно одинакова и достаточно близка к значению степени де-
формации, устанавливаемой из уравнения  ε i = ln(h0/h). 

Что касается углов β, характеризующих вид деформированного 
состояния, то в интервале 51…60° они (в пределах точности мето-
да) свидетельствуют о примерном постоянстве по объему образца 
вида деформации, а именно линейного сжатия. 

Характер распределения напряжений на контактной поверх-
ности определялся экспериментально путем обжатия образцов 
пуансоном, имеющим по торцу узкую вертикальную щель. Как 
показал Е.П. Унксов, по форме гребешка металла, затекшего в щель 
пуансона, можно судить о характере эпюры нормальных напря-
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жений на контактной плоскости, а по высоте гребешка – о про-
порциональном в данной точке нормальном напряжении сжатия.  
В результате проведенных экспериментов установлено, что при 
обжатии образцов с торцевыми цилиндрическими выточками, за-
полненными смазкой, следует различать две основные стадии 
пластической деформации. Начальная стадия – при достижении 
напряжения порядка предела текучести металла, неодинакового на 
контактной поверхности напряженного состояния (на буртиках 
несколько большего по сравнению с областью торцевой выточки). 
Это объясняется превосходством модуля упругости буртиков по 
сравнению с таковым смазочного слоя. Однако, учитывая, что 
площадь буртиков составляет в начальной стадии деформации 
всего 3…5% от общей площади торцевой поверхности образца, 
напряжения, возникающие в зоне выточки, будут несущественно 
отличаться от усредненных. После смятия буртиков начинается 
вторая стадия – процесс объемного деформирования образца с об-
разованием «бочки». С этого момента распределение нормальных 
напряжений принимает другой характер: начинают существенно 
возрастать нормальные напряжения в центральной части кон-
тактных площадей образцов с деформирующими плитами машины, 
т.е. начинает формироваться распределение нормальных напря-
жений, характерное для случая осадки образцов с плоскими не-
смазанными торцами. 

Напряжения на торцевой поверхности в начальной стадии об-
жатия определялись путем решения уравнений равновесия совме-
стно с условием пластичности, а во второй стадии – по известной 
формуле Зибеля–Губкина, установленной для случая обжатия в 
торец цилиндрического образца с гладкими торцами. 

Как показали результаты многочисленных экспериментов, 
проведенных на цилиндрических образцах с выточками (на разных 
металлах, разной формы и смазках), ошибка (исключая визуальные 
ошибки и погрешности инструментария и обработки) в определе-
нии интенсивности напряженного состояния обжатия составляет не 
больше  3%. 

Приведем краткие данные по размерам буртиков. Для цилин-
дрических образцов с исходным диаметром d0  = 7,0…30,0 мм 
ширину буртика рекомендуется принимать равной:  и0

 = 0,5…0,8 мм; 
причем большие значения и0  следует устанавливать для более 
пластичных материалов. Первоначальная высота h0 буртиков  
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зависит от механических свойств материала, учитываемых коэф-
фициентом Пуассона согласно уравнению 

( )
µ−

µ−µ
=

1
25,01 2

0
0

u
h . (2.32) 

Приведем значения µ для некоторых металлов:  
 

Углеродистые стали с повышенным содержанием 
     марганца  20 Г, 30Г, 40Г, 50Г, 60Г ........................................................... 0,22 
Стали Х13, 2Х13, 30ХНМ .............................................................................. 0,27 
Железо, малоуглеродистые стали и высоколегированные 
     стали типа 3X13, 20Н5, ЗОХНЗ ................................................................ 0,28 
Цинк, стали с большим содержанием углерода,  
     сталь 40ХНЗ ............................................................................................... 0,29 
Хром, молибден .............................................................................................. 0,31 
Алюминий, дюралюминий, никель ............................................................... 0,33 
Титан, магниевые сплавы .............................................................................. 0,34 
Серебро ........................................................................................................... 0,37 
Медь .............................................................................................................. 0,375 
Золото .............................................................................................................. 0,42 
Свинец ............................................................................................................. 0,44 

 
Напряженно-деформированное состояние цилиндров, ис-

пытуемых на обжатие. При осевом обжатии цилиндров между 
плоскопараллельными бойками (плитами) направление наиболее 
быстрого укорочения приближенно совпадает с направлением 
действия сжимающей силы, т.е. с направлением оси OZ.  

Среднее по высоте значение компонента скорости деформации 
в этом направлении 

,01

cp
3 <⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ε

==ε=ε
dt

d
dt
dh

h
z

z&  (2.33) 

где h – переменная во времени высота. Интегрируя, получаем  
(εz)ср = ln(h0/h) = - ln(h0/h) < 0.  Интенсивность скорости деформа-
ции определится равенством 

( ) .
3
1 2

21
2
3 ε−ε+ε=ε &&&& i  (2.34) 

Если разность 21 ε−ε &&  невелика по сравнению с абсолютным 
значением 3ε& , то вторым членом подкоренного выражения правой 
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части равенства (2.34) можно пренебречь по сравнению с первым 
членом. При этом  

( ) .но,)]/[ln( 0
cp dt

de
dt

hhd i
ii =ε=ε &&  

Интегрируя,  получаем 
( ) )./ln( 0cp hhei =  (2.35) 

Таким образом, если при обжатии тела плоскопараллельными 
бойками можно полагать, что разность двух положительных 
главных компонентов скорости деформации в большей части 
объема этого тела невелика по сравнению с абсолютным значением 
отрицательного главного компонента, то усредненное по объему 
значение степени деформации можно принять равным ln(h0/h). При 
этом интенсивность напряжений σi можно условно считать посто-
янной по объему тела, определяя ее значение по кривой σi–ε i в со-
ответствии с усредненной степенью деформации, заданной равен-
ством (2.35). 

В этом отношении операция обжатия плоскопараллельными 
бойками является характерным примером пластического формо-
изменения, при котором можно (по крайней мере при приближен-
ном определении потребного усилия) принять интенсивность на-
пряженного состояния σi постоянной по объему деформируемого 
тела не только в горячем, но и в холодном его состоянии. Однако в 
последнем случае необходимо учитывать изменение σi при пере-
ходе из одной стадии процесса в другую. 

Строго говоря, в процессе обжатия тела с плоскопараллель-
ными торцами интенсивность скорости деформации нельзя считать 
постоянной по объему, поскольку влияние сил трения на торцах 
обусловливает переменность деформированного состояния, а также 
переменность площади поперечного сечения по высоте. 

Тем не менее если речь идет только о приближенном вычис-
лении потребного усилия обжатия, то условное допущение посто-
янства площади поперечного сечения обжимаемого тела по высоте 
вполне приемлемо. Действительно, при обжатии относительно 
высоких цилиндров круглого сечения наблюдается явление боч-
кообразования: площадь поперечного сечения, делящего обжи-
маемый цилиндр на две равные части, оказывается заметно больше 
отношения объема к высоте, однако это практически не влияет на 



 63

усилие обжатия, так как напряжения сжатия вдоль контура такого 
сечения значительно меньше, чем при линейном сжатии, благодаря 
наличию напряжений растяжения в тангенциальном направлении. 
Поэтому, вычисляя потребное усилие при обжатии круглого ци-
линдра, можно определять условное значение F  – площади попе-
речного сечения: 

F = F0h0 /h ,  (2.36) 
где h – высота в рассматриваемой стадии обжатия; h0  и F0  – ис-
ходные значения высоты и площади. В этом случае можно прини-
мать условно деформацию монотонной (линейное  сжатие), равной: 

.);/ln(; 3021 izii hhe ε−=ε=ε=ε=ε=ε  При этом   σ1 = σ2; 

( ) .
24

3
2 32313

212
21

2

3
21

1 σ−σ=σ−σ=σ−
σ+σ

=σ−σ+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ−

σ+σ
=σ  (2.37) 

Значение σi можно считать постоянным по объему обжимаемого 
цилиндра. 

Однако величина гидроста-
тического давления заведомо пе-
ременна: она заметно возрастает 
по мере приближения к оси сим-
метрии, поскольку в осевой зоне 
увеличение размеров частиц в 
направлениях, перпендикулярных 
направлению обжимающей силы, 
благодаря наличию сил трения на 
торцевых срезах затруднено. 

Рассмотрим условие равно-
весия выделенного из обжимае-
мого цилиндра объема, ограни-
ченного двумя меридиональными 
плоскостями, образующими меж-
ду собой малый угол α, двумя 
частями опорных площадок и 
двумя концентричными поверх-
ностями радиусов r и r + dr (рис. 2.10). 

Полагаем σz = -  р r  и τzr = τконт – напряжения (нормальное и 
касательное) на торцевых площадках, σr = σθ = - pr − нормальные 

 
Рис. 2.10. Равновесие малого объема, 
выделенного из обжимного цилиндра
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напряжения на цилиндрических и меридиональных гранях выде-
ленного объема. Приравнивая нулю равнодействующую всех сил, 
приложенных к этому объему, имеем 

02
2

sin2)( конт =ατ−
α

+α+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− drrdrhphdrrdr

dr
dpprahp r

r
rr . 

Замечая, что (при малых α) 2sin α /2 = α, получаем после оче-
видных сокращений 

02 конт =τ−− h
dr

dpr . (2.38) 

Принимая во внимание равенство (2.37), имеем при принятых 
обозначениях р z  -  р r  = σi .  В предположении, что σi постоянно по 
объему обжимаемого тела,  

hdr
dp

dr
dp rz конт2τ

−==− . 

Контактное касательное напряжение при любых значениях 
радиуса r не может быть больше произведения fpz ,  где f – коэф-
фициент трения, а также не может быть больше τmax = (σ1- σ3)/2. 

При обжатии круглого цилиндра можно принять τmax = σi/2. 
Таким образом, получаем две зоны значений радиуса r:  в пределах 
первой  τmax = fpz  ≤ σi /2,  в пределах второй  τmax = σi /2 ≤  fр z .  Для 
первой зоны   

1const2lnи;02т.е.,0 C
h
frpdr

h
f

p
dp

h
dp

dr
dp

z
z

zzz ====+=+ , (2.39) 

для второй  

.constи0 2Cr
h

p
hdr

dp i
z

iz ==
σ

+=
σ

+  (2.40) 

На границе первой и второй зон 

τmax = fpz  = σi /2, т .е .  pz  = σi /2 f .  

Кроме упомянутых двух зон, в непосредственной близости от оси 
симметрии располагается третья, в пределах которой τконт < σi/2 < fpz. 
На самой оси симметрии (при r = 0) τконт = 0. Равнодействующее 
обжимающее усилие 
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.22
/

0

/)2/(

0

00

∫ ∫
π

π=π=
F hhd

zz rdrprdrpP  (2.41) 

При заданном равенствами (2.39) и (2.40) законе распределения 
значений удельного усилия р z  по площади F выражение (2.41) 
может быть приведено к виду 

P = Fk f σi, (2.42) 
где F – см. (2.24); kf  = ψ (φ, f )  – так называемый коэффициент 
подпора, φ = d/h ;  σi – усредненное по объему обжимаемого тела 
значение интенсивности напряжений, определяемого по кривой 
σi–ε i для данного материала в соответствии со значением еi [см. 
(2.35)]; hhdd /00=  – диаметр окружности,  площадь которой F .  

Значения kf  – ψ для случая обжатия круглого цилиндра могут 
быть определены по заранее составленной таблице в зависимости 
от двух аргументов: φ и f. 

Рассмотрим примеры сопоставления опытных данных с ре-
зультатами вычислений усилий обжатия круглых цилиндров по 
формулам (2.35), (2.36) и (2.42) с использованием вспомогательной 
таблицы значений kf  = ψ (φ, f). 

П р и м е р  1. Сталь 35Х (табл. 2.8). Ожидаемое значение 
коэффициента контактного трения f = 0,30…0,35. 

П р и м е р  2. Латунь Л62 (табл. 2.9). Ожидаемое значение 
коэффициента контактного трения f =  0,15. 

П р и м е р  3. Сталь 10кп (табл. 2.10), f = 0,25…0,35. 
 

Т а б л и ц а  2.8 
Размеры обжимаемых цилиндров из стали 35Х и результаты вычислений 

d0, мм 10,00 9,927 9,953 9,947 9,96 9,963 
h0,   мм 11,76 10,79 10,82 9,85 8,78 8,91 
h, мм 4,52 4,52 4,51 4,43 4,47 4,49 

Результаты вычислений 

2
00 4

lglg dF π
=  1,8951 1,8887 1,8909 1,8905 1,8917 1,8919 

h
hFF 0

0lglg =  2,3104 2,2665 2,2709 2,2375 2,1849 2,1896 

( )
h
hei

0
cp ln=  0,956 0,870 0,836 0,799 0,675 0,685 

σi 76,03 76,03 76,03 76,03 76,03 76,03 
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Окончание табл. 2.8 

Результаты вычислений 

h
h

h
d 00=ϕ  3,568 3,394 3,417 3,348 3,123 3,126 

⎩
⎨
⎧

=
=

ψ=
35,0
30,0

f
f

k f  1,433 
1,501 

1,402 
1,470 

1,406 
1,474 

1,394 
1,461 

1,354 
1,420 

1,355 
1,421 

Расчетные значения усилия 

⎩
⎨
⎧

=
=

σ=
35,0
30,0

f
f

kFP fi
222600
233200

196800
206500

199500 
209200 

183100 
192000 

157600 
165300 

159000 
167200

Опытные значения усилия 
Роп, Н 236000 216000 216000 196000 169000 170000

 
При обжатии в торец плоскопараллельными бойками тел про-

извольного контура в плане компоненты скорости деформации в 
различных направлениях, перпендикулярных направлению дейст-
вия сжимающей силы, различны, поскольку удлинения волокон в 
направлениях, перпендикулярных направлению хода инструмента, 
затруднены не в одинаковой степени. 

В общем случае 12 ε≠ε &&  и 

.1212

31

21

31

312 <
ε−ε
ε−ε

−=
ε−ε

ε−ε−ε
=

&&

&&

&&

&&&
v  

С другой стороны, 

.32

31

321

31

2

31

312
ε−ε
ε+ε+ε

−
ε−ε

ε
=

ε−ε
ε−ε−ε

=
&&

&&&

&&

&

&&

&&&
v  

Второй член правой части последнего равенства равен нулю в 
силу закона несжимаемости, а первый положителен, так как 

031 >ε−ε &&  и 02 >ε& . Предельный случай соответствует значению  
v = 0. Этот случай возможен при обжатии полосы, длина которой во 
много раз превосходит ширину. Такая полоса в пределах практи-
ческой точности не удлиняется в процессе деформации. 

В средней части по длине такой полосы имеет место плоская 
деформация: размер любой частицы в направлении длины полосы 
остается строго неизменным 0;0 312 =ε+ε=ε &&& . Можно принять 

,)]/[ln(1 0
3 dt

hhd
dt
dh

k
−==ε&  
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откуда 

( )

.ln
3

2)(

;)]/[ln(
3

2
33

1;)]/[ln(

0

0

0312
31

2
2

0
1

h
hdteee

dt
hhd

dt
hhd

t

icpii

i

===

=
ε−ε

=ε−ε+ε=ε=ε

∫

&&
&&&&&

 

Т а б л и ц а  2.9 
Размеры обжимаемых цилиндров из латуни Л62 и результаты вычислений 

d0, мм 10,027 10,06 9,997 9,94 9,95 9,897 
h0,  мм 17,067 17,027 20,10 19,05 18,97 20.01 
h, мм 5,567 5.693 2.43 5,427 5,33 6,30 

Результаты вычислений 

2
00 4

lglg dF π
=  1,8975 1,9003 1,8949 1,8899 1,8907 1,8861 

h
hFF 0

0lglg =  2,3840 2,3761 2,3899 2,4355 2,4421 2,3880 

( )
h
h

ei
0

cp ln=  1,122 1,095 1,140 1,251 1,270 1,156 

σi 71,1 71,0 71,2 71,7 71,8 71,3 

h
h

h
d

h
d 00==ϕ  3,154 3,056 2,750 3,431 3,522 2,800 

)15,0)(,( =ϕψ= ffk f 1,162 1,155 1,132 1,182 1,189 1,136 

Расчетные значения усилия 
)15,0( =σ= fkFP fi 200000 195000 197800 230800 236200 197900

Опытные значения усилия 

Роп, Н 198000 198000 198000 238000 237000 197000
 
Как и в случае обжатия цилиндра, при расчете потребного 

усилия обжатия длинной полосы можно принять допущение о по-
стоянстве σ i  по объему деформируемого тела. Разница состоит в 
том, что при обжатии полосы значение σ i  определяется по кривой 
σ i–ε i   данного материала для значения  

( ) .ln
3

2 0
cp h

h
ee ii ==  (2.43) 

[а не ei = l n (h0 /h),  как для цилиндра]. 
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Т а б л и ц а  2.10  
Размеры обжимаемых цилиндров из стали 10кп и результаты вычислении 

d0, мм 10,04 9,967 9,963 
h0,  мм 10,05 6,83 7,80 
h, мм 3,70 3,23 3,39 

Результаты вычислений 

2
00 4

lglg dF π
=  1,8985 1,8923 1,8919 

h
h

FF 0
0lglg =  2,3325 2,2175 2,2538 

( )
h
hei

0
cp ln=  0,999 0,749 0,833 

σi 55 55 55 

h
h

h
d

h
d 00==ϕ  4,472 4,488 4,459 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕψ=
35,0
30,0
25,0

),(
f
f
f

fk f
 

1,482  
1,588  
1,661 

1,485  
1,590  
1,664 

1,480  
1,586  
1,659 

Расчетные значения усилия 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

σ=
35,0
30,0
25,0

f
f
f

kFP fi
 

175300 
187800 
196500 

134800 
144300 
151000 

146000 
154500 
163700 

Опытные значения усилия 
Роп, Н 190000 127000 142000 

 
Направим ось ОХ  вдоль длинного ребра полосы, ось OY – по 

ширине полосы; ось OZ совместим с направлением хода инстру-
мента (с направлением обжатия). В таком случае направление 
наиболее быстрого укорочения, т.е. третья главная ось напряжен-
ного состояния, будет (точно или приближенно) совпадать с осью 
OZ ,  а направление наиболее быстрого удлинения материальных 
волокон – с осью OY. При этом получим 
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Уравнения пластического течения: 

( )ze
i

i
yzzy

i

i
x

yzzy
x

pp

p
pp

ε−ε
ε
σ

=−=σ−σ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ε+ε

−ε
ε
σ

=−
+

=
σ+σ

−σ

&&
&

&&
&

&

3
2

;
23

2
22

31
2

 

принимают вид 

.
3

2;0
2 iyzx

yz ppp
pp

σ=−=−
+

 (2.44) 

Совместим плоскость XOZ с плоскостью вертикальной сим-
метрии обжимаемой полосы, а плоскость ZOY с ее поперечным 
сечением (рис. 2.11) и обозначим b ширину  полосы. 

 

 
 
Рис. 2.11. Выделенный параллелепипед с малыми ребрами высотой, 

 равной высоте обжимаемого цилиндра 
 
Рассмотрим теперь условия равновесия мысленно выделенного 

малого параллелепипеда, два размера которого сколь угодно малы 
(dx и  dy) ,  а третий размер – в направлении оси OZ – конечный, 
равный полной  высоте   h  обжимаемой  полосы в рассматриваемой 
стадии ее деформации. В направлениях OZ и ОХ  на этот парал-
лелепипед действуют соответственно две равные, но противопо-
ложно направленные силы. Приравняв нулю равнодействующую 
сил, действующих на грани этого параллелепипеда в направлении 
оси O Y ,  получим 

02 конт =τ−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− dydxhdxdy

dy
dp

phdxp y
yy . 
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После очевидных сокращений  

,02 конт =τ−− h
dy

dpy  т.е.   02 конт =
τ

+
hdy

dpy . (2.45) 

Примем во внимание, что при допущении постоянства  

dy
dp

dy
dp zy

i =σ [см. (2.45)] 

02 конт =
τ

+
hdy

dpz . (2.46) 

В рассматриваемом случае 
( ) ,3/2/31конт iσ=σ−σ≤τ  (2.47) 

с другой стороны, 
.конт zfp≤τ  (2.48) 

При обжатии полосы получаются три зоны (в данном случае 
три диапазона значений переменной у) :  

1) зона, в пределах которой неравенство (2.48) обращается 
в равенство, т.е. 

,конт zfp=τ  (2.49) 

эту зону называют зоной Кулонова трения; 
2) зона, в пределах которой неравенство (2.47) обращается 

в равенство, т.е. 
,3/конт iσ=τ  (2.50) 

эту зону называют зоной Прандтлева трения; 
3) в непосредственной близости от плоскости симметрии об-

жимаемой полосы зона, в пределах которой 

zfp<τконт   и ,3/конт iσ<τ  

эту зону называют зоной полного торможения. 
Подставляя (2.49) в (2.46), получаем после очевидных преоб-

разований 

02
=+

h
fdy

p
dp

z

z . 

Интегрируя, получаем для зоны Кулонова трения 
ln р z  + 2 f y /h = const = C1 .  (2.51) 
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Для зоны Прандтлева трения  

2const/)3/2( Chyp iz ==σ+ . (2.52) 

На границе зон Кулонова и Прандтлева трений 

,3/конт zi fp=σ=τ  

т.е.  .3/z fp iσ=  
Равнодействующая обжимающая сила 

∫=
2/

0

,2
b

zdypLP  (2.53) 

где L – длина обжимаемой полосы; b – ее ширина. При у  = b/2  
можно условно считать ру  = 0. Тогда, в силу (2.44), .3/2z ip σ=  

Равенство (2.51) принимает вид 

,
3

2ln2ln
h
fb

h
fyp iz +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ=+  

откуда для зоны Кулонова трения 

h
ybfp

i

z )2(
2
3ln −

=
σ

.  ( 2.54)  

На границе с зоной Прандтлева трения    .3/z fp iσ=  
Соответствующее значение координаты у  = у r  определится 

равенством (2.54), в силу которого 

( )
,2

2
1ln

h
ybf

f
r−

=  

откуда 

ff
hbyr 2

1ln
22

−=  (2.55) 

при .3/z fp iσ=  
Равенство (2.52) для зоны Прандтлева трения принимает вид 

,
2
1ln11

32
1ln

223
2

33
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

σ
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

σ
+

σ
=σ+

ffh
b

fff
hb

hfh
yp iii

iz  
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т.е. для этой зоны (при у  < у r)  

.
2
1ln121

3 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+

σ
=

ffh
y

h
b

f
p i

z  (2.56) 

Решив равенство (2.54) относительно р z  для зоны Кулонова 
трения (т.е. при у>у r),  получим 

.
3

2
)2(

h
ybf

i
z ep

−
σ

=  (2.57) 

Если известно исходное значение F0 и площадь F, то значение F в 
заданной стадии процесса деформации определится равенством 
(2.36). 

Значение σ i  определится по кривой σ i–еi для данного материала 

(при ).ln
3

2 0
h
hei =  

Коэффициент подпора при обжатии длинной полосы вычис-
ляется по формуле 

),,(
3

2
1 fk f ϕψ=  (2.58) 

где ψ1 (φ, f) – функция от двух аргументов φ и f,  значения  
которой можно определить по заранее составленной таблице  
(табл. 2.11). 

Входное число φ в случае обжатия плоскопараллельными 
бойками длинной и относительной узкой полосы вычисляется по 
формуле 

φ  = 2b/h = 2b0h0 /h2 .  (2.59) 

Мы рассмотрели два предельных случая вычисления потреб-
ного усилия при обжатии тел с односвязным контуром: обжатие 
круглого цилиндра и обжатие узкой полосы. В первом случае уве-
личение размеров обжимаемого тела во всех направлениях, пер-
пендикулярных направлению действия сжимающей силы, практи-
чески в равной степени возможно. Во втором случае в одном из 
направлений, перпендикулярных направлению обжатия, удлинение 
волокон предельно затруднено. 
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При обжатии тел с односвязным контуром произвольной 
формы, как правило, имеет место промежуточный случай: частицы 
обжимаемого тела претерпевают деформацию сжатия (нелиней-
ного сжатия). Два компонента скорости деформации положитель-
ны, но не равны друг другу, а третий главный компонент отрица-
тельный и наибольший по абсолютному значению. Ранее уже было 
упомянуто, что в общем случае сжатия  

31

312

31

312 22
σ−σ

σ−σ−σ
=

ε−ε
ε−ε−ε

=
&&

&&&
v  

может изменяться от нуля (при 2ε& = 0) до единицы (при 12 ε=ε && ). 
Напомним, что вид напряженного состояния может быть определен 
не только v ,  но и некоторым углом β ,  связанным с v равенством 

o

o

30tg
)30(tg −β

=v . 

При линейном сжатии v = 1 и o60=β  (обжатие круглого ци-

линдра) в случае, когда v = 0, o30=β (обжатие длинной полосы). 
Любой промежуточный случай обжатия тел с односвязным 

контуром соответствует некоторому усредненному по объему рас-
сматриваемого тела значению β , ограниченному 30° < βср < 60°. 

Значение βср для конкретного случая можно приближенно вы-
числить по формуле 

cos (180° - 3βср) = 4πF/S2, (2.60) 
где S – периметр  контура этой  площади. 

Покажем, что формула (2.60) справедлива в рассматриваемых 
нами двух  предельных случаях: 

1) сжатие круглого цилиндра 
F = πd2/4; S = πd;   4πF/S2 = 1; cos (180° - βср) - 1, т.е. 180° - 3βср= 0, 

βср = 60° – линейное сжатие;  
2) обжатие длинной полосы 
F = Lb;   S = 2(L+ b), 4πF/S2= πLb/(L + b)2 = πb/L/(1 + b/L)2. 
При малых значениях отношения b/L значение cos (180° - 3βср) -= 

= 4πF/S2 также мало. Следовательно, 180° - 3βср  ≈  90°, т.е. βср  ≈  30°. 
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Значение величины 4πF/S2 не остается в процессе деформации 
неизменным. Возникает вопрос: как определить его при заданной 
степени обжатия, т.е. при заданном отношении h 0 / h ,  если из-
вестны исходные размеры обжимаемого тела? Значение F опре-
деляется по формуле (2.36). Приближенное значение S периметра 
площади F можно вычислить по формуле 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

π
+= 141 0

2
0

0
0 h

h
S

FSS . (2.61) 

Нетрудно убедиться в том, что формула эта применима в слу-
чае обжатия круглого цилиндра. Действительно, в этом случае 
4πF0 /S0  = 1 и формула (2.61) приводится к виду  ,/00 hhSS =  
откуда  S2 = S0

2h0 /h и 

14
/
/44

2
0

0

0
2
0

00
2 =

π
=

π
=

π
S

F
hhS
hhF

S
F . 

Отношение 4πF/S2  = 1 в случае обжатия круглого цилиндра, и 
это понятно, поскольку круглое сечение остается круглым и после 
обжатия. Подставив (2.36) и (2.61) в правую часть (2.60), получим в 
общем случае обжатия тел с односвязным контуром в плане 

hS
hF

S
F

hS
hF

h
h

S
FS

hhF

2
0

00
2
0

0

2
0

00

0
2
0

02
0

00
cp 441

4

141

/4)3180cos(
π

+
π

−

π

=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −π

+

π
=β−o . (2.62) 

Правая часть этого равенства при увеличении степени обжатия 
(т.е. при увеличении отношения h 0 / h )  асимптотически стремится 
к единице, т.е. к тому значению, которое соответствует круглому 
сечению. Это означает, что при любой форме односвязного очер-
тания заготовки после интенсивного ее обжатия плоскопарал-
лельными бойками форма очертания деформированной пластины 
должна приближаться к кругу, что, как известно, фактически и 
наблюдается. 

При вычислении потребного усилия обжатия применима 
формула (2.42) как в случае круглого сечения, так и в случае 
длинной полосы. При этом значение F условно усредненной по 
высоте площади поперечного сечения обжимаемого тела в обоих 
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случаях может быть вычислено по формуле (2.36). Естественно, что 
формулы (2.42) и (2.36) могут быть применены и в любом проме-
жуточном случае, т.е. при обжатии плоскопараллельными бойками 
тел с односвязным контуром произвольной формы. Значение ин-
тенсивности напряжений σ i  в общем случае односвязного контура 
произвольной формы может быть найдено по кривой σ i–еi для дан-
ного материала при 

,ln
)60cos(

1)( 0

cp
cp h

hee ii
β−

==
o

 (2.63) 

где βср определяется из (2.60) или (2.62). Понятно, что при обжатии 
круглого цилиндра, когда βср = 60°, еi определится по формуле 
(2.35). 

В предельном случае обжатия весьма длинной полосы, т. е. при 
βср = 30°, формула (2.63) приводится к виду (2.43). 

Для вычисления значения kf  воспользуемся табл. 2.9. В случае 
круглого сечения находим в таблице значение kf  [см. (2.42)].  
В случае длинной полосы kf определяется по формуле (2.58),  
а φ – по формуле (2.59). 

Значение входного числа в табл. 2.11 при использовании ее для 
вычисления усилия обжатия при произвольной форме односвяз-
ного контура можно вычислить по формуле 

φ = 4F/(Sh). (2.64) 
В случае сжатия круглого сечения формула (2.64) приводится к 

виду φ = d/h ,  в случае обжатия длинной полосы – к виду (2.59). 
При использовании формулы (2.64) в общем случае односвяз-

ного контура значение S в правой части равенства можно вычис-
лить по формуле (2.56). Получив значение φ и задаваясь коэф- 
фициентом трения f, найдем в табл. 2.11 значения двух функций: 
ψ(φ, f)  и  ψ1 (φ, f). 

Значение коэффициента kf в общем случае односвязного кон-
тура можно вычислить по формуле 

( ) .
30cos

)30cos(
]3180cos)([ cp

cp11 o

o
o −β

β−ψ−ψ+ψ+fk  (2.65) 

При βср = 60° (обжатие круглого цилиндра) формула приво-
дится к известному для этого случая равенству k f  = ψ1 = ψ(φ, f). 
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При βср = 30° и cos (180° - 3βср) = 0; cos (βср - 30°) = 1 (обжатие 
длинной полосы) формула (2.65) приводится к формуле (2.58). 

П р и м е р  4. Требуется рассчитать усилие горячего осажи-
вания поковки прямоугольного поперечного сечения  L = 500 мм,  
b0 = 320 мм высотой  h0 =120 мм до h = 80 мм. Вычисляем 

F0 = L0b0 = 500×320 = 160 000 мм2;   S0 = 2L0 + 2b0 = 1640 мм. 
По формуле (2.4)  

F = 160 000×120/80 = 240 000 мм2. 
Находим отношение 

4πF0/S2
0 = 4π·160 000/16402 = 0,7472. 

Пользуясь формулой (2.48), получаем 

2,19221
80

1207476,010 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= SS  мм. 

По формуле (2.47): 
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(близко к простому сжатию). 
По формуле (2.51) находим 

.27,6
802,1922

2400004
Sh
4

=
⋅

⋅
==ϕ

F  

Установим значение усилия осаживания для предельно воз-
можных значений  f  = 0,3…0,35. 

Для обоих случаев находим  ψ  и  ψ1 : 
 

f  φ ψ ψ1 

0,3 2,27 1,884 1,509 
0,35 6,27 1,965 1,604 

 
При  f = 0,3 получаем по формуле (2.65) 

,990,1
30cos
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o

o
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а при f  = 0,35 

.082,2
30cos

"20'2118cos]8198,0)604,1965,1(604,1[ =−+=
o

o

fk  

Для данного металла при данном температурно-скоростном 
режиме было принято σ i  = 45 МПа. 

Значение потребного усилия при f = 0,3 и f = 0,35 определяется 
по формуле (2.42): 

Р = Fσ i kf =240000×4,5×1,990 = 21 50000 Н = 2150 тс,  
Р = Fσ i kf = 240000×4,5×2,082 = 22 50000 Н = 2250 тс. 
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3.  ОДНОСДВИГОВЫЕ И ОДНОНАПРАВЛЕННЫЕ  
ПРОЦЕССЫ 

3.1. Сдвиг.  Определение напряженно-деформированного 
 состояния «сдвиг» 

 
Третий основной вид НДС малого материального объема мы 

называем общим случаем сдвига, при котором происходит удлинение 
вдоль одной из трех главных осей этого объема, укорочение вдоль 
другой и относительно малое упругое или упругопластическое изме-
нение длины вдоль третьей. 

Вид напряженного состояния малого объема, который вызы-
вает в нем общий вид деформации сдвига, превращает малую сферу 
в эллипсоид с удлиненной большой главной осью, укороченной 
малой и незначительно измененной средней. При этом средний 
главный компонент напряженного состояния σ2 приближенно равен 
полусумме двух крайних главных компонентов, а незначительное 
изменение длины третьей главной оси вызывает, в свою очередь, 
относительное изменение объема малой сферы: его уменьшение 
(сдвиг примыкает к напряженному состоянию растяжение)  
или увеличение (сдвиг примыкает к напряженному состоянию 
сжатие). Общий случай сдвига переходит в  простой сдвиг, когда 
деформация вдоль средней главной оси осуществляется упруго и 
равна полусумме двух крайних главных компонентов деформации: 
ε2 = (ε1 + ε3)/2. 

Незначительное упругое изменение длины средней главной оси 
вызывает незначительное упругое изменение (увеличение или 
уменьшение) объема малой сферы. При этом один из трех главных 
компонентов напряженного состояния равен полусумме двух дру-
гих: σ2 = (σ1 + σ3)/2. 

И, наконец, чистым сдвигом мы называем такой сдвиг, при 
котором деформация вдоль средней главной оси равна нулю, а две 
другие главные деформации равны друг другу, но противоположны 
по знаку: ε2 = 0; ε1 = - ε3. Главные компоненты напряженного со-
стояния σ2 = 0; σ1 = - σ3. Объем малой сферы при чистом сдвиге не 
меняется, гидростатическое давление равно нулю. 

Наложение на напряженное состояние чистого сдвига σ1 =+ k; 
σ2 = 0; σ3 = - k (где k – некоторая заданная величина) положитель-
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ного гидростатического давления σ1 = k - ∆р;  σ2 = - ∆р;  σ3 = - k - ∆р,  
когда σ1 + σ3 = k - ∆р - k - ∆р = -2∆р, откуда - ∆р = (σ1 + σ3)/2,  
приводит вид напряженного состояния чистого сдвига к простому 
сдвигу. 

 

3.2. Анализ процесса кручения цилиндрического стержня 
 
Чистый сдвиг происходит при испытании механических 

свойств металлов путем закручивания цилиндрических образцов. 
При этом зависимость текущих координат цилиндрического тела от 
начальных (в цилиндрической же системе координат) может быть 
задана простой системой равенств: 

z  = Z;   r = R ;    θ = Θ+ Zφ/L, (3.1) 

где L – расчетная длина закручиваемого стержня; φ – переменный 
во времени угол закручивания. 

Геометрический смысл равенств (3.1) очевиден: все матери-
альные точки, расположенные до деформации в сечениях, ортого-
нальных оси стержня, остаются на тех же плоскостях и после де-
формации и на том же расстоянии R от оси симметрии, но пово-
рачиваются относительно этой оси на некоторый угол ∆θ, про-
порциональный (в данный момент времени) расстоянию Z от ус-
ловно-неподвижного сечения. 

Переход к декартовым координатам осуществляется с помо-
щью равенств 

.sin;cos;sin;cos θ=θ=Θ=Θ= ryrxRYRX   (3.2) 

В результате получим зависимости текущих координат от на-
чальных: 
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 (3.3) 

Решая систему (3.3) относительно начальных координат, по-
лучаем выражения функциональных зависимостей начальных ко-
ординат от текущих: 
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 (3.4) 

Если φ – известная функция от времени t, то выражения (3.3) и 
(3.4) вполне определяют процесс деформации стержня при круче-
нии и закономерность его протекания во времени. 

Рассмотрим процесс кручения с точки зрения Эйлера на дви-
жение сплошной среды. Поле скоростей определяет выражения 
составляющих вектора скорости, которые с учетом (3.3) будут 
равны: 
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 (3.5) 

Так как υz = 0, от времени зависит только φ, который является 
функцией одного аргумента t: 
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 (3.6) 

Подставив выражения X, Y, Z из (3.4) в правые части (3.6),  
после очевидных сокращений получим 

.0;; =υ
ϕ∂

−=υ
ϕ∂

−=υ zyx dtL
xz

dtL
yz  (3.7) 

Выражения компонентов тензора скорости деформаций после 
подстановки значений υ x ,  υ y  и  υ z  из (3.7) примут вид 

.0;; =γ=ε=ε=ε
ϕ∂

=γ
ϕ∂

=γ xyzyxxzyz dtL
y

dtL
x

&&&&&&  (3.8) 

Условие пропорциональности компонентов девиаторов тен-
зоров напряжений и скоростей деформаций 
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с учетом (3.8) принимает вид 
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Интенсивность скорости деформации при условии (3.8) опре-
деляется выражением 
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Таким образом, компоненты девиатора тензора напряжений 
будут равны: 
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Тензор напряжений в случае пластического кручения: 
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Используя (3.2), можно всегда перейти к цилиндрической 
системе координат. В этом случае выражения (3.10) принимают вид 

.3/;0; izrzrzr p σ=τ=τ=τ−=σ=σ=σ θθθ  (3.10а) 

На свободной поверхности закручиваемого стержня σ r  = 0, т.е. 
р  = 0, и (3.10а) записываются как 

.3/;0 izrzrzr σ=τ=τ=τ=σ=σ=σ θθθ  (3.10б) 
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Если σ i  зависит только от времени t и r, не изменяющегося в 
процессе деформации для любой материальной точки, можно по-
казать, что выражения (3.10а) удовлетворяют условиям равновесия 
только в том случае, когда гидростатическое давление постоянно 
по всему объему деформируемого стержня. 

Подставив значения компонентов напряжения в уравнения 
равновесия  
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z
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r
, т.е. гидростатическое давление p не 

зависит от r и z. Таким образом, выражения (3.10а) дают решение 
для напряжений для всего объема тела. Если процесс кручения 
осуществляется в обычных условиях, p = 0 во всем объеме стержня 
в том случае, если σ1 зависит только от t и r. Однако полученное 
решение не удовлетворяет условию τrθ = 0 на оси симметрии (т.е. 
при r = 0). Следовательно, у этой оси всегда имеется упругая зона, в 
которой решение (3.10а) не имеет силы и удовлетворяется условие 
пропорциональности компонентов девиаторов напряжений и ма-
лых деформаций: 
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Компоненты малой деформации могут быть заданы равенст-
вами, аналогичными (3.8): 
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Из (3.11) получим значения компонентов напряжения для слу-
чая (3.12): 
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Интенсивность напряженного состояния в этом случае  
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Условие пластичности σi = σт дает возможность установить 
границу упругой зоны: 

ϕ
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=
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G
r 1

3
т

упр . (3.13) 

Решение (3.13) остается в силе и для этой зоны, но, с учетом 
выражения для определения σi, оно примет вид 

L
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z
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=τ θ 3
 (3.10в) 

при r = 0 τzθ = 0. 
Таким образом, если материал не обладает свойством дефор-

мационного упрочнения, то задача пластического кручения имеет 
простое решение: 
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Если же материал обладает свойством деформационного уп-
рочнения, то при 
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напряжение  3iz σ=τ θ  будет переменным, различным при раз-
личных значениях r  и трудно определимым. 

Обычно о величине деформационного упрочнения судят по 
итоговой (результативной) деформации за весь предшествующий 
процесс формоизменения. Однако это возможно только при усло-
вии монотонного протекания процесса. Как известно, существуют 
два условия монотонности. Условие постоянства вида тензора ско-
рости деформаций (или вида деформированного состояния) срав-
нительно легко поддается экспериментальной проверке, чего 
нельзя сказать об условии совпадения главных осей скорости де-
формаций с одними и теми же материальными волокнами в течение 
всего процесса (либо исследуемой стадии формоизменения). 
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Выясним, удовлетворяются ли условия монотонности при 
пластическом кручении цилиндрического стержня. Для этого 
прежде всего необходимо определить направления главных осей и 
величину главных компонентов тензора скорости деформации. 

При определении величины главных компонентов и направ-
лений главных осей любого, симметричного тензора второго ранга 
используется известная система уравнений, которая применительно 
к тензору скорости деформации примет вид 

( )
( )

( ) ,0
;0

;0

=αε−ε+αε+αε
=αε+αε−ε+αε
=αε+αε+αε−ε

nznznyyznxxz

nzxznynynxxy

nzxznyxynxnx

&&&&

&&&&

&&&&

 (3.14) 

где п – индексы главных осей;  ...5,0,5,0 xzxzxyxy γ=εγ=ε &&&&   
Условие совместности этих трех равенств 
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есть кубическое уравнение относительно неизвестных главных 
компонентов  nε& . 

Принимая во внимание (3.8), получим определитель кубиче-
ского уравнения, определяющий главные компоненты тензора 
скорости деформаций при пластическом кручении: 
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Раскрыв определитель, получим 
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корни которого, главные компоненты скорости деформации, 
равны: 
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Показатель вида тензора скорости деформаций, а следова-
тельно, и напряжений определяется формулой 

)/(3 312 ε−εε=νε &&&& . 

Поскольку 2ε&  = 0,  εν &  всегда равно нулю. 
Следовательно, вид напряженного состояния в течение всего 

процесса пластического кручения постоянен и соответствует сдви-
гу. Таким образом, одно из условий монотонности при кручении 
удовлетворяется. 

Для выяснения вопроса о соблюдении второго условия моно-
тонности необходимо определить направления главных осей ско-
рости деформации и проследить, совпадают ли они с одними и теми 
же материальными точками, т.е. сохраняют ли фиксированные 
материальные точки свое положение на отрезках прямых, совпа-
дающих с направлениями главных осей скорости деформации. 
Подставив значения компонентов скорости деформации из (3.16) и 
(3.8) в систему (3.14) для первой  главной оси,  получим 
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или, после очевидных сокращений, 
.0;0;0 1111111 =α−α+α−=α−α−=α−α− zyxzyzx rxyxryr  

В силу первых двух равенств  
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откуда 
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Обозначив  хМ, уМ, zМ  координаты точки в деформируемом  
теле, для которой определяется тензор скорости деформации,  
хМ1, уМ1, zМ1 − координаты точки М 1 ,  расположенной в данный 
момент вблизи точки М на первой главной оси скорости деформа-
ции, составим уравнение прямой, проходящей через эти две точки: 
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Совершенно аналогично, так как 1ε&  и 3ε&  в (3.68) различаются 
только знаками, можно показать, что направляющие косинусы 
третьей главной оси определяются  равенствами (3.18); уравнение 
прямой, проходящей через точки М  и М 3 ,  лежащие на этой оси, 
имеет вид 
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Определив направляющие косинусы второй главной оси, по-
лучим 
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Вторая главная ось скорости деформации, как видно из (3.18а), 
лежит в плоскости, параллельной плоскости х у ,  и уравнение 
прямой, соединяющей точки М  и М2, лежащие на этой оси, пред-
ставится как 

( ) ./22 MMМMMМ yyyxxx −=−  (3.19б) 

Равенства (3.18), (3.18а), (3.19), (3.19а), (3.19б) не зависят от 
времени и показывают, что в любой геометрической точке дефор-
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мируемого тела направления главных осей тензора скорости де-
формации остаются неизменными в процессе формоизменения. 

Для удовлетворения условий монотонности необходимо, что-
бы прямолинейный отрезок (материальное волокно), соединяющий 
две близкорасположенные материальные точки M  и 1M , в данный 
момент совпадающие с геометрическими точками М  и М 1 ,  ле-
жащими на первой главной оси скорости деформации, во всех 
предшествующих стадиях процесса совпадали с первой главной 
осью скорости деформации. Иначе говоря, необходимо доказать, 
что две материальные точки M  и 1M  все время совпадают с двумя 
геометрическими точками М  и М 1 ,  которые лежат на неподвижной 
первой главной оси скорости деформации. 

Любая материальная точка определяется своими начальными 
координатами. Функциональная зависимость текущих координат от 
начальных задана при пластическом кручении равенствами (3.3).  

Обозначим XM, YM, ZM, XM1, YM1, ZM1 начальные координаты 
материальных точек M  и 1M , совпадающих в рассматриваемый 
момент времени с геометрическими точками М  и М1 ;  φt – значение 
угла закручивания в данный момент. В силу равенств (3.3)  
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Имея в виду, что разность zM1 - zM = ZM1 - ZM – величина малая, 
следовательно,  1/)cos(

1
=ϕ− LZZ tMM  и =ϕ− LZZ tMM /)sin(

1
 

= ,/)(
1

LZZ tMM ϕ−  можно получить зависимости: 
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Замечая, что XM1=XM + (XM1 - XM);   YM1 = YM +(YM1 - YM), под-
ставляя (3.21) во второе выражение (3.20) и пренебрегая квадра-
тами малых величин, получаем 
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Вычитая почленно из (3.22) первое равенство (3.20), определим  
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Комбинируя (3.23) и учитывая на основании (3.3) и (3.19), что 
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получим следующую систему уравнений относительно XM1 - XM = 
=YM1 - YM: 
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С учетом (3.3) решение этой системы определится равенствами 
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 (3.24) 

Поскольку в начальный момент х = X; у = Y; z = Z, а точка M1 
выбрана совершенно произвольно на относительно малом рас-
стоянии от произвольно выбранной точки М на прямой, совпа-
дающей с первой главной осью скорости деформации, то полу-
ченное уравнение прямой (3.24) является геометрическим местом 
материальных точек в начальной стадии процесса. Эти точки 
должны будут располагаться вдоль первой главной оси скорости 
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деформации, когда угол закручивания достигнет заданного значе-
ния φt: 
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или, что равносильно, 
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Направляющие косинусы этой прямой определяются равенст-
вами 
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Уравнения (3.26) показывают, что рассматриваемая прямая 
располагается в плоскости, перпендикулярной радиальному на-
правлению, т.е. ортогональна прямой, соединяющей материальную 
точку М   с точкой пересечения плоскости  z  -  zM = const с гео-
метрической осью симметрии. 

Анализ равенств (3.26) показывает, что, во-первых, в начальный 
момент времени, когда φt = 0, равенства (3.26) тождественно равны 
(3.18), т.е. что в начале процесса материальное волокно совпадает по 
направлению с первой главной осью скоростей деформации; 
во-вторых, направляющие косинусы (3.26) являются функциями 
угла закручивания φt и переменны во времени, тогда как направ-
ляющие косинусы главных осей скорости деформации постоянны. 

Совершенно аналогичные рассуждения приводят к таким же 
выводам относительно материальных волокон, в начале процесса 
совпадавших с третьей главной осью скорости деформации.  
Следовательно, первое условие монотонности не соблюдается и 
процесс пластического кручения нельзя считать монотонным. 



 91

Вместе с тем, поскольку условие сохранения вида удовлетворяется, 
то такой процесс можно назвать частично немонотонным. 

Такая закономерность может быть классифицирована как при-
знак односдвигового процесса, к какому и следует отнести круче-
ние. Поскольку оно относится к категории процессов немонотон-
ных, то судить по итоговой (результативной) деформации о де-
формационном упрочнении материала нельзя. В данном случае 
необходимо обращаться к более общей характеристике степени 
деформации. 

Рассмотрим теперь кручение стержня кругового сечения с по-
зиций тензорного анализа. За центр системы координат выберем 
произвольную точку О на оси стержня. Ось Оη направлена по оси 
стержня, оси Оξ и Оζ выбраны произвольным образом перпендику-
лярно друг другу в поперечном сечении стержня, но так, что они 
образуют правую систему координат и  направлены по нормали к 
свободной поверхности стержня. 

Начальное положение любой точки М  определяется тремя 

величинами, а именно, расстоянием  22 yxR +=  от точки до оси 
стержня, углом φ ,  измеряемым в плоскости ξОζ  против часовой 
стрелки от положительного направления оси Оξ до направления на 
точку М ,  и расстоянием  z от точки до плоскости  ξОζ . 

При кручении площадь поперечного сечения можно считать 
неизменной: все материальные точки не приближаются к оси 
стержня и не удаляются от нее. В направлении оси η перемещений 
тоже практически не происходит. Поэтому текущие координаты ξ, 
ζ , η  точки М ,  очевидно, зависят только от угла закручивания Ф в 
данном поперечном сечении, который, в свою очередь, зависит 
только от времени t и начального расстояния z от точки М до 
плоскости ξОζ. Таким образом, координата η постоянна, а коорди-
наты ξ и ζ изменяются: 

.)),,(sin()),,(cos( ztzRtzR =ηΦ+ϕ=ζΦ+ϕ=ξ  (3.27) 

Здесь х, у, z – начальные координаты точки М, а Ф(z, t) – угол 
закручивания. В начальный момент времени, т.е. при t = 0, этот угол 
равен нулю: Ф(z, 0) = 0. На оси стержня в любой момент времени он 
тоже равен нулю: Ф(0, t) = 0. 
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Будем предполагать функцию Ф(z,t) непрерывной вместе с ее 
частными производными. Тогда составляющие вектора переме-
щения точки М задаются равенствами 
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Для компонентов малой деформации любой данной частицы 
стержня получаем 
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Тогда тензор малых деформаций имеет вид 
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(здесь подразумевается, что  Ф = Ф(z, t)). 
Главные компоненты малой деформации таковы: 
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Расположение же главных осей малой деформации зависит от 
знака Ф'z(z, t). А именно, если Ф'z(z, t) > 0, то направления осей 
определяются векторами 
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а если Ф'z(z,t) < 0, то  векторами 
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т.е. оси главных компонентов ε1 и ε3 меняются местами. В любом 
случае, так как Ф = Ф(z, t), то главные оси малой деформации из-
меняются со временем. Значения параметра и угла вида деформа-
ции, очевидно, таковы:  o30,0 =β=ν εε . 

Пусть υx,υy,υz – проекции вектора скорости материальной точки 
М на координатные оси в данный текущий момент времени. Так как 
составляющие вектора скорости υx,υy,υz можно считать зависящими 
функционально от начальных координат х, у, z и от времени t, то, 
дифференцируя составляющие вектора перемещений ux,uy,uz по 
времени, получаем 
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Откуда компоненты вектора скорости (т.е. скорости деформа-
ции) определяются равенствами: 
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Введем обозначения: )),,(sin()),,(cos( tzStzC Φ+ϕ=Φ+ϕ=  
).,(),,(),( tzBtztzA tzzt Φ ′′=Φ′⋅Φ′=  Тогда тензор скоростей малых 

деформаций примет вид 
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Главные компоненты скорости малой деформации: 
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Направления главных осей скоростей малой деформации оп-
ределяются векторами 
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 (3.35) 

Легко убедиться, что o30,0 =β=ν . 
Условие несжимаемости для рассматриваемого случая дефор-

мации выполняется автоматически:  
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Применяя допущения и соотношения теории пластического 
течения и учитывая вычисленные ранее значения компонентов, для 
деформации кручения имеем 
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(здесь σ – среднее напряжение, σi – интенсивность напряженного 
состояния, а iε&  – интенсивность скоростей деформации). Тогда 
тензор напряжений  
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Главные компоненты напряженного состояния: 
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Из принятых допущений теории пластического течения сле-
дует, что оси главных напряжений те же, что и для скоростей де-
формации. Очевидно, что o30,0 =β=ν σσ . 

Нетрудно показать, что процесс кручения ни при каких усло-
виях не может быть монотонным. Действительно, для монотонно-
сти необходимо совпадение главных осей малых деформаций и 
напряжений, но для такого совпадения требуется пропорциональ-
ность векторов, определяющих эти главные оси, т.е. (во введенных 
обозначениях) 
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Из равенства (3.40) немедленно получаем 
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т.е.  ,0),(),( =Φ′⋅Φ′ tztz zt  что невозможно, так как Φ – текущий угол 
закручивания – не может не зависеть от расстояния до закреплен-
ного конца стержня и от времени. 

Таким образом, для деформации кручения всегда выполняется 
условие постоянства вида деформированного состояния. Дефор-
мация кручения всегда является частным случаем односдвигового 
процесса. При допущениях теории пластического течения главные 
оси малых деформаций и напряжений всегда не совпадают.  
Следовательно, деформация кручения никогда не является моно-
тонной. 
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3.3. Односдвиговые процессы 
 
Основные положения теории односдвиговых процессов.  

В разд. 1 рассмотрены определения и условия протекания моно-
тонных процессов деформации, обеспечивающие их однознач-
ность. Вместе с тем за последние два десятилетия было установ-
лено, что монотонные деформации не являются единственно воз-
можной закономерностью последовательности протекания про-
цесса пластического формоизменения тела, однозначно опреде-
ляющей конечную деформацию. В частности, В.П. Чикидовским 
было установлено, что условия протекания процесса могут быть 
подчинены некоторой другой закономерной последовательности, 
отличной от условий монотонности и, тем не менее, однозначно 
определяющей процесс конечного формоизменения. 

Рассмотрим такие процессы, при которых условие постоянства 
вида деформированного состояния выполняется в течение всего 
процесса, а условие совпадения главных осей тензора скорости 
деформации с одними и теми же материальными волокнами не 
выполняется. Тогда на различных стадиях деформации данной 
частицы тела наибольшую скорость удлинения претерпевают раз-
личные волокна: сначала наиболее быстро удлиняется какое-то 
одно, первое волокно, затем другое, расположенное под некоторым 
малым углом по отношению к первому, начнет удлиняться быстрее 
его. На последующей стадии наиболее быстро будет удлиняться 
некое третье волокно, первоначально составляющее относительно 
больший угол с первым, и т.д. 

Наибольшую скорость укорочения точно так же на различных 
стадиях процесса будут претерпевать различные волокна. Направ-
ление третьей оси скорости деформации, перпендикулярное двум 
рассмотренным направлениям, должно, для удовлетворения усло-
виям постоянства вида, неизменно совпадать с одним и тем же 
волокном, и эта ось должна являться главной осью с индексом 3. 

Кроме того, одно из направлений, перпендикулярное этой 
второй главной оси скорости деформации и составляющее равные 
углы с направлениями первой и третьей осей, также должно неиз-
менно совпадать с одним и тем же волокном. Это направление, 
поскольку оно должно составлять равные углы (+45°) со взаимно 
перпендикулярными направлениями алгебраически наибольшей и 
наименьшей скорости деформации, будет неизменно совпадать с 
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одним из двух направлений действия максимального касательного 
напряжения или с одним из двух направлений наибольшей скоро-
сти деформации сдвига. 

Таким образом, в процессах, подчиняющихся приведенным 
условиям, сдвиговые деформации могут происходить только в од-
ной какой-нибудь плоскости, перпендикулярной второй главной 
оси скорости деформации. 

В связи с этим условимся данный порядок протекания процесса 
называть односдвиговым (моносдвиговым). Односдвиговый ха-
рактер последовательности протекания процесса деформации 
вполне реален, так же как и монотонный. Односдвиговый процесс 
имеет место не только при пластическом кручении цилиндрических 
стержней, но и, по-видимому, в процессах вырубки, резки загото-
вок, а также в некоторых других, когда в очаге деформации воз-
никают зоны интенсивных сдвигов. 

Очевидно, что рассмотренный порядок протекания процесса 
пластической деформации материальной частицы тела заведомо не 
удовлетворяет условиям монотонности и в то же время подчинен 
определенной закономерности, хотя и отличной от закономерно-
стей монотонного процесса. Порядок этот характеризуется посто-
янным видом деформации, а именно сдвигом. Однако не характе-
ристика вида тензора деформации (или скорости деформации) 
приводит к существенному различию его с монотонным процессом. 
Деформация сдвига или близкие к нему виды деформации могут 
быть реализованы и при монотонном или приближенно монотон-
ном протекании процесса. К существенному различию монотон-
ного и односдвигового процессов приводит нарушение условия 
совпадения главных осей скорости деформаций с одними и теми же 
материальными волокнами, что не только затрудняет определение 
итоговой деформации, но и изменяет характер зависимости между 
напряжениями и деформациями. 

При расчете монотонных процессов деформации обычно 
пользуются разобранной выше гипотезой единой кривой, которая 
связывает напряжения и деформации зависимостью σi = f(εi), оп-
ределяемой по результатам испытания металла на простое растя-
жение. Расчетные данные при этом хорошо согласуются с опыт-
ными. А при расчете немонотонного односдвигового процесса 
(например, пластического кручения) если и можно пользоваться 
этой зависимостью, то только в грубом приближении, при не-
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больших деформациях, и то не для всех материалов. Известно, что 
вид тензора деформации, определяемый отношениями разностей 
его главных компонентов при монотонном или приближенно мо-
нотонном характере протекания процесса формоизменения, не 
влияет на функциональную зависимость σi = f(εi), а также и на 
функциональную зависимость интенсивности напряжений от 
удельной механической работы, затраченной на изменение формы 
данной частицы: σi = f(Aуд). В этом и заключается содержание ги-
потезы единой кривой. 

Различие в характере протекания монотонных и односдвиго-
вых процессов пластического формоизменения в силу их необра-
тимости не может не сказаться на характере зависимости  
σi = f(Aуд). Так, при односдвиговом процессе она может сущест-
венно отличаться при различных пластических деформациях от 
соответствующей зависимости при монотонном процессе дефор-
мации. 

Установление функциональной связи интенсивности напря-
жений с интенсивностью итоговой деформации при односдвиговом 
процессе представляет существенную трудность. Дело в том, что 
само понятие интенсивности итоговой (не малой) деформации при 
немонотонном процессе становится неопределенным, так как оно 
не может быть установлено путем формального обобщения гео-
метрических понятий, применяемых в теории малых пластических 
деформаций или в теории монотонных процессов конечного фор-
моизменения. Понятие о главных компонентах итоговой дефор-
мации при немонотонном ее протекании (даже и закономерном, 
каким является односдвиговый процесс) приобретает некоторую 
неопределенность в силу того, что главные оси эллипсоида, в ко-
торый преобразуется первоначальная сфера, не совпадают при 
немонотонной деформации с главными осями скорости деформа-
ции. При этих условиях применение логарифмических выражений 
главных компонентов деформации является необоснованным. 

Формально значения главных компонентов итоговой дефор-
мации при любой закономерности протекания процесса можно 
определить по значениям логарифмов отношений главных осей 
эллипсоида, преобразованного деформацией из начальной сферы. 
Однако установить связь между этими выражениями и компонен-
тами напряженного состояния или с затраченной на деформацию 
удельной механической работой можно только при монотонном 
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или приближенно монотонном протекании процесса. Поэтому для 
установления связи между геометрической и механической сторо-
нами задачи необходимо использовать более общее понятие, ха-
рактеризующее формоизменение, – степень деформации в форму-
лировке Ильюшина [30]. 

Определить степень деформации при односдвиговом процессе 
можно путем обобщения закономерности изменения напряженного 
состояния и затрачиваемой удельной механической работы, пола-
гая, что как при малой деформации, так и при любой определенной 
закономерности протекания конечной пластической деформации  
имеет место зависимость 

dAуд = σidei. (3.41) 

Таким образом, мы будем рассматривать процесс с более об-
щих позиций энергетической теории упрочнения, которая охваты-
вает более широкий круг процессов, чем условие единой кривой, 
которое может быть использовано только для монотонных и при-
ближенно монотонных процессов. При условии монотонного про-
текания процесса конечного формоизменения такое допущение 
приводит к выражению интенсивности конечных деформаций, 
аналогичному принятому для малых деформаций. При других за-
кономерностях это допущение приведет к иным выражениям сте-
пени деформации. Покажем это на примере односдвигового про-
цесса кручения. 

При пластическом кручении приращение удельной механиче-
ской работы определяется выражением  dAуд = τφzrd(φ/L). По-
скольку τφz = τmax = 3/iσ ,  получаем dAуд = ( )3/iσ rd(φ/L)= 
=σidei, откуда  dei = ( )3/r d(φ/L). 

Так как при φ0 = 0 ei = 0, то после интегрирования получим 
известное выражение степени деформации при кручении: 

ei = ( )3/1 rφ/L. (3.42) 

Выражение это остается в силе и для случая малых деформа-
ций, когда 
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но при малой деформации γφz = rφ/L; мы получаем приведенное 
выше выражение степени деформации, не связанное с привлече-
нием логарифмической меры деформации. 

Покажем теперь, что на основании анализа кинематики про-
цесса степень деформации определяется такой же зависимостью. За 
центр переносной системы координат 
выберем произвольную точку О на 
поверхности закручиваемого стержня. 
Ось ξ направлена по нормали к сво-
бодной поверхности, ось ζ – парал-
лельно оси закручиваемого стержня, а 
ось η – по касательной к окружности, 
на которой зафиксирована точка О 
(рис. 3.1). 

В процессе кручения площадь 
поперечного сечения стержня не из-
меняется: все материальные точки не 
приближаются к оси симметрии и не 
удаляются от нее. Поэтому одна со-
ставляющая вектора скорости υξ = 0. 
Но и в направлении оси ζ перемещений практически не происходит, 
следовательно, только одна составляющая υζ = 0, а  υη ≠ 0. 

Координата ζ равна расстоянию между двумя поперечными 
сечениями, перпендикулярными оси закручиваемого стержня и 
проходящими через точку О и точку с координатами ξ, ζ, η. По-
этому вектор скорости можно определить из чисто геометрических 
соображений:  υη = rωζ/L, где r – расстояние точки от оси симмет-
рии; ω – угловая скорость захвата машины; L – расчетная длина 
стержня. 

Учитывая условие несжимаемости, легко определить компо-
ненты скорости деформации ;0=γ=γ=ε=ε=ε ξζξηζηξ &&&&&  

Lr /ω=γηζ&  и интенсивность скорости деформации: 

.
3

1
23

2
L

r
L

r
i

ω
=

ω
=ε&  

Степень деформации определится в результате интегрирования 
равенства 
 

Рис. 3.1. Переносная система 
координат на поверхности 
закручиваемого стержня
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.
3
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dt
de

i
i ω

=ε= &  

Так как угловая скорость есть производная угла закручивания 
по времени, то 

dt
d

L
r

dt
dei ϕ

=
3

1  

и, после интегрирования, 

,
3

1
L
rei
ω

=  

т.е. мы получили формулу, тождественно равную (3.42). Отметим, 
что она справедлива как для малых, так и для конечных деформа-
ций. 

Рассмотрим более общий случай односдвигового процесса 
деформации некоторой малой частицы деформируемого тела. По-
скольку односдвиговые процессы характеризуются тем, что сдви-
говые деформации происходят только в одной плоскости, а одна из 
координатных осей должна совпадать с главной осью скорости 
деформации, то плоскости максимальных сдвигов всегда будут 
параллельны координатным плоскостям. 

Выберем систему координат таким образом, чтобы ось Оу 
совпадала с направлением второй главной оси тензора скорости 
деформации, а ось Ох – с направлением максимального касатель-
ного напряжения. Тогда компоненты напряженного состояния 
должны удовлетворять следующим условиям:  

1) τху = τуz = 0 (так как ось Оу является главной осью тензора 
скорости деформации, следовательно, и главной осью тензора на-
пряжений);  

2) σх - σz = 0 и τxz = τmах (так как ось Ох составляет равные углы с 
первой и третьей главными  осями тензора напряжений). 

Выражение для определения интенсивности напряжений в 
этом случае примет вид 

.3)( 22
xzyxi τ+σ−σ=σ  

Компоненты тензора скорости деформации определяются ра-
венствами 
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При односдвиговом процессе все материальные точки, распо-
ложенные на прямых, параллельных осям Ох и Оу, на любой стадии 
процесса остаются на этих прямых. Следовательно, 

.0и0 =
∂
υ∂

=
∂
υ∂

=
∂

υ∂
=

∂
υ∂

yxzy
xzyx  (3.44) 

Условие пропорциональности компонентов девиатора тензора 
напряжений компонентам девиатора тензора скорости деформации 
в случае односдвигового характера протекания процесса дефор-
мации принимает вид 
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Следовательно, 0; =
∂

υ∂

∂
υ∂

=
∂
υ∂

zxz
yxz . Привлекая условие несжи-

маемости  

,0=
∂
υ∂

+
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υ∂
+

∂
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zyx
zyx  

получаем возможность определить значения всех девяти частных 
производных составляющих вектора скорости по координатам че-

рез две из них, а именно через 
zy
xy

∂
υ∂

∂

υ∂
и . В результате получим 
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 (3.46) 



 104

Тензор скорости деформации: 
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Таким образом, выражения двух частных производных  

y
y

∂

υ∂
 и 

z
x

∂
υ∂  полностью определяют кинематическую картину  

пластического формоизменения при односдвиговом процес- 
се. 

Определение напряжений по известным скоростям деформа-
ции возможно лишь при известной зависимости σi–εi. Установление 
этой зависимости связано с определенными трудностями теорети-
ческого и методического характера. В связи с этим определить поле 
напряжений по известному полю скоростей можно только при до-
пущении постоянства интенсивности напряжений по всему объему 
очага деформации. Такое допущение, приемлемое при анализе 
процессов пластического формоизменения при высоких темпера-
турах, может быть принято без значительного огрубления резуль-
татов и при анализе некоторых процессов деформации в холодном 
состоянии, а именно таких, когда значительное (или предельное) 
упрочнение достигается во всем, или практически во всем, объеме 
очага деформации. В этих случаях значения компонентов девиа-
тора напряжений определяются обычным путем, поскольку усло-
вие совпадения направлений главных осей и вида тензоров напря-
жений и скоростей деформаций сохраняется и при немонотонном 
процессе. 

Принимая во внимание выражение тензора скорости дефор-
мации, формулы, определяющие значения компонентов девиатора 
напряжений, приводятся к виду 
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Интенсивность скорости деформации определяется выражением 
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При анализе процессов холодного деформирования, не свя-
занных с достижением предельного упрочнения, т.е. в тех случаях, 
когда допущение постоянства интенсивности напряжений по всему 
объему очага деформации заведомо неприемлемо, задача опреде-
ления напряженного состояния существенно усложняется. При 
односдвиговом процессе, как и вообще при немонотонном про-
цессе, понятие о компонентах итоговой деформации становится 
неопределенным и единственной характеристикой деформиро-
ванного состояния процесса служит степень деформации. 

Зависимость степени деформации от основных геометрических 
параметров исследуемого процесса может быть установлена либо 
на основании энергетической теории упрочнения, когда имеет ме-
сто зависимость (3.41), либо на основании анализа кинематики 
процесса, по формуле Ильюшина: ∫ ε= dte ii & . В этом случае ха-

рактеристиками НДС служат две величины: степень деформации ei 
и интенсивность напряжений σi. Функциональная зависимость 
между ними устанавливается для односдвиговых процессов по ре-
зультатам испытания материалов на кручение. 

Задача исследования односдвигового процесса существенно 
упрощается при условии, когда составляющая скорости υy не за-
висит от у. Это условие требует постоянства значений состав-
ляющей вектора скорости перемещений υy или равенства ее нулю, 

что наряду с условием 0=
∂
υ∂

=
∂
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=
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=
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yxzy
zyyx   означает, что 
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плоскость ху либо жестко перемещается в пространстве, либо не-
подвижна. В обоих случаях в ней отсутствуют какие-либо дефор-
мации. Сдвиговые деформации происходят только в плоскости, 
параллельной плоскости xz. В этом случае тензор скорости де-
формации принимает вид 
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Не равный нулю компонент девиатора напряжений 
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Интенсивность скорости деформации определяется как 
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3/ixz σ=τ , (3.48) 

и тензор напряжений  
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В случае, если за направление второй главной оси выбрать Ох, 
то направление максимального касательного напряжения совпадет 
с осью Оу. Плоскость ху будет жесткой, а сдвиги будут происхо-
дить только в плоскости yz. В этом случае тензор скорости де-
формации  
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Остальные вышеприведенные равенства будут следующими: 
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Тензор напряжения 
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Таким образом, напряженно-деформированное состояние при 
плоском односдвиговом процессе характеризуется тремя величи-
нами: υx или υy, σi и р. 

Отметим особенности протекания односдвигового процесса 
при плоской деформации, когда материальные точки, составляю-
щие первоначально отрезки прямых, параллельные осям Ох и Оу, в 
течение всего процесса остаются на этих прямых, которые, в свою 
очередь, остаются параллельными тем же осям. 

Эти особенности процесса позволяют задать функцию υx таким 
образом, чтобы ее зависимость от t и z была линейной. В этом 
случае процесс характеризуется смещением плоскости, парал-
лельной плоскости ху в направлении х, т.е. односдвиговый процесс 
происходит в плоскости xz. Составляющие вектора скорости пе-
ремещений: υy = υz = 0. Степень деформации будет прямо пропор-
циональна углу сдвига, который претерпевает материальный эле-
мент. Функциональную зависимость между углом сдвига γ и ин-
тенсивностью напряженного состояния  σi определяют при испы-
тании металлов на кручение. Следовательно, НДС при плоском 
односдвиговом процессе характеризуется тремя величинами: γ, σi и 
р, постоянным по всему объему очага деформации. 

Анализ односдвигового процесса существенно упрощается в 
случае плоской задачи и сводится к определению γ, по которому на 
основании экспериментальной зависимости σi–γ, получаемой в 
результате испытания на кручение, определяется σi. Таким образом, 
основные параметры напряженного состояния при односдвиговом 
процессе определяются характеристиками: ;3; xzip τ=σ  

;03cos =βσ  30=βσ °; главными компонентами напряжений: 

.;; 321 ppp xzxz −τ−=σ−=σ−τ=σ  (3.49) 
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Уравнения равновесия: 
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т.е. значение р зависит только от граничных условий, так как τxz 
зависит от γ, а он постоянен во всем объеме очага деформации. 

Итак, если очаг деформации при односдвиговом процессе на 
исследуемой стадии простирается до свободной поверхности де-
формируемого тела, то гидростатическое давление отсутствует и 
тензор напряжений характеризуется единственной величиной   

3/ixz σ=τ  и может быть представлен матрицей 
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000
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. 

Следовательно, односдвиговый процесс в условиях плоской 
деформации при отсутствии р характеризуется плоским напря-
женным состоянием, которое называют, как известно, чистым 
сдвигом. Следовательно, чистый сдвиг является частным случаем 
односдвигового немонотонного  процесса. 

Рассмотрим односдвиговые процессы в условиях осесиммет-
ричной задачи. Прежде всего отметим, что, в силу осевой симмет-
рии, без нарушения ее, односдвиговый процесс в меридиональных 
плоскостях невозможен. Таким образом, односдвиговый процесс в 
условиях осевой симметрии может проходить в двух плоскостях. 

В первом случае он проходит в меридиональной плоскости, 
когда направление максимальных сдвигов совпадает с осью сим-
метрии. Концентричные цилиндрические поверхности будут сме-
щаться относительно друг друга в направлении оси симметрии.  
В реологии такая деформация называется телескопической. Неис-
чезающими компонентами тензоров деформации и напряжения 
будут  γzr  и  τzr. 

Второй возможный случай реализации односдвигового про-
цесса – смещение плоскостей поперечного сечения относительно 
друг друга. Сдвиговые деформации и напряжения возникают на 
цилиндрических поверхностях и действуют по касательной и в 
направлении оси симметрии: γzφ  и  τzφ. 
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Первый случай реализуется в процессах вырубки осесиммет-
ричных деталей, второй – при кручении цилиндрических стержней. 
Особенности этих процессов хорошо иллюстрирует рис. 3.2. 

 

 
 

В научной и учебной литературе, в отличие от принятой нами 
терминологии, наблюдается разночтение. Так, Рейнер [3.1] назы-
вает деформацию при кручении простым сдвигом, а в плоских за-
дачах – чистым сдвигом. Малинин [3.2] характеризует чистый 
сдвиг условием ε2 = 0 и т.д. Ильюшин [3.3] и Качанов [3.4] описы-
вают схемы напряженного состояния в принятой нами трактовке. 
Сторожев и Попов [3.5] не делают различий в плоской деформации, 
объединяя обе схемы общим термином «сдвиг». 

Отметим, что как при монотонных, так и при немонотонных 
(односдвиговых) процессах могут быть реализованы обе схемы – 
чистого и простого сдвигов. Поэтому важно на практике уметь 
различать случаи монотонного и немонотонного сдвигов в связи с 
тем, что связь между деформациями и напряжениями при моно-
тонных и немонотонных (односдвиговых) процессах различна. 

Нетрудно определить по виду деформированных элементарных 
ячеек, к какой категории относится процесс, если характерные его 
параметры (главные оси деформации, направления наибольших 

 
 

а б 
Рис. 3.2. Односдвиговый процесс в условиях осе-
вой  симметрии:  а – в  меридиональной плоскости 

(телескопическая деформация); б – смещение 
плоскостей поперечного сечения (кручение) 
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сдвигов) совпадают с направлениями координатных осей. Так, если 
одна из координатных осей  при немонотонном процессе совпадает 
с направлением максимальных касательных напряжений, то он 
будет характеризоваться неизменным расстоянием между сторо-
нами элементарной ячейки, параллельными оси в течение всего 
процесса. В этом  и состоит отличительный признак односдвиго-
вого процесса. 

Монотонный сдвиг легко определяется в случаях, если стороны 
элементарной ячейки совпадают с направлениями главных осей 
деформации либо составляют с ними углы в 45о. В этих случаях 
формой элементарной  ячейки будет либо прямоугольный парал-
лелепипед, либо ромб (рис. 3.3). 

 

 
В общем случае, когда оси принятой системы координат не 

совпадают с указанными направлениями, квадратные элементар-
ные ячейки при монотонном и немонотонном сдвиговых процессах 
преобразуются в параллелограммы (рис. 3.4). Тогда отличитель-
ными признаками монотонного и немонотонного процессов служат 
траектории движения узловых точек. При монотонном сдвиге 
точки движутся по расходящимся линиям, при немонотонном – по 
параллельным прямым. 

Таким образом, определить категорию процесса можно по 
разности текущих и начальных координат расчетных точек; при 
немонотонном процессе эта разность для всех точек будет одина-
кова, при монотонном нет. Различать эти процессы на первых эта-
пах исследования необходимо не только потому, что функцио-

   

  

а б 
Рис. 3.3. Деформация элементарных ячеек при монотонном (а) и немонотон-

ном (б) сдвигах, когда стороны ячеек совпадают с осями координат 
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нальная связь между напряжениями и деформациями различна,  
но и потому, что при односдвиговом процессе деформации  
определяются единственной характеристикой – углом сдвига  γ. 
Поэтому если процесс заранее характеризуется как односдвиговый,  
то достаточно определить только γ. Напряжения при извест- 
ной зависимости σi–ei определяются формулами (3.48)  
и (3.49). 

 

 
 
Телескопическая деформация. За центр системы координат 

выберем произвольную точку О на оси стержня. Ось Оη направлена 
по оси стержня, оси Оξ и Оζ выбраны произвольным образом пер-
пендикулярно друг другу в поперечном сечении стержня, но так, 
что они образуют правую систему координат. 

В случае телескопической деформации текущие координаты η, 
ξ , ζ произвольной точки М, очевидно, зависят только от времени t и 

расстояния 22 yxR +=  до оси стержня, причем координаты ξ и ζ 
постоянны, а координата η изменяется: ξ = x, ζ = y, η = z+φ(R+t). 
Здесь x,y,z – начальные координаты точки М, a φ(R,t) – указанная 
неизвестная однозначная функциональная зависимость координаты 
η от R и t. Будем предполагать функцию φ(R,t) непрерывной вместе 
с ее частными производными. Тогда составляющие вектора пере-
мещения точки М задаются равенствами: ,0,0 == yx uu  

),( tRuz ϕ= . 
Для компонентов малой деформации любой данной частицы 

стержня получаем 

   
   

а б 
Рис. 3.4. Деформация элементарных ячеек при монотонном (а) и немонотон-

ном (б)  сдвигах, когда стороны ячеек не совпадают с осями координат 
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Тогда тензор малых деформаций  
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Главные компоненты малой деформации: 

.
2

),(
,0,

2
),(

321
tRtR RR ϕ′

−=ε=ε
ϕ′

=ε  

Расположение же главных осей малой деформации зависит от 
знака ),( tRRϕ′ .  А именно, если ),( tRRϕ′ >0, то направления осей 
определяются векторами (x, y, R), (-y, x, 0), (x, y, -R), а если 

),( tRRϕ′ < 0, то  векторами (x, y, -R), (-y, x, 0), (x, y, -R). Значения 
параметра и угла вида деформации, очевидно, таковы: νε = 0,  
βε = 30o. 

Пусть υ x, υy,  υ z  – проекции вектора скорости материальной 
точки М  на координатные оси в данный текущий момент времени. 
Так как составляющие вектора скорости υ x ,  υ y ,  υ z  можно считать 
зависящими функционально от начальных координат х ,  у ,  z   
и от времени t ,  то, дифференцируя составляющие вектора  
перемещений ux ,  uy ,  uz по времени, получаем ,0,0 =υ=υ yx  

),( tRz ϕ′=υ . 
Отсюда компоненты вектора скорости (т.е. скорости дефор-

маций) определяются равенствами 
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Тогда тензор скоростей малых деформаций  
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Главные компоненты скорости малой деформации: 
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Расположение же главных осей скоростей малой деформации 
теперь зависит от знака ),( tRtRϕ′′ .  А именно, если ),( tRtRϕ′′  > 0, то 
направления осей определяются векторами (x ,y ,R) ,  (-y ,x ,0),  
(x ,y ,-R),  а если ),( tRtRϕ′′  < 0, то векторами (x ,y ,-R) ,  (-y ,x ,0),  
(x ,y ,R) .  Легко убедиться, что v = 0,  β = 30°. 

Как известно, если изменения во времени упругих слагаемых 
деформации малы по сравнению с соответствующими изменениями 
пластических слагаемых, то относительное изменение объема 
пластически деформируемой частицы также пренебрежимо мало по 
сравнению с относительными изменениями ее линейных размеров 
и сумму главных компонентов скорости деформации в пределах 
практической точности можно полагать равной нулю. 

Для рассматриваемого случая деформации условие несжи-
маемости выполняется автоматически: 
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2
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321 =
ϕ′′

−+
ϕ′′

=ε+ε+ε
tRtR tRtR&&&  (3.54)  
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Для пластического деформирования, представляющего собой 
необратимый физический процесс, функциональную связь напря-
жений и деформаций можно установить только при некоторых ог-
раничениях условий его протекания. 

В случае простой деформации можно использовать соотно-
шения деформационной теории пластичности, однако для описания 
произвольных процессов сложной деформации применяются до-
пущения и соотношения теории пластического течения. Как из-
вестно, в этой теории предполагается, что направление действия 
алгебраически наибольшего главного напряжения всегда совпадает 
с направлением наиболее быстрого удлинения материального во-
локна, а направление алгебраически наименьшего главного на-
пряжения – с направлением наиболее быстрого укорочения. Вто-
рым допущением теории пластического течения является допу-
щение о пропорциональности девиаторов напряжений с скоростей 
деформаций: 
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(здесь σ – среднее напряжение, σi – интенсивность напряженного 
состояния,  iε&  – интенсивность скоростей деформации). 

Учитывая вычисленные ранее значения компонентов для те-
лескопической деформации, запишем: 
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Тогда тензор напряжений  
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Главные компоненты напряженного состояния: 
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Из принятых допущений теории пластического течения сле-
дует, что оси главных напряжений те же, что и для скоростей де-
формации, т.е. определяются знаком ),( tRtRϕ′′ .  Очевидно, νσ  = 0,   
β = 30°. Таким образом для телескопической деформации всегда 
выполняется условие постоянства вида деформированного со-
стояния:  vε = v = νσ = 0 .  

Телескопическая деформация всегда является частным случаем 
односдвигового процесса. Если ),( tRtRϕ′′ ),( tRRϕ′ > 0, то при допу-
щениях теории пластического течения главные оси малых дефор-
маций, скоростей деформации и напряжений совпадают, т.е. теле-
скопическая деформация является монотонной. 

 

3.4. Однонаправленные процессы 
 
Анализ однонаправленных процессов. Однонаправленные 

процессы характеризуются выполнением первого и нарушением 
второго условия монотонности. Таким образом, вид деформиро-
ванного состояния остается постоянным ( const=νε ), а направле-
ния главных осей скорости деформации меняются в лагранжевом 
пространстве. 

Примером однонаправленных процессов является НДС по-
верхностного слоя сжимаемых цилиндров. Как известно, при сжа-
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тии цилиндров круглого сечения плоскопараллельными бойками в 
ряде случаев наблюдается появление трещин на боковой бочкооб-
разной поверхности обжатого цилиндра (рис. 3.5). Опыт показы-
вает, что трещины при обжатии в холодном состоянии чаще всего 
возникают на цилиндрах, отрезаемых от прутковой калиброванной 
стали без предварительной обработки цилиндрической поверхно-
сти снятием стружки. Если испытуемый на обжатие цилиндр вы-
резается из сплошного куска, например, малоуглеродистой мягкой 
стали, которая при испытании на растяжение дает относительно 
большое поперечное сужение в шейке, то трещин обычно не на-
блюдается вовсе, во всяком случае, они появляются при весьма 
больших степенях обжатия. 

 

 
 

Рис. 3.5. Обжатый цилиндр со следами разрушения  
на бочкообразной боковой поверхности 

 
Оценка способности, в особенности пруткового металла, раз-

личных марок претерпевать деформацию обжатия или высадки, не 
выявляя при этом признаков разрушения (поверхностного рас-
трескивания), имеет большое практическое значение в современной 
производственной практике. Поэтому экспериментальному изуче-
нию условий возникновения трещин на поверхности цилиндров 
круглого сечения при сжатии их плоскопараллельными бойками 
посвящен ряд специальных научных исследований.  

Во-первых, учитывая неравномерность напряженного состоя-
ния круглого цилиндра при сжатии, обусловленную наличием сил 
контактного трения на торцевых срезах, необходимо было опре-
делить напряженное состояние металла в непосредственной бли-
зости от свободной (от внешней нагрузки) образующей поверхно-
сти цилиндра. Как известно, эта поверхность в процессе деформа-
ции обжатия преобразуется в криволинейную выпуклую поверх-
ность – поверхность «бочки» (см. рис. 3.5). 
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С целью определить напряженное состояние поверхностного 
слоя бочки производилось экспериментальное изучение его де-
формации. На поверхность цилиндрического образца, предвари-
тельно тщательно обработанную, в средней по высоте части нано-
силась типографским способом прямоугольная сетка (приближенно 
квадратная). Линии сетки распола-
гались параллельно и перпендику-
лярно прямолинейным образующим 
цилиндра. Размеры отдельных ячеек 
сетки тщательно измерялись до 
деформации и в нескольких стадиях 
процесса обжатия испытуемого 
цилиндра. Измерения производи-
лись инструментальным микроско-
пом. Обозначим а0 – исходный 
размер (рис. 3.6) ячейки сетки в 
направлении, перпендикулярном 
прямолинейной образующей ци-
линдрической поверхности, т.е. 
вдоль касательной к поперечному сечению цилиндра. Это направ-
ление совпадает с направлением первой главной оси скорости де-
формации поверхностного слоя, т.е. с направлением наиболее бы-
строго удлинения материальных волокон. 

Обозначим далее b0 исходный размер той же ячейки сетки в 
направлении прямолинейной образующей цилиндра, совпадающем 
с третьей главной осью скорости деформации, т.е. с направлением 
наиболее быстрого укорочения волокна. Пусть а и b – размеры той 
же ячейки сетки в рассматриваемой стадии процесса обжатия ци-
линдра. Два главных компонента итоговой деформации опреде-
лятся равенствами 

.) размерудлиняется  как (так0ln
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 (3.59) 

Второй главный компонент итоговой деформации определится 
условием постоянства объема рассматриваемой материальной час-
тицы: 

Рис. 3.6. Ячейки сетки, нане-
сенной на поверхность цилинд-
рического образца, подлежащего 

испытанию на обжатие
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Выясним, можно ли в рассматриваемом случае обжатия круг-
лых цилиндров считать деформацию поверхностного слоя моно-
тонной. 

Первое условие монотонности удовлетворено: главные оси 
скорости деформации неизменно, во всех стадиях процесса обжа-
тия цилиндра совпадают с одними и теми же материальными во-
локнами. Первая главная ось скорости деформации поверхностного 
слоя совпадает с нормалью к  меридиональному сечению, вторая 
главная ось − с нормалью к свободной поверхности и третья – с 
направлением касательной к линии пересечения свободной по-
верхности с меридиональным сечением. 

Главные компоненты скорости деформации определяются  
(в том случае, когда удовлетворено первое условие монотонности) 
равенствами 
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Для того чтобы было также удовлетворено и второе условие 
монотонности, как известно, необходимо и достаточно, чтобы от-
ношение 
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31

312 22
ε−ε

ε−ε−ε
=

σ−σ
σ−σ−σ

=
&&

&&&
v  (3.62) 

неизменно сохраняло одно и то же значение. 
Возникает вопрос, удовлетворяется ли второе условие моно-

тонности деформации поверхностного слоя круглого цилиндра при 
обжатии его плоскопараллельными бойками? Этот вопрос требует 
экспериментального выяснения. 

Прежде всего заметим, что из элементарных геометрических 

соображений следует ,
00 d

d
a
a
=  где d – диаметр испытуемого ци-

линдрического образца в рассматриваемом сечении и в рассмат-
риваемой стадии его обжатия; d0 – его исходный диаметр. Введем 
обозначения: 
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0lg
0
>=η

d
d   (так как d > d0), 

0lg 0 >=ξ
b
b   ( так как  b0 > b).  

(3.63)
 

При этих обозначениях главные компоненты итоговой дефор-
мации определятся равенствами 

,1,11,1
321 ξ−=εη−ξ=εη=ε

MMMM
 (3.64) 

где М – модуль перехода от натуральных логарифмов к десятич-
ным. Выражения (3.61) при этом примут вид 

.1,11,1
321 dt

d
Mdt

d
Mdt

d
Mdt

d
M

ξ
−=ε

η
−

ξ
=ε

η
=ε &&&  (3.65) 

Подставляя их в правую часть (3.62), после очевидных сокра-
щений получаем 

,
1

1
3

332

31

312

+
η
ξ

−
η
ξ

=
ξ

+
η

η
−

ξ

=
σ−σ

σ−σ−σ
=

d
d
d
d

dt
d

dt
d

dt
d

dt
d

v  (3.66) 

откуда 

v
v

d
d

−
+

=
η
ξ

3
3 . (3.67) 

Второе условие монотонности, т.е. условие неизменности зна-
чения отношения ν – характеристики вида напряженного состояния 
поверхностного слоя − свелось бы к условию постоянства (во всех 
стадиях процесса обжатия испытуемого цилиндра) производной 

η
ζ

d
d . Величины η и ξ могут быть вычислены по данным измерения в 

различных стадиях процесса деформации размеров ячеек сетки и 
диаметра по бочке испытуемого цилиндра. Следовательно, всегда 
можно построить диаграмму экспериментальной зависимости ξ от 
η. В начальной стадии процесса η = 0 и ξ = 0. 

Если бы условия протекания деформации поверхностного слоя 
удовлетворяли условиям монотонности, то зависимость ξ от η  изо-
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бразилась бы прямой линией (
η
ζ

d
d  – постоянно), проходящей через 

начало координат. Это имеет место приближенно только при малых 
степенях обжатия (при малых η). При большой степени обжатия 
зависимость ξ–η изображается на диаграмме кривой линией. Зна-
чение производной при малых деформациях, равное 2 (простое 
сжатие), постепенно убывает по мере увеличения η. Однако при 

любом конечном значении η  
2
1

>
η
ζ

d
d . Эти условия удовлетворены, 

если принять  

22

2

2
3

2
1

m
m

d
d

+η
+=

η
ξ , (3.68) 

где т – произвольная константа. 
Интегрируя (3.68), получаем функциональную зависимость ξ 

от η, заданную в параметрическом виде: 

),3tg(
2

,tg ψ+ψ=ξψ=η
mm  (3.69) 

откуда 

.cos
2
3

2
1,

tg2
3

2
1 2 ψ+=

η
ξ

ψ
ψ

+=
η
ξ

d
d  (3.70) 

Экспериментально было доказано, что равенства (3.69) прак-
тически точно аппроксимируют получаемую по данным измерений 
зависимость ξ–η (рис. 3.7). 

Как следствие (3.69) получаем равенства (3.70). Заметим, что 
(3.69) содержат неизвестную константу т, тогда как в (3.70) со-
вершенно не входят неизвестные константы и они дают вполне 
определенную, единую для всех случаев анализа НДС поверхно-
стного слоя бочки при обжатии, зависимость, связывающую между 

собой величины 
η
ξ   и  

η
ξ

d
d , заданную в параметрическом виде. 

Этой зависимостью, т.е. равенствами (3.70), можно воспользо-
ваться для составления специальной таблицы, при помощи которой 

определяется значение производной 
η
ξ

d
d , характеризующее вид 
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напряженного состояния поверхностного слоя бочки (3.67), если 
известно (по данным измерений) значение отношения 

.lg:lg
0

0
d
d

b
b

=
η
ξ  (3.71) 

 

Однако в такую таблицу нужно включить еще некоторые  
данные. Во-первых, необходимо, чтобы той же таблицей можно 
было воспользоваться для определения степени деформации.  

 
а  б  

 

 
в  

 

Рис. 3.7. Кривая зависимости  ζ–η, аппроксимированная равенствами (3.69). 
Кружками обозначены данные непосредственных замеров:  m = 0,123, h0 = 2d0, 
материал – сталь ЭЖ-1 (а);  m = 0,1187,   h0 = 2d0,   материал – сталь ОХВ (б); 

 m = 0,0652,  h0 = 1,6d0,  материал – сталь 35Х (в) 
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Известно, что степень деформации, как монотонной, так и немо-
нотонной, можно было бы вычислить по формуле ∫ ε=ε dtii & , 

( ) .
3
1 2

32
2
1 ε−ε+ε=ε &&&&  

Принимая во внимание равенства (3.65), запишем: 

.12
3
111

0

2

η⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

η
ξ

+= ∫
η

d
d
d

M
ei  (3.72) 

Подставив (3.69) и (3.70), приведем (3.72) к виду 

.3)(cos
0

4 ψ+ψ= ∫
ψ

− d
M
mei  (3.73) 

Исключив неизвестную константу т из (3.73) и (3.69), получим 

.3)(cosctg

0

4 ψ+ψ
ψ

=
η ∫

ψ
− d

M
ei  (3.74) 

При определении напряженного состояния поверхностного 
слоя при обжатии замечаем, что напряжения на свободной по-
верхности равны нулю (σ2 = 0). 

Принимая во внимание известные формулы теории пластиче-

ского течения: ( ) ( )31322121 3
2,

3
2

ε−ε
ε
σ

=σ−σε−ε
ε
σ

=σ−σ &&
&

&&
& i

i

i

i  и 

подставляя (3.65), получаем, с учетом (3.70), 

.
cos31

cos31

,
cos31

cos2,
cos31

sin

4

2
321

4

2
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2

1

ψ+

ψ−
=

σ
σ+σ+σ

σ
ψ+

ψ
=ρ=σ−σ

ψ+

ψ
=σ=σ θ

i

izi

 (3.75) 

Используя формулы (3.70), (3.74) и (3.75), можно составить 
вспомогательную таблицу (табл. 3.1), пользуясь которой, с практи-
чески приемлемой точностью определить напряженное состояние 
поверхностного слоя цилиндрического образца при обжатии его 
плоскопараллельными бойками по данным измерений размеров ис-
каженной деформацией сетки в интересующей нас стадии процесса 
обжатия. При этом  не потребуются, несмотря на немонотонность 
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деформации, ни кропотливые измерения в промежуточных стадиях, 
ни весьма затруднительные (и сомнительные в смысле реально 
достижимой точности) вычисления, связанные с численным диф-
ференцированием экспериментальных зависимостей. 

Т а б л и ц а  3.1 
Вспомогательная таблица для определения степени деформации и вида  
напряженного состояния поверхностного слоя «бочки» при обжатии  

круглых цилиндров плоскопараллельными бойками 
 

m
η  

η
ξ  

η
ξ

d
d  

η
ie  

i

z
σ
ρ  

iσ
σθ  

iσ
σ+σ+σ 321

0 2,000 2,000 4,605 1,000 0 - 1,000 
0,1 1,997 1,985 4,588 0,997 0,005 - 0,992 
0,2 1,981 1,942 4,555 0,990 0,021 - 0,969 
0,3 1,957 1,876 4,503 0,977 0,045 - 0,932 
0,4 1,927 1,793 4,439 0,960 0,077 - 0,883 
0,5 1,891 1,700 4,362 0,937 0,117 - 0,820 
0,6 1,851 1,603 4,273 0,908 0,163 - 0,745 
0,7 1,808 1,507 4,181 0,876 0,215 - 0,661 
0,8 1,765 1,415 4,089 0,839 0,268 - 0,571 
0,9 1,721 1,329 3,998 0,799 0,323 - 0,476 
1,0 1,678 1,250 3,910 0,756 0,378 - 0,378 
1,1 1,636 1,179 3,826 0,712 0,431 - 0,281 
1,2 1,596 1,115 3,746 0,668 0,481 - 0,187 
1,3 1,557 1,058 3,672 0,625 0,529 - 0,096 
1,4 1,519 1,007 3,602 0,582 0,571 - 0,011 
1,5 1,483 0,9616 3,538 0,542 0,610 +0,068 
1,6 1,449 0,9214 3,478 0,505 0,645 0,140 
1,7 1,417 0,8856 3,422 0,470 0,679 0,209 
1,8 1,386 0,8537 3,371 0,437 0,708 0,271 
1,9 1,357 0,8254 3,324 0,406 0,733 0,327 
2,0 1,330 0,8000 3,281 0,378 0,756 0,378 
2,1 1,304 0,7773 3,241 0,351 0,776 0,425 
2,2 1,279 0,7569 3,203 0,328 0,795 0,467 
2,3 1,256 0,7384 3,168 0,306 0,811 0,505 
2,4 1,234 0,7219 3,135 0,286 0,825 0,539 
2,5 1,219 0,7069 3,104 0,268 0,838 0,570 
2,6 1,195 0,6933 3,075 0,252 0,850 0,598 
2,7 1,176 0,6809 3,048 0,236 0,860 0,624 
2,8 1,158 0,6697 3,023 0,222 0,870 0,648 
2,9 1,141 0,6594 3,000 0,209 0,879 0,670 
3,0 1,125 0,6500 2,979 0,197 0,887 0,690 
3,1 1,111 0,6414 2,959 0,186 0,894 0,708 
3,2 1,095 0,6334 2,939 0,175 0,900 0,725 
3,3 1,081 0,6262 2,920 0,166 0,906 0,740 
3,4 1,067 0,6194 2,902 0,157 0,911 0,754 
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Расчет параметров однонаправленного процесса. В качестве 
примера рассмотрим случай использования табл. 3.1 в реальной 
производственной практике. 

Некоторая партия прутковой стали  30 диаметром  
10,60…10,65 мм давала повышенный процент выхода изделий в 
брак по трещинам при изготовлении из нее способом холодной 
высадки определенных деталей крепежа (болтов). Требовалось 
произвести механические испытания образцов этой стали с целью 
получить данные для суждения о том, в чем именно выражались 
дефекты, явившиеся, по-видимому, причиной резко повышенного 
брака изделий по трещинам. 

Одним из видов намеченных испытаний было обжатие плос-
копараллельными бойками цилиндрических образцов высотой  
h0 ≈ 2d0 с доведением степени обжатия до того значения, при ко-
тором начинают появляться поверхностные трещины. 

Десять образцов были подвергнуты испытанию на обжатие без 
всякой обработки наружной цилиндрической поверхности. Ре-
зультаты измерения размеров образцов до испытания показали 
строгое постоянство диаметра данной марки калиброванной прут-
ковой стали. Значения исходного диаметра всех образцов колеба-
лись в весьма узких пределах – 10,64…10,65 мм, высота каждого – 
около 21 мм (≈2d0). Торцевые срезы были тщательно обработаны. 
При обжатии пяти из этих образцов применялась хорошая смазка 
срезов графитом. Однако два образца потеряли устойчивость при 
обжатии и заметно перекосились. Никаким измерениям эти по-
следние образцы после испытания не подвергались. Остальные три 
образца были обжаты до появления на их поверхности мелких 
трещин. Диаметр этих образцов по бочке (в среднем по высоте се-
чений), соответствующий моменту появления мелких трещин, был 
тщательно измерен. 

Приводим результаты этих измерений: 
d0 . . . .     10,65   10,65   10,65; 
d6 . . . .     14,09  13,69  13,85;  
d6/d0 . . . .   1,323  1,285  1,301. 
Пять образцов той же серии были подвергнуты испытанию на 

обжатие без всякой смазки торцевых срезов. Испытание всех этих 
образцов было доведено до появления мелких трещин на поверх-
ности бочки. 
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Измерение диаметра всех этих образцов в среднем по высоте 
сечений после испытания дало следующие результаты (средние 
значения из нескольких замеров): 

d0  . . . .       10,638     10,642     16,646     10,64      10,64; 
d6  . . . .       12,998     11,846     12,103     12,735     11,901; 
d6 /d0 . . .      1,222       1,112       1,138       1,197       1,119. 
Таким образом, экспериментально было доказано, что на по-

верхности испытуемых на обжатие образцов данной партии прут-
ковой стали в том случае, когда поверхность не подвергается ни-
какой предварительной обработке, трещины начинают появляться 
уже при относительно небольших степенях обжатия, а именно: в 
случае обильной смазки торцов графитом – при  d6 /d0 ≈ 1,3, в случае 
отсутствия смазки – при  d6 /d0 ≈ 1,2  и меньше. 

Чтобы определить степень деформации и вид напряженного 
состояния поверхностного слоя при обжатии цилиндрических об-
разцов данной партии прутковой стали, были произведены испы-
тания двух образцов с нанесением сетки в средней по высоте части 
поверхности. 

Размер b ячеек сетки (т.е. размер ячейки в направлении, па-
раллельном оси) и диаметр по бочке измерялись в различных ста-
диях обжатия. Цилиндрическая поверхность этих двух образцов 
подвергалась обработке снятием стружки. Снимался весьма тонкий 
слой (порядка 1/8 мм).  При этом диаметр образца доводился до 
значения  d0 ≈10,4 мм при высоте образцов h0 ≈ 20,8 мм. 

Торцевые срезы обоих образцов были тщательно обработаны. 
При испытании одного из образцов применена смазка срезов гра-
фитом. Испытание второго образца проводилось без смазки. 

Ниже приводим таблицы результатов измерений и вычисления 

величин 
0

lg
d
d

=η   и  
b
b0lg=ξ .  Образец обточен, сталь 30 прутко-

вая, торцевые срезы смазаны графитом (табл. 3.2). Опытные точки, 
построенные по координатам η, ξ, показаны на диаграмме (рис. 3.8). 
Испытание без смазки (табл. 3.3). Аналогичные опытные точки по-
казаны на рис. 3.9.  

Проверим возможность аппроксимировать полученные экс-
периментальные зависимости ξ–η плавными кривыми при помощи 
вспомогательной табл. 3.1. С этой целью вычислим значения от-
ношения ξ/η для последних опытных точек, предшествующих по-
явлению явных трещин. Пользуясь табл. 3.1, находим соответст-
вующие этим точкам отношения η/m и, зная η, вычисляем ξ/η. 
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Таким образом, получаем по данным испытания двух образцов 
прутковой стали 30 Ø10,64 мм, доведенных обточкой до размеров 
d0 ≈ 10,4, h0 ≈ 20,8, данные, приведенные в табл. 3.4, где числа 
четвертой строки взяты из вспомогательной табл. 3.1. 

Зная значение η в точке, соответствующей появлению трещины, 
вычислим η/т, найдем по таблице ξ/η и вычислим ξ (табл. 3.5). 

 

Т а б л и ц а  3.2  
Средние значения из 
нескольких промеров 

Стадия 
обжатия Р, кН h, мм 

d, мм b, мм 0
lg

d
d

=η  

b
b0lg=ξ  

Исходная 0 20,8 d0 = 10,363 b0 =1,962 0 0 
I 60 19,33 10,763 1,826 0,0164 0,0312 
II 80 15,62 12,083 1,436 0,0667 0,1355 
III 110 12,54 13,637 1,190 0,1192 0,2171 
IV 140 10,46 14,923. 1,050 0,1584 0,2715 
V 170 8,96 16,227 0,950 0,1947 0,3150 
VI 200 7,75 17,360 0,882 0,2241 0,3472 
VII 220 7,35 17,927 0,848 а, 2380 0,3643 
VIII 250 6,55 18,947 0,810 0,2620 0,3842 
IX 280 6,1 19,760 0,784 0,2803 0,3984 

X *  295 5,6 20,413 — 0,2944 — 
* Обнаружилась трещина 

       
Рис. 3.8. Кривая зависимости  ζ–η, ап- 
проксимированная с помощью табл. 3.2. 
Кружками обозначены данные непо- 

средственных замеров: m=0,1662, h0=2d0, 
материал – сталь 30, смазка графитом 

Рис. 3.9. Кривая зависимости  ζ–η, ап-
проксимированная с помощью табл. 3.3. 
Кружками обозначены данные непо-
средственных  замеров:  m = 0,1126,  

h0 = 2d0, материал – сталь 30, без смазки
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Т а б л и ц а  3.3  
Средние значения из 
нескольких промеров Стадия 

обжатия Р, кН h, мм 
d, мм b, мм 0

lg
d
d

=η  
b
b0lg=ξ  

Исходная 0 20,8 d0≈ 10,390 b0= 1,942 0 0 
I 60 19,1 10,983 1,740 0,0241 0,0478 
II 80 15,8 12,247 1,444 0,0714 0,1287 
III 110 12,6 13,880 1,190 0,1258 0,2127 
IV 140 10,4 15,350 1,096 0,1695 0,2485 
V 170 8,9 16,543 1,016 0,2020 0,2814 
VI 200 7,9 17,557 0,970 0,2278 0,3015 

VII * 220 7,35 18,18 — 0,2430 - 
* Явная трещина 
 
Зная т, можно построить аппроксимированные кривые полу-

ченных нами экспериментальных зависимостей ξ–η. 
При построении кривой для случая обжатия без смазки зада-

емся рядом табличных значений отношений т/η, ограниченных 
неравенством η/т < 2,023. Для случая обжатия со смазкой торца 
графитом табличные значения отношения η/т должны быть огра-
ничены неравенством η/т < 1,6875. Из таблицы будем выписывать 
не только значения η/т, но и соответствующие им значения ξ/η. 

 

Т а б л и ц а  3.4 
Результаты обработки измерений 

Получаемые параметры Без смазки Смазка графитом 
η 0,2278 0,2803 
ξ 0,3015 0,3984 
ξ/η 1,324 1,421 
η/m 2,023 1,6875 
lgm 1,0515 1,2205 
m 0,1126 0,1662 

 
Т а б л и ц а  3.5 

Результаты обработки измерений 
Получаемые параметры Без смазки Смазка графитом 

η 0,2430 0,2944 
η/m 2,158 1,772 
ξ/η 1,289 1,395 
ξ 0,3133 0,4107 

П р и м е ч а н и е.  Третья строка табл. 3.5 взята из вспомогательной табл. 3.1.
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Координаты точек построения аппроксимированных кривых 
могут быть вычислены по весьма простым формулам: 

., η
η
ξ

=ξ
η

=η m
m

 

Таким образом мы получим все точки за исключением двух 
последних, координаты которых получены ранее. 

Результаты вычисления приведены в табл. 3.6. 
Т а б л и ц а  3.6 

Результаты вычисления координат точек построения  
аппроксимированных кривых ξ–η 

Испытание без смазки  
т = 0,1126, 0515,1lg =m  

Испытание со смазкой графитом 
 т = 0,1662, 2205,1lg =m  

η/m ξ/η η ξ η/m ξ/η η ξ 
0 2,000 0 0 0 2,00 0 0 

0,20 1,981 0,0225 0,0446 0,20 1,981 0,0332 0,0658 
0,40 1,927 0,0450 0,868 0,40 1,927 0,0665 0,1281 
0,60 1,851 0,676 0,1251 0,60 1,851 0,997 0,1845 
0,80 1,765 0,0901 0,1590 0,80 1,765 0,1329 0,2346 
1,00 1,678 0,1126 0,1889 1,00 1,678 0,1662 0,2788 
1,20 1,596 0,1351 0,2156 1,20 1,596 0,1994 0,3182 
1,40 1,519 0,1576 0,2394 1,40 1,519 0,2326 0,3532 
1,60 1,449 0,1801 0,2610 1,50 1,483 0,2492 0,3612 
1,80 1,386 0,2027 0,2809 1,60 1,449 0,2658 0,3852 
1,90 1,357 0,2140 0,2903 1,6875 1,421 0,2803 0,3984 
1,023 1,324 0,2278 0,3015 1,772 1,395 0,2944 0,4107 
2,158 1,289 0,2430 0,3133 – – – – 

 
Аппроксимированные при помощи вспомогательной табл. 3.1 

зависимости ξ–η изображены на рис. 3.8, 3.9 сплошными линиями. 
Рассмотрев диаграммы, мы убеждаемся в том, что эти кривые с 
практически приемлемой точностью аппроксимируют полученные 
нами экспериментальные зависимости. 

Приведенные диаграммы соответствуют предельным случаям в 
отношении контактного трения на торцевых срезах при 

0,200 ≈dh :  
а) полное отсутствие смазки (поверхности бойков и торцевые 

срезы образцов обезжирены; т = 0,1126); 
б) обильная смазка торцевых срезов графитом (т = 0,1662). 
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Таким образом, мы можем воспользоваться вспомогательной 
табл. 3.1 для определения закономерности изменения в процессе 
обжатия  образцов из стали 30 при  0,200 ≈dh   (при любых веро-
ятных условиях контактного трения на торцах) степени деформа-
ции поверхностного слоя в зоне сечения по бочке, а также  

отношения 
iσ

σ+σ+σ 321 , характеризующего «жесткость»  или 

«мягкость» схемы напряженного состояния этого поверхностного 
слоя. 

Стадию обжатия будем определять значением отношения dб/d0 
– диаметра обжимаемого цилиндра по бочке (т.е. в среднем по 
высоте сечении) к его исходному диаметру. Найдя по таблице ло-

гарифмов  соответствующие  значения   
0

бlg
d
d

=η , можно вычис-

лить отношение η/т для двух (предельных) значений константы т, 
т.е. для т =0,1126  и  т = 0,1662. По таблице находим и 

iσ
σ+σ+σ 321 , затем вычисляем .η

η
= i

i
ee  

Результаты вычислений приведены в табл. 3.8. 
Для точки, соответствующей появлению трещин, мы имели 

значения η и η/т (см. табл. 3.5). Для этой же точки получаем и 
другие параметры (табл. 3.7 и 3.8). 

Т а б л и ц а  3.7 

Значения  еi и 
iσ

σ+σ+σ 321  

 

Получаемые 
параметры Без смазки Смазка

графитом
Получаемые 
параметры Без смазки Смазка 

графитом 

η 0,2430 0,2944 
iσ

σ+σ+σ 321  0,450 0,254 

η/m 2,158 1,772 еi 0,782 0,996 

ei/η 3,219 3,385    
 
 
 



 130

Т а б л и ц а  3.8 
Значения степени деформации еi  и отношения  

iσ
σ+σ+σ 321  в различных 

стадиях обжатия цилиндрических образцов стали 30 при 200 ≈dh  
 

Без смазки т = 0,1126 
0515,1lg =m  

Смазка графитом т = 0,1662 
2205,1lg =m  

0

б
d
d  η 

η/m ei/η 
iσ

σ+σ+σ 321 еi η/m ei/η 
iσ

σ+σ+σ 321 еi 

1,1 0,0414 0,368 4,459 –0,899 0,185 0,249 4,530 –0,951 0,188
1,2 0,0792 0,703 4,178 –0,658 0,331 0,477 4,380 –0,835 0,347
1,3 0,1139 1,012 3,900 –0,366 0,455 0,685 4,195 –0,679 0,478
1,4 0,1461 1,298 3,673 –0,098 0,537 0,879 4,017 –0,496 0,587
1,5 0,1761 1,564 3,500 + 0,114 0,616 1,060 3,859 –0,320 0,680
1,6 0,2041 1,812 3,365 +0,278 0,687 1,228 3,725 –0,161 0,760
1,7 0,2304 2,046 3,263 + 0,400 0,748 1,386 3,612 –0,023 0,832
1,8 0,2553 2,267 3,180 +0,492 0,812 1,536 3,516 + 0,094 0,897
1,9 0,2788 2,476 3,111 +0,563 0,867 1,678 3,434 + 0,194 0,957
2,0 0,3010 2,674 3,055 +0,617 0,920 1,812 3,365 + 0,278 1,013
2,1 0,3222 2,862 3,009 +0,662 0,970 1,940 3,307 + 0,347 1,066
2,2 0,3424 3,041 2,971 +0,697 1,017 2,061 3,257 0,407 1,115
2,3 0,3617 3,212 2,937 +0,727 1,062 2,177 3,212 0,458 1,161
2,4 0,3802 3,384 2,905 +0,752 1,104 2,289 3,172 0,501 1,206

 
На рис. 3.10 изображены кривые изменения степени дефор-

мации еi и значений отношения 
iσ

σ+σ+σ 321  в поверхностном слое 

в процессе обжатия цилиндрических образцов стали 30 высотой  
h0 ≈ 2d0. По оси ординат отложены значения степени деформации еi, 
а по оси абсцисс – значения отношения, характеризующего жест-
кость или мягкость схемы напряженного состояния поверхностного 
слоя. Цифры в кружках показывают значения отношения dб/d0 − 
диаметра dб обжимаемого цилиндра (в среднем по высоте сечения) 
к исходному диаметру d0 испытуемого образца. 

Точкам, отмеченным косым крестом в кружочках, соответст-
вуют условия, при которых фактически появились трещины на 
поверхности бочки при испытании на обжатие образцов прутковой 
стали 30 Ø10,64, доведенных обточкой до размеров d0 ≈ 10,4 мм,  
h0 ≈ 20,8 мм. 
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Рис. 3.10. Кривые изменения степени деформации  ei  и отношения  
iσ

σ+σ+σ 321   в 

поверхностном слое в процессе обжатия цилиндрических образцов. Материал – 
сталь 30; I – кривая для случая без смазки; II – кривая для случая смазки графитом  

 
Мы убеждаемся, что на поверхности этих образцов трещины 

возникли не только при значительно большей степени деформации, 
чем на поверхности необточенных образцов, но и при значитель- 
но  более  жесткой  схеме  напряженного  состояния. Так, при   
обжатии  без  смазки  необточенных  образцов  трещины  возникали 
при отношении dб/d0 порядка 1,2, что (согласно диаграмме) соот-
ветствовало степени деформации поверхностного слоя  еi ≈ 0,33 

(33%) и значению 
iσ

σ+σ+σ 321 ≈ - 0,65,  т.е. относительно мягкой 

схеме напряженного состояния. При обжатии образца из той же 
прутковой стали, также без смазки, но после удаления снятием 
стружки весьма тонкого (1/8 мм) поверхностного слоя, трещины 
возникли при значении dб/d0 =1,75. При этом степень деформации 

поверхностного слоя еi ≈ 0,78 (78%), а отношение 
iσ

σ+σ+σ 321  

равнялось примерно 0,45, т.е. это соответствовало относительно 
жесткой схеме напряженного состояния. 
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Для того чтобы проверить влияние обточки образцов прутко-
вой стали 30 на способность подвергаться обжатию без образова-
ния поверхностных трещин, был поставлен ряд дополнительных 
опытов. Испытанию на обжатие подвергались образцы, доведенные 
обточкой до размеров: d0 ≈ 8,5 мм, h0 ≈ 17мм. На поверхности этих 
образцов в средней по высоте части наносилась сетка, однако в 
промежуточных стадиях обжатия она не измерялась . 

Процесс обжатия прерывался, как только обнаруживалось по-
явление трещин на поверхности бочки испытуемых образцов.  
После этого измерялись значения диаметра dб в среднем по высоте 
сечении и размер b ячейки сетки в осевом направлении. 

Из пяти испытаний без смазки торцов только три раза удалось 
вовремя прервать процесс обжатия. Два образца успели заметно 
деформироваться уже после образования трещин. Тем не менее, 
было выяснено, что момент появления трещин на всех пяти об-
разцах соответствовал примерно одинаковой стадии их обжатия. 

В табл. 3.9 приведены результаты измерений тех трех образцов, 
которые не успели ощутимо деформироваться за время от момента 
образования трещин до момента прекращения процесса обжатия, а 
также результаты обработки данных измерений при помощи 
вспомогательной табл. 3.1. 

Т а б л и ц а  3.9 
Результаты обработки поверочных испытаний 

Результаты измерений 
до деформации*  

d0 
b0  

 
 

8,447 
0,9783 

 
 

8,457 
0,9792 

 
 

8,503 
1,0092 

Результаты измерений 
после деформации*  

d0 
b0  

 
 

18,407 
0,4080 

 
 

18,651 
0,4062 

 
 

18,838 
0,4175 

0

бlg
d
d

=η  0,3383 0,3434 0,3455 

b
b0lg=ξ  0,3797 0,3822 0,3834 

ξ/η 1,122 1,113 1.110 
η/m 3,020 3,080 3,100 
ei/m 2,975 2,963 2,959 

iσ
σ+σ+σ 321  + 0,694 + 0,704 +0,708 

еi 1,006 1,017 1,0022 
* Средние значения по данным нескольких измерений. 
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Графически (см. рис. 3.10) все три полученные точки распо-
ложились бы в непосредственной близости друг от друга. Поэтому 
на диаграмме приведена только одна точка, отмеченная косым 
крестом. Она оказалась весьма близко от кривой I, соответствую-
щей условиям обжатия без смазки.  

Проведенные испытания выявили данные о влиянии обточки 
на условия появления трещин на поверхности (табл. 3.10). 

Т а б л и ц а  3.10 

Значения величин  

0

б
d
d , еi  и 

iσ
σ+σ+σ 321  к моменту появления трещин  

(без смазки) 
 

Условия опыта 
0

б
d
d  еi,  % 

iσ
σ+σ+σ 321  

Без обточки ~1,2 ~33 - 0,65 
Обточка на  глубину 1/8  мм 1,74 ~ 78 + 0,45 
Обточка на глубину порядка 1 мм 2,2 ~ 100 + 0,70 

 
Столь ярко выраженное влияние глубины обточки на способ-

ность поверхностного слоя обжимаемых цилиндров деформиро-
ваться без нарушения сплошности объясняется, по-видимому, тем, 
что испытуемый прутковый металл еще в процессе своего изго-
товления (прокат, калибровка) подвергался пластическим дефор-
мациям. В частности, поверхностный слой прутка подвергался 
значительному холодному наклепу еще при калибровке, после ко-
торой пруток не обрабатывался термически. Степень деформации 
тонкого поверхностного слоя при калибровке могла оказаться 
весьма высокой, во всяком случае несоизмеримо больше, чем при 
испытании цилиндрического образца на обжатие.  
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4. ПРОЦЕССЫ СЛОЖНОГО НАГРУЖЕНИЯ 
 
Процессы сложного нагружения достаточно разнообразны и, 

согласно теории А.А. Ильюшина, различаются кривизной траек-
тории. Выделяют процессы малой, средней, большой кривизны и 
траектории с изломом. Траектория монотонных процессов дефор-
мации представляет собой прямую линию. 

Односдвиговые и однонаправленные процессы относятся к 
процессам малой кривизны. Остальные характеризуются либо 
сильным по плавности изменением показателя вида деформиро-
ванного состояния  νε  и углов (положения) главных осей дефор-
мации в лагранжевом пространстве α  (процессы средней и боль-
шой кривизны), либо скачкообразным изменением указанных па-
раметров (процессы, имеющие траектории с изломом).    

С научной точки зрения, дальнейший прогресс в разработке 
адекватных моделей поведения материалов  при сложных траек-
ториях нагружения возможен при учете структурных факторов и 
анализе маханизмов деформации. Можно предположить, что  рез-
кие изменения или изломы траектории, вызванные обычно меха-
ническими нагрузками, приводят к изменению механизмов пла-
стической деформации. 

 

4.1. Анализ процессов сложного нагружения 
 
Анализ деформированного состояния при сложном нагру-

жении. Изучать процесс сложного нагружения можно на сплош-
ных и трубчатых цилиндрических образцах, к которым приложены 
заранее заданные комбинации осевой силы Р и крутящего момента 
М или осевой силы, крутящего момента и внутреннего давления 
соответственно. На этапе равномерной деформации от осевой силы 
Р сплошного цилиндрического образца (рис. 4.1) функциональная 
связь начальных (Z, R, θ) и текущих (z, r, θ) координат может быть 
задана геометрическими зависимостями 

.,,
0

0
R
z

l
lZz

l
lRr ϕ

+θ=θ==  (4.1) 
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В декартовой системе координат эти равенства принимают вид 

.

,sinsin

,coscos

0

2/1
0

2/1
0

l
lZz

R
z

l
lRry
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z
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Составляющие вектора скорости 
перемещения материальных точек 
будут равны: 
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 (4.3) 

Компоненты тензора скорости 
деформации на основании (4.3) оп-
ределены равенствами 
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Формула для определения  iε& : 

( ) ( ) ( )222

3
1

3
1

zxyzyxzi γ+γ+ε−ε+ε=ε &&&&&&  

после подстановки значений (4.4) принимает вид 
22

2

3
11

⎟
⎠
⎞

⎜
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⎛ ϕ

+⎟
⎠
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⎜
⎝
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dt
d

l
r

dt
dl

li& . (4.5) 

 
Рис. 4.1. Связь начальных и 

текущих координат в устойчи-
вой стадии деформации
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Для определения степени деформации ei при сложном нагру-
жении следует проинтегрировать (4.5) при следующих начальных 
условиях:  t = 0, ei = 0, l = l0, φ = 0.  Тогда 

2

0

2

0

2

3
1ln ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ϕ
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

dt
d

l
r

l
lei  (4.6) 

или                                     ( )∑= 22 e niie , (4.7) 

где ( )
0

1 3
1

l
rei
ϕ

=  – степень деформации при кручении;  

( )
0

2 ln
l
lei =  – при растяжении. 

Таким образом, квадрат степени деформации процесса слож-
ного нагружения равен сумме квадратов степеней деформации со-
ставляющих однородных процессов. 

Анализ напряженного состояния при сложном нагружении. 
Используя зависимости (4.1), тензор напряжений в случае слож-
ного нагружения можно представить в виде 

.
0

0
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

στ
στ

ττσ
=

θθ

θ

σ

z

rrz

zzzz

T  

Интенсивность напряженного состояния в этом случае 

( ) ( ) ( ) 22222 33
2
1

2
1

2
1

θθθ τ+τ+σ−σ+σ−σ+σ−σ=σ zzrzrrzi . (4.8) 

Последний член подкоренного выражения есть квадрат ин-
тенсивности напряжений при односдвиговом процессе: 
( ) 22

1 3 θτ=σ zi . Сумма всех остальных членов подкоренного выра-
жения равна квадрату интенсивности напряжений в осесиммет-
ричной задаче: 

( ) ( ) ( ) ( ) 2222
2 3

2
1

2
1

2
1

zrzrrzi τ+σ−σ+σ−σ+σ−σ=σ θθ . 
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Таким образом, формула (4.8) может быть приведена к виду, 
аналогичному (4.7): 

( ) ( ) ,2
1

2
2

2
iii σ+σ=σ  

т.е. 

( ) .2,1,
22 =σ=σ ∑ nnii  (4.9) 

где ( )1iσ  – интенсивность  напряжений при кручении;  ( )2iσ  – при 
растяжении. 

Выражения (4.7) и (4.9) дают принципиальную возможность 
определить интенсивность напряжений и степень деформации в 
любой стадии процесса сложного нагружения, не прибегая к спе-
циальным испытаниям. 

Определение предельной деформации при сложном нагру-
жении. Одной из предпосылок повышения качества и оптимизации 
технологических процессов является прогнозирование способности 
материалов деформироваться без разрушения. 

Из приведенного выше анализа деформированного состояния 

при сложном нагружении установлено, что ( )∑=
n

nii ee
1

22 . Следо-

вательно, можно предположить, что для определения предельной 
деформации в условиях сложного нагружения достаточно знать 
степени деформации каждого процесса в стадии, предшествующей 
разрушению. Тогда 

,21 pipiip eee +=  (4.10) 

где ipe  – предельная деформация в условиях сложного нагружения; 

pie 1  – предельная деформация процесса кручения; pie 2  – предель-
ная деформация процесса растяжения. 

Обозначив 
ip

ee
ε

= , где ipε  – предельная деформация, опреде-

ляемая по результатам испытаний цилиндрических образцов на 
растяжение, получим 

2
2

2
1 pipiip eee += . (4.11) 
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Анализ литературы [4.1–4.5] и результаты предварительных 
экспериментов позволяют представить зависимость (4.11) графи-
чески, как показано на рис. 4.2. По оси абсцисс отложена относи-
тельная степень деформации процесса кручения, по оси ординат – 
процесса растяжения. На графике приведены дуга и хорда еди-
ничного радиуса. Они ограничивают область предельных дефор-
маций для сложного нагружения. Положение точки, соответст-
вующей деформации разрушения  ipe  в этой области, будет опре-
делено в зависимости от пути нагружения. 

 

 
 

Рис. 4.2.  Предельные деформации при сложном нагружении: ◦ – сталь 20; 
∆ – латунь Л59;          – путь деформирования 

 
Определение функциональной зависимости  σi–εi  по ре-

зультатам испытания образцов на сложное нагружение. Для 
этого могут быть использованы сплошные и трубчатые цилиндри-
ческие образцы, показанные на рис. 4.3, для раздельного дефор-
мирования – на рис. 4.4. 

До деформации необходимо измерять размеры  d0, R и l0, для 
трубчатых образцов − S. Диаметр d0 и толщина стенки  S должны 
быть измерены в трех сечениях, расположенных в середине и 
вблизи границ  цилиндрической части, в каждом из них в трех на-
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правлениях, составляющих между собой угол, равный приблизи-
тельно 120о. Для получения необходимой точности измерений 
можно использовать микрометр. Длину l0  и радиус R можно из-
мерять штангенциркулем и радиусомером соответственно. Вдоль 
оси образца типографской краской следует нанести сетку (рис. 4.5) 
для определения угла сдвига  φ  при кручении образца и соответ-
ственного значения степени деформации  еi0  по формуле 

3
tg

0
ϕ

=ie . (4.12) 

 

 
 

Рис. 4.3. Образец для испытания на растяжение–кручение 
 

 
 

Рис. 4.4. Образец для испытания на кручение 
 

 
 

Рис. 4.5. Схема нанесения сетки 
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Сложное нагружение может быть реализовано на различных 
испытательных машинах в зависимости от пути деформирования, 
как показано в табл. 4.1. 

Т а б л и ц а  4.1 
Отличительные особенности вариантов реализации сложного нагружения 
Отличительные осо-
бенности вариантов Путь деформирования Номер 

варианта 
Оборудование для 

испытания 
Раздельное дефор-
мирование 

Растяжение (сжатие) – 
разгрузка – кручение до 
разрушения 

I Испытательные 
машины ИМЧ-32, 
КМ-50-1  

Ступенчатое де-
формирование 

Растяжение (сжатие) – 
кручение до разруше-
ния или кручение до 
деформации, соответ-
ствующей – растяжение 
до разрушения 

II ЦДМУ-30 

Совместное дефор-
мирование 

Кручение совместно с 
растяжением при ус-
ловии K = const. 
Кручение совместно с 
растяжением при ус-
ловии  K=Dei

n   

III 
 
 
 

III 

ЦДМУ-30 

 
П р и м е ч а н и е.  1. Технические характеристики испытательных машин  

приведены в приложениях.  
2. K – характеристика схемы напряженного состояния; D, n – постоянные;  

еi – степень деформации при совместном кручении с растяжением (сжатием). 
 
До начала испытаний должны быть известны зависимости σi–εi, 

полученные при простых видах нагружения (растяжение, сжатие, 
сдвиг). Методики их определения подробно изложены в [4.4]. Для 
определения этой зависимости при сложном нагружении в целом 
можно использовать свойство аддитивности тензоров. Последнее по-
зволит провести раздельный анализ НДС и использовать его резуль-
таты для определения зависимости  σi–εi по формулам (4.6), (4.10). 

Для  I варианта сложного нагружения, а при наличии возмож-
ностей киносъемки – для II  и III примем путь поэтапного дефор-
мирования. На каждом этапе следует измерять dmin, величину рас-
тягивающего усилия  Pj или крутящего момента  и угла закручи-
вания  Mкpj. Степень деформации при растяжении следует вычис-
лять по формуле 

min

0
м ln2

d
dei = . (4.13) 
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Сопротивление деформированию при этом определит значение 

,
j

j

F
P

=σ  (4.14) 

где  j – стадия деформирования. 
Произведенное формоизменение при кручении ei0 и, соответст-

венно, сопротивление деформации σic следует вычислять по формулам 

,
23

1

0

0

p
ic l

de θ
=  (4.15) 

3
04

3
3

d

d
dMM кpj

ic π
θ

θ+
=σ   (4.16) 

где  θ  – угол закручивания, в рад; 
θ

θ
d
dM  – соответствующий Мкр 

участок ординаты, подкасательной в расчетной точке на диаграмме 
«M–θ» (рис. 4.6). 
 

 
 

Рис. 4.6. Диаграмма   «М–θ»  
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По результатам испытаний трубчатого образца соответствен-
ные значения следует определять по следующим формулам: нор-
мальное напряжение  

,)()(
0SD
tPtz π

=σ  (4.17) 

касательное напряжение  

SD

tM
tr 2

0

кp )(2
)(

π
=τθ . (4.18) 

Тогда 

[ ]22 )(3)()( ttt rzi θτ+σ=σ , (4.19) 

[ ] [ ]22 3)()()( ttte ii ϕ+ε= . (4.20) 

Осевую и тангенциальную составляющие степени деформации 
следует вычислять по формулам 

,)(1ln)(
0

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ∆
+=ε

l
tlti  (4.21) 

[ ] ,)(2
)()(

0

0
tll

Dtt
∆+

θ∆
=θ  (4.22) 

где  )(tl∆  – приращение базовой длины образца, )(tθ∆  – прира-
щение угла закручивания  θ  в рассматриваемый момент времени. 

Произведенную деформацию следует регистрировать с помо-
щью тензодатчиков. 

При испытании цилиндрических образцов на кручение совме-
стно с растяжением управляемыми параметрами являются про-
дольная деформация и угол закручивания. 

До начала испытаний следует составить программу. Методика 
расчета программ подробно изложена В.А. Огородниковым  [4.1]. 
Путь деформирования задан зависимостью (4.2). При этом воз-
можны два случая: простое деформирование, когда K = const в те-
чение всего процесса, и сложное, когда  К переменно. Постоянное 
значение К будет сохраняться, если отношение приращения угло-
вой  dφ  и осевой деформации  dez будет постоянным: 

const=
ϕ

zde
d . (4.23) 
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При этом условии получено  [4.5]  значение угла сдвига  φ, отве-
чающее заданной деформации  ez: 

,11113
3
2tg

2/3

2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=ϕ

zК
 (4.24) 

где 0llz = ;  l, l0 – расчетная длина в рассматриваемой стадии и до 
испытания соответственно. 

Приведенная формула для определения tgφ справедлива в пре-
делах изменения показателя  -1≤ К ≤ +1  для различных К = const. 
Угол закручивания  θ, соответствующий рассчитанному углу  φ, 
вычисляем по формуле 

r
l

017,0
tg 0⋅ϕ=θ , (4.25) 

где  r – радиус образца. 
Расчет программ совместного кручения и растяжения с учетом 

истории деформирования, предусматривающий изменение харак-
теристики  К в уравнении (4.2) в течение процесса нагружения, 
подробно изложен в [4.1]. 

4.2. Механические испытания материалов  
на сложное нагружение 

 

Исследование механических свойств. Экспериментальную 
проверку методики испытания на сложное нагружение проводили 
на материалах: сталь 5, сталь 35, сталь 20, латунь Л-63. Форма и 
размеры образцов показаны на рис. 4.3 и 4.4. 

Заготовки для образцов каждой партии были изготовлены из 
одного прутка металла. Часть образцов (по 3 шт.) использовали для 
испытаний на простые виды нагружения: простое растяжение и 
кручение. Остальные образцы испытывали в условиях сложного 
нагружения по различным схемам в соответствии с табл. 4.1. Диа-
метр образца до деформации d0 и диаметр устойчивой части dy из-
меряли микрометром с ценой деления 0,01 мм, диаметр в самой уз-
кой части шейки dш, угол сдвига φ измеряли на микроскопе УИМ-23, 
погрешность измерения которого составляла 0,005 мм. Угол сдвига 
φ2 определяли в месте разрушения, а в сечении, где измеряли  
dy, – угол φ1 по углу наклона предварительно нанесенной на образец 
линии, параллельной образующей. 

Результаты измерений образцов и расчетов характеристик ме-
ханических свойств приведены в табл. 4.2-4.6. Соответственные 
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значения  σi и  εi для простых видов нагружения определены по 
методикам [4.4]. На рис. 4.7 изображены диаграммы зависимости 
σi–εi, построенные по результатам испытаний цилиндрических об-
разцов при разных видах нагружения. 

Результаты испытаний показывают, что для всех материалов 
диаграммы зависимости σi–εi близки к полученным по результатам 
испытаний на простое растяжение. Это дает основание считать, что 
при сложном нагружении явление упрочнения материала протекает 
аналогично простому растяжению, интенсивность упрочнения для 
этих видов нагружения примерно одинакова. 

Т а б л и ц а  4.2 
Результаты испытаний образцов при простых видах нагружения 

Схема нагружения Простое  
растяжение Кручение 

Материал образцов Латунь 
Л63 

Сталь 
40Х 

 Латунь 
Л63 

Сталь 
40Х 

d0, мм 20,6 20,01 d0, мм 20,05 20,02 
dy, мм 15,20 18,65 l0, мм 130 130 

Размеры  
образца 

dш, мм 10,33 18,87 θ, рад 32,2 20 
εiy 0,557 0,144 
εip 1327 0,726 eiµ 1,436 0,894 

σiy , МПа 596 821 

Характери-
стики меха-
нических 
свойств σip, МПа 882 1220 σiµ, МПа 467 802 

 
Т а б л и ц а  4.3 

Результаты испытаний образцов при сложном нагружении 

Схема нагружения 
Раздельное дефор-
мирование по схеме 

Р+Мmax 

Раздельное деформи-
рование по схеме 

Р+Мср 

Материал образцов Латунь 
Л63 Сталь 40Х Латунь 

Л63 Сталь 40Х 

d0, мм 20,6 20,0 20,05 20,0 
dy, мм 16,45 18,97 16,49 18,77 
dш, мм 10,75 14,27 10,66 14,00 
α1, град 12 8 8 7 

Размеры образца 

α2, град 19,5 13 21,1 12,4 
εiy 0,399 0,113 0,392 0,128 
εip 1,248 0,673 1,261 0,713 
σiy, МПа 453 759 438 854 
σip, МПа 758 103,0 710 113,0 
eiу 0,123 0,082 0,082 0,071 

Характеристики 
механических 

свойств 

eiр 0,197 0,134 0,225 0,130 
 

П р и м е ч а н и е:  φ1 – угол сдвига в устойчивой части образца; 
φ2 – угол сдвига в зоне шейки. 
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Т а б л и ц а  4.4 
Результаты испытаний образцов из стали 5 

Размеры образцов Характеристики механических свойств 
Простое растяжение 

d0, мм 20,0 εiy 0,211 
εip 0,854 dy, мм 18,0 σт, МПа 294 
σiу, МПа 692 dш, мм 13,5 σiр, МПа 1047 
Кручение 

d0, мм 20,0 eiр 0,698 
l0, мм 13,0 
θ, рад 15,7 σiр, МПа 645 

Совместное кручение с растяжением 
d0, мм 20,0 εiy 0,0934 
dy, мм 19,0 εip 0,262 

σiу, МПа 336 dш, мм 17,55 σiр, МПа 560 
eiр 0,224 θ, рад 5,03 σiр, МПа 845 

 
 

Т а б л и ц а  4.5 
Результаты испытаний образцов из стали 35 

Размеры образцов Характеристики механических свойств 
Простое растяжение 

d0, мм 9,94 εiy 0,157 
εip 0,848 dy, мм 9,21 σт, МПа 412,6 
σiу, МПа 765,9 dш, мм 6,50 σiр, МПа 1074 

Кручение 
d0, мм 10,01 eiр 1,165 
l0, мм 100 
θ, рад 40,32 σiр, МПа 879,9 

Кручение до ei  = εiy + растяжение 
d0, мм 9,98 εiy 0,130 
dy, мм 9,35 εip 0,753 

σiу, МПа 787 dш, мм 6,85 σiр, МПа 1012 
eiр 0,769 θ, рад 27,2 σiр, МПа 830 

Кручение до ei=0,849 (θ =1750о) + растяжение 
d0, мм 9,66 εiy 0,027 
dy, мм 9,53 εip 0,616 

σiу, МПа 839 dш, мм 7,10 σiр, МПа 1038 
eiр 1,049 θ, рад 36,0 σiр, МПа 822 
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Т а б л и ц а  4.6 
Результаты испытаний образцов из стали 20 

Размеры образцов Характеристики механических свойств 
Простое растяжение 

d0, мм 6,01 εiy 0,251 
l0, мм 34,0 εip 1,06 
dy, мм 5,30 σт, МПа 248 

σiу, МПа 510 dш, мм 3,52 σiр, МПа 716 
Кручение 

d0, мм 10,04 eiр 1,30 
l0, мм 100 
θ, рад 45,0 σiр, МПа 599 

Сложное нагружение 
d0, мм 20,02 εiy 0,290 
dy, мм 18,7 εip 0,875 
dш, мм 13,7 σiу, МПа 545,2 
θ, рад 6,75 σiр, МПа 708,6 

 
 

    
а б 

 
Рис. 4.7. Диаграммы упрочнения для простых и сложных видов нагружения:  
1 – по результатам испытания на кручение; 2  – по результатам испытания  
на растяжение; 3 – по результатам испытания на сложное нагружение;  

а – латунь Л63; б – сталь 5; в – сталь 35; г – сталь 20 
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Рис. 4.7 (окончание) 
 
Исследование предельных деформаций. Для определения 

предельной деформации выполнены испытания сплошных цилин-
дрических образцов (см. рис. 4.3 и 4.4). Виды сложного нагружения 
приведены в табл. 4.1. 

Стандартные образцы на кручение из стали 35 и латуни ЛС-59 
испытывали по режиму: «кручение–разгрузка–растяжение до раз-
рушения». Испытание на кручение проводили на испытательной 
машине КМ-50. После разгрузки определяли достигнутую степень 
деформации по формуле 

0

0

32 l
deic

θ
⋅= , (4.26) 

где  d0  и  l0 – диаметр и длина образца, измеренные микрометром и 
штангенциркулем соответственно; θ – угол закручивания, рад. 

Далее образец растягивали до разрушения на испытательной 
машине ИМЧ-30. Степень деформации в рассматриваемой стадии 
нагружения определяли по формуле 

min

0ln2
d
d

i =ε , (4.27) 

где dmin – наименьший диаметр образца в рассматриваемой стадии, 
измеренный на микроскопе УИМ-23. 
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До начала испытаний для каждого материала были определены 
предельные степени деформации по результатам испытания на 
растяжение и кручение. 

Результаты проведенных исследований приведены в табл. 4.7 и 
на рис. 4.8.   

Т а б л и ц а  4.7 
Предельные деформации при раздельном деформировании  

(кручение−растяжение) 
 Латунь ЛС-59 

Вид нагружения eiм ei0 eiр ēiм ei0 eiр 
Простое растяжение 0,334 - 0,334 1,00 - 1,00 
Кручение  0,435 0,435 - 1,30 1,30 

0,125 0,314 0,338 0,37 0,94 1,01 
0,086 0,334 0,342 0,26 1,00 1,02 
0,312 0,156 0,347 0,93 0,47 1,04 
0,29 0,163 0,334 0,87 0,49 1,00 

Сложное нагружение 

0,277 0,119 0,336 0,83 0,60 1,00 
 

   
а б 

 

Рис. 4.8. Предельные деформации при сложном нагружении: а – ∆ – сталь 40Х;  
 □ – латунь Л63; б – ◦  – сталь 35;  →  – путь деформирования 

 
Проведенный в настоящей работе анализ позволил выявить 

область применения гипотезы «единой кривой» функциональной 
зависимости интенсивности напряжений (σi) и степени деформации 
(εi(еi)), полученной по результатам испытаний на простое растя-
жение и кручение. Проведены эксперименты по определению ме-
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ханических свойств при сложном нагружении, рекомендованы 
способы построения диаграммы  σi–εi . 

В табл. 4.8 приведена классификация процессов сложного на-
гружения, дополненная примерами технологических процессов и 
рекомендациями по определению механических свойств. 

Т а б л и ц а 4.8 
 

Параметры 
классифика-

ции 
Наименова-
ние процесса 

Категория 
процесса 

Примеры 
техноло-
гических 
процессов 

Определение  
зависимости 

σi–εi 

νε=const α=0 Монотонный  
процесс 

Монотонный 
процесс 

Штамповка, 
гибка, вы-
тяжка и т.п. 

По результатам ис-
пытания на растя-
жение образцов 

νε≠const α=0 Однонаправ-
ленный про-
цесс 

Частично 
немонотон-
ный процесс 

Штамповка 
в открытых 
штампах, 
осадка 

По результатам ис-
пытания образцов на 
сжатие (растяжение)  

νε=const α≠0 Односдвиго-
вый процесс 

Частично 
немонотон-
ный процесс 

Чистовая 
вырубка, 
резка 

По результатам ис-
пытания образцов на 
кручение  

νε≠const α≠0 Процесс 
сложного 
нагружения 

Немоно-
тонный 
процесс 

Сферодвиж-
ная штам-
повка, рас-
катка дета-
лей 

По результатам ис-
пытания образцов в 
условиях сложного 
нагружения (растя-
жение + кручение; 
сжатие + кручение) 

 
Дальнейшее исследование процессов сложного нагружения 

необходимо проводить с учетом анализа механизмов и структур-
ных уровней пластической деформации. 
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