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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

В этом выпуске серии «Математическое моделирование и информационные технологии» про-

должается публикация статей  участников Восьмой Петрозаводской международной конференции 

«Вероятностные методы в дискретной математике» и Тринадцатого Всероссийского симпозиума по 

прикладной и промышленной математике, которые проходили летом 2012 г. в Петрозаводске. Про-

ведение Восьмой Петрозаводской международной конференции «Вероятностные методы в дискрет-

ной математике» поддержано РФФИ. Информация об этих научных мероприятиях была опублико-

вана в разделе «Хроника» предыдущего выпуска нашей серии. Статьи  посвящены главным обра-

зом вопросам математического моделирования в разных областях науки и практики. В них рассмат-

риваются вопросы применения математических методов для решения конкретных задач геологии, 

энергетики, физики, биологии, страховании рисков и ущербов, а также при анализе вычислитель-

ных устройств и сетей телекоммуникаций. В некоторых статьях обсуждаются вероятностные мето-

ды комбинаторного анализа. Особое место занимает работа В. А. Каштанова и О. Б. Зайцевой, в ко-

торой предлагаются новые подходы к решению весьма актуальной в наше время проблеме безопас-

ности. Кроме того,  впервые в нашей стране публикуется обзорная статья о методе анализа данных 

«Случайные леса». Этот мощный современный метод прикладной статистики появился недавно, но 

он уже получил широкое распространение во многих странах при решении разнообразных задач и 

позволил получить ряд интересных и важных результатов, имеющих большое практическое значе-

ние. К сожалению, в России метод случайных лесов почти не используется, и мы надеемся, что пуб-

ликация обзора будет способствовать его распространению и развитию. 
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АНАЛИЗ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ СЕЙСМИЧЕСКИХ
СОБЫТИЙ КАТАЛОГА «NEIC»
Б. З. Белашев
Институт геологии Карельского научного центра РАН
Петрозаводский государственный университет

По данным каталога землетрясений «NEIC» построены распределения сейсми-
ческих событий и оценены их пространственные, временные, энергетические и
спектральные параметры. Показано, что современная сейсмичность имеет ха-
рактерные особенности, присущие земной коре, мантии, доменам литосферы.
Выявлены долгоживущие центры сейсмической активности.

Ключ е вы е c л о в а: землетрясение, каталог, сейсмичность, кора, мантия, до-
мен, гипоцентр, магнитуда, распределение, спектр, бифуркация.

B. Z. Belashev. ANALISYS OF THE DISTRIBUTION OF
SEISMIC EVENTS FROM THE NEIC CATALOG
Using data from the «NEIC» catalog of earthquakes the distributions of the seismic
events were built, and their space, time, energy and spectral parameters were
assessed. We show that the current seismicity has specific characteristics pertinent
to the Earth’s crust, mantle and lithosphere domains. The long-lived centers of
seismic activity were identified.

K e y wo r d s: earthquake, catalog, seismicity, Earth’s crust, mantle, domain,
hypocenter, magnitude, distribution, spectra, bifurcation.

Введение

Изучение современной тектоники опира-
ется на каталоги землетрясений. Известный
каталог Национальной сейсмической службы
США «NEIC» [9] содержит столбцы данных,
отвечающих году, месяцу, дате, времени, ши-
роте, долготе, глубине и магнитуде землетря-
сения. Структура каталога позволяет строить
разнообразные распределения событий и по
ним изучать сейсмическую активность Зем-
ли. Цель работы — на основе данных катало-
га «NEIC» построить распределения событий
и извлечь из них информацию о современном
сейсмическом процессе.

Материалы и методы

Для изучения сейсмического процесса и
оценки его параметров были использованы
данные каталога «NEIC» за период 1973–
2006 гг. Распределения N сейсмических со-
бытий получали, подсчитывая число событий
fk(x) переменной x в диапазоне ее изменения
для k событий по формуле:

fk(x) = fk−1(x) + δk(x), (1)

k = 1, ..., N ; f0(x) = 0
δk(x) = 1, если h < x 6 h+ ∆h
δk(x) = 0, если x 6 h или x > h+ ∆h.
Здесь k – номер события, h – отсчет ги-
стограммы, ∆h – шаг гистограммы. Помимо
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распределений событий на основе генераль-
ной совокупности каталог удобен для постро-
ения выборочных распределений событий для
земной коры, мантии и тектонических доме-
нов, относящихся к внутренним частям океа-
нических плит, зонам сжатия, континенталь-
ного и океанического рифтов [5]. Построение
и обработку распределений событий вели в
системе компьютерной математики «Matlab»
[1]. Структуру распределений выявляли при
помощи алгоритмов [6]. При прогнозирова-
нии зависимостей применяли метод «Гусени-
ца», как в прямом, так и в обратном направле-
нии [2]. Параметры метода, соответствующие
наименьшей ошибке прогноза в обратном на-
правлении, использовали в прямом направле-
нии. Для получения спектров распределений в
них устраняли аппроксимируемые полинома-
ми тренды, а затем применяли метод максиму-
ма энтропии Бурга [7]. В этом методе оценки
текущего значения y(l) распределения и ошиб-
ки предсказания ε(l) = y(l)− x(l) представля-
ют линейной комбинацией p предшествующих
значений x(l − k).

y(l) =

p∑
k=1

a(k)x(l − k), (2)

ε(l) =

p∑
k=0

a(k)x(l − k) при a(0) = −1. (3)

Коэффициенты комбинации a(k) ищут из
условия минимума дисперсию ошибки пред-
сказания. Для аддитивного белого шума
фильтр с такими коэффициентами является
«отбеливающим»: превращает входные дан-
ные в белый шум на выходе. Спектр мощно-
сти процесса выражают через спектральную
мощность шума и частотную характеристику
фильтра:

P (m) =

[
σ2

|1 +
∑p

k=1 a(k)exp(−jm∆ω∆t)|2

]
(4)

Здесь ∆ω и ∆t представляют шаги дискре-
тизации данных по угловой частоте и времени.
Такой спектр отвечает минимальной инфор-
мации на выходе фильтра и имеет минималь-
ное число пиков, не являющихся артефактами
и совместимых с исходными данными. Усред-
ненный спектр получали, вычисляя перидио-
грамму с окном в 20 отсчетов. Особенности
нестационарного сейсмического процесса изу-
чали с помощью вейвлет-алгоритма [6] с ор-
тогональными вейвлетами Добеши и Симле-
та, по скачкам параметров сигналов, выявля-

ющих моменты смены режима процесса, назы-
ваемые бифуркациями [3]. Интерпретацию ре-
зультатов вели, сравнивая распределения, по-
лученные при разных условиях, а также с дан-
ными литературных источников.

Результаты

Распределения событий каталога «NEIC»
по магнитуде представлены на рис. 1.

При построении распределений сейсмиче-
ских событий по глубине (рис. 2 а, б) для
фиксации нуля логарифмической шкалы к со-
держимому отсчетов добавляли единицу. В
полученных распределениях проявляется упо-
рядоченность гипоцентров землетрясений по
глубине. Гипоцентры приурочены к глубинам,
чередующимся с шагом примерно 50 км.

Эти распределения отвечают большинству
событий в зонах сжатия и отличаются от
распределений событий в других доменах,
имеющих меньшую мощность сейсмоактивной
литосферы. Для областей континентального
рифта в распределениях сейсмических собы-
тий по глубине присутствуют пики 7, 18, 30 и
60 км, а в для областей океанического рифта
и океанических плит – 7 и 30 км. При изуче-
нии распределений эпицентров сейсмических
событий по широте и долготе отбирали груп-
пы 10000 событий из начала и конца каталога,
соответствующих началу и концу предпола-
гаемого цикла сейсмической активности. По-
ложение эпицентра задавали географически-
ми координатами, а цвет отображающей его
точки – в зависимости от магнитуды события
или глубины гипоцентра. В начале цикла пре-
обладали события больших магнитуд и глу-
бин, в конце цикла — события малых глубин
и небольших магнитуд. Нестационарность рас-
пределения событий оказалась заметно выра-
женной для распределения событий с глуби-
нами гипоцентров, не превышающих 100 км
(рис. 3 а). Условно такие события будем счи-
тать коровыми, а события с глубинами гипо-
центров больше 100 км – мантийными. Распре-
деление мантийных событий по времени дает
рис. 3 б, спектры распределений событий по
времени для земной коры, мантии и тектони-
ческих доменов – рис. 3 в, г. Периоды сейсмич-
ности тектонических доменов представлены в
табл. 1.

По форме спектры распределений собы-
тий для зон континентального и океаниче-
ского рифтов близки. Заметны отличия спек-
тров распределения событий земной коры и
мантии. В распределении событий по годам
с гипоцентрами глубиной не более 100 км
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Рис. 1. Распределения сейсмических событий по магнитуде для разных диапазонов глубин (а) и разных
тектонических доменов (1 – зоны сжатия, 2 и 3 – зоны континентального и океанического рифтов, 4 –
события внутри океанических плит)

Рис. 2. Распределения сейсмических событий по глубине для фиксированных интервалов магнитуды М:
а) 1 – 0,9<M<2,1; 2 – 1,9<M<3,1; 3 – 2,9<M<4,1; 4 – 3,9<M<5,1; б) 1 – 3,9<M<5,1; 2 – 4,9<M<6,1;
3 – 5,9<M<7,1; 4 – 6,9<M<8,1; 5 – 7,9<M<9,1

Таблица 1. Периоды сейсмичности для тектонических доменов

Зоны континентального рифта 15,7 10,4 7,0 5,2 4,0 3,5 3,2 2,6 2,3 2,1
Зоны океанического рифта 15,7 10,5 7,4 5,7 4,5 3,9 3,1 2,6 2,3 –
Зоны сжатия 16,7 9,7 8,4 5,0 4,7 3,3 3,0 2,3 2,2 –
Зоны внутри океанических плит 15,8 9,7 7,9 5,2 4,5 3,5 3,1 2,4 – 2,1
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Рис. 3. Временные распределения сейсмических событий: а) шаг отсчета – месяц; б) распределения со-
бытий по годам с трендами, аппроксимируемыми полиномами 3 степени; в) перидиограммы Бурга для
коровых и мантийных событий; г) перидиограммы Бурга для тектонических доменов 1 – зоны конти-
нентального рифта, 2 – зоны океанического рифта, 3 – зоны сжатия, 4 – события внутри океанических
плит

выявлены локальные особенности, соответ-
ствующие 1998 и 2004 гг., а в распределения
по годам событий с гипоцентрами с глубина-
ми выше 100 км – 2004 г. (рис. 4). На рис.
5 показаны распределения событий по меся-
цам, отвечающие на вопрос: "В каком месяце
землетрясения происходят чаще?". Для собы-
тий с гипоцентрами, не более 100 км, таки-
ми месяцами являются апрель-май, октябрь-
ноябрь, а для событий с гипоцентрами свыше
100 км – август. Участки с наибольшим коли-
чеством землетрясений в году рассматривали
как центры сейсмической активности. В этих
участках удобно изучать процессы накопле-
ния напряжений и подготовки землетрясений.
Центры сейсмической активности 1973 – 1980
гг. показаны на рис. 6 а, а на рис. 6 б при-
ведено распределение эпицентров землетрясе-
ний вблизи одного из них – центра сейсмиче-
ской активности 1973 г. с координатами 33◦ с.
ш. и 141◦ в. д.

Обсуждение

Формы распределения событий по магни-
туде носят дискретный характер в зависимо-
сти от глубины очага. Заметна тенденция уве-
личения роста магнитуды события с ростом

глубины его гипоцентра (рис. 1 а). Разложе-
ние сложного контура распределения сейсми-
ческих событий по магнитуде на компоненты
в виде функций Гаусса не реалистично. Де-
тали полученных распределений можно опи-
сать, используя в качестве базиса разложе-
ние компоненты, соответствующие распреде-
лениям сейсмическим событий по магнитуде
для тектонических доменов (рис. 1 б). Обнару-
женную в распределениях событий по глубине
приуроченность гипоцентров землетрясений к
глубинам, чередующихся с шагом 50 км, (см.
рис. 2 а, б), можно объяснить с позиций ради-
альных стоячих волн напряжений, узлы и пуч-
ности которых соответствуют малым и повы-
шенным вероятностям событий. Такие волны
напряжений возможны в зонах сжатия, име-
ющих большую радиальную протяженность.
В других тектонических доменах распределе-
ния значительно более короткие и редуциро-
ванные, как например, у океанических плит
с малой толщиной коры и простым строени-
ем [2]. Изменения в распределении эпицен-
тров событий в начале и конце 33-летнего цик-
ла свидетельствует о том, что события, про-
исходящие в разных местах в разное время,
не являются независимыми. Переход от силь-
ных глубинных землетрясений к многочислен-
ным слабым поверхностным землетрясениям
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Рис. 4. Бифуркации в распределениях сейсмических событий по времени без трендов для событий с
глубинами гипоцентров, не превышающих 100 км (а) и более 100 км (б)
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Рис. 5. Распределения событий по месяцам для глубин гипоцентров не более 100 км (а) и более 100 км (б),
вектора гравитационной и центробежной сил на орбите Земли, определяющих тангенциальное ускорение
[8] (в) и экстраполяция распределения сейсмических событий по времени методом «Гусеница» (г)

Рис. 6. Центры сейсмической активности на поверхности Земли 1973–1980 гг. (а) и распределение эпи-
центров землетрясений вблизи центра 1973 г.
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отражает общую трансформацию энергии
напряжений, указывает на коррелированность
событий в пространстве и времени, а, следова-
тельно, на самосогласованность и самооргани-
зации сейсмического процесса. Циклические
изменения проявляются во временных зависи-
мостях сейсмичности. Для коровых землетря-
сений основными являются периоды 10,5 и 9,7
лет, у мантийных событий – периоды 11,5, 8,4,
13,6 лет. Активность коровых землетрясений
по отношению к мантийным (см. рис. 3) мож-
но понять из представлений о гравитацион-
ной экранировке мантии земной корой. Благо-
даря такой экранировке устраняется влияние
экзогенных факторов на тектонические про-
цессы в мантии, а нестационарность мантий-
ного сейсмического процесса выражена сла-
бо в связи с меньшим числом точек бифурка-
ции. Обнаруженная во временной зависимости
коровых землетрясений бифуркация 1998 г. в
аналогичной зависимости мантийных земле-
трясений отсутствует (рис. 4). Соответствие
этой бифуркации началу роста экваториаль-
ного радиуса Земли подтверждено лазерными
измерениями формы Земли [8]. Присутствую-
щую в обоих распределениях событий бифур-
кацию 2004 г., по-видимому, определяют эн-
догенные процессы. Интерпретация экстрему-
мов распределения коровых событий по меся-
цам проведена с использованием эллиптиче-
ской формы орбиты движения Земли вокруг
Солнца [4]. В системе отсчета, связанной с
Землей, в апреле-мае, октябре-ноябре танген-
циальное ускорение Земли отлично от нуля,
способно вызывать дополнительные упругие
напряжения в земной коре. В июне и декабре
тангенциальное ускорение близко к нулю. Со-
ответственно и число землетрясений в эти ме-
сяцы меньше. Максимум распределения ман-
тийных событий по месяцам приходится на ав-
густ. С учетом влияния эндогенных механиз-
мов это позволяет высказать гипотезу о связи
землетрясений и повышенного числа, происхо-
дящих в августе природных и техногенных ка-
тастроф, с режимами дефлюидизации мантии
и воздействием ее продуктов на атмосферу,
биосферу, психофизическое состояние и здоро-
вье людей. Выявленные центры сейсмической
активности в основном связаны с Тихоокеан-
ским сейсмическим кольцом. В этих центрах
возбужденные состояния недр быстро форми-
руются и быстро сбрасываются. Имеют место
смещения гипоцентров.
Заключение

Исследование показало, что распределе-
ния сейсмических событий на основе каталога
«NEIC» являются информативными по срав-

нению с первичными данными. Они не исполь-
зуют априорных сведений и позволяют делать
выводы относительно самых разных сторон
современного сейсмического процесса.

Выводы

1. Пространственные, временные, спектраль-
ные и энергетические параметры сейсмично-
сти имеют особенности, присущие земной ко-
ре, мантии и тектоническим доменам лито-
сферы.
2. Различия в распределениях коровых и ман-
тийных сейсмических событий могут быть
объяснены гравитационной экранировкой
мантии земной корой, снижающей влияние
экзогенных факторов на сейсмический про-
цесс.
3. Центры сейсмической активности являются
долгоживущими образованиями, могут вклю-
чаться в тектонические структуры и направ-
ленно эволюционировать.
4. Современная сейсмичность является само-
согласованным, самоорганизующимся процес-
сом.
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МЕТОДЫ МИНИМИЗАЦИИ ПОТЕРЬ ЭНЕРГИИ
И МОЩНОСТИ В ТОПЛИВНО-ЭНЕРГЕТИЧЕСКОМ
ХОЗЯЙСТВЕ РЕГИОНА
Г. А. Борисов, Т. П. Тихомирова

Институт прикладных математических исследований
Карельского научного центра РАН

В статье показано, что при параллельной работе одинаковых переделов энер-
гии выравнивание нагрузок позволяет достичь условного минимума суммар-
ных потерь мощности. При неодинаковых переделах условный минимум потерь
мощности достигается при выравнивании относительных приростов их потерь.
В случаях работы отдельного передела или последовательном соединении их
выравнивание графика нагрузки на уровне средней приводит к условному ми-
нимуму динамических потерь энергии.

Ключ е вы е c л о в а: технологические переделы энергии, потери мощности,
потери энергии, расходная характеристика, неравномерность графика нагруз-
ки, стабилизация нагрузки.

G. A. Borisov, T. P. Tikhomirova. METHODS TO MINIMIZE
ENERGY AND POWER LOSSES IN THE REGIONAL FUEL-
AND-ENERGY SECTOR
We demonstrate that equalization of the load in identical process stages in
parallel operation yields the constrained minimum of combined power losses. The
constrained minimum of power losses in non-identical process stages is achieved
through equalization of relative rises in power losses from the stages. For process
stages operating independently or sequentially stabilization of the demand curve at
an average level would result in a constrained minimum of dynamic energy losses.

K e y wo r d s: process transitions, power losses, energy losses, metering
characteristic, irregularity of the load curve, load stabilization.

Целью энергетической политики России яв-
ляется максимально эффективное использова-
ние природных энергетических ресурсов и по-
тенциала энергетического сектора [1]. Статья
посвящена методам технологического управ-
ления нормальными установившимися режи-
мами топливно-энергетического хозяйства ре-
гиона, минимизирующими потери энергии и
мощности. В качестве примера рассматрива-
ется электроэнергетическое хозяйство Респуб-

лики Карелия: от природных источников энер-
гии до получения ее конечных видов.

Известные методы технологического
управления нормальными установившимися
режимами энергосистем позволяют достигать
не абсолютного, а условного минимума рас-
хода или стоимости топлива в системе, дик-
туемого требующейся для потребителей сум-
марной мощностью генерации в системе (Pc).
Минимум получается путем наивыгоднейшего
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распределения суммарной мощности генера-
ции между параллельно работающими элек-
тростанциями. Для оптимизации используют-
ся методы проекции градиента, обобщенного
метода приведенного градиента. При исполь-
зовании штрафных функций для учета огра-
ничений в форме неравенств применяется ме-
тод безусловной оптимизации [2]. Минимум
расхода топлива определяется методом мно-
жителей Лагранжа (при любом значении сум-
марной мощности генерации в системе Pc у m
параллельно работающих источников мощно-
сти), когда равны численные значения относи-
тельных приростов [3]:

∂B1(P1)

∂P1
= . . . =

∂Bj(Pj)

∂Pj
= . . .

=
∂Bm(Pm)

∂Pm
= λ (1)

с учетом ∑m

j=1
Pj = Pc, (2)

0 6 Pj 6 PjH . (3)

Здесь Bj(Pj) – расходная характеристика
j-го источника (зависимость расхода топ-
лива от производимой выходной мощности
Pj); Pc – суммарная мощность генерации;
∂Bj(Pj)/∂Pj – характеристика относительных
приростов (топлива) у j-го источника; PjH –
номинальная мощность j-го источника.

При работе источников на потребителей че-
рез электрическую сеть и наличии потерь ак-
тивной мощности в ней равенства (1) заменя-
ются на следующие [3]:

1

1 − σ1
· ∂B1(P1)

∂P1
= . . . =

1

1 − σj
· ∂Bj(Pj)

∂Pj
= . . .

=
1

1 − σm
· ∂Bm(Pm)

∂Pm
= λ, (4)

где σj – производные потерь активной мощ-
ности в сетях по нагрузкам (мощностям) j-го
источника.

Такой метод позволяет за счет наивы-
годнейшего распределения мощности между
параллельно работающими электростанция-
ми, т. е. на одном технологическом переде-
ле топливно-энергетического хозяйства, полу-
чать до 1 % экономии топлива [6]. Однако ге-
нерация дает сравнительно небольшую часть
потерь энергии топливно-энергетического хо-
зяйства. Так, например, по данным топливно-
энергетического баланса Республики Карелия,
из общей доли потерь в 75 % от первичной

энергии на ТЭЦ приходится 14,1 % общих по-
терь энергии на ее пути от первичных до ко-
нечных видов [4]. Подавляющая часть потерь
энергии приходится на другие технологиче-
ские переделы и элементы системы, соединяе-
мые не параллельно, как электрические стан-
ции, а последовательно по ветвящимся и за-
мкнутым (контурным) схемам, для которых
упомянутые методы минимизации потерь ак-
тивной мощности и энергии при нормальных
режимах отсутствуют.

В нашей работе [5] показано, что техно-
логические переделы системы имеют расход-
ные характеристики и характеристики потерь
мощности достаточно точно аппроксимируе-
мые полиномами от первой до третьей степени

Pi−1 = f(Pi) = Pi + ∆Pi(Pi), (5)

где Pi−1 – входная мощность i-го элемента или
передела; Pi – его выходная мощность; ∆Pi –
потери мощности.

Минимум входной энергии и ее потерь в за-
данное время T и при заданной величине вы-
ходной энергии Wi получается при стабилиза-
ции выходной энергии, когда в каждый малый
промежуток времени ∆t выходная мощность
передела равняется ее среднему значению

Pi =
Wi

T
=

∆t
∑n

k=1 Pik
T

= Pi ср,

где Pik – выходная мощность i-го передела в
k-й интервал времени; ∆t – одинаковые по ве-
личине интервалы времени, ∆t = T/n; n – ко-
личество интервалов времени.

При отклонении на i-м технологическом пе-
ределе его выходной мощности Pi от среднего
значения Pi cp за время T на величину ∆Pi по-
являются дополнительные потери потребляе-
мой энергии ∆Wi−1 (рис. 1).

Пусть расходная характеристика i-го пере-
дела достаточно точно аппроксимирована по-
линомом:

Pi−1 = a0 + a1Pi + a2P
2
i + a3P

3
i .

Тогда энергия, потребляемая переделом за пе-
риод времени T при постоянной выходной
мощности Pi cp, равна

Wi−1(Pi cp) =

= T
(
a0 + a1Pi ср + a2P

2
i ср + a3P

3
i ср
)
. (6)

Если в первый полупериод T/2 выход-
ная мощность скачкообразно увеличивается
до значения (Pi ср+∆Pi ср), а во второй умень-
шается до (Pi ср−∆Pi ср), то выдаваемая пере-
делом энергия за период остается неизменной,
а потребляемая энергия в первый полупериод
времени T/2 составит
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Рис. 1. Потери входной мощности передела
при отклонении от средней выходной мощ-
ности

Wi−1(Pi cp + ∆Pi ср) = 0.5T
[
a0+

+ a1(Pi cp + ∆Pi ср) + a2(Pi cp + ∆Pi ср)2

+ a3(Pi cp + ∆Pi ср)3
]
, (7)

во второй полупериод

Wi−1(Pi cp − ∆Pi ср) = 0.5T
[
a0+

+ a1(Pi cp − ∆Pi ср) + a2(Pi cp − ∆Pi ср)2+

+ a3(Pi cp − ∆Pi ср)3
]
. (8)

Перерасход энергии за счет скачкообразной
неравномерности графика выходной мощно-
сти за период T составит величину

∆W g
i−1 = Wi−1(Pi cp + ∆Pi ср)+

+Wi−1(Pi cp − ∆Pi ср) −Wi−1(Pi cp) =

= T (a2∆P
2
i ср + 3a3Pi cp · ∆P 2

i ср) =

=
T

2
∆P 2

i ср(2a2 + 6a3Pi cp) =

=
T

2
∆P 2

i ср
∂2Pi−1

∂P 2
i cp

. (9)

Этот перерасход можно назвать динамически-
ми потерями энергии. В соответствии с по-
лученной формулой (9) ∆Pср = 0 при ста-
бильной выходной мощности, когда Pik = Pi cp
и динамические потери энергии отсутствуют.
Также они будут отсутствовать, если расход-
ная характеристика или характеристика по-
терь мощности передела линейны и вторые
производные их равны нулю, что получает-
ся при наличии только потерь холостого хода,
независящих от нагрузки или потерь, линейно
зависящих от нагрузки, к примеру, в тепло-
проводах с качественным регулированием от-
пуска тепла.

Вторая составляющая потерь энергии,
независимая от изменений выходной мощно-
сти, может быть названа статическими поте-
рями (∆W c

i ). Она определяется только сред-
ним значением выходной мощности (Pi ср) за
период T

∆W c
i−1 = T (Pi−1(Pi cp) − Pi cp) =

= T (a0 + (a1 − 1)Pi cp+

+ a2P
2
i cp + a3P

3
i cp). (10)

При произвольном графике выходной мощ-
ности i-го передела за период времени T поте-
ри энергии определяются формулой

∆Wi−1 = (Pi−1(Pi cp) − Pi cp) · T+

+
1

2

∫ T

0
(Pi(t) − Pi cp)

2∂
2Pi−1

∂P 2
i

dt, (11)

где первая составляющая — статические поте-
ри энергии, а вторая — динамические. При по-
следовательном соединении технологических
переделов в единичной технологической линии
(рис. 2)

Pi−1 = Pl +
∑l

ν=i
∆Pν , (12)

т. е. мощность, потребляемая i-м переделом,
равняется сумме конечной мощности Pl и по-
терь мощности на последующих переделах.

Соответственно, при выравнивании или
стабилизации нагрузки на единичной техно-
логической линии, состоящей из последова-
тельно соединенных переделов, увеличивается
в сравнении с единичным переделом величи-
на динамической составляющей потерь энер-
гии. При этом первые переделы наиболее чув-
ствительны по снижению динамических по-
терь энергии к выравниванию графика конеч-
ной мощности.
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Рис. 2. Схема единичной технологической линии

Рис. 3. Параллельная работа технологических линий

Таким образом, выравнивание графика ко-
нечной мощности снижает требования к уста-
новленной мощности предшествующих пе-
ределов и снижает на них динамическую
составляющую потерь энергии. Такой спо-
соб используется в автономных энергетиче-
ских установках – на гибридных автомобилях,
устройствах непрерывного питания индивиду-
альных домов, в системах электроснабжения
на базе возобновляемых источников энергии.

В «большой» энергетике метод стабилиза-
ции или сглаживания конечных нагрузок в це-
лях энергосбережения не нашел применения.
Он находит применение как способ ограниче-
ния максимума нагрузки при дефиците распо-
лагаемых генерирующих мощностей, при со-
временной тенденции разуплотнения графи-
ков нагрузки энергосистем в условиях дефи-
цита пиковых и полупиковых мощностей [1].

При параллельной работе на общую на-
грузку или соединении последовательных це-
почек переделов (рис. 3) минимум суммарной
первичной мощности будет получаться при за-
данной суммарной конечной мощности систе-
мы Pc = Pl1 + Pl2 + ...+ Plm при условии

∂P01

∂Pl1
= ... =

∂P0j

∂Plj
= ... =

∂P0m

∂Plm
= λ, (13)

где P0j – первичная мощность j-й технологи-
ческой линии; Plj – конечная мощность j-й
технологической линии.

В соответствии с формулой (12)

∂P0j

∂Plj
= 1 +

∂
∑l

i=1 ∆Pij
∂Plj

(14)

и

∂
∑l

i=1 ∆Pi1
∂Pl1

= ... =
∂
∑l

i=1 ∆Pij
∂Plj

= ...

=
∂
∑l

i=1 ∆Pim
∂Plm

= λ− 1. (15)

При одинаковых расходных характеристи-
ках параллельно работающих переделов или
параллельно работающих единичных техноло-
гических линиях, когда

f(P01) = f(P02) = ... = f(P0j) = ... = f(P0m),

условие (1) приводит к равенствам

Pl1 = Pl2 = ... = Plj = ... = Plm,

P01 = P02 = ... = P0j = ... = P0m,

т. е. к необходимости выравнивания конечных
и первичных мощностей параллельно работа-
ющих переделов или их технологических ли-
ний.
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Выводы

1. У технологических переделов с нелиней-
ными расходными характеристиками по-
тери энергии разделяются на статиче-
скую и динамическую составляющие.

2. При автономной работе переделов или
их группы, соединенных последователь-
но, условный минимум потерь энергии за
период времени T достигается, когда вы-
ходная мощность неизменна и динамиче-
ские потери энергии пренебрежимо ма-
лы.

3. При параллельной работе одинаковых пе-
ределов или единичных технологических
линий условный минимум потерь мощно-
сти получается при равенстве их выход-
ных мощностей, при неодинаковых пере-
делах — при равенстве их относительных
приростов потерь.
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ОПТИМАЛЬНЫЕ СТРАТЕГИИ СТРАХОВАНИЯ
ИНДИВИДУАЛЬНЫХ РИСКОВ И СУММАРНОГО
УЩЕРБА ДЛЯ СТАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

В. Н. Гридин1, А. Ю. Голубин2, М. Н. Петрова2

1 Центр информационных технологий в проектировании РАН,
Московская обл., г. Одинцово
2Московский институт электроники и математики Национального
исследовательского университета «Высшая школа экономики»

Статья посвящена решению задачи оптимального управления риском в стати-
ческой модели, где разрешен выбор как стратегии страхования риска отдель-
ного клиента, так и стратегии перестрахования суммарного риска. Интересы
клиентов и перестраховщика учтены введением дополнительных ограничений
с вероятностью единица на их остаточные риски. Оптимальным с точки зре-
ния полезности страховщика оказывается stop loss перестрахование с верхним
пределом и страхование, представляющее собой комбинацию stop loss страте-
гии и франшизы. Приведен пример, иллюстрирующий доказанные результаты
в случае экспоненциальной функции полезности страховщика.

Ключ е вы е c л о в а: оптимальный дележ риска, страхование, перестрахова-
ние, функция полезности.

V. N. Gridin, A. Yu. Golubin, M. N. Petrova. OPTIMAL
PER-CLAIM INSURANCE AND OPTIMAL REINSURANCE
OF SUMMARY RISK IN A STATIC SETTING
The paper studies an individual risk model where both a policy of per-claim
insurance and a policy of reinsurance of aggregated losses are chosen by the insurer
in order to maximize their expected utility. The problem is solved under additional
constraints on the reinsurer’s risk and the residual risk of the insured that should
be met with probability one. We show that the only solution to the problem is
the following: the optimal reinsurance is a modification of the stop loss reinsurance
policy, so-called stop loss reinsurance with an upper limit; the optimal insurer’s
indemnity is a combination of the stop loss and the deductible policies. The results
are illustrated by a numerical example for the case of exponential utility function.

K e y wo r d s: optimal risk sharing, insurance, reinsurance, utility function.

Введение

Объектом исследования в данной рабо-
те является так называемая модель инди-
видуального риска (или статическая модель

страхования), описанная, например в [1], где
предусмотрена возможность перестрахования.
Страховая компания может одновременно вы-
бирать как долю своего возмещения (дележ)
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каждому страхователю, так и дележ своего
суммарного риска с перестраховщиком. Кри-
терием оптимальности страховщика служит
ожидаемая полезность его финального капи-
тала. Желание клиентов и перестраховщика
не иметь «больших» значений ущербов после
заключения сделки отражено введением до-
полнительных ограничений сверху на их оста-
точные риски.

Работой, заложившей основы теории деле-
жа риска в страховании, была статья Эрроу
[4], где было показано, что при использовании
принципа среднего значения для начисления
премии оптимальным с точки зрения страхо-
вателя является дележ формы франшиза. В
статье [6] были найдены Парето-оптимальные
дележи между страховщиком и единственным
страхователем, было показано, в частности,
что максимизация полезности приводит к stop
loss дележу, если решение о выборе функции
дележа принимает страховщик, и к страхова-
нию с франшизой, если выбирающей стороной
является страхователь. В близкой постановке
эти результаты были модифицированы на слу-
чай принципа среднего значения для вычисле-
ния премии в [9].

Оптимальность дележей страхования с
франшизой изучалась в [10] c использованием
разных типов распределений суммарного рис-
ка. В [5] были представлены условия на сто-
имость страхования, при которых оптималь-
ными оказывались различные типы дележей
страхования, такие как франшиза, сострахо-
вание и др. Исследование влияния различных
типов функции полезности на уровень фран-
шизы при ограничении сверху на риск стра-
ховщика проведено в [7]. Еще одним направ-
лением исследований в статических моделях
стал поиск оптимальных дележей при так на-
зываемом "Value at Risk" ограничении, кото-
рое означает установление нижней границы
на вероятность разорения. Но, как было по-
казано, например, в [11], учет этого ограни-
чения ведет к тому, что оптимальные стра-
тегии страхования оказываются разрывными
функциями. Это означает наличие стимула к
искажению действительного значения ущерба
(moral hazard), что неприемлемо в страховой
практике на развитых рынках. Работа [2] по-
священа оптимизации страхования и индиви-
дуального перестрахования при ограничении
на среднее значение остаточного риска стра-
хователя. Было показано, что решение такой
задачи не единственно, и оптимальные дележи
страхования образуют целый класс функций.

В отличие от предыдущих исследований,
где разрешен выбор только стратегии стра-

хования или/и перестрахования индивидуаль-
ных рисков, в настоящей работе изучается
задача одновременной оптимизации дележей
страхования и перестрахования суммарного
риска страховщика от целой группы клиентов.
Интерес именно к суммарному перестрахова-
нию берет начало с работы [6], где было уста-
новлено, что лучшим поведением страховщи-
ка будет не индивидуальное перестрахование,
а создание пула из рисков клиентов с даль-
нейшим обращением за его перестрахованием.
Еще один момент, отличающий предложенную
модель, состоит в наличии естественных огра-
ничений, наложенных с вероятностью единица
на остаточные риски клиентов и перестрахов-
щика.

Параграф 2 содержит формальное описа-
ние модели. В п. 3 рассмотрен частный случай,
когда страховщик выбирает лишь стратегию
(или, другими словами, дележ) перестрахова-
ния суммарного риска, целиком принимая на
себя риски страхователей. Показано, что оп-
тимум достигается на stop loss перестрахова-
нии с верхним пределом. В п. 4 рассмотрен об-
щий случай оптимизации страхования и пере-
страхования при ограничениях на остаточные
риски. Доказано (теорема 2), что оптималь-
ное перестрахование по-прежнему имеет вид
stop loss стратегии с верхним пределом, а оп-
тимальное страхование есть комбинация stop
loss страхования и франшизы. Выведена си-
стема уравнений оптимальности для двух па-
раметров, входящих в выражения для опти-
мальных стратегий, а также проведено срав-
нение нашей модели с перестрахованием сум-
марного риска и модели с индивидуальным пе-
рестрахованием.

2. Описание модели

Рассматривается модель страхового рынка,
состоящего из страховщика, перестраховщика
и n клиентов (n > 2). Потенциальные ущер-
бы (риски) клиентов – независимые неотрица-
тельные случайные величины Xj , j = 1, . . . , n,
определенные на одном вероятностном про-
странстве (Ω,F , P ). В дальнейшем эта груп-
па клиентов предполагается однородной: все
Xj имеют одинаковое распределение F (x)

def
=

P{Xj 6 x}. Через T = sup{suppF} 6 ∞ бу-
дем обозначать верхнюю грань носителя рас-
пределения F , т. е. множества возможных зна-
чений риска X1. Страховщик выбирает функ-
цию дележа страхования I(x) и функцию де-
лежа перестрахования A(x) из класса боре-
левских функций на [0,∞), удовлетворяющих
неравенствам 0 6 I(x) 6 x и 0 6 A(x) 6 x,
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которые означают, что возмещение не может
быть отрицательным и не может превосходить
величины ущерба. Случайная величина I(Xj)
есть возмещаемая j-му клиенту часть ущер-

ба, A(
n∑
j=1

I(Xj)) – доля, оплачиваемая страхов-

щиком после перестрахования его суммарного
риска XI =

∑n
j=1 I(Xj). Остаток XI − A(XI)

возмещается перестраховщиком.
Наложим дополнительные ограничения на

дележи (I, A), которые отражали бы желание
других участников рынка – страхователей и
перестраховщика – защититься от больших по-
терь, т. е. ввести ограничения сверху на мак-
симальные возможные значения их рисков

(i) остаточный риск клиента после страхо-
вания X1 − I(X1) 6 q,

(ii) риск перестраховщика XI−A(XI) 6 Q.
Здесь q и Q – заданные положительные кон-
станты, неравенства понимаются выполнен-
ными с вероятностью единица (п.н.). Легко ви-
деть, что эти ограничения можно эквивалент-
но переписать в форме ограничений снизу на
функции дележа страхования и перестрахова-
ния: I(x) > x−q и A(x) > x−Q для x ∈ [0,∞).

Премия P , полученная от клиента, и пре-
мия P1 от страховщика за перестрахование
определяются по формуле среднего значения,
широко используемой в актуарной литерату-
ре (см., например, [1]): P = (1 + α)E I(X1) и
P1 = (1 + α1)E [XI − A(XI)]. Здесь суммар-
ный риск страховщика (до перестрахования)
XI =

∑n
j=1 I(Xj), а α и α1 – заданные ко-

эффициенты нагрузки, соответственно, стра-
ховщика и перестраховщика, удовлетворяю-
щие стандартным неравенствам 0 < α < α1.

Предпочтения страховщика описываются
его функцией полезности: риск Y1 предпочти-
тельнее риска Y2 тогда и только тогда, когда
E u(Y1) > E u(Y2), где u(x) – заданная дважды
дифференцируемая вогнутая функция полез-
ности: u′ > 0 и u′′ < 0. Объектом изучения в
данной работе является задача выбора стра-
ховщиком оптимальных дележей страхования
и перестрахования, где целевым функциона-
лом выступает ожидаемая полезность финаль-
ного капитала страховщика

J [I, A]
def
= E u

nP − P1 −A(

n∑
j=1

I(Xj))

 .

(1)
С учетом ограничений, введенных на допусти-
мые дележи, эта задача имеет вид

max
I,A

J [I, A] (2)

при ограничениях (x − q)+ 6 I(x) 6 x и (x −
Q)+ 6 A(x) 6 x, где мы обозначили через
(y)+ = max{0, y}.

Ниже будем предполагать конечность всех
математических ожиданий, указанных в тек-
сте. Это условие не является слишком ограни-
чительным, поскольку существование EX1 <
∞ и E |u(−n(1 + α1)EX1 −

∑n
1 Xj)| <

∞ влечет конечность ожидаемой полезно-
сти J [I, A] при любых дележах риска. Отме-
тим в заключение, что совпадение дележей
(I, A) = (I ′, A′) означает I(X1) = I ′(X1) и
A(
∑n

j=1 I(Xj)) = A′(
∑n

j=1 I
′(Xj)) с вероятно-

стью единица (п.н.).

3. Оптимизация перестрахования

Сначала рассмотрим частный случай опи-
санной выше модели, в котором не пред-
полагается дележ риска между страховщи-
ком и клиентом или, в наших обозначениях,
I(x) ≡ x – каждый индивидуальный ущерб
страхуется целиком. Страховщик может выби-
рать лишь дележ перестрахования, и оптими-
зационная задача (2) сводится к следующей

J [A] ≡ E u (nP − P1 −A(X)) → max (3)
при ограничении (x−Q)+ 6 A(x) 6 x,

где
P = (1 + α)EX1,
P1 = (1 + α1){nEX1 − E A(X)} и

X =
n∑
j=1

Xj .

Теорема 1. Задача (3) имеет единственное
решение, stop loss перестрахование с верхним
пределом A∗(x) = (x∧a∗)∨(x−Q), где x∧y def

=

min{x, y} и x ∨ y def
= max{x, y}. Уровень

a∗ =

{
a0 при a0 < nT,
nT иначе,

здесь a0 > 0 есть минимальный корень урав-
нения ψ(a) = 0,

ψ(a)
def
= (1 + α1)E u′(Pa −Aa(X))

−u′(Pa − a), (4)

где Pa
def
= (1 + α1)E Aa(X)− n(α1 − α)EX1,

Aa(x)
def
= (x ∧ a) ∨ (x−Q).

Доказательство: В силу вогнутости функции
полезности u(·), функционал J [A] также во-
гнут по A. Поэтому дележ A∗ оптимален тогда
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и только тогда, когда производная по направ-
лению

d

dλ
J [λA∗ + (1− λ)A]

∣∣∣∣
λ=1

> 0

для любого допустимого A. После вычисления
производной (см. (1)) получаем, что последнее
неравенство означает

nT∫
0

η(x)(A∗(x)−A(x))dFΣ(x) > 0,

где функция
η(x) = (1 + α1)Eu′(nP − P ∗1 −A∗(X))

−u′(nP − P ∗1 −A∗(x)) (5)

и FΣ(x) обозначает функцию распределения
суммарного риска X. Таким образом, A∗ – ре-
шение задачи

max
A

nT∫
0

η(x)A(x)dFΣ(x)

на множестве борелевских функций {A(x) :
(x−Q)+ 6 A(x) 6 x}. Для решения такой за-
дачи применим лемму Неймана-Пирсона (см.,
например, [3], применения в задачах оптими-
зации страхования можно найти в [9]): допу-
стимый дележ A∗ оптимален тогда и только
тогда, когда

A∗(x) =

{
(x−Q)+ если η(x) < 0,
x, если η(x) > 0

(6)

для всех x с точностью до множества нулевой
FΣ-меры. Поскольку u′(·) убывает, то легко ви-
деть, что η(0) > 0. При возрастании x от x = 0
имеем, в силу (6), что A∗(x) остается равной
x и η(x) убывает вплоть до точки a0, в кото-
рой η(x) впервые становится равной нулю. На
интервале [a0, a0 +Q] функция η(x) не может
ни возрастать ни убывать, поскольку в про-
тивном случае мы получили бы противоречие
с (6).

Таким образом, η(x) убывает на [0, a0] при
этом A∗(x) = x, равна нулю на интервале
[a0, a0 + Q], где A∗(x) = a0. Когда x возрас-
тает от точки a0 +Q, значения A∗(x) лежат на
нижней границе x − Q. Действительно, если
A∗(x) > x−Q, то η(x) убывает от 0 = η(a+Q)
и, согласно (6), мы имели бы A∗(x) = x − Q.
Окончательно получаем: оптимальная функ-
ция дележа есть stop loss перестрахование с
верхним пределом, (x∧a0)∨ (x−Q), на [0,∞).
Для нахождения a0, т. е. точки, в которой η(x)
впервые обращается в ноль, подставим в η(x)

выражение (X ∧ a) ∨ (X −Q) вместо A∗(X) и
a вместо A∗(x). Уравнение, определяющее a0,
примет тогда вид ψ(a) = 0, где функция ψ(a)
указана в (4). Принимая во внимание вырож-
денный случай ψ(a) > 0 на [0, nT ), где правая
граница nT = sup{suppFΣ}, приходим к окон-
чательной формуле A∗(x) = (x ∧ a∗) ∨ (x−Q)
с a∗, определенной в теореме 1. �

Оптимальное перестрахование A∗(x) сум-
марного риска, найденное в теореме 1, пред-
ставляет собой двухпараметрическую функ-
цию, которую в литературе иногда называ-
ют перестрахованием эксцедента убыточно-
сти. Если суммарный ущерб X не превосходит
уровень удержания страховщика a∗, то стра-
ховщик оплачивает весь ущерб; далее ущерб
оплачивается перестраховщиком за вычетом
a∗ и, наконец, если X > a∗ + Q, то пере-
страховщик платит предельную сумму Q, а
остаток погашается страховщиком. Таким об-
разом, перестраховщику достается "средняя"
доля риска X − A∗(X) = (X − a∗)+ ∧Q. Кон-
станта Q имеет смысл максимальной суммы,
которую перестраховщик готов заплатить, по-
этому функцию дележа A∗(x) часто называют
stop loss перестрахованием с верхним преде-
лом (т. е. верхним пределом Q ответственно-
сти перестраховщика).

Замечание 1: В вырожденном случае
уравнение ψ(a) = 0 может, вообще говоря,
не иметь корней на [0, nT ], т. е. ψ(a) > 0 на
[0, nT ], где nT верхняя граница носителя FΣ.
Тогда уровень a∗ полагаем равным nT , что
означает отказ страховщика от перестрахова-
ния.

4. Общий случай: оптимальный вы-
бор страхования и перестрахования

В этом параграфе будет найдено решение
задачи (2), которая формулируется здесь в
полном объеме с выбором стратегий и стра-
хования индивидуальных рисков, и перестра-
хования суммарного ущерба

J [I, A] ≡ E u
(
nP − P1 −A(XI)

)
→ max (7)

при ограничениях (x − q)+ 6 I(x) 6 x и
(x−Q)+ 6 A(x) 6 x.

Ниже нам понадобится понятие двух-
параметрической функции дележа страхова-
ния I(x) = (x ∧ k) ∨ (x − q), которая являет-
ся комбинацией stop loss страхования x ∧ k и
франшизы (x− q)+. При таком выборе функ-
ции I(x) дележа страхования страховщику до-
стается "хвост" распределения риска клиента
X1, самому же страхователю остается "сред-
няя" доля его риска X1−I(X1) = (X1−k)+∧q.
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Как будет показано, функция дележа такого
типа вместе со stop loss перестрахованием с
верхним пределом оптимальны в задаче (7).

Теорема 2. Оптимальные дележи (I∗, A∗)
в задаче (7) имеют следующий вид: ком-
бинация stop loss страхования и франшизы
I∗(x) = (x∧k∗)∨(x−q), stop loss перестрахова-
ние с верхним пределом A∗(x) = (x∧a∗)∨ (x−
Q). Уровни k∗ = k0 ∧ T и a∗ = a0 ∧ nT удовле-
творяют неравенству 0 < k∗ < a∗, параметры
k0 и a0 являются решением пары уравнений
ψ1(k, a) = 0 и ψ2(k, a) = 0, в которых

ψ1(k, a)
def
= (1 + α)E u′(Pk,a −Aa(XI

k))

−E
[
u′(Pk,a −Aa(XI

k))|X1 = k
]
, (8)

ψ2(k, a)
def
= (1 + α1)E u′(Pk,a −Aa(XI

k))

−u′(Pk,a − a), (9)

где обозначены
Pk,a = (1 + α1)E Aa(X

I
k)− n(α1

− α)E Ik(X1), Aa(x) = (x ∧ a) ∨ (x−Q),

Ik(x) = (x ∧ k) ∨ (x− q), и XI
k =

n∑
j=1

Ik(Xj).

Доказательство: Покажем сначала, что иссле-
дуемая задача имеет решение.

Лемма 1. В задаче (7) существует оптималь-
ная пара дележей (I∗, A∗).

Доказательство: Обозначим через {In, An}
максимизирующую последовательность в (7),
т. е., lim

n→∞
J [In, An] = J∗

def
= sup

I,A
J [I, A]. По

теореме Хелли, существует подпоследователь-

ность {Im(X1), Am(XIm)} с XIm =
n∑
j=1

Im(Xj),

слабо сходящаяся к (δ, ε). Для доказатель-
ства того, что δ и ε есть собственные слу-
чайные величины, заметим: Im(X1) 6 X1 и

Am(XIm) 6
n∑
j=1

Xj п.в. Поэтому соответству-

ющие функции распределения F Im(x) > F (x)
и FAm(x) > FΣ(x), и тогда пределы δ и ε удо-
влетворяют требуемому неравенству P{δ <
∞, ε < ∞} = 1. Так как δ измерима отно-
сительно сигма-алгебры σ(X1), порожденной
X1, и (X1 − q)+ 6 δ 6 X1 п.н., то предел δ
может быть представлен как δ = I∗(X1) для
некоторой допустимой функции дележа стра-
хования I∗(x). Аналогично, другой предел ε

представим в виде ε = A∗(
n∑
j=1

I∗(Xj) для неко-

торой допустимой функции дележа перестра-
хования A∗(x). Наконец, тот факт, что J∗ =

J [I∗, A∗], следует из доказанной слабой сходи-
мости, непрерывности функции полезности u,
и конечности ожидаемой полезности J [I∗, A∗].
�

Обозначим через (I∗, A∗) решение (7), су-
ществующее в силу леммы 1. Так как A∗ ре-
шает задачу max

A
J [I∗, A], то, в силу теоре-

мы 1 (где X заменен на X∗ =
n∑
j=1

I∗(Xj)) ,

A∗(x) = (x ∧ a∗) ∨ (x − Q) для подходящего
уровня a∗.

Рассмотрим задачу max
I
J [I, A∗]. Так же,

как в доказательстве теоремы 1, определим
Iρ = ρI∗ + (1 − ρ)I. Тогда необходимым усло-
вием оптимальности I∗ будет

d

dρ
J [Iρ, A

∗]|ρ=1 > 0

для любого допустимого I. Выражение для
J [I, A∗] задано в (1), и после дифференциро-
вания будем иметь

T∫
0

...

T∫
0

ξ(x1, ..., xn)[

n∑
1

I∗(xj)

−
n∑
1

I(xj)]dF (x1)...dF (xn) > 0,

где функция
ξ(x̄) = 1(x̄)[(1 + α1)Eu′(nP ∗ − P ∗1 −A∗(X∗))

−u′(nP ∗ − P ∗1 −A∗(
n∑
1

I∗(xj)))]

−(α1 − α)Eu′(nP ∗ − P ∗1 −A∗(X∗)). (10)

Здесь 1(x̄) = 1{
n∑
1
I∗(xj) ∈ [0, a∗]∪ [a∗+Q,∞)}

и 1{·} обозначает индикаторную функцию.
Для анализа выведенного условия опти-

мальности введем новую функцию ξΣ(·) от
скалярного аргумента соотношением ξ(x̄) ≡

ξΣ(
n∑
1
I∗(xj)). В определенном смысле она со-

ответствует модели с единственным "коллек-
тивным" страхователем. Теперь мы можем за-
писать приведенное выше неравенство в виде

n
T∫
0

θ(x)(I∗(x)− I(x))dF (x) > 0, где

θ(x) = E ξΣ(I∗(x) +

n∑
j=2

I∗(Xj)), (11)

и математическое ожидание берется по слу-
чайным переменнымX2, . . . , Xn. Другими сло-
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вами, оптимальный дележ I∗ есть решение за-
дачи

max
T∫
0

θ(x)I(x)dF (x)

при ограничении (x− q)+ 6 I(x) 6 x.(12)

Докажем теперь, что единственное решение в
(12) имеет вид I∗(x) = (x ∧ k∗) ∨ (x − q), где
уровень 0 < k∗ < a∗.

Применяя лемму Неймана-Пирсона, полу-
чаем, что допустимая функция I∗ решает (12)
тогда и только тогда, когда

I∗(x) =

{
(x− q)+ θ(x) < 0,
x, θ(x) > 0

(13)

с точностью до множества нулевой F -меры.
Функция θ(x), определенная в (11), есть усред-
нение ξΣ(I∗(x)+z) по распределению G(z) слу-

чайной величины Z =
n∑
2
I∗(Xj). После это-

го усреднения по z получаем, что θ(0) = (1 +
α)Eu′(nP ∗ − P ∗1 −A∗(X∗))−

−E [u′(nP ∗ − P ∗1 −A∗(x+
n∑
2
I∗(Xj))]

∣∣∣∣
x=0

> 0,

поскольку u′(·) убывает и A∗(·) есть неубыва-
ющая функция (вида A∗(x) = (x∧a∗)∨(x−Q)).
При возрастании x от точки x = 0, функ-
ция θ(x) убывает от положительного значе-
ния θ(0) > 0, поскольку для этих x значение
I∗(x) = x, как следует из (13).

Докажем, что точка k0, в которой θ(x) пер-
вый раз попадает в ноль, лежит левее a∗.
В оптимальном перестраховании A∗(x) уро-
вень a∗ = a0 ∧ nT , где (см. доказательство
теоремы 1) a0 есть минимальный нуль функ-
ции η(x), определенной в (5), при A∗(x) = x
для x 6 a0. Поскольку коэффициент нагруз-
ки перестраховщика α1 > α, легко видеть,
что η(x) > ξΣ(x) = (1 + α)Eu′(nP ∗ − P ∗1 −
A∗(X∗))− u′(nP ∗ − P ∗1 − A∗(x)) для x от 0 до
точки KΣ, нуля функции ξΣ(x). Следователь-
но, KΣ < a0 и тогда наименьший нуль функ-
ции ξΣ(x + z) при фиксированном z > 0 есть
KΣ − z < a0. После усреднения по z и получе-
ния θ(x) = E ξΣ(I∗(x)+Z) такое положение ве-
щей сохранится: k0 – наименьший нуль θ(x) –
лежит левее точки KΣ < a0.

Когда x пробегает интервал [k0, k0 + q),
функция θ(x) не убывает и не возрастает, оста-
ваясь нулевой, при этом I∗(x) равна констан-
те k0. Действительно, если I∗(x) убывает, то
из определения (10)–(11) следует, что θ(x) воз-
растает от нуля. Тогда, согласно (13), I∗(x) =
x – мы имеем противоречие. Пусть I∗(x) воз-
растает, тогда θ(x) убывает от θ(k0) = 0, ста-
новясь отрицательной. В силу (13), I∗(x) =

(x−q)+ < I∗(k0) = k0, и мы получаем противо-
речие с предположением о возрастании I∗(x).

При возрастании x от k0 +q, значения I∗(x)
равны x− q, нижней границе допустимых зна-
чений. Предположим противное: I∗(x) > x−q.
Как было показано выше, это возрастание от
I∗(k0 + q) = k0 ведет к тому, что θ(x) < 0.
Тогда из (13) получаем, что I∗(x) должна сов-
падать с x− q.

Таким образом, единственный оптималь-
ный дележ в задаче (12) имеет вид I∗(x) = (x∧
k0)∨(x−q) на [0,∞), где 0 < k0 < a∗ = a0∧nT .

Для того чтобы найти точку k0, в кото-
рой значение θ(x) первый раз становится ну-
левым, подставим в (11) найденное выражение
(Xj ∧k)∨ (Xj−q) вместо I∗(Xj), j = 2, . . . , n и
k вместо I∗(x). Тогда k0 будет минимальным
корнем уравнения ψ1(k, a∗) = 0, где функ-
ция ψ1(k, a) задана выражением (8). Оста-
лось рассмотреть вырожденный случай: если
ψ1(k, a∗) > 0 на [0, T ), то полагаем k∗ = T . Это
означает, что I∗(X1) = X1 п.н. – страховщик
оплачивает весь ущерб клиента.

Для нахождения уровня a∗ в оптимальном
перестраховании A∗(x) = (x ∧ a∗) ∨ (x − Q),
обратимся к теореме 1. Было показано, что в
задаче оптимизации перестрахования уровень
a∗ = a0 ∧ nT , где a0 является корнем уравне-
ния ψ(a) = 0 с функцией ψ(a), определенной в
(4). В нашем случае при использовании деле-
жа страхования вида Ik(x) = (x ∧ k) ∨ (x− q),

суммарный риск X =
n∑
j=1

Xj заменяется в (4)

на XI
k =

n∑
j=1

Ik(Xj). В результате приходим к

уравнению ψ2(k, a) = 0, где ψ2(k, a) определе-
на в (9). �

Найденные в теореме 2 стратегии I∗ и A∗

применяются, соответственно, к каждому ин-
дивидуальному риску Xj , j = 1, . . . , n и к сум-

марному ущербу X∗ =
n∑
j=1

I∗(Xj), погасить

который обязался перед клиентами страхов-
щик. В этом принципиальное отличие от мо-
дели с выбором индивидуального страхования
и индивидуального перестрахования в [2], где,
как и здесь, принятый страховщиком от кли-
ента риск есть с. в. I∗(Xj), но суммарная до-
ля страховщика после перестрахования равна
n∑
j=1

A∗(I∗(Xj)), в то время как в нашем случае

это A∗(
n∑
j=1

I∗(Xj)). Если выбрать подходящую

аппроксимацию для
n∑
j=1

I∗(Xj) (пусть, для
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определенности, нормальную), то доля стра-
ховщика окажется кусочно-линейным преоб-
разованием A∗(·) от нормальной с.в. В случае
же индивидуального перестрахования, к до-

ле страховщика
n∑
j=1

A∗(I∗(Xj)) непосредствен-

но применяется нормальная аппроксимация.
Замечание 2. Найденные в теореме 2 оп-

тимальные дележи (I∗, A∗) допускают, вооб-
ще говоря, два вырожденных случая: Если
уровень удержания страховщика k∗ > T =
sup suppF тогда, очевидно, I∗(X1) = X1 п.н.,
т. е. страховщик берет ответственность за весь
риск клиента – дележ риска ему не выгоден.
После дележа страхования верхняя грань но-

сителя суммарного риска X∗ =
n∑
j=1

I∗(Xj),

принятого страховщиком, становится равной
nT ∗ = n(T ∧ k∗)∨ (T − q) 6 nT . Если в дележе
перестрахования найденный уровень a∗ ока-
зался не меньше, чем эта граница, а именно,
a∗ > nT ∗, то A∗(X∗) = (X∗ ∧ a∗) ∨ (X∗ −Q) =
X∗ п.н. – страховщик не обращается за пере-
страхованием.

Представляется интересным сравнить оп-
тимальные дележи в случае индивидуально-
го перестрахования, где финальный капитал

страховщика nP −nP 1−
n∑
j=1

A(I(Xj)) с преми-

ей перестраховщику P 1 = (1 + α1)E[I(X1) −
A(I(X1))], и в нашем случае суммарного пе-
рестрахования, где финальный капитал nP −
P1 − A(

n∑
j=1

I(Xj)). Для простоты рассмотрим

модели без дополнительных ограничений, где
допустимыми считаются все дележи, такие
что 0 6 I(x) 6 x и 0 6 A(x) 6 x. Как
было показано в [2], оптимальными дележа-
ми в первом случае будут stop loss стратегии
I∗(x) = x ∧ k∗ и A∗(x) = x ∧ a∗ причем, в
силу неравенства α < α1, всегда выполнено
k∗ 6 a∗. Это означает, что риск страховщика
после перестрахования A∗(I∗(X1)) = I∗(X1)
п.н. — перестрахование не востребовано. Одна-
ко в случае перестрахования суммарного рис-
ка, такой отказ от перестрахования необяза-
тельно имеет место. Из теоремы 2, формально
полагая q = Q = ∞, получаем I∗(x) = x ∧ k∗
и A∗(x) = x ∧ a∗, где k∗ < a∗. Но a∗ – уро-
вень удержания не в индивидуальном пере-
страховании, а в перестраховании суммарно-

го риска X∗ =
n∑
j=1

Xj ∧ k∗, верхняя граница

возможных значений которого равна nk∗. По-
этому для n > 1 возможна ситуация, когда
nk∗ > a∗ и, следовательно, доля страховщи-

ка после перестрахования A∗(X∗) = X∗ ∧ a∗
не совпадает с X∗ – перестрахование оказы-
вается выгодным. Следующее ниже предложе-
ние устанавливает, что такая ситуация имеет
место, когда разница между коэффициентами
нагрузки страховщика и перестраховщика, где
α < α1, "не слишком большая т. е. когда пере-
страхование "не слишком" дорого.

Предложение 1. Для задачи max
I,A

J [I, A] без

дополнительных ограничений в невырожден-
ном случае, когда k∗ < T , существует α′ > α
такой, что для любого α1 ∈ [α, α′) неравенство
nk∗ > a∗ выполняется.

Доказательство: Как следует из доказатель-
ства теоремы 2 (где теперь q = Q = ∞),
уровень k∗ < T является наименьшим кор-
нем уравнения θ(x) = 0, в котором (см. (11))
θ(x) = E ξΣ(I∗(x) + Z), I∗(x) = x ∧ k∗ и

Z =
n∑
2
I∗(Xj). Функцию распределения с.в.

Z обозначим через G(z). Было показано, что
k∗ < KΣ < a∗, гдеKΣ есть точка первого обну-
ления ξΣ(x). С другой стороны, k∗ может быть
также определена как наименьший нуль функ-
ции E ξΣ(x+ Z).

Докажем, что nk∗ > KΣ. Предположим
противное, nk∗ 6 KΣ. Так как I∗(x) = x ∧ k∗,
имем sup{suppG} = (n − 1)k∗ и, по предпо-
ложению, sup{suppG} 6 KΣ − k∗. Как было
отмечено, k∗ – наименьший нуль E ξΣ(x + Z),
поэтому k∗ > KΣ− sup{suppG} > KΣ− (KΣ−
k∗) = k∗. Полученное противоречие доказыва-
ет требуемое неравенство nk∗ > KΣ.

Принимая во внимание то, что по определе-
нию функции ξΣ(x) точка KΣ совпадает с a∗,
если α1 = α, из непрерывности ξΣ(·) получа-
ем существование α′ > α такого, что nk∗ > a∗

при любом α1 ∈ [α, α′). �
Обоснование такого эффекта выгодности

перестрахования именно суммарного риска со-
стоит, как было отмечено выше, в том, что
лучшая стратегия страховщика – это не пе-
рестрахование отдельных рисков, а образова-

ние пула
n∑
j=1

I∗(Xj) из них и затем обращение

за перестрахованием этого суммарного рис-
ка. Отметим в заключение, что в случае, ко-
гда дополнительное ограничение 0 6 A(x) 6
(x − Q)+ наложено на дележи перестрахова-
ния (допустимые I по-прежнему такие, что
0 6 I(x) 6 x), утверждение предложения
1 остается в силе. Доказательство получает-
ся повторением рассуждений в доказательстве
предложения 1. В последнем случае, однако,
сужение множества допустимых дележей A ве-
дет к меньшему, вообще говоря, значению α′
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правой границы интервала [α, α′) значений ко-
эффициента α1 нагрузки перестрахования.

Пример. Рассмотрим задачу нахождения
пары оптимальных дележей (I∗, A∗) в случае
экспоненциальной функции полезности стра-
ховщика u(x) = c−1(1 − exp(−cx)) с задан-
ным коэффициентом неприятия риска c = 0, 1.
Пусть численность группы клиентов n = 15,
распределение F (x) индивидуального ущерба
равномерно на [0, 10], верхние границы рис-
ков q = 7 и Q = 50, коэффициент нагруз-
ки страховщика α = 0, 5. Для моделирова-
ния распределения суммарного риска страхов-

щика
n∑
j=1

I(Xj) мы используем усеченное нор-

мальное распределение, которое довольно ча-
сто применяется в моделях страхования (см.,
например, [1]). Его плотность есть

1{x > 0}
exp(− (x−m)2

2σ2 )∫∞
0 exp(− (x−m)2

2σ2 )dx
.

По теореме 2, оптимальные дележи в зада-
че (7) максимизации полезности страховщика
равны I∗(x) = (x ∧ k∗) ∨ (x − q) и A∗(x) =
(x ∧ a∗) ∨ (x − Q). Уровни k∗ и a∗ определя-
ются из системы двух уравнений: ψ1(k, a) = 0
и ψ2(k, a) = 0 (см. (8)–(9)). В данном случае,
когда u′(x) = e−cx, эти уравнения имеют вид

(1 + α)E exp[cAa(X
I
k)]

−E exp[cAa(k +
n∑
j=2

Ik(Xj))] = 0 (14)

(1 + α1)E exp[cAa(X
I
k)]− exp[ca] = 0, (15)

где Aa(x) = (x ∧ a) ∨ (x − Q), Ik(x) = (x ∧

k) ∨ (x − q), и XI
k =

n∑
j=1

Ik(Xj). По предполо-

жению, случайные величины XI
k и

n∑
j=2

Ik(Xj)

имеют, соответственно, усеченные нормальные
распределения Φtr

m,σ(x) и Φtr
m1,σ1

(x) с парамет-
рами m = nE Ik(X1), σ2 = nV ar Ik(X1), и
m1 = (n− 1)E Ik(X1), σ2

1 = (n− 1)V ar Ik(X1).
Формулы для первых двух моментов Ik(X1) =
(X1 ∧ k) ∨ (X1 − q) легко выводятся:

E Ik(X1) =

∫ k

0
F̄ (x)dx+

∫ ∞
k+q

F̄ (x)dx,

E I2
k(X1) = 2[

∫ k

0
F̄ (x)xdx+

∫ ∞
k+q

F̄ (x)(x−q)dx].

Численное решение уравнений оптимально-
сти (14)–(15) после подстановки равномерного
распределения F (x) дает: при значениях коэф-
фициента нагрузки перестраховщика α1 = 0, 6

и α1 = 2 оптимальные уровни равны, соответ-
ственно, (k∗, a∗) = (3, 446, 12, 011) и (k∗, a∗) =
(1, 149, 52, 175) — удорожание перестрахова-
ния приводит к уменьшению доли страхуемого
риска I∗(Xj) и увеличению риска страховщи-
ка A(X∗) после перестрахования.

Заключение

В статье рассмотрена задача одновре-
менного выбора оптимального дележа рис-
ка между страховщиком и отдельным клиен-
том и оптимального дележа суммарного риска
страховщика между ним и перестраховочной
компанией. В аналитическом виде получены
функции дележа – ими оказались кусочно-
линейные функции специального вида – и най-
дены уравнения для определения параметров
этих дележей. В качестве критерия была ис-
пользована ожидаемая полезность страховщи-
ка. Особое внимание уделено сравнению опти-
мальных вариантов в рамках схем индивиду-
ального и суммарного перестрахования.

Работа выполнена при поддержке РФФИ,
проект 12-01-00078.
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КРИТЕРИЙ ОЦЕНКИ КАЧЕСТВА ОБРАЗОВА-
ТЕЛЬНЫХ МУЛЬТИМЕДИЙНЫХ ПОТОКОВ,
ТРАНСЛИРУЕМЫХ В РЕАЛЬНОМ РЕЖИМЕ
ВРЕМЕНИ
А. Л. Забровский

Петрозаводский государственный университет

В данной статье представлен критерий оценки качества образовательных муль-
тимедийных потоков, транслируемых в реальном режиме времени в IP сети.
Данный критерий используется для определения величины битового потока
(битрейта), удовлетворяющего конечных пользователей.

Ключ е вы е c л о в а: критерий оценки качества, мультимедийный поток, бит-
рейт.

A. L. Zabrovskiy. THE CRITERION OF QUALITY
ASSESSMENT OF EDUCATIONAL MULTIMEDIA
STREAMS TRANSMITTED IN REAL TIME MODE
The criterion of quality assessment of educational multimedia streams transmitted
in real time mode is presented. It gives us information about the ability of each
client to receive a certain multimedia stream (bit rate) within a definite time.

K e y wo r d s: criterion of quality assessment, multimedia stream, bit rate.

Введение

Трансляция образовательных мультиме-
дийных потоков в реальном режиме времени
на сегодняшний день активно используется во
многих университетах мира. Потоковая пере-
дача осуществляется как в локальных сетях
учебных заведений, сетях уровня города, так
и между территориально разделенными обра-
зовательными учреждениями по сети Интер-
нет. Образовательное потоковое видео стано-
вится одним из основных видов дистанционно-
го взаимодействия участников образователь-
ного процесса.

Основным отличием образовательного ви-
део от других типов видео зачастую явля-
ется его относительная статичность сюжета.

Данное видео обычно включает в себя такие
объекты, как изображение выступающего и
информационные слайды. Образовательное
видео должно обеспечивать хорошую чита-
бельность символов и букв, не упускать про-
износимые фразы и слова. Для организации
подобного рода взаимодействия, как трансля-
ция потокового видео, используются следую-
щие три основных компонента: кодер, потоко-
вый сервер и клиент [1].

В свою очередь, во время передачи муль-
тимедиа потоков по сети в режиме реаль-
ного времени (например, трансляций лек-
ций или выступлений с конференций) ме-
диа потоки подвергаются влиянию различ-
ных факторов, которые могут ухудшать каче-
ство воспроизведения на стороне клиента [2].
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Поэтому основная задача, которая стоит пе-
ред администратором системы трансляций, –
это отправка на сервер потоков с выбранны-
ми битовыми скоростями, которые называют-
ся битовый поток или битрейт и определяются
как величина потока данных, передаваемого в
реальном режиме времени. Битрейт выража-
ется в битах в секунду.

На сегодняшний день тестирование спо-
собности удаленных клиентов получить тот
или иной мультимедийный поток либо совсем
не производится, либо происходит по следую-
щему сценарию: удаленные пользователи по-
лучают от администратора ссылку на web-
страницу, где осуществляется тестовая транс-
ляция мультимедийного потока, с каким-то
одним битрейтом. Пользователи могут запу-
стить плеер, посмотреть изображение и сде-
лать самостоятельно вывод о качестве прини-
маемого потока. При этом время, в которое
пользователи заходят на web-страничку, явля-
ется произвольным и не может точно характе-
ризовать состояние загрузки Интернет кана-
ла. То есть, тестирование в данном случае не
может правильно оценить возможности уда-
ленных клиентов получить тот или иной ме-
диа поток в заданное время.

Существует технология динамического пе-
реключения битрейтов медиа потоков, при
возникновении, например, проблемы с сетью
(большая задержка, потери пакетов и др.).
Данная технология поддерживается различ-
ными потоковыми медиа серверами. Недостат-
ком данного метода является то, что адми-
нистратор должен создавать множество пото-
ков с разными битовыми скоростями, при этом
в некоторых случаях мультимедийные потоки
с малыми битовыми скоростями могут быть
неприемлемы для трансляции определенных
мероприятий [3, 4].

В свою очередь, во многих случаях важно
заранее получить достоверную информацию
о возможностях клиентов получить тот или
иной поток, чтобы при необходимости мож-
но было заблаговременно исправить пробле-
мы, вызывающие ухудшения качества муль-
тимедийного потока. Предлагаемый критерий
оценки видеопотока как раз предназначен для
решения задачи определения величины би-
тового потока, удовлетворяющего конечных
пользователей. Предполагается использование
данного критерия оценки в тех случаях, когда
необходимо обеспечить преемлимое качество
передаваемого потока. Программное обеспече-
ние, использующее данный критерий оценки,
может автоматически и заранее предоставить
администратору информацию о способностях

всех клиентов получать те или иные потоки.
Его можно использовать для оценки качества
в технологиях динамического переключения
битрейтов [5].

Описание входных данных

Определение величины потоков в данной
работе основано на анализе параметров, полу-
ченных от плееров удаленных пользователей
[6].

Были выбраны четыре характеристики
Tstart, Fmin, Fdrop, Bmin, которые представле-
ны ниже.
• Tstart – время начала воспроизведения.

Время, при котором первое значение количе-
ства воспроизводимых видеокадров в секунду
больше 24.
• Fmin – минимальное количество кадров

в секунду, которое было зафиксировано в те-
чение воспроизведения мультимедиа потока.
Стандартное значение количества кадров в се-
кунду FPS равняется 25 кадрам в секунду для
оригинального потока, но в некоторых случа-
ях оно может уменьшаться, например, если
процессор компьютера загружен и не успевает
отображать все кадры, соответственно, проис-
ходит потеря кадров.
• Fdrop – максимальный скачок потери кад-

ров, который был зафиксирован в течение вос-
произведения мультимедийного потока.
• Bmin – минимальный размер буфера в се-

кундах, который был зафиксирован в течение
всего воспроизведения мультимедийного пото-
ка.

Возникает задача: можно ли по этим че-
тырем характеристикам определить качество
мультимедийного потока.

Для решения этой задачи было решено ис-
пользовать дискриминантный анализ. На ос-
новании опытных данных требуется найти
функцию

y = G(Tstart, Fmin, Fdrop, Bmin),

которая принимает положительные значения,
когда качество видеопотока хорошее и отрица-
тельные значения в противоположном случае.

Эксперименты

Проводя натурные эксперименты, было по-
лучено всего 15 значений переменных, что
явно недостаточно для построения дискри-
минантной функции, поэтому было приня-
то решение построить систему имитационно-
го моделирования (плеер) для определения ха-
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рактеристик Tstart, Fmin, Fdrop, Bmin. На каче-
ство мультимедийного потока оказывают су-
щественное влияние различные параметры со-
стояния сети, такие как потери пакетов, за-
держки сети и др. Большое значение также
имеет текущее состояние компьютера на сто-
роне клиента.

Разработанный плеер запрограммирован
таким образом, что способен отправлять раз-
личные характеристики состояния воспроиз-
водимого мультимедийного потока (потери ви-
деокадров, уровень буфера и др.) в реаль-
ном режиме времени в удаленную базу данных
(рис. 1).

В табл. 1 представлены шесть влияющих
факторов, воздействие которых было исследо-
вано в ходе проведенных в данной работе экс-
периментов. Третья колонка таблицы указы-
вает на место, в котором происходило эмули-
рование того или иного воздействия на муль-
тимедийный видеопоток.

Представленные в табл. 1 параметры ока-
зывают влияние на значения состояния муль-
тимедийного потока, воспроизводимого плее-
ром, такие как:

• currentFPS – количество воспроизводимых
кадров в секунду;

• videoBufferByteLength – количество байт
видеоданных в буфере плеера;

• droppedFrames – количество отброшенных
кадров. На основе значений состояния муль-
тимедийного потока определялись характери-
стики: Tstart, Fmin, Fdrop, Bmin. То есть:

Tstart = f1(x1, x2, x3, x4, x5, x6);

Fmin = f2(x1, x2, x3, x4, x5, x6);

Fdrop = f3(x1, x2, x3, x4, x5, x6);

Bmin = f4(x1, x2, x3, x4, x5, x6).

На основании проведенных экспериментов
были сформированы две выборки: обучающая
и контрольная. Обучающая выборка включа-
ла данные по 129 экспериментам, а контроль-
ная выборка по 66. Обучающая выборка со-
держит данные, полученные как в реальных
условиях, так и при эмулировании.

В ходе проведения экспериментов произ-
водилась визуальная оценка качества воспро-
изводимого мультимедийного видеопотока на
стороне клиента. Данная оценка отражает
мнение эксперта о качестве мультимедийного
потока и имеет 2 уровня: Good (хорошее каче-
ство) и Bad (плохое качество). Если во время

просмотра потока появлялись какие-либо за-
держки или длительные замирания, качество
потока считалось как “плохое”, в ином случае
“хорошее”. Отрывок исходных данных приве-
ден в табл. 2.

Полученные на обучающей и контрольной
выборке результаты обобщены в табл. 3. Два
первых столбца табл. 3 характеризуют мо-
дельные изменения влияющих факторов.

Количество задержек и их продолжитель-
ность фиксировалась экспериментатором. По-
ток считается хорошего качества (помечается
как “хорошее”), если в течение Texp = 182 се-
кунд не было никаких задержек и остановок
видео. Кроме визуальной оценки осуществ-
лялась автоматическая передача характери-
стик состояния воспроизводимого потока са-
мим плеером в удаленную базу данных каж-
дые две секунды. С учетом того, что про-
должительность эксперимента Texp равна или
чуть больше 182 секунд, то для каждого экс-
перимента была автоматически создана ми-
нимум девяносто одна запись в таблице ба-
зы данных. Также для экспериментов плеер
был запрограммирован таким образом, чтобы
перед началом воспроизведения видеопотока
он накапливал буфер данных Bstart = 10 се-
кунд и затем начинал отображение видеопото-
ка. Если буфер плеера не успевал заполниться
полностью за это время, то время начала вос-
произведения Tstart увеличивалось. Парамет-
ры Fmin, Fdrop, Bmin вычисляются с двадца-
той секунды, после нажатия кнопки проигры-
вания плеера, с интервалом в две секунды.

Для организации трансляций мультиме-
дийных потоков, было установлено и настрое-
но следующее программное обеспечение.

• Кодер: программное обеспечение WireCast
4.1.2

• Потоковый медиа сервер: Adobe Flash Media
Streaming Server 4.0.

• Клиент: браузер Internet Explorer 9.0 с Flash
player 10.3.183 (плеер Strobe Media Playback).

В качестве эмулятора сетевых харак-
теристик применялось программное обес-
печение Wide Area Network Emulator
(WANEM), которое находилось между по-
токовым сервером и клиентом. В качестве
источника сигнала на входе кодера ис-
пользовалось образовательное видео, спе-
циально созданное для экспериментов.
Характеристики образовательного видеофай-
ла представлены в табл. 4.
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Рис. 1. Медиа плеер посылает различные характеристики в удаленную базу данных

Таблица 1. Влияющие параметры

Параметр Название параметра Место воздействия
x1 задержка сеть
x2 потеря пакетов сеть
x3 джиттер сеть
x4 пропускная способность сеть
x5 загрузка процессора компьютер клиента
x6 загрузка оперативной памяти компьютер клиента

Таблица 2. Отрывок таблицы исходных данных

Experiment Bitrate Tstart Fmin Fdrop Bmin Quality
Experiment 40 1500 30 0 2 0 BAD
Experiment 41 100 12 25 0 6,41 GOOD
Experiment 42 100 12 25 0 6,17 GOOD
Experiment 43 100 12 24 0 6,43 GOOD
Experiment 44 100 12 25 0 4,61 GOOD
Experiment 45 100 20 25 0 5,81 GOOD
Experiment 46 200 12 24 0 6,33 GOOD
Experiment 47 200 10 24 0 5,59 GOOD
Experiment 48 200 10 19 0 6,34 BAD
Experiment 49 200 14 0 0 0 BAD
Experiment 50 200 14 0 0 0 BAD
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Таблица 3. Обучающая и контрольная выборки

Условия эксперимента Значения параметров Количество
экспери-
ментов

Число
совпаде-
ний

Обучающая выборка
Идеальные условия — 15 15
Эмуляция потери пакетов 2 %, 4 %, 8 %, 12 %, 16 % 25 25
Эмуляция сетевой задержки 200мс, 400мс, 600мс, 800мс,

1000мс
25 24

Загрузка процессора — 15 15
Загрузка процессора и памя-
ти

— 15 15

Эмуляция сетевой задержки,
потери пакетов и джиттера

Задержка: 60мс. Джиттер: 5%
Потери пакетов: 1–15%

34 34

Контрольная выборка
Эмуляция сетевой задержки
и потери пакетов

Задержка: 50мс, 100мс, 150мс
Потери пакетов: 0 %, 1 %, 2 %, 3 %

60 60

Использование критерия в
реальных условиях

— 6 6

Таблица 4. Характеристики образовательного ви-
деофайла

Параметр Значение
Разрешение 640 х 360
Кодек H.264
Частота ключевых
кадров

5 секунд

Длительность 182 секунды
Количество кад-
ров в секунду

25 кадров

Были проведены эксперименты двух типов:
1. Без каких-либо воздействий на передавае-
мый поток (рис. 2). При проведении данного
типа экспериментов исследовались значения,
которые описывают систему в условиях, мак-
симально приближенных к идеальным услови-
ям. Влиянием параметров x1, x2, x3, x4, x5 и x6
в данном случае можно пренебречь.
2. С эмуляцией различных сетевых воздей-
ствий на поток с помощью программного обес-
печения WANEM. Сюда также включаются
эксперименты по исследованию влияния за-
грузки процессора и памяти на стороне кли-
ента (рис. 3). Именно влияющие факторы
x1, x2, x3, x4, x5 и x6 используются в экспери-
ментах второго типа.

Все эксперименты проводились для пяти
потоков, с разными битовыми скоростями, ко-
торые представлены ниже. При этом макси-
мальная полоса пропускания сетевого канала

для всех экспериментов была ограничена ве-
личиной 2048 Кбит/с.
• 148 Кбит/с (100 Кбит/с видео и 48 Кбит/с
аудио);
• 248 Кбит/с (200 Кбит/с видео и 48 Кбит/с
аудио);
• 548 Кбит/с (500 Кбит/с видео и 48 Кбит/с
аудио);
• 1048 Кбит/с (1000 Кбит/с видео и 48 Кбит/с
аудио);
• 1548 Кбит/с (1500 Кбит/с видео и 48 Кбит/с
аудио).

С математической точки зрения задачу
можно описать следующим образом. Суще-
ствует два класса принадлежности объектов
K1 и K2. Класс K1 содержит объекты хоро-
шего качества, а класс K2 плохого качества.
В качестве дискриминантной функции будем
использовать функцию вот такого вида:

y = G(Tstart, Fmin, Fdrop, Bmin)

=

{
> 0, G(Tstart, Fmin, Fdrop, Bmin) ∈ K1

< 0, G(Tstart, Fmin, Fdrop, Bmin) ∈ K2
;

Функция подбиралась исходя из физиче-
ских соображений исследуемого процесса. Бы-
ло обнаружено, что дискриминантная функ-
ция вида:

y =

(
Fmin·Bmin

Tstart·Fdrop+Tstart+2(25−Fmin)
− 5

)
(1)

обладает требуемым качеством.
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Рис. 2. Воздействия на передаваемый поток отсутствуют

Рис. 3. Эмуляции сетевых воздействий на поток

Константа FPS = 25 означает количество
видеокадров в секунду в оригинальном источ-
нике мультимедийного потока.

С помощью представленной формулы были
оценены 129 экспериментов обучающей выбор-
ки. Полученные значения с помощью данно-
го критерия оценки видеопотока были сравне-
ны с визуальной оценкой качества мультиме-
дийных потоков проведенных экспериментов.
Из 129 экспериментов в 128 сравнение пока-
зало совпадение результатов обоих используе-
мых подходов оценки качества.

Значения предлагаемого критерия, полу-
ченные с помощью экспериментов, принадле-
жат отрезку [-5, 19]. В табл. 3 в четвертом
столбце приведены подробные данные о каче-
стве предлагаемого критерия.

В свою очередь, из числителя данной фор-
мулы видно, что если одно из значений Fmin

или Bmin принимают значение, равное ну-
лю, то функция принимает значение, равное
-5, что означает плохое качество потока. Это
можно объяснить тем, что чем меньше ми-
нимальный размер буфера плеера Bmin, тем
больше вероятность того, что будет ухудшение
качества, то же самое касается и минимально-
го количества кадров Fmin, воспроизводимого
в секунду плеером. Если загрузка процессора
или памяти на приемном оборудовании име-
ют значения, близкие к максимальным вели-
чинам, то неизбежно будут возникать потери
кадров при декодировании, а, как следствие,

уменьшение качества воспроизводимого муль-
тимедийного потока.

В знаменатель формулы входят три пара-
метра: Tstart, Fdrop и Fmin, которые влияют
на результирующее значение формулы в раз-
ной степени. Чем больше значения параметров
Tstart и Fdrop, тем больше вероятность ухудше-
ния мультимедийного потока.

Один эксперимент из 129, оцененный с по-
мощью созданного критерия, в ходе обучаю-
щей выборки был определен как плохой, а
визуальная оценка показала, что данный по-
ток имеет хорошее качество. В то же время
в данном эксперименте наблюдается значение
Fdrop = 12, поэтому можно предположить, что
ухудшение потока было пропущено экспери-
ментатором в ходе проведения эксперимента.

В свою очередь, в ходе проведения 66 экс-
периментов контрольной выборки результаты,
полученные с помощью критерия оценки, сов-
пали с визуальным наблюдением.

Выводы

Разработан критерий оценки качества
образовательных мультимедийных потоков,
транслируемых в реальном режиме времени в
IP сети.

Разработано программное обеспечение для
проведения и отображения результатов экспе-
риментов, использующее предложенный кри-
терий оценки качества. Проведены тестовые
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расчеты (контрольная выборка), которые под-
твердили адекватность выбранного критерия
оценки.

Полученные результаты и созданное экс-
периментальное программное обеспечение в
дальнейшем будут использованы для созда-
ния автоматизированной системы тестирова-
ния удаленных пользователей. Предложенный
критерий оценки можно использовать в реа-
лизации алгоритмов динамического переклю-
чения битрейтов.

Литература

1. Austerberry D. The Technology of Video and
Audio Streaming. Burlington, Oxford: Elsevier,
2005. P. 134–144.

2. Lervold M. G., Xing L., Perkis A.
[Электронный ресурс.] Режим доступа:
http://enpub.fulton.asu.edu/resp/vpqm/vpqm10/
Proceedings_VPQM2010/vpqm_p34.pdf
3. Jan L Ozer. Video Compression for Flash,
Apple Devices and HTML5., Doceo Publishing, Inc.
2011. P. 115–140.
4. David Hassoun. 2010. [Электронный ресурс.]
Режим доступа: http://www.adobe.com/devnet/
adobe-media-server/articles/dynstream_advanced
_pt1.html
5. Abhinav Kapoor. 2009. [Электронный ресурс.]
Режим доступа: http://www.adobe.com/devnet/
adobe-media-server/articles/dynstream_live.html
6. Abhinav Kapoor. 2009. [Электронный ресурс.]
Режим доступа: http://www.adobe.com/devnet/
adobe-media-server/articles/dynstream
_actionscript.html

СВЕДЕНИЯ ОБ АВТОРE:
Забровский Анатолий Леонидович
аспирант, ведущий программист
Петрозаводский государственный университет
пр. Ленина, 33, Петрозаводск, Республика Карелия,
Россия, 185910
эл. почта: z_anatoliy@petrsu.ru
тел.: (8142) 711069

Zabrovskiy, Anatoliy
Petrozavodsk State University
33 Lenina St., Petrozavodsk, Karelia, Russia, 185910
e-mail: z_anatoliy@petrsu.ru
tel.: (8142) 711069



Труды Карельского научного центра РАН
№ 1. 2013. С. 33–37

УДК 519.6:539.2

MОДЕЛЬ ТЕРМОДЕСОРБЦИИ ВОДОРОДА
ИЗ МЕТАЛЛООРГАНИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЫ
Ю. В. Заика
Институт прикладных математических исследований
Карельского научного центра РАН

Рассматривается дегазация методом термодесорбции (ТДС) металлоорганиче-
ского образца, предварительно насыщенного водородом. Система мелких пор
является каналом переноса, крупные поры играют роль ловушек с обратимым
захватом. Представлена математическая модель ТДС-эксперимента.

Ключ е вы е c л о в а: водородопроницаемость, моделирование, краевые задачи.

Yu. V. Zaika. MODEL OF HYDROGEN THERMO-
DESORPTION FROM METAL-ORGANIC FRAMEWORKS

Degassing by the method of thermal desorption (TDS) of an organometallic sample
pre-saturated with hydrogen is considered. The system of small pores is the
channel for migration, and large pores act as traps with reversible capture. The
mathematical model of the TDS-experiment is presented.

K e y wo r d s: hydrogen permeability, modeling, boundary-value problems.

Введение

Исследования в области водородного ма-
териаловедения инициированы прежде все-
го перспективами водородной энергетики.
Рассмотрим прикладную задачу, связан-
ную с проблемой накопления и хранения
водорода. Одними из перспективных ма-
териалов в этом отношении являются ме-
таллоорганические структуры (metal-organic
frameworks, MOF)[4, 1, 3], имеющие пористую
структуру. В [2] представлена модель пе-
реноса водорода в пористом материале. В
качестве приложения рассмотрена водоро-
допроницаемость пористого вольфрама. По-
ры считаются настолько большими, что на-
капливающийся в них водород является

газообразным и приходится оперировать па-
раметром давления H2 в порах. В MOF ха-
рактерные размеры пор в диаметре значи-
тельно меньше (исчисляются ангстремами —
AA), что требует корректировки модели.
Приведем подходящую математическую мо-
дель для конкретного эксперимента: по-
сле предварительного насыщения водо-
родом материал дегазируется методом
термодесорбции. Канал переноса (диф-
фузии) молекул H2 — система мелких
пор, соизмеримых с размерами молекулы.
Большие поры изолированы в том смысле,
что молекула H2 не может попасть сразу
из одной большой поры в другую. Поэтому
систему больших пор считаем ловушками-
накопителями. Вместе с тем, они относительно
малы (несколько десятков Å в диаметре).
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Образец является двухслойной пласти-
ной из подложки и исследуемого материала.
Образец насыщается водородом при комнат-
ной температуре и медленно охлаждается до
криогенной температуры. После установления
равновесия происходит в режиме вакуумиро-
вания медленный нагрев со стороны подлож-
ки, с помощью масс-спектрометра регистриру-
ется выходной десорбционный поток водорода.

Математическая модель

Пренебрегаем торцами и считаем подложку
практически непроницаемой для молекул H2

со стороны слоя MOF. Обозначим через S пло-
щадь одной стороны поверхности. По толщине
слоя MOF выделим отрезок [x, x + dx] и рас-
смотрим элемент объема dV = Sdx. В даль-
нейшем по контексту под S, V понимаем как
сами геометрические фигуры, так и численные
значения их площади и объема. Введем обо-
значения, следуя [2]: np — концентрация боль-
ших пор, [np] = 1/cm3; Vp — объем поры; Sp —
ее площадь поверхности. В силу регулярности
структуры MOF эти величины являются кон-
стантами в образце. Тогда npVp — объем пор в
единичном кубике, т. е. численно это объемная
доля пор в материале. Эта безразмерная вели-
чина называется пористостью. Обозначим ее
η = npVp. Величина npSp имеет смысл общей
поверхности пор в единице объема. Эту объ-
емную плотность поверхности обозначим S̃.

Перейдем к уравнениям материального ба-
ланса. Объем dV разбивается на две части:
ηdV — объем пор, (1−η)dV — объем, в котором
осуществляется диффузионный перенос (си-
стема мелких пор). Обозначим через J+

p плот-
ность потока молекул H2 из поры: столько мо-
лекул пересекает единичную площадку сфе-
ры большой поры изнутри в единицу времени.
Аналогично определяем величину J−

p — это
плотность встречного потока диффундирую-
щего водорода, попавшего в пору-накопитель.
Через c(t, x) обозначим концентрацию диф-
фундирующегоH2 в системе мелких пор (в ка-
нале переноса) в момент времени t на глубине
x по толщине слоя MOF.

Далее в выкладках опускаем бесконечно
малые o(∆t), o(∆x) в силу последующего пре-
дельного перехода ∆t → 0, ∆x → 0. Запи-
шем изменение количества молекул H2 в объ-

еме (1− η)dV в единицу времени (скорость):

(1−η)dV∆c/∆t→ ∂tc(t, x)(1−η)dV
(
∆t→ 0

)
.

Найдем выражение этой величины через ба-
ланс потоков. Площадь плоского сечения рав-
на S. Саму геометрическую фигуру и ее
площадь для простоты обозначаем одним
символом. Сечение делится на две части: Sd —
через эту площадь идет диффузия, (S−Sd) —
общая площадь кругов, являющихся сечени-
ями крупных пор. Для численного значения
Sd имеем Sd = (1 − η)dV/dx = (1 − η)S. Че-
рез плоское сечение с координатой x (по тол-
щине слоя MOF) входит диффузионный по-
ток H2 плотности −(D∂c/∂x)|x, а через сече-
ние x + ∆x выходной поток имеет плотность
−(D∂c/∂x)|x+∆x. Умножив упомянутые плот-
ности на Sd, получим потоки H2 по каналу
мелких пор сквозь сечения x и x + ∆x. Раз-
ность −D∂c/∂x|xSd−(−D∂c/∂x|x+∆x)Sd опре-
деляет изменение количества молекул H2 в
объеме dV в единицу времени за счет диффу-
зии. Кроме того, молекулы водорода попада-
ют в диффузионный канал переноса из боль-
ших пор и захватываются обратно из кана-
ла мелких пор. Дисбаланс этих двух встреч-
ных потоков равен (J+

p − J−
p )SpnpSdx. Здесь

npSdx — общее количество больших пор в объ-
еме dV = Sdx, так что SpnpSdx = S̃dV — это
общая поверхность больших пор в объеме dV .
Для MOF S̃ � 1.

Составляем баланс молекулH2 в объеме ка-
нала диффузии (1− η)dV = (1− η)Sdx
(с учетом ∆t = dt→ 0, ∆x = dx→ 0):

∂c

∂t
Sddx =

∂c

∂t
(t, x)(1− η)dV =

=

[(
D
∂c

∂x

)∣∣∣
x+∆x

−
(
D
∂c

∂x

)∣∣∣
x

]
Sd+

+
(
J+
p − J−

p

) S̃︷ ︸︸ ︷
Spnp ·

dV︷︸︸︷
Sdx .

Подставим Sd = (1−η)S, поделим на dV = Sdx

и устремим dx к нулю: S̃ ≡ npSp,

(1− η)
∂c

∂t
= (1− η)

∂

∂x

(
D
∂c

∂x

)
+
(
J+
p − J−

p

)
S̃.

Поделив дополнительно на величину (1 − η),
окончательно получаем: T =T (t, x),

∂c

∂t
=

∂

∂x

(
D(T )

∂c

∂x

)
+
(
J+
p − J−

p

) S̃

1− η
.
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Для определенности зависимость «физико-
химических» коэффициентов модели от тем-
пературы T считаем аррениусовской. В част-
ности, в приведенном уравнении D(T ) =
D0 exp{−ED/[RT ]}, где ED — энергия актива-
ции, R — универсальная газовая постоянная.

Аналогично составляем материальный ба-
ланс для объема ηdV , занятого большими по-
рами (w – концентрация H2 в них):

η
∂w

∂t
= −

(
J+
p − J−

p

)
S̃ ⇒ ∂w

∂t
= −

(
J+
p − J−

p

) S̃
η
.

В качестве модели плотностей потоков J±
p

сквозь поверхность больших пор примем

J+
p = k+(T )w(t, x)

[
1− c(t, x)c−1

max

]
,

J−
p = k−(T )c(t, x)

[
1− w(t, x)w−1

max

]
.

Величина θ+ = c/cmax имеет смысл степе-
ни насыщения канала диффузии. Чем больше
концентрация в больших порах и меньше сте-
пень насыщения малых пор, тем больше плот-
ность выходного потока молекул H2 из поры-
ловушки в канал диффузии. Соответствую-
щий коэффициент пропорциональности k+ за-
висит от текущей температурыT . Аналогично
интерпретируется выражение J−

p для плотно-
сти встречного потока в поры-накопители.

Подчеркнем, что в уравнения переноса вхо-
дит не только пористость материала η, но и
объемная плотность поверхности больших пор
S̃. При одной и той же пористости величина
S̃ для MOF может варьироваться в широких
пределах. Перенос тепла диффундирующими
молекулами (эффект Дюфо) и термодиффу-
зию (эффект Соре) считаем второстепенными.

Перейдем к граничным условиям. Под-
ложка практически непроницаема со стороны
MOF: ∂xc(t, 0) = 0, t > 0. Значение x = 0 со-
ответствует началу слоя MOF, t = 0 — нача-
лу нагрева образца в вакууме. Выходная сто-
рона слоя MOF обращена в вакуум и вслед-
ствие пористости материала имеет изрезан-
ный вид. Можно ввести параметр σ шерохо-
ватости поверхности [2], равный отношению
«истинной» площади поверхности к геомет-
рической. Но численно значение σ оценить
трудно. Поступим по-другому. Выделим тон-
кий приповерхностный слой толщины `, ко-
торый в силу изрезанности существенно от-
личается по физико-химическим свойствам от

регулярных внутренних слоев общей толщи-
ны L (` � L). Кроме того, в процессе изго-
товления материала, подготовки и проведения
эксперимента неизбежно появление микропри-
месей и окислов на поверхности. Фактически
этот слой является несколько иным материа-
лом по сравнению с объемным. Внешний слой
обладает накопительным потенциалом: моле-
кула H2 имеет дополнительную возможность
зацепиться за неровности поверхности. Рас-
смотрим сечение x = L. Площадь этого се-
чения равна S. Из объема подходит диффу-
зионный поток −SdD(T )∂xc|L. Молекулы H2

могут не сразу десорбироваться, а предвари-
тельно «растекаться» в поперечном направле-
нии. Таким образом, десорбция в вакуум идет
«сквозь окно» площади S. Выделенный ирре-
гулярный внешний слой настолько мал, что в
его пределах объемная концентрация молекул
водорода практически не меняется по толщине
x ∈ [L,L + `]. Обозначим ее c`(t). Посколь-
ку имеем дело с физической адсорбцией (аб-
сорбцией в `-слой), то плотность потока де-
сорбции моделируем реакцией первого поряд-
ка: b(T )c`(t). Эффективный коэффициент де-
сорбции b имеет размерность скорости (cm/s).
Дисбаланс потоков определяет изменение кон-
центрации в приповерхностном слое:

S`ċ`(t) = −SdD(T )∂xc(t, L)− Sb(T )c`(t).

Остается поделить на S и заменить отноше-
ние Sd/S на (1 − η). В [2] в аналогичной си-
туации (но в больших порах-полостях нахо-
дится газ) принято c`(t) = c(t, L), что при
` � 1 соответствует относительно малой по-
верхностной концентрации q(t) = `c`(t). Мож-
но расширить возможности модели, полагая
c`(t) = h(T )c(t, L) и допуская h � 1: к диф-
фундирующему водороду добавляется водо-
род из открытых приповерхностных пор. Обо-
значая `h = 1/g, формально приходим к дина-
мическому граничному условию, аналогично-
му условиям баланса потоков

c0(t) = g(T )q0(t), c`(t) = g(T )q`(t),

q̇0(t) = µs(T )p0(t)− b(T )q2
0(t) +D(T )cx(t, 0) ,

q̇`(t) = µs(T )p`(t)− b(T )q2
` (t)−D(T )cx(t, `)

для экспериментального метода проницаемо-
сти H сквозь пластину толщины ` (µ — ки-
нетический коэффициент, s — коэффициент
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прилипания, p — давление газообразного во-
дорода). Такая форма пригодна и в ситуа-
ции, когда поверхностная концентрация боль-
ше объемной (при относительно низких тем-
пературах). В любом случае вместе с началь-
ными условиями краевые задачи приобретают
замкнутый вид. Если накопительный эффект
пренебрежимо мал, то полагаем левую часть,
равной нулю, и получаем граничное условие
(η − 1)D∂xc(t, L) = bc(t, L): сколько молекул
H2 диффузионно подошло к выходной поверх-
ности, столько и десорбировалось за едини-
цу времени. Можно подразумевать, что в эф-
фективный коэффициент десорбции b «вклю-
чены» как параметр h, так и шероховатость
выходной поверхности.

Кратко остановимся на начальных усло-
виях. В режиме насыщения образца следует
учесть наличие внешнего давления газа (H2):

`ċ`(t) = µs(T )p(t)−

− (1− η)D(T )∂xc(t, L)− b(T )c`(t).

При начальной температуре T = T экспери-
мента установилось равновесие, поэтому все
производные равны нулю: µsp̄ = bc̄`. В объ-
еме получаем: c̄g = c̄`,

J+
p = J−

p ⇒ k+w̄
[
1− c̄c−1

max

]
= k−c̄

[
1− w̄w−1

max

]
.

Модель позволяет однозначно определить на-
чальные данные по цепочке p̄ → c̄` → c̄ → w̄.
Как оценить значения cmax, wmax? Рассмот-
рим единичный кубик с максимальным насы-
щением. Количество молекул H2 в нем равно
A = ηwmax + [1 − η]cmax. Учтем соотношения
η = npVp = np4πr

3/3 = npSpr/3 = S̃r/3, где
np — количество пор в единичном кубике, r —
радиус большой поры, Sp – площадь ее поверх-
ности, Vp — объем, S̃ = npSp — объемная плот-
ность общей поверхности больших пор. Тогда

A = wmaxS̃r/3 + cmax − cmaxS̃r/3 =

= cmax + S̃[wmax − cmax]r/3.

Зафиксируем параметр S̃ и будем менять r в
физически реальном диапазоне. Если умень-
шить r, то, чтобы сохранить значение S̃, нуж-
но соответствующим образом увеличить коли-
чество пор. Кроме того, в более мелких порах
молекуле легче удержаться, так что имеется
тенденция увеличения wmax с уменьшением r.
Но тогда коэффициент r[wmax − cmax] при S̃

имеет тенденцию к стабилизации, слабой за-
висимости от r. Практически линейная зави-
симость A = k1S̃ + k2 (ki = const) при варьи-
ровании S̃ обнаружена экспериментально [3].
Тогда k2 = cmax, (k1, A) ↔ (wmax, r). Мож-
но ограничиться некоторыми средними значе-
ниями c̃max, w̃max или грубыми оценками по
результатам полной дегазации с учетом то-
го, что из геометрических соображений коли-
чество малых шаров (молекул H2) по объе-
му в большой поре радиуса r не должно пре-
высить 4πr3/3. Если в условиях эксперимен-
та c � cmax, w � wmax, что согласуется с
D 6= D(c), то исключаем параметры cmax, wmax

из модели: c/cmax ≈ 0, w/wmax ≈ 0.

Теплопередача в металлоорганических кар-
касах происходит значительно быстрее диф-
фузии. Поэтому вместо распределенного урав-
нения теплопроводности целесообразно опери-
ровать квазистационарами. Если в уравнении
теплопроводности ν∂tT = λ∂xxT считать из-
менения по времени медленными, то в отно-
сительном масштабе получаем ∂tT ≈ 0 и ли-
нейную зависимость T = αx + β. С течени-
ем времени квазистационар перестраивается:
T (t, x) = α(t)x + β(t). На границе слоев два
линейных квазистационара стыкуются с изло-
мом из-за различных коэффициентов тепло-
проводности. Температура эксперимента низ-
ка, так что тепловым излучением в вакуум,
по-видимому, можно пренебречь. Дальнейшая
детализация зависит от набора теплофизиче-
ских измерений в эксперименте. Для достаточ-
но тонкого образца для начала можно при-
нять, что прогрев равномерный.

Изложенное следует воспринимать лишь
как один из вариантов модели. Различных
MOF синтезировано уже более тысячи и го-
ворить о достаточно общей модели не прихо-
дится. Приведем одну из модификаций пред-
ставленной модели с учетом необходимости ре-
шать обратную задачу параметрической иден-
тификации. Это приводит к необходимости
учета лимитирующих факторов минималь-
ным набором неизвестных априори парамет-
ров. Коэффициенты имеют смысл обобщен-
ных (интегральных, эффективных) показате-
лей переноса водорода в слое MOF. В част-
ности, диффузию не разделяем на молеку-
лярную и кнудсеновскую, считая D = Deff .
Рассмотрим MOF со следующими свойствами.
Имеется две системы пор: большие (∼ 10Å)
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и малые (∼ 5Å). Грубо диаметр молекулы
водорода ∼ 3Å. Система больших пор вза-
имосвязана и является каналом диффузион-
ного переноса (диффузионного в формальном
«фиковском» смысле: поток пропорционален
градиенту концентрации). Большие поры име-
ют кубическую форму, малые являются «тре-
угольными карманами» в вершинах куба. Гео-
метрическая и химическая структура каркаса
малых пор позволяет считать их ловушками
водорода. В «щели» при наличии ионов метал-
ла молекула H2 связана с каркасом значитель-
но сильнее, чем в большой поре. Пор огром-
ное число, так что для анализа макропереноса
следует ввести подходящие макропараметры.
Ограничимся лишь двумя геометрическим ха-
рактеристиками: пористость η и удельная по-
верхность S̃

(
[·] = cm2/cm3 = 1/cm

)
. Общий

баланс подкачки водорода из ловушек в про-
цессе равномерного монотонного (обычно ли-
нейного) нагреваT =T (t) моделируем соотно-
шением J+

p − J−
p = a(T )w(t) ([a] = cm/s), где

w(t) — концентрация в объеме малых пор. Из
материального баланса получаем:

(1− η)
∂c

∂t
= (1− η)D(T )

∂2c

∂x2
+ a(T )w(t)S̃,

η dw/dt = −a(T )w(t)S̃.

После интегрирования второго линейного
обыкновенного уравнения получаем одно диф-
ференциальное уравнение для c(t, x). На-
чальное насыщение по постановке ТДС-
равномерно: c(0, x) = c̄, w(0) = w̄, x ∈ [0, L].
Пренебрегая накоплением на выходе, прини-

маем граничные условия

∂xc(t, 0) = 0, (η − 1)D∂xc(t, L) = bc(t, L).

Ловушки, обращенные в вакуум (x = L), опу-
стошились при t < t0 � 1. Неизвестные зна-
чения D0, ED, a0, Ea, b0, Eb оцениваются по
плотности десорбции J(t) = b(T (t))c(t, L), ча-
сто известной лишь в относительных единицах
(J/Jmax). Для первого приближения (оценка
значений D0, ED, ā) можно принять

a = 0, T < Tcrit, a = ā > 0, T > Tcrit,

c(t, L) = 0, J = (η − 1)D∂xc(t, L).

При необходимости нетрудно учесть в фор-
ме ловушки определенной емкости накопление
водорода на границе с подложкой.
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МОДЕЛЬ РЕГУЛИРОВАНИЯ ЭКОНОМИКИ
САНКТ-ПЕТЕРБУРГА ЗА СЧЕТ
ИНВЕСТИЦИОННОГО ПОТОКА

К. А. Замураев, А. В. Прасолов

Санкт-Петербургский государственный университет

В работе строится модель управления инвестициями в основной капитал с це-
лью достижения определенных уровней оборота предприятий. Моделирование
процесса производится с использованием статистических данных по Санкт-
Петербургу в предположении, что инвестиции в основной капитал и оборот
организаций образуют регрессионную зависимость и одновременно с этим име-
ют эндогенную природу. Параметры модели определяются с помощью МНК.
Учитывается инфляционная составляющая статистических данных, предлага-
ется экономически интерпретируемая схема сглаживания, строится прогноз ин-
вестиций и сравнивается с реальными данными.

Ключ е вы е c л о в а: оборот организаций, инвестиции в основной капитал,
эндогенные параметры, регрессионная модель, управление инвестициями.

K. A. Zamuraev, A. V. Prasolov. MODEL OF REGULATING
THE ST. PETERSBURG ECONOMY BY THE INVESTMENT
FLOW
A model of managing investments into fixed capital in order to reach certain levels
of company turnover is considered. The process is modeled with the assumption
that investments into fixed capital and the company turnover are related by a
regression function, simultaneously having endogenous nature. The model is based
on statistical data from St. Petersburg. The model parameters are found using OLS.
The inflationary component is taken into account, a special smoothing scheme for
statistical data is suggested, the investment forecast is compared with actual data.

K e y wo r d s: company turnover, investments into fixed capital, endogenous
parameters, regression model, investment management.

Введение

Одной из важнейших задач, решение кото-
рых важно для развития субъектов Россий-
ской Федерации, является ведение оправдан-
ной и эффективной инвестиционной политики
региона. В частности, одной из подзадач яв-
ляется достижение определенных уровней раз-
вития экономики, промышленности, отраслей.

Основное средство достижения этих целей –
эффективное управление инвестициями.

В данной статье представлена модель оцен-
ки объемов инвестиций, требуемых для дости-
жения определенных уровней оборота пред-
приятий города.

В основе модели рассматривается регрес-
сионная связь оборота с инвестициями в ос-
новной капитал. Для оборота делается пред-
положение о его эндогенной природе, а
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относительно значений инвестиций предпола-
гаем, что они образуют авторегрессию.

Применение нового подхода к управлению
инвестициями рассматривается на статисти-
ческих данных оборота организаций1 Санкт-
Петербурга и инвестиций в основной капи-
тал2, параметров, сбором которых занимается
территориальный орган Федеральной служ-
бы государственной статистики по Санкт-
Петербургу и Ленинградской области (Петро-
стат). Кроме того, учитывается инфляционное
влияние на рассматриваемые параметры, так-
же для более адекватного прогнозирования,
при построении модели практического приме-
ра предлагается схема сглаживания данных.

Исследованию значимости влияния инве-
стиционных процессов на изменение роста эко-
номики уделяется достаточное внимание уже
несколько десятилетий. Так, в работах Робер-
та Солоу [7] и Роберта Лукаса [6] рассматри-
ваются неоклассические модели эндогенного
экономического роста, в которых с использо-
ванием производственных функций определе-
на связь чистых инвестиций с общим объемом
производства.

Кроме того, известны модели, в которых
значения инвестиций образуют авторегрес-
сию, несколько из них представлено в книге
Э. Берндта [1].

В свою очередь, в данной статье одновре-
менно учитываются оба вышеизложенных эле-
мента. Как уже отмечалось ранее, строится
модель взаимосвязи оборота организаций ре-
гиона и инвестиций в основной капитал, с
предположением об эндогенной природе обо-
рота и авторегрессии инвестиций.

Еще одним нововведением статьи являет-
ся управляющая составляющая в модели вза-
имодействия оборота и инвестиций. Сама идея
ввода параметра, за счет которого можно про-
изводить регулирование экономического ро-
ста, не нова, например, в статье Томаса Сар-
джента и Нила Уоллеса [8], авторы рассмат-
ривают пример стохастического уравнения
регулирования ВНП, кстати, который имеет
эндогенную природу, за счет изменения объ-
емов денежной массы, однако основной упор
в их работе делается на исследовании опти-
мального уровня ВНП. В данной статье рас-

сматривается предположение о том, что регу-
лирующий параметр является обособленным
показателем, для которого есть собственные
статистические данные, но который входит в
систему с коэффициентом, определенным для
текущего значения оборота.

Для предложенной в статье модели рас-
сматривается пример, опирающийся на ре-
альные данные оборота организаций Санкт-
Петербурга и инвестициях в основной капи-
тал. Исследование взаимосвязи инвестиций в
основной капитал и индекса развития регио-
нов Российской Федерации уже делались, на-
пример, в статьях Ю. А. Шипунова [5] и
А. С. Коротченко [2], авторами приводятся ре-
грессионные модели связи индекса ВРП и ин-
декса инвестиций федеральных округов Рос-
сийской Федерации, однако, их модели имеют
простой вид и не содержат предположений о
эндогенности роста оборота, авторегрессион-
ных инвестициях, управляющего параметра.

Описание модели

Поставим перед собой задачу оценки ин-
вестиций в основной капитал, которые бу-
дут способствовать достижению определен-
ных уровней оборота в течение последующего
периода времени.

Обозначим за xk статистические данные
оборота организаций (в момент k), символом
uk объем инвестиций в основной капитал (в
момент k), предположим, что нам известны
m значений обоих параметров и требуется по-
строить прогноз uk+1.

Как уже отмечалось ранее, сделаем предпо-
ложение о регрессионной зависимости оборота
организаций и инвестиций в основной капитал,
примем также, что текущее значение оборо-
та и инвестиций зависят от некоторого набора
своих предыдущих значений, например от n
параметров.

Кроме того, для более точного прогнози-
рования экономических параметров необходи-
мо учесть инфляционную составляющую. Для
этого необходимо подготовить данные – при-
вести их к определенному заданному уровню,
извлекая накапливающуюся инфляцию. Вели-
чина накопленной инфляции определяется по

1Оборот организаций – это стоимость отгруженных товаров собственного производства, выполненных соб-
ственными силами работ и услуг, а также выручка от продажи приобретенных на стороне товаров (без налога
на добавленную стоимость, акцизов и других аналогичных обязательных платежей). Экономический доклад
«Социально-экономическое положение Санкт-Петербурга и Ленинградской области в январе-ноябре 2011 года»
Петростат, 2011 г.

2Инвестиции в основной капитал – это совокупность затрат на новое строительство, расширение, а также
реконструкцию и модернизацию объектов, которые приводят к увеличению первоначальной стоимости объекта,
на приобретение машин, оборудования, транспортных средств, на формирование основного стада, многолетние
насаждения и т. д. Экономический доклад «Социально-экономическое положение Санкт-Петербурга и Ленин-
градской области в январе-ноябре 2011 года» Петростат, 2011 г.
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формуле (1).

Zi =

i∑
j=1

Zj , j 6 i, (1)

где Z – параметр, характеризующий инфля-
ционный процесс, а j = 1 – начало отсчета
накопления инфляции.

Формула приведения параметров xk и uk к
очищенной от инфляции форме имеет вид:

ϕi−Z = ϕi −
ϕiZi

100%
, (2)

где ϕi,ϕi−Z – значение временного ряда (xk
или uk) с инфляционной составляющей Z(ϕi)
и без неe (ϕi−z), соответственно.

Сформулируем общий вид новой модели (3)
вычисления объемов инвестиций, требуемых
для достижения определенных значений обо-
рота организаций (3).

uk+1 = ak+1x̃k+1 +

k∑
i=k−n

aixi +

k∑
j=k−n

bjuj , (3)

где k = n+ 1,m. Здесь параметр (x̃k+1) – это
плановые значения оборота, достижение кото-
рых возможно за счет привлечения объемов
инвестиций uk+1.

Коэффициенты ai,bj из (3) принимаются
равными коэффициентам из уравнения (4), ко-
торые в свою очередь находятся методом наи-
меньших квадратов по известным значениям
xk и uk

uk+1 =

k+1∑
i=k−n

aixi +

k∑
j=k−n

bjuj , (4)

где k = n+ 1,m.

А расчетные значения xi определяются по
формуле, где коэффициенты αi,βj определя-
ются методом наименьших квадратов по из-
вестным значениям xk и uk [3]

xk+1 =

k∑
i=k−n

αixi +

k∑
j=k−n

βjuj , (5)

где k = n+ 1,m.

Правило принятия решения

Строя прогноз значений инвестиций в мо-
мент k + 1, т. е. uk+1, мы не знаем значение
xk+1, но имеем цель – достичь оборота, равно-
го (xk+1), который будем использовать в мо-
дели.

Модель (3)–(5), используя статистические
данные параметров xk и uk, модель вычисляет
объемы инвестиций uk+1, которые будут спо-
собствовать достижению уровней оборота ор-
ганизаций x̃k+1. Таким образом, при построе-
нии модели мы учитываем значение оборота,
которое хотели бы достигнуть, тем самым вво-
дим управляемую составляющую. При этом
модель вычисляет получаемый за счет инве-
стиций uk+1 оборот организаций xk+1. Причем
значения x̃k+1 и xk+1 не равны из-за случай-
ных составляющих параметров xk и uk (εi) для
i = 1,m, а равенство x̃k+1 и xk+1 наступило бы
при εi = 0 для i = 1,m.

После построения прогноза необходимо
учесть для него инфляцию, для этого восполь-
зуемся формулой:

ϕi+Z =
100%ϕi−Z

100%
, (6)

где ϕi+Z – i-ое прогнозное значение временно-
го ряда (xk или uk) с возвращенной инфляци-
онной составляющей.

Практическая реализация модели:
обработка фактических данных

Приведем численный пример. Рассмот-
рим помесячные данные оборота организаций
Санкт-Петербурга, а также объем инвестиций
в основной капитал в период с января 2005 г.
и по декабрь 2010 г. (рис. 1).

 

Рис. 1. Оборот организаций (в действующих це-
нах) и инвестиции в основной капитал, в млн руб.
за текущий месяц

Для реальных данных экономических па-
раметров естественно наличие инфляционной
составляющей. Удобнее работать с "чистыми"
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данными, без инфляции, так как в таком слу-
чае прослеживается реальное изменение пара-
метра во времени, не искаженное влиянием ин-
фляционных процессов.

Для "очищения" данных от инфляции бу-
дем использовать Индекс потребительских цен
(далее – ИПЦ), величину, характеризующую
эти процессы. Для этого рассмотрим данные
ИПЦ в Санкт-Петербурге, определенные Пет-
ростатом в период с января 2005 г. по декабрь
2010 г. и представленные в процентах за теку-
щий месяц.

Вспоминая формулу (1), выберем базовый
месяц (декабрь 2004 г.) и вычислим для каж-
дого последующего месяца накопленное значе-
ние ИПЦ:

CPIi =

i∑
j=1

CPIj , j 6 i. (7)

Далее применим формулу (2) к значениям обо-
рота и инвестиций:

ϕi−CPI = ϕi −
ϕiCPIi
100%

, (8)

где ϕi,ϕi−CPI – значение оборота или инвести-
ций с ИПЦ и без ИПЦ соответственно.

Получим значения рядов без ИПЦ для обо-
рота организации и инвестиций (рис. 2).

 

Рис. 2. Оборот организаций и инвестиции в основ-
ной капитал, в млн руб. за текущий месяц, с ис-
ключенной инфляционной составляющей

На рис. 2 видно, что ежегодная тенденция
динамики оборота организаций имеет следую-
щую особенность: каждый январь происходит
сильное падение по сравнению со значениями
за предыдущий год, далее оборот начинает по-
ступательно расти, а затем в декабрь месяц
происходит резкий рост, образуются декабрь-
ские пики. Сложившаяся ситуация, возможно,
объясняется тем, что в январе в связи с про-
должительными выходными меньшее по срав-
нению с другими месяцами количество рабо-
чих дней (примерно 2/3 от среднего количе-
ства), и, следовательно, значения оборота ор-
ганизаций будут заметно меньше среднемесяч-
ного значения. В свою очередь стремительный

рост к концу года и декабрьские пики можно
объяснить желанием производителя улучшить
свою статистику, для этого уже произведен-
ную или готовую до определенной стадии про-
дукцию можно учитывать в нужные месяцы,
например в конце года, чтобы сформировать
общую картину роста.

Рассматривая рис. 2, также замечаем, что
для инвестиций в основной капитал в январе и
декабре ежегодно повторяются падения и пи-
ки роста соответственно.

Для временных рядов, имеющих неодно-
родную структуру, часто применяют различ-
ные виды сглаживания. В данном случае для
того чтобы предлагаемая модель производила
более точное вычисление прогноза, мы также
предложим алгоритм сглаживания для оборо-
та организаций и инвестиций в основной капи-
тал, но это сглаживание носит экономически
интерпретируемый смысл.

Пусть xi – месячные значения оборота ор-
ганизаций за год, т. е. i = 1; 12. Введем вели-
чину h = x12 − x11, т. е. – это разница между
декабрьским и ноябрьским значениями оборо-
та.

Преобразуем значения с января по ноябрь
по следующей форме:

xj = xj+
(12− j)

66
h, j = 1, 11, x12 = x12−h. (9)

Данные преобразования применяются для
значений каждого имеющегося года.

Согласно формуле (9) к значениям будут
прибавляться некоторые величины, причем в
январе, так как именно в этот месяц наблю-
дается наименьшее значение оборота, эта ве-
личина будет наибольшей, а затем она рав-
номерно уменьшается и в ноябре будет мини-
мальной, одновременно с этим из декабрьского
значения вычитается величина h. Сумма всех
прибавляемых значений равна h, т. е. мы не
меняем суммарный оборот за год, а изменяем
его "отчетные" месячные значения. К тому же
данную схему сглаживания отличает то, что
не изменяется количество элементов времен-
ных рядов.

Сглаженный ряд оборота организаций
Санкт-Петербурга представлен на рис. 3.

Относительно значений инвестиций в ос-
новной капитал (см. рис. 2) также можно за-
метить сезонность падений в январе с после-
дующим ростом до пиков графика в значени-
ях, соответствующих ноябрю и декабрю. Что-
бы изменить большую неоднородность дан-
ных, предложим схему сглаживания (10).
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uj = uj +
(10− j)

45
(h1 + h2), j = 1, 9, (10)

u11 = h1 =
u11
2
, u12 = h2 =

u11
2
.

Согласно формуле (10) к значениям с янва-
ря по сентябрь будут прибавляться некоторые
величины, причем в январе, так как именно в
этот месяц наблюдается наименьшее значение
оборота, эта величина будет наибольшей, а за-
тем она равномерно уменьшается и в сентябре
будет минимальной, в октябре значение не из-
меняется, и одновременно с этим из ноябрьско-
го и декабрьского значений вычитается вели-
чина h1 и h2 соответственно. Сумма всех при-
бавляемых значений равна h1 + h2, т. е. мы не
меняем суммарный оборот за год, а изменяем
его "планируемые" месячные значения.

Сглаженный ряд инвестиций в основной ка-
питал представлен на рис. 3.

 

Рис. 3. Сглаженные оборот и инвестиции в основ-
ной капитал, в млн руб. за текущий месяц

Практическая реализация:
построение модели

Приступим к построению модели. Соглас-
но сделанным ранее предположениям считаем,
что временные ряды, характеризующие обо-
рот организаций, и инвестиции в основной ка-
питал зависят от n предыдущих значений, на-
пример, от 12 (год).

Как отмечалось ранее, одним из нововве-
дений данной модели служит введение в фор-
мулу расчета инвестиций плановой составляю-
щей x̃k+1. Ежегодно органами исполнительной
власти Санкт-Петербурга выпускаются про-
гнозы общеэкономических показателей, в чис-
ле которых есть выпуск товаров и услуг. Про-
гнозные значения с 2005 по 2011 г., в том чис-
ле с извлеченным ИПЦ по аналогичным обо-
роту и инвестициям формулам, представлены
на рис. 4.

 

Рис. 4. Сглаженные оборот и инвестиции в основ-
ной капитал, в млн руб. за текущий месяц

Будем считать, что задача состоит в том,
чтобы посчитать инвестиции в основной капи-
тал uk+1, требуемые в 2011 г. для достижения
значений x̃k+1 из рис. 4 (2011 г.).

Сформулируем в общем виде модель для
данного числового примера:

uk+1 = ak+1x̃k+1 +

k∑
i=k−12

aixi +

k∑
j=k−12

bjuj , (11)

k = 13; 72

uk+1 =

k+1∑
i=k−12

aixi+

k∑
j=k−12

bjuj , k = 13; 72 (12)

xk+1 =

k∑
i=k−12

αixi +

k∑
j=k−12

βjuj , k = 13; 72.

(13)
Коэффициенты в уравнениях вычисляются по
методу наименьших квадратов. Чтобы отсечь
статистически незначимые параметры, иссле-
дуем их значимость с помощью t-критерия
Стьюдента.

Сперва рассчитаем фактические значения
t-критерия по формулам

tx =
xi
mxi

, tu =
ui
mui

. (14)

Сравнивая фактические значения t-критерия
с табличным значением t ≈ 2 при 142 сте-
пенях свободы, по одному удаляем из модели
незначимые коэффициенты и заново оценива-
ем остальные, в итоге приходим к модели, в
которой останутся только значимые коэффи-
циенты. В формулах (15) и (16) значимость
оставшихся коэффициентов указана в скобках
под ними.

xk+1

= 0, 64xk︸ ︷︷ ︸
(6,53)

+0, 35xk−1︸ ︷︷ ︸
(3,87)

+2, 01uk︸ ︷︷ ︸
(3,1)

− 1, 77uk−2︸ ︷︷ ︸
(2,69)

(15)

uk+1 = 0, 07x̃k+1︸ ︷︷ ︸
(4,02)

− 0, 05xk︸ ︷︷ ︸
(2,83)

+0, 62uk︸ ︷︷ ︸
(6,34)

. (16)
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При идентификации коэффициентов для фор-
мулы (15) получили значение коэффициента
детерминации R2 = 0, 99135, для формулы
(16) R2 = 0, 94943, что говорит о достаточно
высокой степени адекватности модели.

Перед началом построения прогноза по-
строим оптимальную начальную точку про-
гнозирования [4].

Применяя к системе (15), (16) значения
x̃k+1 за 2011 г., получим искомые значения, по-
строим их графики (рис. 5). Можем сравнить
плановые и расчетные обороты (рис. 6).

 

Рис. 5. Расчетные значения оборота и инвестиции
в основной капитал, в том числе требуемые для
достижения заданных уровней оборота в 2011 г. в
млн руб.

 

Рис. 6. Расчетные и плановые обороты организа-
ций в 2011 г. в млн руб.

Чтобы быть более точными в прогнозиро-
вании, нам необходимо учесть индекс потре-
бительских цен (ИПЦ), который ранее мы вы-
делили из данных. Имея временной ряд ИПЦ,
можем построить, например, линейный тренд.

Продолжив тренд на интересующий буду-
щий интервал времени, получим прогноз ИПЦ
(рис. 7). Но ранее мы решили, что выделять
будем ИПЦ, приведенный к базовому перио-
ду, поэтому прогнозные значения необходимо
привести к базовому месяцу, которым у нас яв-
ляется декабрь 2004.

 

Рис. 7. Значения и тренд ИПЦ

Прогнозные данные ИПЦ к базовому меся-
цу приведенные в табл. 1.

Таблица 1. Прогноз значений накопленного ИПЦ
в 2011 г.

янв. фев. март апр.
71,97 % 72,67 % 73,37 % 74,06 %
май июнь июль авг.
74,74 % 75,42 % 76,10 % 76,77 %
сент. окт. ноябрь дек.
77,43 % 78,09 % 78,75 % 79,39 %

Преобразовываем прогнозные данные без
ИПЦ в прогнозные данные с учетом ИПЦ по
формуле:

ϕi+CPI =
100%ϕi−CPI

100%− CPIi
. (17)

Строим окончательный график оборота орга-
низаций с построенным прогнозом на год и
расчетными значениями, и инвестиций в ос-
новной капитал с построенной моделью значе-
ний на год (рис. 8).

 

Рис. 8. Расчетные и плановые обороты организа-
ций, инвестиции в основной капитал, в том числе
в 2011 г., с включенным ИПЦ, в млн руб.

Построив на одном графике значения обо-
рота организаций: реальные, полученные мо-
делью, и прогнозные (рис. 9), видно, что ре-
альные значения достигнутого оборота орга-
низаций примерно совпадают с плановыми
значениями. В свою очередь значения оборота,
рассчитанные моделью, оказались большими,
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нежели реальные или прогнозные. При этом
рассчитанные моделью инвестиции больше ре-
альных, примерно на такой же порядок, что
и расчетный оборот больше прогнозного, но в
реальных значениях инвестиций наблюдается
неоднородность и пиковость.

 

Рис. 9. Реальный оборот организаций в 2011 г.,
планируемый оборот организаций, оборот, рассчи-
танный моделью, рассчитанные и реальные инве-
стиции, в млн руб.

5. Результат практической реализа-
ции

Просуммировав смоделированные значе-
ния инвестиций в основной капитал, мы полу-
чим сумму в 281 575 млн руб. необходимую
для закладки в бюджет на следующий год,
которая будет способствовать достижению за-
ранее заданному росту оборота организаций
Санкт-Петербурга в 2011 г.

Для того чтобы проверить эффективность
модели, подберем помесячные значения про-
гноза оборота организаций так, чтобы расчет-
ные значения оборота в сумме за год были при-
мерно равные реальным значениям оборота, а
затем сравним рассчитанный моделью набор
потока инвестиций с реальными инвестиция-
ми.

 

Рис. 10. Выбор планируемого оборота: реальный
оборот организаций в 2011 г., совпадающий с обо-
ротом, рассчитанный моделью, рассчитанные и ре-
альные инвестиции, в млн руб.

На рис. 10 представлен набор планово-
го (прогнозного) оборота, за счет которого
модель будет давать оборот за год, равный
реальным значениям. Расчетный оборот за
2011 г. x2011 = 5791 367 млн руб., x2011 =
5791 391 млн руб.

Значения расчетных и реальных значений
оборота также представлены на рис. 10. Срав-
ним потребовавшиеся для модели инвестиции
с реальными (рис. 10). Расчетные инвестиции
за 2011 г. u2011 = 83 928 млн руб., реальные
u2011 = 218 120 млн руб.

Видно, что при одинаковых объемах оборо-
та, модель показывает необходимость привле-
чения объемов инвестиций более чем в 2 раза
меньших, потраченных в реальности.

Таким образом, представлен метод, кото-
рый позволяет учесть в прогнозировании на-
перед заданный оборот городских предприя-
тий и который можно достичь за счет управ-
ления инвестициями.
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ОДНОГО
СПОСОБА ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ДВУХ FIFO-
ОЧЕРЕДЕЙ В ОБЩЕЙ ПАМЯТИ

Н. В. Каблукова1, А. В. Соколов2

1 Петрозаводский государственный университет
2 Институт прикладных математических исследований
Карельского научного центра РАН

Во многих приложениях требуется работа с несколькими FIFO-очередями, рас-
положенными в общем пространстве памяти. Для этого применяют различные
программные или аппаратные решения [4, 7, 8].
В работе [8] поставлена задача построения математической модели процесса
работы с несколькими FIFO-очередями в общей памяти, когда на нечетном
шаге дискретного времени с известными вероятностями допускаются операции
включения элементов в очереди, а на четном – операции исключения.
В [5] предложена математическая модель этого процесса для двух FIFO-
очередей, и решается задача оптимального разбиения общей памяти для оче-
редей в случае их последовательного циклического представления.
В данной работе построены математическая и имитационная модели процесса
работы с двумя очередями, когда они двигаются по кругу друг за другом [9].

К люч е вы е c л о в а: FIFO-очередь, случайное блуждание, регулярные цепи
Маркова.

N. V. Kablukova, A. V. Sokolov. MATHEMATICAL ANALYSIS
OF A WAY OF PRESENTING TWO FIFO QUEUES IN
SHARED MEMORY
Many applications need to work with several FIFO queues located in a common
memory space. Various software or hardware solutions are used to this end [4, 7, 8].
In [8] the problem was formulated for building a mathematical model of the process
of working with several FIFO queues in shared memory, where insertion of an item
in the queue is allowed on an odd step of the discrete time, and deletion operations –
on an even step. The probabilities of the operations are known. In [5] a mathematical
model of this process for the number of queues n = 2 was proposed, and the problem
of optimal partitioning of the shared memory between the two FIFO queues in the
case of successive cyclic representation was dealt with.
In this paper we construct a mathematical and a simulation models of the process
of working with two queues, when they move around a circle, one after another [9].

K e y wo r d s: FIFO-queue, casual walk, regular Markov chains.
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Введение

Эффективные алгоритмы работы с
несколькими FIFO-очередями в общем про-
странстве памяти необходимы при разработ-
ке различных сетевых устройств и встроен-
ных операционных систем, управляющих по-
токами пакетов Internet, таких, например, как
Cisco IOS, где требования на время обработки
пакетов маршрутизатором очень жесткие. Ме-
ханизм страничной виртуальной памяти здесь
не используется, и вся работа происходит в
нескольких пулах оперативной памяти. Коли-
чество очередей в таких устройствах может
достигать нескольких сотен и тысяч, а в буду-
щем, по экспертным оценкам, может достиг-
нуть нескольких миллионов [14]. Для пред-
ставления FIFO-очередей применяют различ-
ные программные или аппаратные решения
[4, 7, 8].

В данной статье анализируются математи-
ческие модели для некоторых способов пред-
ставления нескольких FIFO-очередей в памя-
ти одного уровня [7]. В качестве критерия оп-
тимальности рассмотрена минимальная доля
потерянных элементов при бесконечном вре-
мени работы очередей. Эту величину разумно
минимизировать, когда переполнение очереди
является не аварийной, а стандартной ситуа-
цией (здесь мы подчеркиваем, что в некоторых
приложениях при переполнении очереди рабо-
та программы заканчивается, и тогда в каче-
стве критерия оптимальности надо рассматри-
вать максимальное среднее время до перепол-
нения памяти). Т. е., если очередь занимает
всю предоставленную ей память, то все после-
дующие элементы, поступающие в нее, отбра-
сываются до тех пор, пока не появится свобод-
ная память (т. е. до тех пор, пока не произой-
дет исключение элемента из очереди). Такая
схема работы применяется, например, в рабо-
те сетевых маршрутизаторов [4] в том случае,
когда по мере увеличения трафика очередь
на исходящем интерфейсе маршрутизатора за-
полняется пакетами. Такое поведение марш-
рутизатора называется "сбросом хвоста" . По-
тери пакетов приводят к нежелательному
результату, поэтому число таких ситуаций
необходимо свести к минимуму. Мы в этой ра-
боте строим математическую модель в виде
случайных блужданий по целочисленной пи-
рамиде. Первоначально такие модели в виде
случайного блуждания в треугольнике [10, 12,
13] были построены для решения задачи ана-
лиза процесса работы с двумя стеками, рас-
тущими навстречу друг другу, поставленной
в [7]. В этих моделях предполагается, что на

каждом шаге дискретного времени с заданны-
ми вероятностями происходят некоторые опе-
рации со структурами данных. Время выпол-
нения операций это не случайная величина, а
константа, поэтому фиксированным является
и шаг времени. В [2, 3] предлагались модели
работы со стеками в двухуровневой памяти.
В [1, 11] предлагались модели для последо-
вательного, связанного и страничного спосо-
бов представления нескольких FIFO-очередей
в памяти одного уровня.

В работе [8] приведены результаты имита-
ционных экспериментов и поставлена задача
построить математическую модель процесса
работы с несколькими FIFO-очередями в об-
щей памяти, когда операции с очередями вы-
полняются по несколько другому принципу. В
данной схеме работы на нечетном шаге допус-
каются операции включения элементов в од-
ну из n очередей с равными вероятностями, а
на четном шаге – операции исключения эле-
ментов из очередей с равными вероятностями.
Исключение из пустой очереди не приводит
к завершению работы. В [8] ставилась задача
определить вероятность (как функцию от n и
j) того, что очередь, выбранная для операции
на j-ом шаге, будет пустой, а также вычислить
математическое ожидание количества элемен-
тов в очередях после j операций. В данной
задаче не рассматривался конкретный способ
представления очередей в памяти, т. е. пред-
полагалось, что очереди могут быть неограни-
ченной длины, что на практике невыполнимо.

В [5] предложена математическая модель
этого процесса для числа очередей n = 2, и
решается задача оптимального разбиения об-
щей памяти для двух FIFO-очередей в случае
их последовательного циклического представ-
ления в предположении, что операции с оче-
редями выполняются по этому принципу, но с
неравными вероятностями.

В данной работе построены математиче-
ская и имитационная модели процесса рабо-
ты с двумя очередями, когда они двигаются
по кругу друг за другом [9]. В случае, когда
одна из очередей была пустой, но ожила, она
начинает работу с середины пустого места.

Для решения поставленных задач ис-
пользуется аппарат управляемых случайных
блужданий, регулярных цепей Маркова, си-
стема Intel® Math Kernel Library PARDISO*.
Анализируются результаты численных экспе-
риментов, в которых производится сравнение
двух методов представления очередей. Вы-
числения производились с помощью кластера
КарНЦ РАН.
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Математическая модель

Пусть в памяти размераm единиц мы рабо-
таем с двумя циклическими FIFO очередями,
которые двигаются друг за другом по кругу.
Возобновление движения пустой очереди на-
чинается с середины промежутка между оче-
редями.

Операции, производимые с очередями, вы-
полняются по следующей схеме: на нечетном
шаге происходит операция включения в одну
из очередей, на четном шаге – операция ис-
ключения из какой-либо очереди, причем из-
вестны некоторые вероятностные характери-
стики операций, производимых с очередями.
Пусть p1 и p2 – вероятности включения ин-
формации в первую и вторую очереди соот-
ветственно, q1 и q2 – вероятности исключения
информации из первой и второй очередей со-
ответственно.

Поскольку построенная на основе такой по-
становки задачи марковская цепь не будет яв-
ляться регулярной и однородной, два последо-
вательных шага объединяем в один, а также
вводим следующие вероятности операций, не
изменяющих длины очередей (например, чте-
ние): r1 – на нечетном шаге и r2 – на четном
шаге, при этом r1 6= 0, r2 6= 0.

Соответственно, p1+p2+r1 = 1, q1+q2+r2 =
1.

Тогда на каждом шаге могут быть выпол-
нены следующие действия:

1. Включение в первую, исключение из вто-
рой очереди с вероятностью p1q2,

2. Включение во вторую, исключение из
первой очереди с вероятностью p2q1,

3. Включение в первую очередь с вероятно-
стью p1r2,

4. Включение во вторую очередь с вероят-
ностью p2r2,

5. Исключение из первой очереди с вероят-
ностью q1r1,

6. Исключение из второй очереди с вероят-
ностью q2r1,

7. Остаться на месте с вероятностью p1q1 +
p2q2 + r1r2,

где p1q2+p2q1+p1r2+p2r2+q1r1+q2r1+p1q1+
p2q2 + r1r2 = 1.

Предполагается, что в очередях хранятся
данные фиксированного размера. При исклю-
чении информации из пустой очереди не про-
исходит завершения работы. Область блужда-
ния показана на рис. 1.

Рис. 1. Схема движения очередей

Целью исследования является определение
средней доли потерянных элементов для срав-
нения со средней долей потерянных элемен-
тов при последовательном способе организа-
ции очередей в случае оптимального разбие-
ния общей памяти [5].

Обозначим через x и y – текущие длины
очередей, через z – расстояние между концом
первой очереди и началом второй [7]. В ка-
честве математической модели рассматрива-
ем блуждание по целочисленной трехмерной
пирамиде с вершиной (0, 0, 0) и основанием
x+ y + z = m.

Для учета потерянных элементов вводим
два фиктивных экрана:

1. (а) z = −1 и x+y′+z = m+1 (y′ = y+1),
где блуждание переходит на экран
z = −1, если происходит включение
в первую очередь в то время, когда
z = 0, и на экран x+y′+z = m+1, ес-
ли происходит включение во вторую
очередь в то время, когда x+y+ z =
m. В данном случае элемент будет
потерян, а очереди будут находиться
на экранах до тех пор, пока поступа-
ют новые элементы, в случае исклю-
чения элемента очереди вернутся в
состояния, принадлежащие пирами-
де.

(б) В случае, когда происходит включе-
ние во вторую очередь и исключе-
ние из первой очереди, в то время
когда x + y + z = m, происходит по-
теря элемента и одновременно увели-
чение расстояния между концом вто-
рой и началом первой очереди. По-
этому для этого также необходимо
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ввести экран, который будет учиты-
вать данную ситуацию (x′ = x− 1).

2. Если происходят операции включения и
исключения из первой очереди при z = 0
либо операции включения и исключения
из второй очереди при x + y + z = m,
происходит потеря элемента, а очереди
возвращаются в состояния, принадлежа-
щие пирамиде. Для учета потери элемен-
та вводим экраны z = −2 и x + y′ + z =
m+ 2 (y′ = y + 2) соответственно.

Определим схему переходов между состо-
яниями. Пусть (x, y, z) – текущее состояние
процесса, тогда блуждание по пирамиде мож-
но описать следующим образом (1). Величина
distance означает расстояние между концом
первой очереди и началом второй. Если ожи-
вает первая очередь, то distance =

[
m−y−1

2

]
, и

distance =
[
m−x−1

2

]
, если оживает вторая оче-

редь. Черта cверху состояния указывает на то,
что состояние принадлежит одному из фик-
тивных экранов.

(x, y, z)
r1r2−−−→ (x, y, z)

(x, y, z)
p1r2−−−→ (x′, y′, z′) =



(x+ 1, y, z − 1) x, y, z > 0

(x+ 1, 0, 0) y = 0, x < m

(1, y, distance− 1) x = 0, y < m

(x, y,−1) z = 0, y 6= 0 либо x = m

(x, y + 1, z) x = 0, y = m

(x, y, z)
p2r2−−−→ (x′, y′, z′) =


(x, y + 1, z) x, y, z > 0

(x, 1, distance) y = 0, x < m

(0, y, 0) x = 0, y < m

(x, y + 1, z x+ y + z = m

(x, y, z)
q1r1−−−→ (x′, y′, z′) =


(0, y, 0) x = 0 либо x = 1

(x− 1, 0, 0) y = 0

(x− 1, y, z) иначе

(x, y, z)
q2r1−−−→ (x′, y′, z′) =


(x, 0, 0) y = 0 либо y = 1

(0, y − 1, 0) x = 0

(x, y − 1, z + 1) иначе

(x, y, z)
p1q2−−−→ (x′, y′, z′) =



(x+ 1, y − 1, z) x, y, z > 0

(x+ 1, 0, 0) x < m, y = 0 либо y = 1

(1, y − 1, distance) x = 0, y < m

(x, y − 1,−1) z = 0, y 6= 0 либо x = m

(x, y − 1, z + 1) x = 0, y = m

(x, y, z)
p2q1−−−→ (x′, y′, z′) =


(x− 1, y + 1, z) x, y, z > 0

(x− 1, 1, distance) y = 0, x < m

(0, y + 1, 0) y < m, x = 0 либо x = 1

(x′, y, z) x+ y + z = m

(x, y, z)
p1q1−−−→ (x′, y′, z′) =



(x, y, z − 1) x, y, z > 0

(0, y, 0) x = 0

(x, 0, 0) y = 0

(x, y,−2) z = 0, x 6= 0

(x, y + 1, 0) z = 0, y = m

(x, y, z)
p2q2−−−→ (x′, y′, z′) =


(x, y, z + 1) x, y, z > 0

(x, 0, 0) y = 0

(0, y, 0) x = 0

(x, y + 2, z + 1) x+ y + z = m

(1)
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Переходы с первого фиктивного экрана:
1) переходы с плоскости z = −1 (2):

(x, y,−1) r1r2−−−→ (x, y, 0)

(x, y,−1) p1r2−−−→ (x, y,−1)

(x, y,−1) p2r2−−−→ (x′, y′, z′) =

{
(x, y + 1, 0) x+ y = m
(x, y + 1, 0) иначе

(x, y,−1) q1r1−−−→ (x− 1, y, 0)

(x, y,−1) q2r1−−−→ (x′, y′, z′) =

{
(x, y, 0) y = 0 либо y = 1
(x, y − 1, 1) y > 1

(x, y,−1) p1q1−−−→ (x, y,−2)

(x, y,−1) p2q2−−−→ (x′, y′, z′) =

{
(x, y + 2, 1) x+ y = m
(x, y, 1) иначе

(x, y,−1) p1q2−−−→ (x′, y′, z′) =

{
(x, y,−1) y = 0

(x, y − 1,−1) иначе

(x, y,−1) p2q1−−−→ (x′, y′, z′) =

{
(x′, y, 0) x+ y = m
(x− 1, y + 1, 0) иначе

(2)

2) переходы из состояний x + y′ + z = m + 1
(y′ = y + 1) (3):

(x, y + 1, z)
r1r2−−−→ (x, y, z)

(x, y + 1, z)
p1r2−−−→ (x′, y′, z′) =


(x+ 1, y, z − 1) x, y, z > 0
(x+ 1, 0, 0) y = 0, x < m
(1, y, distance− 1) x = 0, y < m

(x, y,−1) z = 0, y 6= 0 либо x = m

(x, y + 1, z) x = 0, y = m

(x, y + 1, z)
p2r2−−−→ (x, y + 1, z)

(x, y + 1, z)
q1r1−−−→ (x′, y′, z′) =

(0, y, 0) x = 0 либо x = 1
(x− 1, 0, 0) y = 0
(x− 1, y, z) иначе

(x, y + 1, z)
q2r1−−−→ (x′, y′, z′) =

(x, 0, 0) y = 0 либо y = 1
(0, y − 1, 0) x = 0
(x, y − 1, z + 1) иначе

(x, y + 1, z)
p1q2−−−→ (x′, y′, z′) =


(x+ 1, y − 1, z) x, y, z > 0
(x+ 1, 0, 0) x < m, y = 0 либо y = 1
(1, y − 1, distance) x = 0, y < m

(x, y − 1,−1) z = 0, y 6= 0 либо x = m

(x, y − 1, z + 1) x = 0, y = m

(x, y + 1, z)
p2q1−−−→ (x′, y′, z′) =


(x− 1, y + 1, z + 1) x = 0

(x, y + 1, z) y = 0

(x′, y, z) x 6= 0, y 6= 0

(x, y + 1, z)
p1q1−−−→ (x′, y′, z′) =


(x, y, z − 1) x, y, z > 0
(0, y, 0) x = 0
(x, 0, 0) y = 0

(x, y,−2) z = 0, x 6= 0

(x, y + 1, 0) z = 0, y = m

(x, y + 1, z)
p2q2−−−→ (x, y + 2, z)

(3)

3) переходы из состояний (x′, y, z) (x′ = x− 1)
повторяют переходы из соответствующих со-
стояний, принадлежащих пирамиде (4):

(x′, y, z)⇔
{
(0, y, 0) x′ = 0

(x′, y, z) иначе.
(4)

Переходы из состояний второго фиктивного
экрана повторяют переходы из соответствую-
щих состояний, принадлежащих пирамиде (5):
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(x, y, z)⇔ (x− 1, y, z + 2) для z = −2

(x, y′, z)⇔


(x, 0, 0) y = 0

(x− 1, 0, 0) y = 1

(0, y − 1, 0) y + z = m

(x, y, z + 1) иначе.

для x+ y′ + z = m+ 2
(5)

Случайное блуждание будем рассматри-
вать в виде регулярной конечной цепи Мар-
кова с переходной матрицей P. Зададим ну-
мерацию так, как показано на рис. 2: сначала
нумеруем состояния, принадлежащие основа-
нию пирамиды (z = 0), далее поперечным се-
чениям (z = 1, 2, . . . ,m− 1) и высоте пирами-
ды (z = m), затем состояния первого фиктив-
ного экрана, последними нумеруем состояния
второго фиктивного экрана.

Рис. 2. Нумерация состояний при m = 4

Нумерацию начинаем с нуля, общее коли-
чество состояний в цепи будет

m∑
i=0

(i+ 1) · (i+ 2)

2
+

5m2 + 7m+ 4

2
.

Далее согласно введенной нумерации со-
стояний и вышеуказанной схеме переходов
составляется матрица переходных вероятно-
стей P. В данном исследовании был установ-
лен вид матрицы P для произвольных значе-
ний параметра m. При составлении матрицы
для каждого конкретного состояния опреде-
ляются те состояния, в которые процесс пере-
ходит при выполнении допустимых операций,
и вычисляются соответствующие вероятности
переходов. Данный процесс был автоматизи-
рован при помощи программы на языке Си.

Следующим шагом является решение урав-
нения α · P = α, где α – предельный вектор
для полученной марковской цепи. Для реше-
ния этого уравнения применялось средство ре-
шения Intel® Math Kernel Library PARDISO*
библиотеки Intel® MKL. Данный инстру-

мент используется для прямого решения си-
стем линейных алгебраических уравнений с
разреженной матрицей1, причем разработаны
функции как для симметричных, так и для
несимметричных матриц.

Элемент вектора αi – это средняя доля вре-
мени, которое процесс проводит в состоянии
i [6]. Для вычисления времени, проводимого
процессом в состояниях, где происходят по-
тери элементов очередей, нужно просуммиро-
вать элементы вектора α, соответствующие со-
стояниям на экранах. При введенной нумера-
ции это будут последние

(
5m2+7m+4

2

)
элемен-

тов вектора α.

Эксперименты и результаты

После завершения работы над моделью бы-
ло проведено несколько экспериментов для
возможного выявления присущих ей свойств
и сравнения с ранее полученными данными и
графиками.

1. Для выяснения ситуаций, когда выгоднее
применить случай движения очередей по
кругу, был проведен ряд вычислений с
различными наборами исходных данных.
Аналогичные вычисления были проведе-
ны для последовательного способа орга-
низации очередей в общей памяти при оп-
тимальном разбиении памяти [5].
Также был рассмотрен случай, когда па-
мять заранее делится пополам при после-
довательном способе организации очере-
дей. Это может быть полезно, если зара-
нее неизвестны вероятностные характе-
ристики операций, производимых с оче-
редями. Некоторые полученные данные
указаны в таблице, где столбцы (1) и (2)
означают последовательное расположе-
ние очередей в памяти при оптимальном
делении памяти и делении памяти попо-
лам соответственно, столбец (3) – движе-
ние очередей по кругу друг за другом.
Указанные результаты были подтвержде-
ны имитационными экспериментами.

1Матрица с большим количеством нулей.
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Таблица 1. Величина потерь при различном представлении очередей при m = 16

Входные данные Величина потерь T при переполнении
(1) (2) (3)

p1 = 0, 4, p2 = 0, 45, q1 = 0, 4, q2 = 0, 45 0,0568543452 (s = 8) 0,0568543452 0,0319323619
p1 = 0, 3, p2 = 0, 45, q1 = 0, 35, q2 = 0, 5 0,0190375345 (s = 8) 0,0190375345 0,0125850917
p1 = 0, 8, p2 = 0, 1, q1 = 0, 1, q2 = 0, 8 0,7000000000 (s = 10) 0,7000000040 0,6958703274
p1 = 0, 75, p2 = 0, 1, q1 = 0, 15, q2 = 0, 7 0,6000000000 (s = 10) 0,6000000099 0,5749273399
p1 = 0, 7, p2 = 0, 15, q1 = 0, 2, q2 = 0, 65 0,5000000008 (s = 9) 0,5000000032 0,4557056302
p1 = 0, 6, p2 = 0, 3, q1 = 0, 15, q2 = 0, 75 0,4500000039 (s = 9) 0,4500000354 0,4455273285
p1 = 0, 4, p2 = 0, 45, q1 = 0, 6, q2 = 0, 35 0,1022326838 (s = 6) 0,1030173486 0,0889535997
p1 = 0, 3, p2 = 0, 6, q1 = 0, 45, q2 = 0, 45 0,1502357136 (s = 6) 0,1514556020 0,1200671464
p1 = 0, 25, p2 = 0, 65, q1 = 0, 45, q2 = 0, 45 0,1901271731 (s = 5) 0,2002810614 0,1943398747
p1 = 0, 2, p2 = 0, 3, q1 = 0, 45, q2 = 0, 05 0,2500009312 (s = 7) 0,2500844509 0,3931085764
p1 = 0, 3, p2 = 0, 5, q1 = 0, 1, q2 = 0, 8 0,2000042218 (s = 8) 0,2000042218 0,3319594498

Рис. 3. Потери при постоянной величине q

Рис. 4. Потери при постоянной величине p
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По этим данным видно, что при движе-
нии очередей по кругу потери меньше в
двух случаях:

(а) вероятности включения и исключе-
ния в очереди равны (либо практиче-
ски равны). Это можно прокоммен-
тировать тем, что в такой ситуации
обе очереди равномерно двигаются
друг за другом по кругу, не перепол-
няясь;

(б) вероятность включения в одну из
очередей намного больше, чем ве-
роятность включения в другую оче-
редь, а вероятность исключения из
этой очереди – намного меньше, чем
из другой. Данный случай объясня-
ется тем, что при данных условиях
та из очередей, вероятность включе-
ния в которую меньше, практически
не занимает места в памяти, соответ-
ственно, теряется меньше включае-
мых элементов.

В других случаях лучше использовать
оптимальное разбиение памяти в после-
довательном способе организации оче-
редей. Если же вероятностные характе-
ристики вообще неизвестны, предпочти-
тельнее делить память пополам при по-
следовательном расположении очередей.

2. Пусть p1 = p2 = p, q1 = q2 = q, т. е.
рассматриваем ситуацию равновероятно-
го включения и исключения информации
из очередей, тогда r1 = 1−2p, r2 = 1−2q.

В данных условиях были построены гра-
фики зависимости суммарных потерь от
изменения p при постоянной величине q
(рис. 3), и от изменения q при постоян-
ной величине p (рис. 4).

Подобные графики были также представ-
лены в работе [5].

Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке гранта РФФИ (проект 12-01-00253) и Про-
граммы стратегического развития ПетрГУ в
рамках реализации комплекса мероприятий по
развитию научно-исследовательской деятель-
ности.
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О МИНИМАКСНЫХ ПОДХОДАХ В ЗАДАЧАХ
БЕЗОПАСНОСТИ

В. А. Каштанов1, О. Б. Зайцева2

1Московский институт электроники и математики, Национальный
исследовательский университет «Высшая школа экономики»
2Армавирская государственная педагогическая академия

В статье исследуется модель управляемого полумарковского процесса с ката-
строфами применительно к проблеме безопасности. Вводятся характеристики
(показатели) безопасности. Математичекая модель используется для анализа
характеристик безопасности технической системы, которая обеспечивает защи-
ту объекта (информации, территории и т. п.). Устанавливается связь характе-
ристик надежности (безотказности и работоспособности) и характеристик бе-
зопасности. Анализируется ситуация выбора оптимальной стратегии управле-
ния в условиях неполной информации о характеристиках надежности системы.

Ключ е вы е c л о в а: безопасность, управляемый полумарковский процесс с
катастрофами, однородная Марковская рандомизированная стратегия управ-
ления, надежность, безотказность, ремонтопригодность, оптимальное управле-
ние, неполная информация.

V. A. Kashtanov, O. B. Zaytseva. ON MINIMAX APPROACHES
TO PROBLEMS OF SAFETY
The model of a controlled semi-Markov process with accidents is investigated as
applied to a safety problem. The characteristics (indicators) of safety are introduced.
A mathematical model is used to analyze the safety characteristics of the technical
system responsible for the security of the facility (information, premises, etc.)
The relationship between the reliability characteristics (non-failure operation and
operability) and the safety characteristics is investigated. The situation of choice
of the optimal control strategy given incomplete information about the reliability
characteristics of a system is analysed.

K e y wo r d s: safety, controlled semi-Markov process with accidents, homo-
geneous Markov randomized control strategy, reliability, non-failure operation,
maintainability, incomplete information.

Введение

Практическая значимость проблемы бе-
зопасности во всех сферах деятельности от-
дельного человека и общества в целом труд-
но переоценить. В связи с этим возникает ост-
рейшая проблема создания математических

моделей анализа безопасности, которые поз-
волили бы оценивать количественные харак-
теристики и показатели безопасности, осу-
ществлять прогноз развития опасных ситуа-
ций, принимать аргументированные решения,
обеспечивающие безопасное развитие про-
цессов функционирования различных систем
(технических, экономических, политических и
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т. д.). В настоящей работе мы понимаем бе-
зопасность как свойство процесса функцио-
нирования системы, которая является объ-
ектом исследования и управления. Именно
создание математических моделей дает воз-
можность прогнозирования развития опас-
ных ситуаций, выработки стратегии управ-
ления, которая обеспечит безопасное тече-
ние прогнозируемых преоцессов, построить ко-
личественные оценки последствий опасного
и безопасного развития реальных процессов.
Основу нормативных документов в России со-
ставляет Федеральный закон "О безопасно-
сти" от 28.12.2010 №390-ФЗ. В этом законе бе-
зопасность определяется как состояние защи-
щенности жизненно важных интересов лич-
ности, общества и государства от внутрен-
них и внешних угроз. Другими словами, есть
объект, который должен находиться во мно-
жестве безопасных состояний, и есть угро-
зы, выводящие процесс из этого множества.
Основная проблема заключается в выработке
стратегии управления процессами функциони-
рования и существования (эволюции) субъек-
тов, которая обеспечивала бы оптимальное в
каком-то смысле течение этих процессов. Ко-
гда говорят о смысле оптимизации, то тем са-
мым определяют количественный показатель
(один или несколько), характеризующий ка-
чество управления. В условиях неопределен-
ности (в частности, стохастической неопре-
делености) эффективной моделью для иссле-
дования характеристик безопасности может
служить класс управляемых полумарковских
процессов с катастрофами, введенный и иссле-
дованный в [7, 9]. Ранее аналогичные матема-
тические проблемы исследовались А. Д. Со-
ловьевым для процессов восстановления [3, 4],
причем в своих работах автор использует тер-
минологию "неблагоприятное событие"вместо
термина "катастрофа".

Определение управляемого полу-
марковского процесса с катастро-
фами

Исходным объектом для конструктивно-
го построения управляемого полумарковско-
го процесса с катастрофами является одно-
родная четырехмерная Марковская цепь или
однородный управляемый процесс Марковско-
го восстановления с катастрофами

(ξn, θn, un, ηn), n > 0, ξn ∈ E, θn, ηn ∈ R+

= [0,∞), un ∈ U. (1)
В этих обозначениях считаем:

• E = {1, 2, . . . , N}, N < ∞, — конечное
множество состояний, первая компонента ξn
однородного управляемого процесса Марков-
ского восстановления с катастрофами прини-
мает дискретные значения из этого множества
(ограничимся случаем конечного множества);
• R+ = [0,∞) — множество положитель-

ных действительных чисел, поэтому вторую
компоненту θn и последнюю компоненту ηn
однородного управляемого процесса Марков-
ского восстановления с катастрофами отож-
дествляем со временем, на пространстве R+ =
[0,∞) задаем борелевскую алгебру;
• U есть некоторое пространство управ-

лений с σ-алгеброй A подмножеств этого про-
странства;

Однородная Марковская цепь (ξn, θn, un, ηn)
определяется переходными вероятностями и
начальным распределением

P{ξ0 = i, θ0 < t, u0 ∈ B, η0 < x}.

В рассматриваемом случае предполагаем,
что Марковская цепь задается переходными
вероятностями специального вида

P{ξn+l = j, θn+l < t, un+l ∈ B, ηn+l < x|ξn = i,

θn = τ, un = u, ηn = τ, un = y}
= P{ξn+l = j, θn+l < t, un+l ∈ B, ηn+l

< x|ξn = i}, i, j ∈ E, t, τ, x, y ∈ R+,

B ∈ A, u ∈ U,

в которых нет зависимости от параметров τ ,
u и y — значений второй, третьей и четвер-
той компонент на предыдущем шаге и номе-
ра шага n. Сдедовательно, будущее поведе-
ние однородного управляемого процесса Мар-
ковского восстановления с катастрофами за-
висит только от значения первой компонен-
ты и имеет место однородность этого управ-
ляемого Марковского процеса восстановления.
При этих дополнительных ограничениях в ка-
честве начального распределения можно зада-
вать константы

pi = P{ξ0 = j, θ0 <∞, u0 ∈ U, η0 <∞},∑
j∈E

pj = 1, (2)

поскольку событие {u0 ∈ U} является досто-
верным, а относительно θ0 и ηn далее полагаем
P{θ0 = 0} = 1, P{η0 > 0} = 1.

В дальнейшем будем использовать обозна-
чения

Q̃i,j(t, B, x)

= P{ξn+l − j, θn+l, t, un+l ∈ B, ηn+l < x|ξn = i}.
(3)
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Из равенства (3) следует, что модель можно
усложнить и считать, что область определения
функции Q̃ij(t, B, x) по переменной B зависит
от состояния i. Это значит, что для каждого
i ∈ E задано множество управлений Ui и σ-
алгебра Ai подмножеств этого пространства
Ui. Функция Q̃ij(t, B, x), определяемая равен-
ством (3), задана для i, j ∈ E, t, x ∈ R+,
B ∈ Aj .

Семейство функций Q̃ij(t, B, x) порождает
на измеримом пространстве (Ui,Ai) вероят-
ностную меру

Gi(B) = P{un+l ∈ B|ξn = i}

=
∑
j∈E

Q̃ij(∞, B,∞), i ∈ E,B ∈ Ai, (4)

где обозначено

Q̃ij(t, B) = Q̃ij(t, B,∞) = lim
x→∞

Q̃ij(t, B, x),

Q̃ij(∞, B,∞) = lim
t→∞

Q̃ij(t, B,∞).

Так как для любых j ∈ E, t, x ∈ R+, B ∈ Ai

справедливо неравенство Gi(B) 6 Q̃ij , то ме-
ра Q̃ij(t, B, x) абсолютно непрерывна относи-
тельно меры Gi(B), и на основании теоремы
Радона-Никодима, существуют непрерывные
измеримые функции Qij(t, u, x), u ∈ Ui, для
которых имеет место равенство

Q̃ij(t, B, x) =

∫
B
Qij(t, u, x)Gi(du). (5)

Функции Qij(t, u, x) есть условные вероят-
ности

Qij(t, u, x) = P{ξn+l = j, θn+l < t, ηn+l, x|ξn

= i, un+l = u}. (6)

Таким образом, однородный управляемый
процесс Марковского восстановления с ката-
строфами может быть задан семейством мат-
риц

{Qij(t, u, x)}, t, x ∈ R+, u ∈ Ui, i, j ∈ E,

множеством вероятностных мер G + i(B), i ∈
E,B ∈ Ai и начальным распределением веро-
ятностей состояний pi, i ∈ E.

Семейство матриц {Qij(t, u, x)}, определя-
емое равенствами (6), будем называть по-
лумарковским ядром управляемого полумар-
ковского процесса с катастрофами, а семей-
ство вероятностных мер Gi(B), определяемое
равенствами (4), будем называть семейством
управляющих мер или Марковской однород-
ной стратегией управления.

Для введенных выше характеристик спра-
ведливо равенство

Qij(t, u) = Qij(t, u,∞) = lim
x→∞

Qij(t, u, x),

которое устанавливает связь полумарковского
ядра Qij(t, u, x) управляемого полумарковско-
го процесса с катастрофами со стандартным
полумарковским ядром Qij(t, u) управляемого
полумарковского процесса [3, 7].

В дальнейшем будем использовать обще-
принятые обозначения [7, 10]:

pij(u) = Qij(∞, u) = lim
n→∞

Qij(t, u),

Fij(t, u) =
Qij(t, u)

pij(u)
,

Qij(t) =

∫
u∈Ui

Qij(t, u)Gi(du), (7)

pij = Qij(∞) = lim
t→∞

Qij(t),

Fij(t) = Qij(t)/pij ,

если pij > 0, pij(u) > 0, в противном случае
функции Fij(t), fij(t, u) можно доопределить
произвольным образом.

Вероятностный смысл введенных обозначе-
ний вытекает из определения полумарковско-
го ядра (6), в частности, матрицы

P =

 p11 . . . p1N
...

. . .
...

pN1 . . . pNN ,

 ,

P (u) =

 p11(u) . . . p1N
...

. . .
...

pN1(u) . . . pNN (u)


определяют переходные вероятности вложе-
ния цепи Маркова, характеризующей эволю-
цию первой компоненты исследуемого про-
цесса, а функции Fij(t), Fij(t, u) определяют
условное распределение второй компоненты
этого процесса

Fij(t) = P{θn+l, t|ξn = i, ξn+l = j),

Fij(t, u) = P{θn+l, t|ξn = i, ξn+l = j, un+l = u).

Из равенств (6) и (7) получаем условное
совместное распределение второй и четвертой
компонент управляемого процесса Марковско-
го восстановления с катастрофами:

P{θn+l < t, ηn+l < x|ξn = i, ξn+l = j, un+l = u}

=
Qi,j(t, u, x)

pi,j(u)
6 Fij(t, u). (8)
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В силу монотонности функции (8) по пере-
менной x получаем неравенство

P{θn+l, t, ηn+l, x|ξn = i, un+l = u}

=
Qij(t, u, x)

Pij(u)
. (9)

Следовательно, мера

P{θn+l < t, ηn+l < x|ξn = i, ξn+l = j, un+l = u}

абсолютно непрерывна относительно меры
Fij(t, u), и на основании теоремы Радона-
Никодима существуют измеримые функции

Fij(x, t, u) = P{ηn+l|ξn = i, ξn+ l

= j, θnl
= t, un+l = u}, (10)

для которых имеет место равенство

P{θn+l < t, ηn+1 < x|ξn = i, ξn+l = j, un+l = u}

=

∫ t

0
Fij(x, t, u)dyFij(y, u). (11)

Приведенные рассуждения позволяют сде-
лаать вывод о том, что однородный управля-
емый процесс Марковского восстановления с
катастрофами можно задавать стандартными
характеритиками управления процесса Мар-
ковского восстановления [3, 7] – равенствами
(4) и (7) и условными распределениями мо-
мента катастрофы, которое определяется ра-
венством (10).

Далее определим управляемый полумар-
ковский процесс с катастрофами Y (t) как слу-
чайный процесс с четырьмя компонентами:

Y (t) = (ξ(t), u(t), θ(t), η(t)), (12)

где ξ(t) = ξν(t), u(t) = uν(t)+l, θ(t)θν(t)=l, η(t) =
ην(t)+l, а считающий процесс ν(t) определяет-
ся равенством ν(t) = sup{n :

∑
k6n θk 6 t},

θ0 = 0.
Заметим, что процесс ξ(t) совпадает со

стандартным полумарковским процессом [10],
вторая компонента управляемого полумарков-
ского процесса u(t) определяет траекторию
принимаемых решений.

Эта пара совпадает с управляемым полу-
марковским процессом X(t) = (ξ(t), u(t)) [3].
Третья и четвертая компоненты θ(t) и η(t)
принимают значения из пространства R+ =
[0,∞) и определяют длительность периода
между соседними моментами изменения со-
стояния первой компоненты и характеристику
развития катастрофы на данном периоде.

Компоненты управляемого полумарковско-
го процесса с катастрофами Y (t) и введенный

выше считающий процесс ν(t) имеют ступен-
чатые траектории, для которых совпадают
моменты изменения состояний (изменения со-
стояний происходят в моменты tn =

∑
k6n θk,

n > 1).

Построение функционала и его ана-
лиз. Построение оптимальной стра-
тегии

Компоненты θ(t) и η(t) увяжем с момента-
ми появления некоторого события A, называе-
мого катастрофой (неблагоприятное событие).
Если для некоторого t > 0 выполняется нера-
венство

θ(t) = θν(t)+l > η(t) = ην(t)+l,

то считаем, что на периоде [tν(t), tν(t)+l] про-
изошла катастрофа в момент tν(t) + η(t). Зна-
чение процесса ν(t) + l определяет номер пе-
риода, на котором произошла катастрофа.

Таким образом, получаем последователь-
ность (поток) моментов катастроф при t > 0.
В частности, если ζ = inf{t : θ(t) > η(t)}, то
τl = ζ + η(ξ) есть момент первой катастрофы.

Объектом исследования в моделях безопас-
ности является математическое ожидание мо-
мента первой катастрофыMi = M(τl|ξ(0) = i).
При исследовании этого функционала, постро-
енного на траекториях управляемого полумар-
ковского процесса, возникают следующие про-
блемы:
• Определение условий, при которых это

математическое ожидание существует;
• Определение зависимости этого мате-

матического ожидания от вероятностных мер,
определяющих Марковскую однородную ран-
домизированную стратегию;
• Определение оптимальной стратегии,

обеспечивающей максимум математического
ожидания времени до катастрофы.

Используя принятые выше обозначения,
поставим задачу исследовать зависимость
условного математического ожидания Mi =
M(τl|ξ(0) = i) от исходных характеристик,
определяющих управляемый полумарковский
процесс с катастрофами. Решение этих вопро-
сов зависит от свойств поведения вложенной
цепи Маркова, определяющей эволюцию пер-
вой компоненты ξ(t).

Известно [11], что конечное множество со-
стояний марковской цепи разбивается на непе-
ресекающиеся подмножества: подмножество
невозвратных состояний, для которых вероят-
ность возвращения строго меньше единицы, и
конечный набор неразложимых классов, попав
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в любой из которых цепь не может из него
выйти.

Обозначим через E3s множество состояний,
составляющее один неразложимый класс, s —
номер класса, s = 1, 2, . . . , n, n — число клас-
сов, E30 — множество невозвратных состоя-
ний. Очевидны равенства

E = E30 ∪
n⋃
s=1

E3s,

E3i ∩ E3j = ∅, i 6= j, i, j ∈ {0, 1, . . . , n}.

Если цепь Маркова стартует из состояния,
принадлежащего некоторому неразложимому
множеству, то блуждание будет только по это-
му множеству и отдельно можно изучать цепь.
Если цепь стартует из невозвратного состоя-
ния, то некоторое конечное число шагов цепь
проведет в подмножестве невозвратных состо-
яний, затем перейдет в одно из неразложи-
мых подмножеств и там останется. Эта эво-
люция вложенной цепи Маркова будет исполь-
зована при исследовании проблемы существо-
вания условного математического ожидания
Mi = M(τl|ξ(0) = i).

В исследуемой модели с катастрофами вве-
дем другую классификацию состояний вло-
женной цепи Маркова.

Обозначим через βij условную вероятность
того, что процесс ξ(t) перешел в состояние j
(следующим состоянием будет состояние j), и
за время этого перехода не произошло ката-
строфы при условии, что на этом переходе
процесс находился в состоянии i. Тогда, ис-
пользуя введенные выше обозначения, полу-
чим равенство для введенной вероятности:

βij =

∫
u∈Ui

∫ ∞
0
{1−Fij(t, t, u)}diQij(t, u)Gi(du).

(13)
Из определения вероятности (13) следует,

что сумма
βi =

∑
j=E

βij (14)

есть вероятность того, что на периоде не про-
изойдет катастрофы при условии, что процесс
этот период проводит в состоянии i.

Если для состояния i выполняется равен-
ство βi = 0, то на этом периоде катастрофа
произойдет с вероятностью единица. Назовем
такое состояние особо опасным и обозначим
множество таких особо опасных состояний че-
рез E0.

Если для состояния i выполняется равен-
ство βi = 1, то на этом периоде катастрофа

произойдет с вероятностью ноль. Назовем та-
кое состояние безопасным и обозначим множе-
ство таких безопасных состояний через E2.

Если для состояния i выполняется неравен-
ство 0 < βi < 1, то на этом периоде катастро-
фа произойдет с положительной вероятностью
1−βi > 0, отличной от eдиницы. Назовем такое
состояние опасным и обозначим множество та-
ких опасных состояний через E1. Величина ве-
роятности 0 < βi < 1 характеризует степень
опасности.

Очевидны соотношения

E = E0 ∪ E1 ∪ E2, EiEj = ∅,

i 6= j, i, j = 0, 1, 2.

Ответ на вопрос о существовании математиче-
ского ожидания

Mi = M(τ1|ξ(0) = i)

дает теорема, доказательство которой приве-
дено в статье [6].

Теорема 1. Если в каждом неразложимом
классе состояний вложенной цепи Маркова
управляемого полумарковского процесса с ка-
тастрофами и конечным множеством со-
стояний есть хотя бы одно опасное или особо
опасное состояние j ∈ E0 ∪ E1, то матема-
тическое ожидание Mi = M(τ1|ξ(0) = i) су-
ществует и представляется как решение ал-
гебраической системы уравнений

(1− βii)Mi −
∑

j∈E,j 6=i
βijMj = bi, (15)

где

bi =
∑
j∈E

∫
u∈Ui

∫ i

0
nfty[

∫ t

0
xdxFij(t, x, u)

+

∫ ∞
t

tdxFij(t, x, u)]dtQij(t, u)Gi(du).

Таким образом, получаем, что искомые ма-
тематические ожидания отыскиваются как ре-
шения неоднородной системы линейных ал-
гебраических уравнений с коэффициентами,
зависимыми от исходных характеристик. За-
метим, что коэффициент bi есть условное ма-
тематическое ожидание минимума двух слу-
чайных величин — длительности периода и
случайной величины, определяющей момент
катастрофы на периоде, при условии, что про-
цесс провел период в состоянии i.

Решение системы (15) представляется
отношением определителей Mi = ∆i/∆,
где ∆ — определитель матрицы (I−B), (здесь
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I — единичная матрица, B — матрица с эле-
ментами βij , i, j ∈ E), ∆i, i ∈ E, — опреде-
литель матрицы (I − B), в которой i-й стол-
бец заменяется столбцом из свободных членов
b = (b1, b2, . . . , bN )T , где N — число состоя-
ний полумарковского процесса. В теореме 1
сформулированы достаточные условия того,
что определитель ∆ отличен от нуля. Извест-
но [11], что матрица переходных вероятностей
имеет клеточную (блочную) структуру: диа-
гональные клетки (блоки), соответствующие
переходам в эргодических множествах и пере-
ходам в множестве невозвратных состояний,
клетка, соответствующая переходам из невоз-
вратных состояний в эргодические, и, наконец,
клетка, соответствующая переходам из эрго-
дических состояний в невозвратные. Так как
переходы из эргодических состояний в невоз-
вратные состояния невозможны, то последняя
клетка состоит из нулевых элементов.

Из определения вероятностей pij и βij сле-
дует естественное неравенство pij > βij . По-
этому делаем вывод, что матрицы B и (I −B)
также имеют блочную (клеточную) структуру.
Блочная структура матрицы (I−B) показыва-
ет, что система (15) разбивается на блоки, со-
ответствующие эргодическим подмножествам
и невозвратным состояниям. Для эргодическо-
го подмножества справедливо равенство

Mi =
∑
j∈E3k

βijMj + bi, i ∈ E3k,

или, в матричном виде, при k = 1, 2, . . . , n,

(I −Bk)M(k) = b(k), (16)

где M(k) — вектор-столбец элементов Mi, i ∈
E3k, b(k) — вектор-столбец элементов bi, i ∈
E3k.

Справедливы следующие два утверждения.
Следствие 1. Для состояний из фиксиро-

ванного неразложимого класса i ∈ E3k реше-
ние системы (16) определяется отношением

Mi = ∆
(k)
i /∆(k), (17)

где ∆
(k)
i – определитель матрицы Bk, в кото-

ром i-й столбец заменен столбцом b(k).
Следствие 2. Если состояние i ∈ E0 — осо-

бо опасное состояние, то

Mi = bi

=
∑
j∈E

∫
u∈Ui

∫ ∞
0

∫ t

0
xdtQij(t, u)Gi(du). (18)

Элементы матрицы I−B, определяемые ра-
венством (13), являются линейными функци-
оналами относительно распределений Gi(B),
i ∈ E, B ∈ Ai, где i — номер строки. Тогда
[3] определители ∆,∆i, i ∈ E, являются линей-
ными функционалами относительно этих рас-
пределений. Поэтому решения (15) и (16) —
это дробно-линейные функционалы, а решение
(17) есть линейный функционал относитель-
но вероятностных мер Gi(B), i ∈ E, D ∈ Ai,
определяющих марковскую рандомизирован-
ную стратегию управления.

Исcледованная структура характеристи-
ки безопасности позволяет построить опти-
мальную стратегию управления. Известно [9],
что максимум дробно-линейного функционала

I(Ḡ) =

∫
U (N) A(u1, u2, . . . , uN )dG1(U1)d(G2(u2) . . . dGn(uN )∫
U (N) B(u1, u2, . . . , uN )dG1(U1)d(G2(u2) . . . dGn(uN )

достигается на вырожденных распределениях,
если этот максимум существует и простран-
ство Ω, по которому определяется экстремум,
содержит все вырожденные распределения. В
последнем соотношении

U (N) =
∏
i∈E

Ui−

прямое произведение пространств решений в
каждом состоянии, Ḡ = {G1, . . . , GN} – ве-
роятностные меры, определяющие Марков-
скую однородную рандомизированную страте-
гию управления.

Тогда задача сводится к поиску максимума
отношения подинтегральных функций

max
Ḡ∈Ω

I(Ḡ) = max
ui,Ui,i∈E

A(u1, u2, . . . , uN )

B(u1, u2, . . . , uN )

=
A(u0

1, u
0
2, . . . , u

0
N )

B(u0
1, u

0
2, . . . , u

0
N )
.

Модель защиты

Далее используем изложенную выше мо-
дель управляемого полумарковского процесса
с катастрофами для анализа и оценки харак-
теристик безопасности и увязки этих характе-
ристик с характеристиками надежности.
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Связь проблем надежности и безопас-
ности была очевидна специалистам давно.
При низких характеристиках надежности
(безотказности и ремонтопригодности) нель-
зя обеспечить высокую безопасность функци-
онирования различных технических систем.
Примером могут служить транспортные си-
стемы, энергетические системы, вычислитель-
ные системы и т. п. В ряде работ иссле-
довалась зависимость показателей безопасно-
сти от характеристик надежности и стратегии
технического обслуживания, поддерживаю-
щей систему в работоспособном состоянии [8].
При построении таких математических моде-
лей учитывались характерные особенности си-
туации, такие как наличие противоборствую-
щих сторон, случайный характер возникнове-
ния отказов, наличие управления (управля-
ющих воздействий), позволяющего улучшать
показатель безопасности, ставить и решать оп-
тимизационную задачу. При построении слу-
чайного процесса, описывающего эволюцию
системы, и постановке задачи оптимизации
предполагается, что характеристики надежно-
сти известны.

Описание процесса атак на систему защи-
ты

При описании этого процесса, прежде все-
го, заметим, что он носит дискретный харак-
тер, т. е. атаки или попытки пройти систему
защиты осуществляются периодически через
некоторые, возможно, случайные, интервалы
времени. В настоящей работе будем предпола-
гать, что этот процесс описывается процессом
Пуассона с параметром λ. У пуассоновского
процесса интервалы η между соседними ата-
ками независимы в совокупности и распреде-
лены по экспоненциальному закону с парамет-
ром λ:

P{η < x} =

{
0, x 6 0,

1− e−λx, x > 0.

Пуассоновский процесс является Марков-
ским процессом. Для произвольного момента
T время ожидания момента следующей по-
пытки (атаки) распределено также по экспо-
ненциальному закону с тем же параметром.
Это свойство будет использовано при выводе
основных соотношений.

Описание процесса эволюции системы за-
щиты

Пусть задана система, у которой время бе-
зотказной работы ξ распределено по закону
F (x) = P{ξ < x}, F̄{x} = 1−F (x) = P{ξ > x}.
Предположим, что появившийся при функци-
онировании системы отказ самостоятельно об-
наруживается (проявляется) мгновенно.

В начальный момент t0 = 0 начинается экс-
плуатация системы защиты и начинается пла-
новое предупредительное обновление (профи-
лактика) системы через время v > 0, раcпре-
деленное по закону

G(x) = P{v < x}, G(0) = 0.

Назначение плановых предупредительных
обновлений системы через случайное время
v > 0 означает введение рандомизации в про-
цесс принятия решений, т. е. в тот момент, ко-
гда нужно принимать решение, строится ре-
ализация τ случайной величины v, {v = τ},
распределенной по закону G(x), и плановое
предупредительное обновление системы про-
изводитcя через время τ . Если к назначен-
ному моменту v > 0 система не отказала
(произошло событие {v < τ}), то в момент
v > 0 начинается плановое предупредитель-
ное обновление системы, которое по предпо-
ложению полностью обновляет систему. Обо-
значим длительность этого планового преду-
предительного (профилактического) обновле-
ния γ1, а F1(x) = P{γ1 < x} обозначим
функцию распределения этой длительности,
F̄1(x) = P{γ1 > x}.

Наконец, если отказ системы наступил до
назначенного момента времени v > 0 (произо-
шло событие {v > ξ}), то в момент обнаруже-
ния отказа ξ начинается внеплановое аварий-
ное обновление системы. Длительность этой
восстановительной работы обозначим γ2, а за-
кон распределения обозначим F2(x) = P{γ2 <
x}, F̄2 = P{γ2 > x}.

После проведения возможных восстанови-
тельных работ, когда по предположению си-
стема полностью обновляется, осуществляется
перепланирование момента проведения следу-
ющей предупредительной восстановительной
работы независимо от прошлого течения про-
цесса и весь процесс обслуживания повторяет-
ся заново.

Описанная выше физическая модель пол-
ностью укладывается в математическую мо-
дель управляемого полумарковского процесса
с катастрофами.

Построим этот управляемый полумарков-
ский процесс с катастрофами. Алгоритм по-
строения этого процесса включает следу-
ющие этапы: определение Марковских мо-
ментов и пространства состояний, постро-
ение пространства управлений и стратегий
управления, определение полумарковского яд-
ра управляемого полумарковского процесса,
определение условных распределений момен-
тов катастроф и, наконец, построение матема-
тического ожидания момента катастрофы.
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В рассматриваемом случае Марковксие мо-
менты — это моменты начала и окончания вос-
становительных работ. По определению пер-
вая компонента управляемого полумарковско-
го процесса с катастрофами ξ(t) между Мар-
ковскими моментами не изменяется.

Будем считать, что ξ(t) = 1, если в ближай-
ший Марковский момент, предшествующий t,
началась плановая предупредительная профи-
лактика системы.

Будем считать, что ξ(t) = 2, если в ближай-
ший Марковский момент, предшествующий t,
началось внеплановое аварийное восстановле-
ние системы.

Наконец, полагаем ξ(t) = 0, если ближай-
ший Марковский момент, предшествующий τ ,
является моментом обновления системы. Сле-
довательно, первая компонента управляемо-
го полумарковского процесса с катастрофами
ξ(t) принимает значения из конечного множе-
ства E = {0; 1, 2}.

Определение множества управлений и
стратегии управления. Из физического описа-
ния процесса функционирования системы сле-
дует, что решение о назначении периода про-
ведения плановых предупредительных профи-
лактик принимается только в моменты окон-
чания восстановительных работ (процесс ξ(t)
находится в состоянии ноль, ξ(t) = 0). В этом
состоянии можно назначить проведение пла-
новой предупредительной профилактики че-
рез любое положительное время. Множество
управлений U0 совпадает с множеством поло-
жительных чисел, U0 = [0,∞).

Следовательно, по определению, G0(u) =
G(u).

Построение полумарковского ядра. Из опи-
сания процесса функционирования системы
следует, что при i = 1, 2 справедливы равен-
ства

Qi0(t, u) = P{γi < t} = Fi(t),

Qij(t, u) = 0, j = 1, 2. (19)

Для перехода в состояние ноль необходи-
мо и достаточно, чтобы до момента t закончи-
лась проводимая восстановительная работа, а
последние равенства в (19) справедливы, по-
скольку Марковские моменты начала и окон-
чания восстановительных работ чередуются.

При i = 0 справедливы равенства:
• если j = 1, то

Q01(t, u) = P{v < t, v 6 ξ|v = u}

=

{
0, u > t,

F̄ (u), u 6 t,
(20)

поскольку при u > t не выполняется первое
неравенство и, следовательно, вероятность та-
кого события равна нулю, а при u 6 t необ-
ходимо и достаточно выполнения неравенства
ξ > U , вероятность которого равна F̄ (u).

Заметим, что при указанных условиях пе-
рехода решение совпадает с интервалом меж-
ду Марковскими моментами с вероятностью
единица, т. е.

P{θn+1 = un+1|ξn = 0, ξn+1 = 1} = 1; (21)
• если j = 2, то

Q02(t, u) = P{v > ξ, t > ξ|v = u}

=

{
F (t), u > t,

F (u), u 6 t.
(22)

Пояснения аналогичны предыдущим: при
u > t необходимо и достаточно выполнения
неравенства t > ξ, вероятность которого рав-
на F (t), а при u 6 t необходимо и достаточ-
но выполнения неравенства t > ξ, вероятность
которого равна F (u).

Заметим, что при указанных условиях пе-
рехода решение также совпадает с интерва-
лом между Марковскими моментами с вероят-
ностью единица, т. е. справедливо равенство,
аналогичное равенству (21):

P{θn+1 = un+1|ξn = 0, ξn+1 = 2} = 1. (23)
• если j = 0, то

Q00(t, u) = 0, (24)
поскольку переход в состояние ноль невозмо-
жен.

Нетрудно проверить очевидное равенство,
справедливое при любом u > 0:

lim
t→∞

∑
j∈E

Qij(t, u) = 1.

Из равенств (19)–(24) получаем интегриро-
ванием по мере G0(u) = G(u) полумарковское
ядро стандартного полумарковского процесса

Qi0 = Fi(t), Qij(t) = 0, j = 1, 2, (25)
поскольку нет зависимости от управления и
функций (19);

Q00(t) = 0, Q0,1(t) =

∫ t

0
F̄ (u)dG(u),

(26)

Q02(t) =

∫ t

0
F (u)dG(u) + F̄ (t)[1−G(t)].

Предельным переходом при t→∞ получа-
ем переходные вероятности состояний вложен-
ной цепи Маркова

pij = lim
t→∞

Qij(t), i, j ∈ E = {0, 1, 2}.
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Для исследуемой модели из равенств (25) и
(26) находим, что

p00 = 0, p0,1 =

∫ ∞
0

F̄ (u)dG(u),

p02 =

∫ ∞
0

F (u)dG(u), (27)

pi0 = 1, pij = 0, i, j = 1, 2.

Нетрудно проверить очевидное равенство при
i = 0, 1, 2

lim
t→∞

∑
j∈E

Qij(t) =
∑
j∈E

pij = 1.

Отметим, что вложенная цепь Маркова
имеет один замкнутый класс сообщающихся
состояний с периодом d = 2.

Распределение моментов катастроф. Ха-
рактеристики катастрофы задаются условны-
ми вероятностями (10).

Для рассматриваемой модели при i = 0, j =
1 справедливо равенство

F01(x, t, u) = P{ηn+1 < x|ξn = 0, ξn+1 = 1,

θn+l = t, un+1 = u} (28)

=

{
0, x 6 t,

1− e−λ(x−t), x > t.

Поясним соотношение (28). При переходе из
состояния i = 0 в состояние j = 1 система за-
щиты в течение времени t исправно функци-
онирует и, следовательно, по предположению
успешно парирует угрозы. Поэтому момент
возникновения угрозы равен сумме постоян-
ной величины t или u и некоторой случайной
величины ζ, распределенной по экспоненци-
альному закону (свойство процесса Пуассона).
Следовательно,

F01(x, t, u) = P{ζ + t < x}

=

{
0, x 6 t,

1− eλ(x−t), x > t.
(29)

Таким образом, получается равенство (28).
Для i = 0, j = 2 система защиты также в

течение всего периода t находится в работоспо-
собном состоянии и способна парировать воз-
никающие угрозы. Переход из состояния i = 0

в состояние j = 2 означает выполнение нера-
венства ξ > v. В этом случае интервал между
Марковскими моментами совпадает с момен-
том появления отказа ξ. Поэтому из определе-
ния (10) условного распределения F03(t, x, u)
следует, что справедливы соотношения ξ < v;
ξ = t; v = u. Следовательно, получаем равен-
ство

F02(x, t, u) = F01(x, t, u)

=

{
0, x 6 t,

1− e−λ(x−t), x > t.
(30)

Наконец, если учесть, что в состояниях, ко-
гда проводятся ремонты, i = 1, 2, система за-
щиты не способна парировать угрозы, получа-
ем для этих состояний, что любое возникнове-
ние угрозы означает наличие катастрофы.

Поэтому при i = 1, 2

Fi0(t, x, u) = 1− e−λx, x > 0. (31)

Далее покажем, что состояние i = 0 —
безопасное состояние, а состояния i = 1, 2 —
опасные состояния. Из определений (13) и (14)
и равенства (19), определяющего полумарков-
ское ядро, следует, что при i = 1, 2

0 < βi0 =

∫ ∞
0

e−λtdFi(t) < 1, (32)

так как λ > 0.
Для i = 0 покажем, что β0 = 1, т. е. состо-

яние i = 0 безопасное.
Для вероятности β01 справедливо равен-

ство
β01 = p01 =

∫ ∞
0

F̄ (u)dG(u). (33)

Для вероятности β02 справедливо равен-
ство

β02 = p02 =

∫ ∞
0

F (u)dG(u). (34)

Таким образом, доказано, что для i = 0
справедливо равенство β0 = 1 и, следователь-
но, состояние i = 0 безопасное.

Выше приведенными рассуждениями дока-
зано выполнение всех условий теорем и след-
ствий, приведенных ранее.

Тогда получаем выражение математиче-
ского ожидания времени до катастрофы через
исходные характеристики:

M0(G) =

∫∞
0 [
∫ u

0 F̄ (y)dy + F̄ (u)
∫∞

0 e−λtF̄1(t)dt+ F (u)
∫∞

0 e−λtF̄2(t)dt]dG(u)∫∞
0 [1− F̄ (u)

∫∞
0 e−λtdF1(t)− F (u)

∫∞
0 e−λtF2(t)]dG(u)

(35)
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Перечислим основные выводы, которыми
мы воспользуемся при последующем анализе
модели защиты:

1. Математическое ожидание времени до
катастрофы есть дробно-линейный функцио-
нал.

2. Оптимальную стратегию управления
можно искать в классе детерминированных

стратегий

G(x) =

{
0, x 6 u,

1, x > u.
(36)

Предположим, что процесс стартует из со-
стояния ноль, когда система защиты новая.

Тогда из равенств (35) и (36) получаем, что
соотношение

M0(u) =

∫ u
0 F̄ (y)dy + F̄ (u)

∫∞
0 e−λtF̄1(t)dt+ F (u)

∫∞
0 e−λtF̄2(t)dt

1− F̄ (u)
∫∞

0 e−λdF1(t)− F (u)
∫∞

0 e−λtdF2(t)
(37)

определяет математическое ожидание време-
ни до катастрофы при условии, что процесс
стартует из состояния i = 0 и предупредитель-
ные профилактики начинаются через время u.

Математическая задача сводится к опреде-
лению максимума функции (37) и точки u0, в
которой этот максимум достигается,

V0(u0) = max
u>0

M0(u). (38)

ВЫВОД. Нужно назначать проведение
предупредительных профилактик через время
u0, тогда получим максимальное математи-
ческое ожидание времени до катастрофы.
Управление при неполной информа-
ции

Однако реальная ситуация такова, что ха-
рактеристики надежности, как правило, точно
не известны, а получаются в результате ста-
тистических испытаний и обычно на практике
имеются только оценки неизвестных характе-
ристик. Следовательно, точно не известны ве-

роятностные характеристики случайного про-
цесса, описывающего эволюцию исследуемой
системы. Поэтому в реальной ситуации управ-
лять приходится по неполным данным, что ме-
няет постановку математической задачи.

Сначала исследуем структуру функциона-
ла (35) относительно распределения F (x) =
P{ξ < x}.

Величины

ai =

∫ ∞
0

e−λtdFi(t), i = 1, 2.

определяют вероятность того, что во вре-
мя восстановительной работы i-го вида не
произойдет катастрофы. Естественно считаем,
что справедливо неравенство a1 > a2, так как
аварийный ремонт длится дольше предупре-
дительного. Тогда∫ ∞

0
e−λtF̄i(t)dt =

1− ai
λ

и из (1) получаем, что

M0(F,G) =

∫∞
0 [λ

∫ u
0 F̄ (y)dy + (1− a1)− (a2 − a1)

∫ u
0 dF (y)]dG(u)

λ
∫∞

0 [(1− a1)− (a2 − a1)
∫ u

0 dF (y)]dG(u)

=

∫∞
0

∫∞
0 min(y, u)dF (y)dG(u)∫∞

0

∫∞
0 B(y, u)dF (y)dG(u)

+
1

λ
, (39)

где

B(y, u) = (1− a2)I(y 6 u) + (1− a1)I(y > u)

=

{
1− a2, y 6 u,

1− a1, y > u,
(40)

I(A) обозначает индикатор события A.
Равенство (39) показывает, что матема-

тическое ожидание M0(F,G) есть дробно-
линейный функционал относительно распре-
деления G, определяющего периодичность

проведения плановых восстановительных ра-
бот, и распределения F — распределения вре-
мени безотказной работы:

M0(F,G) =

∫∞
0

∫∞
0 A(y, u)dF (y)dG(u)∫∞

0

∫∞
0 B(y, u)dF (y)dG(u)

.

Как указывалось выше, точные значения
распределений F неизвестны, а известны оцен-
ки каких-то характеристик этого распределе-
ния. Опишем некоторые конкретные ситуа-
ции:
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• В результате статистических испыта-
ний определяются значения функции распре-
деления в отдельных точках. Пусть W =
Ω(n,−→y ,−→π ) есть множество распределений, ко-
торые в n заданных точках

−→y = (y0 = 0, y1, y2, . . . , yn, yn+1 =∞)

принимают заданные значения −→π = (π0 =
0, π1, π

2, . . . , πn, πn+1 = 1), F (yi) = πi. Для вве-
денных параметров справедливы соотношения

y0 = 0 < y1 < y2 < . . . < yn < yn+1 =∞,
π0 = 0 6 π1 6 π2 6 . . . 6 πn 6 πn+1 = 1.

Тогда при постановке задачи можно считать,
что F ∈W .
• В результате статистических испыта-

ний определяются оценки математического
ожидания. Пусть W = Ω(µ) есть множество
распределений с фиксированным математиче-
ским ожиданием µ

Ω(µ) = {F : µ =

∫ ∞
0

[1− F (x)]dx}.

Тогда можно считать, что F ∈W .
Теперь сформулируем математическую за-

дачу.
Так как характеристики времени безотказ-

ной работы определяются по результатам ста-
тистических испытаний и после их обработ-
ки получают оценки этих характеристик, то
считаем, что функция распределения времени
известна неточно, а известно множество рас-
пределений W , которому она принадлежит,
F ∈ W . Если обозначить через Ω множество
распределений положительных случайных ве-
личин, то задачу можно сформулировать так.

Найти
max
G∈Ω

inf
F∈W

M0(F,G) (41)

и распределения F0, G0, на которых этот мак-
симум достигается.

Решение задачи (41) зависит от структуры
множества распределений W и структуры ис-
следуемого функционала M0(F,G). Как пока-
зано выше, исследуемый функционал дробно-
линеен относительно распределений F,G.

Пусть F ∈ W = Ω(n,−→y ,−→π ). При поиске
внутреннего экстремума (минимума) при фик-
сированном G ∈ Ω воспользуемся доказанным
в [1] утверждением: если существует минимум
дробно-линейного функционала

I(F ) =

∫∞
0 A(y)dF (y)∫∞
0 B(y)dF (y)

(42)

по множеству функций распределения F ∈
W = Ω(n,−→y ,−→π ), то он достигается на ступен-
чатой функции, имеющей в каждом интервале

y ∈ [yk, yk+q), k = 0, 1, 2, . . . , n,

не более одной точки роста

min
F∈Ω(n,−→y ,−→π )

I(F ) = min
F∈Ω(0)(n,−→y ,−→π )

I(F )

= min
zk∈[yk,yk+1),k=0,1,...,n

∑n
k=0A(zk)(πk+1 − πk)∑n
k=0B(zk)(πk+1 − πk)

=

∑n
k=0A(z0

k)(πk+1 − πk)∑n
k=0B(z0

k)(πk+1 − πk)
.

Если использовать этот результат для рас-
сматриваемого случая, когда F ∈ W =
Ω(n,−→y ,−→π ), то

A(y) =

∫ ∞
0

A(y, u)dG(u),

B(y) =

∫ ∞
0

B(y, u)dG(u)

и, следовательно, точка (z0
1 , z

0
2 , . . . , z

0
n) зависит

от распределения G(u), поэтому поиск внеш-
него экстремума затруднен, поскольку неиз-
вестна структура исследуемого функционала.

При решении этой проблемы воспользуем-
ся результатом, изложенным в [1].

Пусть задан функционал

I(F,G) =

∫∞
0 A(y, u)dF (y)dG(u)∫∞
0 B(y, u)dF (y)dG(u)

.

Если функция A(y, u) не убывает по пе-
ременной y при любом u, а функция B(y, u)
не возрастает по переменной y при любом u,
то при любом распределении G справедливо
неравенство

I(F1, G) =

∫∞
0

∫∞
0 A(y, u)dF1(y)dG(u)∫∞

0

∫∞
0 B(y, u)dF1(y)dG(u)

6

∫∞
0

∫∞
0 A(y, u)dF2(y)dG(u)∫∞

0

∫∞
0 B(y, u)dF2(y)dG(u)

= I(F2, G),

функция F1(y) мажорирует функцию F2(y),
F1(y) > F2(y), y ∈ [0,∞).

Это утверждение позволяет сделать общий
вывод: если в пространстве W существует
распределение F0, мажорирующее любое рас-
пределение F, F0 > F ∈ W , то для зна-
чений функционала справедливо неравенство
I(F0, G) 6 I(F,G). Значит на мажорирующем
распределении достигается минимум.
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Таким образом, получаем, что при выпол-
нении сформулированных выше условий на
подынтегральные функции, функционал

I(F0, G) = min
F∈W

I(F,G),

дробно-линеен относительно распределений
G ∈ Ω. Поэтому, если максимум этого функци-
онала существует, то оптимальную стратегию
управления можно искать в классе детерми-
нированных стратегий Ω(0) [3]

G(x) =

{
0, x 6 u,

1, x > u.
(43)

Таким образом, получаем равенство

max
G∈Ω

min
F∈W

I(F,G) = max
G∈Ω(0)

I(F0, G)

= max
u>0

∑n
0 A(z0

k, u)(πk+1 − πk)∑n
k=0B(z0

k, u)(πk+1 − πk)
(44)

=

∑n
0 A(z0

k, u
0)(πk+1 − πk)∑n

k=0B(z0
k, u

0)(πk+1 − πk)
.

В пространстве W = Ω(n,−→y ,−→π ) существу-
ет мажорирующее распределение

F0(x) =


0, x 6 0,

πk, x ∈ (yk, yk+1],

1, x > yn,

(45)

k = 0, 1, 2, . . . , n− 1,

у которого скачки расположены в крайних ле-
вых точках интервала (yk, yk+1].

Для функционала (39) подынтегральная
функция числителя определяется равенством
A(y, u) = min(y, u), а подынтегральная функ-
ция знаменателя определяется равенством
(40). Подынтегральная функция числителя —
неубывающая функция по переменной y при
любом u, а функция B(y, u) — невозрастаю-
щая функция по переменной y при любом u,
так как естественно предполагать выполнение
неравенства a1 > a2. Таким образом, доказа-
но, что выполняются все условия, при которых
внутренний минимум задачи (41) достигается
на мажорирующем распределении F0(x), опре-
деляемом равенством (45).

Следовательно,

M0(F0, G0) max
G∈Ω

min
F∈W

M0(F,G) = max
G∈Ω

M0(F0, G)

= max
x∈[0,∞)

∑n
k=0 min(x, yk)(πk+1 − πk)∑n
k=0B(x, yk)(πk+1 − πk)

+
1

λ
(46)

=

∑n
k=0 min([0, yk)(πk+1 − πk)∑n
k=0B(x0, yk)(πk+1 − πk)

+
1

λ
.

Профилактики надо проводить через вре-
мя x0, и равенство (46) дает значение гаран-
тированного уровня безопасности в этих усло-
виях неопределености.

Рассмотрим другой пример, когда управ-
лять приходится при наличии неполной ин-
формации. Часто по результатам статистиче-
ских испытаний получают довольно точные
оценки моментов распределений, в частности,
математичского ожидания.

Пусть W = Ω(µ) есть множество распре-
делений положительных случайных величин
с фиксированным математическим ожидани-
ем µ,

W = Ω(µ) = {F : µ =

∫ ∞
0

[1− F (x)]dx}.

Для технических систем естественно счи-
тать, что распределение стареющее, т. е. ин-
тенсивность отказов λ(x) = f(x)/(q − F (x)) –
неубывающая функция, где f(x) – плотность
распределения.

Тогда известно [2], что существует распре-
деление

F0(x) =

{
1− e−x/µ, 0 6 x 6 µ;

1, x > µ,
(47)

которое мажорирует все распределения мно-
жества

Ω(µ) = {F : µ =

∫ ∞
0

[1− f(x)]dx}.

Следует заметить, что распределение F0(x),
определяемое соотношением (47), не принад-
лежит множеству W = Ω(µ). Следовательно,

inf
f∈Ω(µ)

M0(F,G) >M0(F0, G)

=
1

λ
+

[µ(1− e−min(u,µ)/µ)]

(1− α)− (α2 − α1)F0(u)
. (48)

Отсюда получаем, что

max
G∈Ω

inf
F∈Ω(µ)

M0(f, g) > max
G∈Ω

M0(F0, G)

или, с учетом равенства (48),

max
G∈Ω

inf
F∈Ω(µ)

M0(F,G)

> max
u>0

{
1

λ
+

[µ(1− e−min(u,µ)/µ)]

(1− α1)− (α2 − α1)F0(u)

}
(49)

=
1

λ
+

[µ(1− e−1)]

(1− α1)− (α2 − α1)F0(u)
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и достигается этот максимум при u0 = µ.
Таким образом, получаем следующий вы-

вод: если распределение времени безотказной
работы системы защиты — стареющее распре-
деление и известно только его математическое
ожидание µ, то предупредительные профилак-
тики целесообразно начинать через u0 = µ,
при этом гарантированное значение матема-
тического ожидания времени до катастрофы
равно

max
G∈Ω

inf
F∈Ω(µ)

M0(F,G)

>
1

λ
+

[µ(1− e−1)]

(1− α1)− (α2 − αi)F0(u)
.
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СТАБИЛИЗАЦИЯ УПРАВЛЯЕМЫХ ДИНАМИ-
ЧЕСКИХ СИСТЕМ ЗА КОНЕЧНОЕ ВРЕМЯ
А. Н. Кириллов

Институт прикладных математических исследований
Карельского научного центра РАН

Рассмотрена задача стабилизации управляемых динамических систем за ко-
нечное время. Предложен метод стабилизации линейной системы с периодиче-
скими коэффициентами.

Ключ е вы е c л о в а: стабилизация, конечное время, линейная система.

А. N. Kirillov. FINITE TIME STABILIZATION
OF CONTROLLABLE DYNAMICAL SYSTEMS
The problem of finite time stabilization
of controllable dynamical systems is considered. A method for stabilization of a
linear system with periodical coefficients is proposed.

K e y wo r d s: stabilization, finite time, linear system.

Основные понятия

В конце 1960-х гг. Н. Н. Петров [4] пред-
ложил понятие нормальной локальной управ-
ляемости. Рассмотрим динамическую систему
управления

ẋ = f(x, u), (1)

где x – состояние, x ∈ Rn, u – управление,
u ∈ Rm. Пусть допустимое управление – ку-
сочно постоянная функция времени t со зна-
чениями в ограниченном множестве U ∈ Rm.

Определение 1. Система (1) называется нор-
мально локально или N -локально управляе-
мой в окрестности начала x = 0, если для лю-
бого T > 0 существует окрестность начала, из
каждой точки которой с помощью допустимо-
го управления можно попасть в 0 за время,
меньшее T .

Для аналитической динамической системы
(1) при n = 2, m = 1 получены достаточные

условия N -управляемости в терминах коэф-
фициентов степенных рядов, в которые рас-
кладывается f [5]. В [1] автор ввел понятие
T -стабилизируемости.

Определение 2. Система (1) называется T -
стабилизируемой в точке x∗, если для любо-
го T > 0 существует такая окрестность U(x∗)
точки x∗, что все траектории системы (1), вы-
ходящие из U(x∗), за время, меньшее чем T , c
помощью допустимого управления попадут в
любую сколь угодно малую окрестность точ-
ки x∗ и в дальнейшем в ней останутся.

Это понятие мотивировано необходимо-
стью решать задачи стабилизации систем с из-
меняющейся структурой, когда время стаби-
лизации ограничено временем существования
структуры. Введем понятие T -синхронизации.
Пусть x(t, x0, u) – траектория системы (1), со-
ответствующая управлению u и удовлетворя-
ющая услвию x(0, x0, u) = x0.
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Определение 3. Система (1) называется T -
синхронизуемой в точке x∗, если для любого
T > 0 существует такая окрестность U(x∗)
точки x∗, что для любой точки x0 ∈ U(x∗)
найдется такое допустимое управление u, что
траектория x(t, x0, u) системы (1) за время
t(x0) < T попадет в точку x∗ и в дальнейшем
не будет ее покидать, т. е. x(t, x0, u) = x∗ при
∀t > t(x0).

Понятие T -синхронизуемости введено для
решения задач управления объектами с боль-
шой инерционностью, например, в задачах
управления процессами атомной энергетики.
Очевидно, T -синхронизуемость является част-
ным случаем T -стабилизируемости и нормаль-
ной локальной управляемости.

N-локальная управляемость и T -
стабилизируемость

Установим связь между понятиями нор-
мальной локальной управляемости и T -
стабилизируемости.

Теорема 1. Пусть f, fx непрерывны в неко-
торой окрестности начала координат. Если
система (1) N -локально управляема, то она
T -стабилизируема.

Доказательство. Пусть для определенности
система (1) N -локально управляема в нача-
ле x = 0. Рассмотрим две окрестности начала
Ur(0), UR(0), r < R. В [4] получена оценка для
времени ∆t прохождения траекторией систе-
мы (1) слоя UR(0) \ Ur(0)

∆t >
R2 − r2

c
,

где 0 < c(R2, r2,K) – некоторая постоян-
ная, причем в окрестности начала координат
||f(x, u)|| 6 K. Возьмем произвольное ε > 0.
Покажем, что найдется окрестность Uδ(0) та-
кая, что для любой точки x0 ∈ Uδ(0) траекто-
рия, начинающаяся в точке x0, при соответ-
ствующем допустимом (кусочно-постоянном)
управлении не покинет Uε(0). Возьмем ε1 та-
кое, что ε > ε1 > 0. Время ∆t1 прохождения
траекторией слоя удовлетворяет оценке

∆t1 >
ε2 − ε21
c

.

Поскольку система N -локально управляема в
точке x = 0, то для любого τ > 0 такого, что

0 < τ <
ε2 − ε21
c

,

существует окрестность нуля U(< τ) такая,
что все ее точки за время, меньшее τ , мож-
но перевести c помощью допустимого управ-
ления в начало. Если хотя бы одна траекто-
рия, начинающаяся в U(< τ), выйдет на гра-
ницу окрестности Uε(0) до попадания в нача-
ло, то для попадания в начало ей придется
пройти слой Uε(0) \ Uε1(0), на что потребует-
ся время ∆t1 > τ . Это значит, что система
не является N -локально управляемой в точке
0, что противоречит предположению. Приме-
няя соответствующее управление для траек-
тории, уже прошедшей начало и находящей-
ся в U(< τ), получим, что она также не мо-
жет достичь границы окрестности Uε(0). Итак,
все траектории, начинающиеся в U(< τ), оста-
ются в Uε(0). Выберем δ > 0 такое, чтобы
Uδ(0) ⊂ U(< τ). Тогда получаем, что точка
0 T -стабилизируема.

Замечание 1. Понятие T -стабилизируемости
является более широким, чем понятие нор-
мальной локальной управляемости. Рассмот-
рим систему

ẋ = − x√
|x| − u

,

где x ∈ R, u – кусочно-постоянная функция
времени, принимающая значения из множе-
ства { 1n , n ∈ N} 3 u(t). Несложно показать,
что точка x = 0 T -стабилизируема. Для по-
падания в любую ε-окрестность начала доста-
точно положить u = 1

n < ε. При этом ни
одна траектория не попадает в начало, т. е.
N -локальной управляемости в начале нет.

T -стабилизируемость нестационар-
ных линейных систем

Рассмотрим сначала линейную стационар-
ную систему управления

ẋ = Ax+Bu := f(x, u), (2)

где x ∈ Rn, u ∈ Rk, A, B – постоянные матри-
цы соответствующих размерностей. Тогда век-
торы f(0, ui) = Bui, 1 6 i 6 m, не могут об-
разовывать положительный базис [4] в Rn при
m > n ни при одном наборе постоянных век-
торов ui, 1 6 i 6 m, ui ∈ Rk, если размерность
вектора управлений меньше размерности век-
тора состояний, т. е. k < n. Действительно

Bu = b1u1 + ...+ bkuk,

где bj – столбцы матрицы B, uj – компонен-
ты вектора u, 1 6 j 6 k, а тогда вектор
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Bu принадлежит линейной оболочке векто-
ров b1, ..., bk, т. е. собственному подпростран-
ству пространства Rn. Таким образом, векто-
ры f(0, ui) = Bui, 1 6 i 6 m не образу-
ют положительный базис, и поэтому нельзя
применять теорему о T -стабилизации, которая
утверждает, что существование положитель-
ного базиса f(0, ui), 1 6 i 6 n+1 является до-
статочным условием T -стабилизируемости си-
стемы (1) в точке x = 0 [2]. Более того, спра-
ведлива

Лемма 1. Пусть k < n, управление u–
кусочно-постоянно, u ∈ {u1, ..., um}. Тогда
точка x = 0 не является T -стабилизируемой
для системы (2).

Доказательство. Доказательство повторяет
рассуждение из теоремы работы [4] о том, что,
если векторы f(0, ui), i = 1, ...,m образуют од-
ностороннюю совокупность, то система (2) не
является локально управляемой.

Рассмотрим теперь нестационарную линей-
ную систему с постоянной матрицей коэффи-
циентов A

ẋ = Ax+B(t)u := f(x, u, t), (3)

где B(t) – кусочно-непрерывная матрица.
Предположим, что по-прежнему, k < n. Пока-
жем, что при определенных условиях, накла-
дываемых на B(t), точку x = 0 можно стаби-
лизировать за конечное, но не любое время с
помощью кусочно-постоянного управления.

Пример 1. Рассмотрим систему

ẋ = g1(t)u, ẏ = g2(t)u,

где x, y, u ∈ R,

g1(t) =

{
1, 0 6 t < 0, 25T0,
−1, 0, 25T0 6 t < 0, 75T0,

1, 0, 75T0 6 t 6 T0,

g2(t) =

{
1, 0 6 t < 0, 5T0,
−1, 0, 5T0 6 t 6 T0,

gi(t+ T0) = gi(t), i = 1, 2,

где T0 – положительная постоянная. Пусть
управление u кусочно-постоянно и может при-
нимать два значения: 0 или 1. Покажем, что
данная система стабилизируема в нуле за ко-
нечное, но не любое время T . При u = 1 участ-
ки траекторий системы принадлежат прямым
x + y = c или x − y = c, c–постоянная. Тра-
ектории системы периодические, с периодом

T0, геометрически представляют собой сторо-
ны равных квадратов, параллельные указан-
ным прямым. Покажем, что любую началь-
ную точку M0(x0, y0) можно перевести в на-
чало. Для этого, например, сначала перево-
дим точку M0 на одну из прямых x + y = 0
или x − y = 0, а потом по этой прямой пе-
реводим точку в начало и там оставляем, по-
лагая u = 0 (тем самым решая даже задачу
синхронизации за конечное время). Построим
соответствующее управление. Предположим,
что M0 принадлежит прямой x + y = c0 (или
x − y = c0), которая пересекает x − y = 0
(или x + y = 0). Полагаем u = 0 до того мо-
мента времени, когда g1 = 1, g2 = −1, если
M0 лежит выше прямой x − y = 0, или ко-
гда g1 = −1, g2 = 1, если M0 лежит ниже
прямой x − y = 0. В этот момент времени по-
лагаем u = 1 до тех пор, пока g1, g2 не поме-
няют знаки. Тогда останавливаемся, положив
u = 0, и возобновляем процедуру. И так до
попадания на прямую x − y = 0. Потом воз-
обновляем аналогичный процесс управления
до попадания в начало. При этом, в силу пе-
риодичности правых частей системы, останов-
ка фазовой точки до возобновления движения
длится в течение времени, не превышающего
0, 75T0. Расстояние d, которое надо пройти фа-
зовой точке от M0 до начала вдоль пути, опи-
санного выше, как нетрудно показать, равно
d = 1√

2
(|x−y|+ |x+y|). Модуль вектора фазо-

вой скорости при u = 1 равен
√
ẋ2 + ẏ2 =

√
2.

Время движения не превосходит величины

∆T = 0, 75pT0 + 0, 5(|x0 − y0|+ |x0 + y0|),

где p – количество простоев. Слагаемое
0, 75pT0 равно максимальному времени про-
стоя. Итак, для любого T > 0, 75pT0 можно
найти окрестность начала такую, что ∆T <
T . Для этого достаточно, чтобы выполнялось
условие

0, 5(|x0 − y0|+ |x0 + y0|) < T − 0, 75T0p,

т. е. все начальные точки M0, для кото-
рых выполняется это условие, переводятся
в начало за время, меньшее T , и остают-
ся там. Множество, задаваемое последним
неравенством, является кругом радиуса R =
1√
2

√
(x0 − y0)2 + (x0 + y0)2 6 1√

2
(|x0 − y0| +

|x0 + y0|) < 1√
2
(2T − 1, 5T0p). В построенном

примере время попадания в произвольно ма-
лую окрестность начала ограничено снизу ве-
личиной 0, 75T0p. Заметим, что p зависит от
M0 и значение p(M0) можно оценить.

Пример показывает, что система вида (3)
может быть стабилизируема в нуле за ко-

��
��
70



нечное время T при условии T > Θ, где
0 < Θ – постоянная. Таким образом, введе-
ние нестационарной матрицы коэффициентов
позволяет решить задачу стабилизации линей-
ной системы за конечное, хотя и не любое
время. Этот результат созвучен в некотором
смысле результату Г. А. Леонова, решивше-
му проблему Р. Брокетта: насколько введение
нестационарности в матрицу коэффициентов
линейной обратной связи расширяет возмож-
ность стационарной стабилизации системы?
Г. А. Леонов дал конструкцию периодической
кусочно-постоянной матрицы, расширяющей
возможности стационарной стабилизации [3].
Рассмотрим систему

ẋ = B(t)u, (4)

где x ∈ Rn , B(t) – кусочно-непрерывная мат-
рица размерности (n × 1), u – управление,
u ∈ R.

Теорема 2. Пусть u – кусочно-постоянная
функция, u(t) ∈ {0, 1}; B(t) – кусочно-
непрерывная, периодическая функция с пери-
одом τ , предположим, что существуют раз-
личные постоянные ti, 1 6 i 6 n + 1, удовле-
творяющие условиям:

а) ti ∈ (0, τ);
б) ti – внутренние точки промежутков

непрерывности B(t);
в) векторы B(ti), 1 6 i 6 n + 1, образуют

положительный базис в Rn.
Тогда точка x = 0 синхронизуема за любое

время T > Θ > 0, где постоянная Θ зависит
от окрестности начала, переводимой в точку
x = 0.

Доказательство. Опишем метод синхрониза-
ции. В силу условия б) существуют окрестно-
сти Ui точек ti такие, что если t̃i ∈ Ui, то векто-
ры B(t̃i), 1 6 i 6 n+1, образуют положитель-
ный базис. Если начальный момент времени
t0 ∈ Ul при некотором l ∈ {1, ..., n + 1}, и при
этом вектор B(t0) направлен внутрь соответ-
ствующего цилиндра стабилизации [2], то по-
лагаем u = 1, и в течение некоторого времени
продвигаемся внутрь цилиндра стабилизации
до тех пор, пока B(t) направлен внутрь его.
Далее полагаем u = 0 (останавливаем движе-
ние) и "ждем" наступления момента времени
t̃i1 ∈ Ui1 такого, что вектор B(t̃i1) направлен
внутрь очередного цилиндра стабилизации. В
этот момент полагаем u = 1. Поскольку дли-
ны всех интервалов Ui больше некоторой по-

стоянной ∆ > 0, то траектория попадет на ос-
нование некоторого очередного цилиндра ста-
билизации. После этого процесс стабилизации
продолжится аналогично тому, как это пока-
зано в теореме о T -стабилизации. При этом,
если суммарное время ожидания равно Θ, то
T > Θ.

Пример 2. Рассмотрим систему вида

ẋ = g1(t− 0, 25uT0), ẏ = g2(t− 0, 25uT0),

где функции g1, g2 – из примера, рассмот-
ренного выше. Пусть управление кусочно-
постоянно и может принимать значе-
ния 0, 1, 2, 3. Тогда начало, x = 0 T -
стабилизируемо. Для того, чтобы это пока-
зать, достаточно воспользоваться способом
управления, представленном в первом приме-
ре, с той разницей, что теперь можно избежать
"простоев".

Заключение

Представлен способ стабилизации за конеч-
ное время линейной нестационарной системы
при ограничениях специального вида.

Работа выполнена при финансовой под-
держке Программы стратегического разви-
тия ПетрГУ в рамках реализации ком-
плекса мероприятий по развитию научно-
исследовательской деятельности.
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ЧИСЛЕННАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ
ОБРАБОТКИ В СТАЦИОНАРНОЙ СЛУЧАЙНОЙ
СРЕДЕ

А. О. Олейников

Новгородский государственный университет имени Ярослава Мудрого

В задаче о поведении в случайной среде (также известной как задача о двуру-
ком бандите) предложена стратегия, которая применяет варианты к группам
данных на конечном заданном числе этапов. Предложен алгоритм оптимизации
размеров групп обрабатываемых данных. Представлены результаты численной
оптимизации.

Ключ е вы е c л о в а: поведение в случайной среде, задача о двуруком бандите,
робастное управление, параллельная обработка.

A. O. Oleynikov. NUMERICAL OPTIMIZATION OF PARALLEL
PROCESSING IN A STATIONARY ENVIRONMENT
A stategy which applies variants to data groups in a bounded number of stages is
considered for the problem of control in a stationary environment (also known as the
Two-armed bandit problem). An algorithm is suggested for group size optimization.
The results of the algorithm application are presented.

K e y wo r d s: behavior in random environment, two-armed bandit problem, robust
control, parallel processing.

Введение

Рассматривается задача о поведении в слу-
чайной среде [5], также известная как задача о
двуруком бандите [4], [6] с нормально распре-
деленными доходами на конечном числе ша-
гов N [1]. Доходы при использовании различ-
ных вариантов имеют распределения с плот-
ностями

f(x|m`) = (2π)−1/2 exp
{
−(x−m`)

2/2
}
,

где ` – номер выбранного варианта, а ml –
математическое ожидание этого варианта (в
нашем случае ` = 1, 2). Такой двурукий
бандит описывается векторным параметром
θ = (m1,m2).

Выбор варианта на следующем шаге осу-
ществляется на основе информации о доходах
на предыдущих шагах и описывается страте-
гией σ. Множество, состоящее из всех возмож-
ных стратегий, обозначим Σ. Целью управле-
ния является получение наибольшего дохода.

При известном параметре θ наилучшей
стратегией является та, которая указывает
всегда применять вариант, которому соответ-
ствует бо́льшая из величин m1, m2. В та-
ком случае полный ожидаемый доход равен
N(m1 ∨m2). Если же параметр неизвестен, то
потери дохода вследствие неполноты инфор-
мации описываются функцией

LN (σ, θ) = Eσ,θ

(
N∑
n=1

((m1 ∨m2)− ξn)

)
.
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Здесь Eσ,θ – математическое ожидание по ме-
ре, порожденной стратегией σ и параметром θ.
Множество допустимых значений параметра
имеет вид Θ = {(m1,m2) : |m1 − m2| 6 c},
где c – некоторая константа (0 < c <∞) [1].

При использовании минимаксного подхода,
цель управления состоит в минимизации мак-
симальных ожидаемых потерь на множестве
параметров Θ по множеству стратегий Σ, ве-
личина

RMN (Θ) = inf
Σ

sup
Θ
LN (σ, θ)

называется минимаксным риском, а соответ-
ствующая стратегия – минимаксной стратеги-
ей. Эта постановка рекомендована в работе [7].

Одним из возможных видоизменений стра-
тегии является разбиение шагов на несколько
групп, таким образом, чтобы каждый шаг при-
надлежал какой-либо группе и в одной группе
могут оказаться только шаги, расположенные
подряд. В дальнейшим будем называть шаги
пакетами данных, а выбор одного из вариан-
тов на каждом шаге – выбором варианта об-
работки для пакета.

В данной работе рассмотрен класс страте-
гий, применяющих одинаковый вариант для
всех пакетов в группе и позволяющих вслед-
ствие этого вести их параллельную обработку.
Для такого класса стратегий предложен алго-
ритм оптимизации размеров групп и представ-
лены результаты численной оптимизации.

Стратегия параллельного управле-
ния

В [1] установлено, что для описанного слу-
чая применима основная теорема теории игр
(минимаксные стратегия и риск совпадают с
байесовскими на наихудшем априорном рас-
пределении). Также в этой работе установле-
но, что наихудшее априорное распределение
является симметрическим и асимптотически
однородным, и получено рекуррентное урав-
нение для вычисления соответствующих байе-
совских стратегии и риска.

Положим m1 = u + v, m2 = u − v, тогда
θ = (u + v, u − v), Θ = {θ : |v| 6 c}. В новых
переменных асимптотически наихудшая плот-
ность распределения может быть выбрана в
виде νa(u, v) = κa(u)ρ(v), где κa(u) – посто-
янная плотность при |u| 6 a, ρ(v) = ρ(−v) –
симметрическая плотность и a→∞. Соответ-
ствующий байесовский риск равен [1]:

RBN (νa(u, v)) (1)

= inf
Σ

∫∫
Θ
LN (σ, (u+ v, u− v))νa(u, v)dudv.

Обозначим через n1 и n2 количество шагов,
на которых применены первый и второй вари-
анты соответственно, а через X1, X2 – полные
доходы при их применении. При поиске байе-
совской стратегии на первых двух шагах оба
варианта применяются по очереди, стратегию
на следующих шагах можно найти, используя
приведенные в [1] рекуррентные уравнения.

Далее рассмотрим стратегию, в которой ис-
пользуется разбиение шагов на k+ 2 группы и
управление ведется с тем ограничением, что
для всех пакетов в группе применяется один
вариант [2], [3]. В начале стратегия указывает
применять каждый вариант по M0 раз (пер-
вые две группы), а затем осуществляет опти-
мальное управление с описанным выше огра-
ничением. Размеры групп обозначим M0 для
первых двух и M1,M2, . . . ,Mk для оставших-
ся (таким образом, первые две группы все-
гда имеют одинаковый размер). Считаем, что
2M0 +M1 +M2 + · · ·+Mk = N .

Такой вид управления позволяет произво-
дить параллельную обработку данных. Дей-
ствительно, если в байесовской стратегии для
выбора варианта для следующего пакета нуж-
но знать результат обработки предыдущего, то
для описанной стратегии возможно примене-
ние выбранного варианта ко всем пакетам в
одной группе параллельно. В этом случае пол-
ное время управления равно времени обработ-
ки k + 1 пакетов данных (поскольку первые
две группы могут быть обработаны одновре-
менно).

В работе [2] описывается похожая страте-
гия, но предписывающая разбивать обработ-
ку на группы равного размера. Разбиение же
на группы разного размера вызвано желани-
ем уменьшить максимальные потери при ис-
пользовании параллельной стратегии. Как бу-
дет видно из результатов оптимизации, умень-
шение размеров первых групп ведет к умень-
шению максимальных рисков.

Обозначим через RBn1,n2
(Z) байесовский

риск на последних N − (n1 + n2) шагах
относительно текущего апостериорного рас-
пределения, через R

B(`)
n1,n2(Z) – аналогичный

риск, вычисленный при условии, что снача-
ла Mi раз выбирается `-й вариант, а за-
тем выполняется оптимальное управление, где
Z = X1n2 − X2n1, n1 > M0, n2 > M0,
` = 1, 2. Вычисления удобно выполнять
для рисков Rn1,n2

(Z) = RBn1,n2
(Z)pn1,n2

(Z),
R

(`)
n1,n2(Z) = R

B(`)
n1,n2(Z)pn1,n2

(Z), ` = 1, 2, где
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pn1,n2
(Z) – плотность распределения Z при

фиксированных n1, n2 [2].
При оптимизации использовалось следую-

щее рекуррентное уравнение для вычисления
байесовского риска, соответствующего страте-
гии параллельного управления [2], [3]:

Rn1,n2
(·) = min(R(1)

n1,n2
(·), R(2)

n1,n2
(·)), (2)

где R(1)
n1,n2(Z) = R

(2)
n1,n2(Z) = 0 при n1 +n2 = N ,

R(1)
n1,n2

(Z) = Mig
(1)
n1,n2

(Z) + n−1
2 (3)

×
+∞∫
−∞

Rn1+Mi,n2
(Z + z)hn1,Mi

(
ZMi − n1z

n2

)
dz,

R(2)
n1,n2

(Z) = Mig
(2)
n1,n2

(Z) + n−1
1 (4)

×
+∞∫
−∞

Rn1,n2+Mi
(Z + z)hn2,Mi

(
ZMi − n2z

n1

)
dz

при n1 + n2 = 2M0 + · · · + Mi−1, n1 > M0,
n2 >M0. Здесь

g(`)
n1,n2

(Z)

(5)

=

∞∫
0

2vgn1,n2
(Z, (−1)`+1v)ρ(v)dv, ` = 1, 2,

gn1,n2
(Z, v) = (2πn1n2(n1 + n2))−1/2

(6)

× exp

(
− (Z + 2vn1n2)2

2n1n2(n1 + n2)

)
,

hn,M (z) =

(
n+M

2πnM

)1/2

(7)

× exp

(
− z2

2nM(n+M)

)
.

При этом байесовский риск (1) вычисляет-
ся по формуле:

lim
a→∞

RBN (νa(u, v))
(8)

= 4M0

∫ ∞
0

vρ(v)dv +

∫ ∞
−∞

RM0,M0
(z)dz.

Запоминая для каждой тройки Z, n1, n2 ми-
нимальный риск R`, мы находим соответству-
ющую байесовскую стратегию.

Для произвольной стратегии параллель-
ного управления {σ`(z, n1, n2)} и плотности
νa(u, v) вычислить потери можно, используя
следующее рекуррентное уравнение [2]:

Ln1,n2
(Z) = σ1(Z, n1, n2)L(1)

n1,n2
(Z)

(9)
+σ2(Z, n1, n2)L(2)

n1,n2
(Z),

где L
(1)
n1,n2(Z) = L

(2)
n1,n2(Z) = 0 при

n1 + n2 = N , а функция σ`(Z, n1, n2) равна
единице, если найденная байесовская страте-
гия предписывает на данном шаге при данных
доходах выбирать `-й вариант, и нулю – в про-
тивном случае.

L(1)
n1,n2

(Z) = Mig
(1)
n1,n2

(Z) + n−1
2

(10)

×
+∞∫
−∞

Ln1+Mi,n2
(Z + z)hn1,Mi

(
ZMi − n1z

n2

)
dz,

L(2)
n1,n2

(Z) = Mig
(2)
n1,n2

(Z) + n−1
1 (11)

×
+∞∫
−∞

Ln1,n2+Mi
(Z + z)hn2,Mi

(
ZMi − n2z

n1

)
dz

при n1 + n2 = 2M0 + · · · + Mi−1, n1 > M0,
n2 > M0. Тогда функция потерь вычисляется
по формуле

lim
a→∞

LN (νa(u, v))
(12)

= 4M0

∫ ∞
0

vρ(v)dv +

∫ ∞
−∞

LM0,M0
(z)dz.

Оптимизация размеров групп дан-
ных

Для оптимизации размеров групп исполь-
зовалась показанная выше методика нахожде-
ния минимаксного риска ((2) – (8)) и потерь
((9) – (12)) для заданного разбиения данных
M0,M1, . . . ,Mk. Этот риск зависит от c и от
разбиения M0,M1, . . . ,Mk. Задача состоит в
поиске оптимального разбиения (для фикси-
рованного c)

R(M0
0 ,M

0
1 , . . . ,M

0
k )

= min
M0,M1,...,Mk

R(M0,M1, . . . ,Mk).

Минимизация может выполняться численны-
ми методами, например, методом покоорди-
натного спуска. Однако необходимо учиты-
вать, что в данном случае переменные связаны
между собой. Поэтому будем использовать
следующую модификацию метода покоор-
динатного спуска: будем поочередно нахо-
дить оптимальные значения для каждого
Mi, начиная с M0. При этом все остав-
шиеся Mi будем считать равными (в слу-
чае, если оставшееся количество шагов не
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делится на количество оставшихся групп,
необходимое количество последних групп уве-
личивается на единицу). Получившуюся под-
задачу однопараметрической оптимизации бу-
дем решать прямым перебором. Полученное
значение фиксируется, и оптимизация продол-
жается для следующей группы данных. Мини-
мальное значение для Mi равняется единице,
максимальное значение определяется в зави-
симости от i: для M0 6 (N − k)/2, для осталь-
ных

Mi 6 N − (k + 1− i)− 2Ṁ0 −
j=i−1∑
j=1

Mj .

Прямой перебор возможен для одного па-
раметра благодаря небольшим рассматривае-
мым значениям N , в дальнейшем он может
быть заменен другим методом. Начало опти-
мизации с M0 обусловлено тем, что данное
значение сильно влияет на потери (так как
каждый вариант, в том числе худший, должен
быть примененM0 раз в начале управления), а
также тем, что на начальных этапах управле-
ния информированность о параметрах среды
меняется быстрее, чем на последующих.

Для того, чтобы убедиться, что найденное
разбиение действительно соответствует мини-
муму функции, выбранной в качестве крите-
рия, проверяются разбиения, полученные из
найденного путем изменения размеров двух
групп на единицу. Если в процессе проверок
находилось лучшее разбиение, оно в дальней-
шем проверялось по тем же правилам.

Оптимизация проводилась по предложен-
ному алгоритму для N = 16, 30 и k = 6. Для
d были использованы значения от 0,9 до 5,5
включительно с шагом 0,2 (параметр d харак-
теризует априорное распределение: считает-
ся, что плотность ρ(v) сосредоточена в двух
точках: v = ±dN−1/2). Критерием для срав-
нений разбиений являлся минимаксный риск
(производилась минимизация данного крите-
рия). В результате оптимизации были получе-
ны разбиения со следующими размерами: для

N = 16: M0
0 = 1, M0

1 = 1, M0
2 = 1, M0

3 = 1,

M0
4 = 3, M0

5 = 1 и M0
6 = 7. Для N = 30:

M0
0 = 1, M0

1 = 3, M0
2 = 2, M0

3 = 4, M0
4 = 2,

M0
5 = 5 и M0

6 = 12.

Для получения результата при N = 16 по-
требовалось найти риски для 71 возможного
разбиения, тогда как их общее количество для
приведенного примера равняется:

2i6N−k∑
i=1

Ck−1
N−2i−1 = 1897.

В данном случае это количество равно коли-
честву композиций числа N длины k + 2, у
которых первые два слагаемых равны.

Для N = 30 общее число вариантов равня-
ется 210574. При использовании предложенно-
го алгоритма потребовалось перебрать 283 ва-
риантa (включая проверки).

Таким образом, нам удалось значительно
сократить перебор. Однако из-за применения
метода покоординатного спуска есть риск на-
хождения локального минимума.

На рис. 1 показаны приведенные риски r

для N = 16 (r = R(M0,M1,...,Mk)√
N

): линия 1 – для

разбиения с одинаковыми размерами групп
Mi = 2, линия 2 – для найденного оптималь-
ного разбиения, линия 3 – для такого же числа
шагов для стратегии, в которой выбор можно
менять на каждом шаге. Как видно на рисун-
ке, потери для полученного разбиения меньше,
чем для разбиения с одинаковыми размерами
групп. Однако они выше, чем потери для стра-
тегии с последовательным управлением, что
является платой за возможность параллель-
ной обработки.

На рис. 2 показаны приведенные риски и
потери для параллельной (линии 1 и 2) и обыч-
ной (линии 3 и 4) стратегий (N = 30). На дан-
ном рисунке также видно, что применение па-
раллельной стратегии увеличивает риски.

Заключение

Предложена стратегия параллельной об-
работки данных, предписывающая применять
разные варианты обработки к группам после-
довательно поступающих пакетов. Минимакс-
ный риск ищется с помощью рекуррентно-
го уравнения как байесовский, соответствую-
щий наихудшему априорному распределению,
и зависит от разбиения групп обрабатываемых
данных (для фиксированного c). Рассмотре-
на задача оптимизации разбиения данных для
минимизации минимаксного риска.

В дальнейшем стратегия разбиения может
быть развита добавлением ограничения на
максимальный размер группы (например, для
случая, когда максимальное количество одно-
временно обрабатываемых групп данных огра-
ничено).
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Рис. 1. Результаты численной оптимизации для 16 пакетов

Рис. 2. Результаты численной оптимизации для 30 пакетов
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О ПРЕДЕЛЬНОМ ПОВЕДЕНИИ ЧИСЛА
ДЕРЕВЬЕВ ЗАДАННОГО ОБЪЕМА
В СЛУЧАЙНОМ НЕПОМЕЧЕННОМ
НЕКОРНЕВОМ ЛЕСЕ
Е. С. Петрова

Институт прикладных математических исследований
Карельского научного центра РАН

Рассматривается множество FN,n всех случайных лесов, состоящих из N упо-
рядоченных некорневых деревьев и n незанумерованных вершин, на котором
задано равномерное распределение вероятностей. Для таких лесов доказаны
предельные теоремы о числе деревьев заданного объема при N,n → ∞ так,
что n/N > 2.

Ключ е вы е c л о в а: случайные леса, число деревьев заданного объема, обоб-
щенная схема размещения, предельные теоремы.

E. S. Petrova. ON THE LIMIT BEHAVIOUR OF NUMBER
OF TREES OF A GIVEN SIZE IN A RANDOM UNLABELLED
UNROOTED FOREST
We consider the set FN,n of all random forests consisting of N ordered unrooted
trees and n unlabelled vertices with uniform probability distribution on this set. We
prove limit theorems for the number of trees of a given size as N,n → ∞ so that
n/N > 2.

Key wo r d s: random forests, number of trees of a given size, generalized allocation
scheme, limit theorems.

Введение

Изучение случайных лесов, состоящих из
некорневых деревьев с незанумерованными
вершинами, началось в работах [1] и [2]
с помощью обобщенной схемы размещения
частиц по ячейкам, введенной и подроб-
но изученной В. Ф. Колчиным (см., напри-
мер, [4]). Были найдены предельные распре-
деления таких важных характеристик слу-
чайного леса, как максимальный объем де-
рева и число деревьев заданного объема.
В [1] рассматривалось предельное поведение
случайной величины µr, равной числу де-

ревьев, содержащих r вершин. Для случая
(n − LN)/(L1N)2/3 → −∞, где константы
L и L1 будут определены ниже в (4), дока-
зано, что предельными распределениями для
µr являются нормальное при фиксированном
r и распределение Пуассона при r → ∞.
Настоящая статья завершает исследование
предельного поведения µr в случае, когда
(n− LN)/(L1N)2/3 > β > −∞.

Основные результаты

Обозначим FN,n – множество случай-
ных непомеченных лесов, состоящих из N
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некорневых деревьев, упорядоченных одним
из N ! возможных способов, с общим числом
вершин n. Зададим на этом объекте равномер-
ное распределение вероятностей.

Рассмотрим производящую функцию

t(x) =

∞∑
k=1

tkx
k, (1)

где tk – число непомеченных некорневых дере-
вьев, содержащих k вершин. Свойства функ-
ции (1) изучены в [5]. Показано, что начало
этой суммы вглядит следующим образом:

t(x) = x+x2+x3+2x4+3x5+6x6+11x7+ . . . ,

ее радиус сходимости R = 0, 3383219... Кроме
того, функцию t(x) можно разложить в ряд по
степеням

√
R− x :

t(x) = a0− a1(R− x) + a2(R− x)3/2 + . . . , (2)

где a0 = t(R) = 0, 5628769 . . . , a1 = t′(R)
= 3, 4127749 . . . , a2 = 6, 4243753 . . . , а при
k →∞

tk = α
(
Rkk5/2

)−1
+O

((
Rkk7/2

)−1)
, (3)

α = (3a2/4
√
π)R3/2 = 0, 5349485 . . .

Введем обозначения:

L = a1R/a0 = 2, 0512772 . . . ,

L1 = a2R
3/2/(

√
2a0) = 1, 5881723 . . .

(4)

Пусть независимые одинаково распреде-
ленные целочисленные случайные величины
ξ1, ..., ξN имеют распределение следующего ви-
да:

pk = P{ξ1 = k} = tkR
ka−10 , k = 1, 2, . . . . (5)

Обозначим m = E ξ1, σ2 = D ξ1. Заметим,
что m = L.

В работе [2] показано, что справедливо ра-
венство:

P{η1 = k1, ..., ηN = kN} (6)
= P{ξ1 = k1, . . . , ξN = kN |ξ1 + . . .+ ξN = n},

где η1, . . . , ηN – случайные величины, равные
объемам деревьев леса из FN,n. Это равен-
ство означает, что для рассматриваемых слу-
чайных лесов выполнены условия обобщенной
схемы размещения частиц по ячейкам (см., на-
пример, [4]).

Справедливо следующее утверждение о
предельном поведении числа вершин заданно-
го объема µr.

Теорема. Пусть

ur = (k −Npr)/
√
Npr(1− pr),

а N,n→∞ так, что

(n− LN)/(L1N)2/3 > β > −∞.

Тогда для целых неотрицательных k равно-
мерно относительно ur в любом конечном ин-
тервале:
1) при фиксированном r

P{µr = k} =
√

2πNpr(1− pr)
−1
e−

ur
2

2 (1+o(1));

2) при r →∞

P{µr = k} = 1

k!
(Npr)

kexp{−Npr}(1 + o(1)).

Ниже приводятся леммы 1–3, с помощью
которых будет доказана сформулированная
теорема.
Вспомогательные утверждения

Пусть r – натуральное число. Введем
независимые случайные величины ξ

(r)
i , i =

1, . . . , N, такие, что

P{ξ(r)i = k} = P{ξi = k|ξi 6= r}. (7)

Положим

ζN = ξ1 + . . .+ ξN , ζ
(r)
N = ξ

(r)
1 + . . .+ ξ

(r)
N .

Обозначим также mr = E ξ(r)1 , σ2r = D ξ
(r)
1 . Из

(5) и (7) вытекают следующие соотношения:

mr =
m− rpr
1− pr

,

σ2r =
σ2

(1− pr)2

(
1− pr − pr

(m− r)2

σ2

)
.

(8)

Пусть ϕ(t) и ϕr(t) означают характеристиче-
ские функции случайных величин ξ1 и ξ(r)1 со-
ответственно. Используя (1), (2), (4), (5) и (7),
нетрудно получить, что

ϕ(t) = 1− L(1− eit) +
√
2L1(1− eit)3/2 + . . . ,

(9)

ϕr(t) =
ϕ(t)− preitr

1− pr
.

В условиях обобщенной схемы размещения,
как показано в [4], удобно использовать сле-
дующую лемму, которая является следствием
соотношения (6).
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Лемма 1. Справедливо равенство

P {µr = k}

=

(
N
k

)
pkr (1− p)

N−kP{ζ
(r)
N−k = n− kr}
P{ζN = n}

.

Лемма 1 показывает, что для изучения
асимптотики µr достаточно изучить предель-
ное поведение сумм независимых случайных
величин ζN и ζ

(r)
N и биномиальных вероятно-

стей
(
N
k

)
pkr (1− p)

N−k.

Лемма 2. Пусть

N,n→∞, S = N(1− pr)(1 + o(1)).

Тогда для натуральных h равномерно относи-
тельно v = (h−mrS)/(L1S)

2/3 в любом ко-
нечном фиксированном интервале

(L1S)
2/3 P

{
ζ
(r)
S −mrS

(L1S)2/3
= v

}
= g(v) (1 + o(1)) ,

где g(v)− плотность устойчивого распределе-
ния с характеристической функцией

f(t) = exp

{
−|t|3/2

(
1− i t

|t|

)}
. (10)

Доказательство. Обозначим ψr(t) характе-
ристическую функцию (ζ

(r)
S −mrS)/(L1S)

2/3.
Нетрудно видеть, что

ψr(t) = exp

{
− imrSt

(L1S)2/3

}
ϕSr

(
t

(L1S)2/3

)
.

Используя разложение eit в ряд Тейлора при
t→ 0, из (9) получаем:

ϕ(t) = 1−L1|t|3/2+i
(
Lt+ L1|t|3/2

t

|t|

)
+O(t2).

(11)
Отсюда, учитывая (8), получаем выражение

lnψr(t) = −
iLSt

(L1S)2/3(1− pr)
+ S ln

(
1− |t|

3/2

S

+
iLt

(L1S)2/3
+
i|t|3/2

S

t

|t|
+O

(
t2

S4/3

))
,

откуда

ψr(t) = exp

{
−|t|3/2

(
1− i t

|t|

)}
(1 + o(1))

(12)

По теореме 2.2.2 из [3] выражение
exp

{
−|t|3/2 (1− i(t/|t|))

}
является характери-

стической функцией устойчивого закона рас-
пределения с показателем 3/2. Отсюда и из
локальной предельной теоремы о сходимости
распределений сумм независимых слагаемых
(теорема 4.2.1 из [3] ) при фиксированном r
следует утверждение леммы.

При r → ∞ ξ
(r)
1 , . . . , ξ

(r)
S образуют схе-

му серий, поэтому применить известные до-
статочные условия сходимости (см., напри-
мер, [3]) нельзя. Докажем локальную сходи-
мость, следуя стандартному алгоритму дока-
зательства предельных локальных теорем. Ис-
пользуя формулу обращения, получаем, что

P

{
ζ
(r)
S −mrS

(L1S)2/3
= v

}
=

1

2π(L1S)2/3

×
π(L1S)2/3∫
−π(L1S)2/3

e−ivu ψr(u)du.

Отсюда и из (12) следует, что плотность
распределения f(y) функции ψr(t) имеет вид

f(y) =
1

2π

∞∫
−∞

exp

{
−iyu− |u|3/2

(
1− i u

|u|

)}
du.

Таким образом, разность

RS = 2π

[
(L1S)

2/3 P

{
ζ
(r)
S −mrS

(L1S)2/3
= v

}
− f(v)

]
можно представить в виде суммы четырех ин-
тегралов:

RS = I1 + I2 + I3 + I4, (13)

где

I1 =

A∫
−A

e−ivu
[
ψr(u)

− exp
{
−|u|3/2

(
1− i u

|u|

)}]
du,

I2 =

∫
A<|u|6ε(L1S)2/3

e−ivu ψ(r)(u)du,

I3 =

∫
ε(L1S)2/3<|u|6π(L1S)2/3

e−ivu ψr(u)du,

I4 = −
∫

A<|u|

exp

{
−ivu− |u|3/2

(
1− i u

|u|

)}
du.

Покажем, что выбирая положительные по-
стоянные A и ε, каждый из этих интегралов
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можно сделать сколь угодно малым при до-
статочно больших S.

Поскольку

|I4| 6 2

∞∫
A

e−u
3/2

du,

величина |I4| может быть сделана сколь угод-
но малой выбором достаточно большого A.

Из (12) следует, что при достаточно ма-
лом ε для 0 6 |t| 6 ε справедливо неравен-
ство |ψr(t)| 6 e−b1|t|

3/2

, где 0 < b1 < 1. Отсюда
получаем, что

|I2| 6
∫

A<|u|6ε(L1S)2/3

|ψr(u)|du

6 2

ε(L1S)2/3∫
A

e−b1u
3/2

du.

Из сходимости последнего интеграла следует,
что величину |I2| выбором достаточно большо-
го A можно сделать сколь угодно малой.

При фиксированном A, согласно (12), ин-
теграл I1 → 0. Запрещение случайным вели-
чинам ξ

(r)
1 , . . . , ξ

(r)
S принимать значение r не

изменяет их максимального шага, а посколь-
ку максимальный шаг равен единице, то при
ε 6 |t| 6 π справедлива оценка

max |ϕr(t)| = q < 1.

Тогда
|I3| 6 2πqS1 (L1S)

2/3,

где величина q1 < 1, следовательно, I3 → 0.
Итак, разность RS из (13) при S → ∞

стремится к нулю равномерно относительно v.
Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть N,n→∞ так, что

n/N > L, (n− LN)/N2/3 →∞.

Тогда для S = N(1− pr)(1 + o(1))

P
{
ζ
(r)
S = n

}
= (α/a0)S(1− pr)−1

×(n−mrS)
−5/2 (1 + o(1)) .

Доказательство. Обозначим

γ =

(
S2/3

n−mrS

)1/3

, (14)

ρ = γ(n−mrS), δ = γ−1S2/3.

Рассмотрим независимые одинако-
во распределенные случайные величины
ξ′i = ξ

(r)
i − mr, i = 1, ..., S и их сумму

ζ ′S = ζ
(r)
S − Smr. Представим искомую веро-

ятность в следующем виде:

P
{
ζ ′S = n−mrS

}
= P1 + SP2 + P3, (15)

где

P1 = P
{
ζ ′S = n−mrS; ξ

′
i 6 ρ, i = 1, ..., S

}
,

P2 = P
{
ζ ′S = n−mrS;

ξ′i 6 ρ, i = 1, ..., S − 1, ξ′S > ρ
}
,

P3 = P

ζ ′S = n−mrS;
⋃
i6=j
{ξ′i > ρ, ξ′j > ρ}

 .

Покажем, оценивая последовательно эти веро-
ятности, что основной вклад в сумму (15) дает
второе слагаемое.

Рассмотрим P1. Положим

R(w) =∑
k6ρ+mr

exp{(k −mr)w}P{ξ′1 = k −mr}. (16)

Из (3) и (5) следует, что при k →∞

pk = (α/a0)k
−5/2(1 + o(1)). (17)

Используя это соотношение, построим оценки
для следующих сумм при достаточно большом
l: ∑

k>l

pk < c1

∫ ∞
l

y−5/2dy = c2l
−3/2, (18)

∑
k>l

(k −mr)pk < c3

∫ ∞
l

y−3/2dy = c4l
−1/2,

(19)∑
k6l

(k −mr)
2pk < c5

∫ l

1
y−1/2dy = c6l

1/2, (20)

здесь и далее символы c1, c2, ... означают неко-
торые положительные постоянные.

Из (14) следует, что при выполнении усло-
вий леммы

ρ−3/2 = o(1/S). (21)

Пусть ω = ρ−1. Учитывая, что при 0 < y 6 1
справедливо равенство ey = 1 + y + δ(y), где
δ(y) 6 y2/2, из (7), (16), (18) – (21) получаем
соотношение

R
(
ρ−1
)
= (1− pr)−1

(
1 + o

(
S−1

))
. (22)
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Введем вспомогательные независимые оди-
наково распределенные случайные величины
ξ′1(γ), ..., ξ

′
S(γ), имеющие распределение веро-

ятностей вида:

P{ξ′1(γ) = k −mr}

=
P{ξ′1 = k −mr}exp

{
(k −mr)ρ

−1}
R (ρ−1)

,
(23)

где k 6 ρ+mr.
Положим ζ ′S(γ) = ξ′1(γ) + ...ξ′S(γ). Тогда P1

имеет следующее представление:

P1 =
[
R
(
ρ−1
)]S

exp
{
−γ−1

}
× P{ζ ′S(γ) = n−mrS}.

(24)

Оценим последний множитель данного ра-
венства. Обозначим ϕγ(t) характеристическую
функцию случайной величины ξ′1(γ). Получим
для нее выражение, используя (16):

ϕγ(t) =
R
(
ρ−1 + it

)
R (ρ−1)

. (25)

По формуле обращения вероятность
P{ζS(γ) = n−mrS} имеет вид

P{ζS(γ) = n−mrS}

=
1

2π(L1S)2/3

π(L1S)2/3∫
−π(L1S)2/3

exp

{
− it(n−mrS)

(L1S)2/3

}

×
[
ϕγ

(
t

(L1S)2/3

)]S
dt.

(26)

Если k 6 ρ+mr, то

exp
{
(k −mr)ρ

−1} 6 1 + 2(k −mr)ρ
−1,

поэтому из (16), (18), (19) и (21) получаем, что∣∣R (ρ−1 + it
)∣∣ 6 (1−pr)|ϕmr

(t)|+o(S−1), (27)

где ϕmr
(t) – характеристическая функция ξ′1.

Из определения величины ξ′1, следует, что
ϕmr

(t) = exp{−imrt}ϕr(t), где ϕr(t) – харак-
теристическая функция случайной величины
ξ
(r)
1 . Тогда из (9), (22), (25) и (27) получаем
такую оценку:∣∣∣∣ϕγ ( t

(L1S)2/3

)∣∣∣∣S
= c8

∣∣∣∣ϕ( t

(L1S)2/3

)∣∣∣∣S (1 + o(1)).

(28)

Разобъем интеграл из равенства (26) на сум-
му двух интегралов по следующим областям:
|t| 6 ε(L1S)

2/3 и ε(L1S)
2/3 < |t| 6 π(L1S)

2/3,
где ε достаточно мало. По свойству характе-
ристических функций решетчатых распреде-
лений с максимальным шагом, равном едини-
це, при ε < |t| 6 π выполняется неравенство
следующего вида:

|ϕ(t)| 6 exp{−c9}, (29)

а из (9) при достаточно малом ε для |t| 6 ε
справедливо:

|ϕ(t)| 6 exp{−c10|t|−3/2}. (30)

Тогда из (26)–(30) следует, что при достаточно
больших S и n :

P{ζ ′S(γ) = n−mrS} 6 c11S
−2/3.

Отсюда, из (14), (22) и (24):

P1 6 c12S
−2/3exp

{
−1

γ

}
= o

(
S(n−mrS)

−5/2
)
.

(31)

Оценим теперь вероятность P2. Очевидно,
что

P2 =
∑
M

P{ξ′S = n−mr − k} (32)

×P{ζ ′S−1 = k−mr(S−1), ξ′i 6 ρ, i = 1, ..., S−1},
где множество

M = S − 1 6 k < (n−mr)− ρ.

Введем вспомогательные независимые оди-
наково распределенные случайные величины
ξ′i(u), i = 1, ...S, такие, что

P{ξ′1(u) = k −mr} = P{ξ′1 = k −mr|ξ′1 6 u}.
(33)

Пусть, кроме того, ζ ′S(u) = ξ′1(u) + ... + ξ′S(u).
Ниже будем рассматривать случаи, когда
u = ρ и u = δ.

Используя (18), (21), (32) и (33), нетрудно
получить, что

P2 = (1 + o(1))
∑
M

P{ξ′S = n−mr − k} (34)

×P{ζ ′S−1(ρ) = k −mr(S − 1)}.
Обозначим через ϕρ(t) характеристиче-

скую функцию случайной величины ξ′(ρ). Ис-
пользуя (3), (5), (7)–(9), (14), (21) и (33), нахо-
дим, что при любом фиксированном t

ϕSρ

(
t

(L1S)2/3

)
= f(t)(1 + o(1)), (35)
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где f(t) – характеристическая функция устой-
чивого закона с показателем 3/2, заданная в
(10). Отсюда

P{ζ ′S(ρ) 6 y(L1S)
2/3} →

∫ y

−∞
g(x)dx. (36)

Далее покажем, что при достаточно боль-
ших S, n

P{ζ ′S−1(ρ) > δ} 6 c13γ
3/2(1− pr)−1. (37)

Учитывая (33) и то, что ρ > δ, для искомой
вероятности находим следующее неравенство:

P{ζ ′S−1(ρ) > δ} 6 (S − 1)P{ξ′1(ρ) > δ}

+

(
1− P{ξ′1 > δ}
1− P{ξ′1 > ρ}

)S−1
P
{
ζ ′S−1(δ) > δ

}
.

(38)

Из (18) и (33) нетрудно получить соотно-
шения:

(S − 1)P{ξ′1(ρ) > δ} 6 c14γ
3/2(1− pr)−1, (39)

P
{
ζ ′S−1(δ) > δ

}
6 c15γ

3/2(1− pr)−1. (40)

Также из (18) и (21) следует равенство:(
1− P{ξ′1 > δ}
1− P{ξ′1 > ρ}

)S−1
= 1 + o(1).

Поэтому из (38)–(40) получим оценку (37).
Учитывая (34), представим вероятность P2

в виде суммы

P2 = R1 +R2 +R3 +R4, (41)

где

Ri = (1 + o(1))
∑
Ki

P{ξ′S = n−mr − k}

× P{ζ ′S−1(ρ) = k −mr(S − 1)},

K1 = {k : S − 1 6 k 6 −δ +mr(S − 1)} ,
K2 = {k : −δ +mr(S − 1) < k

6 δ +mr(S − 1)} ,
K3 = {k : δ +mr(S − 1) < k

6 (n−mr)− γ−1/2ρ
}
,

K4 =
{
k : (n−mr)− γ−1/2ρ < k

6 (n−mr)− ρ} ,

при этом, как нетрудно видеть, областьK1 мо-
жет быть пустой. Заметим, что

P{ξ′S = n−mr − k} = (1− pr)−1

× P{ξS = (n−mrS) +mrS − k, ξS 6= r}.

Из (17) при k ∈ K2 нетрудно получить, что

P{ξ′S = n−mr − k}
= (α/a0)(1− pr)−1(n−mrS)

−5/2(1 + o(1)).

Отсюда с помощью (14) и (36) получаем:

R2 = (α/a0)(1− pr)−1(n−mrS)
−5/2(1 + o(1)).

(42)
Из (14) и (17) ясно, что при k ∈ K1

P{ξ′S = n−mr − k} 6 c15(n+ δ −mrS)
−5/2.

Отсюда, с учетом соотношения γ → 0, из (36)
видим, что

R1 = o((n−mrS)
−5/2). (43)

Используя (14), (17) и (37), нетрудно полу-
чить выражения:

R3, R4 = o((n−mrS)
−5/2). (44)

Из представления (41) и оценок (42)–(44),
делаем вывод, что

P2 = (α/a0)(1− pr)−1(n−mrS)
−5/2(1 + o(1)).

(45)
Оценим вероятность P3. Заметим, что

P3 =
S(S − 1)

2

·
∑

k<(n−2mr)−2ρ

P{ζ ′S−2 = k −mr(S − 2)}

× P{ξ′S−1 + ξ′S = n− 2mr − k, ξ′S−1 > ρ, ξ′S > ρ}.
Отсюда следует, что

P3 6 c16S
2

·
∑

k<(n−2mr)−2ρ

P{ζ ′S−2 = k −mr(S − 2)}

×
∑
G

P{ξ′S−1 = i}P{ξ′S = n− k − i},

(46)

где G = {i : ρ < i < n−k−ρ}. Из (17) следует,
что при i > ρ

P{ξ′S−1 = i} = P{ξ(r)S−1 = i+mr} 6 c16ρ
−5/2.

Используя (17) и (18), получаем, что∑
G

P{ξ′S−1 = i}P{ξ′S = n− k − i}

6 c17ρ
−5/2(1−pr)−1 P{ξ′S > ρ} < c18(1−pr)−1ρ−4,

и в силу (46),

P3 6 c18(1− pr)−1S2ρ−4,

а отсюда:

P3 = o(S(n−mrS)
−5/2). (47)

Утверждение леммы следует из соотноше-
ний (15), (31), (45) и (47).
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Доказательство теоремы

В работе [2] было показано, что для сум-
мы ζN при условиях, что n/N > L и
(n− LN)/(L1N)2/3 →∞

P {ζN = n} = (α/a0)N(n− LN)−5/2(1 + o(1))
(48)

равномерно относительно n, а для на-
туральных h равномерно относительно
v = (h− LN)/(L1N)2/3 в любом конечном
фиксированном интервале

(L1N)2/3 P
{
ζN − LN
(L1N)2/3

= v

}
= g(v) (1 + o(1)) .

(49)
При выполнении условия 2 теоремы pr → 0,

поэтому, как известно, для целых положитель-
ных k(
N

k

)
pkr (1− pr)N−k =

(Npr)
k

k!
e−Npr(1 + o(1))

(50)
равномерно относительно (k − Npr)/

√
Npr в

любом конечном интервале. Рассмотрим слу-
чай, когда (n − LN)/(L1N)2/3 → τ, где τ –
некоторая постоянная. Для оценки вероятно-
сти P

{
ζ
(r)
N−k = n− kr

}
используем лемму 2,

полагая S = N − k и h = n − kr. Заметим,
что

k = Npr+ur
√
Npr, N−k = N(1−pr)(1+o(1)),

(51)
где ur 6 C < ∞. Тогда, используя (8) и соот-
ношение (49), получаем, что

P{ζ(r)N−k = n− kr}
P{ζN = n}

→ 1. (52)

В случае, когда n/N > L,

(n − LN)/(L1N)2/3 → ∞, также выполня-
ется (52) в силу леммы 3, замечания (51) и
соотношения (48).

При выполнении условия 1 теоремы, мы ис-
пользуем нормальное приближение для бино-
миального распределения, справедливое при

Npr(1− pr)→∞. Тогда(
N

k

)
pkr (1− pr)N−k =

1 + o(1)√
2πNpr(1− pr)

× exp

{
− (k −Npr)2

2Npr(1− pr)

}
(53)

равномерно относительно

(k −Npr)/
√
Npr(1− pr)

в любом фиксированном конечном интервале.
Нетрудно видеть, что и в этом случае, как и
выше, из лемм 2 и 3 вытекает (52).

Утверждения теоремы следуют теперь из
лемм 1, соотношений (50), (52) и (53).

Работа выполнена при поддержке Про-
граммы стратегического развития на 2012–
2016 гг. «Университетский комплекс ПетрГУ
в научно-образовательном пространстве Ев-
ропейского Севера: стратегия инновационного
развития».
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ПРИМЕНЕНИЕ ВЕБОМЕТРИЧЕСКИХ МЕТОДОВ
ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ ИНФОРМАЦИОННОГО
ВЕБ-ПРОСТРАНСТВА НАУЧНОЙ ОРГАНИЗАЦИИ
(НА ПРИМЕРЕ КАРЕЛЬСКОГО НАУЧНОГО
ЦЕНТРА РАН)

А. А. Печников
Институт прикладных математических исследований
Карельского научного центра РАН

На примере Карельского научного центра РАН показано применение вебомет-
рических методов для исследования веб-сайтов, составляющих информацион-
ное веб-пространство крупной научной организации для выработки рекоменда-
ций, направленных на улучшение его присутствия в Вебе.

Ключ е вы е c л о в а: вебометрика, веб-пространство, веб-граф, индикаторы
присутствия в Вебе.

A. A. Pechnikov. APPLICATION OF WEBOMETRIC
TECHNIQUES FOR INVESTIGATION OF THE WEB SPACE
OF SCIENTIFIC ORGANIZATION (A CASE STUDY OF
KARELIAN RESEARCH CENTRE OF RAS)

The use of webometric techniques for the study of web sites in the information
web space of a large scientific organization in order to produce recommendations on
improving its presence on the Web is shown with the example of Karelian Research
Center of RAS.

K e y wo r d s: webometrics, web space, web graph, indicators of presence on the
Web.

Введение

К актуальным направлениям вебометри-
ки, – одного из направлений информатики, –
относятся исследования гиперссылок в Ве-
бе [4]. Вследствие гигантской размерности Ве-
ба во многих случаях исследования проводят-
ся на его достаточно узких фрагментах, таких,
например, как множество сайтов университе-
тов Великобритании [5] или Северной Евро-
пы [2].

Взаимодействие веб-сайтов в информаци-
онном веб-пространстве осуществляется по-
средством гиперссылок, связывающих сайты
веб-пространства и определяющих его внут-
реннюю структуру. Наличие (или отсутствие)
гиперссылок влияет на их присутствие в Вебе:
известно, что увеличение количества гиперс-
сылок на сайт связано с ростом индекса цити-
рования веб-сайта [11] и увеличивает (потен-
циально) количество переходов с одного сайта
на другой, а значит, и количество посетителей.

Веб-ресурсы научных учреждений отно-
сятся к так называемым «регламентируемым
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веб-ресурсам». Это означает, что существу-
ет (или, выразимся мягче, — «должен су-
ществовать») официальный документ, в ко-
тором изложены цели и задачи веб-ресурса,
определена структура сайта, правила измене-
ния информации и т. д. Под управляемостью
процессами в Вебе понимается реализация
управленческих решений в виде пунктов ре-
гламента, определяющих порядок их испол-
нения. В этом случае для сайтов инфор-
мационного веб-пространства организации
могут быть выработаны управленческие ре-
шения, направленные на улучшение их при-
сутствия в Вебе. Однако прежде чем реализо-
вывать управленческие решения, необходимо
пройти путь от сбора информации о присут-
ствии и взаимосвязях веб-сайтов до построе-
ния и анализа формальных моделей и разра-
ботки рекомендаций, сделанных на их осно-
ве. Целью данной работы является изучение
взаимодействия веб-сайтов, составляющих ин-
формационное веб-пространство достаточно
крупной научной организации для выработки
рекомендаций, направленных на улучшения
его присутствия в Вебе.

В качестве объекта исследования выбрано
веб-пространство Карельского научного цен-
тра РАН (КарНЦ РАН), в состав которого вхо-
дят 39 веб-сайтов, включая официальные сай-
ты 7 институтов различной научной направ-
ленности. Представляется, что такой объект
исследования является достаточно типичным
для российской академической науки, и поэто-
му методы, апробированные здесь, могут быть
перенесены на другие научные центры и круп-
ные институты.

В работе используются методы, разрабо-
танные для исследований академического [8]
и университетского фрагментов российского
Веба [9]. Для получения, хранения и обра-
ботки вебометрической информации использу-
ется специализированный комплекс программ
BeeBot, в состав которого входят поисковый
робот для сканирования веб-сайтов с целью
сбора информации о них, база данных, пред-
назначенная для хранения и обработки со-
бранной информации применительно к зада-
чам вебометрических исследований и средства
визуализации [10]. Кроме того, использует-
ся ряд расширенных возможностей поиска в
Google.

Основные понятия и определения

Веб-сайт — совокупность html-страниц и
веб-документов, связанных внутренними ги-
перссылками и обладающих единством содер-

жания, идентифицируемый в Вебе по уникаль-
ному доменному имени.

Уровень страницы сайта определяется сле-
дующим образом: начальная страница сай-
та, определяемая по уникальному доменному
имени, имеет уровень 0; уровень любой дру-
гой страницы сайта — это минимальное коли-
чество внутренних гиперссылок, ведущих от
начальной страницы к данной. Под контек-
стом гиперссылки в общем случае понимают-
ся языковые выражения, окружающие гиперс-
сылку в пределах веб-страницы [3], в более уз-
ком смысле рассматривается текст, сопровож-
дающий гиперссылку на странице (так назы-
ваемый «анкор»).

Уникальной прямой внешней гиперссылкой
называется гиперссылка из множества всех ги-
перссылок, имеющих одинаковый контекст и
адрес целевой страницы, сделанная с исход-
ной страницы с наивысшим уровнем; если на
наивысшем уровне таких ссылок несколько,
то выбирается первая из них. Далее рассмат-
риваются именно такие гиперссылки, поэтому
вместо словосочетания «уникальная прямая
внешняя гиперссылка» будут использоваться
термины «гиперссылка» или просто «ссылка».

Официальный веб-сайт организации – веб-
ресурс, обеспечивающий официальное пред-
ставление информации в Вебе об организа-
ции, являющейся юридическим лицом, соз-
даваемый и функционирующий в соответ-
ствии с нормативным актом (регламентом)
организации-владельца сайта, определяющим
цели и задачи официального веб-сайта, струк-
туру и порядок размещения в Вебе информа-
ционных материалов, образующих веб-ресурс,
права, обязанности и лиц, осуществляющих
программно-техническую поддержку данного
сайта, и лиц, осуществляющих предоставление
информации для размещения на сайте.

Веб-сайт подразделения – веб-ресурс под-
разделения, входящего в состав организации и
не являющегося юридическим лицом, обеспе-
чивающий представление информации в Вебе
о данном подразделении.

Тематический веб-сайт – веб-ресурс орга-
низации, не являющийся официальным веб-
сайтом или веб-сайтом подразделения, созда-
ваемый и функционирующий для представле-
ния в Вебе информации на заданную тему.

Неофициальный веб-сайт – веб-ресурс орга-
низации, обеспечивающий представление ин-
формации в Вебе об организации, являющей-
ся юридическим лицом, не являющийся офи-
циальным сайтом организации.
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Информационное веб-пространство – это
множество взаимосвязанных посредством ги-
перссылок веб-сайтов перечисленных типов.
Информационное веб-пространство
КарНЦ РАН

Веб-пространство КарНЦ РАН состоит из
39 взаимосвязанных сайтов (разобьем их на
7 групп, далее в скобках количество сайтов в
группе):

1. Официальный сайт КарНЦ РАН (1),

2. Официальные сайты институтов, входя-
щих в состав КарНЦ РАН (7),

3. Сайты подразделений КарНЦ РАН (2),

4. Тематические сайты КарНЦ РАН (10),

5. Тематические сайты институтов КарНЦ
РАН (15),

6. Неофициальные сайты институтов
КарНЦ РАН (3),

7. Сайт Карельской региональной органи-
зации профсоюза РАН (1).

Перечень веб-сайтов, входящих в веб-
пространство КарНЦ РАН, приводится в
табл. 1.

Таблица 1. Сайты веб-пространства Карельского научного центра РАН

№ Название организа-
ции/подразделения/сайта

Гр. Доменное имя сайта Стр. Исх. R

1 Карельский научный центр РАН 1 www.krc.karelia.ru 36000 1962 0,44
2 Институт биологии КарНЦ РАН 2 ib.krc.karelia.ru 1809 513 0,41
3 Институт водных проблем Севе-

ра КарНЦ РАН
2 water.krc.karelia.ru 1708 496 0,35

4 Институт геологии КарНЦ РАН 2 ig.krc.karelia.ru 1369 551 0,48
5 Институт леса КарНЦ РАН 2 forestry.krc.karelia.ru 2500 494 0,47
6 Институт прикладных матема-

тических исследований КарНЦ
РАН

2 mathem.krc.karelia.ru 5141 1435 0,15

7 Институт экономики КарНЦ
РАН

2 economy.krc.karelia.ru 3187 641 0,40

8 Институт языка, литературы и
истории КарНЦ РАН

2 illhportal.krc.karelia.ru 2193 562 0,79

9 Вычислительный кластер
КарНЦ РАН

3 cluster.krc.karelia.ru 24 24 0,27

10 Научная библиотека КарНЦ
РАН

3 library.krc.karelia.ru 49 106 0,38

11 Электронная библиотека КарНЦ
РАН

4 dl.krc.karelia.ru 43124 247 0,27

12 Труды КарНЦ РАН 4 transactions.krc.karelia.ru 927 1419 0,30
13 Зеленый пояс Фенноскандии 4 green-belt.krc.karelia.ru 462 763 0,27
14 ГЭП-анализ на территории Рес-

публики Карелия
4 gap-analysis.krc.karelia.ru 565 794 0,72

15 Проект HINTERLAND 4 hinterland.krc.karelia.ru 417 1 0,59
16 Экологический туризм на служ-

бе Муезерского района
4 muetacis.krc.karelia.ru 179 3 0,60

17 Развитие национального парка
Койтайоки-Толвоярви

4 suotacis.krc.karelia.ru 111 5 0,54

18 Ладога 4 ladoga.krc.karelia.ru 652 1 0,23
19 Биоразнообразие Карелии 4 biodiv.krc.karelia.ru 68 133 3,43
20 Природные ресурсы Карелии 4 ias.krc.karelia.ru 15 40 0,44
21 Вебометрика 5(6) webometrics.krc.karelia.ru 617 324 0,27
22 III Всероссийская научная кон-

ференция «Электронные библио-
теки»

5(6) rcdl2001.krc.karelia.ru 381 20 1,86
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23 XI Всероссийская научная кон-
ференция «Электронные библио-
теки»

5(6) rcdl2009.krc.karelia.ru 579 51 0,32

24 Базы данных по топливно-
энергетическому хозяйству
Карелии

5(6) energy.krc.karelia.ru 150 1 0,27

25 Разработка методов моделирова-
ния телекоммуникационных се-
тей

5(6) morozov.krc.karelia.ru 52 7 0,75

26 Документация по программиро-
ванию

5(6) info.krc.karelia.ru 786 230 0,43

27 Журнал «МТИ& П» 5(6) mgta.krc.karelia.ru 123 415 0,15
28 Российское ботаническое обще-

ство. Карельское отделение
5(2) rbo.krc.karelia.ru 233 435 0,60

29 Геоботанический сайт 5(2) geobotany.krc.karelia.ru 397 978 0,24
30 Топонимия Европейского Севера

- TORIS
5(8) toris.krc.karelia.ru 144 27 0,27

31 Фольклорный архив Института
языка, литературы и истории
КарНЦ РАН

5(8) folk.krc.karelia.ru 89 4 0,32

32 Фонограммархив Института
языка, литературы и истории
КарНЦ РАН

5(8) phonogr.krc.karelia.ru 70 30 0,38

33 Вепсский корпус 5(8) vepsian.ru 745 2 0,27
34 Петроглифы Фенноскандии 5(8) petroglyphs.ru 206 4 0,73
35 Отделение Русского географиче-

ского общества в Республике Ка-
релия

5(3) rgo.karelia.ru 164 7 0,53

36 Институт водных проблем Севе-
ра КарНЦ РАН (неофиц.)

6(3) nwpi.krc.karelia.ru 180 25 0,66

37 Институт геологии КарНЦ РАН 6(4) geoserv.krc.karelia.ru 2567 29 0,19
38 Институт биологии КарНЦ РАН 6(2) biology.krc.karelia.ru 476 45 0,52
39 Карельская организация Проф-

союза РАН
7 profcom.krc.karelia.ru 24 16 0,35

В столбце «гр.» обозначена принадлеж-
ность сайта к одной из 7 указанных групп,
цифра в скобках соответствует порядково-
му номеру сайта. Например, у сайта «Тру-
ды КарНЦ РАН», являющегося тематическим
сайтом КарНЦ РАН, значение «гр.» равно 4.
У сайта «Вепсский корпус», – тематического
сайта Института языка, литературы и истории
КарНЦ РАН, – значение «гр.» равно 5(8), где
5 обозначает принадлежность к группе, а 8 —
принадлежность к институту (т. е. порядко-
вый номер института в общем списке сайтов).

Из табл. 1 видно, что подавляющее
большинство сайтов имеют доменные име-
на третьего уровня в зоне основного домена
krc.karelia.ru, и лишь три сайта не ассоцииро-
ваны с этим доменом.

Сайты сканировались на максимальную
глубину до 5-го уровня, что считается до-
статочным для нахождения основных значи-
мых гиперссылок, требуемых для построения

теоретико-графовых моделей. Вследствие это-
го, значения в столбцах «стр.» (количество
страниц сайта) и «исх.» (количество исходя-
щих гиперссылок), являются оценками снизу.

Всего на сайтах КарНЦ РАН отсканиро-
вано около 90 тысяч страниц, найдено почти
12 500 исходящих гиперссылок. Всего два сай-
та можно назвать большими — сайты КарНЦ
РАН и Электронной библиотеки. Семь офици-
альных сайтов институтов (плюс один неофи-
циальный сайт института) имеют размеры в
пределах от 1300 до 5150 страниц. Причем
неофициальный сайт Института геологии по-
чти в два раза больше официального. Осталь-
ные сайты имеют менее 1000 страниц. Корре-
ляция между количеством страниц на сайте и
количеством исходящих гиперссылок не обна-
руживается.

Важным индикатором присутствия сайтов
в Вебе считается количество документов, раз-
мещенных на них в виде файлов с расшире-
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ниями .doc, .pdf, .ppt и др. (так называемые
Rich Files) [6]. По указанной ссылке можно по-
смотреть ранжирование 120 российских науч-
ных учреждений РАН. Заметим, что КарНЦ
в этот список не входит, а из региональных
научных центров 20-е место занимает Коми
научный центр Уральского отделения РАН
(КомиНЦ УрО РАН).

Результаты сканирования сайтов веб-
пространства КарНЦ РАН показывают, что
основное количество Rich Files размещено на
сайте КарНЦ РАН (www.krc.karelia.ru) — бо-
лее 3500 файлов .doc и .pdf. Кроме того, ак-
тивным участником информационного веб-
пространства КарНЦ РАН является закры-
тый ресурс с адресом resources.krc.karelia.ru,
используемый как хранилище файлов. По
4480 ссылкам на него, сделанным с других
сайтов КарНЦ РАН, можно установить, что
на нем содержится более 540 файлов .doc и
230 файлов .pdf. Например, сайт Зеленый по-
яс Фенноскандии (green-belt.krc.karelia.ru) от-
сылает к 300 файлам .doc, размещенным на
resources.krc.karelia.ru. Однако более полови-
ны сайтов КарНЦ РАН не имеют Rich Files, в
том числе и на resources.krc.karelia.ru.

Сказанное подтверждается замерами, сде-
ланными в Google: команда «site:krc.karelia.ru
filetype:doc» (количество файлов типа .doc
на домене krc.karelia.ru) выдает 570 результа-
тов, а «site:krc.karelia.ru filetype:pdf» — 1370.
Та же команда, примененная к домену Ко-
миНЦ УрО РАН, дает следующие результаты:
«site:komisc.ru filetype:doc» – 310 результатов,
а «site:komisc.ru filetype:pdf» — 5070.

Теперь о гиперссылках. Из более чем 12000
найденных гиперссылок, исходящих с сайтов
КарНЦ РАН, половина являются гиперссыл-
ками, связывающими эти сайты. Ещё 4480
ссылок, как уже было сказано выше, сдела-
но на закрытый ресурс resources.krc.karelia.ru.
Остальные 1600 ссылок сделаны на 930 сай-
тов так называемого «сопутствующего множе-
ства» [9]. На рис. 1 представлен веб-граф, по-
строенный на 969 вершинах, соответствующих
39 сайтам информационного веб-пространства
КарНЦ РАН и 930 сайтам сопутствующего
множества. Здесь нарисованы только исходя-
щие дуги с вершин, соответствующих сайтам
целевого множества (дуга изображена, если
существует хотя бы одна гиперссылка, связы-
вающая два соответствующих сайта).

Если на рис. 1 оставить только дуги, свя-
зывающие сайты целевого множества, то по-
лучим веб-граф, приведенный на рис. 2.

В овал заключен официальный сайт
КарНЦ РАН, в верхнем прямоугольнике на-

ходятся сайты подразделений и тематические
сайты КарНЦ РАН, в прямоугольниках в ниж-
ней части объединены все сайты, принадле-
жащие данному институту (официальный, и,
если есть, то тематические и неофициальный).

К сайтам информационного веб-
пространства КарНЦ РАН был применен под-
ход, предложенный еще в [1]:

R(s) = (1−d)+d(R(t1)/C(t1)+...+R(tn)/C(tn)),

где R(s) — значимость сайта s,
d — коэффициент затухания (который обычно
берут равным 0,85),
n — количество сайтов, ссылающихся на сайт
s,
R(ti) — значимость i-го сайта, имеющего ссыл-
ки на сайт s,
C(ti) — количество ссылок с i-го сайта.

Значения C(ti) несложно посчитать для
каждого сайта по матрице смежности веб-
графа. Фрагмент матрицы смежности, пока-
зывающий количество гиперссылок, связыва-
ющих некоторые сайты, приведен на рис. 3.
Как видно из него, веб-сайты имеют очень
большое количество гиперссылок на «голов-
ной» сайт и обратно, и весьма незначительное
между собой.

Содержательно значение R(s) можно трак-
товать как значимость s-го сайта для дру-
гих сайтов, входящих в заданное множество.
Значения R для сайтов информационного веб-
пространства КарНЦ РАН приведены в по-
следней колонке табл. 1.

Достаточно предсказуемым результатом
является высокая значимость официального
сайта КарНЦ РАН как головной организации.
Высокая позиция сайта Института приклад-
ных математических исследований по сравне-
нию с другими институтами также имеет свое
объяснение (хотя и частичное) – многие сайты
КарНЦ РАН имеют ссылки на него как на их
разработчика. Официальные сайты институ-
тов биологии, геологии и водных проблем Се-
вера занимают последние места среди инсти-
тутов, что может быть объяснено, в том числе,
и наличием у них неофициальных сайтов, «от-
нимающим» ссылки у официальных.

Если в веб-графе, построенном на сайтах
информационного веб-пространства КарНЦ,
оставить только дуги, которым соответству-
ет более двух гиперссылок, связывающих сай-
ты, то получим веб-граф, изображенный на
рис. 4 (изолированные вершины опущены).
Максимальная компонента сильной связности
этого веб-графа имеет диаметр, равный 3, и
содержит 12 вершин, соответствующих сай-
ту КарНЦ РАН, официальным сайтам всех
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Рис. 1. Веб-граф, построенный на 969 вершинах

Рис. 2. Веб-граф, построенный на сайтах информационного веб-пространства КарНЦ (количество ги-
перссылок между сайтами больше 0)
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Рис. 3. Фрагмент матрицы смежности веб-графа КарНЦ РАН

семи институтов, и еще 4 сайтам — Элек-
тронная библиотека КарНЦ РАН, Зеленый по-
яс Фенноскандии, ГЭП-анализ на территории
Республики Карелия и Труды КарНЦ РАН
(на рис. 4 выделены овалами). Сайты, вхо-
дящие в максимальную компоненту связно-
сти, можно назвать ядром информационно-
го веб-пространства КарНЦ РАН: они образу-
ют максимальную компоненту сильной связ-
ности, имея большое количество гиперссылок
между собой (4834 из 6000).
Взаимосвязи информационного
веб-пространства КарНЦ РАН с
российскими веб-сайтами

Сайты информационного веб-пространства
КарНЦ содержат около 1150 гиперссылок, сде-
ланных на 640 российских сайтов, относящих-

ся к сопутствующему множеству. Как оказа-
лось, самое большое количество гиперссылок
сделано на сайт фирмы, занимающейся ком-
пьютерными технологиями (правда, на него
ссылаются лишь 2 сайта КарНЦ РАН). Вто-
рым следует сайт РАН (32 ссылки с 15 сайтов
КарНЦ РАН). На 490 сайтов сопутствующего
множества сделано лишь по одной гиперссыл-
ке, из чего следует, что каждый из них инте-
ресен только одному сайту КарНЦ РАН.

Представляется существенным вопрос о
том, как много гиперссылок сделано на сайты
информационного веб-пространства КарНЦ с
наиболее «популярных» у сайтов КарНЦ РАН
российских сайтов сопутствующего множе-
ства. Для ответа на него были отобраны 15
сайтов, имеющих гиперссылки не менее чем с 4
сайтов КарНЦ РАН, перечисленные в табл. 2.

Таблица 2. 15 сайтов сопутствующего множества

№ Название организа-
ции/сайта

Доменное имя сайта Сайты Ссылки на сайт Ссылки с сайта

1 РАН www.ras.ru 15 32 8
2 LiveInternet.Ru www.liveinternet.ru 13 13 0
3 Петрозаводский го-

сударственный уни-
верситет

www.petrsu.ru 8 26 4

4 РФФИ www.rfbr.ru 8 14 1
5 Карельская го-

сударственная
педагогическая
академия

www.kspu.karelia.ru 7 13 1

6 Ботанический
институт РАН

www.binran.ru 6 22 0

7 Учёные записки
ПетрГУ

uchzap.petrsu.ru 6 15 0

8 Портал органов
власти Республики
Карелия

gov.karelia.ru 5 6 0

9 WWW.KARELIA.RU www.karelia.ru 5 6 0
10 Русское географи-

ческое общество
www.rgo.ru 5 5 0

11 РОМИП www.romip.ru 4 15 5
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12 Конференция
«Электронные
библиотеки»

www.rcdl.ru 4 10 4

13 Музей-заповедник
«Кижи»

kizhi.karelia.ru 4 7 5

14 Некоммерческое
партнерство
«Север-Центр»

www.northcentre.ru 4 7 3

15 Теория управления
организационными
системами

www.mtas.ru 4 6 0

В колонке «сайты» указано количество сай-
тов КарНЦ РАН, имеющих ссылки на данный
сайт, а в колонке «ссылки на сайт» – общее
число ссылок с этих сайтов. В колонке «ссыл-
ки с сайта» указано количество ссылок, сде-
ланных с данного сайта на сайты КарНЦ РАН.

Суммируя значения в двух последних ко-
лонках, получаем, что с сайтов КарНЦ РАН
на 15 наиболее популярных сайтов сделано 197
ссылок, в то время как с этих сайтов на сайты
КарНЦ РАН сделана всего 31 ссылка.

Можно сказать, что встречные ссыл-
ки между сайтом РАН и сайтами КарНЦ
РАН во многом носят характер «начальник-
подчиненный» и отражают реальное админи-
стративное взаимодействие организаций РАН.
Очевидное отражение в Вебе нашло взаимо-
действие КарНЦ РАН и Музея-заповедника
«Кижи».

Однако вряд ли можно считать отражени-
ем реального взаимодействия наличие лишь
одной ссылки с сайта Карельской государ-
ственной педагогической академии на сайты
КарНЦ РАН. В меньшей степени, но это ка-
сается и сайта Петрозаводского государствен-
ного университета.

Взаимосвязи информационного
веб-пространства КарНЦ РАН с за-
рубежными веб-сайтами

Сайты информационного веб-пространства
КарНЦ содержат около 420 гиперссылок,
сделанных на 290 зарубежных сайтов, от-
носящихся к сопутствующему множеству
(причем 130 гиперссылок сделано с сай-
та info.krc.karelia.ru). Наибольшее количе-
ство гиперссылок (а именно 6) сделано на
сайт Electrical and Computer Engineering
and Computer and Information Sciences
networks (eecis.udel.edu) с одного сайта
info.krc.karelia.ru. По три сайта КарНЦ РАН
ссылаются на такие сайты, как Lake Model
FLake (lakemodel.net) и Oulu University Library

(herkules.oulu.fi). Большинство остальных ссы-
лок с сайтов КарНЦ РАН на зарубежные сай-
ты можно охарактеризовать как «один сайт —
одна-две ссылки». В целом можно говорить о
невысокой активности взаимодействий с зару-
бежными сайтами.

Обратных ссылок с зарубежных сайтов, на
которые ссылаются сайты КарНЦ РАН, по
большому счету, не обнаружено. Исключени-
ями являются сайт Lake Model FLake, име-
ющий 17 гиперссылок на официальный сайт
Института водных проблем Севера и сайт
Hinterland (hinterland-info.net), имеющий три
ссылки на своего карельского коллегу Проект
HINTERLAND.

Таким образом, реальное взаимодействие
КарНЦ РАН с зарубежными организациями и
коллегами отражения в Вебе практически не
находит.

Выводы и рекомендации

Информационное веб-пространство КарНЦ
РАН можно охарактеризовать как внутренне
связное, имеющее четко выраженное ядро,
включающее наиболее значимые сайты. Одна-
ко высокая связность информационного про-
странства во многом обеспечивается одной-
двумя гиперссылками, связывающими многие
пары сайтов, что является отражением в Ве-
бе скорее подчиненности, чем совместной де-
ятельности. Обратим также внимание на то,
что 9 сайтов КарНЦ вообще не имеют ис-
ходящих гиперссылок на другие сайты веб-
пространства, а один сайт и вовсе изолирован-
ный.

Объемы сайтов КарНЦ РАН достаточно
скромны, однако в целом соответствуют тен-
денциям, присущим институтам РАН. На-
пример, сайт Института русской литературы
РАН (www.pushkinskijdom.ru) содержит более
39000 страниц, а сайт Зоологического инсти-
тута РАН (www.zin.ru) — 1100. Более важной
характеристикой присутствия в Вебе являет-
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Рис. 4. Веб-граф, построенный на сайтах информационного веб-пространства КарНЦ (количество ги-
перссылок между сайтами больше 2)

ся количество выставленных на сайтах доку-
ментов (так называемых Rich Files), а многие
сайты КарНЦ РАН не имеют их вообще.

Взаимосвязи информационного веб-
пространства КарНЦ РАН с российскими и за-
рубежными сайтами выглядят односторонне:
большому количеству исходящих гиперссы-
лок с сайтов КарНЦ РАН не соответствует
большое количество ссылок, сделанных на эти
сайты.

Возможно, это связано со слабой инфор-
мированностью о наличии тех или иных
веб-ресурсов КарНЦ РАН. Одним из харак-
терных примеров слабой информированно-
сти коллег является ссылка с сайта Рус-
ского географического общества (www.rgo.ru)
на веб-сайт Отделения РГО в Республике
Карелия (kareliya.rgo.ru) и при этом отсут-
ствие ссылки на другой сайт Отделения РГУ
в Республике Карелия (rgo.karelia.ru), входя-
щий в веб-пространство КарНЦ РАН. Сайт
kareliya.rgo.ru является «дочерним» сайтом
www.rgo.ru, поэтому о нем знают в Москве и
делают на него ссылку, а сайт rgo.karelia.ru,
по-видимому, неизвестен в Русском географи-
ческом обществе. Таких примеров недостаточ-
ной информированности при наличии реаль-
ной совместной деятельности можно привести
много.

Из сделанных общих выводов можно сде-
лать некоторые краткие рекомендации по
усовершенствованию информационного веб-
пространства КарНЦ РАН.

Необходимо обратить внимание на
внутренние ссылки между сайтами веб-
пространства КарНЦ РАН. Наверное, да-

леко не исчерпаны возможности веб-сайтов
hinterland.krc.karelia.ru, ladoga.krc.karelia.ru и
muetacis.krc.karelia.ru, которые могли сослать-
ся хотя бы на официальный сайт КарНЦ
РАН. Сайты petroglyphs.ru и vepsian.ru не
имеют ссылок на сайт Института язы-
ка и литературы, biology.krc.karelia.ru – на
сайт Института биологии, rgo.karelia.ru – на
сайт Института водных проблем Севера, а
rcdl2009.krc.karelia.ru и info.krc.karelia.ru — на
сайт Института прикладных математических
исследований.

Улучшению положения КарНЦ РАН в ми-
ровом рейтинге [6] (а точнее — его появле-
нию в этом рейтинге), несомненно, должно по-
мочь увеличение на сайтах веб-пространства
КарНЦ РАН Rich Files. Во-первых, если у раз-
работчиков есть такая возможность, то следу-
ет сделать открытым для поисковых машин
хранилище файлов resources.krc.karelia.ru.

Во-вторых, на сайтах проектов вполне бы-
ли бы уместны отчеты о проделанной рабо-
те в формате .doc или .pdf. Сюда же мож-
но отнести и файлы различных презентаций,
которые в большом числе делаются научны-
ми сотрудниками КарНЦ РАН. Пример мо-
жет продемонстрировать сайт КарНЦ РАН,
когда в новостной ленте информирует о науч-
ных докладах, сделанных на очередном засе-
дании Президиума КарНЦ РАН: вместо фото-
графий (или вместе с фотографиями) полезно
поставить и презентации научных докладов в
формате .ppt.

Более сложной задачей представляется по-
лучение новых гиперссылок с внешних по от-
ношению к веб-пространству КарНЦ РАН сай-
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тов. Ясно, что покупка гиперссылок на так на-
зываемых «линкофермах» [7] является непри-
емлемой.

Очевидна рекомендация для научных со-
трудников КарНЦ РАН: при создании персо-
нальных страниц на профессиональных веб-
ресурсах (типа MathNet, www.mathnet.ru)
обязательно указывайте официальный сайт
своего института или КарНЦ РАН. То же са-
мое относится к регистрации на сайтах конфе-
ренций.

Научные сотрудники КарНЦ РАН ведут
большую преподавательскую деятельность в
Петрозаводском государственном университе-
те, Карельской государственной педагогиче-
ской академии, других вузах России, и инфор-
мация о них размещается на сайтах соответ-
ствующих кафедр. Однако ссылки на основ-
ное место работы, а тем более на сайт органи-
зации, в ряде случаев отсутствуют.

Исследования научного и университетско-
го Веба России часто убеждают в том, что
ссылки на коллег и партнеров не выставляют-
ся не по злому умыслу, а по причине отсут-
ствия точной информации о соответствующих
веб-ресурсах. Здесь можно долго развивать те-
му PR-технологий и социальных коммуника-
ций, но одна из самых простых рекомендаций
заключается в том, что на визитной карточке
научного сотрудника должен быть адрес офи-
циального сайта его института. И эти карточ-
ки надо активно раздавать коллегам из других
научных организаций.

Работа выполнена при частичной поддерж-
ке Программы стратегического развития Пет-
розаводского государственного университета
на 2012–2016 гг. и гранта РГНФ№ 12-03-12001.
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СУЩЕСТВЕННАЯ ВЫБОРКА ПРИ МОДЕЛИРО-
ВАНИИ НЕПРЕРЫВНОГО СПЕКТРА
КОНФОРМАЦИЙ МАКРОМОЛЕКУЛ МЕТОДОМ
МОНТЕ-КАРЛО

А. Л. Рабинович1, Д. В. Журкин2

1Институт биологии Карельского научного центра РАН,
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Описан алгоритм, разработанный для моделирования молекул цепного строе-
ния методом Монте-Карло в предположении о непрерывном спектре конформа-
ций, с использованием процедуры существенной выборки. Алгоритм учитывает
взаимозависимость каждых трех углов внутреннего вращения вдоль по цепи.
Он использован для изучения равновесных свойств углеводородных цепей раз-
личного строения.

Ключ е вы е c л о в а: метод Монте-Карло, существенная выборка, цепные мо-
лекулы, непрерывный спектр конформаций.

A. L. Rabinovich, D. V. Zhurkin. AN IMPORTANCE SAMPLING
FOR MONTE CARLO SIMULATION OF A CONTINUOUS
SPECTRUM OF CONFORMATIONS OF MACROMOLECULES
An importance sampling technique for Monte Carlo simulation of chain molecules
assuming a continuous spectrum of their conformations is described. The algorithm
takes into account the interdependence of each three torsion angles along the chain.
It is used to study the equilibrium properties of hydrocarbon chains of different
structure.

K e y wo r d s: Monte Carlo simulation, importance sampling, chain molecules,
continuous spectrum of conformations.

Введение

Для изучения свойств молекулярных си-
стем широко используются методы компью-
терного моделирования [10]. Наиболее распро-
страненными являются методы Монте-Карло
(МК) и молекулярной динамики (МД). Пер-
вый из них позволяет получить средние зна-
чения макроскопических наблюдаемых вели-
чин по статистическому ансамблю, а второй –
средние по времени. Однако используемые в
методе МК выборки конечны, а доступные

в методе МД времена моделирования срав-
нительно невелики, поэтому важно прово-
дить сравнение между собой данных, полу-
ченных в рамках различных подходов. Акту-
альной задачей является также совершенство-
вание методов компьютерного моделирования.
В настоящей работе описана специальная вы-
числительная схема метода МК, разработан-
ная для генерирования конформаций цепных
молекул, в предположении о непрерывном
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изменении углов внутреннего вращения в
полном диапазоне от 0 до 2π. Учтена взаимо-
зависимость каждых трех углов внутреннего
вращения вдоль по цепи. При генерировании
использована существенная выборка.

Средние значения
Среднее значение < H > любой

макроскопической наблюдаемой величины
H(x1, x2, ..., xn) системы частиц (атомов дан-
ной молекулы) в каноническом ансамбле мож-
но вычислить следующим образом [1, 11]:

< H >=

∫ ∫
...
∫

ΩH(x1, x2, ..., xn) · exp[−U(x1, x2, ..., xn)/kBT ]dx1dx2...dxn∫ ∫
...
∫

Ω exp[−U(x1, x2, ..., xn)/kBT ]dx1dx2...dxn
. (1)

Здесь (x1, x2, ..., xn) – точка в фазовом про-
странстве Ω этой системы, kB – постоянная
Больцмана, T – температура, U(x1, x2, ..., xn) –
гамильтониан системы, в котором опущены
члены кинетической энергии, поскольку де-
картовы координаты и импульсы частиц вхо-
дят в гамильтониан (в потенциальную и кине-
тическую энергию) по отдельности; перемен-
ные разделяются, интеграл по всем импуль-
сам берется тривиальным образом и его мож-
но сократить в числителе и знаменателе. В
итоге под фазовым пространством Ω подразу-
мевается конфигурационная его часть, а под
U(x1, x2, ..., xn) – потенциальная энергия, n –
размерность пространства Ω. Если количество
атомов в системе na, то n равно количеству де-
картовых координат (3na). Для молекул цеп-
ного строения, макромолекул конфигураци-
онное пространство многомерно и функция
U(x1, x2, ..., xn), как правило, очень сложна и
в аналитическом виде не представлена. Поэто-
му провести интегрирование в выражении (1)
и выразить < H > в конечной аналитической
форме в большинстве случаев не удается. Но
можно использовать один из численных мето-
дов решения, – например, метод МК; литера-
тура о нем и его приложениях весьма обширна
(см., напр., [1–3, 5–7, 10–12, 14, 15, 19, 25, 26]).

Метод Монте-Карло

В методе МК задачу сводят к моделиро-
ванию случайных величин и статистической
оценке их характеристик. В простейшей фор-
мулировке это означает следующее. Для то-
го чтобы приближенно вычислить некоторую
скалярную величину a, предлагается приду-
мать такую случайную величину ξ, у кото-
рой существует математическое ожидание Mξ,
равное a. Тогда для оценки величины a выби-
рается K независимых реализаций ξ1, ξ2,. . . ,
ξK случайной величины ξ и вычисляется сред-
нее арифметическое ξK = (1/K) ·

∑K
i=1 ξi. По-

следовательность одинаково распределенных
независимых случайных величин, у которых
существуют математические ожидания, под-

чиняется закону больших чисел (см., напр.,
[4, 6, 12], теорема Хинчина), поэтому среднее
арифметическое этих величин сходится по ве-
роятности к математическому ожиданию, т. е.
при K → ∞ имеет место ξK

P−→ a. При боль-
ших K величина ξK ≈ a, и вместо a можно ис-
пользовать [6, 12] оценку ξK = (1/K) ·

∑K
i=1 ξi.

По определению, последовательность случай-
ных величин ξ1, ξ2, . . . , ξK , ... сходится по веро-
ятности [12] к постоянной a, если для любого
h > 0 вероятность P{|ξK − a| > h} → 0 при
K →∞ (что равносильно P{|ξK−a| < h} → 1
при K → ∞). Здесь P{|ξK − a| > h} есть ве-
роятность того, что ξK удалена от a не менее
чем на h. Смысл сходимости по вероятности в
том, что вероятность значительного отклоне-
ния величины ξK от величины a при большом
K небольшая; тем не менее, сильно отклоня-
ющиеся значения ξK могут находиться сколь
угодно далеко по K, но этих отклонений не
очень много, вследствие чего вероятность их
появления становится все меньше с ростом K.

Пусть Dξ – (конечная) дисперсия случай-
ной величины ξ. Можно использовать поня-
тие вероятной ошибки [12] rK = 0, 6745 ·
(Dξ/K)1/2, для которой P{|ξK − a| < rK} ≈
P{|ξK − a| > rK} ≈ 1/2, т. е. одинаково ве-
роятны ошибки, большие чем rK , и ошибки,
меньшие чем rK , и охарактеризовать поря-
док ошибки метода. Вероятная ошибка rK ∼
K−1/2. Критерий вероятной ошибки rK поле-
зен для сравнения степени "эффективности"
[12] (или выгодности, удачности) разных алго-
ритмов, которые использованы (или можно ис-
пользовать) для решения одной и той же зада-
чи. Действительно, из выражения для rK сле-
дует, что количества K осредняемых значений
случайной величины K = Dξ · (0, 6745/rK)2.
Пусть есть два алгоритма. Если задать ве-
роятные ошибки rK для обоих одинаковы-
ми, то K ′ = Dξ′ · (0, 6745/rK)2, K ′′ = Dξ′′ ·
(0, 6745/rK)2. Пусть t′ и t′′ – время, затрачи-
ваемое на расчет одного значения случайных
величин ξ′ и ξ′′, соответственно. Общее время
расчета равно t′ · K ′ = t′ · Dξ′ · (0, 6745/rK)2
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и t′′ · K ′′ = t′′ · Dξ′′ · (0, 6745/rK)2. Чем мень-
ше время расчета (t′ ·K ′ или t′′ ·K ′′), которое
необходимо для достижения заданной вероят-
ной ошибки, при прочих равных условиях, тем
более эффективным является алгоритм. А ес-
ли ввести понятие "трудоемкости" [12] ал-
горитма, которое используется для сравнения
алгоритмов и равно произведению дисперсии
осредняемой случайной величины Dξ на вре-
мя t расчета одного значения ξ (т. е. t′ · Dξ′
или t′′ · Dξ′′), то можно сказать, что из двух
алгоритмов более эффективным является ме-
нее трудоемкий.

Случайных величин ξ, – таких, что Mξ = a,
существует бесконечно много, и теория мето-
дов МК отвечает на вопросы о том [12], каким
образом выбрать удобную величину ξ для ре-
шения данной задачи и как находить значения
ξ1, ξ2,. . . произвольной случайной величины ξ.

Вычисление интегралов

Представляется целесообразным кратко
привести сведения о двух известных схемах
применения метода МК для вычисления ин-
тегралов; они важны для последующего опи-
сания разработанного алгоритма.

Схема 1 ([12], с. 93). Пусть требуется при-
ближенно вычислить интеграл J =

∫
G f(x, y) ·

p(x, y)dxdy, где G – произвольная область
плоскости x, y, а p(x, y) – некоторая плотность
вероятностей:

∫
G p(x, y)dxdy = 1. Для оценки

J методом МК вводится случайная точка Q в
области G с плотностью вероятностей p(x, y) и
скалярная случайная величина F = f(x, y), –
такая, что ее математическое ожидание MF =
J , т. е. равно искомому значению интеграла.
Тогда, если Q1,...,QK – независимые реали-
зации случайной точки Q, а F1 = f(Q1),...,
FK = f(QK), то согласно приведенной выше
схеме оценкой J будет величина [12] FK =
(1/K) ·

∑K
i=1 Fi. При этом FK

P−→ J .
Важно отметить [12], что если G –

ограниченная область, то по этой же схе-
ме можно получить оценку и интеграла вида∫
G f(x, y)dxdy. Действительно, пусть площадь
области G есть SG. Тогда плотность вероятно-
стей случайной точки, равномерно распреде-
ленной в G, есть 1/SG. Если ввести f1(x, y) =
SG · f(x, y) и обозначить 1/SG ≡ p1(x, y), то
этот интеграл приводится к предыдущему ви-
ду:

∫
G f(x, y)dxdy =

∫
G f1(x, y) · p1(x, y)dxdy.

Если искомую оценку получают усреднени-
ем по выборке значений функции с исполь-
зованием плотности вероятностей случайной
точки, распределенной в данной области рав-
номерно (как в последнем примере), то такую

выборку в литературе по применению методов
МК в физике (статистической, теоретической)
принято называть ”simple” sampling [15, 25],
т. е. "простая" выборка [2] (иногда использу-
ется термин "прямая" выборка [14]).

Схема 2 ([12], с. 108). Пусть J0 =∫
G f(x, y)dxdy, где G – ограниченная или
неограниченная область, и

∫
G |f(x, y)|dxdy >

0. В области G вводится плотность вероят-
ности p(x, y). Если p(x, y) > 0 в тех точках,
в которых f(x, y) 6= 0, то p(x, y) называет-
ся допустимой по отношению к f(x, y); допу-
стимая плотность p(x, y) может обращаться в
нуль только в тех точках, где f(x, y) = 0. Если
же p(x, y) > 0 всюду в G, то она допустима по
отношению к любым f(x, y). Пусть G0 – мно-
жество точек, в которых f(x, y) = 0, и пусть
G+ = G−G0. Вводится функция F 0(x, y), сле-
дующим образом: F 0(x, y) = f(x, y)/p(x, y), ес-
ли точка (x, y) принадлежит области G+, и
F 0(x, y) = 0, если точка (x, y) принадлежит
области G0. Здесь p(x, y) – допустимая плот-
ность. Для оценки J0 методом МК, как и в схе-
ме 1, вводится Q – случайная точка, опреде-
ленная в областиG с плотностью вероятностей
p(x, y). Математическое ожидание величины
F 0(Q) есть MF 0(Q) =

∫
G F

0(x, y) · p(x, y)dxdy

=
∫
G+

f(x, y)dxdy = J0 ввиду того, что функ-
ция f(x, y) = 0 в точках (x, y), не принадле-
жащих области G+. Итак, MF 0(Q) равно ис-
комому значению интеграла. Дальнейшие дей-
ствия соответствуют схеме 1 : если Q1,...,QK –
независимые реализации случайной точки Q,
а F 0

1 = f(Q1)/p(Q1),..., F 0
K = f(QK)/p(QK),

то оценкой J0 будет величина F 0
K = (1/K) ·∑K

i=1 F
0
i .

Очевидно, плотность p(x, y) желательно
выбрать так, чтобы минимизировать диспер-
сию DF 0(Q). Доказано [12], что минималь-
ная дисперсия DF 0(Q) реализуется в слу-
чае, когда плотность p(x, y) пропорциональ-
на |f(x, y)|; при этом она равна |f(x, y)| ·
[
∫
G |f(x, y)|dxdy]−1. Ясно, однако, что несмот-

ря на привлекательность достижения мини-
мальной дисперсии, строго следовать этой ре-
комендации нельзя, поскольку задача вычис-
ления

∫
G |f(x, y)|dxdy по трудности эквива-

лентна исходной задаче вычисления искомого
интеграла. Но можно сделать и другой вывод:
для получения величин F 0 с небольшими дис-
персиями желательно выбирать плотность
p(x, y) по возможности пропорциональную
|f(x, y)| [12], – тогда в тех частях области G,
в которых |f(x, y)| больше и вклад которых
в J0 более существен, будет выбираться боль-
ше случайных точек [3, 12]. Иными словами,
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чем меньше меняется функция f(x, y)/p(x, y)
(чем ближе она к постоянной), тем меньше
окажется дисперсия DF 0(Q). В этом состоит
основная ценность данного приема; он предло-
жен в работах [22, 23] и широко применяет-
ся [1, 2, 7, 12, 14]. Такая выборка называется
"importance" sampling [15, 25] или "существен-
ная" выборка [3, 7, 12], выборка "по значимо-
сти" [2, 5], выборка "по важности" [1, 6, 7],
"предпочтительная" выборка [14].

Общий подход к оценке средних

Обе схемы, описанные выше для двух пе-
ременных, обобщаются на случай многих пе-
ременных. Возвращаясь к исходному выра-
жению (1) для среднего значения < H >,
перейдем от точек (x, y) плоскости к n-
мерным точкам (x1, x2, ..., xn) конфигураци-
онного пространства Ω. Интеграл в знаме-
нателе выражения (1) есть так называемый

статистический интеграл Z (для дискретно-
го случая – статистическая сумма [9]), Z =∫ ∫

...
∫

Ω exp[−U(x1, ..., xn)/kBT ]dx1...dxn, а ве-
личина (1/Z) · exp[−U(x1, ..., xn)/kBT ] есть
плотность вероятности точки (x1, ..., xn). Для
приближенного вычисления интегралов в вы-
ражении (1) можно применить как "простую",
так и "существенную" выборку.

Реализуем "простую" выборку. n-мерная
точка (x1, ..., xn) является аналогом рассмот-
ренной выше 2-мерной точки Q. Независи-
мыми реализациями Qi случайной точки Q
будут точки (xi1, ..., x

i
n), где i = 1, 2, ...,K.

Пусть они распределены равномерно в Ω. Cка-
лярной случайной величиной F (из схемы
1) является выражение (1/Z) · H(x1, ..., xn) ·
exp[−U(x1, ..., xn)/kBT ], и его математическое
ожидание, согласно (1), равно < H >. Оценка
HK выражения (1) методом МК будет иметь
вид [1, 2, 11]

HK =

∑K
i=1H(xi1, x

i
2, ..., x

i
n) · exp[−U(xi1, x

i
2, ..., x

i
n)/kBT ]∑K

i=1 exp[−U(xi1, x
i
2, ..., x

i
n)/kBT ]

. (2)

При этом HK
P−→< H >. Отметим, что выра-

жение (2), в силу специфики исходного выра-
жения (1), имеет вид формулы усреднения в
каноническом ансамбле для случая, когда пе-
ременные имеют только дискретный спектр.
Однако в данном случае суммирование произ-
водится не по дискретному спектру (всем со-
стояниям), а по случайным точкам непрерыв-
ного спектра, иK является не количеством со-
стояний, а размером выборки. В выражении
(2) множитель exp[−U(xi1, ..., x

i
n)/kBT ] может

изменяться на многие порядки и, следователь-
но, более предпочтительной была бы "суще-
ственная" выборка.

Вариант "существенной" выборки, кото-
рый можно было бы назвать наиболее эффек-
тивным, выгодным, т. е. наименее трудоемким
(в том смысле, который описан выше), оче-
видно, был бы достигнут в случае использова-
ния функции (1/Z)·exp[−U(x1, x2, ..., xn)/kBT ]
в качестве плотности распределения слу-
чайной точки в области Ω. Пусть точки
(xi1, x

i
2, ..., x

i
n) выбираются в Ω не равномер-

но, как в выражении (2), а именно с та-
кой плотностью. Тогда оценка выражения

(1) сводится к среднему арифметическому
HK = (1/K) ·

∑K
i=1H(xi1, x

i
2, ..., x

i
n). Несмот-

ря на столь простой вид итоговой оценки,
реализовать эту идею невозможно, посколь-
ку по трудности задача предварительного вы-
числения этой плотности сопоставима с за-
дачей вычисления исходного выражения (1):
речь идет о необходимости предварительно-
го вычисления потенциальной энергии систе-
мы частиц U(x1, x2, ..., xn). Тогда нужно по-
добрать такую плотность p(x1, x2, ..., xn), ко-
торая была бы допустимой по отношению к
подынтегральному выражению в (1) и, на-
сколько возможно, пропорциональной ему, но
при этом могла быть рассчитана предвари-
тельно, до проведения расчета методом МК.
В итоге можно добиться дисперсии, значи-
тельно меньшей, чем в алгоритме простой вы-
борки, и более эффективного (менее трудоем-
кого) алгоритма. Пусть некоторую плотность
p(x1, x2, ..., xn), удовлетворяющую этим усло-
виям, найти удалось. Повторяя действия, опи-
санные в схеме 2 выше, получим следующую
оценку [1, 2, 11, 14]:

HK =

∑K
i=1H(xi1, x

i
2, ..., x

i
n) · exp[−U(xi1, x

i
2, ..., x

i
n)/kBT ]/p(xi1, x

i
2, ..., x

i
n)∑K

i=1 exp[−U(xi1, x
i
2, ..., x

i
n)/kBT ]/p(xi1, x

i
2, ..., x

i
n)

. (3)
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Различие между (3) и (2) обусловлено именно
способом выбора точек в конфигурационном
пространстве.

Если выбрать p(x1, x2, ..., xn) в (3) пропор-
ционально exp[−U(x1, x2, ..., xn)/kBT ], т. е.
заранее вычислить какую-то часть энер-
гии U(x1, x2, ..., xn), то получим искомый
результат. Действительно, энергию U мож-
но представить, например, в виде сум-
мы двух слагаемых (назовем их энергией
ближних Ushort и энергией дальних Ulong
взаимодействий), U = Ushort + Ulong. То-
гда exp[−U(x1, x2, ..., xn)/kBT ] будет про-
изведением exp[−Ushort(x1, x2, ..., xn)/kBT ]
и exp[−Ulong(x1, x2, ..., xn)/kBT ]. Выделение
Ushort из общей энергии U следует осуще-
ствить таким образом, чтобы была возмож-
ность вычислить ее на предварительном этапе,

до осуществления процедуры генерирования
конформаций молекул методом МК. Детали
реализации этой процедуры будут описаны
ниже. Если Ushort вычислена, то в качестве
плотности p(x1, x2, ..., xn) распределения слу-
чайных точек можно использовать (1/Zshort) ·
exp[−Ushort(x1, x2, ..., xn)/kBT ], где Zshort =∫ ∫

...
∫

Ω exp[−Ushort(x1, ..., xn)/kBT ]dx1...dxn.
Ясно, что это выражение является допустимой
плотностью по отношению к подынтегральной
функции: оно > 0 во всей области конфигу-
рационного пространства, а если обращается
в нуль при Ushort → ∞, то в этих же точках
обращается в нуль и экспонента, в которую
входит полная потенциальная энергия систе-
мы U , поскольку тогда U →∞. В итоге вместо
(3) получим следующую оценку

HK =

∑K
i=1H(xi1, x

i
2, ..., x

i
n) · exp[−Ulong(xi1, xi2, ..., xin)/kBT ]∑K

i=1 exp[−Ulong(xi1, xi2, ..., xin)/kBT ]
. (4)

При компьютерной реализации эту плотность
удается воспроизвести лишь приблизительно,
и итоговые формулы (см. ниже) отличаются
от (4). Тем не менее, выборка оказывается в
итоге "существенной" .

Отметим, что при изучении свойств макро-
молекул идея вычисления или аппроксимации
части энергии U(x1, x2, ..., xn) в методе МК ис-
пользовалась многократно, предложено много
вариантов для разных молекулярных систем,
и в каждом из них учтена специфика этих си-
стем и характер задачи; ряд вариантов упо-
мянут, например, в обзоре [11]. В настоящей
работе эта идея использована для разработки
алгоритма, который можно применить для ис-
следования свойств молекул цепного строения
определенных классов, и в нем учтена специ-
фика этих цепей. В частности, ниже алгоритм
расчета реализован для углеводородных цепей
вида CH3 − (CH2)f − (CH = CH − CH2)d −
(CH2)g − CH3, где f, d, g – целые.
Описание цепных молекул

Приведем основные сведения о принятом
описании цепных молекул. Конформации мак-

ромолекулы могут быть охарактеризованы ли-
бо декартовыми координатами всех атомов,
либо внутренними переменными: совокупно-
стями валентных связей {l}, валентных углов
{θ}, углов внутреннего вращения {ϕ} (т. е.
торсионных углов). В рамках классической
статистической механики существуют две схе-
мы приближений [20], – "классическая гиб-
кая модель" (согласно которой макромолеку-
ла – это система материальных точек, взаи-
модействие которых описывается некоторыми
потенциалами) и "классическая жесткая мо-
дель" (согласно которой потенциалы действу-
ют лишь между определенными участками
макромолекулы, остальные же участки скреп-
лены между собой геометрическими связями).

"Гибкая" модель при изучении равновес-
ных свойств считается более предпочтитель-
ной [18, 20] (несмотря на ряд нерешенных во-
просов [18, 20]), и она позволяет для среднего
значения < H > вместо выражения (1) в де-
картовых координатах записать выражение, в
котором все величины зависят от внутренних
переменных:

< H >=

∫ ∫
...
∫
H({ϕ}, {θ}, {l}) · exp[−U({ϕ}, {θ}, {l})/kBT ]d{ϕ}d{θ}d{l}∫ ∫

...
∫
exp[−U({ϕ}, {θ}, {l})/kBT ]d{ϕ}d{θ}d{l}

. (5)

Здесь, как и в (1), H – некоторая макроскопи-
ческая наблюдаемая величина изучаемой си-
стемы частиц (молекулы), U – потенциальная
энергия; {ϕ}, {θ} и {l} – совокупности углов

внутреннего вращения, валентных углов и ва-
лентных связей, соответственно, которые об-
разуют конфигурационное пространство.
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Для получения оценки величины (5), ана-
логичной (3), методом МК можно использо-
вать существенную выборку. Пусть случай-
ные точки в конфигурационном пространстве
есть {ϕ}ν , {θ}ν и {l}ν , а количество конфор-
маций (состояний ν) молекулы в выборке есть

ω (для внутренних переменных обозначение
ν использовано вместо i, а ω – вместо объ-
ема выборки K). Тогда, выбирая случайные
точки с некоторой плотностью вероятностей
p({ϕ}, {θ}, {l}), получим следующую оценку
Hω:

Hω =

∑ω
ν=1H({ϕ}ν , {θ}ν , {l}ν) · exp[−U({ϕ}ν , {θ}ν , {l}ν)/kBT ]/p({ϕ}ν , {θ}ν , {l}ν)∑ω

ν=1 exp[−U({ϕ}ν , {θ}ν , {l}ν)/kBT ]/p({ϕ}ν , {θ}ν , {l}ν)
. (6)

Выражение (6) можно сделать более компакт-
ным, если убрать явное перечисление совокуп-
ностей случайных значений внутренних пере-

менных. Обозначая H({ϕ}ν , {θ}ν , {l}ν) = Hν ;
U({ϕ}ν , {θ}ν , {l}ν) = Uν ; p({ϕ}ν , {θ}ν , {l}ν) =
pν , приведем (6) к виду

Hω =

∑ω
ν=1H

ν · exp[−Uν/kBT ]/pν∑ω
ν=1 exp[−Uν/kBT ]/pν

. (7)

Силовое поле

Рассмотрим вопрос об общем подходе к рас-
чету энергии цепных молекул. Как правило,
в расчетах используется метод атом-атомных
потенциальных функций. В литературе суще-
ствуют наборы таких функций и апробирован-
ные параметры (силовые поля) для цепных
молекул разных типов. В частности, для мо-
лекул липидов и их компонентов – углеводо-
родных цепей рассматриваемого типа предло-
жено поле CHARMM27 [16, 17, 24, 28]; в насто-
ящей работе использован модифицированный
вариант этого поля [21]. Энергия U системы
частиц вычисляется в виде суммы энергий ва-

лентных связей Ul =
Nl∑
n=1

Kln · (ln − l0n)2 и уг-

лов Uθ =
Nθ∑
n=1

Kθn · (θn − θ0n)2, энергии Юри-

Брэдли Uu =
Nu∑
n=1

Kun · (un − u0n)2, энергии

неплоских отклонений атомов Uη =
Nη∑
n=1

Kηn ·

(ηn− η0n)2, торсионной энергии Uϕ =
Nϕ∑
n=1

Kϕn ·

[1 + cos(pn · ϕn − δn)], энергии невалентных
взаимодействий Unb =

∑
i,j
εij · [(Rminij/rij)12 −

2 · (Rminij/rij)6] и электростатической энергии
Uel =

∑
i,j

[(qi · qj)/(εel · rij)].

Здесь Nl, Nθ, Nu, Nη, Nϕ – соответственно,
количество валентных связей; валентных уг-
лов; различных пар атомов, разделенных дву-
мя валентными связями; углов неплоских от-
клонений в молекуле; торсионных углов. Kln ,
Kθn , Kun , Kηn , Kϕn – силовые постоянные для

расчета перечисленных компонентов энергии,
соответственно. Среди параметров слагаемых
энергии используются текущие и равновесные
значения: длины n-й валентной связи (ln и
l0n), n-го валентного угла (θn и θ0n), n-го рас-
стояния между атомами, разделенными дву-
мя валентными связями (un и u0n), n-го угла
неплоских отклонений (ηn и η0n). ϕn – это зна-
чение n-го торсионного угла, а pn, δn – мно-
житель и сдвиг фаз; rij – расстояние между
атомами с номерами i и j, разделенными более
чем двумя валентными связями; εij и Rminij –
глубина и положение соответствующего мини-
мума энергии взаимодействия; qi, qj – парци-
альные заряды на атомах, εel – диэлектриче-
ская постоянная.

Сравнение внутренних переменных

Переменные {ϕ}, {θ}, {l} не являются, в
определенном смысле, равноправными меж-
ду собой. Действительно, при данной темпе-
ратуре, в условиях, близких к состоянию рав-
новесия молекулы, каждый угол внутреннего
вращения из совокупности {ϕ} может с вы-
сокой вероятностью изменяться во всем диа-
пазоне [0, 2π], тогда как изменения валентных
связей {l} и валентных углов {θ} происходят
лишь в малых областях вокруг их равновес-
ных значений (это так называемые "малые ко-
лебания"). Данное различие использовано при
разработке настоящей вычислительной схемы
метода МК: генерирование каждой конформа-
ции макромолекулы осуществляли в 2 этапа.

На 1-м этапе генерирования конформации
ν все величины {l} и величины {θ} (или их
большинство) фиксировали при равновесных
значениях, т. е. соответствующие компонен-
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ты энергии обращали в нуль. Конформацию
номер ν генерировали только по торсионным
углам {ϕ}. Последние изменялись в диапа-
зонах [0, 2π], но если рассматриваемая мо-
лекула содержала двойные связи cis (враще-
ния вокруг которых сопряжены с преодоле-
нием большого потенциального барьера), то,
аналогично валентным углам, соответствую-
щие углы вращения ϕ фиксировали в положе-
нии равновесия. При генерировании конфор-
мации ν по совокупности углов {ϕ} был пред-
ложен вариант существенной выборки, дета-
ли которого будут описаны ниже. В отли-
чие от углов внутреннего вращения, незави-
симое варьирование в методе МК всех ва-
лентных углов осуществить невозможно, – на-
пример, углов, имеющих вершину на одном
и том же атоме. Поэтому на 2-м этапе осу-
ществляли переход в полученной конформа-
ции от внутренних переменных (валентных
связей, валентных углов, торсионных углов)
к декартовым координатам атомов и проводи-
ли варьирование всех координат, – независи-
мо для каждого атома. При этом было учте-
но, что, поскольку валентные связи {l} и ва-
лентные углы {θ} претерпевают лишь малые
колебания вокруг положений равновесия, из-
менения декартовых координат атомов также

могут быть лишь малыми. Оценка величины
диапазона варьирования декартовых коорди-
нат проведена из условия, чтобы максималь-
ные изменения значений энергии валентных
углов Uθ и валентных связей Ul, отвечающих
этому диапазону, в сумме не превышали изме-
нений торсионной энергии Uϕ цепи и энергии
невалентных взаимодействий Unb. Расчеты по-
казали, что этому условию отвечает диапа-
зон ± 0,02 Å вокруг равновесных положений
всех атомов. Ввиду малости этого диапазо-
на полагали, что в его пределах значения ко-
ординат распределены равномерно; процеду-
ру генерирования координат осуществляли с
использованием генератора (датчика) псевдо-
случайных чисел [27], равномерно распреде-
ленных в интервале [0,1).

Итак, валентные связи l и валентные уг-
лы θ сначала фиксировали при равновес-
ных значениях. В выражении (5) можно яв-
но указать поэтому только торсионные углы.
Пусть N – количество атомов основной це-
пи молекулы, ϕ1, ϕ2..., ϕN−1 – углы внутрен-
него вращения вокруг связей основной цепи,
U(ϕ1, ϕ2, ..., ϕN−1) – потенциальная (конфор-
мационная) энергия. Тогда вместо (5) будем
иметь

< H >=

2π∫
0

2π∫
0

...
2π∫
0

H(ϕ1, ϕ2, ..., ϕN−1) · exp[−U(ϕ1, ϕ2, ..., ϕN−1)/kBT ]dϕ1dϕ2...dϕN−1

2π∫
0

2π∫
0

...
2π∫
0

exp[−U(ϕ1, ϕ2, ..., ϕN−1)/kBT ]dϕ1dϕ2...dϕN−1

. (8)

Энергия U(ϕ1, ϕ2, ..., ϕN−1) при рассмотрении
системы макромолекула – растворитель явля-
ется энергией системы, состоящей из макро-
молекулы и окружающих молекул растворите-
ля, усредненной (при любом данном состоянии
ϕ1, ϕ2..., ϕN−1 макромолекулы) по всем поло-

жениям и ориентациям молекул растворителя
[18].

При использовании существенной выборки,
выбирая случайные точки с некоторой допу-
стимой плотностью p(ϕ1, ϕ2, ..., ϕN−1), полу-
чим следующую оценку Hω методом МК:

Hω =

ω∑
ν=1

H(ϕν1 , ϕ
ν
2 , ..., ϕ

ν
N−1) · exp[−U(ϕν1 , ϕ

ν
2 , ..., ϕ

ν
N−1)/kBT ]/p(ϕν1 , ϕ

ν
2 , ..., ϕ

ν
N−1)

ω∑
ν=1

exp[−U(ϕν1 , ϕ
ν
2 , ..., ϕ

ν
N−1)/kBT ]/p(ϕν1 , ϕ

ν
2 , ..., ϕ

ν
N−1)

. (9)

Расчет энергии цепной молекулы

Опишем более подробно процедуру расчета
энергии U , а затем выбора допустимой плотно-
сти p(ϕ1, ϕ2, ..., ϕN−1). Как упоминалось в раз-
деле «Общий подход к оценке средних», по-
тенциальная энергия всей молекулы U была

представлена суммой энергий ближних Ushort
и дальних Ulong взаимодействий, U = Ushort +
Ulong. Выделение Ushort проведено так, чтобы
ее можно было вычислить на предваритель-
ном этапе, до осуществления процедуры гене-
рирования конформаций методом МК.
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Изучаемая цепная молекула была условно
разделена на небольшие фрагменты, – такие,
что каждый из них содержал 3 последователь-
ных угла внутреннего вращения вокруг связей
основной цепи, ϕγ , ϕγ+1, ϕγ+2, варьирование
которых приводило к изменению взаимных по-
ложений атомов. При конструировании цепи
принято следующее правило: фрагменты со-
единяются не "встык", а с наложением друг на
друга, – так, чтобы последовательные (сосед-
ние, смежные) фрагменты имели по два общих
варьируемых торсионных угла из трех. Этим
учтена непрерывная взаимозависимость каж-
дых трех углов вдоль по цепи.

Энергия Ushort является суммой энергий
Umγ

этих фрагментов цепи, а энергия вза-
имодействий более удаленных вдоль по це-
пи атомов входит в Ulong. В итоге Ushort =
N−3∑
γ=1

Umγ
(ϕγ , ϕγ+1, ϕγ+2). Здесь mγ – индекс

фрагмента: m – его идентификационный но-
мер, который характеризует химическое стро-
ение фрагмента (m = 1, 2,..., mf , где mf – об-
щее количество разных фрагментов, необходи-
мых для конструирования избранных молекул
по указанному правилу), а γ – его номер в по-
следовательности фрагментов вдоль по цепи.
Номера m для некоторых γ в индексах mγ в
сумме Ushort могут быть одинаковыми. Если
молекула – это полимерная цепь, то номера
m будут циклически повторяться для одина-
ковых мономерных единиц.

Как упоминалось, алгоритм расчета реали-
зован для углеводородных цепей вида CH3 −
(CH2)f − (CH = CH−CH2)d− (CH2)g−CH3,
где f, d, g – целые. Анализ показал, что любая
из цепей такого вида может быть сконструи-
рована должным выбором нескольких фраг-
ментов из следующей совокупности (три свя-
зи, углы вращения вокруг которых варьиру-
ются, ниже выделены дефисом):
CH3 − CH2 − CH2 − CH2CH2;
CH3CH2 − CH2 − CH2 − CH2CH2;
CH2CH2 − CH2 − CH2 − CH2CH2;
CH2CH2 − CH2 − CH2 − CH2CH;
CH2CH2 − CH2 − CH2 − CHCHCH2;
CH2CH2 − CH2 − CHCH − CH2CH2;
CH3CH2 − CH2 − CH2 − CH2CH;
CH2CH2 − CH2 − CHCH − CH2CH;
CH2CH2 − CHCH − CH2 − CHCHCH2;
CH3 − CH2 − CHCH − CH2CH;
CH3CH2 − CHCH − CH2 − CHCHCH2;
CH2CHCH − CH2 − CHCH − CH2CH;
CH2CHCH − CH2 − CH2 − CH2CH3;
CHCH2 − CH2 − CH2 − CH3;
CHCH2 − CHCH − CH2 − CH2CH3;
CH2CHCH − CH2 − CH2 − CH3.

Один из этих фрагментов представлен в ви-
де схемы на рис. 1.

Рис. 1. Cхема фрагмента CH2CH2 − CH2 −
CHCH−CH2CH2. Три варьируемых торсионных
угла (ϕ1, ϕ2, ϕ3) обозначены стрелками

Весовые множители

Энергию Um(ϕ1, ϕ2, ϕ3) каждого из 16
представленных выше фрагментов вычисля-
ли (с учетом только компонентов Uϕ, Unb и
Uel) таким образом, чтобы сумма энергий лю-
бой совокупности фрагментов оказалась рав-
ной энергии ближних взаимодействий Ushort
той цепи, которая составлена из этих фраг-
ментов. Для этого при вычислении каждой
Um вводили для трех перечисленных компо-
нентов энергии весовые множители (1/3, 1/2
или 1). Множители были согласованы меж-
ду смежными фрагментами и исключали воз-
можность того, что одни и те же слагаемые
окажутся дважды (или более раз) просумми-
рованы в итоговой энергии Ushort всей цепи.
Избран принцип равноправного относительно
смежных фрагментов учета каждого компо-
нента энергии. А именно, слагаемые энергии,
зависящие строго от одного торсионного угла,
учитывали с множителем 1/3 в трех фрагмен-
тах (вдоль по цепи), в которых этот угол ва-
рьируется. В первом фрагменте из этих трех
угол варьируется как ϕ3, во втором смежном
фрагменте – как ϕ2, в третьем смежном фраг-
менте – как ϕ1. Слагаемые, зависящие строго
от двух торсионных углов, учитывали с мно-
жителем 1/2 в каждом из двух смежных фраг-
ментов, в которых эти углы варьируются (в
первом фрагменте – как ϕ2, ϕ3, а во втором
смежном фрагменте – как ϕ1, ϕ2). Слагаемые,
зависящие строго от трех торсионных углов,
учитывали с множителем 1 только в том фраг-
менте, в котором эти углы варьируются. В
энергии Um каждого фрагмента из рассмотре-
ния были исключены такие слагаемые, кото-
рые формально зависят от трех (или двух) уг-
лов вращения, но в данном фрагменте m один
из них не варьируется. Эти слагаемые вклю-
чали в энергию Um того смежного фрагмента,
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в котором варьируются все три (или, соответ-
ственно, два) торсионных угла.

В концевых фрагментах весовые множи-
тели некоторых компонентов энергии отлича-
лись от таковых для "срединных" фрагментов
(для корректного расчета Ushort всей цепи).
Например, в концевых фрагментах все слага-
емые энергии, которые зависели только от од-
ного торсионного угла, учитывали полностью
(с множителем 1, а не 1/3), если этот угол
был первым (ϕ1), поскольку ни в один из по-
следующих фрагментов эти слагаемые больше
не входят. Все слагаемые энергии, которые в
концевых фрагментах зависели от второго уг-
ла (ϕ2), учитывали не с множителем 1/3, а с
1/2, поскольку эти слагаемые входят не в три,
а в два фрагмента: в концевой и смежный с
ним фрагмент. Множители 1/3 для слагаемых
энергии в концевых фрагментах были исполь-
зованы только для третьего угла (ϕ3). Табу-
лирование значений энергии Um(ϕ1, ϕ2, ϕ3) по
трем углам вращения осуществлено с интер-
валом 1◦.

Существенная выборка

Если энергия Ushort исследуемой цеп-
ной молекулы рассчитана (по фрагмен-
там), то алгоритм существенной выбор-
ки при генерировании конформаций этой
молекулы методом МК будет эффектив-
ным, если организовать выборку сово-
купности случайных значений торсионных
углов с плотностью вероятностей p =
(1/Zshort) · exp[−Ushort(ϕ1, ϕ2, ..., ϕN−1)/kBT ].

Здесь Zshort =
2π∫
0

...
2π∫
0

exp[−Ushort(ϕ1, ...,

ϕN−1)/kBT ] · dϕ1...dϕN−1.

Поскольку Ushort =
N−3∑
γ=1

Umγ
(ϕγ , ϕγ+1, ϕγ+2),

то числитель

exp[−Ushort(ϕ1, ..., ϕN−1)/kBT ]/

=
N−3∏
γ=1

exp[−Umγ
(ϕγ , ϕγ+1, ϕγ+2)/kBT ],

а

Zshort =
2π∫
0

...
2π∫
0

N−3∏
γ=1

exp[−Umγ
(ϕγ , ϕγ+1, ϕγ+2)/

kBT ] · dϕ1...dϕN−1.

Методика реализации этой идеи такова. Ис-
пользуя табулированные значения энергии Um
каждого фрагмента, при данной температуре

T рассчитывали, с интервалом 1◦, функции
exp[−Um(ϕ1, ϕ2, ϕ3)/kBT ] и численными мето-
дами вычисляли интегралы

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

exp[−Um(ϕ1, ϕ2, ϕ3)/kBT ]dϕ1dϕ2dϕ3.

Пусть величина такого интеграла для
фрагмента m равна Im. Для каждого m
области от 0 до 2π по каждому из трех
углов (ϕ1, ϕ2, ϕ3), т. е. "куб" , разбивали
на 1003 = 1000000 параллелепипедов (со-
стояний) так, чтобы вероятности осуществ-
ления каждого из состояний были равны
друг другу. Указанное разбиение осуществ-
лено последовательно, численно, – с исполь-
зованием метода прямоугольников [8]. Сна-
чала были рассчитаны такие значения уг-
лов по оси ϕ1 (положения плоскостей), ко-
торые разбивают трехмерное пространство
(ϕ1, ϕ2, ϕ3) на 100 "слоев" , интегралы по ко-
торым от функции exp[−Um(ϕ1, ϕ2, ϕ3)/kBT ]
равны Im/100. Каждый из слоев затем раз-
делили по углу ϕ2 на 100 равновероятных
"подслоев" из условия, чтобы интегралы от
функции exp[−Um(ϕ1, ϕ2, ϕ3)/kBT ] по каж-
дому подслою были равны Im/10000, т. е.
рассчитали значения углов по оси ϕ2, кото-
рые разделяют между собой подслои в каж-
дом слое. Наконец, каждый подслой раздели-
ли по углу ϕ3 на 100 состояний (параллеле-
пипедов) так, чтобы интегралы от функции
exp[−Um(ϕ1, ϕ2, ϕ3)/kBT ] по каждому парал-
лелепипеду были равны Im/1000000 (рассчи-
тали соответствующие граничные значения
углов между параллелепипедами по оси ϕ3 в
каждом подслое). Очевидно, что при таком
способе разбиения границы параллелепипедов
в областях минимумов энергии каждого фраг-
мента m сгущаются, т. е. количество состоя-
ний –параллелепипедов в областях вблизи ми-
нимумов энергии оказывается больше, чем в
областях вблизи максимумов. Массив чисел –
границ между 1000000 параллелепипедов по
всем трем углам ϕ1, ϕ2, ϕ3 данного фрагмента
используется далее для генерирования состо-
яний с плотностью вероятностей, пропорци-
ональной величине exp[−Um(ϕ1, ϕ2, ϕ3)/kBT ],
которая входит в качестве сомножителя в
плотность p.

Например, на рис. 2 схематично приведено
несколько плоскостей, которые делят область
изменения трех варьируемых углов вращения
("куб" ) некоторого фрагмента на слои по оси
ϕ1, – это слои вблизи середины (180◦) диапа-
зона изменения угла ϕ1.
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Рис. 2. Разбиение части области изменения трех
варьируемых углов любого фрагмента на равнове-
роятные слои по оси ϕ1

Зависимость энергии фрагмента, изобра-
женного на рис. 1, от углов ϕ2 и ϕ3 при ϕ1 =
180◦, т. е. в одном из таких слоев, представлена
в виде поверхности на рис. 3:

Рис. 3. Зависимость энергии (ккал/моль) фраг-
мента рис. 1 от углов ϕ2 и ϕ3 при ϕ1 = 180◦. От-
счет энергии – от глобального минимума энергии
данного фрагмента

Эту поверхность можно представить в виде
эквиэнергетических линий, т. е. конформаци-
онной карты, рис. 4:

Рис. 4. Конформационная карта фрагмента рис. 1
при ϕ1 = 180◦. Числа у кривых – энергия в
ккал/моль, отсчет энергии – от глобального ми-
нимума

Рис. 5. Проекция границ параллелепипедов на
плоскость (ϕ2, ϕ3) при ϕ1 = 180◦ фрагмента рис. 1,
совмещенная с соответствующей конформацион-
ной картой. Числа у кривых – энергия, ккал/моль

Слой, в который попадает значение ϕ1 =
180◦, как и другие слои, разделен на подслои
по оси ϕ2 (’столбики’), а каждый подслой –
на параллелепипеды по оси ϕ3. Проекция гра-
ниц итоговых параллелепипедов на плоскость
ϕ2, ϕ3, в которой изображена также конфор-
мационная карта, имеет вид, представленный
на рис. 5.

Проекция границ параллелепипедов на
плоскость ϕ2, ϕ3 представлена на рис. 6:
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Рис. 6. Проекция границ параллелепипедов на
плоскость (ϕ2, ϕ3) при ϕ1 = 180◦ для фрагмента,
изображенного на рис. 1

Легко видеть, что совокупность проекций
границ параллелепипедов на рис. 6 воспро-
изводит очертания конформационной карты.
Эти границы делят ось ϕ2 фрагмента на по-
лосы неравной ширины (это проекции "под-
слоев" ), а каждую из полос по оси ϕ3 —
на прямоугольники (это проекции параллеле-
пипедов) неравного размера. По количеству
прямоугольников на единицу площади мож-
но определить положения областей, в которых
расположены минимумы энергии, – в них гра-
ницы прямоугольников, действительно, сгу-
щаются.

Необходимо также отметить следующее.
Для расчета свойств цепных молекул ча-
сто применяется поворотно-изомерная мо-
дель [13], в которой используются только дис-
кретные состояния, отвечающие положениям
минимумов энергии. Из рис. 3, 4 видно, что
потенциальная поверхность данного молеку-
лярного фрагмента сложна и имеет пологие,
асимметричные минимумы. Такая ситуация
характерна и для потенциальных поверхно-
стей при других значениях угла ϕ1 данного
фрагмента, а также для потенциальных по-
верхностей других фрагментов молекул дан-
ного типа. Если ярко выраженных, симмет-
ричных минимумов энергии нет, то использо-
вание поворотно-изомерного приближения за-
труднено, поскольку открытым остается весь-
ма существенный вопрос о выборе значений
параметров [13]. При использовании в настоя-
щей работе непрерывного спектра конформа-
ций учитывается асимметрия заселенности со-
стояний. Это позволяет более адекватно мо-
делировать макромолекулы заданной струк-
туры, обеспечивает более широкие возмож-

ности в описании их характеристик в раз-
ных условиях, а также предсказании свойств в
тех случаях, когда экспериментальные данные
отсутствуют. Это создает основу для более
корректного рассмотрения, например, эффек-
тов, в которых важную роль играет "накоп-
ление" вдоль по цепи небольших отклонений
углов внутреннего вращения от поворотно-
изомерных состояний. В этом состоят преиму-
щества использования непрерывного спектра
конформаций цепных молекул в теоретиче-
ских моделях и, в частности, целесообразность
разработки настоящего алгоритма. В послед-
нем учитываются и другие важные факторы:
воспроизводится точное химическое строение
цепи и учитывается взаимозависимость каж-
дых трех последовательных углов внутренне-
го вращения.

Генерирование конформаций

При генерировании конформаций цепи с
углами ϕ1, ϕ2, ϕ3, ..., ϕN−1 составляли надле-
жащую последовательность фрагментов, вос-
производящих строение данной цепи, соглас-
но принятому правилу: любые два соседних
(смежных) фрагмента должны иметь два об-
щих варьируемых торсионных угла из трех.
Номерам каждой тройки углов во фрагмен-
тах присваивали последовательные номера
(ϕ1, ϕ2, ϕ3), (ϕ2, ϕ3, ϕ4), (ϕ3, ϕ4, ϕ5) и т. д.
вдоль по цепи. Для выбора значений первой
тройки углов (ϕ1, ϕ2, ϕ3) в данной цепи мето-
дом МК выбирали один из 1000000 параллеле-
пипедов из надлежащего концевого фрагмен-
та, т. е. номера трех сторон параллелепипеда:
номер k(1) слоя (от 1 до 100), номер k(2) под-
слоя (от 1 до 100) и номер k(3) состояния в под-
слое (от 1 до 100). Каждый номер выбирался
с помощью генератора псевдослучайных чисел
[27], равномерно распределенных в интервале
[0,1). Пусть η(i) ∈ [0, 1) – такие числа (i=1, 2,
3), тогда k(i) = INT(100 · η(i)) + 1, где INT –
целая часть числа.

В пределах избранного параллелепипе-
да выбирали фиксированные значения углов
ϕ1, ϕ2 и ϕ3, полагая, что ввиду большого ко-
личества (1000000) параллелепипедов, на ко-
торые разделено конфигурационное простран-
ство каждых трех углов, изменениями плот-
ности вероятности внутри каждого параллеле-
пипеда можно пренебречь, т. е. распределение
значений углов в нем считали равномерным
(отметим, что при этом также вычисляли и ре-
ализуемую плотность вероятностей генериро-
вания углов; см. ниже). При выборе этих зна-
чений использовали информацию о положе-

��
��
106



нии границ по осям ϕ1, ϕ2 и ϕ3 уже избранного
параллелепипеда и три очередных псевдослу-
чайных числа η(i) ∈ [0, 1); i=4, 5, 6. Например,
если ϕ1k(1) , ϕ1(k(1)+1) – значения границ k(1)-го
слоя по углу ϕ1, то фиксированное значение
ϕ

(fix)
1k(1) угла ϕ1 внутри этого слоя вычисляли со-

гласно ϕ(fix)
1k(1) = ϕ1k(1) + (ϕ1(k(1)+1)−ϕ1k(1)) ·η(4).

Аналогично, для расчета фиксированного зна-
чения ϕ

(fix)
2k(2) угла ϕ2 внутри k(2)-го слоя ис-

пользовали положения соответствующих гра-
ниц и число η(5), а для ϕ(fix)

3k(3) угла ϕ3 внутри
k(3)-го слоя – положения границ и число η(6).

Очередной угол ϕ4 выбирали из разбиения,
отвечающего смежному фрагменту с тройкой
углов ϕ2, ϕ3, ϕ4. Но при этом рассматрива-
ли лишь те 100 параллелепипедов смежного
фрагмента, в которые попали уже избранные
на предыдущем шаге фиксированные значе-
ния двух предыдущих углов, ϕ2 и ϕ3. Анало-
гично вышеприведенной процедуре выбирали
некоторый номер k(4) одного из 100 этих па-
раллелепипедов, для чего генерировали оче-
редное (7-е) псевдослучайное число η(7) ∈
[0, 1) и вычисляли k(4) = INT(100 ·η(7) +1). За-
тем внутри избранного параллелепипеда вы-
бирали фиксированное значение угла ϕ4. По-

следняя процедура, как и в приведенном вы-
ше примере, выполнялась с использованием
известных значений границ по оси ϕ4 данного
параллелепипеда и еще одного генерированно-
го псевдослучайного числа η(8) ∈ [0, 1).

Процедуру выбора фиксированных значе-
ний всех последующих углов ϕγ , где γ = 5, 6,
..., N−1, проводили аналогично процедуре вы-
бора значения угла ϕ4 (выбирали номер одно-
го параллелепипеда из 100 и затем – фиксиро-
ванное значение угла), с использованием двух
очередных псевдослучайных чисел, получен-
ных с помощью датчика. Таким образом, при
переходе к очередному смежному фрагменту
выбирали только один (следующий) торсион-
ный угол. Отметим, что в описанном алгорит-
ме номера торсионных углов могут следовать
не подряд вдоль по цепи, в общем случае ис-
пользуется последовательность только варьи-
руемых углов.

Если бы при генерировании конформа-
ции молекулы в рамках описанной процедуры
удалось воспроизвести требуемую плотность

(1/Zshort) ·
N−3∏
γ=1

exp[−Umγ
(ϕγ , ϕγ+1, ϕγ+2)/kBT ]

строго, то искомая оценка Hω, полученная ме-
тодом МК, имела бы вид, аналогичный выра-
жению (4), т. е.

Hω =

ω∑
ν=1

H(ϕν1 , ϕ
ν
2 , ..., ϕ

ν
N−1) · exp[−Ulong(ϕν1 , ϕν2 , ..., ϕνN−1)/kBT ]

ω∑
ν=1

exp[−Ulong(ϕν1 , ϕν2 , ..., ϕνN−1)/kBT ]

. (10)

Но состояния в "кубах" вероятностей
осуществления углов внутреннего вращения
фрагментов задаются лишь с точностью до
размеров параллелепипедов. Следовательно,
необходимо применять выражение (9), или, в
общем виде, выражения (6), (7), в которых
следует вычислить реально использованную
плотность вероятностей генерирования кон-
формаций p. Это возможно (см. следующий
раздел), поскольку размеры параллелепипе-
дов, выбранных при генерировании очеред-
ной конформации цепной молекулы, известны.
При этом соблюдается и общая рекомендация
[12], согласно которой желательно выбирать
плотность p по возможности пропорциональ-
ной подынтегральной функции, поэтому в ито-
ге можно ожидать небольших дисперсий для
оценок Hω.

Плотность вероятностей
Размеры каждого параллелепипеда, ко-

торый выбирается в процессе генерирования
конформации цепи, можно идентифицировать

индексом фрагмента mγ и тремя случайны-
ми номерами λν1,γ , λ

ν
2,γ , λ

ν
3,γ сторон 1, 2 и 3

конкретного параллелепипеда для каждого
номера фрагмента γ (т. е. торсионного угла)
в каждой конформации ν данной цепи, где
λν1,γ = 1, 2, ..., 100; λν2,γ = 1, 2, ..., 100; λν3,γ
= 1, 2, ..., 100. Пусть (L1)mγ ,λν1,γ , (L2)mγ ,λν2,γ ,

(L3)mγ ,λν3,γ – длины сторон, в угловых едини-
цах, параллелепипеда, выбранного случайно
в конформации номер ν во фрагменте номер
γ типа m. Согласно предложенному алгорит-
му, фиксированные значения углов ϕ1, ϕ2, ϕ3

в концевом (т. е. первом, γ = 1) фрагменте
выбраны равновероятно в объеме (L1)m1,λν1,1 ·
(L2)m1,λν2,1 · (L3)m1,λν3,1 , поэтому плотность ве-
роятностей генерирования точки с фиксиро-
ванными значениями углов (ϕ1, ϕ2, ϕ3) равна

100−3 · [(L1)m1,λν1,1 · (L2)m1,λν2,1 · (L3)m1,λν3,1 ]
−1.

Множитель 100−3 обусловлен тем, что в дан-
ной процедуре выбирается также один из 100
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номеров каждой из 3-х сторон параллелепи-
педа. Генерирование значения угла ϕ4 про-
изводится по фрагменту γ = 2, в котором
есть три торсионных угла: ϕ2, ϕ3, ϕ4, но пер-
вые два уже избраны на предыдущем ша-
ге. Плотность вероятностей выбора ϕ4 есть
100−1 · [(L3)m2,λν3,2 ]

−1. Аналогичный сомножи-

тель появляется для всех последующих углов
во всех фрагментах вдоль по цепи в конформа-
ции с номером ν, т. е. для очередного угла но-
мер γ это 100−1 ·[(L3)mγ ,λν3,γ ]−1. Итоговая плот-
ность вероятностей p, с которой реально осу-
ществляется генерирование данной конформа-
ции, равна

p = 100−(N−1) · [(L1)m1,λν1,1 · (L2)m1,λν2,1 · (L3)m1,λν3,1 ]
−1 ·

N−3∏
γ=2

[(L3)mγ ,λν3,γ ]−1. (11)

В общем случае, если варьируются не все
углы, в этой формуле в произведении вместо
N − 3 должно быть число Nangle 6 N − 3. Вы-
ражение p в итоге является простым по сути: в
него входят лишь произведения размеров тех
параллелепипедов, внутри которых были из-
браны значения углов. Очевидно, что p из (11)
является плотностью, допустимой по отноше-
нию к любым функциям, поскольку, в силу
конечности размеров всех параллелепипедов,
p > 0.

Оценка средних

Для того чтобы осуществить варьирование
не только торсионных углов, но и валентных
углов и валентных связей (варьирование обоб-
щенное и независимое для каждого валентного
угла и связи), после генерирования совокупно-
сти торсионных углов проводили, как упоми-
налось выше, варьирование декартовых коор-

динат x1, x2, ..., xn всех атомов молекулы. При
решении ряда специальных задач эту процеду-
ру не осуществляли. Оценка величины диапа-
зона варьирования декартовых координат ато-
мов проведена с использованием параметров
поля CHARMM27 в варианте [21].

После завершения этапа варьирования де-
картовых координат всех атомов данной кон-
формации ν и получения измененных наборов
значений {l}ν , {θ}ν , {ϕ}ν проводили расчет
полной энергии молекулы с использованием
всех компонентов энергии поля CHARMM27
[21] и соответствующих Больцмановских мно-
жителей.

Формула (11) дает плотность вероятностей
p генерирования конформации, полученной
перед проведением этапа варьирования декар-
товых координат атомов. Именно это выраже-
ние следует подставить в (9) или (6), (7) вме-
сто p для получения оценки Hω. Например,
используя выражение (7), получим

Hω =

ω∑
ν=1

Hν · exp[−Uν/kBT ] · [(L1)m1,λν1,1(L2)m1,λν2,1(L3)m1,λν3,1 ] ·
N−3∏
γ=2

(L3)mγ ,λν3,γ

ω∑
ν=1

exp[−Uν/kBT ] · [(L1)m1,λν1,1(L2)m1,λν2,1(L3)m1,λν3,1 ] ·
N−3∏
γ=2

(L3)mγ ,λν3,γ

. (12)

Если варьирование декартовых координат
атомов при генерировании конформаций не
проводится, то в оценке (12) использовано точ-
ное выражение для плотности вероятностей p
генерирования конформаций. Эта плотность,
хотя и не равна строго требуемой плотности

(1/Zshort)·
N−3∏
γ=1

exp[−Umγ
(ϕγ , ϕγ+1, ϕγ+2)/kBT ],

но близка к ней. В итоге выражение (12) да-
ет состоятельную оценку, Hω

P−→< H > при
ω →∞.

Можно продемонстрировать степень эф-
фективности (выгодности) разработанного
алгоритма существенной выборки строго по
торсионным углам по сравнению с алгорит-
мом простой выборки, осуществив 2 варианта
((i) и (ii)) компьютерного эксперимента, в ко-

торых варьирование декартовых координат
атомов не проводится, – валентные связи и
валентные углы фиксированы в равновесных
положениях.

Ниже приведены оценки ряда средних ха-
рактеристик для неразветвленной углеводо-
родной цепи без двойных связей, содержа-
щей 10 углеродных атомов (условное обо-
значение цепи 10:0). Расчеты проведены при
температуре T = 293 K в так называемых Θ
– условиях [13] молекулы. Доверительные ин-
тервалы во всех приведенных ниже резуль-
татах отвечают 95 % надежности согласно
t-распределению Стьюдента.

Вариант (i). Цепь 10:0, простая выбор-
ка (без варьирования декартовых координат),
ω = 9, 6 · 1010 конформаций. Оценки средних
значений получены из выражения (9), в ко-
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тором плотность p избрана постоянной, слу-
чайные значения торсионных углов распреде-
лены равномерно: расстояние между концевы-
ми атомами углерода 9,345 ± 0,003 Å, квадрат
расстояния между концевыми атомами угле-
рода 88,48 ± 0,06 Å2, радиус инерции 3,3434 ±
0,0006 Å.

Вариант (ii). Цепь 10:0, существенная вы-
борка (без варьирования декартовых коорди-
нат), ω = 7, 2 ·108 конформаций. Оценки сред-
них значений получены из выражения (9) с
плотностью p распределения торсионных уг-
лов в генерируемой выборке согласно (11):
расстояние между концевыми атомами угле-
рода 9,344 ± 0,001 Å, квадрат расстояния меж-
ду концевыми атомами углерода 88,45 ± 0,02
Å2, радиус инерции 3,3433 ± 0,0002 Å.

Легко видеть, что оценки всех соответ-
ственных характеристик в (i) и (ii) в преде-
лах доверительных интервалов совпадают, но
в варианте (ii) использован примерно в 130
раз меньший размер выборки ω, чем в вари-
анте (i), и при этом в 3 раза меньшим оказал-
ся доверительный интервал. Если учесть, что
вероятная ошибка ∼ ω−1/2 [3, 12], то для до-
стижения одинаковых ошибок в (i) и (ii) мож-
но было бы уменьшить ω в варианте (ii) еще
примерно в 9 раз. В итоге ω для существенной
выборки можно избрать примерно в 1000 раз
меньше, чем для выборки простой.

Далее, расчеты показали, что суммарные
времена t генерирования случайных точек и
вычисления всех заданных случайных вели-
чин в обоих алгоритмах соизмеримы: на та-
кой расчет для одной конформации цепи по
алгоритму (ii) потребовалось всего в 1,25 раза
больше времени, чем по алгоритму (i). В ито-
ге произведение времени t на ω в варианте су-
щественной выборки (ii) оказалось в несколь-
ко сотен раз меньше, чем в варианте простой
выборки (i) и, таким образом, разработанный
алгоритм существенной выборки является на-
много более эффективным, выгодным.

Варианты, в которых осуществляется ва-
рьирование декартовых координат всех ато-
мов, требуют дополнительного анализа: такое
варьирование приводит к изменению не толь-
ко валентных связей и валентных углов (по
отношению к своим равновесным значениям),
но и к дополнительному изменению торсион-
ных углов (по отношению к значениям, кото-
рые уже были получены в процедуре суще-
ственной выборки). Это изменение в формуле
(11) не учтено, и для таких условий форму-
ла (11) дает лишь приблизительное выраже-
ние для плотности вероятностей p генериро-
вания данной конформации.

В этой связи отметим, что проводимая
в настоящей работе последовательность дей-
ствий может быть рассмотрена и как при-
ложение иных известных способов уменьше-
ния дисперсии [12]. В частности, вычисление
интегралов при фиксированных ("заморожен-
ных" ) значениях всех величин {l} и {θ}, осу-
ществленное на 1-м этапе, фактически озна-
чает "интегрирование по части переменных
(понижение порядка интеграла)" [12]. Дока-
зано, что если аналитически взять интеграл
по некоторым из переменных, а по осталь-
ным переменным использовать тот же метод
МК, то дисперсия уменьшится. В данном слу-
чае этот этап проведен, и можно ожидать,
что "размораживание" величин {l} и {θ} на
2-м этапе приведет к некоторому увеличению
дисперсии.

Далее, варьирование декартовых коорди-
нат атомов (которое эквивалентно "размора-
живанию" {l} и {θ}), проводится лишь в ма-
лом диапазоне (± 0,02 Å) вокруг равновесных
положений атомов; это отвечает малым коле-
баниям последних. Ограничение диапазона ва-
рьирования декартовых координат до конеч-
ных значений означает применение еще одно-
го известного способа уменьшения дисперсии:
"интегрирования по части области" [12]. Идея
способа такова: если возможно (аналитически)
вычислить интеграл по некоторой части обла-
сти (допустим, что результат интегрирования
равен W ), то всегда выгодно вычислять про-
стым методом МК только интеграл по остав-
шейся области и добавить W к итоговой оцен-
ке в качестве слагаемого. Этот способ для дан-
ного случая варьирования валентных углов и
связей даетW → 0, поскольку интегрирование
проводится по той части области Ω, в которой
энергия валентных углов и связей → ∞, т. е.
Больцмановский множитель в интеграле → 0.
Это есть вся область с большими отклонения-
ми углов и связей. В итоге вычислению мето-
дом МК подлежит только интеграл по остав-
шейся области – вблизи положений равновесия
атомов.

Для вычисления интеграла по этой остав-
шейся области можно рассчитать плотность
p, – она будет иметь достаточно сложный
вид. Более целесообразно, однако, исполь-
зовать выражение (11) для генерирования
торсионных углов, и рекомендуемый про-
стой метод МК (равномерное распределение)
для плотности декартовых координат атомов
в узких "потенциальных ямах" (± 0,02 Å)
вокруг равновесных положений. Типичные
значения равновесных длин разных валент-
ных связей в поле CHARMM27 [21] –
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это ∼1,11 – 1,53 Å (что отвечает дан-
ным физического эксперимента), и ампли-
туда варьирования ∼0,02 Å соответствует
лишь нескольким процентам от этих вели-
чин. Согласно исходным условиям, описан-
ным выше, энергия таких колебаний должна
быть сравнительно малой. Естественно ожи-
дать, что влияние таких колебаний и на другие
средние характеристики молекул также будет
малым.

Методом МК получены оценки степени
влияния малых колебаний на ряд характери-
стик. Для этого осуществлены компьютерные
эксперименты (iii) и (iv) с варьированием де-
картовых координат всех атомов для молеку-
лы 10:0 при T = 293 K в Θ – условиях [13].

Вариант (iii). Цепь 10:0, простая выбор-
ка (с варьированием декартовых координат),
ω = 9, 6 · 1010 конформаций. Оценки сред-
них значений получены из выражения (6) (или
(7)), в котором положено p = Const, т. е. точки
выбирались равномерно в пространстве торси-
онных углов и в малых областях вокруг рав-
новесных значений атомов: расстояние между
концевыми атомами углерода 9,347 ± 0,007 Å,
квадрат расстояния между концевыми атома-
ми углерода 88,51 ± 0,10 Å2, радиус инерции
3,3441 ± 0,0012 Å. Эти оценки Hω

P−→< H >
при ω →∞, поскольку все состояния выбира-
ли равномерно, а дополнительное варьирова-
ние торсионных углов при этом не нарушает
равномерности распределения по торсионным
углам.

Вариант (iv). Цепь 10:0, существенная вы-
борка (с варьированием декартовых коорди-
нат), ω = 28, 8·108 конформаций. Оценки сред-
них значений получены из выражения (12),
т. е. торсионные углы выбирали неравномер-
но, с плотностью p, но декартовые координа-
ты в пределах областей ± 0,02 Å вокруг рав-
новесных значений атомов – равномерно: рас-
стояние между концевыми атомами углерода
9,348 ± 0,001 Å, квадрат расстояния между
концевыми атомами углерода 88,54 ± 0,02 Å2,
радиус инерции 3,3443 ± 0,0002 Å. Размер вы-
борки ω в варианте (iv) был увеличен в 4 раза
по сравнению с таковым в варианте (ii) для
того, чтобы добиться совпадения доверитель-
ных интервалов в (ii) и (iv).

Как и ожидалось, вследствие учета малых
колебаний оценки геометрических характери-
стик в варианте (iii) увеличились по сравне-
нию с (i) (и, соответственно, в варианте (iv) –
увеличились по сравнению с (ii)). Вместе с тем
относительный рост этих характеристик со-
ставил всего 0,02–0,04 %; т. е. влияние обсуж-
даемого варьирования декартовых координат

атомов данной цепной молекулы на ее геомет-
рические характеристики, действительно, ока-
залось малым.

Отметим, что оценки всех соответственных
характеристик вариантов (iii) и (iv) в пре-
делах доверительных интервалов совпадают
(аналогично тому, как совпадают оценки ха-
рактеристик в вариантах (i) и (ii)). Размер
выборки ω в варианте (iii) примерно в 30 раз
больше, чем в варианте (iv), а доверительные
интервалы – больше примерно в 5–7 раз, т. е.
для получения одинаковых интервалов в (iii)
и (iv) следует увеличить ω в варианте (iii) еще
примерно в 25–50 раз, и получим в ∼750–1500
раз больше, чем в варианте (iv). Поскольку
времена расчета случайных величин соизме-
римы, вариант существенной выборки с варьи-
рованием координат (iv) оказался также в сот-
ни раз эффективнее, чем соответствующий ва-
риант простой выборки (iii).

Разработанный алгоритм компьютерной
имитации цепных молекул позволяет воспро-
извести точное химическое строение цепи,
учитывает взаимозависимость каждых трех
последовательных углов внутреннего враще-
ния и непрерывный спектр конформаций це-
пей, а при генерировании этих конформаций
использует метод существенной выборки. В
итоге он позволяет передать основные особен-
ности молекул цепного строения и, обладая
общностью, может быть адаптирован для кон-
струирования и исследования свойств цепных
молекул разных классов.

Работа выполнена при поддержке РФФИ
(проект 10-03-00201а) и программы Прези-
дента РФ – Ведущие научные школы (НШ-
1642.2012.4).
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О СЛУЧАЙНЫХ ПУАССОНОВСКИХ
ЗАПОЛНЕНИЯХ ЯЧЕЕК
Е. В. Хворостянская

Институт прикладных математических исследований
Карельского научного центра РАН
Петрозаводский государственный университет

Рассматривается модель заполнения N различных ячеек частицами, в которой
случайные величины η1, . . . , ηN , равные числу частиц в ячейках, независимы
и имеют распределение Пуассона. Для подмножества реализаций такой схемы,
удовлетворяющих условию η1+ . . .+ηN 6 n, при N →∞ получены предельные
распределения числа ячеек µr, содержащих ровно r частиц.

Ключ е вы е c л о в а: размещение частиц по ячейкам, предельное распределе-
ние, число ячеек заданного объема.

E. V. Khvorostyanskaya. ON RANDOM POISSON ALLOCATION
TO CELLS
We study a model for particle allocation to N different cells in which the random
variables η1, . . . , ηN equal to the number of particles in cells are independent and
have a Poisson distribution. For a subset of realizations of such a scheme satisfying
η1 + . . .+ ηN 6 n limit distributions of cell number µr with exactly r particles are
obtained as N →∞.

K e y wo r d s: particle allocation to cells, limit distribution, number of cells with a
given size.

Пусть n различных частиц независимо од-
на от другой размещаются по N ячейкам, за-
нумерованным числами от 1 до N , так, что
каждая частица с вероятностью N−1 попада-
ет в одну из ячеек. Такая схема размещения
частиц по ячейкам носит название классиче-
ской схемы размещения, и ее изучению посвя-
щено множество работ (см., например, [2, 3]).
Хорошо известно, что совместное распреде-
ление заполнений ячеек в классической схе-
ме совпадает с условным распределением N
независимых пуассоновских случайных вели-
чин при условии, что их сумма равна n. Ис-
пользуя это свойство, при N → ∞ и всех воз-
можных значениях n, r были, в частности,

получены предельные распределения числа
ячеек, содержащих ровно r частиц.

В настоящей статье рассматривается сле-
дующая модель. Пусть случайные величины
η1, . . . , ηN , равные числу частиц в ячейках с
номерами 1, . . . , N соответственно, независи-
мы и имеют распределение Пуассона:

pk = P{ηi = k} = λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . . ,

i = 1, . . . , N. Очевидно, что число всех
возможных реализаций такой схемы бес-
конечно. Далее будем рассматривать под-
множество реализаций, удовлетворяющих
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условию η1 + . . . + ηN 6 n. Ясно, что в
этом случае случайные величины η1, . . . , ηN
не являются независимыми. Пусть вероят-
ностная мера на этом подмножестве ин-
дуцируется совместным распределением
η1, . . . , ηN . Тогда для целых неотрицательных
чисел k1, . . . , kN таких, что k1 + . . . + kN 6 n,
справедливо равенство

P{η1 = k1, . . . , ηN = kN} =
λk1+...+kN e−λN

k1! . . . kN !

×


n∑
i=0

∑
i1, . . . , iN > 0

i1 + . . .+ iN = i

λie−λN

i1! . . . iN !


−1

.

Введем независимые одинаково распреде-
ленные по закону Пуассона с параметром λ
случайные величины ξ1, . . . , ξN . Легко видеть,
что

P{ξ1 = k1, . . . , ξN = kN | ξ1 + . . .+ ξN 6 n}

=
λk1+...+kN e−λN

k1! . . . kN !

(
n∑
i=0

(λN)ie−λN

i!

)−1
.

Отсюда и из полиномиальной формулы следу-
ет, что выполнено соотношение

P{η1 = k1, . . . , ηN = kN}
= P{ξ1 = k1, . . . , ξN = kN | ξ1 + . . .+ ξN 6 n}.

Эта модель является частным случаем схе-
мы, рассмотренной в [4] и основанной на иде-
ях обобщенной схемы размещения частиц по
ячейкам [2]. Заметим, что в [4] нет конкретных
примеров, удовлетворяющих условиям этой
схемы.

Обозначим через µr случайную величину,
равную числу ячеек, содержащих ровно r ча-
стиц, и пусть

y =
n− λN√

λN
, fr(λ) =

(λ− r)2pr
λ

.

Справедливы следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть N → ∞, y2
√
pr/N +

y2fr(λ) → 0 при y → −∞ и выполнено одно
из следующих условий:

1) r > 0, λ→∞;

2) r →∞, 0 < λ1 6 λ 6 λ2 <∞;

3) r > 2, λ→ 0;

4) r = 1, y →∞, λ→ 0 так, что λ2N →∞.

Тогда

P {µr = k} = (Npr)
k

k!
e−Npr(1 + o(1))

равномерно относительно целых неотрица-
тельных k, для которых (k −Npr) /

√
Npr ле-

жит в любом конечном фиксированном ин-
тервале.
Теорема 2. Пусть N → ∞, 0 < λ1 6 λ 6
λ2 < ∞, r > 0 фиксировано и выполнено одно
из следующих условий:

1) y → +∞;

2) |y| 6 C <∞, r − λ→ 0;

3) y → −∞, r−λ→ 0 так, что y(r−λ)→ 0,
y2/
√
N → 0.

Тогда

P {µr = k} = 1 + o(1)√
2πNpr (1− pr)

e−u
2/2

равномерно относительно u = (k −Npr) /√
Npr (1− pr) в любом конечном фиксирован-

ном интервале. Утверждение теоремы оста-
ется справедливым, если выполнены условия
теоремы 1 и Npr →∞, а также в случае, ко-
гда r = 0, y → ∞, N → ∞, λ → 0 так, что
λ4N →∞.
Теорема 3. Пусть r = 1, n > 1 фиксировано,
λ→ 0, N →∞ так, что Nλ 6 C <∞. Тогда
для целых неотрицательных k

P {µr = k} = (Nλ)k e−Nλ

k!

×

(
n∑
i=0

(Nλ)i e−Nλ

i!

)−1
(1 + o(1))

при 0 6 k 6 n и P {µr = k} = 0 при k > n.

Замечание 1. Нетрудно видеть, что для на-
шей модели теорема 1 имеет значительно бо-
лее общий характер, чем теорема 9 работы [4],
поскольку в ней условия 1), 2), 4) не рассмат-
ривались, а условие 3) требует дополнитель-
ных ограничений. Теорема 2 о сходимости к
нормальному закону также охватывает суще-
ственно более широкую зону изменения пара-
метров по сравнению с теоремами 4 и 5 [4].

Согласно теореме 3 [4], для k = 0, 1, . . . , N
справедливо равенство

P {µr = k}
(1)

=

(
N

k

)
pkr (1− pr)

N−k
P
{
ζ
(r)
N−k 6 n− kr

}
P {ζN 6 n}

,
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где

ζN = ξ1 + . . .+ ξN , ζ
(r)
N−k = ξ

(r)
1 + . . .+ ξ

(r)
N−k,

независимые случайные величины ξ
(r)
1 , . . . , ξ

(r)
N

имеют распределения

P
{
ξ
(r)
i = k

}
= P {ξ1 = k| ξ1 6= r} ,

i = 1, . . . , N. Для доказательства теорем 1, 2
с помощью (1) нам потребуются вспомогатель-
ные утверждения, которые приводятся ниже в
леммах 1, 2.

Лемма 1. Пусть N →∞ и λN →∞. Тогда

P
{
ζN − λN√

λN
6 x

}
=

1 + o(1)√
2π

x∫
−∞

e−z
2/2dz.

Доказательство. Обозначим через ϕ(t), ψ(t)
характеристические функции случайных ве-
личин ξ1, (ζN − λN) /

√
λN . Легко видеть, что

ϕ(t) = eλ(e
it−1),

ψ(t) = exp
{
−it
√
λN
}
ϕN
(
t/
√
λN
)
.

Используя формулу Тейлора, при любом фик-
сированном t получаем, что

lnψ(t) = −it
√
λN + λN

(
eit/
√
λN − 1

)
= −t2/2 + o(1).

Отсюда и из теоремы непрерывности следует
утверждение леммы.

Лемма 2. Пусть s → ∞, λs → ∞ и при
λ → 0, r = 1 выполнено условие λ2s → ∞.
Тогда

P

{
ζ
(r)
s −mrs

σr
√
s

6 x

}
=

1 + o(1)√
2π

x∫
−∞

e−z
2/2dz,

где

mr = E ξ(r)1 =
λ− rpr
1− pr

,

(2)

σ2r = D ξ
(r)
1 =

λ (1− pr − fr(λ))
(1− pr)2

.

Доказательство. При λ → 0, λ → ∞, r >
2 и 0 < λ1 6 λ 6 λ2 < ∞ слабая схо-
димость распределения

(
ζ
(r)
s −mrs

)
/ (σr

√
s)

к стандартному нормальному закону полу-
чена в [1], [3]. Учитывая явный вид харак-
теристической функции случайной величи-
ны

(
ζ
(r)
s −mrs

)
/σr
√
s, можно показать, что

утверждение леммы остается в силе и в остав-
шихся случаях.

Докажем теорему 1. Поскольку pr → 0, вы-
полнено соотношение(
N

k

)
pkr (1− pr)

N−k =
(Npr)

k

k!
e−Npr(1 + o(1))

(3)
равномерно относительно k, для которых u =
(k −Npr) /

√
Npr лежит в любом конечном

фиксированном интервале.
Пусть выполнено одно из условий теоремы

и, кроме того, λN →∞. С помощью лемм 1, 2
получаем, что

P
{
ζ
(r)
N−k 6 n− kr

}
P {ζN 6 n}

(4)

=

xr∫
−∞

e−z
2/2dz

y∫
−∞

e−z2/2dz

(1 + o(1)),

где

xr =
n− kr −mr(N − k)

σr
√
N − k

,

mr, σr определены в (2). Для выбранных зна-
чений k несложно показать, что

xr =
n− λN + u(λ− r)

√
Npr/ (1− pr)

√
λN

(
1− fr(λ)

1−pr

)1/2(
1− u

√
pr/N

1−pr

)1/2
.

При условиях 1)-3) теоремы fr(λ)→ 0 и

xr = y

(
1 +

fr(λ) + u
√
pr/N

2 (1− pr)
+ o (fr(λ))

(5)

+o

(√
pr
N

))
+
u
√
fr(λ) sgn(λ− r)

1− pr
(1 + o(1)).

Если выполнено условие 4) теоремы, то
f1(λ)→ 1 и

x1 = y

(
1− f1(λ)

1− p1

)−1/2(
1− u

√
p1/N

1− p1

)−1/2
(6)

−u
√
f1(λ)(1 + o(1)) =

y√
2λ

(1 + o(1)).
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Поскольку (4) справедливо при любых
сколь угодно больших значениях xr и y, учи-
тывая (5), (6), находим, что если y → ∞, то
xr →∞ и

P
{
ζ
(r)
N−k 6 n− kr

}
P {ζN 6 n}

= 1 + o(1). (7)

Если |y| 6 C <∞, то из (4) получаем, что

P
{
ζ
(r)
N−k 6 n− kr

}
P {ζN 6 n}

=

1 +

−y∫
−xr

e−z
2/2dz

+∞∫
−y

e−z2/2dz

 (1 + o(1)),

и, поскольку из (5) следует соотношение xr −
y → 0, легко видеть, что выполнено (7).

Нетрудно проверить, что при любом a > 0

∞∫
a

e−z
2/2dz 6

1

a

∞∫
a

ze−z
2/2dz =

e−a
2/2

a
,

∞∫
a

e−z
2/2dz > a2

∞∫
a

e−z
2/2

z2
dz =

a

1 + a2
e−a

2/2.

Используя эти неравенства и (5), получаем
оценки

∞∫
|xr|

e−z
2/2dz

∞∫
|y|
e−z2/2dz

6
1 + y2

yxr
e−(x

2
r−y2)/2,

∞∫
|xr|

e−z
2/2dz

∞∫
|y|
e−z2/2dz

>
yxr

1 + x2r
e−(x

2
r−y2)/2,

где
1 + y2

yxr
=
(
1 + 1/y2

)
(1 + o(1)),

yxr
1 + x2r

=
1

1 + 1/y2
(1 + o(1)),

x2r − y2 = y2
(
fr(λ) + u

√
pr/N

)
(1 + o(1)).

Отсюда и из (4) следует, что при y → −∞ и
y2fr(λ) + y2

√
pr/N → 0 справедливо (7).

Пусть теперь λN → α, где α – некото-
рая неотрицательная постоянная. Очевидно,

что распределение суммы ζN сходится к зако-
ну Пуассона с параметром α. Для характери-
стической функции ψr(t) случайной величины
ζ
(r)
N−k выполнено соотношение

lnψr(t) = (N − k) ln e
λ(eit−1) − eitrpr

1− pr
= Nλ

(
eit − 1

)
(1 + o(1)),

и по теореме непрерывности распределение
ζ
(r)
N−k сходится к закону Пуассона с парамет-
ром α. Поскольку Npr → 0, получаем, что
k = 0 и справедливо равенство (7).

Утверждение теоремы 1 следует из (1), (3),
(7).

Для доказательства теоремы 2 положим
k = Npr + u

√
Npr (1− pr). Пусть 0 < λ1 6

λ 6 λ2 < ∞, r > 0 фиксировано. С помощью
лемм 1, 2 находим, что выполнено равенство
(4), где

xr =
(
y (1− pr) + u

√
fr(λ) (1− pr) sgn(λ− r)

)
× (1− pr − fr(λ))−1/2√

1− pr − u
√
pr (1− pr) /N

.

Аналогично доказательству теоремы 1 можно
показать, что справедливо соотношение (7).

При λ→ 0, r = 0 находим, что λ3(N − k) =
λ4N(1+ o(1))→∞, и из лемм 1, 2 следует (4),
где x0 =

√
2y/λ(1 + o(1)). Очевидно, что если

y →∞, то x0 →∞ и выполнено (7).
При Npr (1− pr) → ∞ имеет место равен-

ство(
N

k

)
pkr (1− pr)

N−k =
1 + o(1)√

2πNpr (1− pr)
e−u

2/2.

Отсюда и из (1), (7) получаем утверждение
теоремы 2.

Доказательство теоремы 3 аналогично до-
казательству теоремы 8 [4].

Работа выполнена при поддержке Про-
граммы стратегического развития Петроза-
водского государственного университета на
2012–2016 гг.
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СЛУЧАЙНЫЕ ЛЕСА: ОБЗОР

C. П. Чистяков
Институт прикладных математических исследований
Карельского научного центра РАН

В статье представлен обзор современного состояния исследований в области
случайных лесов – статистического метода, предназначенного для решения за-
дач классификации и регрессии. Приведен исторический экскурс развития де-
ревьев решений и ансамблей классификаторов и описаны основные понятия
(загрязненность, расщепление, баггинг, бустинг и др.), используемые при их
построении. Рассматриваются вопросы, касающиеся состоятельности метода и
сравнения его с другими методами классификации. Представлены возможно-
сти использования случайных лесов для задач нахождения наиболее информа-
тивных признаков, кластеризации, выделения аномальных наблюдений и опре-
деления прототипов классов. Кратко рассмотрены некоторые неклассические
разновидности деревьев решений и случайных лесов, а именно: косоугольные
деревья, случайные леса выживаемости, квантильные леса регрессий, логиче-
ские случайные леса, вероятностные случайные леса и потоковые случайные
леса. Также приведен обзор соответствующего программного обеспечения с
акцентом на пакет R — свободно распространяемое программное обеспечение
для статистических вычислений и графики, доступное на платформах Linux,
Windows, Mackintosh.

Ключ е вы е c л о в а: деревья решений, ансамбли классификаторов, баггинг,
случайные леса, классификация, регрессия, кластеризация, пакет R.

S. P. Chistiakov. RANDOM FORESTS: AN OVERVIEW
This paper presents an overview of the state-of-the-art in the studies of random
forests — a statistical method designed to deal with problems of classification and
regression. We tell about the history of decision trees and classifier ensembles and
describe the corresponding basic ideas (impurity, split, bagging, boosting, etc.).
Some issues of the consistency of the method are considered. Applicability of random
forests to the problems of finding most informative features, clustering, finding
outlier observations and class prototypes is surveyed. Several non-classical variants
of decision trees and random forests is considered, namely: oblique trees, survival
random forests, quantile regression forests, logical random forests, probabilistic
random forests and streaming random forests. We also survey the corresponding
software with the emphasis on R package — open source environment for statistical
computing and graphics which is freely available for the computing platforms Linux,
Windows, Mackintosh.

K e y wo r d s: decision trees, classifier ensembles, bagging, random forests,
classification, regression, clustering, R package.
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Введение

Понятие случайный лес впервые было вве-
дено в научный обиход в работах [6, 7], см. так-
же [8]. В этих статьях рассматривалось мно-
жество корневых лесов с помеченными вер-
шинами, на котором задавалось равномерное
распределение вероятностей. Позднее появи-
лась монография [81], в которой изучались
случайные леса с распределениями, отличны-
ми от равномерного. Таким образом, с точки
зрения теории вероятностей, случайные леса
являются частным случаем известного поня-
тия случайный элемент (см. [5]). Однако в
2001 г. в статье [25] был предложен новый ме-
тод классификации и регрессии, также полу-
чивший название случайный лес. В этом смыс-
ле термин случайный лес широко использует-
ся в таких дисциплинах как машинное обуче-
ние (machine learning), распознавание образов,
дисциплине известной как "Data Mining"1 и,
в меньшей степени, в прикладной статистике.
Настоящий обзор посвящен этому методу.

Метод основан на построении большого
числа (ансамбля) деревьев решений (это чис-
ло является параметром метода), каждое из
которых строится по выборке, получаемой из
исходной обучающей выборки с помощью бут-
стрепа (т. е. выборки с возвращением). В от-
личие от классических алгоритмов построения
деревьев решений [21, 91] в методе случайных
лесов при построении каждого дерева на ста-
диях расщепления вершин используется толь-
ко фиксированное число случайно отбираемых
признаков обучающей выборки (второй пара-
метр метода) и строится полное дерево (без
усечения), т. е. каждый лист дерева содержит
наблюдения только одного класса. Классифи-
кация осуществляется с помощью голосова-
ния классификаторов, определяемых отдель-
ными деревьями, а оценка регрессии — усред-
нением оценок регрессии всех деревьев. Из-
вестно (см., например, [66]), что точность (ве-
роятность корректной классификации) ансам-
блей классификаторов существенно зависит от
разнообразия (diversity) классификаторов, со-
ставляющих ансамбль или, другими словами,
от того, насколько коррелированы их реше-
ния. А именно, чем более разнообразны клас-
сификаторы ансамбля (меньше коррелирован-
ность их решений), тем выше вероятность кор-
ректной классификации. В случайных лесах
решения составляющих их деревьев слабо кор-

релированны вследствии двойной "иньекции
случайности" в алгоритм построения случай-
ного леса – на стадии бутстрепа и на стадии
случайного отбора признаков, используемых
при расщеплении вершин деревьев.

Метод быстро получил признание как в
статистическом сообществе, так и в среде ис-
следователей, использующих методы распо-
знавания образов в своей работе и в настоящее
время является одним из наиболее популяр-
ных методов классификации и непараметри-
ческой регрессии. Причиной этого явилась не
только высокая точность классификации (а по
мнению автора и не столько), обеспечиваемая
методом, но и другие его достоинства. Именно:

• метод гарантирует защиту от переподгон-
ки (overfitting)2 даже в случае, когда ко-
личество признаков значительно превы-
шает количество наблюдений. Это свой-
ство выделяет метод "случайный лес"
среди множества других методов клас-
сификации и является чрезвычайно цен-
ным для решения многих прикладных за-
дач;

• для построения случайного леса по обу-
чающей выборке требуется задание всего
двух параметров, которые требуют мини-
мальной настройки (tuning);

• метод Out-Of-Bag (OOB), предложенный
Брейманом [23], обеспечивает получение
естественной оценки вероятности оши-
бочной классификации случайных лесов
на основе наблюдений, не входящих в
обучающие бутстреп выборки, используе-
мые для построения деревьев (эти наблю-
дения называются OOB выборками);

• случайные леса могут использоваться не
только для задач классификации и ре-
грессии, но и для задач выявления наибо-
лее информативных признаков, класте-
ризации, выделения аномальных наблю-
дений и определения прототипов классов;

• обучающая выборка для построения слу-
чайного леса может содержать признаки,
измеренные в разных шкалах: числовой,
порядковой и номинальной, что недопу-
стимо для многих других классификато-
ров;

1Общепринятого перевода этого термина на русский язык не существует. Иногда используемый дословный
перевод "добыча данных" не выдерживает никакой критики.

2Под переподгонкой понимается ситуация, при которой классификатор хорошо классифицирует наблюдения
обучающей выборки, но непригоден для классификации наблюдений, не входящих в нее.
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• метод допускает легкую параллелизацию
(т. е. программную реализацию, пригод-
ную для параллельных вычислений), что
весьма существенно при больших объе-
мах обучающей выборки.

Автору представляется, что развитие мето-
да случайных лесов проходило в следующих
направлениях:

• исследование свойств самого метода, т. е.
аналитическая и экспериментальная ра-
бота по оценке точности, сравнению с
другими ансамблевыми методами клас-
сификации и т. д.;

• развитие возможностей метода, ориенти-
рованных на решение задач, непосред-
ственно не связанных с задачами класси-
фикации и регрессии (см. выше);

• разработка на основе метода других род-
ственно связанных методов, таких как
случайные леса выживаемости, кван-
тильные регрессионные леса, логические
случайные леса, вероятностные случай-
ные леса и потоковые случайные леса;

• использование схемы построения случай-
ных лесов для построения ансамблей
классификаторов, не являющихся дере-
вьями — ансамблей наивных байесов-
ских классификаторов и мультиномиаль-
ных логистических моделей;

• разработка алгоритмов и программных
средств, реализующих метод.

В соответствии с этой классификацией иссле-
дований и построен данный обзор.

Первый раздел представляет собой крат-
кий экскурс в историю возникновения мето-
да. Рассмотрены элементы метода — дере-
вья решений, ансамбли классификаторов, баг-
гинг (агрегированный бутстреп) и метод слу-
чайных подпространств. В этом разделе ав-
тор счел целесообразным также кратко опи-
сать основные понятия, используемые при
построении деревьев решений — загрязнен-
ность (impurity), расщепление (split) и усече-
ние (pruning) деревьев решений.

Во втором разделе приведен алгоритм по-
строения случайного леса и его определение,
принадлежащие Брейману. Приведены неко-
торые теоретические и экспериментальные ре-
зультаты относительно состоятельности мето-
да. Обсуждаются достоинства и недостатки
метода.

В третьем разделе рассмотрены возможно-
сти использования случайных лесов для за-
дач отбора наиболее информативных призна-
ков, кластеризации, выявления аномальных
наблюдений и определения прототипов клас-
сов.

В четвертом разделе рассмотрены разно-
видности случайных лесов — случайные ле-
са выживаемости (random survival forests) [63],
квантильные регрессионные леса (quantile
regression forests) [73], логические регрессион-
ные леса (logic forest) [117] и другие. В этом
разделе также кратко рассмотрены ансамбли
классификаторов, строящихся по той же схе-
ме, что и случайные леса, а именно, ансамбли
наивных байесовских классификаторов (naive
bayes classificator) и ансамбли мультиномиаль-
ных логистических моделей [84].

Пятый раздел посвящен обзору программ-
ного обеспечения для построения деревьев ре-
шений и случайных лесов с акцентом на пакет
R — свободно распространяемое программное
обеспечение для статистических вычислений
и графики, доступное на платформах Linux,
Windows, Mackintosh [85]. Пакет R не явля-
ется пакетом в классическом понимании. Это
среда для статистических вычислений и гра-
фики с интерпретирумым языком программи-
рования (который также носит название R).
За рубежом R получил широкое распростране-
ние как в среде профессиональных статисти-
ков, так и в среде исследователей, регулярно
применяющих статистические методы в своей
работе. В настоящее время R содержит более
3000 пакетов практически по всем статистиче-
ским методам, методам распознавания обра-
зов, машинного обучения и Data Mining разра-
ботанные различными институтами, группами
исследователей и отдельными исследователя-
ми по всему миру.

В заключении кратко обсуждаются воз-
можные направления дальнейших исследова-
ний.

Обзор ни в коей мере не носит учебно-
методический характер и предполагает, что
читатель знаком с основными понятиями и
методами распознавания образов и приклад-
ной статистики (в частности, предполагается
знакомство с деревьями решений). Разделы,
посвященные деревьям решений, могут быть
найдены практически в любом учебнике по
машинному обучению и Data Mining. Обзор
предназначен для читателей, чьи профессио-
нальные интересы связаны с прикладной ста-
тистикой и распознаванием образов, однако
автор надеется, что он также окажется полез-
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ным и для исследователей в других областях
науки.

Деревья решений

В этом разделе приведен краткий экскурс,
посвященный истории возникновения и разви-
тия идей, синтез которых привел к появлению
метода случайных лесов. Отправной точкой в
этом изложении являются деревья решений.
Идея, лежащая в основе деревьев решений, со-
стоит в разбиении множества возможных зна-
чений вектора признаков (независимых пере-
менных) на непересекающиеся множества и
подгонке простой модели для каждого такого
множества. Понятие дерева решений опирает-
ся на понятие дерева из теории графов и по-
нятие обучающей выборки из распознавания
образов. Ниже кратко описаны эти понятия.

Граф G = (V,E) состоит из конечного
непустого множества V , элементы которого
называются вершинами и множества пар вер-
шин E, называемых ребрами. Путем в гра-
фе называется последовательность ребер вида
(v1, v2), (v2, v3), . . . , (vm−1, vm). Если v1 = vm,
то такой путь называется циклом. Если пара
вершин v, w, образующая ребро (v, w), явля-
ется упорядоченной, то такое ребро называ-
ется ориентированным или дугой, ведущей из
вершины v в вершину w. Если все ребра гра-
фа ориентированы, то такой граф называется
ориентированным. Дерево представляет собой
связный граф без циклов. Под корневым дере-
вом понимается дерево, в котором одна верши-
на выделена и называется корнем. Далее рас-
сматриваются только ориентированные корне-
вые деревья, в которых дуги направлены по
направлению от корня. Заметим, что такие де-
ревья удовлетворяют следующим условиям:

• существует только одна вершина, назы-
ваемая корнем, в которую не ведет ни од-
на дуга;

• в каждую вершину (исключая корень) ве-
дет только одна дуга;

• существует единственный путь от корня
к любой вершине.

Если (v, w) — некоторая дуга, то вершина v
называется родителем w, а вершина w — по-
томком вершины v. Вершина, не имеющая по-
томков, называется терминальной вершиной
или листом. Дерево называется бинарным, ес-
ли каждая его вершина (за исключением тер-
минальных вершин) имеет ровно двух потом-
ков.

Понятие обучающей выборки является
ключевым в распознавании образов. Под
обучающей выборкой понимается независи-
мая выборка D = {xi, yi}li=1 из некоторо-
го (неизвестного) распределения P (x, y) =
P (x)P (y|x). Здесь xi, i = 1, 2, . . . , l — векто-
ры признаков (называемые прецедентами), ко-
ординаты которых представляют значения n
признаков (независимых переменных), изме-
ренных на некотором объекте (образе). Мно-
жество всех возможных значений векторов
признаков X называется пространством обра-
зов. Признаки могут быть измерены в различ-
ных шкалах — числовой, порядковой или но-
минальной. Соответствующие yi представля-
ют собой значения зависимой переменной. Ес-
ли yi может принимать только конечное число
значений, т. е. yi ∈ {ω1, ω2, . . . , ωc}, c > 2, то
мы имеем задачу классификации. В этом слу-
чае yi называется меткой класса и определяет
принадлежность соответствующего объекта к
одному из c классов, а сам признак называет-
ся классовым; если же yi измерены в числовой
шкале, то мы имеем задачу регрессии; в этом
случае признак называется откликом;

Деревом решений называется дерево, с
каждой вершиной t которого связаны [1]3:

1. Некоторое подмножество Xt ⊂ X ; с кор-
невой вершиной связывается все про-
странство образов X ;

2. Подвыборка Dt ⊂ D обучающей выборки
D, такая, что Dt = {(x, y) ∈ D : x ∈ Xt};
таким образом с корневой вершиной свя-
зывается вся выборка D;

3. Некоторая функция (правило) ft : X →
{0, 1, . . . , kt − 1} (здесь kt > 2 — коли-
чество потомков вершины t), определяю-
щая разбиение множества X на k непере-
секающихся подмножеств. С терминаль-
ными вершинами не связывается никакая
функция.

Обозначим ti(t), i = 0, 1, . . . , kt − 1 вершину,
являющуюся i–м потомком вершины t. Мно-
жество Xt и правило ft определяют множества
Xti(t) следующим образом:

Xti(t) = Xt ∩ {x ∈ X : ft(x) = i}. (1)

Цель построения дерева решений состоит либо
в классификации векторов x из распределения
P (x), либо в оценке условного математическо-
го ожидания отклика при данном значении x.
Процесс принятия решений начинается с кор-
невой вершины и состоит в последовательном
применении правил, связанных с вершинами

3В этой работе использовался термин "древообразные классификаторы".
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дерева. Результатом этого процесса является
определение терминальной вершины t такой,
что x ∈ Xt. В случае классификации вектор x
относится к классу, являющемуся мажорант-
ным (наиболее часто встречающимся) в под-
выборке Dt, соответствующей данной терми-
нальной вершине, а в случае регрессии оценка
условного математического ожидания откли-
ка представляет собой среднее значение от-
клика в этой подвыборке (в этом случае дерево
решений часто называют деревом регрессий).

Существует несколько причин, обусловив-
ших широкое применение деревьев решений в
самых различных областях несмотря на их, во-
обще говоря, невысокую точность классифи-
кации. Основными из них, по мнению автора,
являются следующие:

1. Обучающая выборка для построения де-
ревьев решений может содержать при-
знаки, измеренные как в числовой, так
и в номинальной шкале, что недопусти-
мо для многих других классификаторов,
предполагающих существование некото-
рой объективной метрики, измеряющей
близость наблюдений;

2. Иерархическая структура деревьев реше-
ний сводит принятие решения (классифи-
кацию) к последовательности более про-
стых и интуитивно понятных решений;

3. Деревья решений служат удобной моде-
лью представления знаний в экспертных
системах;

4. Алгоритмы построения (индукции) дере-
вьев решений инвариантны к масштаби-
рованию значений признаков.

Хотя деревья решений как инструмент клас-
сификации известны достаточно давно, одна-
ко их широкое применение началось с раз-
работкой алгоритма CART (Classification And
Regression Trees) и публикацией классической
работы [21], идеи которой дали начало мно-
гочисленным исследованиям. Алгоритм CART
является базовым (generic) алгоритмом, на ос-
нове которого может быть построено множе-
ство конкретных алгоритмов, приводящих к
построению различных деревьев решений. Ал-
горитм основан на идее рекурсивного разби-
ения обучающей выборки на две более одно-
родные подвыборки с помощью одного из при-
знаков. Для реализации этой идеи необходимо
определить понятие меры однородности.

Загрязненность

Обычно вместо меры однородности рас-
сматривается противоположная по смыслу ме-
ра загрязненности (impurity). Пусть t — неко-
торая вершина дерева решений, D(t) — под-
выборка, связанная с этой вершиной и i(t) —
загрязненность вершины. Естественно потре-
бовать, чтобы загрязненность вершины была
равна 0, если D(t) содержит прецеденты толь-
ко одного класса и была бы максимальной в
случае, если D(t) содержит одинаковое чис-
ло прецедентов каждого класса. Все приведен-
ные ниже меры загрязненности удовлетворя-
ют этому условию. Одной из наиболее исполь-
зуемых является мера загрязненности верши-
ны, основанная на понятии энтропии (entropy
impurity):

i(t) = −
c∑

i=1

P (ωj) log2 P (ωj), (2)

где P (ωj) есть доля примеров класса ωj в под-
выборке D(t) и полагается 0 log 0 = 0. Дру-
гой популярной мерой является индекс Джини
(Gini) [44], определяемый как

i(t) = 1−
c∑

i=1

P 2(ωj). (3)

Индекс Джини представляет собой частоту
ошибочной классификации при случайном на-
значении меток классов наблюдениям подвы-
боркиD(t). Реже применяется мера загрязнен-
ности, основанная на частоте ошибочной клас-
сификации (misclassification impurity):

i(t) = 1−max
j
P (ωj) . (4)

В этом случае i(t) представляет собой часто-
ту ошибочной классификации если все наблю-
дения выборки D(t) относятся к мажорант-
ному (наиболее часто встречающемуся) клас-
су. Исследования показали [21], что выбор
меры загрязненности не оказывает существен-
ного влияния на точность классификации и
более важным является выбор критериев оста-
новки и усечения дерева решений, рассматри-
ваемых ниже.

Расщепление вершин

Правило разбиения множества X , связан-
ное с каждой вершиной дерева решений, назы-
вается расщеплением (split). Количество под-
множеств, на которые разбивается X , в прин-
ципе может быть разным для разных вершин,
однако, большинство алгоритмов основано на
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построении бинарных деревьев, т. е. деревьев,
в которых расщепление осуществляется на два
подмножества. Это связано с тем, что для лю-
бого дерева решений можно построить экви-
валентное ему (с точки зрения принимаемых
решений) бинарное дерево и, кроме того (что
весьма существенно), значительно облегчается
программная реализация алгоритма. Бинар-
ное расщепление вершины t можно рассматри-
вать как функцию ft : X → {0, 1}, x ∈ X , где в
случае f(x) = 0 вектор x относится к первому
(левому) потомку, а в случае f(x) = 1 – ко вто-
рому (правому). Обычно эта функция имеет
простой вид и зависит от значений только од-
ного признака. Именно, если некоторый при-
знак x измерен в числовой шкале, то расщеп-
ление состоит в выборе xs, минимизирующего
используемую меру загрязненности и опреде-
лении

ft(x) =

{
0 при x < xs,
1 при x > xs.

(5)

В этом случае, если признак x в выборке при-
нимает m различных значений, то существу-
ет m − 1 возможное расщепление, сохраняю-
щее порядок значений признака x в подвы-
борках. Легко видеть, что если все признаки
обучающей выборки измерены в числовой
шкале и используются только расщепления
указанного вида, то области решений бу-
дут представлять собой многомерные парал-
лепипеды, а часть границы области решений,
соответствующая данному расщеплению, бу-
дет представлять собой часть гиперплоскости,
параллельной соответствующей координатной
оси в пространстве Rn. Аналогичные расщеп-
ления используются и для признаков, изме-
ренных в порядковой шкале.

Если признак x измерен в номинальной
шкале и варьирует на уровнях из множества
C, то возможные расщепления имеют вид

ft(x) =

{
0 при x ∈ C1

1 при x ∈ C2
, (6)

где C1 — произвольное непустое подмножество
C и C2 = C − C1.

В работе [110] рассматривались расщепле-
ния, определяемые линейными комбинациями
значений признаков:

ft(x) =

{
0 при

∑n
i=1 aixi < xs

1 при
∑n

i=1 aixi > xs
, (7)

что приводит к так называемым косоугольным
деревьям решений (oblique trees). В этом слу-
чае минимизация загрязненности осуществля-
ется по параметрам a1, a2, . . . , an и xs. Неко-

торые алгоритмы построения деревьев ре-
шений, использующих для расщепления зна-
чения нескольких признаков, представлены
в [16, 30, 77, 78]. Пока эти алгоритмы не по-
лучили широкого распространения, что, по-
видимому, связано со сложностью дальнейшей
интерпретации получаемых деревьев. Одним
из подходов к получению расщеплений (ре-
комендованный Брейманом), использующий
значения нескольких признаков, является ме-
тод главных компонент, при котором из ис-
ходной обучающей выборки сначала выделя-
ются главные компоненты, а на втором этапе
по преобразованной выборке строится дерево
решений.

Oптимальное расщепление

Как уже отмечалось, расщепление подвы-
борки естественно осуществлять таким обра-
зом, чтобы максимально уменьшить загряз-
ненность. Уменьшение загрязненности верши-
ны t для бинарных деревьев определяется как

∆i(t) = i(t)− PLi(tL)− PRi(tR), (8)

где PL и PR есть доли примеров подвыбор-
ки D(t), соответствующие левому и правому
потомку (tL и tR). Наилучшим расщеплением
вершины t естественно считать разбиение, ко-
торое максимизирует величину ∆i(t).

В общем случае уменьшение загрязненно-
сти определяется как

∆i(t) = i(t)−
B∑

k=1

Pki(tk), (9)

где B — количество потомков вершины t, Pk —
доля примеров подвыборки D(t), соответству-
ющая вершине tk и

∑B
k=1 Pk = 1. Непосред-

ственное использование этой формулы, одна-
ко, приводит к тому, что чаще для расщеп-
ления будут выбираться признаки, имеющие
больше уровней по сравнению с остальны-
ми. Поэтому обычно используется следующая
формула

∆iB(t) =
∆i(t)

−
∑B

k=1 Pk log2 Pk

, (10)

и выбирается расщепление, максимизирующее
величину ∆iB(t).

Критерии остановки расщепления

Процесс расщепления вершин имеет есте-
ственный предел, когда становится невоз-
можно уменьшить загрязненность очередной
вершины. Все такие вершины объявляются
терминальными, а соответствующее дерево
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полным. Обычно такая ситуация характеризу-
ется тем, что каждая терминальная вершина
содержит примеры только одного класса, а са-
мо дерево содержит большое количество вер-
шин. Хорошо известно, что полное дерево, как
правило, обладает низкой точностью класси-
фикации [21]. Это связано с так называемой
проблемой переподгонки (overfitting), заклю-
чающейся в том, что статистическая модель
фактически описывает только саму выборку и
непригодна в качестве модели всей генераль-
ной совокупности. В некоторой степени зада-
чу предотвращения построения больших де-
ревьев играют критерии остановки расщепле-
ния. Существует несколько способов принятия
решения об остановке расщепления. Наибо-
лее простой способ состоит в задании ми-
нимального числа для количества наблюде-
ний в подвыборках, соответствующих терми-
нальным вершинам (или минимальной до-
ли наблюдений обучающей выборки). Второй
способ заключается в установлении верхнего
порога для загрязненности вершины, т. е. за-
дается некоторое число a и расщепление вер-
шины не происходит, если уменьшениe за-
грязненности при расщеплении не превышает
a. Третий способ заключается в применении
кросс-проверки, а именно, сравнивается ко-
личество ошибочно классифицированных на-
блюдений до и после расщепления вершины
и если сокращения ошибок не происходит, то
вершина не расщепляется. В случае бинарных
деревьев альтернативой приведенным спосо-
бам является статистический подход [75], ос-
нованный на статистике

χ2 =

2∑
i=1

(niL − nie)2

nie
, (11)

где niL – количество наблюдений класса ωi, от-
несенных в результате расщепления в левую
подвыборку, и nie – ожидаемое количество на-
блюдений в левой подвыборке при случайном
расщеплении вершины t. Если максимальное
значение (по всем возможным расщеплени-
ям) статистики χ2 не превышает критическо-
го значения, соответствующего выбранному
уровню значимости, то расщепления не проис-
ходит и вершина объявляется терминальной.

Усечение деревьев

Недостатком подхода, основанного на спо-
собах остановки расщепления вершин для
предотвращения построения больших дере-
вьев, является то, что решение об остановке
принимается без учета ситуации, которая мог-
ла бы сложиться при продолжении расщеп-

ления. Именно, не исключено, что дальней-
шее расщепление потомков некоторой верши-
ны могло бы существенно повысить точность
классификации. В связи с этим ключевое
значение приобрел альтернативный подход,
основанный на построении и дальнейшем усе-
чении (pruning) полных деревьев решений [49,
76, 79, 91]. Усечение означает процедуру за-
мены в построенном полном дереве некоторой
вершины и связанного с ней поддерева терми-
нальной вершиной. Большинство методов усе-
чения основано на оценке чувствительности
поддеревьев по отношению к некоторой мере
и удалению поддеревьев, которые оказывают
минимальное влияние на эту меру. Эмпири-
ческое сравнение различных методов усечения
деревьев решений проведено в [45, 76]. Общим
недостатком всех методов усечения относится
то, что они не могут гарантировать нахожде-
ние оптимального решения, а также высокая
вычислительная сложность.

Другим популярным алгоритмом постро-
ения деревьев решений является алгоритм
C4.5 [92], предшественником которого являет-
ся алгоритм ID3 [90]. Алгоритм ID3 предпо-
лагает, что все признаки обучающей выборки
измерены в номинальной шкале. Если обучаю-
щая выборка содержит признаки, измеренные
в числовой шкале, то они предварительно дис-
кретизуются. Дискретизация означает разбие-
ние области значений непрерывного признака
на совокупность непересекающихся интерва-
лов, каждый из которых затем трактуется как
уровень номинального признака. Количество
подвыборок, на которые расщепляется выбор-
ка, соответствуюшая некоторой вершине, рав-
но количеству уровней признака, выбранного
для расщепления в этой вершине. В алгорит-
ме C4.5 номинальные признаки используются
аналогично ID3, а непрерывные признаки ана-
логично CART.

Построение деревьев решений по обучаю-
щей выборке относится к методам рекурсив-
ного разбиения. Подробное введение в эти ме-
тоды содержится в работе [105]. В заключение
заметим, что наряду с классическими деревья-
ми решений разрабатывается также подход,
основанный на теории нечетких множеств и
приводящий к построению нечетких деревьев
решений (fuzzy decision trees) [33, 112].
Ансамбли классификаторов

Ансамбль классификаторов представляет
собой множество классификаторов, чьи ре-
шения комбинируются некоторым образом
для получения окончательной классифика-
ции наблюдений. Обычно синтез решений от-
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дельных классификаторов, составляющих ан-
самбль, осуществляется путем их голосова-
ния (возможно, взвешенного). Основная при-
чина, обусловившая интерес к данной тема-
тике, состоит в том, что при определенных
условиях ансамбли классификаторов облада-
ют точностью, значительно превосходящей
точность отдельных классификаторов и ро-
бастны (устойчивы) по отношению к "зашум-
лению" обучающей выборки. Необходимым и
достаточным условием высокой точности ан-
самбля классификаторов является то, чтобы
составляющие его классификаторы были сами
достаточно точны и различны (diverse), т. е.
совершали ошибки на различных прецеден-
тах [54]. Существует несколько групп методов
построения ансамблей классификаторов [42]:

1. Манипулирование примерами обучаю-
щей выборки;

2. Манипулирование признаками;

3. Инъекция случайности в индуктивный
алгоритм;

4. Манипулирование метками классов;

5. Байесовское голосование.

Случайные леса синтезируют методы первых
трех групп, поэтому мы остановимся только
на них. Первая группа методов состоит ли-
бо в прогоне базового индуктивного алгорит-
ма на различных подвыборках исходной обу-
чающей выборки, либо в итеративном пере-
взвешивании наблюдений. Наиболее простой
способ формирования подвыборок предложен
Брейманом [22]. Метод основан на формиро-
вании обучающей выборки для каждого клас-
сификатора ансамбля с помощью бутстрепа
(bootstrap), т. е. случайной выборки (того
же объема, что и исходная обучающая вы-
борка) с возвращением из исходной обучаю-
щей выборки и использовании метода голо-
сования для агрегирования решений отдель-
ных классификаторов. Метод получил назва-
ние баггинг (bagging) или агрегированный
бутстреп (bootstrap aggregating). Многочис-
ленные экспериментальные исследования (см.,
например, [20, 22] показали, что использова-
ние баггинга существенно повышает точность
классификации в случае неустойчивости базо-
вого классификатора, когда небольшие возму-
щения обучающей выборки приводят к суще-
ственным изменениям в классификации. Заме-
тим, что деревья решений представляют собой
пример неустойчивого классификатора. Тео-
ретический анализ баггинга деревьев реше-
ний, проведенный в [15], показал, что баггинг

приводит к сокращению средней квадратич-
ной ошибки классификации. Дальнейшие ис-
следования показали, что это верно не для
всех базовых моделей классификаторов. К ме-
тодам этой группы относится также метод, ос-
нованный на формировании множества дизъ-
юнктных подвыборок обучающей выборки и
использовании методики кросс-проверки [80]
для формирования ансамбля классификато-
ров.

Метод, основанный на итеративном пере-
взвешивании наблюдений обучающей выбор-
ки, называемый бустингом (boosting), был
предложен в работе [47]. Идея бустинга состо-
ит в том, что классификаторы ансамбля стро-
ятся последовательно и на каждой итерации
происходит коррекция (перевзвешивание) на-
блюдений обучающей выборки (на первой ите-
рации веса всех наблюдений равны). Коррек-
ция осуществляется таким образом, чтобы со-
ответствующий классификатор делал меньше
ошибок на тех наблюдениях, на которых ча-
сто делали ошибки классификаторы, постро-
енные на предыдущих итерациях алгоритма.
Кроме того, каждому классификатору припи-
сывается некоторый вес исходя из количества
допущенных им ошибок.

Отметим, что идея последовательной кор-
рекции классификационных алгоритмов для
компенсации предыдущих ошибок классифи-
кации развивалась и в рамках оптимизацион-
ных методов алгебраического подхода к распо-
знаванию образов [2, 3, 9](см., также обзор [4]).

Из методов второй группы отметим рабо-
ту [32], в которой исходное множество призна-
ков было разбито на несколько дизъюнктных
подмножеств и строился ансамбль нейронных
сетей, каждая из которых включала призна-
ки только из одного подмножества. К мето-
дам этой (и третьей) группы можно отнести
метод случайных подпространств [56–58], рас-
сматриваемый ниже.

Методы третьей группы основаны на том,
что случайность вводится непосредственно в
базовый алгоритм. Так, в работах [40, 41] ал-
горитм построения деревьев решений, состав-
ляющих ансамбль, был рандомизирован сле-
дующим образом. На каждом шаге расщепле-
ния вычислялось 20 наилучших расщеплений
и затем осуществлялся случайный выбор одно-
го из них. Во второй из этих работ было прове-
дено сравнительное экспериментальное иссле-
дование трех методов построения ансамблей
деревьев решений — бустинга, баггинга и ран-
домизации на 33 выборках. Результаты пока-
зали, что в случае незначительно "зашумлен-
ной" обучающей выборки рандомизация срав-
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нима (и, возможно, несколько превосходит) с
баггингом, но не так точна как бустинг. В слу-
чае сильно "зашумленных" выборок баггинг
намного точнее бустинга и иногда превосходит
рандомизацию.

Экспериментальное сравнение различных
алгоритмов построения ансамблей деревьев
решений на 57 реальных обучающих выборках
было проведено в [14]. Точность решений со-
ответствующих классификаторов оценивалась
методом кросс-проверки с дальнейшей про-
веркой на статистическую значимость. По ре-
зультатам кросс-проверки алгоритмы ранжи-
ровались в порядке уменьшения точности (для
каждой выборки). Результаты этих исследова-
ний могут быть суммированы следующим об-
разом:

• лучший алгоритм был статистически зна-
чимо лучше баггинга только на 8 из 57
выборок;

• проверка средних рангов алгоритмов по
всем выборкам показала, что бустинг,
случайные леса и рандомизированные де-
ревья статистически значимо точнее баг-
гинга.

В работе [100] было проведено сравнитель-
ное экспериментальное исследование двух ме-
тодов построения ансамблей – баггинга и бу-
стинга. В качестве базового классификато-
ра использовался метод ближайшего среднего
(сравнение с эталоном). Исследование пока-
зало, что баггинг "работает" намного лучше
бустинга в случае, если количество призна-
ков сравнимо с объемом обучающей выбор-
ки, а бустинг предпочтительнее баггинга ес-
ли объем обучающей выборки намного превы-
шает количество признаков. Причиной этого
(как установлено в статье) является то, что
в случае баггинга разнообразие классифика-
торов ансамбля уменьшается при увеличении
объема обучающей выборки, а в случае бу-
стинга увеличивается.

Случайные леса

Первые работы, связанные с построением
ансамблей деревьев решений, были основаны
на эвристических процедурах и относятся к
началу 90-х гг. прошлого века [68, 97, 98, 115].
Применялся также подход, основанный на бу-
стинге (boosting) деревьев решений [43].

Более строгий подход, названный методом
случайных подпространств, был развит в ра-
ботах Хо [56–58]. Суть подхода заключается в
том, что для построения каждого дерева ис-
пользуется только фиксированная доля слу-

чайно отобранных признаков. Ансамбли по-
строенных деревьев Хо назвал случайными ле-
сами решений (Random Decision Forests).

В важной для формирования метода слу-
чайных лесов работе [12] для построения дере-
вьев было предложено использовать для рас-
щепления каждой вершины деревьев только
фиксированную долю случайно отбираемых
признаков, т. е. фактически использовать ме-
тод случайных подпространств на каждой ите-
рации построения дерева.

И, наконец, Брейманом был предложен ме-
тод, известный как случайные леса. Фактиче-
ски случайный лес Бреймана — это ансамбль
деревьев решений, каждое из которых стро-
ится на основе бутстреп выборки из исход-
ной обучающей выборки (баггинг) [22], причем
для расщепления вершин аналогично [12] ис-
пользуется только доля случайно отбираемых
признаков. Кроме того, строится полное дере-
во (без усечения). Классификация деревьев в
ансамбле осуществляется большинством голо-
сов.

Алгоритм индуктивного построения и ис-
пользования случайного леса впервые был
разработан Брейманом и Катлер [35] и реа-
лизован в ряде коммерческих пакетов. Вся
информация, касающаяся деталей алгоритма,
технические доклады, руководства, обзор и
примеры применения метода случайных лесов
может быть найдена по адресу:
URL: http://www.stat.berkeley.edu/users/breiman
/RandomForests.

Алгоритм индукции случайного леса мо-
жет быть представлен в следующем виде [99]:

1. Для i = 1, 2, . . . , B (здесь B — количество
деревьев в ансамбле) выполнить

• Сформировать бутстреп выборку S
размера l по исходной обучающей
выборке D = {xi, yi}li=1;

• По бутстреп выборке S индуциро-
вать неусеченное дерево решений
Ti с минимальным количеством на-
блюдений в терминальных вершинах
равным nmin, рекурсивно следуя сле-
дующему подалгоритму:

(а) из исходного набора n признаков
случайно выбрать p признаков;

(б) из p признаков выбрать при-
знак, который обеспечивает наи-
лучшее расщепление;

(в) расщепить выборку, соответству-
ющую обрабатываемой вершине,
на две подвыборки;
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2. В результате выполнения шага 1 получа-
ем ансамбль деревьев решений {Ti}Bi=1;

3. Предсказание новых наблюдений осу-
ществлять следующим образом:

(а) для регрессии:

f̂Brf (x) =
1

B

B∑
i=1

Ti(x) ;

(б) для классификации:
пусть ω̂i(x) ∈ {ω1, ω2, . . . , ωc} – класс,
предсказанный деревом решений Ti,
т. е. Ti(x) = ω̂i(x); тогда ω̂B

rf (x) —
класс, наиболее часто встречающий-
ся в множестве {ω̂b(x)}Bi=1.

Одно из достоинств случайных лесов со-
стоит в том, что для оценки вероятности
ошибочной классификации нет необходимости
использовать кросс–проверку или тестовую
выборку. Оценка вероятности ошибочной
классификации случайного леса осуществля-
ется методом "Out–Of–Bag" (OOB), состоя-
щем в следующем [23]. Известно, что каждая
бутстреп выборка не содержит примерно 37 %
наблюдений исходной обучающей выборки
(поскольку выборка с возвращением, то неко-
торые наблюдения в нее не попадают, а неко-
торые попадают несколько раз). Классифици-
руем некоторый вектор x ∈ D. Для класси-
фикации используются только те деревья слу-
чайного леса, которые строились по бутстреп
выборкам, не содержащим x, и как обычно ис-
пользуется метод голосования. Частота оши-
бочно классифицированных векторов обучаю-
щей выборки при таком способе классифика-
ции и представляет собой оценку вероятности
ошибочной классификации случайного леса
методом OOB. Практика применения оценки
OOB показала, что в случае, если количество
деревьев достаточно велико, эта оценка обла-
дает высокой точностью. Если число деревьев
мало, то оценка имеет положительное смеще-
ние [31].

Случайные леса обладают целым рядом
привлекательных качеств, что обусловило их
широкое применение, а именно:

1. Случайные леса обеспечивают суще-
ственное повышение точности, так как
деревья в ансамбле слабо коррелированы
вследствие двойной инъекции случайно-
сти в индуктивный алгоритм — посред-
ством баггинга и использования метода
случайных подпространств при расщеп-
лении каждой вершины;

2. Методически и алгоритмически сложная
задача усечения полного дерева решений
снимается, поскольку деревья в случай-
ном лесу не усекаются (это также при-
водит к высокой вычислительной эффек-
тивности);

3. Отсутствует проблема переподгонки (да-
же при количестве признаков, превыша-
ющем количество наблюдений обучаю-
щей выборки и большом количестве де-
ревьев). Тем самым снимается сложная
проблема отбора признаков, необходимая
для других ансамблевых классификато-
ров;

4. Простота применения: единственными
параметрами алгоритма являются коли-
чество деревьев в ансамбле и количе-
ство признаков, случайно отбираемых
для расщепления в каждой вершине де-
рева. Подробные рекомендации по выбо-
ру этих параметров можно найти в [69];

5. Легкость организации параллельных вы-
числений.

Состоятельность случайных лесов

Брейман дает следующее определение слу-
чайного леса [25].

Определение 1. Случайным лесом называ-
ется классификатор, состоящий из набора де-
ревьев {h(x,Θk) k = 1, . . .}, где Θk — незави-
симые одинаково распределенные случайные
векторы и каждое дерево вносит один голос
при определении класса x.

Определение, данное Брейманом, являет-
ся достаточно общим. В рамках этого опре-
деления возможны различные модели случай-
ных лесов, в зависимости от того, каким об-
разом "вводится случайность" в алгоритм ин-
дукции деревьев решений [12, 25, 41, 56]. Так,
в соответствии с этим определением, случай-
ным лесом является классификатор, состоя-
щий из ансамбля деревьев решений, каждое
из которых строится с использованием баг-
гинга. В этом случае Θk представляют со-
бой независимые одинаково распределенные
l–мерные случайные векторы, координаты ко-
торых являются независимыми дискретными
случайными величинами, принимающими зна-
чения из множества {1, 2, 3, . . . , l} с равными
вероятностями. Реализация случайного векто-
ра Θk определяет номера прецедентов обучаю-
щей выборки, которые образуют бутстреп вы-
борку, используемую при построении k–го де-
рева решений.
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Исследование состоятельности случайных
лесов, т. е. вопросов сходимости их решений
при неограниченном возрастании объема обу-
чающей выборки, было начато автором мето-
да. В работе [24] исследовались общие вопро-
сы сходимости решений ансамблей классифи-
каторов. Для случайных лесов регрессий ис-
следовалась среднеквадратичная сходимость.
Именно, обозначим через M(Y |X = x) услов-
ное математическое ожидание непрерывного
отклика при данном значении вектора призна-
ков X. Cреднеквадратичная сходимость озна-
чает, что

lim
l→∞
|f̂rf (x)−M(Y |X = x)|2 = 0 . (12)

В случае классификации состоятельность
означает сходимость риска (вероятности оши-
бочной классификации) к байесовскому риску,
т. е. риску оптимального байесовского класси-
фикатора.

Брейман отмечал, что хотя алгоритм ин-
дукции случайных лесов кажется простым,
его теоретическая модель сложна для ана-
лиза. Поэтому в работе [27] рассматривалась
упрощенная модель случайного леса, основан-
ная на предположении, что шаг формирова-
ния бутстреп выборок отсутствует и каждая
терминальная вершина содержит ровно одно
наблюдение. В рамках этой модели Брейма-
ном было показано, что случайный лес регрес-
сий состоятелен и количество признаков, слу-
чайно выбираемых для расщепления, не за-
висит от количества наблюдений. Также для
случая двух классов была показана состоя-
тельность соответствующего классификатора.
Анализ Бреймана существенно опирался на
работу [70], в которой была установлена связь
между случайными лесами и адаптивным ме-
тодом ближайших соседей.

В работе [19] исследовался вопрос состо-
ятельности модели случайного леса, близкой
к модели, рассматривавшейся Брейманом [27].
Основной результат работы состоит в том, что
модель состоятельна и скорость сходимости
зависит только от количества "сильных" при-
знаков и не зависит от количества иррелевант-
ных ("шумовых") признаков.

В работах [17, 18] получен ряд результа-
тов относительно состоятельности нескольких
моделей случайных лесов — чисто случайно-
го леса (purely random forest) и инвариантно-
го к масштабу случайного леса (scale-invariant
random forest). В основу работы положен ре-
зультат, полученный авторами, о состоятель-

ности ансамблей классификаторов, основан-
ных на процедуре усреднения рандомизиро-
ванных базовых классификаторов. Суть ре-
зультата состоит в том, что для состоятель-
ности ансамбля классификаторов необходимо
и достаточно, чтобы базовый классификатор
был состоятелен.

Случайные леса как инструмент
статистического анализа

Основной недостаток случайных лесов по
сравнению с деревьями решений состоит в
отсутствии визуального представления про-
цесса принятия решений и сложности ин-
терпретации их решений. Однако предложен-
ные Брейманом меры информативности при-
знаков4 и возможность использовать случай-
ные леса для построения матрицы близости
(proximity) наблюдений более чем компенсиру-
ют этот недостаток. Меры информативности
дают возможность выделения наиболее ин-
формативных признаков, что является одной
из важнейших задач статистического анали-
за. Матрица близости дает возможность при-
менения методов, непосредственно не связан-
ных с классификацией и регрессией, таких
как многомерное шкалирование, кластериза-
ция, определение прототипов (т. е. наиболее
типичных представителей) классов и выяв-
ление аномальных наблюдений. Отмеченные
возможности во многом способствовали усиле-
нию популярности случайных лесов.

Наиболее используемой сферой примени-
мости случайных лесов (помимо классифика-
ции и регрессии) является задача выделения
наиболее информативных признаков. Брейма-
ном было предложено 4 меры информативно-
сти признаков [25].

Меры информативности признаков,
основанные на случайных лесах

Пусть xi некоторый признак. Три первые
меры информативности основаны на оцен-
ке влияния случайной перестановки значений
этого признака в OOB выборках на результа-
ты классификации.

Первая мера вычисляется следующим об-
разом:

1. Построить случайный лес и получить
оценку вероятности ошибочной класси-
фикации e методом OOB;

2. В OOB выборках для каждого дерева из
построенного случайного леса произвести

4Брейман использовал термин "меры важности" (importance measures); автор же придерживается термино-
логии, принятой в прикладной статистике.
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случайную перестановку значений при-
знака xi;

3. Получить оценку вероятности ошибоч-
ной классификации êi по модифициро-
ванным OOB выборкам;

4. Определить информативность признака
xi как I1(xi) = max

i
(0, êi − ei).

Вторая и третья меры используют поня-
тие отступа (margin). Пусть (x, y) — элемент
обучающей выборки. Отступ marg(x, y) опре-
деляется как разность между долей деревьев
в лесу, правильно классифицирующих, (x, y)
и максимумом из долей деревьев, относящих
(x, y) в другие классы. В результате переста-
новки значений признака xi отступ уменьша-
ется. В качестве меры информативности бе-
рется среднее значение (по всем наблюдениям)
уменьшения отступа, т. е.

I2(xi) =
1

l

l∑
j=1

(marg(xj , yj)−margi(xj , yj),

где margi(x, y) означает отступ, вычисленный
по OOB выборке со случайной перестановкой
значений признака xi.

Мера 3 равна разности между количеством
отступов, которые уменьшились, и количе-
ством отступов, которые увеличились в ре-
зультате перестановки значений признака xi:

I3(xi) = #[marg(x, y) > margi(x, y)]−
#[marg(x, y) < margi(x, y)].

(13)
Мера 4 определяется как среднее умень-

шение загрязненности вершин, обусловленное
данным признаком, именно

I4(xi) =
1

k

∑
t

∆i(t)I(i, t) ,

где суммирование осуществляется по всем вер-
шинам деревьев случайного леса, ∆i(t) —
уменьшение загрязненности в вершине t, и
I(i, t) — индикаторная функция, равная 1, ес-
ли признак xi был выбран для расщепления в
вершине t.

Несмотря на многочисленные исследования
как теоретического, так и экспериментального
характера [51, 101–103], пока неизвестно, ка-
кая из предложенных мер предпочтительнее
в той или иной ситуации. В работе Брейма-
на [26] обсуждаются некоторые вопросы, каса-
ющиеся различия между мерами информатив-
ности и приведен ряд примеров их примене-
ния. Подробное изложение вопросов, связан-
ных с мерами информативности, содержится
в работе [51].

В работе [101] показано, что описанные вы-
ше меры важности признаков не очень надеж-
ны в ситуациях, когда признаки измерены в
различных шкалах или сильно вырьируют по
количеству уровней (для признаков, измерен-
ных в номинальной или порядковой шкале). В
этой работе предложено использовать другой
алгоритм построения случайного леса, для ко-
торого соответствующие меры важности при-
знаков "хорошо работают" в описанных выше
ситуациях, а именно, использовать для фор-
мирования обучающих выборок используемых
для построения деревьев решений не выборку
с возвращением (баггинг), а выборку без воз-
вращения объемом равным 0,62 объема исход-
ной выборки. Такой метод получил название
подбаггинг (subbagging).

График частной зависимости

Для случайных лесов регрессий возможно
построение графиков частных зависимостей
отклика от некоторых независимых перемен-
ных [55]. Пусть XS — подвектор входных при-
знаков x1, x2, . . . , xn с индексами из множества
S ⊂ {1, 2, . . . , n} и C — дополнительное ему
множество S∪C = {1, 2, . . . , n}. Оценка функ-
ции частной (маргинальной) зависимости от-
клика от значений подвектора входных при-
знаков XS определяется как

fS(xS) =
1

l

l∑
i=1

fS(xS , xiC) .

Эта функция (и соответствующий график)
позволяют выделить эффект воздействия под-
вектора входных признаков XS на отклик по-
сле удаления эффекта воздействия XC .

Построение матрицы близости

Индукция случайного леса может служить
промежуточным этапом для построения мат-
рицы близости (proximity) наблюдений [26].
Элемент (i, j) матрицы близости равен доле
деревьев в лесе, таких, что элементы xi и xj

классифицируются в одну терминальную вер-
шину (лист). Ясно, что элементы, часто попа-
дающие в одну терминальную вершину, "по-
добны" (близки) в некотором смысле. Матри-
ца близости затем может быть использована
для:

1. Кластеризации наблюдений;

2. Многомерного шкалирования;

3. Нахождения прототипов классов;

4. Выявления аномальных наблюдений.
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Кластеризация наблюдений осуществляет-
ся с помощью генерации искусственных дан-
ных. Именно исходная выборка, подлежащая
кластеризации, образует первый класс, а на-
блюдения второго класса генерируются ис-
кусственным образом. Генерация может осу-
ществляться двумя способами:

• генерируются независимые бутстреп-
выборки для каждого признака отдель-
но;

• значения каждого признака генерируют-
ся в соответствии с равномерным распре-
делением на области его значений в ис-
ходной выборке.

После формирования такой двухклассовой вы-
борки осуществляется построение случайного
леса. Суть подхода состоит в том, что близкие
точки исходной выборки будут часто попадать
в одинаковые терминальные вершины и поэто-
му матрица близости может быть использова-
на для кластеризации. Некоторые теоретиче-
ские результаты такого подхода можно найти
в [96], а практические примеры его использо-
вания в [26, 69].

Определение прототипов классов произво-
дится следующим образом [26]. Для каждого
класса находится наблюдение, имеющее наи-
большее количество наблюдений этого класса
среди своих k ближайших соседей (определяе-
мых по матрице близости). Затем для каждого
признака находится медиана этих k ближай-
ших соседей. Эти медианы и считаются про-
тотипами рассматриваемого класса.

Мера аномальности наблюдения определя-
ется как величина, обратная сумме квадратов
близостей между этим наблюдением и други-
ми наблюдениями того же класса.

Вопросы методического и практическо-
го применения рассмотренных выше методов
можно найти в [26, 28].

Разновидности случайных лесов

Случайные леса выживаемости

Обобщением случайных лесов на случай
данных, цензурированных справа, важным
примером которых являются данные о выжи-
ваемости, являются случайные леса выжива-
емости (Random Survival Forests). С их по-
мощью возможно построение непараметриче-
ских регрессионных кривых выживаемости, не
предполагающих пропорциональности риска.
В R случайные леса выживаемости реализова-
ны в пакете randomSurvivalForest [62, 63].

Квантильные леса регрессий

В случае непрерывного отклика случай-
ные леса являются хорошим методом построе-
ния непараметрической регрессии, т. е. дают
хорошее приближение к условному средне-
му отклика. В работе [73] предложено важ-
ное обобщение – квантильные леса регрессий
(Quantile Regression Forests), которые дают
существенно более полную картину уcловно-
го распределения отклика, а именно, воз-
можность непараметрической оценки кванти-
лей условного распределения. Это позволяет,
в частности, использовать их для построе-
ния доверительных интервалов и обнаруже-
ния аномальных значений отклика. В R кван-
тильные леса регрессий реализованы в пакете
quantregForest [74].

Логические леса

В работе [117] предложен метод построе-
ния ансамблей классификаторов, основанных
на логических деревьях решений. Теорети-
ческой основой является логическая регрес-
сия [88, 89], предполагающая, что все призна-
ки, включая классовый, являются бинарными.
Предсказание отклика в логической регрес-
сии осуществляется с использованием логиче-
ских комбинаций бинарных признаков, позво-
ляя строить хорошо интерпретируемые моде-
ли сложных взаимодействий признаков. Од-
нако при наличии шума возможности логиче-
ской регрессии падают. Кроме классификации
логические леса могут использоваться для вы-
явления наиболее информативных признаков
и их взаимодействий. В R логические леса ре-
ализованы в пакете logicForest [118].

Вероятностные случайные леса

Оценка вероятности ошибочной классифи-
кации случайных лесов, даваемая методом
OOB, является усредненной оценкой [23, 25].
В работе [29] предложен метод и алгоритм по-
строения так называемых вероятностных слу-
чайных лесов (Probabilistic Random Forests), с
помощью которых возможно получить оценку
вероятности ошибочной классификации кон-
кретного наблюдения в случае бинарной клас-
сификации. Matlab и C коды, реализующие
алгоритм, могут быть загружены с сайта
http://ucsu.colorado.edu/ breitenm/.

Потоковые случайные леса

Многие приложения, такие как анализ
телекоммуникационных данных, финансовые
приложения, анализ интернент протоколов,
электронной почты и т. д. основаны на потоках
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данных, представляющих собой записи неко-
торых событий (причем о некоторых извест-
на их принадлежность определенному клас-
су, а о некоторых нет), изменяющихся во вре-
мени (и часто с высокой скоростью). В та-
кой постановке классические алгоритмы рас-
познавания образов не могут быть применены
непосредственно и требуют определенной (не
всегда очевидной) модификации. Основными
требованиями к такой модификации являют-
ся высокая скорость обработки потока дан-
ных, инкрементальность (пошаговость) обуче-
ния (т. е. каждая запись должна обрабаты-
ваться не более одного раза) и адаптапция
к текущему распределению событий в пото-
ке. Для случайных лесов одна из таких моди-
фикаций, ориентированная на задачи визуаль-
ного слежения (visual tracking), была предло-
жена в работе [93]. Программная реализация
этого алгоритма в пакете "Online Multiclass
LPBoost" может быть загружена с сай-
та http://www.ymer.org/amir/software/online-
random-forests/.

Другая модификация, ориентированная на
задачи Data Mining и получившая название
потоковые случайные леса (Streaming Random
Forests), была предложена и разрабатывалась
в работах [10, 11].

Случайный наивный Байесовский
классификатор и случайная

мультиномиальная логит модель

Экспериментальные исследования и прак-
тика применения случайных лесов показали,
что метод обладает рядом хороших качеств –
высокой точностью, робастностью по отно-
шению к зашумленности обучающей выборки
и отсутствием переподгонки. В связи с этим
естественно предположить, что основные эле-
менты алгоритма Бреймана – формирование
подвыборок методом баггинга и случайный от-
бор признаков на стадии расщепления вер-
шин деревьев решений могут быть успешно ис-
пользованы и для некоторых других базовых
классификаторов. Эта идея была реализова-
на в работе [84]. В этой работе в качестве ба-
зовых классификаторов рассматривались на-
ивный Байесовский классификатор и мульти-
номиальная логит модель. Авторами прове-
ден ряд экспериментов по сравнению точности
классификации соответствующих ансамблей с
точностью случайных лесов и машин опор-
ных векторов, которые показали, что случай-
ный наивный Байесовский классификатор и
случайная мультиномиальная логит модель в
определенных ситуациях превосходят эти ме-
тоды.

Программное обеспечение
индукции деревьев решений
и случайных лесов

Деревья решений и случайные леса реа-
лизованы во многих программных средствах
как коммерческого назначения, так и свобод-
но доступных. К свободно доступным отно-
сится программная система WEKA [53, 116],
разрабатываемая c 1993 г. группой машинно-
го обучения университета Вайкато (Новая Зе-
ландия). Сайт проекта находится по адресу
http://www.cs.waikato.ac.nz/ml/weka (дата об-
ращения 15.04.2011), с которого можно загру-
зить систему, руководства по работе с ней и
соответствующие публикации. Отметим, что
WEKA содержит также большой выбор нере-
курсивных процедур распознавания образов
и имеет интерфейс с пакетом R, называемый
RWEKA [59]. Другой свободно доступной си-
стемой является система RapidMiner; сайт со-
ответствующего проекта находится по адре-
су http://www.rapidminer.com (дата обраще-
ния 15.04.2011). В среде MATLAB имеется ин-
терфейс к алгоритму, реализующему метод
случайных лесов [113]. В работе [64] пред-
ложен свободно доступный C++ код, ориен-
тированный на использование случайных ле-
сов для задач кластеризации. Наиболее ши-
рокий спектр процедур, содержащий реализа-
ции не только классических алгоритмов CART
для деревьев решений и алгоритма Брейма-
на для случайных лесов содержится в паке-
тах, разработанных для среды R [85] — сво-
бодно распространяемом программном обеспе-
чении для статистических вычислений и гра-
фики, доступном на платформах Windows,
Linux, Mackintosh. Пакет R может быть за-
гружен с сайта http://cran.r-project.org/, где
также имеется руководство по инсталляции
и руководства по работе с пакетом. По-
лезные материалы по пакету R на рус-
ском языке могут быть найдены по адре-
су http://herba.msu.ru/shipunov/software/r/r-
ru.htm. Ниже приводятся описания практи-
чески всех пакетов, реализующих описан-
ные выше методы и имеющиеся на мо-
мент написания настоящего обзора. Эти па-
кеты также могут быть загружены с сайта
http://cran.r-project.org/. Нет сомнений, что
их количество будет увеличиваться. Все па-
кеты, разработанные для среды R, оформле-
ны по единому стандарту — содержат описа-
ния всех содержащихся в них процедур и хо-
рошо продуманные примеры их применения,
которые могут служить в качестве шаблонов.
Ряд пакетов, кроме того, описан в журнале R
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Journal (до 2005 г. R News). В частности, один
из номеров этого журнала содержит краткий
обзор применения метода случайных лесов в
среде R [99]. Ниже кратко описаны эти паке-
ты.

Пакеты tree [86] и rpart [106] содержат
процедуры рекурсивного разбиения для реше-
ния задач классификации, регрессии и анали-
за выживаемости, основанных на идеях клас-
сической работы [21]. Адаптация процедур па-
кета rpart на случай многомерного отклика
содержится в пакете mvpart [36, 37]. Имеется
также вспомогательный пакет maptree [114],
содержащий полезные процедуры для улуч-
шенного графического представления и усече-
ния дендрограмм, деревьев классификации и
регрессий, построенных с использованием па-
кетов cluster [72] и rpart.

Пакет rpartOrdinal [13] содержит проце-
дуры построения деревьев решений, ориенти-
рованные на случай, когда классовая перемен-
ная измерена в порядковой шкале.

Одним из наиболее мощных пакетов, ре-
ализующих алгоритмы рекурсивного разбие-
ния для построения деревьев решений и ре-
грессий, является пакет party [60]. Он вклю-
чает возможность построения деревьев услов-
ного вывода (conditional inference trees), ле-
сов условного вывода (conditional inference
forests), основанных на теории условного вы-
вода [60], а также процедуры рекурсивного
разбиения для параметрических моделей (ли-
нейной и обобщенной линейной модели). До-
пускается использование признаков, измерен-
ных в различных шкалах: числовой, номи-
нальной и порядковой, а также цензуриро-
ванные и многомерные отклики. Пакет содер-
жит процедуры улучшенного представления
бинарных деревьев и распределения отклика
в вершинах деревьев. Ряд вопросов, касаю-
щихся применения пакета, рассмотрен в рабо-
те [104].

Процедуры построения косоугольных
деревьев решений содержатся в пакете
oblique.tree [109].

Пакет Margin.tree [108] реализует иерар-
хическую версию метода опорных векторов
для построения деревьев решений. Особенно
полезен для обработки обучающих выборок с
количеством классов большим 2 и когда ко-
личество признаков превышает количество на-
блюдений. Его применение описано в [107].

Пакет ipred [82] содержит процедуры по-
строения деревьев решений для задач непря-
мой (т. е. использующей некоторые типы апри-
орной информации) классификации, регрес-
сии и анализа выживаемости. В пакете реа-

лизованы процедуры получения улучшенных
оценок вероятности ошибочной классифика-
ции и предсказания. Примеры применения
этого пакета для решения задач классифика-
ции в медицине содержатся в [83].

Основным пакетом, реализующим класси-
ческий алгоритм случайных лесов Брейма-
на (и процедуры которого используются в
некоторых других пакетах), является пакет
randomForest [69]. Возможности пакета и во-
просы его методического и практического при-
менения рассмотрены в работах [69, 99].

Пакеты varSelRF [38, 39] и Boruta: [67]
содержат процедуры отбора множества наи-
более информативных признаков с исполь-
зованием случайных лесов. В частности, па-
кет varSelRF включает процедуры, основан-
ные на методе обратного исключения пере-
менных и на спектре важности переменных,
ориентирован на данные высокой размерно-
сти и предусматривает возможность организа-
ции параллельных вычислений. Пакет Boruta
ориентирован на нахождение наиболее ин-
формативных признаков в информационных
системах. Процедура поиска информативных
признаков основана на оригинальном алгорит-
ме, предусматривающем итеративное построе-
ние случайных лесов.

Пакет quantregForest [73] содержит про-
цедуры построения квантильных лесов регрес-
сий.

Случайные леса выживаемости реализова-
ны в пакете randomSurvivalForest [62]. Во-
просы применения пакета рассмотрены в [63].

Пакет LogicForest [118] содержит проце-
дуры построения логического леса для выяв-
ления логических соотношений между откли-
ком и независимыми переменными. Предпола-
гается, что все признаки обучающей выборки
являются бинарными.

Пакет Gbev [94] ориентирован на построе-
ние ансамблей деревьев регрессий методом бу-
стинга для данных с ошибками измерений в
независимых переменных.

Пакет ModelMap [46] содержит проце-
дуры детального картирования для данных,
представленных в виде изображений, основан-
ные на методе случайных лесов и модели сто-
хастического градиентного бустинга.
Заключение

Говоря о периоде, прошедшем со времени
возникновения метода случайных лесов, необ-
ходимо отметить, что он не только состоялся
как метод классификации и регрессии и широ-
ко применяется в различных предметных об-
ластях, но и послужил основой для разработки
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различных его модификаций, важных для
приложений. Кроме того, он дал импульс для
разработки методов, в основе которых лежит
близкая схема, не использующая деревья ре-
шений в качестве базового классификатора.
Нет сомнений, что в будущем это направление
будет развиваться. Представляется, что потен-
циал метода не исчерпан и с точки зрения ре-
шения других статистических задач — нахож-
дения наиболее информативных переменных,
кластеризации и т. д. В связи с этим автор счи-
тает, что использование этого метода в науч-
ных учреждениях различного профиля нашей
страны (в частности, в институтах Карельско-
го научного центра РАН) для анализа стати-
стических данных было бы весьма полезно.

Автор выражает признательность
Ю. Л. Павлову за предложение написать дан-
ный обзор и полезные замечания.
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