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дах;
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О НЕКОТОРЫХ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ
РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛН В НЕОДНОРОДНЫХ СРЕДАХ

Г. В.Алексеев

Институт прикладной математики ДВО РАН, Владивосток

В последние годы за рубежом были опубликованы работы, посвященные опи-
санию нерассеивающих оболочек [1, 2]. В этих работах было доказано существова-
ние объектов, не рассеивающих падающую на них электромагнитную волну. Эти
объекты играют роль “плаща-невидимки”, способного скрывать находящиеся внут-
ри объекты от электромагнитного излучения. Соответствующее явление получило
название “electromagnetic cloaking”, а сами оболочки получили название электромаг-
нитных маскировочных оболочек (electromagnetic cloaking shells).

Далее в [3] была рассмотрена задача построения нерассеивающей сферической
оболочки для уравнений анизотропной акустики и выписаны формулы основных па-
раметров среды, обеспечивающих нерассеиваемость оболочки. Нужно отметить, что
приведенные в [3] формулы содержат сингулярности, поскольку некоторые из па-
раметров обращаются в бесконечность в точке, отвечающей внутреннему радиусу
сферического слоя. Этот недостаток исправлен в работе [4].

В данной работе возможность существования нерассеивающих конструкций будет
исследована в рамках теории обратных задач. Другими словами, задача построения
нерассеивающих акустических конструкций будет сформулирована как обратная за-
дача нахождения неизвестных коэффициентов уравнения Гельмгольца по дополни-
тельной информации о рассеянном данным препятствием поле.

Для исследования рассматриваемых обратных задач применяется подход, осно-
ванный на сведении их к соответствующим задачам управления. Указанный подход
заключается во введении функционала качества, адекватно отвечающего рассматри-
ваемой обратной задаче, и сведении исходной обратной задачи к задаче минимизации
указанного функционала качества. Последнее позволяет применять для их решения
хорошо развитые методы условной оптимизации.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (код проекта 10-01-00219-а) и грантов ДВО РАН (проекты 09-I-
П29-01, 09-I-ОМН-03 и 09-II-СУ03-003).
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ВОЛНОВАЯ СТРУКТУРА ПЛЕНКИ ЖИДКОСТИ В
ПРИСУТСТВИИ ИНТЕНСИВНОГО ГАЗОВОГО ПОТОКА

C.В.Алексеенко, Д.М.Маркович, А. В.Черданцев

Институт теплофизики им. C.C.Кутателадзе СО РАН, Новосибирск
Новосибирский государственный университет

Поверхность стекающих пленок жидкости неустойчива к малым возмущениям.
Развиваясь, возмущения эволюционируют в нелинейные стационарные трехмерные
волны, взаимодействующие друг с другом. При обдуве пленок жидкости высокоско-
ростным потоком газа толщина пленки существенно уменьшается, частота следова-
ния и скорость волн, возникающих на ее поверхности, возрастают [1]. При высоких
расходах жидкости имеет место срыв капель жидкости с поверхности пленки и унос
их в ядро газового потока. Исследование волновой гидродинамики обдуваемых газом
пленок жидкости требует полевого измерения локальной толщины пленки жидкости
с высоким пространственным и временным разрешением. В недавней работе авторов
такая измерительная система была создана и применена к исследованию кольцевого
газожидкостного течения [2]. Измерительная система основана на высокоскорост-
ной модификации метода лазерно-индуцированной флюоресценции. Эксперименты
показали, что при воздействии интенсивным потоком газа на поверхности пленки
жидкости сосуществуют волны двух типов. Основной объем жидкости переносится
долгоживущими первичными волнами, характеризующимися высокой скоростью и
амплитудой. На задних склонах первичных волн возникают короткоживущие вторич-
ные волны. После возникновения вторичные волны могут двигаться либо быстрее,
либо медленнее породившей их первичной волны. В зависимости от их относитель-
ной скорости вторичные волны либо поглощаются следующей первичной волной,
либо разрушаются газовым потоком на гребне породившей их первичной волны. В
последнем случае образовавшиеся капли уносятся в ядро газового потока. При вы-
соких расходах жидкой фазы первичные и вторичные волны наблюдались ранее и
были известны как волны возмущения и волны ряби, соответственно. Однако их вза-
имосвязь и совместная эволюция были систематически исследованы впервые. Кроме
того, было впервые показано, что первичные и вторичные волны существуют и в
режимах без уноса жидкой фазы, однако в этом случае отсутствуют быстрые вто-
ричные волны, что и объясняет отсутствие уноса жидкой фазы.

Работа выполнена при поддержке ФЦП “Научные и научно-педагогические кадры
инновационной России” на 2009–2013 годы и проекта РФФИ 10-08-01145-а.
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ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ ЗАДАЧ УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ
НЕСТАЦИОНАРНЫХ УРАВНЕНИЙ ТЕПЛОВОЙ КОНВЕКЦИИ

Г. В.Алексеев, Д.А. Терешко

Институт прикладной математики ДВО РАН, Владивосток

Одна из важных задач прикладной гидродинамики связана с проблемой создания
течений требуемой конфигурации за счет выбора значений вектора скорости, темпе-
ратуры либо потока тепла на некоторых участках границы области. Нелинейность
используемых математических моделей приводит к значительным трудностям при
численном решении соответствующих задач управления.

В области Ω с границей Γ рассматривается начально-краевая задача

ut + (u · ∇)u− ν∆u+∇p = −βTG в Q,

div u = 0 в Q,

u|t=0 = u0 в Ω, u = g1 на Σ1,

ν
∂u

∂n
− pn = g2 на Σ2,

Tt + u · ∇T − λ∆T = f в Q,

T |t=0 = T0 в Ω, T = ψ на ΣD, λ
∂T

∂n
= χ на ΣN ,

описывающая процесс распространения тепла в вязкой жидкости. Здесь u, p и T
– вектор скорости, давление и температура жидкости, ν=const>0 – коэффициент
кинематической вязкости, β — объемный коэффициент теплового расширения, G

— вектор ускорения свободного падения, λ=const>0 – коэффициент температуро-
проводности, f – объемная плотность источников тепла, g1, g2, ψ и χ — некоторые
функции,

Γ = Γ1 ∪ Γ2 = ΓD ∪ ΓN ,

Γ1 ∩ Γ2 = ∅, ΓD ∩ ΓN = ∅,

Q = Ω× (0, tmax), Σ = Γ× (0, tmax),

Σ1 = Γ1 × (0, tmax), Σ2 = Γ2 × (0, tmax),

ΣD = ΓD × (0, tmax), ΣN = ΓN × (0, tmax).

Для данной модели сформулированы задачи условной минимизации функциона-
лов качества, зависящих как от слабых решений исходной начально-краевой задачи,
так и от граничных функций g1, g2 и χ, играющих роль управлений. На основе
методов исследования экстремальных задач из работ [1, 2] выведена система опти-
мальности, описывающая необходимые условия минимума.

Разработан численный алгоритм решения задачи граничного управления, осно-
ванный на итерационном процессе решения прямых и обратных по времени началь-
ных краевых задач, входящих в нелинейную систему оптимальности. При проведе-
нии вычислительных экспериментов исследуется эффективность воздействия темпе-
ратурных и скоростных управлений на течения жидкости, а также влияние числа
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Рейнольдса, параметра регуляризации и других величин на точность решения экс-
тремальной задачи.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (код проекта 10-01-00219-а) и грантов ДВО РАН (проекты 09-I-
П29-01, 09-I-ОМН-03, 09-II-СУ03-003 и 09-III-A-03-07).
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О НЕЛИНЕЙНЫХ ВОЛНАХ В НЕОДНОРОДНОЙ
ЖИДКОСТИ

В.К.Андреев

Институт вычислительного моделирования СО РАН, Красноярск

Для системы уравнений неоднородной жидкости

ut + uux + vuy +
1

ρ
px = 0,

vt + uvx + vvy +
1

ρ
py = −g,

ρt + uρx + vρy = 0, ux + vy = 0,

(1)

где g — ускорение силы тяжести, рассматривается решение, инвариантное относи-
тельно оператора p∂p+ρ∂ρ+α

−1∂y, α = const. Показано, что фактор-система эквива-
лентна одному “эталонному” нелинейному уравнению третьего порядка (ξ — лагран-
жева переменная)

bttξ + bξbtt = f(t) (2)

с заданной функцией f(t). По известной функции b(ξ, t) поле скоростей, давление
и плотность в системе (1) легко восстанавливаются.

Для двух задач (со свободной границей и заданном движении твердой стенки)
для уравнения (2) доказана теорема существования решения.

Исследованы точные решения уравнения (2) при f = 0, f = const, f = e−βt, β —
постоянная. Все они описывают различные нестационарные нелинейные внутренние
волны в неоднородной жидкости. В докладе приводится подробный анализ этих волн
и рассматриваются некоторые их обобщения на случай неоднородной вращающейся
жидкости.

Работа выполнена при финансовой поддержке междисциплинарного интеграци-
онного проекта № 65 СО РАН.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ДИВЕРГЕНТНОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ
ДЛЯ ВОЗМУЩЕНИЙ ПЛЕНКИ ЖИДКОСТИ,

СТЕКАЮЩЕЙ ПО ВЕРТИКАЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ

Д. Г.Архипов1, Д.И.Качулин1, О.Ю.Цвелодуб1,2

1Новосибирский государственный университет
2Институт теплофизики им. С.С.Кутателадзе СО РАН, Новосибирск

В статье [1] выведена новая система уравнений, описывающая волновое течение
пленки вязкой жидкости, свободно стекающей по вертикальной плоскости. Эта систе-
ма уравнений записана в системе координат, преобразующей область течения в по-
лосу постоянной толщины (x = x, η = y/h(x, t), t = t, где h(x, t) – толщина плен-
ки). В данной работе показано, что предложенная авторами [1] система допускает
введение специальной функции ψ, аналогичной гидродинамической функции тока:
∂ψ/∂η = h u, ∂ψ/∂x = −h v − η ∂h/∂t. Для нее одно из уравнений выполняется
тождественно и система сводится к одному уравнению на функцию ψ:

∂2ψ

∂η∂t
+

∂

∂x

(
ψ2
η

h

)
−

∂

∂η

(
ψη(ψx + ηht)

h

)
−

µ

ρh2
∂3ψ

∂η3
= gh+

σ

ρ

∂

∂x

(
h
∂2h

∂x2
−

1

2

(
∂h

∂x

)2
)
,

удовлетворяющую граничным условиям:

ψ(x, 0, t) = 0,
∂ψ

∂η
(x, 0, t) = 0,

∂h

∂t
(x, t) +

∂ψ

∂x
(x, 1, t) = 0,

∂2ψ

∂η2
(x, 1, t) = 0.

Показано, что, если использовать предположения об автомодельности профиля
скорости течения и проинтегрировать данное уравнение поперек слоя, то, с учетом
граничных условий, из него следует известная модель Шкадова [2].

Для малых расходов пленки решение выведенного уравнения в виде ряда по ма-
лому параметру длинноволновости возмущений переходит в известное уравнение Ге-
вика [3]. Разработан численный алгоритм решения задачи и для ряда начальных
уединенных возмущений изучена их эволюция.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Правительства России для
государственной поддержки научных исследований, проводимых под руководством
ведущих ученых в российских вузах № 11.G34.31.0035 (ведущий ученый — В.Е. Захаров,
ГОУ ВПО “Новосибирский государственный университет”) и гранта Российского фон-
да фундаментальных исследований (код проекта 10-08-91333-ННИО-а).
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРИРОДНЫХ
ВИХРЕЙ ТИПА ТОРНАДО

С.П.Баутин

Уральский государственный университет путей сообщения, Екатеринбург

В монографии [1] предложена схема возникновения и устойчивого функциониро-
вания восходящих закрученных потоков (ВЗП). Эксперименты, проводимые в Объ-
единенном институте высоких температур (см., например, [2]), подтверждают эту
схему в части возникновения и начального функционирования ВЗП.

Для математического моделирования движения воздуха в ВЗП исследуются ре-
шения системы уравнений газовой динамики (СУГД), описывающие изэнтропические
течения идеального политропного газа в придонной и в вертикальной частях ВЗП.

Для течения в придонной области доказано, что в задаче о плавном стоке на
окружности заданного ненулевого радиуса в первоначально покоящемся газе наря-
ду с радиальным движением возникает и окружное. Причем в случае Северного
полушария закрутка газа идет в положительном направлении, в случае Южного -
в отрицательном. Численным расчетом методом характеристик описана динамика
выхода течения с плавным стоком на стационарный режим.

Для моделирования течения в вертикальной части ВЗП строятся начальные сла-
гаемые бесконечных сходящихся рядов как по степеням малых параметров, входящих
в СУГД регулярно, так и по степеням характеристической переменной в окрестности
контактной границы. Анализ построенных коэффициентов показал возможность су-
ществования течений, закрученных как по всему сечению вертикальной области, так
и только в его кольцевой части. Во втором случае в центральной части возможна
либо область вакуума, либо область покоящегося газа с ненулевой плотностью. По-
казано, что основные газодинамические характеристики в вертикальной части ВЗП
определяются величиной закрутки газа, поступающего из придонной части. И на их
значения влияние силы Кориолиса существенно меньше, чем влияние силы тяжести.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (код проекта 08-01-00052).
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ НЕЛИНЕЙНОГО РЕЗОНАНСА
ДЛЯ АБСТРАКТНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

В.С. Белоносов

Институт математики им. С.Л.Соболева СО РАН, Новосибирск
Новосибирский государственный университет

Типичная задача теории возмущений для гиперболических уравнений имеет вид

ü = −A2u+ εF (ωt, u),

где u(t) — функция со значениями в гильбертовом пространстве, A — неограничен-
ный линейный самосопряженный оператор, ε — малый параметр, F (τ, u) — непре-
рывное возмущение, периодическое или почти периодическое по τ , F (τ, 0) ≡ 0. Если
ε = 0, то нулевое решение данного уравнения устойчиво. Нас интересует явление
параметрического резонанса, то есть потеря устойчивости при сколь угодно малых
ε 6= 0, когда частота ω близка к определенным критическим значениям. Хорошо
известно, что для линейных уравнений критические частоты определяются спек-
тральными свойствами оператора A и возмущения F , причем амплитуды колеба-
ний решений возмущенных уравнений при резонансе экспоненциально возрастают
со временем. В нелинейном случае критические частоты зависят также от ампли-
туд колебаний, и если условия резонанса выполняются в начальный момент, то с
ростом амплитуды они могут нарушаться. Поэтому вместо неограниченного роста
наблюдаются “пульсации” амплитуд, теория которых разработана пока только для
гамильтоновых систем с конечным числом степеней свободы [1, 2].

В настоящем докладе соответствующая теория строится в бесконечномерном про-
странстве для квадратичных возмущений вида B(ωt)u + Q(u, u), где B(τ) — перио-
дический по τ линейный ограниченный оператор, а Q(u, v) — билинейная эрмитова
форма. Показано, что амплитуда колебаний решения u(t) на интервалах времени
порядка ε−1 приближенно описывается конечномерной динамической системой, за-
висящей от начальных значений u(0) и u̇(0). Эту систему можно найти методом
усреднения Крылова — Боголюбова, который приходится специальным образом мо-
дифицировать, чтобы преодолеть известную “проблему малых знаменателей”. В ре-
зультате удается объяснить качественную картину пульсации амплитуд при нелиней-
ном резонансе, а также предложить алгоритм приближенного вычисления решений
исходного уравнения.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 09–01–00221),
Президиума РАН (программа фундаментальных исследований № 2, проект № 121) и
АВЦП Рособразования (проект 2.1.1.4918).
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ОБ АСИМПТОТИКЕ КОЛМОГОРОВСКОЙ ε-ЭНТРОПИИ
КОМПАКТА БЕСКОНЕЧНО ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ

ФУНКЦИЙ (К ПРОБЛЕМЕ К.И.БАБЕНКО)

В.Н.Белых

Институт математики им. С.Л.Соболева СО РАН, Новосибирск

Решена проблема К.И. Бабенко [1, с. 301]: вычислен главный член асимптотики
колмогоровской ε-энтропииHε(X) компакта X периодических C∞-гладких функций,
ограниченно вложенного в пространство C непрерывных периодических функций. В
частности, для классов Жеврея [1] порядка α > 0 асимптотика H ε(X) при ε → 0
выражается формулой: H ε(X) ∼ B logα+1

2 (1/ε), где B > 0 – абсолютная постоянная.
Полученный результат явился своеобразным откликом на реальную потребность

вычислительной гидродинамики [2]: проблему продолжения “далеко” по времени глад-
ких решений трехмерных уравнений Эйлера. Известно, что указанная проблематика
– одна из труднейших в фундаментальной науке и до сих пор находится (в своей
точной математической постановке) вне компетенции современных аналитических и
численных методов (см. УМН, 2007, т. 62, вып. 3, с. 3-46, 95-116).

Существует, однако, возможность, не очень ограничивающая физический смысл
проблемы и приводящая к более простой математической задаче. Состоит она в
предположении потенциальности и осевой симметричности движения жидкости. При
этом исходная задача редуцируется к одномерному своему аналогу, описываемому
системой эволюционных (нелинейных) псевдодифференциальных уравнений, допол-
ненной данными Коши. Последнюю можно исследовать численными методами. Во-
прос о разумном ограничении числа n (степеней свободы конечномерного аналога
задачи Коши) оказывается здесь определяющим, поскольку связан с возможностью
доведения численного исследования всей задачи в целом до конца. Поэтому параметр
n минимизируется, исходя из принадлежности решения задачи компакту X перио-
дических C∞-гладких функций. При этом вычислению подлежит величина Hε(X),
связанная с параметром n неравенством А.Г. Витушкина n log2(1/ε) ≥ bHε(X), где
b > 0 – константа. Для классов Жеврея порядка α > 0 и ε ∼ 10−9 оптимальное
значение n оказывается сравнительно небольшим n ∼ 30.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (код проекта 11-01-00147-а) и Междисциплинарного интеграцион-
ного проекта № 40 Президиума СО РАН.
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КАРТИНЫ ВОЗМУЩЕНИЙ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ ПРИ
НЕЛИНЕЙНОМ ПРОФИЛЕ СКОРОСТИ НАБЕГАЮЩЕГО

ПОТОКА

А.Н.Богданов1, В.Н.Диесперов2

1Институт механики МГУ им. М.В.Ломоносова, Москва
2Московский физико-технический институт (государственный университет),
Долгопрудный Московской области

Исследование устойчивости свободно взаимодействующих трансзвуковых течений
выполнено, в основном, для линейного профиля продольной компоненты скорости в
пограничном слое (обзор выполненных работ см., например, [1]). Такой вид профиля,
все же, является исключительным и по простоте получающихся уравнений модели,
и по сложности его практической реализации. На практике реализуются профили
скорости более общего, чем простой линейный, вида. В этой связи представляет ин-
терес исследование поведения возмущений в случае другого, отличного от линейного,
вида профиля скорости. Аналитическое исследование задачи в достаточно закончен-
ном виде, используя преобразования Лапласа и Фурье, дает возможность провести
выбор квадратичного профиля u0 = y2. Хотя общность и этих результатов ограни-
чена, они освещают некоторые существенные закономерности развития возмущений
исследуемых течений и позволяют избежать абсолютизации полученных для линей-
ного профиля результатов.

Следует иметь в виду, что при квадратичном виде профиля скорости u0 = y2 тре-
ние на поверхности, определяемое как uy

∣∣
y=0

есть тождественный нуль. Примеры те-
чения в пограничном слое с нулевым трением на его границе известны — течение при
степенном законе убывания скорости во внешнем невязком течении [2], струя с пря-
молинейной осью [3]. Нулевое трение на границе течения является его особенностью,
главное — в точках нулевого трения на поверхности возможен отрыв пограничного
слоя. Оригинальные соображения о качественном характере течения в окрестности
точки отрыва пограничного слоя высказаны Ландау [4].

Имеется класс течений, в которых могут создаваться (формой обтекаемого тела,
углом его атаки) условия обращения поверхностного трения в нуль в одной толь-
ко точке поверхности. Детальный анализ таких задач привел к созданию теории
кромочного отрыва [5]. Обстоятельное исследование отрыва при сверхзвуковом сво-
бодном вязко-невязком взаимодействии проведено в [6].

Предотрывное течение может быть описано при выборе профиля скорости u0 =
y2 + y. В этом случае трение на обтекаемой поверхности y = 0 уже отлично от нуля.
Пример течения при малом поверхностном трении с областями отрыва — плоское
стационарное течение несжимаемой жидкости от источника, расположенного в точке
пересечения ограничивающих течение прямолинейных стенок, (решение Джеффри —
Гамеля) с вызванными малыми неровностями стенок локальными зонами возвратных
течений рассмотрен в [7].

Течение с профилем скорости

u0 = y2/2 +By
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было рассмотрено [6] для различных величин параметра B. Нетривиальным преоб-
разованием зависимых и независимых переменных уравнение развития возмущений
было сведено к линейному уравнению второго порядка с переменными коэффици-
ентами, решение которого выражалось через функции Бесселя и Струве. Решение
уравнения в случае квадратичного профиля, полученное в связи с изучением отры-
ва потока, приведено также в [8]. Указанное уравнение имело четвертый порядок,
решение выписывалось в виде ряда по степеням поперечной координаты. Ни урав-
нение, ни полученное решение не ставились в соответствие с известными типами
уравнений или специальных функций.

В настоящей работе с использованием трехпалубной модели свободного вязко-
невязкого взаимодействия на трансзвуковых скоростях исследовано развитие неста-
ционарных возмущений при квадратичном (u0 = y2/2 + y) профиле скорости невоз-
мущенного пограничного слоя. Показано, что в этом случае основное уравнение раз-
вития возмущений уже не сводится к уравнению Эйри, получаемое уравнение ока-
зывается гораздо более сложным для аналитического исследования — уравнением
Уиттекера. Основываясь на свойствах решений уравнения Уиттекера можно сделать
вывод, что для случая квадратичного профиля скорости поведение дисперсионных
кривых качественно отличается от поведения дисперсионных кривых при линейном
профиле скорости. Именно, присущий производной функции Эйри колебательный
характер изменения относительно действительной оси при отрицательных значениях
аргумента не является таковым для производной функции Уиттекера — количество
нулей ее ограничено и не превышает нескольких единиц. Это свидетельствует о ка-
чественной перестройке поля возмущений при отклонении профиля невозмущенной
скорости от линейного.
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ВЫВОД УРАВНЕНИЯ МАГНИТНОЙ ИНДУКЦИИ
ИЗ ГИПОТЕЗЫ МОЛЕКУЛЯРНЫХ ВИХРЕЙ ПО БОЛЬЦМАНУ

В.Л.Борщ

Днепропетровский национальный университет

Уравнение магнитной индукции B для идеальной проводящей среды [1]

∂B

∂t
= ∇× (u ×B), (1)

сохраняет магнитные линии и магнитный поток. Завихренность ω = ∇×u идеальной
жидкости [2] также удовлетворяет уравнению вида (1), порождая аналогию между B

и ω [3]. Известны различные обобщения [4] уравнения индукции (1) на неидеальные
проводящие среды, например, сохраняющее магнитные линии, включая их зацепле-
ние и узлы, но не магнитный поток [5]:

∂B

∂t
= ∇× (u× B) + λB, (2)

где λ — произвольная скалярная функция.

Разбор оригинального вывода [6] уравнения индукции (1) на основании гипотезы
молекулярных вихрей показал следующее. Во-первых, аналогом B служит не угловая
скорость вихря ω, а его периферийная скорость ω× r, т. е. вихревой импульс [7]. Во-
вторых, в [6] не учтено сохранение вихрями цилиндрической формы при движении
среды, что было замечено в [8]. В результате выведено уравнение индукции вида (2),
в котором функция λ выражается через квадратичную форму (B = |B| t) вида:

2 t · Ê · t = 2 εp, q tptq = 2 εp, q t
ptq = (∇qup +∇puq) t

ptq.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ТЕПЛА ОТ
ТЕПЛОИЗОЛИРОВАННОЙ СКВАЖИНЫ В УСЛОВИЯХ

ВЕЧНОЙ МЕРЗЛОТЫ
Н.А.Ваганова, М.Ю.Филимонов

Институт математики и механики УрО РАН, Екатеринбург

Обустройство и эксплуатация нефтяных скважин в районах распространения веч-
ной мерзлоты имеет ряд особенностей. В частности, для более длительного срока экс-
плуатации скважины, необходимо минимизировать распространение тепла в окружа-
ющий грунт.

Рассматривается задача о распространении тепла в грунте от нагретой и тепло-
изолированной скважины (трубы) с учетом фазового перехода. Расчетная область
представляет собой трехмерный параллелепипед, из которого удалена вертикальная
цилиндрическая скважина. Грунт может иметь неоднородную структуру, а также
включать в себя различные элементы, например, линзы льда, имеющие отличные
от окружающего грунта теплофизические параметры, различные слои отсыпки по-
верхности грунта и слои инженерных конструкций, окружающие скважину. На по-
верхности скважины задается постоянная температура. Для расчетов используется
экономичная неявная локально-одномерная аддитивная схема с целыми шагами.

Разработан комплекс программ предназначен для проведения численного моде-
лирования тепловых полей в приповерхностном слое грунта глубиной до 150 метров с
учетом термодиффузионных свойств грунта, теплообмена поверхности грунта с воз-
духом, в том числе и за счет потерь тепла на излучение и годового климатического
цикла.
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На рисунке представлено движение границы таяния грунта вокруг скважины
в течение 10 лет. Граница инженерных конструкций вокруг скважины обозначена
пунктиром. Серым цветом показана зона сезонного оттаивания грунта у поверхности.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (код проекта 10-08-96014), программы поддержки фундаменталь-
ных исследований Президиума РАН и программы интеграционных проектов между
УрО РАН, СО РАН и ДВО РАН.

НЕЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНЫ ПРИ ГОРЕНИИ И ДЕТОНАЦИИ

А.А.Васильев

Институт гидродинамики им. М.А.Лаврентьева СО РАН, Новосибирск
Новосибирский государственный университет

Представлены экспериментальные данные о нелинейных эффектах, наблюдаемых
при горении и детонации горючих смесей. Одно из таких явлений — переход горения
в детонацию, когда волна ламинарного горения с дозвуковой скоростью на уровне
см/с, определяемой только процессами переноса типа диффузии и теплопроводно-
сти, постепенно разгоняется за счет автотурбулизации до дозвуковых скоростей в
несколько десятков м/с и формирует перед фронтом пламени “предвестник” с дви-
жущимся газом. Скорость фронта пламени становится сильно зависящей от газоди-
намических параметров предвестника, в первую очередь — массовой скорости по-
тока, и видимая скорость становится равной сумме локальной скорости потока и
скорости традиционного горения в неподвижной смеси. При определенных условиях
волны сжатия от предвестника способны объединиться в ударную волну, которая
усиливаясь приводит к переходу течения от дозвука на сверхзвук, и при взрывном
протекании химической реакции — переходу от горения к детонации (ПГД). Обсуж-
даются вопросы корректного моделирования ПГД, обусловленного сложным газоди-
намическим взаимодействием волн разрежения и сжатия, осложненным протеканием
химических реакций и изменением параметров потока на много порядков.

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЭЙЛЕРА — ДАРБУ УРАВНЕНИЯ
ФОККЕРА — ПЛАНКА

И.В. Веревкин

Институт вычислительного моделирования СО РАН, Красноярск

Одним из эффективных способов построения решений заданного дифференци-
ального уравнения является сведение его к изученному уравнению. В монографии
[1] описан класс линейных дифференциальных уравнений с частными производными
и преобразования Эйлера — Дарбу (ЭД), переводящие решения одного уравнения в
решения преобразованного уравнения того же типа. В настоящей работе исследуются
преобразования ЭД для уравнения Фоккера — Планка (ФП) вида

ut = (F (x)u)xx + (G(x)u)x.
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Для указанного уравнения построены преобразование ЭД первого порядка и порядка
k, а также противоположное преобразование ЭД, переводящее решения преобразо-
ванного уравнения ФП в решения исходного уравнения ФП. Кроме этого, показано,
каким образом можно строить решения многомерных уравнений ФП, имеющих вид:

ut = (Fij(x)u)xixj
+ (Gi(x)u)xi

,

где Fij — матрица, а x = (x1, · · · , xn) — вектор независимых переменных. Для этого
требуется, чтобы коэффициенты Fij образовывали диагональную матрицу и элемен-
ты Fii, а также соответствующие функции Gi, зависели только от переменной xi. В
качестве примера построены решения уравнения ФП, удовлетворяющие заданным
начально-краевым условиям.
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЗОНЫ ТУРБУЛЕНТНОГО СМЕШЕНИЯ
С ЛОКАЛЬНЫМ ВОЗМУЩЕНИЕМ ПОЛЯ ПЛОТНОСТИ В

ПИКНОКЛИНЕ

О.Ф.Воропаева, Г. Г.Черных

Институт вычислительных технологий СО РАН, Новосибирск
Новосибирский государственный университет

Динамика локальных возмущений поля плотности и турбулентных образований
(зон турбулентного смешения, пятен турбулентности) оказывает существенное влия-
ние на формирование тонкой микроструктуры гидрофизических полей в устойчиво
стратифицированной жидкости [1]. Численное моделирование подобных течений на-
чато в СО РАН в 70-е годы [2]. В настоящее время экспериментальное, теоретическое
и численное исследование эволюции одиночных локальных турбулентных и лами-
нарных образований в пикноклине проводится весьма активно. Развитие локальных
возмущений в пикноклине с достаточно узкой высокоградиентной прослойкой ха-
рактеризуется генерацией внутренних волн солитонного типа, приводящих к хорошо
выраженному осредненному движению.

В настоящей работе представлена численная модель и исследовано плоское тече-
ние, возникающее при взаимодействии зоны турбулентных возмущений и локального
ламинарного возмущения поля плотности (неполное перемешивание) в пикноклине.
Задача рассмотрена с привлечением осредненных по Рейнольдсу уравнений гидро-
динамики в приближении Обербека — Буссинеска, замкнутых на основе модифи-
цированной (e − ε) модели турбулентности. Численное интегрирование уравнений
основано на использовании метода расщепления по пространственным переменным.
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В начальный момент времени в высокоградиентной прослойке пикноклина зада-
ются два возмущения — турбулентное пятно и локальное возмущение поля плотно-
сти. Локальное возмущение поля плотности генерирует две уединенные внутренние
волны, одна из которых встречается с эволюционирующим турбулентным пятном
и порождаемыми им внутренними волнами. Расчеты показывают, что, если энер-
гия локального возмущения поля плотности достаточно велика, то генерируемое им
осредненное движение может поддерживать турбулентность в зоне турбулентного
смешения и “продлевать жизнь” последней. Подробное изложение результатов рас-
четов представлено в [3].

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (коды проектов 10-01-00435а, 09-05-01149).
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НЕУСТОЙЧИВОСТЬ РЕЛЕЯ — ТЕЙЛОРА В ТЕОРИИ
ФИЛЬТРАЦИИ

О.В. Гальцев, А.М.Мейрманов

Белгородский государственный университет

Настоящий доклад посвящен исследованию неустойчивости Релея — Тейлора при
движении двух вязких несжимаемых несмешивающихся жидкостей различной плот-
ности, разделенных свободной поверхностью. Эта задача имеет важное теоретическое
и практическое значение [1], как в классической, так и в подземной гидродинамике.
Если динамика жидкостей описывается системой уравнений Стокса, то существо-
вание единственного классического решения (т.е. решения с гладкой поверхностью
раздела) в целом по времени было установлено в [2]. В теории фильтрации аналогич-
ная задача называется задачей Маскета и в своей классической постановке состоит
из уравнений фильтрации Дарси в каждой из областей, занятых однородной жид-
костью, и стандартных условий на поверхности контактного разрыва. Естественным
образом определяется обобщенное решение задачи Маскета. Вопрос о существовании
классического либо обобщенного решения (в целом по времени) остается открытым
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до настоящего времени. Мы предлагаем строгое описание движения двух несмеши-
вающихся жидкостей в пористых средах как результат усреднения точной микроско-
пической модели. В этой модели динамика жидкостей описывается системой урав-
нений Стокса, а динамика упругого скелета — системой уравнений Ламе. Формаль-
ное усреднение модели для абсолютно твердого скелета приводит к задаче Маске-
та. Неформальное усреднение этой модели вызывает непреодолимые (до настоящего
времени) трудности, в то время как учет упругих свойств твердого скелета позво-
ляет строго вывести новую корректную феноменологическую модель, которую назо-
вем задачей Маскета для вязко-упругой фильтрации [3]. Численное моделирование
точной микроскопической модели для различных структур порового пространства
показывает, что в усредненной модели для абсолютно твердого скелета происходит
перемещение более тяжелой жидкости вниз в результате перемешивания жидкостей.
То есть вместо свободной границы наблюдается зона перемешивания (mushy region).
Если же учитывать упругие свойства твердого скелета, то перемещение более тяже-
лой жидкости вниз происходит при наличии свободной поверхности (классическое
решение).

Работа выполнена в рамках ФЦП “Научные и научно-педагогические кадры ин-
новационной России” на 2009–2013 годы (госконтракт № 02.740.11.0613).
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МУЛЬТИИНТЕГРАЛЫ ЭЙЛЕРА В КОЛЬЦАХ
ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Е.И. Ганжа

Красноярский госпедуниверситет им. В.П.Астафьева, Красноярск

Мультиинтегралом Эйлера на плоскости назовем выражение вида

I = L1(x, y)ϕ1(x) + . . .+ Ls(x, y)ϕs(x), (1)

где ϕi(x) — произвольные функции одной переменной x, а Li(x, y) = ai0(x, y) +
ai1(x, y)Dx + . . . + aini

(x, y)Dni
x (x) — заданные линейные обыкновенные дифферен-

циальные операторы по x с коэффициентами, зависящими от x, y. Подобные вы-
ражения обобщают решения, возникающие в каскадном методе Лапласа интегри-
рования гиперболических уравнений второго порядка на плоскости [1, 2]. В работе
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[3] обсуждалось понятие редуцируемости мультиинтегралов Эйлера, были получены
конструктивные алгоритмические способы проверки неприводимости или редукции
заданного интеграла (мультиинтеграла) к неприводимому.

В данной работе мы обобщаем полученные ранее результаты на псевдодифферен-
циальный случай. Именно, рассматриваются конечные выражения вида

I =

s∑

i=1

Li(x, y)ϕi(x) +

m∑

k=1

ak(x, y)D
−1
y bk(x, y)ψk(y), (2)

где ϕi(x), ψk(y) — произвольные функции одной переменной, Li(x, y), как и выше
— заданные линейные обыкновенные дифференциальные операторы по x, а ak(x, y),
bk(x, y) — функции от x, y. Доказывается, что наличие интегралов вида (2) у уравне-
ний Лапласа на плоскости (при s = m = 1) эквивалентно простейшим соотношениям
в кольце Оре псевдодифференциальных операторов.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 09-01-00762а) и
гранта НШ-7256.2010.1 поддержки ведущих научных школ.
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ДВИЖЕНИЕ КОЛЬЦА ВЯЗКОЙ КАПИЛЛЯРНОЙ
ЖИДКОСТИ

Е.А. Гербер, В.Н.Кутрунов

Тюменский государственный университет

Представлена постановка задачи о плоском вращательно-симметричном движе-
нии по инерции кольца несжимаемой капиллярной жидкости в рамках неклассиче-
ской модели гидродинамики [1]. Классификация моделей чисто механического конти-
нуума, разработанная В.О.Бытевым, позволяет предложить следующий вид тензора
напряжений в случае его линейной зависимости от тензора скоростей деформации:

Π = −pI + 2ρMD, (1)
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где p — гидростатическое давление, I — единичный тензор, ρ — плотность, D —
тензор скоростей деформации,

M =

(
ν ν0
−ν0 ν

)

— матрица кинематической вязкости, в которой ν — обычная, диссипативная вяз-
кость и ν0 — недиссипативная вязкость, последняя может иметь любой знак.

Рассматриваемое движение с учетом (1) может быть описано математической мо-
делью, которая представляет собой модифицированные уравнения Навье — Стокса:





∂u

∂t
+ (u,∇)u−M∆u +∇p = 0,

divu = 0.

(2)

Здесь u = (U, V ) — вектор скорости.
С граничными условиями (согласно [4]):





Π · ~n+ pgi~n = 2σHi~n+∇grσ |r=Ri(τ,ϕ),

d(r − Ri(τ, ϕ))

dt
= 0,

(3)

где ~n — вектор нормали к свободной границе, pgi — давление газовой среды внутри
и вне кольца, Hi — средняя кривизна поверхностей раздела, ∇gr — оператор поверх-
ностного градиента, Ri(τ, ϕ) — явное уравнение свободной границы.

Решение задачи (2) без учета сил поверхностного натяжения и анализ результатов
представлены в [2]. При равенстве нулю недиссипативной вязкости (ν0 = 0) задача
сводится к классической, которая изучена в работе О.М.Лаврентьевой [3].

В данной работе предлагаются результаты численного моделирования поставлен-
ной задачи и анализ полученных результатов.
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ТРАНСЗВУКОВЫЕ ТЕЧЕНИЯ ГАЗА С НЕПЛОСКИМИ
УДАРНЫМИ ВОЛНАМИ

С.В. Головин1,2, М.Ю.Казакова2

1Институт гидродинамики им. М.А.Лаврентьева СО РАН, Новосибирск
2Новосибирский государственный университет

В качестве одной из простейших моделей для описания трансзвуковых течений
газа используется нелинейное уравнение Кармана — Гудерлея, задающее возмуще-
ния равномерного потока, двигающегося со скоростью звука [1, 2]. Это уравнение
применяется для моделирования течений газа в соплах в окрестности поверхности
перехода через скорость звука, либо в задачах обтекания тел в окрестности местной
сверхзвуковой зоны. Точные инвариантно-групповые решения уравнения Кармана
— Гудерлея были проклассифицированы в [3]. Было выяснено, что в рамках некото-
рых из рассматриваемых классов решений течение газа не может оставаться непре-
рывным во всей области. Данное ограничение преодолевается либо путем введения
специальных стенок, ограничивающих область течения, либо, что более естественно,
путем расширения класса допустимых решений и рассмотрения течений с ударными
волнами. Типичные представители таких классов течений задаются инвариантными
решениями, в которых поверхность уровня (поверхность постоянства инвариантной
искомой функции) представляет собой обобщенную винтовую поверхность.

Целью работы является исследование инвариантных решений уравнения Кар-
мана — Гудерлея для описания трехмерных течений газа с ударными волнами на
неплоских поверхностях. Такие решения существуют в двух подмоделях, сводящихся
к обыкновенным дифференциальным уравнениям второго порядка. В работе прове-
ден качественный анализ интегральных кривых на фазовой плоскости для каждого
из уравнений. Показано, что в обоих случаях единственной интегральной кривой, от-
вечающей решению с ударной волной, является сепаратриса седловой особой точки.
Для построения решения было исследовано глобальное поведение данных сепара-
трис. Были определены значения параметров при которых на сепаратрисе существу-
ют сопряженные точки, удовлетворяющих условиям Ренкина — Гюгонио на ударной
волне. Исследование периодов полученных решений показало, что возможны случаи
нескольких вложенных ударных волн на винтовых поверхностях.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 08-01-00047),
Программы поддержки ведущих научных школ (НШ-4368.2010.1) и молодых докто-
ров наук (МД-168.2011.1), а также Интеграционного проекта СО РАН №65.
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КЛАССИФИКАЦИЯ СТАЦИОНАРНЫХ ТЕЧЕНИЙ
ЭЛЕКТРОПРОВОДНОЙ ЖИДКОСТИ С ПОСТОЯННЫМ

ПОЛНЫМ ДАВЛЕНИЕМ

С.В. Головин1,2, М.К.Крутиков2

1Институт гидродинамики им. М.А.Лаврентьева СО РАН, Новосибирск
2Новосибирский государственный университет

В работе [1] при помощи введения естественной криволинейной системы коорди-
нат, в которой линии тока и магнитные силовые линии играют роль координатных
кривых, выделен и описан класс точных решений уравнений идеальной магнитной
гидродинамики (МГД) с постоянным полным давлением. Доказано, что максвеллов-
ские поверхности, сотканные из линий тока и магнитных линий, в таких течениях
являются поверхностями переноса. Они получаются параллельным переносом одной
пространственной кривой вдоль другой пространственной кривой, причем обе зада-
ются с существенным функциональным произволом. Построены отдельные примеры
решений, обладающие функциональным произволом в две функции двух перемен-
ных и одну функцию одной переменной. Однако полное описание таких решений не
было дано в связи с существенной технической сложностью исследования.

В настоящей работе дана исчерпывающая классификация решений уравнений
идеальной МГД, в которых полное давление (сумма обычного и магнитного давле-
ний) постоянно во всей области течения. Для решения задачи потребовалось описать
решения векторного волнового уравнения, удовлетворяющие геометрическому усло-
вию сохранения объема. Сложность задачи заключалась в необходимости классифи-
кации случаев разделения переменных в скалярном уравнении, задающем условие
несжимаемости, и последующем интегрировании переопределенных систем нелиней-
ных дифференциальных уравнений.

Проведенное исследование основывано на систематическом применении преобра-
зований эквивалентности полученных систем уравнений, использовании геометриче-
ских свойств получаемых решений и общей теории анализа переопределенных систем
дифференциальных уравнений. В результате анализа выделены 7 различных клас-
сов течений с постоянным давлением, среди которых есть и существенно новые по
сравнению с найденными в [1]. Полученные точные решения обладают значительным
функциональным произволом и описывают струйные течения идеальной бесконечно
электропроводной жидкости. В работе дается физическое описание течений, опреде-
ляемых отдельными классами полученных решений.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 08-01-00047),
Программы поддержки ведущих научных школ (НШ-4368.2010.1) и молодых докто-
ров наук (МД-168.2011.1), а также Интеграционного проекта СО РАН №65.

Список литературы

[1] Golovin S.V. Analytical description of stationary ideal MHD flows with constant total
pressure. Phys. Lett. A. 2010. V. 374 P. 901–905.



Григорьев Ю.Н., Ершов И.В. 27

НЕЛИНЕЙНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ
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В докладе рассматривается устойчивость плоского течения Куэтта колебательно
неравновесного двухатомного газа. Течение описывается системой уравнений двух-
температурной гидродинамики, где релаксация вращательных мод молекул учитыва-
ется коэффициентом объемной вязкости, а колебательной моды — уравнением Лан-
дау — Теллера. Коэффициенты переноса предполагаются зависящими от статической
температуры потока.

Из уравнений исходной системы выводятся уравнения для возмущений гидро-
динамических переменных. Последние рассматриваются в двух вариантах — лине-
аризованном для малых амплитуд возмущений и нелинейном без ограничения на
амплитуды. Для этих систем получены уравнения энергетического баланса полной
пульсационной энергии и сформулирована вариационная задача для критического
числа Рейнольдса. Соответствующие уравнения Эйлера — Лагранжа после отде-
ления периодических переменных приводятся к спектральным задачам для систем
обыкновенных дифференциальных уравнений, где спектральным параметром слу-
жит число Рейнольдса. Рассмотрены качественные свойства спектров, общие для
линеаризованного и нелинейного случаев. Задачи решались численно методом кол-
локаций с использование QZ-алгоритма. Расчеты показали, что в обоих случаях
тенденции поведения критических чисел Рейнольдса Recr совпадают. Минимальные
значения достигаются на продольных модах. Возрастание степени неравновесности
колебательной энергии и времени колебательной релаксации в диапазонах, реальных
для двухатомных газов, при фиксированных числах Маха потока и объемной вяз-
кости приводит к росту значений критических чисел Рейнольдса. Увеличение числа
Маха и объемной вязкости также приводит к возрастанию значений критических
чисел Рейнольдса. Вместе с тем Recr в нелинейном случае значительно превышают
соответствующие значения для линеаризованной задачи.

Было выполнено сравнение энергетического вариационного подхода для лине-
аризованной системы возмущений с ее исследованием в рамках линейной теории
устойчивости. Показано, что в последнем случае, как и для несжимаемой жидкости,
течение Куэтта колебательно неравновесного двухатомного газа абсолютно устойчи-
во. В то же время вариационный подход дает конечные, хотя и заниженные значения
критических чисел Рейнольдса Recr.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (код проекта 08-01-00116).
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КАНОНИЧЕСКИЕ ФОРМЫ СЕМЕЙСТВ ЛИНЕЙНЫХ
УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

СМЕШАННОГО ТИПА НА ПЛОСКОСТИ

А.А.Давыдов, ЧиньТхиЗиепЛинь

Владимирский гос. университет им. А. Г. и Н. Г.Столетовых, Владимир

Теория канонических форм линейных уравнений второго порядка с частными
производными смешанного типа на плоскости берет свое начало с работ Ф.Трикоми
и М.Чибрарио. Период ее бурного развития пришелся на конец прошлого века, когда
к 1996 году были получены гладкие канонические формы для всех типичных случаев
[1]. Затем появились работы по теории канонических форм семейств уравнений (см.
работу [2] и библиографию в ней), но теория здесь еще далека от совершенства.

Основной результат нашей работы — это конечно гладкие канонические формы
семейств уравнений смешанного типа на плоскости вблизи нерезонансных сложенных
особых точек сети их характеристик.

Теорема Для любого натурального r ≥ 2 семейство уравнений

a(x, y, ǫ)uxx + 2b(x, y, ǫ)uxy + c(x, y, ǫ)uyy = f(x, y, u, ux, uy, ǫ),

где a, b, c — гладкие функции и f — некоторая функция, с параметром ǫ ∈ R
m≥1,

имеющее при ǫ = ǫ0 нерезонансную сложенную особую точку P семейства характе-
ристик этого уравнения типа седло либо узел (фокус), приводится вблизи точки
(P, ǫ0) к семейству

uxx + (k(ǫ)x2 − y)uyy = f̃(x, y, u, ux, uy, ǫ)

c некоторой функцией f̃ и k(ǫ) = α(ǫ)(α(ǫ) + 1)−2/4 (соответственно k(ǫ) = (1 +
α(ǫ)2)/16), где α(ǫ) — соответствующая деформация показателя особой точки, под-
ходящим выбором расслоенных над параметром локальных Cr-координат с началом
в этой точке и умножением уравнения на не обращающуюся в ноль Cr-функцию
от x, y и ǫ. Показатель особой точки векторного поля вычисляется как отноше-
ние наибольшего по модулю собственного числа матрицы линеаризации поля в этой
точке к наименьшему для седла и узла, и как модуль отношения мнимой части к
вещественной для фокуса; для сложенных особых точек определение аналогично [1].

Работа выполнена при финансовой поддержке АВЦП РНПВШ (проект 2.1.1/5568).
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CАМОИНДУЦИРОВАННЫЙ ОТРЫВ ЛАМИНАРНОГО
ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ И ПРОЦЕССЫ ВЯЗКО-НЕВЯЗКОГО
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ НАД ПОРИСТОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ

Д.С.Данилов1, И.И.Липатов1, Г.Ю.Толкачев2

1ЦАГИ, Московская область, Жуковский,
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Исследовано локальное течение в пограничном слое в окрестности пористого эле-
мента поверхности. На основе асимптотического анализа сформулированы математи-
ческие модели и определены параметры подобия. Представлены численные и анали-
тические результаты, описывающие процессы вязко-невязкого взаимодействия лами-
нарных течений около пористых поверхностей. Такой метод пассивного управления
течением в пограничном слое может использоваться для устранения отрыва, а так-
же для затягивания ламинарно-турбулентного перехода. Показано, что давление в
точке отрыва при увеличении коэффициента пористости практически не меняется,
в то время как градиент давления увеличивается. Это означает, что длина области
возмущенного течения уменьшается с ростом коэффициента пористости. Создание
новых материалов, в частности технология производства пористых металлов при-
вели к возможности разработки новых методов управления течением в погранич-
ном слое. Во многих случаях можно предположить, что распределенный массообмен
подчиняется закону Дарси или реализуется линейная зависимость между распреде-
лением вертикальной скорости на поверхности и распределением перепада давления.
С математической точки зрения это условие позволяет пересмотреть многие ранее
полученные классические результаты для описания самоиндуцированного отрыва
в случае пассивного управления течением в пограничном слое. Соответствующая
модель включает в себя уравнения пограничного слоя с дополнительным условием,
определяющим распределение давления. Оказалось, что для случая нестационарного
самоиндуцированного отрыва или для описания процессов длинноволновой неустой-
чивости необходимо рассматривать модифицированный закон Дарси, учитывающий
запаздывание по времени.

НЕЛИНЕЙНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ВОЛНОВЫХ ПАКЕТОВ
В НЕУСТОЙЧИВЫХ СИСТЕМАХ РЕАКЦИЯ — ДИФФУЗИЯ

И.В. Елюхина

Южно-Уральский государственный университет, Челябинск

Развивается подход к редукции PDE к общему нелинейному параболическому
уравнению для исследования долговременного поведения систем после потери устой-
чивости. Рассмотрены модели типа реакция-диффузия

∂Y/∂t = D∂Y/∂x+ N(Y),



30 Елюхина И.В.

описывающие процессы самовоспламенения и распространения пламени [1].
При редукции малые возмущения Ỹ представляются в виде A exp i (kx− ωt)+k.c.,

где A =
∫ ∆k

−∆k
F (k0 + δk) exp i

(
δk x− ∂ω/∂k|k0 δk t− 0.5 ∂2ω/∂k2|k0 δ

2k t− ε2̟it
)
dδk+

O(ε3), ω = ωr + iωi, и принимается, что 1) ширина полосы волновых чисел мала:
δk/k0 << 1; 2) неустойчивость слабая: ∂ωi/∂k << 1 на кривой нейтральной устой-
чивости; 3) δk/k = O(ε), ỹ/ y0 = O(ε), ωi = ε2̟i = O(ε2); ε << 1 [2] . Параметры
линейной устойчивости находятся из дисперсионного уравнения. Для удаления се-
кулярных членов в систему, записанную как LỸ = N, вводится присоединенная
матрица L∗: L∗LỸ = L∗N. Применяя метод многомасштабных разложений (x0 = x,
x1 = εx; ∂/∂t = ∂/∂t0+ε∂/∂t1+ε

2∂/∂t2 ; L = L0+εL1+ε
2L2+ε

3L3 и т.д.), группируют-
ся члены при одинаковых степенях ε: например, (L∗

0L1 + L∗
1L0) Ỹ1 +L∗

0L0Ỹ2 = L∗
0N2

при ε2, (L2)11 = ∂/∂t2 −D1(∂
2/∂x21)− 2D1(∂

2/∂x0∂x2). С учетом решений 1-го и 2-го
приближений и ряда преобразований, в т.ч. перехода к переменным x2 − (∂ωr/∂k)t2
и t2, из уравнения для секулярных членов при 1-й гармонике на основании 3-го при-
ближения

(L∗
0L2 + L∗

1L1 + L∗
2L0) Ỹ1 = L∗

0N3

для амплитуды огибающей получаем

∂A

∂t2
+
i

ε

∂ωi

∂k

∂A

∂x1
−
i

2

(
∂2ωr

∂k2
+ i

∂2ωi

∂k2

)
∂2A

∂x21
=
ωi

ε2
A− (β1 + iβ2) |A|

2A. (1)

Выражения для коэффициентов (1) найдены в явном виде; здесь β1, β2 – постоян-
ные Ландау, ∂ωr/∂k – групповая скорость, ∂ωi/∂k, ∂

2ωi/∂k
2, ∂2ωr/∂k

2 характеризуют
отклонение центра волнового пакета от гармоники максимального инкремента, дис-
персию инкремента и групповой скорости. В отличие от CGLE, (1) позволяет, в част-
ности, описать расположение центра не на гармонике максимального инкремента, т.е.
изучить нелинейное взаимодействие между пакетами с центрами на различных гар-
мониках и для кривых инкремента сложного вида, с точками перегиба. Уравнение (1)
проанализировано на основе показателей Ляпунова, метрического инварианта дина-
мических систем Колмогорова — Синая и отображения Пуанкаре на плоскости. В его
рамках обсуждены закономерности перехода от одного типа взаимодействия к дру-
гому и возникновения структур, в т.ч. таковые для самоорганизации, маломодового
хаоса и многомодовой турбулентности, касающиеся изменения в распределении энер-
гии по спектру и зависимости фазы или частоты от амплитуды возмущений. Развиты
приложения к тепломассообменным процессам при химических превращениях.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 10-08-00536).
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Работа посвящена исследованию проблемы интегрируемости нелинейных двумер-
ных систем уравнений

uxy = F (u, ux, uy) (u
i
xy = F i, i = 1, 2, . . . , n). (1)

Последние описывают широкий класс нелинейных явлений в самых различных об-
ластях теоретической и математической физики.

Изучаемые системы (1) обладают нетривиальной группой внутренних симметрий,
генерируемой алгеброй Ли — Беклунда. Симметрийный метод классификации инте-
грируемых уравнений очень эффективен в случае эволюционных уравнений, однако,
при симметрийной классификации гиперболических уравнений возникают серьезные
технические трудности даже в простейшей ситуации (см., например, [1], [2]).

В предлагаемой работе для решения классификационной задачи используется ме-
тод, связанный с характеристической алгеброй. Идеи этого алгебраического подхода
были предложены в классических работах Дарбу, Гурса, Вессио и других авторов
(см., например, [3], [4]), однако окончательное его формирование произошло сравни-
тельно недавно.

В настоящей работе рассматриваются системы уравнений (1) для n = 2 облада-
ющие интегралами первого и второго порядка:

ω1(u1, u2, u11, u
2
1), ω

2(u1, u2, u11, u
2
1, u

1
2, u

2
2),

ω̄1(u1, u2, ū11, ū
2
1), ω̄

2(u1, u2, ū11, ū
2
1, ū

1
2, ū

2
2).

Проведена классификация таких систем, построены их интегралы и общие решения.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-

ных исследований (коды проектов 10-01-00088-а, 10-01-91222-СТ-а).
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О МОДЕЛИ МЕЛКОЙ ВОДЫ НА СФЕРЕ

А.В.Иванова, В. В.Остапенко, А.А.Черевко, А.П.Чупахин

Институт гидродинамики им. М.А.Лаврентьева СО РАН, Новосибирск
Новосибирский государственный университет

Модель мелкой воды на вращающейся притягивающей сфере описывает крупно-
масштабные движения воды в мировом океане и газа в атмосфере. Она является
системой гиперболического типа на компактном многообразии. Это влечет необхо-
димость рассмотрения движений с сильными и слабыми разрывами, области опре-
деления которых покрывают всю сферу.

В докладе описываются точные решения различных типов: состояние равновесия,
простые стационарные волны, все параметры которых зависят только от широты.
Построены решения такого вида с контактными разрывами и ударными волнами
типа бора на сфере.

Приведены результаты численных экспериментов по расчету движений описыва-
ющих в начальный момент времени возвышение свободной поверхности различной
геометрии на некотором участке сферы (подводные хребты). Эти расчеты демон-
стрируют нетривиальную картину взаимодействия волновых фронтов на сфере.

Работа выполнена при финансовой поддержке НШ-4368.2010.1, Минобразования
РФ 2.1.1/3543 и Интеграционного проекта СО РАН № 40.

УСТОЙЧИВОСТЬ ЛОКАЛИЗОВАННЫХ ВОЛН В
ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ УПРУГИХ ОБОЛОЧКАХ,

НАПОЛНЕННЫХ ЖИДКОСТЬЮ

А.Т.Ильичев

Математический ин-т им. В.А. Стеклова РАН, Москва

Так как эксперименты показывают, что волны давления, распространяющиеся в
артериях, обнаруживают нелинейные характеристики, возникло и непрерывно про-
должается исследование распространения уединенных волн в наполненных жид-
костью мембранных трубах, моделируемых мембранной осесимметричной оболоч-
кой. Одним из возможных приложений такого исследование является использование
нелинейного волнового распространения для медицинского контроля за состояни-
ем артерий. Другое — динамические эффекты, связанные с распространением волн,
могут играть существенную роль при разрыве аневризмы, который является фаталь-
ным (аневризма — локализованное выпучивание на артериях и при ее диагностиро-
вании следует принять решение, оперировать ее или оставить).

Аневризма очень хорошо моделируется стоячей уединенной волной выпучивания
конечной амплитуды на мембранной трубе заполненной жидкостью. Устойчивость
такой уединенной волны характеризует устойчивость аневризмы и в линейной ста-
дии исследована в работе. Анализ полных нелинейных уравнений, описывающих рас-
пространение волн в осесимметрических упругих трубах, заполненных жидкостью,
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также включает исследование кинков, которые двоякоасимптотичны к разным посто-
янным. Подобные волны не могут быть описаны в рамках слабонелинейного анализа.

Амплитуда уединенных волн данного семейства не может расти бесконечно. При
росте амплитуды уединенных волн, их форма изменяется: наверху уединенной волны
появляется “плато” и вторая производная в точке максимума стремится к нулю. При
достижении нулевого значения второй производной образуется кинк. Это верно как
для семейства стоячих уединенных волн, так и для недавно обнаруженных семейств
бегущих уединенных волн (см. [1]).

Cемейство стоячих уединенных волн в мебранной трубе наполненной жидкостью,
неустойчиво относительно осесимметричных возмущений. Параметром семейства слу-
жит предварительная деформация в трубе. Неустойчивость связана с существова-
нием неустойчивой собственной функции, отвечающей неустойчивому собственному
значению, вещественная часть которого больше нуля (собственное значение распо-
ложено в правой комплексной полуплоскости спектрального параметра). В данной
работе построена функция Эванса, аналитическая в правой комплексной полуплос-
кости спектрального параметра, нули которой в этой полуплоскости совпадают с
неустойчивыми собственными значениями. Построение функции Эванса проведено
численно-аналитическими методами при помощи одного из аналитических пакетов
программ.
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ПРИМЕНЕНИЕ ОБОБЩЕННОЙ ЗАДАЧИ КОШИ
ДЛЯ ОПИСАНИЯ НЕКОТОРЫХ ТЕЧЕНИЙ ГАЗА

С УДАРНЫМИ ВОЛНАМИ

А.Л.Казаков

Институт динамики систем и теории управления СО РАН, Иркутск

Отличие обобщенной задачи Коши (ОЗК) от задачи Коши в традиционной поста-
новке состоит в том, что в ОЗК начальные данные ставятся не на одной, а на двух
или более поверхностях [1].

Впервые применил ОЗК для исследования течений газа с ударными волнами
В.М.Тешуков. В частности, им было установлено, что газодинамические задачи о
резком вдвижении в газ непроницаемого поршня, о регулярном отражении ударной
волны от жесткой стенки, о взаимодействии криволинейных фронтов ударных волн
описываются ОЗК с данными на двух поверхностях [2, 3, 4].

В дальнейшем было показано, что некоторые течения газа в окрестности оси или
центра симметрии, в том числе с отраженными ударными волнами также описыва-
ются ОЗК (для систем с особенностями) [5, 6].
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В настоящей работе для двух ОЗК с данными на двух поверхностях, возникающих
в газовой динамике, доказаны теоремы существования и единственности решений в
классе аналитических функций, которые дополняют и уточняют ранее доказанные
[6]. С использованием указанных теорем для численного решения задач строятся
неявные разностные схемы. Системы разностных уравнений сводится к трехдиаго-
нальным системам линейных алгебраических уравнений. Выполнена программная
реализация, которая протестирована на модельных примерах, проведены иллюстри-
рующие численные расчеты.
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МЕТОД ЛАПЛАСА — МУТАРА ИНТЕГРИРОВАНИЯ
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

О.В.Капцов

Институт вычислительного моделирования СО РАН, Красноярск

В докладе описывается метод интегрирования нелинейной системы Мутара про-
извольного порядка

h1 = h− (ln h)′′, h2 = h1 − (ln hh1)
′′, . . . , hn = hn−1 − (ln hh1 · · ·hn−1)

′′ = 0.

Метод основан на преобразованиях Лапласа и Мутара для обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений.

Основным результатом является следующее утверждение. Система Мутара обла-
дает решением

h = −2(lnW (ϕ1, . . . , ϕn))
′′,
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где ϕi = aie
kix + bie

−kix, ai, bi ∈ R, ki ∈ C ki 6= kj при i 6= j, W — вронскиан функций
ϕ1, . . . , ϕn.

Систему можно отнести к непериодическим цепочкам Тоды с матрицей Картана
Cn. Простота метода позволяет надеяться на его дальнейшее развитие.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (проект 11-01-00049), СО РАН (интеграционный проект 103) и
гранта поддержки ведущих научных школ НШ-7256.2010.1.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ВОЛНОВЫХ
ПАКЕТОВ, ВОЗНИКАЮЩИХ В ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ ПРИ

ЕГО ИМПУЛЬСНОМ ВОЗБУЖДЕНИИ

М.М.Катасонов1, П. А.Мотырев1, Д. С. Сбоев2

1Институт теоретической и прикладной механики им. С.А.Христиановича СО
РАН, Новосибирск
2ЦАГИ, Москва

В последние годы детально рассматривается потенциальная возможность суще-
ственного снижения сопротивления обтекаемых тел путем затягивания ламинарно-
турбулентного перехода в пограничном слое методами активного управления при-
стенным течением. Такие методы, например, с использованием микроэлектромеха-
нических систем (Microelectromechanic systems MEMS), предполагают локальное им-
пульсное воздействие на вихревые возмущения, присутствующие в слое сдвига на
ранних этапах их развития [1]. Однако в случае импульсного воздействия, в погра-
ничный слой вводится возмущение с широким спектром частот, часть из которых
попадает в область неустойчивости течения (если таковая имеется). В результате в
пограничном слое возникает волновой пакет, который будет быстро нарастать ниже
по потоку и может привести к образованию турбулентного пятна, т.е. положитель-
ного эффекта управления не будет достигнуто. Данный волновой пакет получил на-
звание “предвестник”, поскольку предшествует фронту локализованного возмущения
(резкому изменению скорости) [2].

Настоящая работа посвящена экспериментальному изучению волновых пакетов
(предвестников) возникающих в пограничном слое прямого крыла в областях, пред-
шествующих резкому локальному изменению скорости потока внутри погранично-
го слоя (фронты локализованного возмущения, генерируемого импульсным вдувом-
отсосом воздуха). Эксперименты проводились в контролируемых условиях, с исполь-
зованием методики введения искусственных возмущений, в дозвуковой аэродинами-
ческой трубе МТ-324 ИТПМ СО РАН на модели прямого крыла при различном
уровне турбулентности набегающего потока в рабочей части.

Работа поддержана грантом Президента РФ для государственной поддержки мо-
лодых российских ученых (МД-3973.2011.1).
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ДИНАМИКА ЗАРОДЫШЕЙ КАВИТАЦИИ И СТРУКТУРА
ВОЛНОВОГО ПОЛЯ ПРИ ВЗРЫВНОЙ ДЕКОМПРЕССИИ

МАГМЫ

В.К.Кедринский

Институт гидродинамики им. М.А.Лаврентьева СО РАН, Новосибирск

Одной из основных проблем, возникающих при моделировании нестационарных
высокоскоростных течений расплава магмы и сопровождающих их фазовых пере-
ходов, является понимание физической кинетики состояния расплава за фронтом
волны декомпрессии. Исследования одномерной динамики состояния кавитирующего
расплава магмы, выполненные с использованием многофазной модели [1], показали,
что важную роль в кинетике процесса играет динамика кавитационных пузырьков на
начальном этапе зарождения многофазного состояния расплава, которая зависит от
многих динамических характеристик. Поведение последних оказывается самосогла-
сованным. В работе выполнен численный анализ влияния диффузии растворенного
в расплаве газа на структуру волнового поля и динамику роста пузырьков в “лагран-
жевом” сечении потока магмы за фронтом насыщения кавитационной зоны зароды-
шами. Динамика состояния магмы в волне декомпрессии анализируется в рамках
сравнения влияний диффузионных потоков - в случае их существенного ограниче-
ния и в случае естественных потоков, обеспечивающих увеличение массы газа в пу-
зырьках. Показано, что в первом случае формируется классический профиль волны
декомпрессии, на фронте которой, при переходе в зону насыщения кавитационны-
ми зародышами, возникают незначительные возмущения (рис. a). При отсутствии
ограничений профиль волны декомпрессии P (z) при переходе через фронт насыще-
ния (см. z ≃ 500÷1050 м) принципиально меняется (рис. b). При этом в окрестности
свободной поверхности (z≥950 м) возникают скачки массовой скорости U(z) и давле-
ния P (z) . В течение достаточно продолжительного интервала времени, несмотря на
рост пузырька и интенсивную диффузию газа в него из расплава Cg(t), наблюдается
эффект стабилизации давления в кавитационном пузырьке Pg(t) (рис. c). Очевидно,
начиная с этого временного интервала диффузия и вязкость, по сути, определяют
динамику роста кавитационных пузырьков в магме.
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НЕЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ СРЕД С ДИФФУЗИЕЙ
А. Г.Князева
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Исследование взаимовлияния диффузии и напряжений имеет довольно длинную
историю. Этот вопрос обсуждался в работах различных авторов (С.T.Конобеевский,
Б.Я.Любов, Н.С.Фастов, Б.Я.Пинесс, С.Пруссин, Я.С.Подстригач, Дж.Эшелби,
М.А.Кришталл, Я.Е. Гегузин, В.С.Еремеев и др.). В твердом теле не существу-
ет прямой аналогии между процессами теплопроводности и диффузии. Математи-
ческое описание диффузии зависит от ее механизма в реальных веществах. Обзор
моделей термоупругих сред с диффузией (с единственной “дополнительной” пере-
менной — концентрацией) с теоремами существования и взаимности представлен в
[1], а [2] - пожалуй, единственная обстоятельная монография, посвященная модели-
рованию в механике диффузии в средах с различными реологическими свойствами.
Для построения связанных моделей сред с диффузией можно использовать любые
из современных термодинамических теорий, обзорам которых посвящены появивши-
еся в последние годы обзоры, монографии и учебные пособия. В рамках линейной
термодинамики необратимых процессов нелинейные модели сред с диффузией сле-
дуют из рассмотрения различных механизмов диффузии (вакансионного механизма
и механизма внедрения; диффузии в объеме и по границам раздела зерен и фаз);
при определении феноменологических коэффициентов при приближении идеально-
го, неидеального и регулярного растворов, а также при учете зависимости физико-
механических свойств от состава. Нелинейные определяющие соотношения для изо-
термических условий появляются и при учете различных механизмов переноса: диф-
фузии, переноса под действием внутренних упругих напряжений, переноса вслед-
ствие течения неупругой среды. В работе приводятся примеры связанных моделей,
иллюстрирующие роль различных нелинейных эффектов.
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СПЕЦИАЛЬНЫЕ КЛАССЫ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ
ГОРИЗОНТАЛЬНО–СДВИГОВОГО ДВИЖЕНИЯ

ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ

П.В.Ковтуненко, А.А.Чесноков

Институт гидродинамики им. М.А.Лаврентьева СО РАН, Новосибирск
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Рассматривается система уравнений, описывающая в приближении теории мел-
кой воды горизонтально-сдвиговое движение идеальной несжимаемой жидкости в
открытом протяженном канале переменного сечения [1]. Для построения решений
уравнений движения с ненулевой потенциальной завихренностью Ω = uy/h 6= 0 ис-
пользуется кинетическая формулировка модели

Wt + uWx − ghxWu = 0, h =
1

Y

u2∫

u1

W du,

u1t + u1u1x + ghx = 0, u2t + u2u2x + ghx = 0.

(1)

Здесь W = Ω−1 (аналог функции распределения) является искомой функцией пере-
менных t, x и u; функция Y (x) = Y2(x)− Y1(x) — заданная ширина канала; h(t, x) —
глубина слоя жидкости в открытом канале; u1(t, x) и u2(t, x) — скорость жидкости в
направлении оси Ox на боковых стенках канала y = Y1(x) и y = Y2(x).

Показано, что в случае канала постоянного поперечного сечения существует ве-
личина R, удовлетворяющая на решениях уравнений (1) такому же уравнению, что и
функция W . Это позволяет использовать предложенный в [2] подход для построения
специальных классов решений, характеризующихся функциональной зависимостью
между интегральными инвариантами Римана W и R. При этом решение задается ги-
перболической системой двух дифференциальных уравнений с двумя параметрами.
Для простых волн получено аналитическое представление решения.

В классе бегущих волн построены решения уравнений (1) с функциональным
произволом, непрерывно примыкающие к заданному сдвиговому потоку. Построе-
ние решений основано на предложенном В.М.Тешуковым подходе [3], позволяющем



Козлов В.В., Чернорай В. Г. 39

свести интегрирование кинетической модели в классе бегущих волн к решению ин-
тегрального уравнения Абеля.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и на-
уки РФ (проект 2.1.1/3543), Интеграционного проекта СО РАН №65 и Программы
поддержки ведущих научных школ (НШ-4368.2010.1).
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ
МЕХАНИЗМОВ ПРИ ЛАМИНАРНО-ТУРБУЛЕНТНОМ
ПЕРЕХОДЕ НА ПРЯМЫХ И СКОЛЬЗЯЩИХ КРЫЛЬЯХ

В.В.Козлов, В. Г.Чернорай

Институт теоретической и прикладной механики им. С.А.Христиановича СО
РАН, Новосибирск

В докладе приведены результаты экспериментальных исследований нелинейной
неустойчивости в двухмерном и трехмерных пограничном слоях и описаны развитые
для этого методы исследований [1].

1. Новые методы термоанемометрии в аэрофизическом эксперименте.
Обсуждаются разработаные и использованые в аэрофизических исследованиях

методики пространственно-временной термоанемометрической визуализации как дву-
мерных, так и трехмерных течений.

2. Ламинарно-турбулентный переход K-типа на скользящем крыле.
Впервые исследован ламинарно-турбулентный переход K-типа на скользящем

крыле и показано, что развитие лямбда-структур в K-режиме перехода в области
неблагоприятного градиента давления на прямом крыле качественно идентично их
развитию на плоской пластине. Впервые показано, что ламинарно-турбулентный пе-
реход, вызванный волнами Толлмина — Шлихтинга на скользящем крыле, приводит
к образованию асимметричных лямбда-структур. Наличие поперечного течения при-
водит к тому, что из двух противовращающихся вихрей лямбда-структуры остается
лишь один. Таким образом, впервые показано, что лямбда-структура может транс-
формироваться в локализованный во времени и пространстве вихрь аналогичный
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полосчатой структуре, механизм разрушения которой связан с ее неустойчивостью
к вторичным высокочастотным возмущениям.

3. Механизм трансформации лямбда-структуры в турбулентное пятно.
Детально исследован один из механизмов трансформации лямбда-структуры в

турбулентное пятно. Показано, что взаимодействие затухающей лямбда-структуры с
высокочастотной волной приводит к нарастанию вторичного высокочастотного воз-
мущения и образованию турбулентного пятна, даже если лямбда-структура и вы-
сокочастотная волна затухали, когда генерировались независимо. Рост вторичных
возмущений объясняется невязкой неустойчивостью перегибного типа.

4. Вторичная неустойчивость продольных вихрей в пограничном слое скользя-
щего крыла.

Проведено детальное экспериментальное изучение формирования пакетов вихре-
вой моды поперечного течения и их вторичной высокочастотной неустойчивости в
пограничном слое скользящего крыла. Обнаружены две моды вторичной неустойчи-
вости стационарных вихрей. Предпочтительная мода находилась в зависимости от
свойств первичного стационарного возмущения. Изучена динамика процесса нели-
нейного формирования и развития вихрей в пограничном слое скользящего крыла.
Обнаружено, что совращающиеся вихри большой амплитуды могут взаимодейство-
вать друг с другом и, таким образом, снижать свою интенсивность.

Работа поддержана грантом РФФИ (№ 08-01-00027), грантом Президента Рос-
сийской федерации (НШ-454.2008.1), грантом Министерства образования и науки
РФ (№РНП. 2.1.2.541).
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НАЧАЛЬНАЯ ПО ВРЕМЕНИ АСИМПТОТИКА ВОЛНОВОГО
ДВИЖЕНИЯ ПРИ НАЛИЧИИ ПОГРУЖЕННОГО

ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ЦИЛИНДРА

В.К.Костиков

Институт гидродинамики им. М.А.Лаврентьева СО РАН, Новосибирск
Новосибирский государственный университет

Рассматривается задача о нестационарных волнах на поверхности тяжелой иде-
альной жидкости, возникающих в результате движения полностью погруженного
эллиптического цилиндра по заданному закону. Основной целью является построе-
ние начальной асимптотики волнового движения, учитывающей сильно нелинейный
характер взаимодействия тела со свободной поверхностью в случае, когда цилиндр
начинает двигаться с постоянным ускорением из состояния покоя. Аналитический
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метод решения использует технику редукции исходной задачи к системе интегро-
дифференциальных уравнений на свободной поверхности [1, 2]. В указанной поста-
новке решение зависит от четырех параметров: эксцентриситета эллиптического се-
чения цилиндра, начальной глубины его погружения, направления движения и вели-
чины ускорения цилиндра. В работе найдены первые девять коэффициентов в разло-
жении решения по степеням времени t. Рассмотрены различные режимы движения
(вертикальное всплытие, вертикальное погружение, горизонтальное и комбинирован-
ное движения), проведено сравнение волновых картин для разных эксцентриситетов
и глубин начального погружения.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (код проекта 09-01-00427).
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ОБ УДАРНЫХ ВОЛНАХ В НЕСТАЦИОНАРНЫХ
АВТОМОДЕЛЬНЫХ И В СТАЦИОНАРНЫХ

ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ТЕЧЕНИЯХ

А.Н.Крайко

Центральный институт авиационного моторостроения
им. П.И.Баранова, Москва

Обсуждаются вопросы, связанные с ударными волнами (УВ) в нестационарных
автомодельных течениях и в стационарных осесимметричных сверхзвуковых струях.
Для автомодельных нестационарных течений это УВ, которые в задаче о схлопыва-
нии пустой сферической полости или в задаче Гудерлея распространяются (“отража-
ются”) от центра или оси симметрии. В отличие от классических постановок допус-
кается уменьшение на отраженной УВ отношения удельных теплоемкостей (“показа-
теля адиабаты”) совершенного газа. Изучены обусловленные этим особенности таких
течений. В стационарных осесимметричных сверхзвуковых струях рассматривается
усиление слабых УВ, идущих к оси симметрии. В “приближении нелинейной акусти-
ки” (ПНА) в противоположность результатам численного интегрирования уравнений
Эйлера указанное усиление не зависит от показателя адиабаты газа и от числа Маха
потока перед УВ. Построена более точная, чем ПНА, нелинейная теория, лишенная
этого недостатка. В ней усиление УВ находится из решения задачи Коши для двух
обыкновенных дифференциальных уравнений. Важно, что границы применимости
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развитого подхода определяются по результатам численного интегрирования этих
уравнений.

О СОВМЕСТНОМ ВЛИЯНИИ РАДИАЦИОННЫХ
ПРОЦЕССОВ И БАРОКЛИННОЙ ТУРБУЛЕНТНОСТИ НА

СТРАТИФИКАЦИЮ В ТРОПОСФЕРЕ

В.Н.Крупчатников

Сибирский гидрометеорологический институт Росгидромета, Новосибирск
Институт вычислительной математики и математической геофизики СО РАН

В работе исследуется реакция термической стратификации внетропической тро-
посферы к вариации радиационного источника нагревания, заданного в форме Нью-
тона, и бароклинной динамики с помощью модели общей циркуляции атмосферы с
зонально симметричными граничными условиями на поверхности [1, 2]. Обсужда-
ются некоторые механизмы формирования термической стратификации в тропосфе-
ре [2, 3, 4]. Тропосфера является слабо стратифицированным слоем, в отличие от
стратосферы. Такое различие в стратификации объясняется природой радиационно-
динамического равновесия. Солнечная радиация, нагревая поверхность Земли, фор-
мирует состояние неустойчивого равновесия слоя, либо конвективно-неустойчивого в
тропиках, либо бароклинно неустойчивого в средних широтах (бароклинная турбу-
лентность). Перенос тепла/момента, обусловленный крупномасштабными движения-
ми атмосферы, как в вертикальном, так и в горизонтальном направлении, в основном
сосредоточен в слое конечной толщины, который практически совпадает с тропо-
сферой. Тропосферу можно рассматривать как слой, внутри которого циркуляция
перераспределяет основную часть энтропии, которую атмосфера получает от нагре-
вания поверхности. Таким образом, тропосферу можно считать термическим слоем
атмосферы, а тропопаузу верхней границей этого слоя. Высота тропопаузы и терми-
ческая стратификация тропосферы являются результатом сложного динамического
взаимодействия между радиационными процессами и бароклинными турбулентными
потоками энтропии (тепла), в то время как стратификация в стратосфере определя-
ется в основном радиационными процессами. Окрестность тропопаузы — это слой,
где происходит взаимодействие тропосферы и стратосферы, поэтому высота тропопа-
узы является одним из ключевых параметров общей циркуляции атмосферы наряду
с параметром стратификации в тропосфере, моделирование которых до сих пор оста-
ется трудной задачей.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (код проекта 08-05-00457).
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МНОГОПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ФРОНТЫ СИЛЬНЫХ
РАЗРЫВОВ В МЕХАНИКЕ СПЛОШНЫХ СРЕД

А. Г.Куликовский

Математический институт им. В.А.Стеклова РАН, Москва

Рассматриваются сильные разрывы в решениях гиперболических систем уравне-
ний механики сплошной среды. Предполагается наличие потока массы через фронт
разрыва. Если число граничных условий обязательных для выполнения на разрыве
(следующих из законов сохранения или из других законов и предположений), мень-
ше числа неизвестных в системе уравнений, описывающих состояние и движение
среды за разрывом, то при распространении разрыва по заданному неподвижному
состоянию среды множество возможных состояний за разрывом (ударная адиабата)
может зависеть от более чем одного параметра. Такие разрывы будем называть мно-
гопараметрическими. Число параметров, от которых зависит возможное состояние
за разрывом, могут уменьшить “дополнительные” граничные условия, возникающие
как условия обеспечивающие существование решения задачи о структуре разрыва.
Эти дополнительные граничные условия зависят от мелкомасштабных процессов,
происходящих внутри структуры, для описания которых в гиперболические уравне-
ния должны быть введены соответствующие этим процессам члены.

Известными ранее многопараметрическими разрывами являются фронты фазо-
вых переходов, когда по разные стороны от разрыва среда описывается различными
уравнениями, а также фронты, на которых на среду оказывается внешнее воздей-
ствие.

Высказывается точка зрения, что многопараметрические разрывы — один из слу-
чаев общего положения в механике сплошных сред. Рассмотрены два примера систем
уравнений, относящихся к механике деформируемого твердого тела, когда возникают
многопараметрические разрывы, изучена их структура и рассмотрены задачи, в ко-
торых такие разрывы возникают. Первый из примеров описывает вариант фазового
превращения в виде образования нелинейно упругой среды Кельвина — Фойхта при
уплотнении потока невзаимодействующих частиц. В другом примере представлен
простейший случай, когда причиной образования многопараметрического разрыва
является возникновение в разрыве остаточных деформаций.
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ
ВОСПРИИМЧИВОСТИ ДОЗВУКОВЫХ МАКРО – И

МИКРОСТРУЙ К АКУСТИЧЕСКОМУ ПОЛЮ

Ю.А.Литвиненко, Г. Р. Грек, М.В.Литвиненко, Г. В.Козлов

Институт теоретической и прикладной механики им. С.А.Христиановича СО
РАН, Новосибирск

В данной работе представлены результаты экспериментальных исследований по
развитию и управлению ламинарной круглой микроструей с различными профиля-
ми скорости на выходе из микроканала. Показаны особенности развития ламинар-
ной круглой микроструи при воздействии на нее акустического поля с частотой от
40Гц до 3кГц. Отличительной особенностью круглой микроструи djet = 400мкм от
обычной круглой струи (djet = 5мм), является отсутствие кольцевых вихрей, обра-
зующихся на начальном участке развития (рис. 1, а). При наложении акустического
поля низкой частоты круглая микроструя трансформируется в плоскую квазидву-
мерную (см. рис. 1, б, в). При повышении частоты в диапазоне от 1,4кГц до 3кГц
наблюдается взрывообразный характер развития микроструи (см. рис. 1, г). Микро-
струя резко, в виде конуса, расширяется и турбулизуется. Такое развитие микроструи
под действием высоких частот нами объясняется высокой степенью неустойчивости
(восприимчивости) микроструи, связанной с очень тонкими слоями сдвига. В ходе
экспериментов также исследовались микроструи с параболическим профилем ско-
рости на выходе. Какого-либо существенного влияния параболического профиля на
свойства микроструи не выявлено. Полученные результаты вполне согласуются с
представленными выше и свидетельствуют о том, что при незначительном увеличе-
нии диаметра микроструи ее характерные особенности развития сохраняются.

a b

c d
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Рис. 1. Дымовая визуалазация микроструи с “ударным” профилем скорости на вы-
ходе при наложении акустического поля: a — без акустического поля, b — 40Гц, c —
80Гц, d — 1500Гц, djet400 мкм, Uout= 0,5 м/с.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента РФ (код про-
екта МК-1047.2011.1).

ВОЗДЕЙСТВИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ВНУТРЕННИХ ВОЛН
НА ВОЗМУЩЕНИЯ СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ

ВОДОЕМОВ СО СКАЧКОМ ПЛОТНОСТИ

А.А.Литвиненко1, Н. С. Сафарова1, Г. А.Хабахпашев1,2

1Институт теплофизики им. С.С. Кутателадзе СО РАН, Новосибирск
2Новосибирский государственный университет

Для правильного описания внутренних возмущений в естественных водоемах необ-
ходимо задавать реальную зависимость плотности от глубины. Наиболее простой
моделью, учитывающей стратификацию, является профиль в виде одной ступеньки
[1]. В двухслойной жидкости возможны только две моды колебаний, но результаты
наблюдений показывают [2], что во многих ситуациях бо́льшая часть энергии прихо-
дится именно на эти две моды колебаний. Поэтому в докладе рассматривается волны
в двухслойной жидкости со свободной поверхностью.

Предполагалось, что жидкости в слоях являются невязкими, несжимаемыми и
несмешивающимися, а волны достаточно длинными и слабонелинейными. Выведено
эволюционное уравнение, позволяющее определять возмущение свободной поверхно-
сти водоема η по ранее найденному решению для возмущения границы раздела ζ :

∂2η

∂t2
− gh1∇

2η + g∇[(ζ − η)∇η] +
c20
h1

∇2[(2ζ − η)η]−
h21
3
∇2∂

2η

∂t2
=

=
∂2ζ

∂t2
+
c20
h1

∇2ζ2 −
h21
6
∇2∂

2ζ

∂t2
, c20 =

gh

2

(
1±

√
1− 4ρ′∗

h1h2
h2

)
. (1)

Здесь t — время, g — ускорение свободного падения, hl — равновесная глубина l-го
слоя, ρl — плотность воды в l-ом слое; индекс l равен 1 для верхнего слоя, и 2 для
нижнего; оператор градиента ∇ = (∂/∂x, ∂/∂y), ρ′∗ = (ρ2 − ρ1)/ρ2 и h = h1 + h2.

В приближении Буссинеска для внутренних волн первой бароклинной моды(знак
минус в формуле для c20) в водоемах с пологим дном получено следующее уравнение:

∂2ζ

∂t2
− c20∇

2ζ − α∇2ζ2 − β∇2∂
2ζ

∂t2
= γ∇h2 ·∇ζ. (2)

Здесь коэффициенты α, β и γ зависят только от геометрических (h1, h2) и физи-
ческих (ρ1, ρ2, g) параметров задачи.
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Численные расчеты показали, в частности, что при взаимодействии плоской гар-
монической волны, бегущей по свободной поверхности водоема, с уединенной нели-
нейной осциллирующей внутренней волной, распространяющейся по границе раздела
слоев, может наблюдаться интересная интерференционная картина.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Правительства России для
государственной поддержки научных исследований, проводимых под руководством
ведущих ученых в российских вузах № 11.G34.31.0035 (В.Е. Захаров – НГУ).
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ПЛОТНОСТНЫЕ ТЕЧЕНИЯ И ИНТРУЗИИ:
НОВЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

В.Ю.Ляпидевский

Институт гидродинамики им. М.А.Лаврентьева СО РАН, Новосибирск
Новосибирский государственный университет

Плотностные течения и интрузии являются одним из основных механизмов верти-
кального и горизонтального массообмена в стратифицированной по плотности жид-
кости и представлены в атмосфере и океане движениями различных масштабов. Ха-
рактерной особенностью таких течений является совместное влияние эффектов нели-
нейности, дисперсии и турбулентного перемешивания на структуру фронтальных
зон. Это обстоятельство значительно затрудняет построение адекватной математи-
ческой модели для различных видов гравитационных течений. В частности, остается
открытым вопрос об определении скорости фронта возмущения, распространяющего-
ся в придонной области или вдоль высокоградиентных прослоек. В работе на основе
математической модели трехслойной мелкой воды, учитывающей влияние нелиней-
ности, дисперсии и перемешивания, построены аналитические и численные решения
задачи о распространении внутренних волн в интрузионных и гравитационных те-
чениях. Показано, что учет трения на границах раздела в математической модели
позволяет адекватно описать изменение фазовых и амплитудных характеристик как
симметричных, так и несимметричных уединенных волн в процессе их распростра-
нения. Построенные аналитические и численные решения применены для описания
эволюции приповерхностных и придонных внутренних волн большой амплитуды в
шельфовой зоне моря. Для простейшей модели распространения подводной лавины
за счет подъема мелкодисперсных осадков дано правило отбора скорости фронта и
показано, что найденная аналитически скорость фронта является предельной скоро-
стью распространения головной части плотностного течения, построенного численно
для соответствующей нестационарной проблемы.
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Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (код проекта 09-01-00427), Программы отделений РАН №14.14.1 и
Министерства образования и науки РФ (проект 2.1.1/3543).

ДОКРИТИЧЕСКИЕ СТРАТИФИЦИРОВАННЫЕ ТЕЧЕНИЯ
НАД ПРЕПЯТСТВИЯМИ

Н.И.Макаренко, Ж.Л.Мальцева

Институт гидродинамики им. М.А.Лаврентьева СО РАН, Новосибирск
Новосибирский государственный университет

Рассматривается математическая модель стационарных внутренних волн в сла-
бостратифицированной жидкости, возникающих вследствие взаимодействия потока
с обтекаемой поверхностью. В данной работе рассматриваются волновые структу-
ры, формирующиеся в докритическом течении над системой препятствий. Метод
основан на асимптотическом анализе уравнения Дюбрей - Жакотен — Лонга с ис-
пользованием двух безразмерных параметров. Один из них (параметр Буссинеска)
характеризует малый градиент плотности жидкости, другой — безразмерную высоту
отдельного препятствия. Не так давно в [1] с введением топографических координат
была дана формулировка уравнения Дюбрей - Жакотен — Лонга, в которой функ-
ция, задающая форму дна с препятствиями, появляется в коэффициентах основного
дифференциального уравнения. Такое преобразование существенно облегчает иссле-
дование влияния рельефа дна на структуру дальнего волнового поля над препятстви-
ями. В работе [2] предлагается альтернативный метод, основанный на использовании
переменных Мизеса. В этом случае также достигается преобразование области тече-
ния к прямолинейной полосе, но форма дна участвует только в граничном условии.
Данный подход позволяет удовлетворить точным граничным условиям на дне путем
решения уравнений уже в главном асимптотическом порядке. Поэтому построенная
приближенная модель адекватно описывает чувствительность волновых структур в
ближнем поле к малым возмущениям области течения. Получены и проанализирова-
ны интерференционные волновые картины для череды конечного числа отдельных
препятствий.

Работа выполнена в рамках Программы РАН №20.4 при финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследований (код проекта 09-01-00427).
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ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ
СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

С.Б.Медведев

Институт вычислительных технологий СО РАН, Новосибирск

Хорошо известно, что система для двух инвариантов Римана

rt + λ(r, s)rx = 0, st + µ(r, s)sx = 0. (1)

имеет бесконечное число законов сохранения c плотностью F (r, s), которая зависит
только от r и s [1].

Если допустить зависимость плотности закона сохранения F (t, x, r, s) от t и x,
то возможно существование дополнительных законов сохранения. Найдены необхо-
димые и достаточные условия на коэффициенты λ и µ, при которые существуют
законы сохранения зависящие также от t и x.

Несмотря на то, что система инвариантов Римана (1) может приводить к форми-
рованию сингулярных решений, для которых пространственные производные равны
бесконечности (градиентная катастрофа), эта система может обладать законами со-
хранения первого порядка. Найдены условия для существования и плотности законов
сохранения первого порядка.

Работа выполнена при финансовой поддержке межрегионального интеграцион-
ного проекта СО РАН № 103.
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Задача классификации интегрируемых нелинейных гиперболических уравнений

uxy = f(u, ux, uy) (1)

рассматривалась многими авторами (см., например, [1, 2, 3]). В статье [3] предложена
схема классификации систем уравнений типа uixy = F i (i = 1, 2, . . . , n), интегрируе-
мых по Дарбу на основе характеристических колец Ли.

Введем обозначения: u1 = ux, u1 = uy, D(D) — оператор полного дифференциро-
вания по x (y).
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В настоящей работе эта схема применяется для классификации скалярных урав-
нений (1) лиувиллевского типа, т.е. уравнений, обладающих x- и y-интегралами вто-
рого порядка w = w(u, u1, u2), w = w(u, u1, u2).

Теорема. Уравнение (1) обладает x- и y-интегралами второго порядка, если вы-
полнены следующие соотношения:

Au1
= 0, Auu1 + Au1

f = −2fu1
A,

Bu1
= 0, Buu1 +Bu1

f = −(fuu1 + ffu)A− fu1
B,

где

A =
fu1u1

f − u1fu1

, B =
u1fuu1

+ ffu1u1
− fu − fu1

fu1

f − u1fu1

;

Au1
= 0, Auu1 + Au1

f = −2fu1
A,

Bu1
= 0, Buu1 +Bu1

f = −(fuu1 + ffu1
)A− fu1

B,

где

A =
fu1u1

f − u1fu1

, B =
u1fuu1

+ ffu1u1
− fu − fu1

fu1

f − u1fu1

.

На основе теоремы получен полный список таких уравнений.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-

ных исследований (код проекта 10-01-91222-СТ-а).
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МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ В ЯДРЕ
ВЕРТИКАЛЬНОГО ТОРНАДОПОДОБНОГО ВИХРЯ

В.В.Никулин

Институт гидродинамики им. М.А.Лаврентьева СО РАН, Новосибирск

Рассматривается движение жидкости в ядре вертикального торнадоподобного
вихря. Примерами вертикальных торнадоподобных вихрей являются интенсивные
атмосферные вихри (ураганы, смерчи, пыльные вихри) в природе [1, 2], а также их
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лабораторные модели [2, 3, 4, 5, 6] . Исследование ведется в рамках модели неодно-
родной идеальной жидкости, предположения о вращательной симметрии течения и
приближения длинных волн (последнее соответствует допущению о том, что харак-
терный масштаб изменения параметров течения в радиальном направлении много
меньше, чем в осевом). Ядро вихря моделируется струей неоднородной жидкости
(закрученной или нет), распространяющейся вертикально вверх вдоль оси однород-
ной жидкости, вращающейся по закону потенциального вихря.

Показано, что существуют качественно различные режимы распространения струи.
Например, в зависимости от величины закрутки внешнего течения, струя более лег-
кой жидкости может, как ускоряться, так и замедляться. Установлено, что решение,
описывающее движение жидкости в струе, может быть продолжаемо на конечную
или бесконечную высоту. Получены аналитические оценки высот, до которых продол-
жаемо решение. Построена модель распада струи на конечной высоте. Данная модель
качественно объясняет гидродинамику распада и конечность высоты пыльных вих-
рей и их лабораторных моделей, наблюдаемые в неограниченном пространстве. На
основе модели распада установлены строгие неравенства сверху и снизу на высоту
вихря. Из этих неравенств следует, что число Фруда, рассчитанное по величине вра-
щательной компоненты скорости на границе ядра, характерной разности плотностей
в ядре и вне его, высоте вихря и ускорению свободного падения лежит в небольшом
диапазоне от 2 до 4. Показано, что числа Фруда, рассчитанные для интенсивных ат-
мосферных вихрей и лабораторных моделей вертикальных торнадоподобных вихрей,
близки к этому диапазону, несмотря на огромное различие характерных размеров и
скоростей данных вихревых образований.
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ УДАРНЫХ ВОЛН
И ВОЛН С ПОЛНОЙ ДИСПЕРСИЕЙ

В ЗАПЫЛЕННОМ ГАЗЕ

А.Н.Осипцов, И. В. Голубкина

Институт механики МГУ им. М.В.Ломоносова, Москва

В первой части работы рассматривается задача о регулярном (симметричном и
несимметричном) взаимодействии пересекающихся плоских скачков уплотнения в
стационарном газодисперсном потоке с конечной массовой концентрацией частиц.
Обнаружена возможность формирования волновых структур, в которых все либо
только некоторые из падающих или отраженных волн вырождаются в так называе-
мые волны с полной дисперсией, т.е. зоны непрерывного изменения параметров обеих
фаз, на границах которых выполнены соотношения Рэнкина — Гюгонио для одно-
скоростной модели “эффективного газа”. Найдены диапазоны безразмерных опреде-
ляющих параметров (числа Маха, углов между падающими волнами и набегающим
потоком, отношения теплоемкостей фаз и массовой концентрации частиц), соответ-
ствующие различным возможным волновым конфигурациям. В рамках двухконти-
нуальной модели запыленного газа проведены численные расчеты структуры тече-
ния в области симметричного взаимодействия скачков для типичных конфигураций,
включающих волны с полной дисперсией. Рассчитана структура прямой волны с пол-
ной дисперсией. Показано хорошее соответствие расчетов структуры прямой волны
известным литературным данным. Обнаружен диапазон определяющих параметров,
в котором температура несущей фазы имеет локальный максимум внутри волны с
полной дисперсией.

Во второй части работы на основании численных расчетов взаимодействия плос-
ких ударных волн в слабозапыленном потоке установлено, что инерционные частицы
могут фокусироваться за точкой взаимодействия волн, формируя “пучки” с высоки-
ми локальными значениями концентрации и кинетической энергии дисперсной фазы.
Рассмотрены три режима взаимодействия волн: симметричное регулярное, симмет-
ричное маховское с прямой маховской ножкой и несимметричное регулярное. По-
казано, что в широком диапазоне определяющих параметров траектории частиц за
точкой взаимодействия волн пересекаются и формируется узкая зона накопления
частиц, в которой концентрация частиц возрастает в несколько раз по сравнению с
ее начальным значением. Структура области пересекающихся траекторий и накоп-
ления частиц рассчитана с помощью полного лагранжева подхода. Найден диапазон
определяющих параметров, соответствующий режиму оптимальной фокусировки, в
котором при прохождении области взаимодействующих скачков конечный двумер-
ный объем дисперсной фазы “схлопывается” в плоскость.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (11-01-00483) и Ведомствен-
ной аналитической программы “Развитие научного потенциала высшей школы” (про-
ект 2.1.1./1399).
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МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ О РАСПАДЕ РАЗРЫВА МАЛОЙ

АМПЛИТУДЫ

В.В.Остапенко, П. Е.Карабут

Институт гидродинамики им. М.А.Лаврентьева СО РАН, Новосибирск

Задача о распаде разрыва для гиперболических систем законов сохранения яв-
ляется одной из наиболее распространенных при получении и качественном анализе
автомодельных обобщенных решений, на которых тестируются разнообразные чис-
ленные методы. Однако однозначная разрешимость этой задачи в целом, т.е. для на-
чального разрыва произвольной амплитуды, доказана для достаточно узкого класса
гиперболических систем, таких как системы законов сохранения газовой динамики
или первого приближения теории однослойной мелкой воды. Для произвольной силь-
но нелинейной гиперболической системы теорема об однозначной разрешимости за-
дачи о распаде разрыва доказана для начального разрыва достаточно малой ампли-
туды. Основной недостаток этой теоремы заключается в том, что она не дает явного
алгоритма для построения соответствующего автомодельного решения. В настоящей
работе предлагается метод последовательных приближений для построения решения
задачи о распаде разрыва малой амплитуды. В линейном приближении этого метода
получается задачи Коши для линейной гиперболической системы. Ее решение пред-
ставляет собой линии разрыва, разделенные областями, в которых решение является
постоянным. Основное внимание уделяется первому и второму приближениям этого
метода, в рамках которых разрывы, получаемые в линейном приближении, разде-
ляются на устойчивые ударные волны и волны разрежения. В качестве конкретного
примера проведен анализ качественно различных режимов течения, возникающих
при решении задачи о разрушении плотины для модели двухслойной мелкой воды
со свободной границей.

МОДЕЛИ И МЕТОДЫ ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ В ЗАДАЧАХ ОКРУЖАЮЩЕЙ

СРЕДЫ И КЛИМАТА

В.В.Пененко

ИВМиМГ СО РАН, Новосибирск

Цель исследований — создание методики природоохранного прогнозирования.
Для ее достижения требуются специальные методы анализа многомерных фазовых
пространств, порождаемых нелинейными динамическими системами, описываемыми
дифференциальными уравнениями в частных производных. Концепция и системная
организация разрабатываемых методов обсуждаются на примере взаимосвязанных
задач экологии и климата [1]. В частности, рассматриваются модели динамики атмо-
сферы с гидрологическим циклом и модели переноса и трансформации примесей в
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газовом и аэрозольном состояниях. Теоретическую и конструктивную основу методи-
ки составляют вариационные принципы, методы теории чувствительности моделей
к вариациям параметров, входных данных и источников внешних воздействий.

Анализу подвергаются многомерные многокомпонентные фазовые пространства,
представляющие совокупность данных о функциях состояния, рассчитанных с помо-
щью моделей климато-экологических процессов и (или) полученных с помощью на-
блюдений за изучаемыми процессами, а также функции чувствительности целевых
функционалов. Для этой цели развиты эффективные методы ортогональной деком-
позиции [2]. Так как объем информации чрезвычайно велик, приходится её предвари-
тельно структурировать. Это позволяет формально представить образы нелинейных
функциональных пространств в виде матриц в линейных пространствах. В общем
случае получаются прямоугольные матрицы с тензорной структурой элементов. На-
пример, для изучения глобальной климатической информации удобно использовать
три характерных масштаба времени: 1) климатический, длиной более 30 лет с дис-
кретностью 1 год; 2) годичный, длиной 1 год с дискретностью 1 календарный месяц;
3) сезонный, длиной 1 месяц с дискретностью не более 12 часов. Далее производит-
ся декомпозиция подготовленных таким образом объектов на совокупность ортого-
нальных подпространств, ранжированных по пространственно-временным масшта-
бам процессов от глобальных климатических до погодных шумов. Эта технология да-
ет возможность построить информативные базисы, получить количественные оценки
изменчивости процессов и выделить ключевые элементы, определяющие механизмы
и носители долговременной памяти климатической системы.

В докладе приводятся примеры решения природоохранных задач с использова-
нием разрабатываемой методики.

Работа выполнена при финансовой поддержке Программ №4 Президиума РАН и
№3.1 ОМН РАН.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ГИДРОУПРУГИХ ВОЛН

П.И.Плотников

Институт гидродинамики им. М.А.Лаврентьева СО РАН, Новосибирск

В работе рассматривается вопрос о применении специальной теории Коссера ги-
перупругих оболочек и теории несжимаемых течений идеальной жидкости к моде-
лированию нелинейных волн, распространяющихся по поверхности бесконечно глу-
бокого океана покрытого упругой пленкой. Дается вывод общих трехмерных неста-
ционарных уравнений динамики гидроупругой системы, в основе которого лежит



54 Пономарева М.А., Шрагер Г.Р., Якутенок В.А.

лагранжево описание упругого материала и эйлерово описание движения жидкой
среды. Для задачи о двумерных бегущих волнах с двумя различными скоростями
распространения волн в упругой оболочке и жидкой среде получено эйлерово описа-
ние процесса распространения волн. Дается вариационная формулировка задачи. Об-
суждается вопрос о возможных сингулярностях решений. Приводится вывод условий
Гюгонио на разрывах решений плоской задачи и формулируются соответствующие
условия устойчивости.

КОЛЕБАНИЯ СТРУИ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ,
НАТЕКАЮЩЕЙ НА ТВЕРДУЮ ГОРИЗОНТАЛЬНУЮ

ПЛОСКОСТЬ

М.А.Пономарева, Г. Р.Шрагер, В.А.Якутенок

Томский государственный университет

При натекании струи вязкой жидкости на горизонтальную плоскость при опре-
деленных условиях могут наблюдаться ее периодические колебания, которые в осе-
симметричном случае приводят к закручиванию струи, а в плоском к изгибанию. В
последнем случае под струей понимается слой жидкости. В одной из первых работ,
посвященных исследованию этого явления [1], отмечается, что причиной возникнове-
ния колебаний является рост осевых сжимающих напряжений вдоль струи, а возник-
новение колебаний характеризуется как потеря устойчивости течения, по аналогии с
потерей устойчивости упругого стержня. Рассматриваемое явление наблюдается при
достаточно малых значениях числа Рейнольдса [2]. Кроме того, значение высоты
сливного отверстия над твердой плоскостью должно превышать некоторую крити-
ческую величину.

В настоящей работе рассматривается задача истечения струи вязкой жидкости
из прямоугольного канала с заданным расходом. Математическая постановка за-
дачи формулируется в приближении ползущего течения. Для численного решения
используется метод граничных элементов. В результате проведенного исследования
выяснено, что для определенной величины отношения вязких и гравитационных сил
при росте высоты расположения сливного отверстия над твердой стенкой реализу-
ются следующие варианты поведения струи вязкой жидкости, падающей на стенку:
1) симметричное растекание жидкости по стенке; 2) колебательные движения струи
с последующим затуханием и переходом к симметричному растеканию; 3) колебания
струи с образованием на свободной поверхности наплывов, приводящих к появлению
внутренних границ раздела; 4) изгибание струи с образованием газовых включений
и внутренних границ раздела. Получена зависимость критической высоты сливного
отверстия над твердой плоскостью от определяющих параметров. Проведено срав-
нение с существующими экспериментальными данными.

Работа выполнена в рамках реализации ФЦП “Научные и научно-педагогические
кадры инновационной России” на 2009–2013 гг.
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ГАЗОДИНАМИЧЕСКИЕ АНАЛОГИИ В МЕХАНИКЕ
НЕСЖИМАЕМЫХ ВЯЗКОУПРУГИХ СРЕД

В.В.Пухначев

Институт гидродинамики им. М.А.Лаврентьева СО РАН, Новосибирск

В докладе рассматриваются двумерные движения несжимаемых вязкоупругих
сред Максвелла, Олдройда и Кельвина — Фойхта. Модель Максвелла описывается
системой квазилинейных уравнений первого порядка, имеющей как вещественные,
так и мнимые характеристики. Выделяется три подмодели указанной модели, в ко-
торых эллиптическая часть отделяется от гиперболической. Это позволяет изучить
эволюцию нелинейных поперечных волн в несжимаемой среде Максвелла. Обнаруже-
на аналогия между распространением ударных волн в идеальном газе и контактных
разрывов со скачком касательного напряжения в такой среде. Аналогия становится
полной в предельном случае малых чисел Рейнольдса и больших чисел Вейсенберга
при условии, что их произведение имеет порядок единицы. Однако соответствующий
идеальный газ не удовлетворяет аксиомам нормального газа. Это приводит к необ-
ходимости изучения структуры разрыва путем модификации модели Максвелла. В
получающейся модели жидкости Олдройда с малым отношением времен ретардации
и релаксации выявлена характерная структура, напоминающая профиль ударного
перехода в вязком газе. Для среды Кельвина — Фойхта рассмотрены классы слои-
стых течений и движений с круговыми траекториями. Оказалось, что поле скоростей
в таких движениях подчиняется линейному уравнению, с точностью до обозначений
совпадающему с уравнением распространения плоских или цилиндрических акусти-
ческих волн в вязком газе. Однако давление в среде Кельвина — Фойхта, в отличие
от акустики вязкого газа, связано со скоростью нелинейной зависимостью.
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ЭВОЛЮЦИОННЫЕ УРАВНЕНИЯ КАК МЕТОД ИЗУЧЕНИЯ
ДИНАМИКИ СДВИГОВОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ

В.Е. Рагозина, Ю.Е.Иванова

Институт автоматики и процессов управления ДВО РАН, Владивосток

Одномерный процесс объемного ударного деформирования в твердом теле в при-
фронтовой области волны описывается решениями уравнения Хопфа [1], известного
также как нелинейное уравнение квазипростых волн. Этот факт подтверждает схо-
жесть механизма объемного деформирования в твердых телах и жидкостях и газах. В
отличие от газовой динамики, в твердом теле деформирование приводит и к появле-
нию сдвиговых ударных волн, закономерности движения которых изучены намного
меньше. В общем случае процессы объемного и сдвигового деформирования в упру-
гих средах оказываются взаимосвязанными. Поэтому получить аналитические или
численные решения на основе методов расчетов, применяемых в газовой динамике,
становится невозможно. Таким образом приходим к разработке новых приближен-
ных методов вычислений. Один из таких методов основан на объединении прибли-
женного аналитического представления решения в прифронтовой области ударной
волны и конечно-разностных методов расчетов в остальной области деформирова-
ния. Для определения решения в прифронтовой области наиболее универсальным
является метод сращиваемых асимптотических разложений. На наиболее простом
примере плоских одномерных процессов в несжимаемой среде легко показать, что
прифронтовая область ударных волн определяется некоторым эволюционным урав-
нением первого порядка:

v,n + αv2v,p = 0, v = v(n, p), α = const (1)

В уравнении (1) угол наклона характеристик зависит от квадрата интенсивности
волны, а не от первой степени как в уравнении Хопфа. Это приводит к существен-
ным различиям в процессах образования и последующего движения объемных и
сдвиговых ударных волн. В сообщении предлагается несколько методов определения
поля перемещений задачи с помощью решений эволюционного уравнения (1). Они
иллюстрируются конкретными примерами различных краевых условий на грани-
це полупространства. Если в рассматриваемых одномерных процессах учитывается
ненулевая кривизна волнового фронта, либо диссипация или дисперсия в процес-
се распространения граничного возмущения, то это приводит к соответствующим
волновым эволюционным уравнениям, уточняющим сдвиговое уравнение, изучаемое
здесь. Можно показать, что применение метода малого параметра в неодномерных
задачах ударного деформирования в прифронтовой области ударной волны приво-
дит для нулевого шага к сходному эволюционному уравнению. В этом уравнении
основная пространственная координата выбрана вдоль луча, координата эйконала
является параметром уравнения.
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О МОДЕЛИРОВАНИИ ВОЛНОВЫХ ПРОЦЕССОВ В
НАСЫЩЕННЫХ ПОРИСТЫХ СРЕДАХ

Е.И. Роменский1, А. С. Романьков2

1Институт математики им. С.Л. Соболева СО РАН, Новосибирск
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Моделирование течений сжимаемой жидкости в пористых деформируемых сре-
дах является актуальной задачей, в частности, для нужд геофизики с приложениями
в нефтедобывающих отраслях. До настоящего времени, однако, отсутствует матема-
тическая модель, которая с одной стороны достаточно полно описывает требуемые
явления, а с другой стороны обладает набором свойств, которые хотелось бы иметь
именно от математической модели (гиперболичность, дивергентная форма всех урав-
нений), для того чтобы иметь возможность применять уже разработанные методы
для решения практических задач. Для описания течений жидкости в упругой среде
имеется ряд подходов, из которых следует упомянуть теорию Био [1], предназначен-
ную для моделирования волн малой амплитуды в упругих пористых насыщенных
средах. Данная теория имеет ряд недостатков и, кроме того, неясна возможность ее
обобщения на случай конечных деформаций упругого скелета. Феноменологический
подход, основанный на принципах неравновесной термодинамики, был использован
при построении модели течений жидкости в упругой пористой среде для случая ко-
нечных деформаций [2]. Отметим, что система определяющих дифференциальных
уравнений, построенных в [2], является гиперболической, однако привести все ее
уравнения к дивергентному виду не удается.

В докладе предложен вывод уравнений течения сжимаемой жидкости в упругой
пористой среде с использованием формализма термодинамически согласованных си-
стем [3]. При этом среда рассматривается как континуум, параметры состояния ко-
торого характеризуют двухфазность течения. В статье рассмотрены течения, в ко-
торых можно пренебречь тепловыми эффектами. Возникающие определяющие диф-
ференциальные уравнения образуют гиперболическую систему законов сохранения.
Выводятся также уравнения для распространения малых возмущений в неподвиж-
ной среде, для которых разработан численный метод Рунге-Кутта/WENO высокой
точности. Проведен ряд тестовых расчетов, показывающий применимость модели к
описанию волн в насыщенной пористой среде.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (коды проектов 09-01-00221, 10-05-00233, 11-01-00147) и Програм-
мы фундаментальных исследований Президиума РАН № 2 (проект 121).
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МОДЕЛИ ДИНАМИКИ СПЛОШНЫХ СРЕД, ПО-РАЗНОМУ
СОПРОТИВЛЯЮЩИХСЯ РАСТЯЖЕНИЮ И СЖАТИЮ

В.М.Садовский, О. В. Садовская

Институт вычислительного моделирования СО РАН, Красноярск
Сибирский федеральный университет

Многие природные и искусственные материалы (сыпучие и пористые среды, пе-
нометаллы, волокнистые композиты) проявляют различные механические свойства в
экспериментах на растяжение и сжатие. Идеально сыпучие среды, частицы которых
свободно контактируют между собой, при сжатии ведут себя как упругие или упруго-
пластические тела, но не обладают сопротивлением при растяжении. В связных сре-
дах (грунтах, горных породах) допустимые растягивающие напряжения существенно
меньше сжимающих и не превышают критического значения, обусловленного сцеп-
лением частиц. Для сравнительно широкого круга горных пород пределы прочности
на сжатие и растяжение могут различаться в десять и более раз.

К построению определяющих уравнений разносопротивляющихся материалов
применяется обобщенный реологический метод [1], в котором наряду с классичес-
кими элементами – упругой пружиной, вязким демпфером и пластическим шарни-
ром, для описания несимметрии механических свойств по отношению к растяжению
и сжатию используется новый реологический элемент – жесткий контакт. В про-
странственном случае определяющие уравнения идеальных сред формулируются в
терминах вариационных неравенств с односторонними ограничениями на тензоры на-
пряжений и деформаций. Среды со сложной реологией описываются нелинейными
уравнениями, содержащими проекции на допустимые множества. Рассматривают-
ся различные варианты континуальных моделей, описывающих поведение сыпучих
сред с упругими и пластическими частицами, пористых сред, жесткость которых
существенно возрастает при схлопывании пор.

Для анализа математических моделей разработан параллельный вычислитель-
ный алгоритм, основанный на методе расщепления по физическим процессам и по
пространственным переменным, в котором для численного решения одномерных ги-
перболических систем уравнений применяются явные монотонные ENO–схемы – мо-
дификации схемы С.К. Годунова [2]. Алгоритм реализован в виде комплекса про-
грамм для суперкомпьютеров кластерного типа.

Приводятся результаты численного анализа процессов распространения сигното-
нов — волн сжатия в разрыхленной сыпучей среде. Выполнены расчеты диссипации
механической энергии в пеноалюминии за счет пластического схлопывания пор при
сосредоточенном импульсном воздействии.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 11-01-00053),
Комплексной программы фундаментальных исследований Президиума РАН № 2 и
Междисциплинарного интеграционного проекта Сибирского отделения РАН № 40.
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ГОМОГЕНИЗАЦИЯ МОДЕЛИ БАРОТРОПНОГО ВЯЗКОГО
ГАЗА С БЫСТРО-ОСЦИЛЛИРУЮЩИМИ

НАЧАЛЬНЫМИ ДАННЫМИ

С.А.Саженков

Институт гидродинамики им. М.А.Лаврентьева СО РАН, Новосибирск

Рассматриваются классические трехмерные уравнения Навье — Стокса вязкой
сжимаемой неоднородной жидкости в гладкой ограниченной области, снабженные
условием прилипания на границе области и быстро-осциллирующими начальными
распределениями плотности. Быстрые осцилляции распределений плотности модели-
руются как слабые пределы при стремлении малого параметра осцилляций к нулю.
Уравнением состояния изучаемой среды является уравнение состояния баротропного
газа. Считается, что постоянная адиабаты больше трех.

Строго обоснована процедура гомогенизации при стремлении частот быстрых ос-
цилляций к бесконечности. Как результат, получена предельная эффективная мо-
дель динамики сжимаемого вязкого газа с быстро осциллирующими начальными
данными, состоящая из законов сохранения импульса и массы, имеющих такой же
вид, как в исходной системе, уравнения состояния, отличающегося от исходного урав-
нения состояния баротропного газа, и содержащего дополнительную искомую функ-
цию — кинетическую, и дополнительную независимую переменную, а также кине-
тического уравнения, несущего информацию об эволюции быстро-осциллирующих
режимов. Существенным местом в работе является то, что от структуры сплош-
ной среды — вязкого баротропного газа — не требуется никаких свойств упорядо-
ченности, например, периодичности, квазипериодичности, случайной однородности.
Доказательства в работе основаны на ставших классическими методах в теории кор-
ректности моделей вязкого сжимаемого газа и на версии кинетического уравнения,
предложенной П.И.Плотниковым и Ж.Соколовски.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (код проекта 10-01-00447).
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НЕЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНЫ В ДВУХФАЗНОЙ СРЕДЕ
ОКОЛОЗВЕЗНОГО ДИСКА

В.Н.Снытников

Институт катализа им. Г.К.Борескова СО РАН, Новосибирск
Новосибирский государственный университет

Необходимые условия для синтезов основной массы органических соединений в
Солнечной системе возникали при ее формировании на этапах оседания пыли к эк-
ваториальной плоскости протопланетного диска, появления пылевого субдиска и об-
разования сгустков из газа и первичных тел при развитии гравитационных неустой-
чивостей [1]. Для изучения этих процессов созданы нестационарные численные моде-
ли, которые реализуются на суперкомпьютерах. Численное моделирование динамики
околозвездных дисков проводится с использованием кинетического уравнения для
описания подсистемы твердых первичных тел, газодинамических уравнений для га-
зовой компоненты, уравнения Пуассона для самосогласованного гравитационного по-
ля и уравнений химической кинетики. В докладе представлены результаты изучения
развития гравитационных неустойчивостей в молекулярных облаках с формировани-
ем околозвездных дисков и джетов — кумулятивных струй вдоль оси вращения дис-
ка, а также волновых процессов, которые происходят в двухфазной гравитирующей
среде газ - первичные тела. В вычислительных экспериментах на суперкомпьютерах
исследуются формирование и эволюция нелинейных структур в дисках. Особый ин-
терес представляют обнаруженные ранее одиночные волны плотности, для которых
предложены аналитические оценки.

Работа проведена при поддержке программ Президиума РАН “Происхождение и
эволюция биосферы” и “Происхождение, строение и эволюция объектов Вселенной”,
а также интеграционного проекта СО РАН №26.
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ВЛИЯНИЕ РАЗМЕРНОСТИ НА РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ
ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ P -ЛАПЛАСИАНА И ЕГО

АНИЗОТРОПНОГО АНАЛОГА
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Одним из классических примеров нелинейных вырождающихся и сингулярных
эллиптических уравнений является p-лапласиан и его анизотропный аналог. Эти
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уравнения широко применяются при моделировании течения псевдопластичных и
дилатантных неньютоновских жидкостей, жидкостей в среде с разной проводимо-
стью в разных направлениях, а также в теории фильтрации. В отличии от краевых
задач для p-лапласиана, которые изучаются интенсивно уже более 30 лет, исследо-
вания аналогичных задач для анизотропных эллиптических уравнений приобрели
систематический характер лишь с конца 90-х годов прошлого века. Нас интересует
вопрос существования ограниченного обобщенного решения задачи Дирихле для ука-
занных уравнений. В частности, рассматривается задача Дирихле для нелинейного
анизотропного эллиптического уравнения вида

−
N∑

i=1

µi(|uxi
|pi−2uxi

)xi
= c(x)g(u) + f(x) in Ω ⊂ RN, (1)

где постоянные µi > 0 и pi > 1, i = 1, . . . , N , а Ω — строго выпуклая ограничен-
ная область. Исследуется случай, когда в уравнении (1) присутствуют сингулярные
члены, т.е. члены с показателями 1 < pi < 2. Показано, что разрешимость задачи
Дирихле в классе ограниченных решений в сингулярном случае существенно зави-
сит от размерности области, в которой она исследуется. Приведено условие, которое
определяет число сингулярных pi-ых (и как следствие размерность), гарантирующее
существование ограниченного обобщенного решения задачи Дирихле для уравнения
(1). Аналогичный результат имеет место и для параболических версий p-лапласиана
и его анизотропного аналога.
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НАКЛОННЫЙ ВХОД ПОЛОГОГО КОНТУРА В ТОНКИЙ
СЛОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

Т.И.Хабахпашева, Е. А. Батяев

Институт гидродинамики им. М.А.Лаврентьева СО РАН, Новосибирск
Новосибирский государственный университет

В работе исследуется нестационарное нелинейное взаимодействие пологого тела
произвольной формы при его наклонном ударе о свободную поверхность тонкого слоя
жидкости (рис. 1). Моделирование такого взаимодействия тесно связано с задачами
на прочность в авиастроении, например при аварийной посадке самолета на воду, а
также в корабельной гидродинамике при проектировании быстроходных судов. Зна-
ние гидродинамических нагрузок при ударе о жидкость необходимо для обеспечения
безопасности жизни как инженерной конструкции, так и пассажиров.
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Рис. 1

Исследуются эволюция распределения давления вдоль поверхности тела, измене-
ние области контакта и течение жидкости, вызванное ударом. Для анализа течения
жидкости используется метод сращиваемых асимптотических разложений, предло-
женный А.А.Коробкиным [1] для задач о соударении двух недеформируемых тел,
одно из которых покрыто слоем жидкости. Задача решается в предположении обра-
зования струй на границе области контакта, без возможности их отрыва. Это усло-
вие выполнено, если угол наклона вектора скорости при ударе достаточно большой.
Построена эволюционная система дифференциальных уравнений, позволяющая чис-
ленно решить задачу.

Отметим, что задача о наклонном ударе по тонкому слою жидкости оказалась
значительно сложнее аналогичных задач как для удара по бесконечно глубокому
слою жидкости, так и для задачи о вертикальном ударе по тонкому слою жидкости.
Это связано с тем, что переменная толщина слоя жидкости под телом и нелиней-
ное, несимметричное течение жидкости в слое существенно влияют на распределение
гидродинамического давления и требуют адекватного учета как непосредственно в
точках контакта, так и интегрально.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (код проекта 10-08-00076).
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НЕАВТОНОМНЫЕ ГАЗОДИНАМИЧЕСКИЕ ПОДМОДЕЛИ
РАНГА ОДИН

С.В.Хабиров

Институт механики УНЦ РАН, Уфа

Для уравнений газовой динамики с общим уравнением состояния: есть три до-
пускаемые трехмерные подалгебры, содержащие оператор вращения. Для каждой
из них инвариантная подмодель сводится к неавтономной системе двух обыкновен-
ных дифференциальных уравнений первого порядка. Такая редукция возможна в
силу найденных трех интегралов: постоянства энтропии, интеграла закрутки и инте-
грала Бернулли (интеграла продольного движения). Одна из этих подмоделей задает
конические течения с закруткой.
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Для специальных уравнений состояния подмодели имеют особые решения, когда
не все производные определяются из уравнений. Дополнительные симметрии в слу-
чае специальных уравнений состояния сводят систему уравнений к автономной. При
отсутствии вращения эти подмодели исследованы. При наличии вращения найдены
точные решения для каждой подмодели и описаны соответствующие движения газа.

КВАЗИНЕЙТРАЛЬНЫЕ ДВИЖЕНИЯ
БЕССТОЛКНОВИТЕЛЬНОЙ ПЛАЗМЫ

А.К.Хе, А.А.Чесноков

Институт гидродинамики им. М.А.Лаврентьева СО РАН, Новосибирск
Новосибирский государственный университет

Рассматриваются одномерные квазинейтральные движения бесстолкновительной
плазмы при отсутствии магнитного поля. Нелинейное кинетическое уравнение для
функции распределения ионов f(t, x, v) имеет вид [1]:

ft + vfx −
e

Mi

ϕxfv = 0, ϕ =
Te

e
ln

(
1

N0

∫

R

f dv

)
, (1)

распределение электронов считается равновесным. Модель (1), записанная в полу-
лагранжевых переменных, попадает в класс систем дифференциальных уравнений с
операторными коэффициентами, для которых В.М.Тешуковым предложено понятие
обобщенной гиперболичности [2]. Установлена аналогия между моделью бесстолкно-
вительной плазмы (1) и уравнениями, описывающими сдвиговое движение идеальной
жидкости в протяженном канале с упругими стенками [3].

С использованием развитых в [2] подходов и результатов [3] определены скорости
распространения возмущений в квазинейтральной плазме, сформулированы необхо-
димые и достаточные условия обобщенной гиперболичности уравнений движения.
Показано соответствие условий гиперболичности известным критериям устойчиво-
сти, полученным в рамках линейной теории.

Построены точные решения (1) в классе бегущих волн, непрерывно примыкающих
к заданному стационарному однородному по пространству фону. Предложены диф-
ференциальные законы сохранения, аппроксимирующие исходное интегродифферен-
циальное уравнение. Показано, что известные гидродинамические пределы теории
плазмы могут быть выведены из приближенной дифференциальной модели. Кроме
того, дифференциальная модель позволяет проводить компьютерное моделирование
на основе разработанных численных методов.

Изучено асимптотическое поведение малых возмущений стационарного течения
бесстолкновительной плазмы. Показано, что для рассматриваемой модели решение,
в общем случае, выходит на некоторый периодический режим. Аналог затухания
Ландау [4] возможен при специальном выборе функции распределения.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (код проекта 10-01-00338), Министерства образования и науки РФ
(проект 2.1.1/3543), Интеграционного проекта СО РАН №65.
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О ЗАДАЧАХ РАВНОВЕСИЯ УПРУГИХ ТЕЛ С ЖЕСТКИМИ
ВКЛЮЧЕНИЯМИ

А.М.Хлуднев

Институт гидродинамики им. М.А.Лаврентьева СО РАН, Новосибирск

Новосибирский государственный университет

Рассматриваются задачи о равновесии упругих тел, содержащих жесткие вклю-
чения с возможным отслоением. Наличие отслоений приводит к необходимости ис-
следования трещин, расположенных на границах жестких включений. При этом на
берегах трещин задаются нелинейные краевые условия, исключающие взаимное про-
никание берегов. В докладе рассматриваются двуслойные упругие конструкции с
жесткими включениями и трещинами. Приводятся корректные формулировки задач
равновесия. Доказывается разрешимость задач оптимального управления, в которых
в качестве функционала качества выступает производная функционала энергии по
длине трещины. [1], [2], [3].

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (10-01-00054) и ФЦП “Кад-
ры” (П597).
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НЕКЛАССИЧЕСКИЕ ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ
И СМЕЖНЫЕ ВОПРОСЫ

С.П.Царев

Сибирский Федеральный Университет, Красноярск

В докладе дается обзор малоизвестных результатов по проблеме элементарно-
сти первообразных алгебраических функций [1, 2, 3]. Как выяснилось относительно
недавно, данная проблема исключительно богата связями с такими, казалось бы,
отдаленными вопросами, как граничные задачи типа Дирихле для уравнения коле-
баний струны uxy = 0 [5], полиномами, наименее уклоняющимися от нуля на системе
интервалов [4], спиновыми цепочками Гейзенберга и классическими геометрическими
теоремами типа Понселе.

Основные алгебраические идеи Чебышева и Золотарева позволяют пролить новый
свет на приведенные выше задачи. Предложенные ими и другими математиками кон-
ца XIX века конструктивные методы позволяют получить намного более экономные
алгоритмы решения исходной задачи об элементарности некоторых эллиптических
интегралов и могут послужить основой дальнейших конструктивных результатов в
упомянутых выше областях.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (код проекта 09-01-00762а) и гранта НШ-7256.2010.1 поддержки
ведущих научных школ.
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ЭВОЛЮЦИЯ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ НА
ПОВЕРХНОСТИ ПЛЕНКИ ЖИДКОСТИ, СТЕКАЮЩЕЙ ПО

ВЕРТИКАЛЬНОМУ ЦИЛИНДРУ

О.Ю.Цвелодуб 1,2, А. А. Бочаров3

1Новосибирский государственный университет
2Институт теплофизики им. С.С.Кутателадзе СО РАН, Новосибирск
3Новосибирский государственный аграрный университет

Рассматриваются течения вязкой пленки жидкости по внешней поверхности вер-
тикального цилиндра. Вследствие неустойчивости плоскопараллельного течения плен-
ки постоянной толщины с плоской свободной границей к бесконечно малым возму-
щениям такое стекание является волновым уже при сколь угодно малых расходах.
Исследование волновых режимов в случае малых расходов и больших радиусов ци-
линдра сводится к анализу решений одного нелинейного эволюционного уравнения
для толщины пленки. Для аксиально–симметричных решений это уравнение перехо-
дит в хорошо известное уравнение Курамото — Сивашинского.

Влияние нелинейных эффектов может приводить к формированию стационарно-
бегущих режимов. В рассматриваемой модели существует счетное число таких се-
мейств решений [1]. Большинство из них в свою очередь неустойчиво к двумерным
и трехмерным возмущениям. В силу этого, дальнейшее развитие начальных возму-
щений в разных областях значений параметров существенно различается.

В работе приводятся некоторые характерные сценарии эволюции возмущений.
Так, например, для волновых чисел близких к нейтральному существует либо одно
стационарно–бегущее, либо одно осциллирующее по времени решение, к которым
асимптотически стремятся почти все начальные возмущения. При этом осцилли-
рующее по времени решение появляется в результате бифуркации из стационарно-
бегущего решения. Особый случай представляют начальные возмущения с опреде-
ленными симметриями, которые сохраняются в процессе эволюции. В этом случае
решения притягиваются к другим стационарно–бегущим решениям, обладающим та-
кими же симметриями.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Правительства России для
государственной поддержки научных исследований, проводимых под руководством
ведущих ученых в российских вузах № 11.G34.31.0035 (ведущий ученый — В.Е. Заха-
ров, ГОУ ВПО “Новосибирский государственный университет”) и гранта Российского
фонда фундаментальных исследований (код проекта 10-08-91333-ННИО-а).
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ОСОБЕННОСТИ ГИДРОДИНАМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ И
ВОДООБМЕНА В ОЗЕРЕ БАЙКАЛ

Е.А.Цветова

ИВМиМГ СО РАН, Новосибирск

В отличие от мелких водоемов средних широт, которые полностью перемешива-
ются дважды в год за счет естественной конвекции, озеро Байкал за время полного
годового температурного цикла перемешивается лишь частично. Причиной тому слу-
жит изменение температуры максимальной плотности с глубиной: она уменьшается
со скоростью 0.21С/100м. В результате естественная конвекция ограничивается верх-
ним слоем толщиной приблизительно 200-250 м. В окрестности этих глубин осенью
формируется слой мезотермического максимума, который становится препятствием
для водообмена между поверхностными и глубинными водами. Однако, как показы-
вают наблюдения, водообмен все же происходит, но лишь спорадически, при возник-
новении так называемой термобарической неустойчивости. Причины возникновения
и способы реализации этого вида неустойчивости представляют в настоящее время
большой теоретический и практический интерес.

Для моделирования гидродинамических процессов в озере используется трехмер-
ная нестационарная математическая модель в негидростатическом приближении со
свободной поверхностью. Модель основана на системе полных уравнений гидротер-
модинамики в приближении Буссинеска. Влияние силы Кориолиса представлено тре-
мя компонентами. Различные способы параметризации используются для расчета
тензоров турбулентного обмена в уравнениях движения и переноса тепла. Уравнение
состояния представляет зависимость плотности от температуры, давления и солено-
сти. Область интегрирования учитывает реальную конфигурацию береговых линий
и рельефа дна. На верхней границе водной массы учитывается воздействие атмосфе-
ры. На дне задаются условия прилипания и отсутствие потоков тепла. На боковых
границах ставятся условия, учитывающие влияние притока и стока рек.

Для исследования влияния на гидродинамические процессы выбросов метана мо-
дель дополняется уравнениями переноса и трансформации растворенных и газовых
примесей. Механизм трансформации описывается системой кинетических уравнений.

В докладе представлены результаты численных экспериментов при различных
сочетаниях параметров, участвующих в моделях. Обсуждаются сценарные расчеты
по воспроизведению циркуляции и изменения поля температуры под действием из-
меняющихся в пространстве и времени атмосферных воздействий. В частности, рас-
сматриваются такие процессы и явления как термобар, естественная и вынужденная
конвекция, возникновение и разрушение мезотермического максимума, процессы об-
новления глубинных вод.

Численное моделирование при участии примесей показало, что, в результате дей-
ствия источников метана на дне и подъема смеси, формируются компенсирующие
потоки, приводящие к возникновению термобарической неустойчивости и опусканию
вод до максимальных глубин.

Работа поддержана Программами №№ 4 и 20 Президиума РАН и № 1.3 ОМН РАН.
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ГИДРОДИНАМИКА И АКУСТИКА ВСПЛЕСКА КАПЛИ В
ЖИДКОСТИ

Ю.Д.Чашечкин, В. Е.Прохоров

Институт проблем механики им. АЮ.Ишлинского РАН, Москва

Подготовлена установка для синхронной регистрации картины течения, образую-
щегося при падении капли жидкости в слой покоящейся жидкости, и звука, распро-
страняющегося в воздухе и в воде. Ведется фоторегистрация с высоким временным
разрешением и высокоскоростная (до 25000 кадров в секунду) видеорегистрация кар-
тины течений. Измерения возмущений свободной поверхности проводятся лазерным
методом. Звуковой сигнал в воде записывается высокочувствительным гидрофоном
в полосе частот до 100 КГц, в воздухе - микрофоном в полосе до 50 КГц. Получены
картины переносы вещества из капли в принимающую жидкость и фонограммы зву-
кового ряда в воде и воздухе. Синхронизация оптических и акустических измерений
позволяет проследить связь элементов картины течения с особенностями звукового
сигнала. Обсуждаются механизмы излучения звука, проведено сравнение с извест-
ными работами.

К ВОПРОСУ ГРУППОВОЙ КЛАССИФИКАЦИИ И
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ СИСТЕМ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Ю.А.Чиркунов

Институт вычислительных технологий СО РАН, Новосибирск
Новосибирский государственный технический университет

Задача групповой классификации системы дифференциальных уравнений (S),
содержащей произвольный элемент f , удовлетворяющий структурным уравнениям
(Q), состоит в отыскании ядра основных групп, перечислении с точностью до пре-
образований эквивалентности всех спецификаций произвольного элемента, при ко-
тором происходит расширение ядра, и отыскании основной группы для каждой спе-
цификации. При этом основную роль играют преобразования эквивалентности. Пре-
образованиями эквивалентности системы (S) называются [1] преобразования про-
странства независимых и зависимых переменных этой системы, продолженные на
f и оставляющие инвариантной систему (S)U(Q). Эти преобразования сохраняют
вид системы (S) при всех элементах f и образуют группу Ли. Однако, полученные
при групповой классификации спецификации системы (S) имеют, вообще говоря, бо-
лее широкие группы эквивалентности, с помощью которых возможно их дальнейшее
“упрощение”. Одной из первых работ, в которой была предпринята попытка расши-
рить понятие преобразования эквивалентности, была работа С.В.Хабирова [2]. Затем
такое же расширение было сделано в работе С.В.Мелешко [3] при групповой клас-
сификации уравнений двумерных движений газа. В работах [2, 3] рассматривались
преобразования эквивалентности, зависящие от произвольного элемента f . Но опять
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речь шла о преобразованиях, сохраняющих вид системы (S) при всех элементах f .
В настоящем докладе дается понятие обобщенных преобразований эквивалентности
для системы дифференциальных уравнений, по отношению к которым введенные
Л.В.Овсянниковым [1] преобразования эквивалентности являются универсальными
преобразованиями эквивалентности. Образуемая универсальными преобразования-
ми эквивалентности группа Ли — это ядро групп эквивалентности для всех спе-
цификаций данной системы. Указан алгоритм групповой классификации системы
дифференциальных уравнений с помощью этих обобщенных преобразований экви-
валентности. Выяснено место в этом алгоритме метода предварительной групповой
классификации, предложенного в работе [4]. Эффективность алгоритма показана на
примерах.

Работа выполнена при финансовой поддержке межрегионального интеграцион-
ного проекта СО РАН №103.
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ НЕКОТОРЫХ ПОДХОДОВ К
МОДЕЛИРОВАНИЮ ОПОЛЗНЕВОГО МЕХАНИЗМА

ГЕНЕРАЦИИ ВОЛН ЦУНАМИ

Л.Б.Чубаров1,2, С. А. Бейзель1, В.К.Худякова2

1Институт вычислительных технологий СО РАН, Новосибирск
2Новосибирский государственный университет

В докладе рассматриваются два подхода к моделированию оползневых механиз-
мов генерации волн цунами, в которых оползень представляется как объем невязкой
несжимаемой жидкости более высокой плотности по сравнению с окружающей водой.
Находясь на наклонном дне, оползень двигается вниз, вызывая колебания свободной
поверхности. Предполагается, что вода и жидкость оползня не перемешиваются меж-
ду собой. Задача рассматривается в одномерной постановке.
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В первом подходе явление описывается с помощью двухслойных нелинейных урав-
нений мелкой воды [1], где нижний слой представляет оползень, верхний — воду. В
рамках этой модели слои оказывают непосредственное влияние друг на друга, то есть
искомые характеристики одного слоя (скорость и толщина) зависят от искомых ха-
рактеристик другого. В противовес этой модели во втором подходе влияние между
слоями учитывается только параметрически. Этот подход заключается в последо-
вательном расчете вначале движения оползня, а потом — окружающей его воды.
Движение слоя воды, покрывающей оползень, описывается с помощью однослойных
уравнений мелкой воды с подвижным дном. Движение ограниченного в пространстве
оползня задается этими же уравнениями, но на неизменяющемся дне. Рассчитанная
поверхность оползня используется в качестве изменяющегося дна в уравнениях для
слоя воды. Параметром влияния верхнего слоя на движение оползня является отно-
сительная разность плотностей слоев. В обеих моделях учитывается трение оползня
о дно.

Для решения уравнений используется один и тот же вычислительный алгоритм —
разностная схема с искусственной вязкостью первого порядка аппроксимации, пред-
ложенная М.С.Сладкевичем. Это позволяет проводить сравнение моделей, не отвле-
каясь на различие в численных эффектах, которое возникало бы при использовании
разных алгоритмов. В широком диапазоне параметров (отношение плотностей сло-
ев, параметры трения, размеры оползня), которые были испробованы авторами, два
подхода дают схожие результаты. Наблюдается совпадение как амплитуд, так и фа-
зовых характеристик течения. Различие между подходами увеличивается с умень-
шением толщины верхнего слоя. Более тонкий верхний слой сильнее изменяет форму
оползня, и, как следствие, проявляются различия на свободной поверхности.

Работа выполнена при поддержке Программы фундаментальных исследований
СО РАН (проект IV.31.2.1), РФФИ (гранты 09-05-00294-а, 10-05-91052-а-НЦНИ) и
президентской программы Ведущие научные школы РФ (грант № НШ-931.2008.9).
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АВТОМОДЕЛЬНЫЕ АСИМПТОТИКИ, ОПИСЫВАЮЩИЕ
НЕЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНЫ

A.П.Чугайнова

Математический институт им. В.А.Стеклова РАН, Москва

Рассматриваются особенности поведения нелинейных волн в упругих средах, в
которых длинноволновые возмущения описываются гиперболическими уравнениями,
выражающими законы сохранения. Предполагается, что в явлениях более мелкого
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масштаба существенны дисперсия и диссипация. Наличие дисперсии, проявляющей-
ся в структурах ударных волн в виде колебаний, может приводить к тому, что множе-
ство разрывов, которым соответствует решение задачи о структуре разрыва в виде
стационарной структуры (бегущей волны) приобретает сложное строение. При этом
оказалось, что если при построении решений гиперболических систем уравнений ис-
пользовать только разрывы со стационарной структурой, то для ряда автомодельных
задач решения оказываются неединственными. Число решений зависит от влияния
дисперсии внутри структуры и неограниченно растет с ростом этого влияния. В свя-
зи с этим возникает вопрос, какие решения реализуются и при каких условиях. С
целью получения ответа на этот вопрос были проведены численные эксперименты по
решению начально-краевых задач для уравнений, описывающих нелинейные волны
в вязко упругой среде с дисперсией. Проведенные исследования позволили сформу-
лировать выводы о реализуемости автомодельных решений, рассматриваемых как
асимптотики неавтомодельных решений при больших временах и масштабах. Опре-
делены способы указания реализующейся асимптотики в зависимости от деталей
постановки начально-краевой неавтомодельной задачи.

ОБОБЩЕННЫЕ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ИНВАРИАНТНЫЕ
РЕШЕНИЯ ОДНОГО УРАВНЕНИЯ АКУСТИКИ

Ю.В.Шанько

Институт вычислительного моделирования СО РАН, Красноярск

Рассматривается двумерное уравнение распространения звука в неподвижной неод-
нородной среде [1]:

ptt
ρc2

=
(px
ρ

)
x
+
(py
ρ

)
y
, (1)

где ρ = ρ(x, y) > 0, c = c(x, y) > 0 — заданные функции.
Ищутся функции u = u(t, x, y), q = q(t, x, y) такие, что

p = uΦ(q) (2)

будет решением уравнения (1) при всех (достаточно гладких) функциях Φ. Соответ-
ствующие решения называют обобщенными функционально-инвариантными (ОФИ)
[2]. ОФИ решения задают так называемые семейства относительно неискажающихся
бегущих волн [3].

Функции u и q удовлетворяют переопределенной системе
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В работе предлагается подход, позволяющий свести систему (3) к переопределен-
ной системе, для функций от двух, а не трех независимых переменных, что значи-
тельно упрощает ее анализ на совместность.

Основное внимание в работе уделяется решениям, которые можно представить в
виде

p = u1Φ1(q) + u2Φ2(q),

с произвольными функциями Φ1 и Φ2 (нетрудно заметить, что любое решение удо-
влетворяющее этому условию является ОФИ решением).

Работа выполнена в рамках Интеграционного проекта СО РАН № 103.
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ВОЛНЫ В УПРУГОЙ СРЕДЕ, НАСЫЩЕННОЙ
ДВУХФАЗНОЙ КАПИЛЛЯРНОЙ ЖИДКОСТЬЮ

В.В.Шелухин

Институт гидродинамики им. М.А.Лаврентьева СО РАН, Новосибирск

Предложен вывод уравнений фильтрации двухфазной жидкости в упругой пори-
стой среде с учетом поверхностного натяжения между жидкими фазами. За осно-
ву взят термодинамический подход Ландау — Халатникова к анализу сверхтекучей
жидкости [1]. Если модель Био предсказывает одну поперечную и две продольных
волны в пороупругой среде, насыщенной одной жидкой фазой, то предложенная мо-
дель допускает еще одну дополнительную продольную волну в случае двухфазной
жидкости с поверхностным натяжением. Исследовано влияние диссипации на зату-
хание акустических волн. Установлена зависимость между временем затухания и
добавками поверхносто-активных веществ.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (код проекта 10-05-00835).
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РЕШЕНИЯ ТРЕХМЕРНОЙ МОДЕЛИ ДАЛЬНЕГО
ТУРБУЛЕНТНОГО СЛЕДА ЗА БУКСИРУЕМЫМ ТЕЛОМ

А.В.Шмидт

Институт вычислительного моделирования СО РАН, Красноярск

Для описания течения в дальнем турбулентном следе за осесимметричным бук-
сируемым телом в пассивно стратифицированной среде используется модель [1]:
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где u(x, y, z) — осредненный дефект скорости, e(x, y, z) — кинетическая энергия тур-
булентности, ǫ(x, y, z) — скорость диссипации кинетической энергии турбулентности,
〈ρ1〉(x, y, z) — осредненный дефект плотности и 〈ρ′2〉(x, y, z) — дисперсия флуктуа-
ций плотности. Величины Ce = 0.136, Cǫ = 0.105, Cǫ1 = 1.44, Cǫ2 = 1.92, Cρ = 0.208,
C1ρ = 0.087, CT = 1.25 — общепринятые эмпирические константы.

С помощью теоретико-группового подхода и метода B-определяющих уравнений
[2] найдено представление для решений, позволяющее свести исходную модель к си-
стеме обыкновенных дифференциальных уравнений. Система обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, удовлетворяющая естественным краевым условиям, ре-
шалась численными методами. Дополнительные трудности представляло то обстоя-
тельство, что коэффициенты системы имеют особенности. Был использован модифи-
цированный метод стрельбы и асимптотическое разложение решения в окрестности
особой точки. Полученные решения согласуются с экспериментальными данными.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (проект 10-01-00435) и Сибирского отделения РАН (проект 103).
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ВЛИЯНИЕ ВЯЗКОСТИ НА СТРУКТУРУ ТЕЧЕНИЯ ПРИ
СЛАБОМ ОТРАЖЕНИИ УДАРНЫХ ВОЛН В УСЛОВИЯХ
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Четырехволновая модель Гудерлея для отражения слабых ударных волн — это
наиболее известный путь для разрешения парадокса Неймана в рамках газовой ди-
намики. Численное моделирование, проведенное в [1] c использованием техники вы-
деления скачков, подтвердило основные положения теории Гудерлея. В окрестности
тройной точки за отраженной волной обнаружены волна разрежения и локальная
сверхзвуковая область.

Другой путь для разрешения парадокса Неймана — это попытаться учесть эф-
фекты вязкости и теплопроводности в окрестности тройной точки. Согласно модели
Штернберга [2], вместо тройной точки в вязком потоке существует зона, где усло-
вия Рэнкина — Гюгонио не применимы. Численное моделирование [3] при низких
числах Рейнольдса подтвердило справедливость этой модели, при этом локальных
сверхзвуковых областей в окрестности пересечения ударных волн обнаружено не бы-
ло. В настоящий момент не ясно, может ли “вязкая” структура течения при числе
Рейнольдса Re → ∞ непрерывным образом перейти в четырехволновую структу-
ру с локальной сверхзвуковой зоной. Для полного понимания структуры течения в
окрестности пересечения ударных волн необходимо провести численное моделирова-
ние при максимально высоких числах Рейнольдса.

В настоящей работе проведено численное исследование стационарного нерегуляр-
ного отражения слабых ударных волн в условиях парадокса Неймана. При числен-
ном моделировании в рамках уравнений Эйлера, с использованием схем сквозного
счета, обнаружена четырехволновая конфигурация Гудерлея со сверхзвуковой обла-
стью за отраженной волной. В вязком случае подобные сверхзвуковые области при
числах Рейнольдса Re < 109 обнаружены не были. При увеличении числа Рейнольд-
са обнаружен прообраз четырехволновой конфигурации со сверхзвуковой областью
за отраженной волной.
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Для модели газовой динамики разыскиваются уравнения состояния p = f(ρ,S),
где S – энтропия, с которыми уравнения газовой динамики имеют решение с линей-
ным полем скоростей: ~u = A(t)~x+ ~u0(t), где A – матрица, ~u0 – вектор. Удобно ввести
вспомогательные величины: S + Ω = A′ + A2, ST = S = ‖sij‖, Ω = −ΩT = E < ~ω >,
~v = ~u′0 + A~u0. Из уравнений газовой динамики следует переопределенная система
для давления p и плотности ρ [1]. Условия совместности при ∇ρ 6= 0 таковы S~ω = 0,
~v ·~ω = 0. При этом для p и ρ найдены определенные представления. С помощью этих
представлений из переопределенной системы функциональных уравнений получена
полная классификация решений.

При ρ = ρ(t) получены дифференциальные уравнения для матрицы S, вектора
~ω, вектора ~v, которые назовем подмоделью.

При ~ω = 0 имеются две подмодели, когда выражение (ρa2)ρp равно нулю и не
равно нулю.

При ~ω 6= 0, S = 0 получено две подмодели, когда выражение
(
ρ (ρa2)ρ

)
ρ

равно

нулю и не равно нулю.
При ~ω 6= 0 (например ω1 6= 0) и ранге матрицы S равном 1 или 2 получено пять

подмоделей:
а) ∆+ (ω1)

2
6= 0, ∆ = s22s33 − s223;

б) ∆ = 0, ω1 6= 0;
При ∆+ (ω1)

2
= 0 плотность имеет вид ρ = R(t, J1) (2ω

1I1 + λs22v
3 − s33v

2)
−1

, где
I1 = αs22λ + βs33, α = x2 − ω2

ω1x
1, β = x3 − ω3

ω1x
1, J1 = 2ω1 (α + βλ)− (v3 − λv2) ln |n|,

λ ≡ s23+ω1

s22
= s33

s23−ω1

в) RJ1 6= 0, v3 6= λv2;
г) RJ1 6= 0, v3 = λv2;
д) RJ1 = 0.

Таким образом, получено 10 подмоделей. Все подмодели получены при условии,
что trA 6= 0, так как при trA = 0 все подмодели перечислены в [2].

Работа выполнена при финансовой поддержке Государственной научно-техничес-
кой программы Республики Башкортостан, госконтракт 13/3–ФМ.
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NONLINEAR ROSSBY WAVE TRAINS IN POLAR AREAS AND
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CURRENT
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In this contribution a simple analytical model for low frequency and large scale variability
of the Antarctic Circumpolar Current (ACC) is presented. The physical mechanism of
the variability is related to temporal and spatial variations of the mean flow (ACC) due
to circularly propagating nonlinear barotropic Rossby wave trains. It is shown that the
Rossby wave train is a fundamental mode, trapped between the major fronts in the ACC
[1]. The Rossby wave trains are predicted to rotate around the Antarctica. The angular
velocity of rotation of the vortical Rossby wave pattern is not arbitrary, but is predicted to
be at a specific rate, which is independent of the zonal number but rather depends on the
distance between the Sub Antarctic Front ( SAFjet) and Polar Front ( PF jet), and the
strength of the mean current. The pattern propagates against the ACC for large distances
between the SAF and PF and collateral to the ACC when this distance is short. Once the
vorticity-stream function relation is prescribed, our model predicts that there is a unique
nonlinear vortex pattern for each zonal mode number. Various modes are allowed to exist,
however they have reasonable amplitudes (those leading to the observed velocities) in
different range of parameters in the stream function-vorticity relation, perhaps indicating
that they are driven by different physical mechanisms. This conclusion is consistent with
observations reported by [2]. Reasonable values for the distance between the SAF and
PF and the magnitude of the average mean current lead to reasonable agreement for the
period of rotation and the velocity field characteristics. The theory also predicts that the
Rossby wave patterns include patches of trapped fluid that could carry fluid from the inner
(colder) and outer (warmer) boundaries of the ACC thus explaining the sequence of the
warm and cool patches carried by the ACW. A more detailed examination of importance
of the bathymetry and coastal configuration features would require a spatially explicit
numerical model, which is beyond the scope of the present study. The spatial structure
of the rotating pattern, including its zonal wave number, is defined by the specific form
of the stream function-vorticity relation. The similarity between the simulated patterns
and the Antarctic Circumpolar Wave (ACW) is highlighted. The model can predict the
observed sequence of warm and cold patches in the ACW as well as its zonal number.
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ROLL WAVES IN SHEARED FLOW ON AN INCLINED PLANE
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Roll waves is a periodic system of smooth profiles separated by hydraulic jumps. The
existence of roll waves has been proved by Dressler (1949) by using classical shallow
water equations on an inclined plane with friction. V.Yu. Lyapidevsky has studied the
modulational stability of such waves (Lyapidevsky, Teshukov, 2000).

However, the experimental wave profiles (Brock, 1967) do not correspond to Dressler’s
profiles which are too “sharp”. We adapted the model proposed by V. M. Teshukov (2007)
for description of sheared shallow water flows. This model is analogous to the model
of turbulent flows of compressible fluids supplemented by some “production-dissipation”
terms. The roll waves solutions have been obtained. A very good agreement of theoretical
and experimental profiles has been observed.
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