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Предисловие 
В настоящий сборник вошли обзорные и оригинальные статьи, написан-

ные по материалам лекций, прочитанных на научной школе «Нелинейные 
волны — 2012». Эта, уже шестнадцатая по счету, школа представила срез 
наиболее актуальных и прорывных достижений нелинейной колебательно-
волновой физики, полученных за последние два года. Основу программы 
школы составили семь циклов лекций:  

• современные проблемы теории нелинейных колебаний и волн,  
• нелинейные процессы в геофизике,  
• нелинейные явления в астрофизике и космологии,  
• физика экстремальных световых полей,  
• нелинейная динамика живых систем,  
• нелинейная динамика квантовых систем,  
• нелинейные структуры в конденсированных средах.  
Одной из ключевых тематик в программе школы были нелинейные про-

цессы в окружающей среде. Актуальность этого направления нелинейной фи-
зики усиливается год от года. Связано это, в первую очередь, с исследования-
ми изменения климата и необходимостью прогнозирования природных катак-
лизмов. В этом лекционном цикле рассматривались различные подходы к ис-
следованию и моделированию климатических процессов. В частности, были 
прочитаны лекции, посвященные аномалии арктической осцилляции, которая, 
по-видимому, связана с аномально холодными зимами над континентами Се-
верного полушария.  

Впервые в программе школы была выделена в отдельные циклы тематика, 
посвященная нелинейным структурам в конденсированных средах и нелиней-
ной динамике квантовых систем. В них были изложены математические аспек-
ты исследования таких систем и рассмотрены особенности моделирования раз-
нообразных одномерных, двумерных и трехмерных магнитных структур, пер-
спективные схемы получения перепутанных двухфотонных состояний, а также 
вопросы достижения максимальной степени перепутанности, основные принци-
пы лазерного охлаждения и его применения для создания стандартов времени 
и для моделирования высокотемпературных сверхпроводников, поведения ма-
терии в нейтронных звездах и т. д.  

В лекционном цикле «Физика экстремальных световых полей» был дан 
обзор работ по нелинейному поведению волн при формировании временной 
и пространственной структуры излучения вследствие вынужденного комбина-
ционного и мандельштам-бриллюэновского рассеяния лазерных пучков с широ-
кими частотным и угловым спектрами, представлены последние результаты 
исследований по нестабильности вакуума в сильных электромагнитных полях. 
Были прочитаны лекции о суперконтинууме — когерентном электромагнитном 
излучении со сверхшироким спектром — и о пространственном структурообра-
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зовании и динамике паттернов при нелинейном взаимодействии света с фото-
рефрактивными кристаллами.  

В цикле лекций «Нелинейные явления в астрофизике и космологии» были 
затронуты проблемы, в отношении которых в последние годы удалось достичь 
существенного прогресса. Например, квазисферическая аккреция на нейтрон-
ные звезды в режиме дозвукового оседания, возможные механизмы набора 
массы у предшественников сверхновых типа Ia и их верификация, космиче-
ские струны и т. д. 

В лекционном цикле, посвященном нелинейной динамике живых систем, 
были рассмотрены теоретические и экспериментальные исследования нейрон-
ных структур мозга. 

Традиционно в программе школы присутствовал лекционный курс по со-
временным проблемам теории нелинейных колебаний и волн. Были прочита-
ны лекции, посвященные физике нелинейных волн, сложным динамическим 
сетям и задачам гетероклинической динамики, основам тензорных вычисли-
тельных методов и их применению в самых разных приложениях и т. д. 

Лекционные блоки были дополнены работой семинаров по соответст-
вующим направлениям. Научная молодежь принимала активное участие в 
работе школы. Молодые ученые сделали более 40 устных и более 80 стендо-
вых докладов. Жюри, в состав которого вошли ведущие российские и зару-
бежные ученые, выделило 9 лучших стендовых докладов. На этой школе сре-
ди слушателей был проведен конкурс по решению задач по нелинейной дина-
мике и по его итогам определены победители, которых наградили призами.  

Впервые в сборнике «Нелинейные волны» представлены дополнительные, 
так называемые вечерние, лекции, которые вызвали большой интерес у слу-
шателей. 

Наряду с вошедшими в этот сборник лекциями, на школе были также 
прочитаны лекции Е. А. Мареева «Некоторые проблемы и нелинейные модели 
теории климата», Э. М. Базеляна «Нелинейные проблемы моделирования 
молний», А. В. Слюняева «Как предсказать волну-убийцу», В. С. Афраймови-
ча «Математические задачи гетероклинической динамики» и «Сложные дина-
мические сети», Е. Е. Тыртышникова «Будущее вычислительной математики: 
от векторов и матриц к тензорам», А. В. Турлапова «Лазерное охлаждение 
вещества и физика при сверхнизких температурах», К. В. Анохина «Мозг и 
память: результаты и перспективы исследований» и «Мозг и сознание: резуль-
таты и перспективы исследований», М. И. Рабиновича «Динамика информа-
ционных потоков человеческого мозга», А. Э. Дитятева «Внеклеточный мат-
рикс мозга и синаптическая пластичность» и лекция N. Abraham «Pattern For-
mation and Spatio-Temporal Dynamics in Nonlinear Optical Systems». Многие 
материалы уже опубликованы ранее в монографиях и обзорных статьях. 

В заключение мы выражаем признательность авторам за предоставление 
материалов в сборник. 

А. Г. Литвак, В. И. Некоркин 
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НЕЛИНЕЙНЫЙ ОТКЛИК АТМОСФЕРНОЙ ЦИРКУЛЯЦИИ 
НА ТАЯНИЕ АРКТИЧЕСКИХ ЛЬДОВ — 

ВОЗМОЖНАЯ ПРИЧИНА ХОЛОДНЫХ ЗИМ XXI ВЕКА 

В. А. Семенов 

1. Аномально холодные зимы XXI века 
Среднегодовая приземная температура Северного полушария выросла 

на 1 °С с начала XX века. Потепление было неравномерным и значительно 
ускорилось в последние десятилетия: за последние 40 лет, с температур-
ного минимума 1970-х по настоящее время, произошло потепление на 
0,7 °С. Интересной особенностью температурных изменений является за-
медление темпов потепления в первое десятилетие XXI века. Хотя все 
среднегодовые значения температурных аномалий для Северного полуша-
рия в XXI веке превышают предшествующие значения за период инстру-
ментальных наблюдений с середины XIX века (по данным GISS [1]), рост 
температуры Северного полушария за первое десятилетие XXI века соста-
вил всего 0,1 °С (глобальной 0,05 °С). Пространственная картина этих из-
менений характеризовалась некоторым похолоданием над континентами 
Северного полушария преимущественно в зимний период, контрасти-
рующим с сильным потеплением в Арктике (0,55 °С в среднем для облас-
ти севернее 60° с. ш.).  

Среднее за десятилетие похолодание над континентами Северного по-
лушария стало следствием нескольких сильных отрицательных аномалий 
в зимний период: зим 2003, 2006 и 2010 годов (следует также отметить и 
аномалию 2012 года вследствие холодных февральских температур). Если 
аномалия 2003 года была воспринята как случайное исключительное со-
бытие на фоне продолжающегося с 1980-х годов теплого периода, зима 
2005/2006 года поставила вопрос о том, являются ли подобные события 
случайными, и каковы их механизмы на фоне продолжающегося потепле-
ния, которое, согласно модельным оценкам, должно быть наиболее силь-
ным в высоких широтах Северного полушария. Зимой 2005/2006 года 
среднемесячные аномалии приповерхностной температуры воздуха (ПТВ) 
достигали –4 °C в Европе и –10 °C в Центральной Сибири по данным 
реанализа NCEP/NCAR [2]. Данная зима стала самой холодной во многих 
европейских странах за последние три десятилетия. Аномальные холода и 
сильные снегопады были отмечены также в Восточной Азии.  

Зимой 2005/2006 года не наблюдалось аномально низкого индекса Се-
веро-Атлантического колебания (САК), негативная фаза которого приво-
дит к отрицательным температурным аномалиям над Европой и Сибирью 
[3]. Явление Эль-Ниньо также может приводить к похолоданию в Запад-
ной Евразии [4—6]. Однако ни зимой 2005/2006 года, ни предшествующей 
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зимой 2004/2005 года не было зарегистрировано явления Эль-Ниньо. Де-
тально метеорологические характеристики аномальной зимы 2005/2006 
года рассматриваются в работе [7].  

В то же время, именно зимой 2005/2006 года, произошло особенно 
сильное (скачкообразное) уменьшение площади льда в Восточной Аркти-
ке (Баренцевом и Карском морях) [8]. Интенсивные потоки турбулентного 
тепла, поднимающиеся со свободной ото льда поверхности океана в атмо-
сферу в зимний период, вызывают как локальные аномалии приповерхно-
стной температуры над источником тепла, так и изменения крупномас-
штабной атмосферной циркуляции, приводящие к соответствующим тем-
пературным аномалиям в масштабах всего полушария. Это позволяет 
предположить, что похолодание над континентами могло быть связано с 
уменьшением площади ледового покрова в Восточной Арктике.  

Влияние аномалий арктического ледового покрова ранее исследова-
лось в ряде работ с использованием глобальных моделей общей циркуля-
ции атмосферы (МОЦА) (например, [9—13]). В этих работах отмечалось 
ожидаемое значительное потепление и уменьшение давления воздуха на 
уровне моря над областями с уменьшенной площадью льда, некоторое 
потепление в прилегающих районах, а также изменения крупномасштаб-
ной атмосферной циркуляции, схожие с отрицательной фазой САК, но 
существенно меньшие по амплитуде в сравнении с межгодовыми САК и 
его декадными трендами [10, 13].  

Ситуация с аномально теплой Арктикой, контрастирующей с похоло-
данием над северной частью континентов Северного полушария, в 
2005/2006 году не была беспрецедентным явлением. Аналогичные собы-
тия наблюдались, например, в декабре 1984 года или феврале 1976 года 
(рис. 1, б, в). Общим для таких событий являлось значительное похолода-
ние над Евразией на фоне аномально теплых (превышающих на 10 °C 
среднеклиматические значения) температур над Центральной Арктикой, 
Баренцевым и Карским морями. Следует отметить, что в некоторых рабо-
тах также отмечалось образование положительной аномалии давления над 
областью с уменьшением ледового покрова [14, 15]. Анализ эмпирических 
данных за период реанализа NCEP/NCAR (1948—2010 годы) также указы-
вает на связь отрицательных аномалий концентрации льда в Атлантиче-
ском секторе Арктики и температуры над Евразией, хотя в целом стати-
стически незначимую [16].  

Примеры аномальных холодных зим над северными континентами, 
контрастирующими с аномально теплой Арктикой, позволяют предполо-
жить, что причиной таких зим может быть аномалия ледового покрова 
некой определенной величины. Возможно, что проводившиеся ранее экс-
перименты с численными моделями атмосферы использовали предписан-
ные аномалии концентрации (или границ) ледового покрова, лежащие вне 
нужного диапазона. Для того чтобы выявить возможный нелинейный эф-
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фект, отклик атмосферной циркуляции на изменения концентрации мор-
ских льдов исследовался во всем возможном диапазоне изменений в Ба-
ренцевом и Карском морях, от 1 до 100 % [17]. 

 

 
Рис. 1. Аномалии среднемесячной ПТВ (в °С) относительно периода 1948—2006 го-
дов для января 2006-го (a), декабря 1984-го (б) и февраля 1976 года (в) по данным 
NCEP. Средняя ледовитость (часть моря, покрытая льдом, в долях единицы) для 
зимнего периода (декабрь — февраль) в регионе Баренцева моря (30—60° в. д., 
70—80° с. ш.) (г) и западного Карского моря (60—80° в. д., 70—80° с. ш.) (д). 
Аномалии ледовитости, осредненные за две зимы (2006 и 2007 годов) относитель-
но периода 1981—2000 годов (е); выделенный сектор 30—60° в. д., 65—80° с. ш. 
обозначает участок, в котором изменялись концентрации ледового покрова (от 100 
до 1 %) в зимний период (с ноября по апрель) в шести численных экспериментах с 
МОЦА ECHAM5. Положительные аномалии температуры отмечены темной 
штриховкой, отрицательные — светлой 

 

2. Описание модели общей циркуляции атмосферы 
и численных экспериментов 

В численных экспериментах применялась МОЦА ECHAM5 Метеоро-
логического института Макса Планка (Гамбург, Германия). Это спек-
тральная модель, использующая современные параметризации мезомас-
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штабных физических процессов. Подробное описание модели приведено в 
отчете [18]. Данная версия модели имела горизонтальное спектральное 
разрешение Т42, приблизительно соответствующее размерам модельной 
ячейки 2,8×2,8° широты/долготы и 19 вертикальных уровней.  

Было проведено шесть численных экспериментов, каждый длительно-
стью 100 лет, с предписанным годовым ходом (климатологией) нижних 
граничных условий (температура поверхности океана и концентрации ле-
дового покрова). Для граничных условий использовались данные проекта 
по сравнению атмосферных моделей AMIP II [19] (http://www-
pcmdi.llnl.gov/projects/amip). Во всех шести экспериментах использовался 
один и тот же годовой ход температуры поверхности океана, составлен-
ный из данных для зимы 2005/2006 года. Для температуры поверхности 
океана с сентября по декабрь были использованы данные 2005 года, с ян-
варя по май — данные 2006 года, с июня по август — средние значения 
для 2005 и 2006 годов (анализировались только зимние месяцы). Концен-
трации морского льда во всех экспериментах были одинаковыми, соответ-
ствующими средним значениям (климатологии) за период 1981—2006 
годов, за исключением региона, соответствующего Баренцеву и западной 
части Карского морей (30—80° в. д., 65—80° с. ш. — см. рис. 1). В этом 
регионе концентрации морского льда были однородно (во всех модельных 
ячейках, принадлежащих данному сектору) изменены на 1, 20, 40, 60, 80 и 
100 % в шести соответствующих экспериментах для зимней половины 
года, с ноября по апрель.  

Таким образом, единственным отличием граничных условий в анали-
зировавшихся численных экспериментах с МОЦА ECHAM5 были различ-
ные концентрации морского льда в Баренцевом море и западной части 
Карского моря (30—80° в. д., 65—80° с. ш.) в зимнюю половину года, с но-
ября по апрель. В каждом эксперименте использовался один и тот же годо-
вой ход для температуры поверхности океана и концентрации морского 
льда. В представленных далее результатах приведены осредненные за 100 
лет значения. 

3. Результаты численных экспериментов 
Важным результатом проведенных модельных экспериментов являет-

ся нелинейный отклик ПТВ (средней за 100 лет) и зонального ветра в 
нижней тропосфере, проиллюстрированного значениями на уровне 
850 гПа (U850) на изменения концентрации морского льда в зимние меся-
цы. Изменения температуры и зонального ветра связаны между собой. Это 
хорошо видно на рис. 2, иллюстрирующем зависимость ПТВ и U850 над 
Европейским регионом (10—30° в. д., 45—55° с. ш.) от концентрации ле-
дового покрова для декабря, января и февраля.  
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Рис. 2. Среднемесячная ПТВ (в °С, верхний ряд) и зональная компонента ветра на 
уровне 850 гПа (в м/с, нижний ряд), осредненные для Европейского региона (10—
30° в. д., 45—55° с. ш.), по данным экспериментов с МОЦА ECHAM5 как функция 
предписанных концентраций морского льда в Баренцевом и Карском морях для 
декабря, января и февраля. КЛП — концентрация ледового покрова 

 
Потепление и усиление зонального ветра происходит при уменьшении 

концентрации ледового покрова от 100 до 80 %, что особенно хорошо за-
метно в январе и феврале. Еще большее уменьшение концентрации ледо-
вого покрова с 80 до 60 % в феврале (или с 80 до 40 % в декабре и январе) 
не сопровождается заметными изменениями ПТВ и U850. Резкое умень-
шение температуры и ослабление зонального ветра происходит при даль-
нейшем уменьшении концентрации ледового покрова до 40 % в феврале 
или 20 % в декабре и январе. Переход к практически свободным ото льда 
Баренцеву и Карскому морям снова приводит к относительному потепле-
нию и усилению зонального ветра.  

Согласно тесту Стьюдента (t-тест) нелинейная форма зависимости 
ПТВ и ветра от концентрации ледового покрова на рис. 2 (разницы между 
локальными минимумами и максимумами) является статистически значи-
мой с уровнем значимости 95 и 90 % для декабря и февраля соответственно. 

Значительное похолодание над континентами при уменьшении кон-
центрации ледового покрова до 20—40 %, что соответствует практически 
свободной ото льда поверхности Баренцева и Карского морей — состоя-
нию, наблюдающемуся в последние годы, дает основание предположить, 
что очень холодная зима 2005/2006 года над Евразийским континентом 
(как и другие подобные события) могла быть вызвана аномальным нагре-
вом атмосферы турбулентными потоками тепла с поверхности Баренцева 
и Карского морей вследствие сильной отрицательной аномалии концен-
трации ледового покрова.  

а б в 

г д е 
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Пространственная структура полученных в результате численных экс-
периментов изменений ПТВ и характеристик атмосферной циркуляции, 
связанных с изменением концентрации ледового покрова, представлена на 
рис. 3 для февраля — месяца с наиболее ярко выраженной нелинейной 
зависимостью ПТВ и U850 в Европейском регионе от концентрации льда 
(см. рис. 2). Три вертикальных ряда карт на рис. 3 соответствуют разно-
стям различных характеристик в экспериментах со 100 и 80 %, 80 и 40 %, 
40 и 1 %, т. е. иллюстрируют изменения при последовательном уменьше-
нии концентрации ледового покрова от 100 до 80 %, от 80 до 40 % и от 40 
до 1 %. Разности всегда соответствуют эксперименту с меньшей концен-
трацией льда минус эксперимент с большей концентрацией льда и иллю-
стрируют переходы между экстремумами на S-образной зависимости ПТВ 
от концентрации ледового покрова (см. рис. 2).  

Во всех случаях уменьшение концентрации льда в Баренцевом и Кар-
ском морях вызывает сильное потепление (до 10 °С) над регионом с изме-
ненной концентрацией ледового покрова с сильными температурными 
градиентами на границе этого региона. В случаях разницы 80—100 % и 
1—40 % потепление примерно симметрично распространяется вокруг ис-
точника тепла, охватывая значительную часть Северной Евразии (включая 
Европу, где положительные аномалии ПТВ достигают 1,5 °С).  

Изменения ПТВ при уменьшении концентрации ледового покрова от 
80 до 40 % (рис. 3, б) разительно отличаются от случаев с переходами от 
100 к 80 % (рис. 3, a) и от 40 к 1 % (рис. 3, в). Разница модельных темпера-
тур на рис. 3, б сильно напоминает температурную аномалию зимы 
2005/2006 года и других похожих случаев (см. рис. 1) и характеризуется 
значительным похолоданием над Евразией (и, в меньшей степени, над 
Северной Америкой), контрастирующим с сильной положительной ано-
малией ПТВ над Баренцевым и Карским морями. 

Негативная аномалия приповерхностной температуры воздуха, дости-
гающая –1,5 °С над восточной частью Северной Европы, простирается 
через весь континент от Западной Европы до южной оконечности Китая. 
Изменения ПТВ на рис. 3, б объясняются аномальной адвекцией, соответ-
ствующей аномалиям атмосферной циркуляции, представленным полем 
ветра на высоте 850 гПа и высотой геопотенциала на том же изобариче-
ском уровне (рис. 3, д, з). Уменьшение концентрации ледового покрова от 
80 до 40 % приводит к сильной восточной аномалии зонального ветра в 
нижней тропосфере практически во всем широтном круге от 45° до 70° 
с. ш. (рис. 3, д). Ослабление западного зонального переноса в средних ши-
ротах над континентами приводит к похолоданию. Изменения поля ветра 
хорошо соответствуют изменениям высоты геопотенциала, имеющим до-
вольно симметричную структуру с максимумом в 35 м над Восточной 
Арктикой, окруженным отрицательными аномалиями в средних широтах. 
Анализ статистической значимости с помощью теста Стьюдента показы-
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вает, что изменения геопотенциала на рис. 3, з являются статистически 
значимыми на уровне 95 %. Также статистически значимыми (хотя и в 
меньших по размеру областях) являются изменения геопотенциала для 
двух остальных представленных изменений концентрации ледового по-
крова (на рисунке не показаны).  

 

 
Рис. 3. Изменения ПТВ и атмосферной циркуляции в феврале, по данным экспе-
риментов с МОЦА ECHAM5, соответствующих уменьшению концентрации мор-
ского льда в Баренцевом и Карском морях. Разницы ПТВ (в °С) между экспери-
ментами с 80 и 100 % (а), 40 и 80 % (б) и 1 и 40 % (в) концентрации ледового по-
крова; г—е как a—в, но для ветра на уровне 850 гПа (в м/с); ж—и как а—в, но для 
высоты геопотенциальной поверхности на уровне 850 гПа (Z850, в м); к—м как a—
в, но для вероятности (в %) февральской ПТВ быть ниже, чем полтора среднеквад-
ратичных отклонения. Изменения вероятностей отсчитываются от эксперимента с 
большей концентрацией льда. Положительные аномалии отмечены темной штри-
ховкой, отрицательные — светлой 
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Для переходов концентрации ледового покрова от 100 до 80 % и от 40 
до 1 % (рис. 3, a и в соответственно) с симметричными аномалиями ПТВ 
вокруг области нагрева пространственная структура изменений ПТВ так-
же тесно связана с аномалиями атмосферной циркуляции. В отличие от 
рассмотренного выше перехода концентрации ледового покрова от 80 до 
40 % с антициклонической аномалией два других перехода, от 100 до 80 % 
и от 40 до 1 %, вызывают циклонические аномалии в полярных широтах 
(рис. 3, г и е, ж и и). Уменьшение концентрации ледового покрова со 100 
до 80 % (рис. 3, г и ж) приводит к образованию сильной циклонической 
аномалии к северо-западу от Баренцева моря, сопровождающейся антици-
клоническим вихрем в центральной части Северной Сибири.  

Хотя температурные изменения, представленные на рис. 3, б, в общих 
чертах напоминают карту регрессии индекса САК на зимние аномалии 
приповерхностной температуры воздуха [3], имеется ряд существенных 
отличий. Максимум потепления расположен в районе Баренцева моря, что 
нетипично для аномалий ПТВ, связанных с САК. Также аномальное похо-
лодание над Евразией на рис. 3, б контрастирует с сильным потеплением к 
северу от континента, в то время как низкий индекс САК, обуславливаю-
щий негативные аномалии температуры над Евразией, сопровождается 
увеличением площади ледового покрова в Баренцевом море с соответст-
вующим похолоданием в этом регионе [3, 20]. В отличие от арктического 
колебания, физический механизм пространственной структуры на рис. 3, з 
— это не модуляция полярного вихря в верхней тропосфере и стратосфе-
ре, а аномальный локальный нагрев на нижней границе тропосферы в ре-
гионе Баренцева и Карского морей. 

Следует также отметить, что для экспериментов использовалась вер-
сия модели ECHAM5 лишь с пятью уровнями в стратосфере, с последним 
уровнем 10 гПа. Такое вертикальное разрешение не позволяет адекватно 
моделировать распространения динамических аномалий из стратосферы в 
тропосферу [21], указывая на то, что в проведенных экспериментах похо-
лодание было вызвано не механизмом, связанным с планетарными волна-
ми [22], а другим механизмом.  

Негативная температурная аномалия над Евразией на рис. 3, б пред-
ставляет собой среднеклиматический (осредненный за 100 лет модельного 
эксперимента) отклик и (являясь в три-четыре раза слабее) не может объ-
яснить наблюдаемые экстремальные температурные аномалии, такие как 
зимой 2005/2006 года. Однако, помимо среднего значения, может сущест-
венно изменяться и функция распределения вероятностей ПТВ, что при-
водит к изменению вероятности экстремальных событий. Изменения ве-
роятности (в процентах) того, что февральская приповерхностная темпе-
ратура воздуха будет ниже чем полтора среднеквадратичных отклонения, 
представлены на рис. 3, к—м. Важным результатом является рост этой 
вероятности более чем на 200 %, или в 3 раза, при уменьшении концен-
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трации ледового покрова от 80 до 40 % в обширных областях Евразии, в 
частности в Европе, Центральной Сибири и Китае, над областью негатив-
ной аномалии средней ПТВ (рис. 3, л). Уровень в полтора среднеквадра-
тичных отклонения для модельной ПТВ примерно равен –4 °C для Европы 
и Китая и около –7 °C для Центральной Сибири. Эти значения хорошо 
согласуются с негативными аномалиями ПТВ в экстремальные зимы, про-
иллюстрированные в начале статьи, в частности зимой 2005/2006 года.  

4. Механизм формирования аномалий 
приземной циркуляции атмосферы над Баренцевым морем 

при изменении концентрации морского льда 
Реакция атмосферной циркуляции на источник тепла на нижней гра-

нице атмосферы определяется сложным взаимодействием между локаль-
ным (бароклинным) и крупномасштабным (баротропным) откликом 
[9, 10, 23]. Для представленных выше результатов численных эксперимен-
тов с МОЦА самой интересной особенностью является сильная нелиней-
ность регионального отклика атмосферы на изменения концентрации ле-
дового покрова. 

Для описания нелинейного отклика циркуляции нижней тропосферы в 
регионе Баренцева и Карского морей на изменения концентрации морско-
го льда в зимний период Cic в секторе, показанном на рис. 1, е, в работе 
[17] была предложена упрощенная модель пограничного слоя тропосферы 
вблизи источника тепла. Для этого использовалась модель Тэйлора — Эк-
мана (см., например, [24]). В данной модели вертикальная скорость wh 
вблизи границы hf  бароклинного пограничного слоя атмосферы с учетом 

термического ветра TV

удовлетворяет следующему уравнению [25]: 

2
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где 0gV


 является абсолютным значением геострофического ветра у по-

верхности 0gV


; 0gς  — геострофическая завихренность у поверхности; 

TV


 — абсолютное значение термического ветра TV


; 0α  — угол между 

направлениями геострофической скорости 0gV


 и действительной скорости 

ветра 0V


 у поверхности, отсчитываемый от 0gV


 (cross-isobar angle). Tα  

обозначает угол между TV


 и 0gV


, отсчитываемый от 0gV


, термический 

ветер TV


 считается постоянным по высоте в пределах бароклинного по-

граничного слоя. Отметим, что первое слагаемое в правой части уравне-
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ния представляет собой выражение для вертикальной скорости на высоте 
бароклинного пограничного слоя [26].  

Выражение для вертикальной скорости wh в левой части вышеприве-
денного уравнения также можно получить из термодинамического урав-
нения сохранения энергии:  

0 0

1
,

f fh h
hs

h
ph h

F
w dz Vdz

t c

 ∂ ∗ ∗≈ − ρ θ − ∇ ⋅ρ θ +  ∗ ∂ρ θ   


 

где ρ* и θ — плотность воздуха и потенциальная температура в пределах 

бароклинного пограничного слоя соответственно, а h
∗ρ  и hθ  обозначают 

плотность и температуру вблизи верхней границы бароклинного погра-

ничного слоя fh , V


 — вектор горизонтального ветра в бароклинном по-

граничном слое атмосферы, Fhs — вертикальный поток турбулентного 
явного тепла на поверхности, cp — удельная теплоемкость при постоян-

ном давлении, а  — горизонтальный оператор градиента. Заметим, что во 

всех представленных в данной статье экспериментах с моделью общей 
циркуляции атмосферы ECHAM5 Fhs ≥ 0 над регионом Баренцева и Кар-
ского морей. Стандартно предполагается нулевая вертикальная скорость 
на поверхности, а также считается, что диабатический радиационный на-
грев, нагрев из-за конденсации и горизонтальные мезомасштабные турбу-
лентные потоки тепла в БПС пренебрежимо малы в сравнении с Fhs, а вер-
тикальный поток турбулентного тепла на высоте z = hf пренебрежимо мал 
в сравнении с крупномасштабным вертикальным потоком тепла 

p h h hc w∗ρ θ . Поскольку рассматриваются стационарные решения, соответ-

ствующие среднеклиматическим результатам, анализировавшимся в пре-
дыдущем разделе, то нестационарным слагаемым в правой части можно 
пренебречь. Таким образом, исключая (приравнивая правые части) wh в 
двух рассмотренных уравнениях, получаем  

( )

0 0 0
0

2
0

0 01/2
0

sin cos

sin cos .
42

fh
hs

h h f g
p

f T g
T

g

F
Vdz

h
h

c

h V

V

∗ ∗

− ∇ ⋅ρ θ ≈ ρ θ ς α α − 


ς π − α − α + α  







 

Для упрощения данного уравнения используем ряд обоснованных до-
пущений. Предположим горизонтальную радиальную симметрию рас-
сматриваемой системы. Это допущение подтверждается результатами, 
представленными на рис. 3. Для описания структуры аномалий p0 и T0 ис-
пользуем простую, но достаточно реалистичную параболическую аппрок-
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симацию. В результате (см. подробные выкладки в [17]) получим следую-
щее выражение для аномалии приземного давления над источником тепла 
в регионе Баренцева и Карского морей: 

2
0 0

0
0

(1 tg ).
2 2sin 2

fhs
s s

f p h h

hf F r g
p T

h c T

∗∗

∗

ρ< > ρ
≈ − − α∗ρ θ α

 

При использовании характерных параметров, рассчитанных по мо-
дельным данным для потоков тепла, температуры и реального и геостро-
фического ветра у поверхности, по данной формуле была построена зави-
симость ps от концентрации морского льда. Найденные значения можно 
сравнить с результатами МОЦА ECHAM5 для аномалии давления над 
Баренцевым и Карским морями (рис. 4). Принимая во внимание весьма 
концептуальный и упрощенный характер описанной выше модели, можно 
отметить очень хорошее соответствие (не только качественное, но и коли-
чественное) полученных результатов. 

 

 
Рис. 4. Аномалия приповерхностного давления воздуха (в гигапаскалях, относи-
тельно состояния с 100 % покрытием льда) над Баренцевым и Карским морями 
(приблизительно в центре региона, отмеченного на рис. 1, е), рассчитанная в кон-
цептуальной аналитической модели (пунктирная линия) и полученная в экспери-
ментах с МОЦА ECHAM5 (сплошная линия) как функция концентрации ледового 
покрова (КЛП, %). 
 

Таким образом, обнаруженная в модельных экспериментах нелиней-
ность отклика атмосферы на изменение концентрации морского льда в 
Баренцевом и Карском морях может быть связана с нелинейной зависимо-
стью аномалии давления, представленной как сумма «конвективного» 
(первого) слагаемого и «бароклинного» (второго) слагаемого в уравнении 
для ps. 
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5. Обсуждение и выводы 
Важным результатом проведенных численных экспериментов стало 

выявление существенной роли ледовых условий в Баренцевом и Карском 
морях — критического параметра климатической системы, влияющего на 
формирование различных режимов атмосферной циркуляции в субполяр-
ных и полярных регионах.  

Обнаруженная в данной статье нелинейная зависимость температуры 
от концентрации морского льда может объясняться взаимодействием двух 
основных механизмов, приводящих к противоположным тенденциям. Это 
конвекция над источником тепла, приводящая к образованию циклониче-
ской аномалии циркуляции в регионе Баренцева и Карского морей (баро-
тропный отклик), и изменения горизонтальных градиентов температуры 
вокруг источника тепла, приводящие (благодаря изменению термического 
ветра) к антициклонической аномалии циркуляции (бароклинный отклик). 
Второй механизм, предположительно, преобладает в случае с уменьшени-
ем концентрации ледового покрова с 80 до 40 % (см. рис. 3). Удаленные от 
источника тепла статистически значимые аномалии атмосферной цирку-
ляции также могут быть вызваны распространением квазибаротропных 
волн Россби.  

Отмеченное похолодание над континентами при уменьшении площа-
ди льда предполагает также существование сильной отрицательной обрат-
ной связи между САК и изменениями ледового покрова, что было также 
отмечено в других работах (например, [10, 13]).  

Важным выводом является возможность похолодания, а не a priori 
ожидаемого потепления над прилегающими к Арктике континентами в 
ответ на резкое потепление в самой Арктике вследствие уменьшения ле-
дового покрова в Баренцевом и Карском морях. Для формирования такого 
отклика атмосферы требуется изменение концентрации ледового покрова 
в определенном диапазоне (в представленном случае от 80 до 40 %). Из-
менения подобного масштаба ожидаются при экстраполировании клима-
тических трендов площади арктического ледового покрова при продол-
жающемся глобальном потеплении. Это дает основание предположить, 
что вероятность холодных зим может увеличиться в будущем, несмотря на 
потепление в Арктике и таяние льда.  

Полученные результаты позволяют предположить, что происходящее 
потепление и уменьшение площади ледового покрова в Арктике приводит 
к замедлению средних темпов потепления над Евразией, вызванных дру-
гими причинами (антропогенным воздействием). Действительно, экспе-
рименты с МОЦА ECHAM5 с использованием температуры поверхности 
океана и концентрации ледового покрова по данным наблюдений для пе-
риодов 1968—1976 годов и 1998—2006 годов (приходящиеся на минимум 
и максимум долгопериодного климатического колебания в Северной Ат-
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лантике), показали, что при изменении глобального поля температуры 
поверхности океана за последние 30 лет температура воздуха над Еврази-
ей в зимний период выросла бы на 0,5—1,5 °С больше, если бы площадь 
ледового покрова в Арктике оставалась неизменной [27].  

Литература 

1. Hansen, J. R. GISS analysis of surface temperature change / J. R. Hansen, 
R. Ruedy, J. Glascoe, M. Sato // J. Geophys. Res. — 1999. — V. 104. — P. 30997–31022. 

2. Kalnay, E. The NCEP/NCAR 40-ear reanalysis project / E. Kalnay // Bull. Am. Meteorol. 
Soc. — 1996. — V. 77. — P. 437—470. 

3. Hurrell, J. W. Decadal trends in the North Atlantic Oscillation : Regional temperatures and 
precipitation / J. W. Hurrell // Science. — 1999. — V. 269. — P. 676—679. 

4. Fraedrich, K. Climate anomalies in Europe associated with ENSO extremes / K. Fraedrich, 
K. Müller // Int. J. Climatol. — 1992. — V. 12. — P. 25–31. 

5. Merkel, U. A high resolution AGCM study of the El Niño impact on the North 
Atlantic/European sector / U. Merkel, M. Latif // Geophys. Res. Lett. — 2002. — V. 29. — 
doi:10.1029/2001GL013726.  

6. Brönnimann, S. Extreme climate of the global troposphere and stratosphere 1940—1942 
related to El Niño / S. Brönnimann, J. Luterbacher, J. Staehelin, T. M. Svendby, G. Hansen, 
T. Svenøe // Nature. — 2004. — V. 431. — P. 971—974. 

7. Croci-Maspoli, M. Key dynamical features of the 2005/06 European winter / M. Croci-
Maspoli, H. C. Davies // Mon. Weath. Rev. — 2009. — V. 137. — P. 664—678. 

8. Parkinson, C. L. Arctic sea ice extents, areas, and trends, 1978—1996 / C. L. Parkinson, 
D. J. Cavalieri, P. Gloersen, H. J. Zwally, and J. C. Comiso // J. Geoph. Res. — 1999. — V. 104. — 
P. 20837—20856. (Обновленные данные в Интернете: http://nsidc.org/data/nsidc-0051.html). 

9. Murray, R. J. Responses of climate and cyclones to reductions in Arctic winter sea ice / 
R. J. Murray, I. Simmonds // J. Geophys. Res. — 1995. — V. 100. — P. 4791—4806. 

10. Alexander, M. A. The atmospheric response to realistic Arctic sea ice anomalies in an 
AGCM during winter / M. A. Alexander, U. S. Bhatt, J. E. Walsh, M. S. Timlin, J. S. Miller, 
J. D. Scott // J. Clim. — 2004. — V. 17. — P. 890—905. 

11. Seierstad, I. A. Impact of a projected future Arctic Sea Ice reduction on extratropical 
storminess and the NAO / I. A. Seierstad, J. Bader // Clim. Dyn. — 2009. V. 33. — P. 937—943. — 
doi: 10.1007/s00382-008-0463-x. 

12. Bengtsson, L. The early twentieth-century warming in the Arctic : A possible mechanism / 
L. Bengtsson, V. A. Semenov, O. M. Johannessen // J. Clim. — 2004. — V. 17. — P. 4045—4057. 

13. Deser, C. The effects of North Atlantic SST and sea ice anomalies on the winter circulation in 
CCM3. Part II : Direct and indirect components of the response / C. Deser, G. Magnusdottir, 
R. Saravanan, A. Phillips // J. Clim. — 2004. — V. 17. — P. 877—889. 

14. Галин, В. Я. Моделирование отклика атмосферы на таяние арктических льдов / В. Я. Га-
лин, Е. М. Володин // Метеорология и гидрология. — 2002. — № 1. — С. 14—21. 

15. Катцов, В. М. Влияние морского льда на термический режим и циркуляцию атмо-
сферы Северного полушария зимой / В. М. Катцов, В. П. Мелешко, А. П. Соколов // Метео-
рология и гидрология. — 1992. — № 12. — С. 5—24. 

16. Hopsch, S. Analysis of a link between fall Arctic sea ice concentration and atmospheric 
patterns in the following winter / S. Hopsch, J. Cohen, K. Dethloff // Tellus Series A-Dynamic 
Meteorology and Oceanography. — 2012. — V. 64. — doi: 10.3402/tellusa.v64i0.18624. 

17. Petoukhov, V. A link between reduced Barents — Kara sea ice and cold winter extremes 
over northern continents / V. Petoukhov, V. A. Semenov // J. Geophys. Res. —2010. — V. 115. — 
doi: 10.1029/2009jd013568. 

18. Roeckner, E. The atmospheric general circulation model ECHAM 5. Part I : Model 
description : Rep. 349 / E. Roeckner et al. — Hamburg : Max Planck Inst. for Meteorol., 2003. 



22 

19. Hurrell, J. W. A new sea surface temperature and sea ice boundary dataset for the 
Community Atmosphere Model / J. W. Hurrell, J. J. Hack, D. Shea, J. M. Caron, J. Rosinski // 
J. Clim. — 2008. — V. 21. — P. 5145-5153. 

20. Dickson, R. R. The Arctic Ocean response to the North Atlantic oscillation / R. R. Dickson, 
T. J. Osborn, J. W. Hurrell, J. Meincke, J. Blindheim, B. Adlandsvik, T. Vinje, G. Alekseev, 
W. Maslowski // J. Clim. — 2000. — V. 13. — P. 2671—2696. 

21. Baldwin, M. P. Stratospheric harbingers of anomalous weather regimes / M. P. Baldwin, 
T. J. Dunkerton // Science. — 2001. — V. 294. — P. 581—584. 

22. Honda, M. Influence of low Arctic sea-ice minima on anomalously cold Eurasian winters / 
M. Honda, J. Inoue, S. Yamane // Geophys. Res. Lett. — 2009. — V. 36. — L08707. — 
doi: 10.1029/2008gl037079. 

23. Peng, S. The modeled atmospheric response to midlatitude SST anomalies and its dependence 
on background circulation states / S. Peng, W. A. Robinson, M. P. Hoerling // J. Clim. — 1997. — 
V. 10. — P. 971–987. 

24. Hansen, J. Efficient three-dimensional global models for climate studies : Models I and II / 
J. Hansen, G. Russell, D. Rind, P. Stone, A. Lacis, S. Lebedeff, R. Ruedy, L. Travis // Mon. Weath. 
Rev. — 1983. — V. 111. — P. 609—662. 

25. Wiin-Nielsen, A. Vorticity, divergence, and vertical velocity in a baroclinic boundary layer 
with a linear variation of the geostrophic wind / A. Wiin-Nielsen // Bound.-Layer Meteorol. — 
1974. — V. 6. — P. 459-476. 

26. Charney, J. G. A numerical method for predicting the perturbation of the middle latitude 
westerlies / J. G. Charney, A. Eliassen // Tellus. — 1949. — V. 1. — P. 38—54. 

27. Семенов, В. А. Влияние температуры поверхности океана и границ морского льда на 
изменение регионального климата в Евразии за последние десятилетия / В. А. Семенов, 
И. И. Мохов, М. Латиф // Изв. РАН. Физика атмосферы и океана. — 2012. — Т. 48, № 4. — 
С. 403—421. 



23 

ЭНЕРГЕТИКА ТУРБУЛЕНТНОСТИ 
И ТЕОРИЯ ТУРБУЛЕНТНОГО ЗАМЫКАНИЯ 
ДЛЯ УСТОЙЧИВО СТРАТИФИЦИРОВАННЫХ 

ГЕОФИЗИЧЕСКИХ ТЕЧЕНИЙ1 

С. С. Зилитинкевич, Н. И. Клиорин, И. Рогачевский,  
Т. Эльперин, И. Н. Эзау  

Введение 
В последнее время проблема турбулентного замыкания для устойчиво 

стратифицированных геофизических течений обсуждалась в работах [12—
17, 34—36, 68, 69, 71]. Большинство замыканий, используемых в опера-
тивных атмосферных моделях, основано на уравнении баланса кинетиче-
ской энергии турбулентности (КЭТ)2 KE  и гипотезе о градиентном пере-
носе, согласно которой вертикальные турбулентные потоки количества 
движения iτ  (i = 1, 2), потенциальной температуры Fz и любых скаляров 
пропорциональны их средним градиентам. Коэффициенты пропорцио-
нальности в подобных соотношениях, называемые коэффициентами тур-
булентной вязкости KM, температуропроводности KH и диффузии KD, за-
ранее неизвестны и подлежат определению с помощью теории замыкания. 
Согласно колмогоровской концепции замыкания [1, 2] эти коэффициенты 

полностью определяются турбулентными масштабами скорости 1 2
T Ku E=  

и времени Tt , второй из которых определяется как отношение КЭТ к ско-
рости ее диссипации: 

/ .T K Kt E= ε  (1) 

Вместо Tt  может использоваться турбулентный масштаб длины l 1/2 .K TE t=  

При этом из анализа размерностей следуют выражения для коэффициен-
тов турбулентного обмена: 

2 ,M H D T T TK K K u t u l     (2) 

где опущенные множители рассматриваются как универсальные константы. 
Эта теория, предложенная Колмогоровым для нейтрально стратифи-

цированных турбулентных течений и в основном оправданная для таких 
течений, встречает непреодолимые трудности в применении к сильно ус-
тойчивой стратификации. Согласно (2) турбулентное число Прандтля 
PrT M HK K≡ должно быть универсальной константой. Однако многочис-

                                                 
1 Основано на книге: Зилитинкевич С. С. Атмосферная турбулентность и планетарные по-

граничные слои. — М. : Физматлит, 2013. — Ч. 5, гл. 5.1. 
2 Список принятых сокращений и условных обозначений приведен в конце статьи, с. 60. 
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ленные эксперименты, а также вихреразрешающее и прямое численное 
моделирование турбулентности свидетельствуют о резком возрастании 
PrT с усилением стратификации. Поэтому обычно предполагалось, что 

турбулентные масштабы длины для количества движения Ml  и тепла Hl  

зависят от стратификации по-разному. При этом колмогоровская модель 
замыкания становится незамкнутой. 

В наших предшествующих работах [68, 69, 71] предложена теория за-
мыкания, основанная на уравнениях баланса КЭТ ( ),KE  потенциальной 

энергии турбулентности (ПЭТ) ( pE ) и турбулентных потоков количества 

движения ( iτ ) и потенциальной температуры ( zF ) и включающая новое 

релаксационное уравнение для турбулентного масштаба времени ( Tt ). 
Градиентный турбулентный перенос в этой теории не постулируется. 
Вместо этого используются уравнения баланса вертикальных турбулент-
ных потоков iτ  и zF , с помощью которых в предположении о равновес-

ном режиме турбулентности выводятся соотношения, связывающие iτ  и 

zF  с соответствующими вертикальными градиентами, и в тех случаях, 
когда это возможно, определяются коэффициенты турбулентной вязкости 
и температуропроводности. В настоящей работе эта теория замыкания 
распространена на нестационарные и неоднородные режимы. В разделе 1 
уточнены уравнения баланса турбулентных энергий и турбулентных пото-
ков с учетом различий между временными масштабами времен диссипа-
ции КЭТ и ПЭТ. В разделе 2, посвященном равновесному режиму турбу-
лентности, предложена более реалистическая, чем ранее, модель межком-
понентного обмена кинетической энергией, выведено новое выражение 
для диссипативного масштаба времени Tt  и продемонстрировано хорошее 
согласие уточненной теории с данными измерений турбулентности в при-
земном слое воздуха. В разделе 3 получено релаксационное уравнение для 
турбулентного масштаба времени Tt , теория распространена на нестацио-
нарные режимы турбулентности и предложены разные варианты замыка-
ния — от наиболее полного, основанного на прогностических уравнениях 
для пяти основных характеристик турбулентности ( KE , pF , iτ , zF  и Tt ) 

до простейшего, основанного на одном прогностическом уравнении для 
суммарной энергии турбулентности СЭТ = КЭТ + ПЭТ и алгебраических 
выражениях для всех остальных характеристик турбулентности. 

При равновесном режиме турбулентности критерием стратификации 
служит градиентное число Ричардсона: 

    Ri 2 2/N S≡ , (3) 

где S — сдвиг скорости: 

    ( ) ( )2 22 / /S U z V z= ∂ ∂ + ∂ ∂ , (4) 
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N — частота Вяйсяля — Брента, в случае сухого воздуха зависящая только 
от вертикального градиента потенциальной температуры Θ : 

2N Θ / .z= β∂ ∂  (5) 

Здесь z — высота; U и V — составляющие средней скорости ветра вдоль 
горизонтальных осей x и y; β = g/T0  — параметр плавучести; g = 9,81 м/с2 — 
ускорение силы тяжести; 0T  — характерное значение абсолютной темпе-

ратуры T, которая связана с потенциальной температурой соотношением 
1 1

0( )T P P − γΘ = , где P — давление, Р0 — его характерное значение, 

pc cνγ = = 1,41 — отношение удельных теплоемкостей при постоянном 

давлении и постоянном объеме. 
Со времен Ричардсона [51] было принято считать, что турбулентность 

при равновесном режиме поддерживается лишь при условии, что число Ri 
не превышает некоторого критического значения Ric (обычно принимает-
ся Ric = 0,25). Однако в моделях замыкания, применяемых в метеорологии, 
ламинаризация течения при «сверхкритических» значениях Ri всегда по-
нималась как артефакт и предотвращалась путем введения тех или иных 
эвристических поправок. Наиболее успешную методику таких поправок 
разработали Меллор и Ямада [44]. В нашей теории замыкания, начиная с 
[21, 68], турбулентность поддерживается сдвигом скорости при любых 
числах Ri без каких-либо искусственных допущений. Иными словами, в 
теории отсутствует критическое число Ричардсона в энергетическом 
смысле, а значение Ri ~ 0,25 играет роль границы между двумя турбу-
лентными режимами разной природы, для которых предложены названия: 
«сильная турбулентность» при Ri < 0,25 и «слабая турбулентность» при  
Ri > 0,25. Этот принципиальный результат принят практически во всех 
последующих работах в области турбулентного замыкания [16, 38, 43, 61]. 

1. Энергетически согласованные уравнения 
теории турбулентного замыкания 

1.1. Геофизическое приближение 

Наша теория замыкания предназначена для расчета характеристик 
турбулентности в атмосферных (а с надлежащими изменениями — и гид-
росферных) течениях, характеризующихся следующими свойствами: 

• вертикальные масштабы движений не превышают 10 км и поэтому 
значительно меньше горизонтальных масштабов (~10000 км), вследствие 
чего типичные вертикальные скорости среднего движения W на несколько 
порядков меньше горизонтальных скоростей U и V; поэтому вертикальный 
турбулентный перенос сопоставим с вертикальным переносом благодаря 
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адвекции, а может и доминировать, тогда как горизонтальный турбулент-
ный перенос пренебрежимо мал по сравнению с горизонтальной адвекцией; 

• составляющие градиентов средней скорости ветра 1 2 3( , , )U U U= =U  

( , , )U V W= , потенциальной температуры Θ  и других переменных по вер-

тикальной координате х3 (или z) на несколько порядков превышают со-
ставляющие этих градиентов по горизонтальным координатам х1, х2 (или 
x, y); поэтому влиянием горизонтальных градиентов средней скорости на 
статистические характеристики турбулентности можно пренебречь, а ге-
нерация КЭТ определяется в основном вертикальными градиентами гори-
зонтальных составляющих скорости: ∂U/∂z и ∂V/∂z. 

Для замыкания уравнений Рейнольдса, описывающих такие течения, 
а именно уравнений горизонтального движения (см., например, [29, 33]) 

    13

0

1DU P
f V

Dt x z

∂ ∂τ= − −
ρ ∂ ∂

, (6) 

   23

0

1DV P
f U

Dt y z

∂ ∂τ= − − −
ρ ∂ ∂

 (7) 

и уравнения термодинамической энергии  

             

zD F
J

Dt z

Θ ∂= − +
∂

, (8) 

достаточно определить составляющие вертикального потока количества 
движения 13 uwτ =  и 23 wτ = ν  и вертикальный поток потенциальной 

температуры 3 zF F w= = θ . 

В уравнениях (6)—(8) ;k kD Dt t U x= ∂ ∂ + ∂ ∂  t — время; f = 

= 2 sinΩ ϕ  — параметр Кориолиса, iΩ  — вектор угловой скорости враще-

ния Земли, параллельный полярной оси ( 40,73 10i
−≡ Ω= ⋅Ω с–1); ϕ  — ши-

рота; 0ρ  — характерное значение плотности воздуха; J — скорость нагре-

вания или охлаждения (J = 0 при адиабатических процессах); P — среднее 
давление; u = 1 2 3( , , ) ( , , )u u u u w= ν  и θ  — флуктуации скорости и потенци-

альной температуры; угловые скобки означают осреднение по ансамблю. 
Система уравнений гидро- и термодинамики включает еще уравнение 

для удельной влажности, аналогичное (8). Входящий в него вертикальный 
турбулентный поток влаги qF  входит вместе с потоком потенциальной 

температуры zF  в выражение для потока плавучести: 0,61 .z qF gFβ +  «Гео-

физическое приближение» справедливо и для океана, где дополнительным 
фактором отрицательной плавучести служит соленость (вместо влажности, 
служащей в атмосфере фактором положительной плавучести), с той лишь 
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разницей, что вместо уравнения состояния идеального газа, справедливого 
для воздуха, используется уравнение состояния морской воды.  

Уравнения баланса для напряжений Рейнольдса, потока потенциаль-
ной температуры и «энергии» флуктуаций потенциальной температуры 

2 2Eθ = θ  имеют вид 

( ) ( )
3 3( )ij j i

ik jk ij j i j ijijk
k k k

D U U
F F Q

Dt x x x
τ ττ ∂∂ ∂  + Φ = − τ − τ − ε − β δ + δ − ∂ ∂ ∂

, (9) 

( ) 2 ( )
3 3

0

1F Fi i
ij i i ij j j i

j j

DF U
p F

Dt x z x

∂ ∂Θ ∂+ Φ = βδ θ − θ∇ − τ δ − − ε
∂ ρ ∂ ∂

, (10) 

0z
DE

F
Dt z

θ
θ

∂Θ+ ∇⋅ Φ = − − ε
∂

. (11) 

Здесь ijδ  — единичный тензор ( ijδ = 1 при i j=  и ijδ = 0 при i j≠ ); ( )
ijk
τΦ , 

F
ijΦ  и θΦ  — третьи моменты, описывающие турбулентный перенос вто-

рых моментов:  

( )

0

1
( )i j k i jk j ikijk u u u pu puτΦ = + δ + δ

ρ
, (12) 

( )Φ F
ij i ju u= θ ,  (13) 

21

2θΦ = θ u ; (14) 

ijQ  — тензор корреляций между флуктуациями давления p и сдвига ско-

рости /i ju x∂ ∂ : 

0

1 ji
ij

j i

uu
Q p

x x

 ∂∂= +  ρ ∂ ∂ 
; (15) 

( )
ij
τε , ( )F

iε  и θε  — члены, обусловленные молекулярной вязкостью ν  и 

температуропроводностью :κ  

( ) 2 ji
ij

k k

uu

x x
τ ∂∂ε = ν

∂ ∂
, (16) 

( )( ) PrF
i i iu uε = − κ Δθ + θΔ , (17) 

θε = − κ θΔθ , (18) 

где Pr = ν κ  — число Прандтля (см., например, [3, 17, 31]). 
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Величины ( )
ij
τε , ( )F

iε  и θε  положительны и представляют собой скоро-

сти диссипации статистических моментов iiτ , iF  и Eθ . Согласно гипотезе 

Колмогорова [1, 2], они определяются как отношения рассматриваемых 
моментов к масштабу времени турбулентной диссипации Tt : 

          ( ) ( ), ,Fii i
ii i

T F T p T

F E

t C t C t
τ θ

θ
τε = ε = ε = , (19) 

где 2
ii iuτ ≡ ; иp FC C — безразмерные универсальные константы, учи-

тывающие различия между временными масштабами диссипации для раз-
личных моментов. Первое из соотношений (19), в сущности, не является 
гипотетическим, а просто вводит определение основного турбулентного 
масштаба времени Tt  как отношения КЭТ к скорости ее вязкой диссипа-

ции. В двух других соотношениях предполагается, что диссипативные 
масштабы времени для iF  и Eθ  пропорциональны .Tt  

1.2. Уравнения для главных вторых моментов 

Диагональные элементы тензора напряжений Рейнольдса iiτ представ-

ляют собой удвоенные составляющие КЭТ: 2 2i iE u≡ , баланс которых 

описывается уравнением (9) при i j= : 

3
1

( 1, 2),
2

i i i
i i ii

T

DE U E
Q i

Dt z z t

∂ ∂+ Φ = − τ + − =
∂ ∂

 (20) 

33
1

,
2

z z
z z

T

DE E
F Q

Dt z t

∂+ Φ = β + −
∂

 (21) 

где 

21
( 1, 2),

2i iu w iΦ = =  (22) 

3
3

0

1 1

2
w pwΦ = +

ρ
. (23) 

Суммируя все три составляющие, получаем уравнение баланса КЭТ 

3
K i K

K i z
T

DE U E
F

Dt z z t

∂ ∂+ Φ = − τ + β −
∂ ∂

, (24) 

где третий член в правой части описывает скорость диссипации КЭТ: 

K
K

T

E

t
ε = , (25) 

KΦ  — вертикальный турбулентный поток КЭТ: 
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0

1 1

2K i iu u w pwΦ = +
ρ

. (26) 

Сумма диагональных членов тензора ijQ  равна нулю вследствие уравне-

ния неразрывности: 0.i iu x∂ ∂ =  Поэтому члены iiQ  не связаны ни с гене-

рацией, ни с расходом энергии, а описывают обмен энергией между про-
дольной составляющей, питаемой сдвигом скорости, и непосредственно 
ничем не питаемыми поперечной и вертикальной составляющими. Для 
описания этого обмена традиционно используется гипотеза изотропизации 
Ротта [53]:  

  

2
(3 )

3
r

ii i K
T

C
Q E E

t
= − − , (27) 

где rC  — безразмерная универсальная константа, учитывающая различие 

между временными масштабами энергообмена и диссипации энергии. Од-
нако эта гипотеза противоречит современным экспериментальным данным 
как для нейтральной, так и для сильно устойчивой стратификации. В част-
ности, согласно (27) доля энергии поперечных флуктуаций скорости 

y KE E не должна зависеть от Ri, тогда как в реальности y KE E  с увели-

чением Ri возрастает и в пределе уравнивается с долей энергии продоль-
ных флуктуаций ,x KE E  так что турбулентность в горизонтальной плос-

кости становится практически изотропной (см. рис. 3 далее). В разд. 2.2 
настоящей работы взамен гипотезы Ротта предлагается новая модель 
энергообмена, учитывающая явление горизонтальной изотропизации при 
сильно устойчивой стратификации. 

Хотя уравнение баланса (11) для среднего квадрата флуктуаций по-
тенциальной температуры Eθ  известно давно (см., например, книги Лам-

ли и Пановского [41], и Теннекеса и Ламли [62]), его фундаментальная 
роль в энергетике турбулентности и в проблеме турбулентного замыкания 
долгое время оставалась не понятой. По-видимому, впервые Островский и 
Троицкая [7], а позднее Зилитинкевич с соавт. [68] учли прямую связь меж-
ду Eθ  и ПЭТ и продемонстрировали фундаментальную роль уравнения ба-

ланса ПЭТ, без которого уравнение баланса КЭТ не дает полного описания 
энергетики турбулентности.  

Принимая во внимание более чем полувековую традицию использова-
ния в теории турбулентного замыкания одного лишь уравнения баланса 
КЭТ, напоминаем определение ПЭТ. При устойчивой стратификации, ха-
рактеризующейся частотой Вяйсяля — Брента N, перемещение объема жид-
кости или газа («жидкой частицы») с исходного уровня z на уровень 

z + zδ  приводит к вариации плотности δρ = ( / )z z∂ρ ∂ δ = 2
0( / )g N zρ δ , где 
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ρ  — средняя плотность. Возникающая при этом вариация потенциальной 

энергии на единицу массы PEδ = 0(1/ ) ( / )
z z

z
z g zdz

+δ
δ ρ δρ  выражается в виде 

PEδ = 2 2
0

1[( / ) ] /
2

g Nρ δρ = 2 21 ( ) /
2

Nβδθ  = 2( / )N Eθβ δ , где Eθδ 21 ( )
2

= δθ  — 

вариация «энергии» флуктуаций потенциальной температуры. Отсюда сле-
дует определение ПЭТ: 

     

2

pE E
N θ
β =  

 
. (28) 

В отличие от потенциальной энергии среднего движения, линейно зави-
сящей от вариации температуры (или плотности), ПЭТ зависит от нее 
квадратично. В этом качестве ПЭТ напоминает доступную потенциальную 
энергию, определяемую, согласно Лоренцу [40], как часть полной потен-
циальной энергии общей циркуляции атмосферы, способную переходить в 
кинетическую энергию (и обратно). Это же свойство присуще и ПЭТ: она 
представляет собой ту часть потенциальной энергии течения, которая спо-
собна к энергообмену с КЭТ.  

В геофизическом приближении уравнение баланса Eθ (11) и соответст-
вующее уравнение для Ep  имеют вид 

z
p T

DE E
F

Dt z z C t
θ θ

θ
∂ ∂Θ+ Φ = − −
∂ ∂

, (29) 

p p
p z

p T

DE E
F

Dt z C t

∂+ Φ = −β −
∂

, (30) 

где θΦ  и pΦ  — турбулентные потоки энергий Eθ  и pE : 

2 2
21

2p w
N Nθ
β β   Φ = Φ = θ   

   
. (31) 

Вторые члены в правых частях (29) и (30) выражают скорости диссипа-
ции: ( )p TE C tθ θε =  и ( ).p p p TE C tε =  

Поток плавучести zFβ , входящий в (24) и (30) с противоположными 

знаками, описывает обмен энергией между КЭТ и ПЭТ. В уравнении ба-
ланса суммарной энергии турбулентности (СЭТ = КЭТ + ПЭТ), опреде-
ляемой выражением 

2
21

2K p i iE E E u u
N

 β = + = + θ     
, (32) 

члены zF±β  взаимно уничтожаются. Поэтому сам по себе член zFβ  в 

уравнении баланса КЭТ не может служить причиной вырождения турбу-
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лентности при сверхкритической стратификации, как ошибочно предпола-
галось в теориях замыкания, основанных на одном лишь уравнении балан-
са КЭТ. 

В уравнении (9) для вертикальных составляющих турбулентного по-

тока количества движения 3iτ  (i = 1, 2) член ( )
3i
τε , вероятно, мал, так как 

наименьшие вихри, на которых и происходит вязкая диссипация, должны 
быть изотропны [37]. Роль диссипации при этом играет комбинация чле-

нов ( )
33(эф) ,i ii F Qτε = −β −  которую мы называем «эффективной скоростью 

диссипации» и определяем в духе гипотезы замыкания Колмогорова: 

       ( ) 3 3
33(эф)

i i K
i ii

T K

F Q
C t C E

τ

τ τ

τ τ εε ≡ −β − = = , (33) 

где Cτ  — безразмерная константа. Таким образом, уравнение (9), описы-

вающее баланс 3iτ  (i = 1, 2), упрощается и принимает вид 

( )3 32i i i
i z

T

D U
E

Dt z z C t
τ

τ

τ ∂ ∂ τ+ Φ = − −
∂ ∂

, (34) 

где ( )
i
τΦ  — вертикальный турбулентный поток вертикального турбулент-

ного потока количества движения 3iτ : 

( ) 2

0

1
i i iu w puτΦ = +

ρ
. (35) 

Как показано в [20, 22], соотношение (33) подтверждается анализом 
уравнения баланса для тензора напряжений Рейнольдса в k-пространстве с 
использованием «τ-приближения». На рис. 1 показаны результаты провер-
ки этого соотношения по данным вихреразрешающего моделирования 
двух типов атмосферного пограничного слоя: ночного устойчивого (в ко-
тором приземный поток плавучести отрицателен, а свободное течение 
стратифицировано нейтрально) и условно нейтрального (в котором при-
земный поток плавучести близок к нулю, а свободное течение стратифи-
цировано устойчиво). Так как вихреразрешающие модели не позволяют 
непосредственно определять Kε , для оценки правой части в соотношении 

(33) использовалось соотношение 3K i i zU z Fε = − τ ∂ ∂ + β , вытекающее из 

(24) при равновесном режиме турбулентности. Разброс точек велик, но в 
целом рис. 1 подтверждает линейную связь между эффективной скоро-

стью диссипации ( )
1313(эф) iF Qτε ≡ −β −  (ось абсцисс) и ее выражением со-

гласно гипотезе Колмогорова 13 K KEτ ε  (ось ординат). Серый коридор, в 

который попадает большинство точек на графике, соответствует выраже-
нию (33) при значении Сτ в диапазоне 0,1 < Сτ < 1, в который попадает и 
наша эмпирическая оценка Сτ = 0,2 (см. далее разд. 2.3). 
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Рис. 1. Проверка параметризации колмогоровского типа в применении к эффек-
тивной скорости диссипации вертикального турбулентного потока количества 

движения ( )
3(эф)i
τε  по данным вихреразрешающего моделирования условно ней-

тральных [CN] и ночных устойчивых [NS] пограничных слоев (DATABASE64 [24, 

25, 26]). По оси абсцисс отложены значения ( )
3(эф)i
τε  согласно определению: 

( )
3(эф)i
τε 1 13F Q= −β + , по оси ординат — согласно параметризации: 

( )
3(эф)i
τε 13 /K KE= τ ε  

 
 

Как показано в нашей предшествующей работе (приложение A в [68]), 
в уравнении (10), записанном для zF , второй член левой части 

1
0 p z−ρ θ∂ ∂  пропорционален первому члену 2β θ , так что их отношение 

можно считать константой (для которой мы принимаем обозначение 
1 Cθ− ):  

1
0

2
const 1

p z
C

−

θ
ρ θ∂ ∂ = = −

β θ
. (36) 

Эта аппроксимация неплохо подтверждается данными вихреразрешающего 
моделирования, показанными на рис. 2. Большинство точек действительно 
лежит в пределах узкого коридора, соответствующего соотношению (36). 
При этом уравнение (10) упрощается и принимает вид 

( ) 2( )Fz z
z z p

F T

DF F
E C E

Dt z z C tθ
∂ ∂Θ+ Φ = − − −
∂ ∂

. (37) 

м
2 ·с

–3
 

 м2·с–3 
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Рис. 2. Сравнение первого (абсцисса) и второго (ордината) членов в правой части 
уравнения (10) по данным вихреразрешающего моделирования (DATABASE64 
[24—26]). Линейная зависимость, показанная в виде серой полосы, соответствует 
выражению (36) 

 
Система уравнений (20), (21), (24), (29), (30), (34), (37) связывает меж-

ду собой все виды энергии: iE  (i = 1, 2, 3), KE , PE , Eθ , K pE E E= +  и 

вертикальные турбулентные потоки количества движения 3iτ  (i = 1, 2) и 

потенциальной температуры zF . Для ее замыкания остается определить 

вертикальную составляющую КЭТ zE  (см. далее разд. 2.2) и турбулент-

ный масштаб времени tT  (разд. 2.4). 

2. Равновесный режим турбулентности 

2.1. Параметры стратификации 
и коэффициенты турбулентного переноса 

При равновесном режиме турбулентности упрощенные уравнения ба-
ланса главных вторых моментов, выведенные в разд. 1.2, превращаются в 
алгебраические соотношения. В правой части уравнения баланса КЭТ (24) 
первый член 

3
i

i
U

S
z

∂−τ = τ
∂

, (38) 

где τ  и S — абсолютные значения векторов ( , )xz yz= τ ττ  и 

( , )U z V z= ∂ ∂ ∂ ∂S , описывает скорость генерации КЭТ, а второй член 

zFβ  — скорость преобразования КЭТ в ПЭТ. Отношение этих членов 

K
·м

·с
–2

 

K·м·с–2
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Ri z
f

F

S

−β≡
τ

, (39) 

характеризующее наряду с градиентным числом Ричардсона Ri (3) степень 
влияния стратификации на турбулентность, естественно называть энерге-
тическим числом Ричардсона3. Его можно представить в виде 

1 2

Ri f SL

τ= , (40) 

где 1 2 Sτ  — масштаб длины, характеризующий сдвиг средней скорости, 

а L — масштаб длины Обухова [6]: 

     

3 2

z

L
F

τ=
−β

. (41) 

В приземном слое воздуха степень влияния стратификации на турбулент-
ность принято характеризовать безразмерной высотой [4]: 

    .z Lς =  (42) 

При равновесном режиме уравнения баланса вертикальных потоков 
количества движения 3iτ  (34) и потенциальной температуры zF  (37) по-

зволяют выразить 3iτ  и zF  в терминах гипотезы о градиентном переносе: 

      
3 , 2i

i M M z T
U

K K C E t
z τ

∂τ = − =
∂

,   (43) 

   
, 2 1 p

z H H F T z
z

E
F K K C t E C

z Eθ
∂Θ  = − = − ∂  

, (44) 

где MK  и HK  — коэффициенты турбулентной вязкости и температуро-

проводности, отношение которых называется турбулентным числом 
Прандтля: 

1
Ri

Pr 1
Ri

pM
T

H f F z

EK C
C

K C E

−
τ

θ
 ≡ ≡ = − 
 

. (45) 

Как видно из уравнения баланса КЭТ (24), при равновесном режиме 
энергетическое число Ричардсона Ri f  с увеличением Ri возрастает, но не 

может быть больше единицы. Поэтому Ri f  стремится к некоторому пре-

дельному значению: Ri f → R∞ < 1, и, согласно (45), турбулентное число 

Прандтля асимптотически линейно возрастает: 

      Pr Ri /T R∞→  при Ri → ∞ . (46) 

                                                 
3 В англоязычной литературе традиционно используется ничего не говорящее название 

flux Richardson number. 
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Похожий анализ, включающий аппроксимацию (0)Pr Pr Ri /T t R∞≈ +  и эм-

пирическую оценку R∞ 0,25≈  (совпадающую с нашей оценкой), выпол-

нили Шуман и Герц [54]. Как следует из (45) и (46), константа ,Cθ  входя-

щая в соотношение (36) и уравнение (37), должна удовлетворять соотно-
шению 

           
( )

Riz pC E Eθ →∞
= , (47) 

а следовательно, не является независимой и выражается через другие кон-
станты. 

2.2. Распределение КЭТ между составляющими скорости 

В рассматриваемых течениях сдвиг средней скорости ветра непосред-
ственно генерирует продольные флуктуации, энергия которых xE  частич-

но преобразуется в энергию поперечных и вертикальных флуктуаций yE  

и .zE  В уравнении (9) этот механизм описывается членом ,ijQ  определе-

нием которого служит формула (15), а общепринятой параметризацией — 
гипотетическое соотношение Ротта (27). При равновесном режиме урав-
нения баланса КЭТ для отдельных составляющих (20) и (21) в сочетании с 
(27) приводят к выражениям для долей продольной ,x x KA E E=  попереч-

ной y y KA E E=  и вертикальной z z KA E E=  составляющих КЭТ со сле-

дующими свойствами: а) при нейтральной стратификации z yA A= ; б) при 

усилении стратификации xA  растет за счет убывания zA , а yA  остается 

неизменной. Оба эти вывода противоречат атмосферным данным: при 

нейтральной стратификации (0)
0z zA A ς=≡  существенно меньше, чем 

(0)
0y yA A ς=≡ ; при усилении стратификации yA  растет, а xA  не меняется 

или даже убывает, в результате чего турбулентность постепенно становит-
ся изотропной в горизонтальной плоскости: ,y xE E→  а доля вертикаль-

ной составляющей zA  убывает, стремясь к ненулевому предельному зна-

чению. На рис. 3 показаны xA , yA  и zA  в зависимости от безразмерной 

высоты / .z L  Разумно предположить, что подавление вертикальных флук-
туаций силами плавучести облегчает обмен энергией между  yE  и ,xE  

тем самым способствуя постепенному преобразованию существенно 
трехмерной турбулентности в квазидвухмерную горизонтальную турбу-
лентность, наблюдающуюся в блинообразных турбулентных пятнах при 
очень сильной стратификации.  
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Рис. 3. Доли КЭТ ,KE  приходящиеся на разные направления: /x x KA E E=  вдоль 

направления ветра (кружки), /y y KA E E=  поперек ветра (квадраты) и /z z KA E E=  

в вертикальном направлении (треугольники), по данным эксперимента «Хар-Гзыр-
2007» Института физики атмосферы им. А. М. Обухова РАН (данные любезно 
предоставлены Р. Кузнецовым). Кривые построены по соотношениям (50) при С0 = 
= 0,125, С1 = 0,5 и С2 = 0,72, преобразованным в зависимости от z/L согласно (71) 

 
Чтобы учесть эти свойства атмосферной турбулентности, мы предла-

гаем следующую модель энергообмена, описывающую влияние стратифи-
кации в терминах нормированного энергетического числа Ричардсона  
Ri f / R∞, меняющегося от 0 при нейтральной стратификации до 1 при пре-
дельно устойчивой стратификации: 

       

1 2
11 1

1 Ri2

3
fr

T

C C RC
Q E E

t
∞

⇔
− − = − − 

 
, (48a) 

      

1 2
22 2

1 Ri2

3
fr

T

C C RC
Q E E

t
∞

⇔
+ + = − − 

 
, (48б) 

       
33 3

2 2

3
r

K
T

C
Q E E E

t ⇔
 = − − + 
 

, (48в) 

где E⇔  — доля КЭТ, участвующая в обмене энергией: 

        
( )0 0 3

Ri Ri
1 1f f

KE C E C E
R R⇔

∞ ∞

 = + − + 
 

. (49) 
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Подставляя (48)—(49) в равновесные варианты уравнений (20) и (21), по-
лучаем 

( )( )

( )
( )[ ]1 2 0 0

1

1 1 Ri

Ri Ri
1 1 1 ,

3 1

x
r f

f fr
z

r

A
C

C
C C C C A

R C R∞ ∞

= +
+ −

   + − − + − +   +   

 (50a) 

( )
( )[ ]1 2 0 0

Ri Ri
1 1 1 ,

3 1
f fr

y z
r

C
A C C C C A

R C R∞ ∞

   = + + + − +   +   
 (50б) 

( )( )
( ) ( ){ }

0

0

1 2 Ri 1 Ri 3Ri

1 Ri 3 3 2 1 Ri
r f f fz

z
K f r f

C C RE
A

E C C R
∞

∞

− − −
= =

− + − +  
, (50в) 

где 0C , 1C  и 2C  — безразмерные эмпирические константы. На рис. 3 

вместе с экспериментальными данными показаны зависимости (50) с ори-
ентировочными значениями эмпирических констант 1C = 0,5 и 2C = 0,72, 

преобразованные в функции от безразмерной высоты z/L с помощью соот-
ношений (71) (см. далее разд. 2.4). В дальнейшем нам потребуется только 
выражение (50в), необходимое для определения Ez в выражениях для ко-
эффициентов турбулентной вязкости (43) и температуропроводности (44). 
Согласно (50в) Az меняется от максимального значения при нейтральной 
стратификации: 

   (0)
Ri 0 ,

3(1 )
r

z z
r

C
A A

C= = =
+

 (51) 

до минимального значения при предельно устойчивой стратификации: 

   
0

( )
Ri

0

3
(1 2 )

1

3 (1 2 )

r

z z
r

R
C C

R
A A

C C

∞

∞ ∞
→∞

− −
−= =

+ −
, (52) 

где 0C , rC  и R∞  — эмпирические константы.  

2.3. Простейшие следствия теории и ее эмпирическая проверка 

При равновесном режиме соотношения (20), (21), (24), (29), (30), (32), 
(34), (37) составляют систему алгебраических уравнений, описывающих 
локальные балансы между продукционными и диссипативными процесса-
ми. Эта система не замкнута, пока не определен турбулентный масштаб 
времени tT, тем не менее она позволяет определить основные безразмер-
ные характеристики турбулентности как универсальные функции от энер-
гетического и градиентного чисел Ричардсона, независимо от определе- 
ния tT . 
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Комбинируя (24), (30) и (32), получаем отношения КЭТ и ПЭТ к сум-
марной энергии турбулентности: 

     
1 Ri

1 (1 )Ri
fK

p f

E

E C

−
=

− −
, (53) 

     
Ri

1 (1 )Ri
p p f

p f

E C

E C
=

− −
. (54) 

Далее, используя (47), находим Cθ : 

     

( )(1 ) z

p

R A
C

C R

∞
∞

θ
∞

−= , (55) 

и, используя (45), (53)—(55), определяем зависимости от Ri f  градиентно-

го числа Ричардсона Ri и турбулентного числа Прандтля PrT : 

     
( )

( )
1( )Ri 1 A

Ri Pr Ri Ri 1
1 Ri A (Ri )
f z

T f f
F f z f

RC

C R

−∞
∞τ

∞

 −
= = −  − 

. (56) 

Согласно (50в) и (56), Ri представляет собой монотонно и неограниченно 
возрастающую функцию от Ri f. Отсюда, в свою очередь, следует, что Ri f  
является монотонно возрастающей функцией от Ri, стремящейся к R∞ при 
Ri → ∞ , а PrT  является неограниченно возрастающей функцией от Ri с 

асимптотой Pr RiT R∞→  при Ri → ∞ . Эмпирические графики этих 

функций, показанные на рис. 4 и 5, позволяют довольно уверенно оценить 
R∞ = 0,25. При малых Ri данные, приведенные на рис. 5, согласуются с 
общепринятой оценкой турбулентного числа Прандтля при нейтральной 
стратификации [18, 19, 27]: 

     
(0)Pr Pr =0,8 при Ri 0T T

F

C

C
τ→ = → . (57) 

По мере перехода от нейтральной к слабо устойчивой стратификации в 
линейном приближении относительно Ri турбулентное число Прандтля 
растет по линейному закону: 

     

( )
(0)

(0)

(1 )A
Pr Pr Ri

A
z

T T
z

R

R

∞
∞

∞

−≈ + . (58) 

При эмпирических значениях R∞ = 0,25, (0)Az  = 0,2 и ( )Az
∞  = 0,03 (рис. 6) 

соотношение (58) принимает вид PrT ≈ 0,8 + 0,45Ri. Это означает, что в ре-

жиме «сильной турбулентности» (в интервале 0 < Ri < 0,25), типичном для 
атмосферных (и гидросферных) турбулентных пограничных слоев, турбу-
лентное число Прандтля PrT  меняется от 0,8 до 0,9, т. е. фактически в 
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пределах погрешностей его определения. На рис. 5 рост PrT  в этом интер-

вале значений Ri на глаз вообще не заметен. Так как измерения турбу-
лентности производились большей частью именно в пограничных слоях, 
эта особенность сильной турбулентности воспринималась как присущая 
любой турбулентности и получила название «аналогия Рейнольдса». 

 
Рис. 4. Зависимость энергетического числа Ричардсона Ri / ( )f zF S= −β τ  от гра-

диентного числа Ричардсона Ri по данным метеорологических наблюдений (чер-
ные треугольники [32] и снежинки [10]), лабораторных экспериментов (крестики 
[50], ромбы [48] и черные кружки [59]), прямого численного моделирования (пя-
тиконечные звезды [60]) и вихреразрешающего моделирования (белые треуголь-
ники [25]). Теоретическая кривая — согласно выражению (56) соответствует рав-
новесному режиму турбулентности при предельном значении Ri 0,25f R∞→ =  

 
Рис. 5. Зависимость турбулентного числа Прандтля PrT  = KM /KH  от Ri  
по тем же данным, что и на рис. 4; теоретическая кривая — согласно (56) 

 
Однако в режиме «слабой турбулентности», при Ri > 1, зависимость 

PrT  от Ri на порядок сильнее: PrT ≈ 4Ri, так что аналогия Рейнольдса со-
вершенно не применима. Принципиально разное поведение PrT при малых 
и больших Ri уже отмечалось в [67].  

Ri fRi f

PrT

Ri

Ri
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Рис. 6. Зависимость вертикальной доли КЭТ z z KA E E=  от Ri по данным метео-

рологических наблюдений (квадраты — эксперимент CME [42], кружки — экспе-
римент SHEBA [63], перевернутые треугольники — эксперимент CASES-99 [9, 
49], шестиконечные звезды — наблюдения обсерватории Линденберг, Германия 
[23]), лабораторных экспериментов (ромбы [48]), прямого численного моделиро-
вания (пятиконечные звезды [60]); кривая — согласно (50в), (56) при C0 = 0,125 

 
В сочетании с алгебраическим уравнением (56), определяющим Ri f  

как однозначную функцию от Ri, соотношения (50в), (53) и (54) опреде-
ляют зависимости от Ri величин zA , KE E  и pE E . Выражение для доли 

энергии вертикальных флуктуаций скорости (Ri)zA  сравнивается с 

имеющимися экспериментальными данными на рис. 6. Подставляя осно-

ванные на этом рисунке грубые оценки (0)
zA = 0,2 и ( )

zA ∞ = 0,03 в соотно-

шение (51), получаем rC = 1,5, а подставляя эти оценки и уже найденное 

эмпирическое значение R∞ = 0,25 в (52), получаем 0C = 0,125. 

 
 

Рис. 7. Зависимость отношения ПЭТ к ее полной энергии 1/2
K TE t=  от Ri по дан-

ным метеорологических наблюдений (перевернутые треугольники — CASES-99 
[9, 49]), вихреразрешающего моделирования (белые треугольники [25]) и лабора-
торных экспериментов (ромбы [48]); кривая — согласно (54), (56) 

Ri

zA

Ri
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Выражение (54) для отношения потенциальной энергии турбулентно-
сти к ее полной энергии Ep/E сравнивается с экспериментальными данны-
ми на рис. 7. При Ri → ∞  это отношение стремится к пределу:  

          1 (1 )
pP

p

C RE

E C Ri
∞

∞
→

− −
. (59) 

Экспериментальные данные позволяют оценить предельное значение 

Ri/ 0,223.pE E →∞ →  Подставляя его в (59) и учитывая значение R∞ = 

= 0,25, получаем PC = 0,86. Напомним, что pC  представляет собой отно-

шение диссипативных масштабов времени для КЭТ и ПЭТ. В работах [64, 
65] эти масштабы детально исследовались по данным измерений турбу-
лентности, порождаемой осциллирующими решетками [30, 46, 56, 66], а 
также по данным прямого численного моделирования однородной турбу-
лентности, порождаемой сдвигом скорости при устойчивой [55] и ней-
тральной [52] стратификации. Авторы работ [64, 65] установили, что от-
ношение этих масштабов практически не зависит от стратификации. Это 
подтверждает нашу трактовку Cp как универсальной константы. 

Комбинируя равновесные варианты уравнений (24) и (29) соответст-
венно с соотношениями (24) и (44)—(45), получаем выражения безразмер-
ных турбулентных потоков количества движения / KEτ  и температуры 

( )z KF E Eθ  в зависимости от энергетического числа Ричардсона Ri f :  

        
2 2 A (Ri )

(1 Ri )
z f

K f

C

E
τ τ =  − 

, (60) 

           
2 A (Ri )2

Pr
z fz

K p T

CF

E E C
τ

θ
= . (61) 

Функция A (Ri )z f  определяется согласно (50в), а функция Ri f (Ri) — со-

гласно (56), поэтому выражения (60) и (61) позволяют определить 
2( / )KEτ  и 2 / ( )z KF E Eθ  как функции от Ri. Первая из них сравнивается с 

доступными экспериментальными данными на рис. 8. Несмотря на раз-
брос, данные в целом подтверждают убывание безразмерного потока ко-
личества движения с ростом Ri и согласуются с общепринятой оценкой 

Ri 0( / )KE →τ = 0,2 [45]. Подставляя ее в (60), получаем (0)2C zAτ = 0,08 и, 

учитывая уже оцененное значение (0)
zA = 0,2 (см. рис. 6), получаем Cτ  = 0,2. 

Зависимость 2 / ( )z KF E Eθ  от Ri, показанная на рис. 9, неплохо согласуется 

с экспериментальными данными. Сопоставляя эмпирическую оценку 
2

Ri 0[ / ( )]z KF E Eθ → = 0,12 с теоретическим выражением 
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2 (0) (0)

0
Ri 0

2C A 2A C
0,12

Pr
z z z F

K p pT

F

E E C C
τ

θ →

 
= = = 

 
, (62) 

получаем / 0,3F pC C =  и (учитывая уже полученную оценку pC = 0,86) 

FC = 0,25. Таким образом, получены эмпирические оценки шести безраз-

мерных констант: 

     0C = 0,125; FC = 0,25; pC = 0,86; rC = 1,5; Cτ = 0,2; R∞ = 0,25. (63) 

 
Рис. 8. Зависимость нормированного турбулентного потока количества движения 
от Ri по данным метеорологических наблюдений (квадраты — CME [42], круж-
ки  — SHEBA [63], перевернутые треугольники — CASES-99 [9, 49]), лаборатор-
ных экспериментов (ромбы [48]), вихреразрешающего моделирования (треуголь-
ники — DATABASE64 [25]); кривая — согласно (60) 

 

 
Рис. 9. Зависимость нормированного турбулентного потока потенциальной темпе-
ратуры от Ri по данным метеорологических наблюдений (квадраты — CME [42], 
кружки — SHEBA [63], перевернутые треугольники — CASES-99 [9, 49]) и вихре-
разрешающего моделирования (треугольники — DATABASE64 [25]); кривая — 
согласно (61) 

Ri

Ri
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Согласно (47) константа 
Ri

lim( / )z pC E E
→∞

θ =  не является независи-

мой. Используя уже найденные константы (63), соотношение z pE E = 

( / 1)z pA E E= − , вытекающее из (53)—(54), соотношение (52) для ( )
zA ∞  и 

эмпирическую оценку 
Ri

lim( / )pE E
→∞

= 8, вытекающую из условия (59) и 

данных рис. 7, получаем 

          0

0

(1 2 )(1 ) 3
0,105.

[1 ( 1) ][3 (1 2 )]
r

p r

C C R R
C

C R C C
∞ ∞

θ
∞

− − −= =
+ − + −

 (64) 

Приведенные значения безразмерных констант весьма приблизитель-
ны. Мы сознательно отобрали немногие данные, относящиеся к условиям, 
наиболее близким к равновесному режиму турбулентности, чтобы избе-
жать огромных разбросов, возникающих при нестационарных или верти-
кально-неоднородных режимах. Практически все доступные данные, за ис-
ключением данных прямого численного моделирования турбулентности 
при заданных значениях Ri, получены в условиях вертикально-неодно-
родной, а во многих экспериментах и нестационарной турбулентности. 

Наши грубые оценки безразмерных констант, основанные на неболь-
шом количестве не вполне надежных данных, в какой-то мере оправдыва-
ет то обстоятельство, что сами эти константы тесно связаны в контексте 
теории, так что подгонка любой из них к экспериментальным данным за-
трагивает и ряд других констант; и это сильно сужает диапазоны их вза-
имно согласованных эмпирических значений. Кроме того, в нашем анали-
зе число оцениваемых констант меньше числа теоретических соотноше-
ний, сопоставлявшихся с эмпирическими данными, что налагало дополни-
тельные ограничения на определяемые значения констант. Как бы то ни 
было, предстоит еще большая работа по всесторонней проверке теории 
при равновесных и неравновесных режимах и уточнению всех входящих в 
нее безразмерных констант.  

В этом разделе получены универсальные зависимости основных без-
размерных вторых моментов турбулентности xA , yA  и zA  (50a), (50б), 

(50в), /KE E  и /pE E  (53) и (54), / KEτ  и ( )z KF E Eθ  (60) и (61) от энерге-

тического числа Ричардсона Ri f , а также самого этого числа Ri f  и тур-

булентного числа Прандтля Pr Ri / RiT f=  (56) от градиентного числа Ри-

чардсона Ri (3) при равновесном режиме турбулентности. Как уже упоми-
налось, этот результат получен из незамкнутой системы уравнений неза-
висимо от определения турбулентного масштаба времени Tt  (или турбу-

лентного масштаба длины l 1/2
K TE t= ). Этот неожиданный факт, по-види-

мому, отражает не замеченное до сего времени фундаментальное свойство 
самоподобия равновесной турбулентности.  
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2.4. Турбулентные масштабы времени и длины 

Как уже говорилось, соотношение (1), связывающее скорость дисси-
пации КЭТ Kε  с турбулентным масштабом времени Tt  (или турбулент-

ным масштабом длины l 1/2
K TE t= ), не является гипотетическим, а всего 

лишь заменяет одну неизвестную ( Kε ) другой ( Tt или l). В отличие от это-

го, соотношения (19), не говоря уже о (33), предполагают, что диссипа-
тивные масштабы времени для потока температуры iF , энергии темпера-

турных флуктуаций Eθ  (а следовательно, и PE ) и потока количества дви-

жения 3iτ  отличаются от Tt  лишь коэффициентами пропорциональности, 

представляющими собой универсальные безразмерные константы. Таким 
образом, определение Tt  и l (равносильное определению Kε ) представля-

ет собой одну из ключевых проблем теории турбулентного замыкания. 

Единственный случай, когда l (а следовательно, и 1/2/T Kt l E= ) легко 

определяется, это рассмотренное Колмогоровым турбулентное течение 
нейтрально стратифицированной жидкости или газа в полупространстве 
над невращающейся плоской поверхностью. Тогда размеры турбулентных 
вихрей ограничены лишь расстоянием от поверхности, поэтому и основ-
ной турбулентный масштаб длины при нейтральной стратификации про-
порционален этому расстоянию: 

     
Ri =0

0 ,ll l C z= =  (65) 

где Cl = const. Обухов [5] из геометрических соображений получил выра-
жение основного турбулентного масштаба длины для областей со сложной 
геометрией. 

При устойчивой стратификации в атмосферном пограничном слое за-
трата кинетической энергии турбулентного вихря на преодоление отрица-
тельной силы плавучести налагает на размеры вихрей дополнительное 
ограничение, мерой которого может служить масштаб длины Обухова (41) 
или другие масштабы длины, характеризующие влияние стратификации 

плотности на турбулентность, например 1/2 /KE N  или масштаб Озмидова 
1/2 3/2/ .K Nε  Таким образом, если пренебречь вращением Земли, налагаю-

щим на размеры вихрей еще одно ограничение, турбулентный масштаб 
длины l в устойчиво стратифицированном пограничном слое атмосферы 
должен вблизи подстилающей поверхности (при z << L) расти с увеличе-
нием высоты по линейному закону l = l0 ~ z, а на достаточном удалении от 
поверхности (при z >> L) стремиться к предельному значению l ~ L. 

С учетом этих асимптотических оценок, на первый взгляд, представ-
ляется разумным определить l путем интерполяции / (1 const / )l z z L+  
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или аналогичных интерполяций, основанных на масштабах длины 
1/2 / ,KE N  1/2 3/2/K Nε  и т. п. Однако ни одна из подобных интерполяций не 

привела к удовлетворительным результатам. Чисто эмпирический подход 

к проблеме определения /T K Kt E≡ ε  или 1/2
K Tl E t≡  в устойчиво стратифи-

цированной турбулентности до сих пор остается неконструктивным, в 
частности, из-за невысокого качества и ограниченного количества имею-
щихся данных о KE  и Kε  при сильно устойчивой стратификации. 

В работе [70] развит альтернативный подход. В его основе лежит 
уравнение баланса КЭТ (24), позволяющее выразить Tt  при равновесном 

режиме через легко определяемые параметры: 1[ (1 Ri )] .T K ft E S −= τ −  Это 

дает возможность не ограничиваться имеющимися скудными сведениями о 
временном Tt  и пространственном l масштабах диссипации КЭТ, а обра-

титься к обширному материалу исследований градиента средней скорости. 
Начнем с нейтральной стратификации. При Ri << 1, z/L << 1 выраже-

ние (65) в сочетании с (51), (60) и равновесным вариантом уравнения (24) 
приводят к известному выражению для градиента средней скорости вбли-
зи твердой стенки  

     
1/2 / ( )S kz= τ , (66) 

где k — постоянная Кармана, выражаемая в рамках нашей теории через Cl  
и другие эмпирические константы: 

     

3/4
2

3(1 )
r

l
r

C C
k C

C
τ =  + 

. (67) 

Подставляя в (67) значения rC  и Cτ , согласно (63) получаем lC  = 2,66. 

В дальнейшем изложении вместо lC  используется привычная константа 

k = 0,4. 
При сильно устойчивой стратификации ( Ri 1,>  z/L >> 1) из (39) и (46) 

следует асимптотическое выражение для сдвига скорости 
1/2

zF
S

R R L∞ ∞

−β τ= =
τ

. (68) 

Простейшая интерполяция между асимптотическими выражениями (66) и 
(68) имеет вид 

     

1/2

1
k z

S
kz R L∞

τ  = + 
 

. (69) 

Разумеется, нет никаких оснований заранее ожидать, что это выражение 
окажется справедливым и при слабо устойчивой стратификации. Однако 
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бросается в глаза, что по форме оно в точности совпадает с общепризнан-
ной линейной аппроксимацией безразмерного градиента скорости ветра в 
приземном слое атмосферы: 

       
1/2

1M u
kz z

S C
L

Φ ≡ = +
τ

, (70) 

полученной в свое время в рамках теории подобия Монина — Обухова [4] 
и подтвержденной многочисленными натурными и численными экспери-
ментами в интервале безразмерных высот 0 < z/L < 5, что соответствует 
интервалу чисел Ричардсона 0 < Ri < 0,25 при значениях эмпирических 
констант k ≈ 0,4 и uC  ≈ 1,6 (рис. 10).  

 
Рис. 10. Безразмерный градиент скорости ветра ( )( )1/2 /M kz U zΦ = τ ∂ ∂  как функ-

ция от безразмерной высоты ς  в устойчиво стратифицированном пограничном 

слое атмосферы по данным вихреразрешающего моделирования (DATABASE64 
[25]). Незакрашенные треугольники соответствуют осреднению по интер- 
валам ς  = z/L, закрашенные треугольники — осреднению по интервалам 

1/2/ [(1 / ) ]Kz C z E LΩς = + Ω  при CΩ = 1; прямая — согласно (70) при /uC k R∞= = 1,6 

 
С другой стороны, общепринятая оценка R∞ ≈ 0,25, полученная по 

данным лабораторных экспериментов, вихреразрешающего моделирова-
ния и прямого численного моделирования для течений с очень устойчивой 
стратификацией (1 < Ri < 102), соответствует значению /k R∞ ≈ 1,6, совпа-

дающему с приведенной выше оценкой uC  в соотношении (70). Иными 

словами, интерполяционное соотношение (69) хорошо согласуется с экс-
периментальными данными во всем диапазоне стратификаций — от не-
больших значений Ri, наблюдаемых в приземном слое атмосферы  

Ф
М

–1
 

ς 
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(0 < Ri < 0,25), до огромных значений Ri ~ 102 в численных и лаборатор-
ных экспериментах. В сочетании с определением (40) энергетического 
числа Ричардсона Ri f оно устанавливает очень простую связь между Ri f  
и безразмерной высотой z/L, основанной на масштабе длины Обухова: 

        
1

/
Ri

1 /
f

kz L

kR z L−
∞

=
+

,   
Ri

Ri
f

f

z R

L k R
∞

∞
=

−
. (71) 

Комбинируя (69), (71) и равновесный вариант уравнения баланса КЭТ 
(24), получаем следующее выражение турбулентного масштаба длины l в 
зависимости от z/L или Ri f : 

     

3/23/2
1/2

1

1 Ri /( / )

1 Ri1 ( 1) /
fK K

T K
f

RE E
l t E kz kz

k R z L
∞

−
∞

− τ= = =  τ −+ −  
, (72) 

где /KE τ  определяется, согласно (60), как универсальная функция от Ri f , 

которую при помощи (71) можно представить и как функцию от z/L. Как и 
ожидалось, она имеет асимптоты l ~ z при / 0z L →  и l ~ L при /z L → ∞; 
однако она существенно отличается от простой линейной интерполяции 

между 1/z и 1/L, так как множитель 3/2( / )KE τ  в правой части (72) сущест-

венно возрастает с усилением устойчивости и приближается к конечному 
пределу лишь при Ri > 1, т. е. при сильно устойчивой стратификации за 
пределами геофизических пограничных слоев, в которых Ri не превосхо-

дит 0,25 (см. график эмпирической зависимости /KE τ  от Ri на рис. 8).  

Кроме стратификации, на турбулентные масштабы длины l и времени 

Tt  влияет угловая скорость вращения Земли Ω  = 7,29·10–5 с–1, наклады-

вающая дополнительное ограничение в виде вращательных масштабов 

длины 1/2 /KE Ω  или времени 1−Ω . С учетом вращения основной масштаб 

длины (65) переопределяется как 1/2
0 / (1 / )l Kl C z C z EΩ= + Ω , где CΩ  — эм-

пирическая безразмерная константа, а выражение (72) принимает вид 

     

3/2
1/2

1/2 1

3/2

1/2

( / )

1 / 1 ( 1) /

1 Ri /
.

1 Ri1 /

K
T K

K

fK

fK

kz E
l t E

C z E k R z L

Rkz E

C z E

−
Ω ∞

∞

Ω

τ= = =
+ Ω + −

− 
=  τ −+ Ω  

 (73) 

Влияние вращения Земли на турбулентный масштаб длины, вероятно, 
первым исследовал Блэкедар [11]. Он предложил соотношение, аналогич-
ное (73), в котором, однако, вращательный масштаб длины определялся 
как /U f  — через среднюю скорость U, а не турбулентный масштаб ско-
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рости 1/2
KE , и параметр Кориолиса 2 sinf = Ω ϕ , а не угловую скорость 

вращения Земли Ω. В наших обозначениях идея Блэкедара записывается в 
виде 0 / (1 / )l Bl C z C fz U= + , где BC  — безразмерная константа. Используя 

ее эмпирическое значение BC  = 1,5·103 [58] и общепринятую оценку ин-

тенсивности турбулентности в свободной атмосфере 1/2 /KE U ~ 10–3, полу-

чаем грубую оценку нашей безразмерной константы CΩ = BC ( 1/2 /KE U ) = 1. 

В отличие от Блэкедара [11], мы используем в качестве масштаба ско-

рости 1/2
KE , а не U, так как сама по себе средняя скорость на турбулент-

ность не влияет, а в качестве масштаба времени — 1,−Ω  а не 1,f −  так как 

параметр Кориолиса f характеризует влияние лишь вертикальной состав-
ляющей вектора ( 1, 2, 3)i i =Ω  на горизонтальные составляющие трех-

мерного вектора скорости. 
До сих пор мы, следуя традиции, использовали общепринятые безраз-

мерные параметры стратификации: Ri /f zS F= − τ  и 3/2/ .zz L F z= −β τ  

В контексте турбулентного замыкания эти параметры определяются по 
локальным значениям турбулентных потоков количества движения τ и 
потенциальной температуры ,zF  что может приводить к существенной 

неопределенности и даже препятствовать сходимости итерационных про-
цедур в связи с неизбежными ошибками в определении τ и Fz . Чтобы из-
бежать этого, мы предлагаем взамен Ri f  или z/L новый энергетический 
параметр стратификации 

     / .p KE EΠ =  (74) 

Согласно (24) и (30) при равновесном режиме П выражается через энерге-
тическое число Ричардсона: 

     
Ri

;
1 Ri

P f

f

C
Π =

+
 (75) 

соотношение (73) в терминах равновесного турбулентного масштаба вре-
мени tTE принимает вид 

3/2

1/2 1/2

1
1K

TE
K K

kz E
t

E E C z ∞Ω

  Π = = −   τ Π+ Ω   
, (76) 

где / (1 )PC R R∞ ∞ ∞Π = −  = 0,14 — максимальное значение П, достигаемое 

при предельно устойчивой стратификации; а выражение (60) для Ek/τ и 
(50в) Az  принимают вид 

     
2

2 ( )
K P

P z

E C

C C Aτ

 
= τ + Π 

, (77) 
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0

0

( 3 / )( ) 2 ( )

3 (1 )( ) 2 (1 )( )
z r P P r P

z
r P r PK

E C C C C C C
A

C C C C CE
∞ ∞

∞ ∞

Π − Π + Π − + Π Π= =
Π + + Π − + + Π Π

. (78) 

Как видно из (50в) или из (78), Az  монотонно убывает с усилением устой-
чивости и при Ri f R∞→  (или ∞Π → Π ) стремится к конечному положи-

тельному пределу, тогда как tTE  стремится к нулю. Соотношения (76)—
(78) замыкают нашу систему уравнений для основных характеристик тур-
булентности при равновесном режиме. 

2.5. Турбулентность в приземном слое атмосферы  
Соотношения (71), связывающие Ri f  с z/L, справедливы при не слиш-

ком большом удалении от подстилающей поверхности (при условии z << 
1/2 /KE Ω ), когда прямым влиянием вращения Земли на турбулентность 

можно пренебречь, так что 0 .ll C z=  В частности, они справедливы в при-

земном слое воздуха, определяемом как нижняя 1/10 часть пограничного 

слоя. В верхней части пограничного слоя условие 1/2 /Kz E Ω  может на-

рушаться, так как EK существенно убывает по мере приближения к его 
верхней границе: z = h. Учитывая значение Ω = 7,29·10–5 с–1 и типичное 

значение 1/2
K z h

E
=

 ~ 0,1 м·с–1, получаем оценку вращательного масштаба 

длины 1/2 /KE Ω  ~ 103 м того же порядка, что и высота пограничного слоя. 

В приземном слое, где влияние вращения пренебрежимо мало, безразмер-
ные характеристики турбулентности, представленные в разд. 2.2 и 2.3 как 
функции от Ri f, преобразуются с помощью (71) в функции от ς = z/L. 

Теория подобия для турбулентности в приземном слое воздуха в тер-
минах масштаба длины L (41) и безразмерной высоты z/L, предложенная 
Мониным и Обуховым [4] еще в 50-е годы прошлого века, получила ши-
рокое признание и была подтверждена результатами многочисленных на-
турных и лабораторных экспериментов [28, 45, 57], а в последнее время и 
результатами вихреразрешающего и прямого численного моделирования. 
Ньюстед [47] путем простой замены приземных значений определяющих 

параметров 2
0zu∗ == τ , 0z zF F∗ ==  и 0zL L∗ ==  их локальными, зависящи-

ми от высоты значениями τ(z), Fz(z) и L(z) распространил теорию подобия 
на весь устойчиво стратифицированный пограничный слой. 

Наша теория турбулентного замыкания в применении к равновесному 
режиму турбулентности при отсутствии вращения согласуется с теорией 
подобия Монина — Обухова и с ее обобщенной формулировкой, предло-
женной Ньюстедом, в том отношении, что безразмерные характеристики 
турбулентности в теории подобия и в теории турбулентного замыкания вы-
ражаются универсальными функциями от безразмерной высоты ς = z/L.  
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Однако выводы теорий подобия относительно асимптотического поведе-
ния этих универсальных функций при очень больших значениях ς  в ряде 

случаев оказываются ошибочными. Рассмотрим в качестве примеров вы-
текающие из нашей теории зависимости от ς таких параметров, как отно-
шение турбулентных энергий согласно (54), (71): 

      
/ [1 ( 1) ]

p P

P

E C R

E R k C R
∞

∞ ∞

+ ς=
+ + − ς

; (79) 

доля энергии вертикальных флуктуаций скорости (50в), (71): 

   
0

0

3 ( )
(1 2 )

(1 )

3 (1 ) [3 (1 2 )]

r r
z

z
r rK

R R k
R C k C C

R k RE
A

R C k C CE

∞ ∞
∞

∞ ∞

∞

+ ς + ς − − + ς − = =
+ + ς + −

; 
(80) 

турбулентное число Прандтля (56), (71): 
2

1 2

3

Pr 1
1

M
T

H F

K C a a

K C a
τ  ς + ς= = + + ς 

, (81) 

где 
1 1

0
1

0

(1 2 )( 1) 3
3 (1 )

3 (1 2 )
r

r
r

C R C
a k C

C C

− −
∞− − −= +

+ −
, (82) 

2
1 1

2 0[(1 2 )( 1) 3 ]r
k

a C R C
R

− −
∞

∞
= − − − , (83) 

0
3 0

0

6( 1)
2( ) 1

3 (1 2 )r

k C
a R C

R C C ∞
∞

 += + − − + − 
, (84) 

и градиентное число Ричардсона (71), (81):  
2

1 2
1

3

Ri = Ri Pr 1
1(1 )

f T
F

C k a a

aC R k
τ

−
∞

 ς ς + ς= + + ς+ ς  
. (85) 

И в нашей теории, и в теории подобия Монина — Обухова градиент 
средней скорости в приземном слое определяется выражением (69), кото-
рое соответствует выражению для коэффициента турбулентной вязкости 

1/2 1/ [1 ( / ) ]MK S k z k R −
∞= τ = τ + ς . Последнее в сочетании с (81) определя-

ет коэффициент турбулентной температуропроводности / PrH M TK K= , 

а следовательно, и градиент потенциальной температуры / /z Hz F K∂Θ ∂ = −  

и характеризующую его безразмерную функцию 
1/2 2

1 2

3

1 1
1

T
H

z

k z a a k

F z a R∞

 τ ∂Θ ς + ς  Φ ≡ = + + ς  − ∂ + ς   
, (86) 

где ( / )T Fk C C kτ=  = 0,5 — постоянная Кармана для температуры.  
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Результаты проверки выражения (86) по данным вихреразрешающего 
моделирования показаны на рис. 11. Поскольку все эмпирические кон-
станты в (86) уже определены по независимым данным, хорошее согласие 
теоретической кривой и данных вихреразрешающего моделирования слу-
жит дополнительным подтверждением теории. Поскольку функции ΦM и 
ΦH  определены соотношениями (70) и (86), тем самым определено и гра-

диентное число Ричардсона: 2Ri = ( / ) / .F H Mk C Cτ ςΦ Φ  Результаты про-
верки этого выражения по данным вихреразрешающего моделирования 
показаны на рис. 12.  

 
Рис. 11. Безразмерный градиент потенциальной температуры 1/2( / )H T zk z FΦ = − τ × 

( / )z× ∂Θ ∂  как функция от ς по тем же данным, что и на рис. 10. Незакрашенные 
треугольники — осреднение по интервалам ς = z/L, закрашенные треугольники — 

по интервалам ς = 1/2/ [(1 / ) ]Kz C z E LΩ+ Ω ; кривая — согласно (86) 

 

 
Рис. 12. Зависимость градиентного числа Ричардсона Ri от безразмерной высоты ς 
по данным вихреразрешающего моделирования (DATABASE64 [25]). Незакра-
шенные треугольники — осреднение по интервалам ς = z/L, закрашенные тре-

угольники — по интервалам ς = 1/2/ [(1 / ) ]Kz C z E LΩ+ Ω ; кривая — согласно 
2Ri ( / ) /F H Mk C Cτ= ςΦ Φ  

Ф
H

–1
 

R
i 
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Осредненные данные вихреразрешающего моделирования показаны 
на рис. 10—12 в двух вариантах: в зависимости от ς = z/L (белые треуголь-

ники) и, с учетом вращения Земли, от ς = 1/2/ [(1 / ) ]Kz C z E LΩ+ Ω  при 

1CΩ =  (черные треугольники). Последние лучше согласуются с теорети-

ческими кривыми при больших ς. Этим подтверждается как сама оценка 
1CΩ = , так и вывод о том, что вращение Земли начинает влиять на турбу-

лентные масштабы времени и длины уже в верхней части планетарного 
пограничного слоя, т. е. на высотах порядка нескольких сотен метров. 

Насколько нам известно, ни одно из соотношений (79)—(86) ранее не 
было получено. Более того, согласно традиционной трактовке теории по-
добия Монина — Обухова полагалось, что максимально возможные в при-
земном и пограничном слоях атмосферы значения ς = z/L, не превышаю-
щие 10, как раз и соответствуют режиму предельно устойчивой стратифи-
кации, получившему название z-независимой стратификации. Соответст-
венно этому считалось, что на высотах существенно больше масштаба 
длины Обухова L характеристики турбулентности перестают зависеть от 
расстояния до подстилающей поверхности z, а, следовательно, безразмер-
ные величины, стоящие в правых частях соотношений (79)—(81) и (85) 
должны обращаться в универсальные константы. 

Главная ошибка здесь состоит в том, что режим предельно устойчивой 
стратификации принципиально недостижим в пограничном слое, а тем 
более в приземном слое. Числа Ричардсона даже в верхней части устойчи-
во стратифицированного пограничного слоя, как правило, не превосходят 
0,2, а значения безразмерной высоты ς не превосходят 10. Но даже и при 
ς → ∞  безразмерные параметры турбулентности не обязаны обращаться в 

константы, а могут стремиться к нулю (как, например, безразмерный по-
ток тепла согласно соотношению (61) и рис. 9) или к бесконечности (как 
турбулентное число Прандтля PrT  согласно соотношению (85) и рис. 5). 

В реальности устойчиво стратифицированные атмосферные пограничные 
слои стратифицированы лишь слабо устойчиво (Ri << 1 и ς < 10), что в 
нашей терминологии соответствует режиму «сильной турбулентности». 
Сильно устойчивая стратификация (Ri > 1 и ς >> 10) и соответствующий 
ей режим «слабой турбулентности» наблюдаются лишь в свободной атмо-
сфере, за пределами пограничных слоев. 

3. Иерархия моделей турбулентного замыкания 

3.1. Полная прогностическая модель 

Локальная алгебраическая формулировка турбулентного замыкания, 
описанная в разд. 2, основана на равновесных вариантах уравнений балан-
са турбулентных энергий и турбулентных потоков (24), (30), (34), (37). 
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Разумеется, она имеет ограниченную область применения. Так, она оши-
бочно предписывает полное вырождение турбулентности в областях тече-
ния с нулевым сдвигом скорости, например на оси любого струйного те-
чения. Наиболее полная формулировка замыкания основана на тех же са-
мых уравнениях, но с учетом членов, описывающих нестационарность и 
пространственную неоднородность течения, включая моменты третьего 

порядка: KΦ , pΦ , ( )
i
τΦ  и ( )F

zΦ , которые мы выражаем в рамках прибли-

жения турбулентной диффузии: 

3
K K i K

E i z
T

DE E U E
K F

Dt z z z t

∂ ∂ ∂− = − τ + β −
∂ ∂ ∂

, (87) 

     

p p P
E z

P T

DE E E
K F

Dt z z C t

∂∂− = − β −
∂ ∂

, (88) 

     

3 3 32 ( 1, 2),i i i i
FM z

T

D U
K E i

Dt z z z C tτ

τ ∂τ ∂ τ∂− = − − =
∂ ∂ ∂

 (89) 

     
02( ) .z z z

FH z p
F T

DF F F
K E C E

Dt z z z C t

∂∂ ∂Θ− = − − −
∂ ∂ ∂

 (90) 

Коэффициенты турбулентного переноса EK  для турбулентных энергий и 

FMK , FHK  для турбулентных потоков мы принимаем пропорциональны-

ми коэффициенту турбулентной вязкости MK  (43): 

       / / /E E FM FM FH FH z TK C K C K C E t= = = , (91) 

где EC , FMC  и FHC  — безразмерные константы, подлежащие эмпириче-

скому определению. 
Вертикальная составляющая КЭТ zE , вообще говоря, описывается 

прогностическим уравнением (21), в котором члены iiQ , содержащие дав-

ление, определяются согласно модели обмена энергией между движениями 
разных направлений (48), (49). Для практических целей мы рекомендуем уп-
рощенный подход, основанный на естественном допущении, что КЭТ пере-
носится турбулентностью как целое, а значит, zE  и в условиях неравновесно-

го режима определяется при известном значении KE  как z z KE A E= , где 

( )z zA A= Π  определяется соотношением (78), а /p KE EΠ =  — на основе 

прогностических уравнений  (87) и (88) для KE  и pE : 

     z z KE A E= ,   ( )z zA A= Π ,   P

K

E

E
Π = . (92) 
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Напомним, что кинетическая энергия KE  и скорость ее диссипации Kε  

меняются во времени и пространстве и что их перенос происходит за счет 
как среднего течения, так и турбулентности. Поэтому и турбулентный 
масштаб времени /T K Kt E= ε  меняется во времени и переносится в про-

странстве. Его значение при равновесном режиме TEt  выражается через 

KE , zA  и Π согласно алгебраическим соотношениям (76)—(78). В общем 

случае подобное равновесие, с одной стороны, нарушается вследствие 
нестационарности и неоднородности течения, а с другой — восстанавли-
вается механизмами локального приспособления. Результат противодей-
ствия этих факторов описывается релаксационным уравнением 

       

1T T T
T R

TE

Dt t t
K C

Dt z z t

∂ ∂  − = − − ∂ ∂  
,  (93) 

где ( ), ,TE TE K zt t E A= Π (76)—(78); время релаксации принято пропорцио-

нальным турбулентному масштабу времени TEt  (76)—(78); T T z TK C E t=  

— коэффициент турбулентного обмена, аналогичный EK , FMK  или FHK ; 

TC  и RC   — безразмерные эмпирические константы. 

Таким образом, полная модель состоит: 
а) из пяти прогностических уравнений (87)—(90) и (93) для кинетиче-

ской и потенциальной энергии турбулентности KE  и PE , вертикальных 

турбулентных потоков количества движения 3iτ  (i = 1, 2) и потенциальной 

температуры zF , и турбулентного масштаба времени Tt , который опреде-

ляет скорость диссипации КЭТ /K K TE tε = ;  

б) из трех диагностических соотношений (76)—(78), определяющих 
турбулентный масштаб времени при равновесном режиме TEt , отношения 

/KE τ  и долю вертикальной составляющей КЭТ zA .  

Кроме уже определенных эмпирических констант (63) и грубо оценен-
ной константы CΩ = 1, в полную модель входят дополнительные константы 

EC , FMC , FHC , TC  и RC , которые предстоит определить по эксперимен-

тальным данным. Эта модель обладает следующими преимуществами: 
•  описание энергетики турбулентности на основе пары прогностиче-

ских уравнений баланса для КЭТ (87) и ПЭТ (88), дающее основу для оп-
ределения энергетического параметра стратификации /p KE EΠ =  и рас-

чета всех необходимых характеристик турбулентности во всем диапазоне 
от нейтральной до предельно устойчивой стратификации; 

•  описание турбулентного переноса на основе уравнений баланса тур-
булентных потоков количества движения (89) и потенциальной темпера-
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туры (90), позволяющее рассчитывать неградиентные переносы в ситуа-
циях, когда понятия коэффициентов турбулентной вязкости и температу-
ропроводности лишаются физического смысла; 

•  эмпирически обоснованная релаксационная модель (76)—(78), (93) 
для определения турбулентного масштаба времени Tt . 

3.2. Модель градиентного переноса 

Большинство задач динамической метеорологии и физической океано-
графии успешно решаются в рамках модели градиентного переноса, со-
гласно которой турбулентные потоки представляются в виде произведе-
ний коэффициентов турбулентной вязкости KМ, температуропроводности 
KН или диффузии KD на средние градиенты переносимых величин. Подоб-
ного типа модель получается в рамках нашей теории при использовании 
равновесных вариантов уравнений баланса для турбулентных потоков (89) 
и (90). Разумеется, при этом исключается возможность определения не-
градиентных переносов, зато модель турбулентного замыкания сущест-
венно упрощается и сводится к следующим элементам: 

а) прогностическим уравнениям баланса КЭТ EK (87) и ПЭТ Ep (88), 
которые дополняются диагностическим соотношением (92) для верти-
кальной составляющей КЭТ Ez; 

б) прогностическому уравнению (93) для турбулентного масштаба 
времени Tt ; 

в) равновесным уравнениям баланса вертикальных турбулентных по-
токов количества движения 3iτ  (89) и потенциальной температуры Fz (90), 

которые записываются в терминах коэффициентов турбулентной вязкости 
KМ  и температуропроводности KН:  
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(95) 

где zE , PE  и Tt  определяются согласно прогностическим уравнениям, 

указанным в пунктах «а» и «б».  
По мере необходимости модель замыкания можно еще более упро-

стить, сохранив лишь два прогностических уравнения (87) и (88) для EK и 
Ep, а все остальные параметры определять диагностически: Ez  — по (92), 

T TEt t=  — по (76)—(78), вертикальные турбулентные потоки 3iτ  и zF  — 

по (94), (95). 
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3.3. Минимальная прогностическая модель 

В традиционных моделях замыкания, основанных всего на одном 
уравнении баланса энергии турбулентности (как правило, на уравнении 
баланса КЭТ, за исключением сравнительно недавних работ [43] и [8],  
в которых используется уравнение баланса СЭТ), некоторые важные осо-
бенности пространственно неоднородной турбулентности неизбежно 
упускаются. Существенным источником погрешностей может служить, 
например, различие между масштабами времени диссипации для ПЭТ 
( P TC t ) и для КЭТ ( Tt ). Как бы то ни было, если по каким-то причинам 
приходится ограничиться одним прогностическим уравнением, то мы 
предлагаем использовать уравнение для СЭТ 

         
3 [1 (1 )Ri ]

i
E i

T P f

DE E U E
K

Dt z z z t C

∂ ∂ ∂− = − τ −
∂ ∂ ∂ − −

, (96) 

полученное путем сложения уравнений (87) и (88) и приближенного опре-
деления суммы /K P PE E C+  согласно равновесным соотношениям (53) и 
(54). Преимущество (96) по сравнению с уравнением баланса КЭТ состоит 
в том, что в отличие от KE  суммарная энергия E — консервативный па-
раметр, сохраняющийся при отсутствии генерации и диссипации энергии. 
За исключением E, все остальные неизвестные в данной простейшей мо-
дели находятся с помощью алгебраических соотношений:  

а) KE , pE  — согласно (53), (54): 
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б) zA  и zE  — согласно (50в): 

    

( )( )
( ) ( ){ }

0

0

1 2 Ri 1 Ri 3Ri

1 Ri 3 3 2 1 Ri
r f f f

z
f r f

C C R
A

C C R
∞

∞

− − −
=

− + − +  
,   z z KE A E= , (98) 

в) Tt  — согласно соотношению (76), преобразованному с помощью 
(71) к виду 
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г) 3iτ  и zF  — согласно (43), (44) и (97): 
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д) Ri f  — в соответствии с определением (39): 

3

Ri
/
z

f
i i

F

U z

−β=
τ ∂ ∂

. (102) 

Если в этой системе приравнять левую часть (96) к нулю, то она сведется к 
равновесной модели, подробно рассмотренной в разд. 2.  

Заключение 
На протяжении десятилетий используемые в оперативной практике 

модели турбулентного замыкания строились в русле идей Колмогорова [1, 
2] на основе уравнения баланса кинетической энергии турбулентности 
(КЭТ) и гипотетических выражений для коэффициентов турбулентной 

вязкости и температуропроводности: MK ~ HK ~ 1/2
KE l . Колмогоров впол-

не обоснованно предложил этот подход для нейтрально стратифицирован-
ных течений. Последователи Колмогорова распространили его на произ-
вольно стратифицированные течения, упустив из виду потенциальную 
энергию турбулентности (ПЭТ) и гипотетический характер соотношения 

1/2
H KK E l . Тем самым был упущен из виду обмен энергией между КЭТ и 

ПЭТ, определяемый потоком плавучести zFβ , откуда и берет начало оши-

бочное, но широко распространенное мнение, что стационарная турбу-
лентность может поддерживаться сдвигом скорости лишь при малых зна-
чениях градиентного числа Ричардсона Ri < Ric < 1 и что при значениях 

Ri > Ric турбулентность неизбежно вырождается, а течение становится 

ламинарным. 
Обухов [6] был первым, кто применил колмогоровскую модель замы-

кания к температурно-стратифицированному течению в приземном слое 
атмосферы. Он учел член zFβ  в уравнении баланса КЭТ, получил при 

этом стратификационный масштаб длины L (41), вошедший в терминоло-
гию как масштаб длины Обухова, но в целом оставил колмогоровскую 
модель без изменений, сохранив даже выражение для турбулентного мас-
штаба длины l ~ z в точности как у Колмогорова, хотя сам же и ввел стра-
тификационный масштаб L, и поэтому имел все основания заметить, что 
при сильно устойчивой стратификации турбулентный масштаб l должен 
стремиться к L. Не подлежит сомнению, что построенная Обуховым мо-
дель стратифицированного приповерхностного течения, обобщившая ло-
гарифмический пристеночный закон Прандтля, явилась огромным шагом 
вперед; в частности, она и привела к созданию классической теории подо-
бия Монина — Обухова [4]. Однако, что касается проблемы турбулентно-
го замыкания, работа Обухова [6] в какой-то мере и затормозила решение 
этой проблемы. Авторитет Колмогорова, Обухова и их школы был на-
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столько высок, что более половины столетия дальнейшие усилия в реше-
нии проблемы замыкания принципиально не выходили за рамки колмого-
ровской концепции, сводя энергетику турбулентности к уравнению балан-
са КЭТ и допуская лишь осторожные попытки отойти от соотношений 

MK ~ HK ~ 1/2 .KE l  По-видимому, именно это стечение обстоятельств и 

объясняет, почему сравнительно простая теория турбулентного замыка-
ния, основанная на паре уравнений для КЭТ и ПЭТ и уравнениях баланса 
турбулентных потоков (взамен эвристических выражений для коэффици-
ентов турбулентного обмена), не была разработана значительно раньше.  

Наши работы в этом направлении, начатые около десяти лет назад, 
были мотивированы накопившимися противоречиями между данными 
наблюдений и численного моделирования турбулентности в устойчиво 
стратифицированных средах, с одной стороны, и традиционными моделя-
ми турбулентного замыкания — с другой. Разительным примером служит 
асимптотически линейный рост турбулентного числа Прандтля с ростом 
градиентного числа Ричардсона на рис. 5, не объяснимый в рамках тради-
ционных моделей турбулентного замыкания. Наша первая публикация, 
разрешающая это противоречие, появилась в 2005 году [21]. После этого 
потребовалось еще несколько лет работы, отраженной в статьях [68, 69, 
70, 71]. Итог этой работы подводится в данной статье. Главный результат 
последнего времени — определение турбулентного масштаба времени Tt , 

формулировка релаксационного уравнения для Tt  и построение иерархии 

моделей турбулентного замыкания различного уровня сложности для ши-
рокого круга приложений — от исследовательских задач до оперативных 
моделей прогноза погоды, качества воздуха или изменений климата. 

Наша теория замыкания в применении к равновесному режиму турбу-
лентности в приземном и пограничном слоях атмосферы позволила, в ча-
стности, определить зависимости от стратификации средних градиентов 
скорости ветра и температуры, коэффициентов турбулентной вязкости и 
температуропроводности и ряда других характеристик турбулентности. 
При этом обнаружилась вводящая в заблуждение неопределенность поня-
тия «сильно устойчивая стратификация». Специалисты по физике атмо-
сферного пограничного слоя по понятным причинам понимают под этим 
словосочетанием максимально устойчивую стратификацию, достижимую 
в пределах пограничного слоя, что соответствует значениям безразмерной 
высоты z/L, заведомо меньше десяти, а значит, как это следует из соотно-
шения (85), связывающего z/L и Ri, значениям Ri много меньше единицы 
(«докритическим» с точки зрения старой теории). С точки зрения нашей 
теории это соответствует режиму слабо устойчивой стратификации и со-
ответствующей ей «сильной турбулентности». По-настоящему сильно ус-
тойчивая стратификация, соответствующая режиму «слабой турбулентно-
сти», наблюдается лишь за пределами пограничных слоев в свободной 
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атмосфере, где число Ri меняется в пределах от 1 до 102, но может дости-
гать и 103. Эта терминологическая путаница и привела в свое время к не-
обоснованному отождествлению так называемой z-независимой стратифи-
кации при z/L > 1 c предельно устойчивой стратификацией, повлекшему 
ошибочную интерпретацию традиционной теории подобия в отношении 
асимптотического поведения турбулентного числа Прандтля и ряда дру-
гих характеристик турбулентности при очень больших z/L. 

Новое выражение (86) для градиента температуры в приземном слое 
воздуха уже не приводит, как это было с традиционным выражением, к 
артефакту вырождения турбулентности при значительном усилении стра-
тификации и не требует эвристических поправок, применяемых до сих пор 
в оперативных расчетах турбулентных потоков на земной поверхности.  

Эмпирическая верификация и калибрация моделей турбулентного за-
мыкания нередко ограничивается проверкой того, насколько реалистично 
воспроизводятся лишь свойства среднего движения и, в лучшем случае, 
еще и турбулентные потоки, но почти никогда не распространяется на все 
прочие параметры турбулентности, фактически учитываемые в модели. 
Так, например, нам не приходилось встречать в литературе примеров ве-
рификации широко распространенных моделей замыкания, основанных на 
уравнении баланса КЭТ, в отношении того, насколько реалистично вос-
производятся зависимости от Ri (или от z/L) таких величин, как /KE τ  или 

/ ( )K Sε τ , хотя возможности к этому имелись. В отличие от этой практики, 

мы подвергли верификации результаты теории, относящиеся ко всем 
включенным в нее характеристикам турбулентности. Мы были вынужде-
ны ограничиться равновесным режимом турбулентности, при котором 
теория приводит к простым универсальным зависимостям. Почти все до-
ступные в настоящее время данные о турбулентности при сильно устой-
чивой стратификации лишь с большой натяжкой можно отнести к такому 
режиму. Поэтому эмпирические данные, показанные на наших рисунках, 
вынужденно подвергнуты самому тщательному отбору и ни в коем случае 
не претендуют на полноту. Всестороннюю верификацию теории еще 
предстоит выполнить. Для этой цели мы планируем новые по своей поста-
новке лабораторные эксперименты и прямое численное моделирование 
сильно стратифицированных турбулентных течений, максимально при-
ближающихся к условиям стационарности и однородности. Другим инст-
рументом верификации теории послужат численные эксперименты по 
воспроизведению полевых метеорологических экспериментов с помощью 
атмосферных моделей, снабженных новым турбулентным замыканием. 

Предложенный набор моделей турбулентного замыкания, от наиболее 
полной (см. разд. 3.1) до минимальной (см. разд. 3.3), позволяет выбирать 
наиболее подходящий вариант в зависимости от доступных вычислитель-
ных ресурсов и решаемой научной или практической задачи. Для опера-
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тивного прогноза погоды или прогноза качества воздуха и моделирования 
климата мы рекомендуем модель, основанную на трех прогностических 
уравнениях (см. разд. 3.2). Наиболее полная или градиентная модели  
(разд. 3.1 и 3.2) будут полезны для расчета оптической турбулентности, 
главным параметром которой служит энергия флуктуаций температуры 

2( / ) pE N Eθ = β [39]. 

Обозначения 

i i KA E E=  —  доля i-й составляющей iE  кинетической энергии 
 турбулентности KE  

K PE E E= +  —  суммарная энергия турбулентности (СЭТ) 

1
2K i iE u u=   —  кинетическая энергия турбулентности (КЭТ) 

iE   —  продольная ( 1i =  или i x= ), поперечная (i = 2 или  
 i = y) и вертикальная ( 3i =  или i z= ) составляющие 
 КЭТ 

21
2

Eθ = θ   —  «энергия» флуктуаций потенциальной температуры 

PE  —  потенциальная энергия турбулентности (ПЭТ) (28) 

i iF u= θ  —  турбулентный поток потенциальной температуры  

zF   —  вертикальная составляющая вектора iF  

2 sinf = Ω ϕ   —  параметр Кориолиса  

g   —  ускорение силы тяжести 

MK   —  коэффициент турбулентной вязкости 

HK   — коэффициент турбулентной температуропроводности 

DK   — коэффициент турбулентной диффузии 

L   — масштаб длины Обухова (41) 
l   —  турбулентный масштаб длины 

N   —  частота Вяйсяля — Брента 

P   —  среднее давление 

0P   —  характерное значение среднего давления 

p   —  флуктуация давления 

Pr = ν κ   —  число Прандтля 

PrT   —  турбулентное число Прандтля (45) 
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ijQ   — члены, выражающие корреляции между флуктуа-

циями давления и градиентов скорости (15) 

Ri  —  градиентное число Ричардсона (3) 

Ri f   —  энергетическое число Ричардсона (40) 

R∞   — максимальное значение Rif при равновесном режиме 
турбулентности 

S = | / |z∂ ∂U  —  вертикальный сдвиг средней скорости ветра 

T   —  абсолютная температура 

Т0  —  характерное значение абсолютной температуры 
1/2

T Kt l E−=   — масштаб времени, характеризующий скорость дис-
сипации кинетической энергии турбулентности 

1 2 3( , , )U U U=U  —  вектор средней скорости ветра 

1 2 3( , , )u u u=u  —  вектор флуктуационной скорости 

0/g Tβ =   —  параметр плавучести 

/p vc cγ =  — отношение теплоемкостей при постоянном давлении 

и постоянном объеме 

Kε , θε , ( )F
iε и ( )

ij
τε — 

 
скорости диссипации для KE , Eθ , ( )F

iF и ijτ  

εi3 (эф) ( i = 1, 2) — эффективная скорость диссипации для потока коли-
чества движения  

κ   —  коэффициент молекулярной температуропроводности   

ν   —  коэффициент молекулярной вязкости  

/P KE EΠ =  —  энергетический параметр стратификации (74) 

ФK, Фθ и ФF — вертикальные турбулентные потоки КЭТ ЕК и тур-
булентных потоков «энергии» флуктуаций темпера-
туры Еθ и потока температуры Fi  

ϕ   —  широта 

ijτ   — составляющие турбулентного потока количества 

движения (напряжения Рейнольдса) 

3iτ  ( i = 1, 2)  — вертикальные турбулентные потоки количества 
движения 

τ   — модуль вертикального турбулентного потока коли-
чества движения  

ρ   —  средняя плотность  
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0ρ   —  характерное значение средней плотности 

Θ   —  средняя потенциальная температура  

θ   —  флуктуация потенциальной температуры  

Ω   —  модуль угловой скорости вращения Земли  

iΩ   — вектор угловой скорости вращения Земли (парал-
лельный полярной оси) 

Основные эмпирические безразмерные константы 

C0 = 0,125 — константа, характеризующая вертикальную состав-
ляющую КЭТ (49), (50в) 

C1 = 0,5; C2 = 0,72 — константы, характеризующие продольную и попе-
речную составляющие КЭТ (48)—(50) 

CF = 0,25 — константа диссипативного масштаба времени для 
турбулентного потока потенциальной температуры 
(19) 

CP = 0,86 — константа диссипативного масштаба времени для 
потенциальной энергии (19) 

Cr = 1,5 — константа межкомпонентного энергообмена (27), 
(50a), (50б), (50в) 

Сτ = 0,2 — константа диссипативного масштаба времени для  
турбулентного потока количества движения (33) 

СΩ = 1 — константа вращательного масштаба длины (73)  

R∞ = 0,25 — максимальное значение энергетического числа Ри-
чардсона при равновесном режиме турбулентности  
(40), (46) 

k = 0,4  — постоянная Кармана (68) 

Дополнительные константы 
 (выражающиеся через основные константы) 

1a = 0,18; 2a = 0,16; 3a = 1,42 —  в соотношениях (81)—(86) 

uC = /k R∞ = 1,6 —  в соотношении (70) 

Cθ = 0,105  —  в формулах (36), (37), (47), (64)  

Tk ( / )FC C kτ= = 0,5  —  постоянная Кармана для температуры (86) 

(0)PrT = 0,8 —  турбулентное число Прандтля при ней-
тральной стратификации (57) 

 П∞ = 0,14 —  максимальное значение энергетического  
параметра стратификации (77) 
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ФРАКТАЛЬНЫЕ АСПЕКТЫ БРОУНОВСКОГО ДВИЖЕНИЯ 

Д. И. Иудин 

1. Немного истории 
Шотландский ботаник Роберт Броун (иногда его фамилию транскри-

бируют как Браун) еще при жизни как лучший знаток растений получил 
титул «князя ботаников». В 1805 году после четырехлетней экспедиции в 
Австралию он привез в Англию около 4000 видов неизвестных ученым 
австралийских растений и много лет посвятил их изучению. Описал рас-
тения, привезенные из Индонезии и Центральной Африки. Изучал физио-
логию растений, впервые подробно описал ядро растительной клетки. Пе-
тербургская Академия наук сделала его своим почетным членом. Но имя 
учёного сейчас широко известно из-за открытого им явления броуновского 
движения [10]. В 1827 году Броун проводил исследования пыльцы расте-
ний. Он, в частности, интересовался, как пыльца участвует в процессе опло-
дотворения. Как-то он разглядывал под микроскопом выделенные из клеток 
пыльцы североамериканского растения Clarkia pulchella (кларкии хорошень-
кой) взвешенные в воде удлиненные цитоплазматические зерна. Неожиданно 
Броун увидел, что мельчайшие твердые крупинки, которые едва можно было 
разглядеть в капле воды, непрерывно дрожат и передвигаются с места на ме-
сто. Он установил, что эти движения «не связаны ни с потоками в жидкости, 
ни с ее постепенным испарением, а присущи самим частичкам». 

Наблюдение Броуна подтвердили другие ученые. Мельчайшие час-
тички вели себя, как живые, причем «танец» частиц ускорялся с повыше-
нием температуры и с уменьшением размера частиц и явно замедлялся 
при замене воды более вязкой средой. Это удивительное явление никогда 
не прекращалось: его можно было наблюдать сколь угодно долго. Понача-
лу Броун подумал даже, что в поле микроскопа действительно попали жи-
вые существа, тем более что пыльца — это мужские половые клетки рас-
тений, однако так же вели себя частички из мертвых растений, даже из 
засушенных за сто лет до этого в гербариях. Тогда Броун подумал, не есть 
ли это «элементарные молекулы живых существ», о которых говорил зна-
менитый французский естествоиспытатель Жорж Бюффон (1707—1788), 
автор 36-томной «Естественной истории». Это предположение отпало, 
когда Броун начал исследовать явно неживые объекты; сначала это были 
очень мелкие частички угля, а также сажи и пыли лондонского воздуха, 
затем тонко растертые неорганические вещества: стекло, множество раз-
личных минералов. «Активные молекулы» оказались повсюду: «В каждом 
минерале, — писал Броун, — который мне удавалось измельчить в пыль 
до такой степени, чтобы она могла в течение какого-то времени быть 
взвешенной в воде, я находил, в больших или меньших количествах, эти 
молекулы». Броун изучил частицы огромного числа предметов (в том чис-
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ле даже осколок сфинкса!) и нашел, что обнаруженное им движение про-
является у каждого из исследованных веществ. Из описанных опытов сей-
час делают естественный вывод, что причина явления заключается, ко-
нечно, в беспорядочной бомбардировке частиц молекулами окружающей 
жидкости; сам же Броун, основываясь на универсальности эффекта, пред-
положил, что открыл существование некой элементарной формы жизни, 
присущей всей органической и неорганической материи. 

Надо сказать, что у Броуна не было каких-то новейших микроскопов. 
В своей статье он специально подчеркивает, что у него были обычные 
двояковыпуклые линзы, которыми он пользовался в течение нескольких 
лет. И далее пишет: «В ходе всего исследования я продолжал использо-
вать те же линзы, с которыми начал работу, чтобы придать больше убеди-
тельности моим утверждениям и чтобы сделать их как можно более дос-
тупными для обычных наблюдений». Как это часто бывает в науке, спустя 
многие годы историки обнаружили, что еще в 1670 году изобретатель 
микроскопа голландец Антони Левенгук, видимо, наблюдал аналогичное 
явление, но из-за редкости и несовершенства микроскопов, зачаточного 
состояния молекулярного учения в то время наблюдения Левенгука не 
привлекли внимания, поэтому открытие справедливо приписывают Бро-
уну, который впервые подробно его изучил и описал. 

Сейчас, чтобы повторить наблюдение Броуна, достаточно иметь не 
очень сильный микроскоп и рассмотреть с его помощью дым в зачернен-
ной коробочке, освещенный через боковое отверстие лучом интенсивного 
света. В газе явление проявляется значительно ярче, чем в жидкости: вид-
ны рассеивающие свет маленькие клочки пепла или сажи (в зависимости 
от источника дыма), которые непрерывно скачут туда и сюда. Удается 
наблюдать броуновское движение и в растворе туши: при 400-кратном 
увеличении движение частиц уже легко различимо. 

В течение последующих семидесяти лет до замечательного анализа 
проблемы, проведенного Эйнштейном [2, 3], было поставлено много дру-
гих экспериментов и высказано большое число теоретических гипотез о 
существе наблюдаемого эффекта. Последовательно были отвергнуты 
предположения о том, что природа явления связана с некой электрической 
силой, испарением жидкости или механическими ударами. Броуновское 
движение неизменно обнаруживалось после того, как образец выдержи-
вался в течение недели в темноте, или после нагревания в течение многих 
часов, и в конце концов стало ясно, что эффект броуновского движения 
должен иметь совершенно фундаментальный характер [13]. 

2. Фрактальность броуновских блужданий 

Траектория броуновского движения может служить примером стохас-
тического фрактала [1, 4, 15]. Рассмотрим ситуацию, когда на каждом ша-
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ге модельного времени частица смещается на дистанцию a  в случайно 
выбранный соседний узел d-мерной модельной решетки. Предположим, 
что в момент времени = 0t  частица стартовала из начала координат d-
мерного решеточного пространства. Тогда после некоторого числа t  ша-
гов модельного времени текущая позиция диффундирующей частицы бу-
дет описываться вектором смещения  

      =1

( ) = ,
t

k
k

t ar e  (1) 

где ke  обозначает единичный вектор в направлении прыжка на k-м шагу 

модельного времени. 
Характерная дистанция, на которую частица смещается в среднем в 

процессе случайных блужданий за t  шагов модельного времени, описы-

вается среднеквадратичным смещением 2 1/2( )r t  , где среднее    пони-

мается как среднее по всевозможным конфигурациям случайных блужда-
ний на решетке. Из формулы (1) находим  

2 2 2

, =1 =

( ) = = .
t t

k k k k
k k k k

r t a a t′ ′
′ ′/

   ⋅  +  ⋅  e e e e  

Поскольку прыжки частицы в различные моменты времени k  и k′  некор-
релированы друг с другом, получаем =k k kk′ ′ ⋅  δe e , что приводит нас в 

результате к закону диффузии Фика:  

          2 2( ) = .r t a t     (2) 
 

 
 

Рис. 1. Реализации одномерного случайного блуждания ( ).r t  Пунктир — средне-

квадратичное смещение 2 1/2( )r t   в соответствии с законом Фика (2) при а = 1   

На рис. 1 представлено несколько реализаций случайных блужданий в 
одномерном случае на фоне графического представления результата (2). 
Заметим, что уравнение (2) не зависит от размерности d  решетки. 

r 
2 (t)

1/
2  

t 
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В более общем случае, когда частица имеет вероятность остаться на месте, 
среднеквадратичное смещение описывается формулой Эйнштейна:  

         2( ) = 2 ,r t dDt   (3) 

где D  — коэффициент диффузии. 
Если вдоль траектории случайных блужданий прокладывать проволоку, 

то масса этой проволоки будет пропорциональна времени путешествия: 
.M t  При этом характерный радиус евклидовой сферы, содержащей всю 

траекторию, к моменту времени t  описывается соотношением r t  (3). 

Таким образом, 2,M r  т. е. фрактальная размерность траектории броунов-
ского движения равна двум и не зависит от размерности пространства [6, 7]. 

3. Роль флуктуаций 

Замечательно, что и сам график зависимости смещения броуновской 
частицы от времени также оказывается инвариантным относительно так 
называемого аффинного преобразования, когда масштабы времени и рас-
стояния меняются в разных пропорциях. Кривая зависимости смещения 
броуновской частицы сохраняет свои статистические свойства при аф-
финном преобразовании и поэтому называется самоаффинной. Это до-
вольно сильно изрезанная кривая, причем характер ее изрезанности не 
зависит от масштаба, при его увеличении мы видим примерно такую же 
(статистически) частоту смен направления движения. Характерный вид 
такой зависимости представлен на рис. 1. Например, графики, отображен-
ные на рис. 1, могут соответствовать интегральным результатам ( )F t  иг-

ры в «орлянку»: двое играющих подбрасывают монету, если выпадает 
«орел», то ( 1) = ( ) 1;F t F t+ +  если выпадает «решка», то ( 1) = ( ) 1.F t F t+ −  

Очевидно, что среднее значение функции F  равно нулю: = 0,F   но ее 
среднеквадратичные флуктуации растут как t1/2. Более того, пересечения 
функцией F  нулевого уровня (игроки не должны друг другу) встречаются 
с течением времени все реже и реже, интервалы между соседними пересе-
чениями тоже асимптотически увеличиваются как t1/2. Именно этот факт 
лежит в основе народной мудрости: «Играй, да не отыгрывайся!» Может 
просто не хватить бюджета или времени для возвращения к нулевому 
уровню [12]. 

Стоит заметить, что жертвами среднеквадратичных флуктуаций бро-
уновского процесса становятся не только любители азартных игр, но и 
маститые ученые. Так, справедливо полагается, что Эйнштейн первый 
провел в серии классических статей [2, 3] ясный теоретический анализ 
явления и показал, что причиной броуновского движения является непре-
рывная и более или менее хаотическая бомбардировка взвешенных частиц 
молекулами окружающей жидкости. Однако еще до Эйнштейна предпо-
ложение о бомбардировке молекул как о возможной причине явления бы-
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ло высказано Негели [13]. Интрига заключается в том, что впоследствии 
ученый отказался от собственной гипотезы. Обстоятельства этого научно-
го курьеза блестяще описаны в монографии Д. Мак-Доналда «Введение в 
физику шумов и флуктуаций» [13]. 

Негели вычислил импульс, сообщаемый макроскопической броунов-
ской частице при единичном атомном столкновении, и нашел, что он го-
раздо меньше наблюдаемой скорости. Для доказательства предположим, 
что линейный размер частицы (масса M, скорость V) имеет величину по-
рядка 1  мкм, размер молекул окружающей ее жидкости (масса m, ско-

рость v ) приближенно равен 85 10−⋅  см ( 5  Å) и что отношение масс 
/m M  прямо пропорционально кубу отношения линейных размеров моле-

кулы и броуновской частицы. Изменение скорости частицы при одном 
соударении по порядку величины равно  

        
,

m
V v

M
Δ   (4) 

где для скорости молекул v  согласно статистической механике имеем  

        

1/2

,v
m

Θ 
 
 
  (5) 

или более точно  

          

2
3

.
2 2

m v
= Θ  (6) 

Здесь Θ  — температура в энергетической шкале ( = kTΘ , T  — абсолют-
ная температура, k  — постоянная Больцмана), а угловые скобки означают 
усреднение по равновесному ансамблю. 

Будем далее считать, что молекулярный вес жидкости порядка 100  

(т. е. 2210m   г), а 23 10T ⋅ K; тогда 42 10v ⋅  см/с и, как следует из 

формулы (4), 62 10V −Δ ⋅  см/с. С другой стороны, визуально наблюдае-
мая скорость броуновского движения частицы, взвешенной в воде, оказы-
вается по крайней мере на два порядка выше этой величины. Негели, убе-
жденный в том, что при случайных соударениях действительная скорость 
частицы должна совпадать со скоростью, обусловленной единичным со-
ударением, отверг гипотезу о возникновении броуновского движения из-
за молекулярной бомбардировки. Однако подобная аргументация неверна, 
и выяснение ее ошибочности весьма существенно для понимания природы 
статистических явлений. Ошибка состоит в представлении случайного 
процесса, по существу, регулярным чередованием «благоприятных» и 
«неблагоприятных» событий. Такая последовательность событий, или «им-
пульсов», обладала бы высокой степенью регулярности или упорядоченности. 
При эффекте от действия единичного импульса, характеризуемом величиной 
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ϑ , в результате действия N  случайно сгруппированных «благоприятных» и 

«неблагоприятных» импульсов следует ожидать величину порядка Nϑ . Так 
как число молекул, соударяющихся с частицей за 1 с (типичный временной 

интервал при визуальном наблюдении), очень велико, коэффициент N  оз-
начает, что невозмущенная скорость частицы будет гораздо больше скорости, 
обусловленной единичным импульсом или соударением. 

4. Метод Хёрста 

В общем случае, имея график зависимости какой-либо величины от вре-
мени, можно формально вычислить ее фрактальную размерность клеточным 
методом. Однако эта величина будет зависеть от относительных масштабов 
по осям. Самоаффинные множества характеризуются двумя значениями 
фрактальной размерности — локальной и глобальной. 

Для анализа самоподобия временных рядов используются также дру-
гие методы. Наиболее часто используется /R S -метод, называемый также 
методом нормированного размаха [14]. Этот метод, предложенный Бенуа 
Мандельбротом и базирующийся на исследованиях английского ученого 
Хёрста, основан на анализе размаха случайной величины (наибольшего и 
наименьшего значения на изучаемом отрезке) и ее среднеквадратичного 
отклонения. 

Пусть мы имеем последовательность измерений какой-либо величины 
( ).tξ  Тогда среднее значение этой величины за время τ  равно  

=0

1
= ( ),

t

t
τ

τξ ξ
τ  

а накопившееся отклонение от среднего  

=0

( , ) = ( ( ) ).
t

k

X t k
≤τ

ττ ξ − ξ  

Разность максимального и минимального накопленных отклонений X на-
зовем  размахом:  

( ) = max ( , ) min ( , ).R X t X tτ τ − τ  

Вычислим стандартное отклонение (квадратный корень из дисперсии) для 
исследуемого сигнала ( )tξ  как  

1

22

=0

1
= ( ( ) ) .

t

t
τ

τ τ
 

ξ ξ − ξ τ 
  

Нормируя R  на стандартное отклонение S , получим безразмерное отно-
шение /R S . Если длительность всего исследуемого процесса равна Т, то 
выбор фрагмента или разбиение данных на фрагменты длительностью τ  
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можно осуществить 1T − τ +  способами. Описанная выше процедура долж-
на применяться для каждого разбиения, и затем полученный набор величин 
усредняется по совокупности всех результатов. Если же нас интересует ди-
агностика некоторого случайного процесса, то мы можем рассматривать 
величину T  как ширину окна, применяемого для анализа процесса. 

Изучая динамику разливов Нила, Хёрст экспериментально показал, 
что наблюдаемый нормированный размах /R S  хорошо описывается эм-
пирическим соотношением  

           
,HR

S
τ  (7) 

где H  — показатель Хёрста, причем 0,5.H ≠  
Этот факт вызывает интерес потому, что при отсутствии долговре-

менной статистической зависимости отношение /R S  ведёт себя в соот-

ветствии с асимптотикой 1/2/R S ∝ τ , если временной ряд изменений ге-
нерируется случайным процессом с независимыми значениями и конечной 
дисперсией. 

Впоследствии оказалось, что и многие другие природные явления хо-
рошо описываются этим законом. Временные последовательности изме-
рений таких величин, как температура, сток рек, количество осадков, тол-
щина колец деревьев или высота морских волн можно исследовать мето-
дом нормированного размаха, или методом Хёрста. 

Значения показателя Н, превышающие 0,5, при достаточно длитель-
ной последовательности измерений указывают на поддерживающиеся 
тенденции (персистентность) в данном временном ряду. Если приращения 
были положительными в течение некоторого времени в прошлом, т. е. 
происходило увеличение значений процесса ( ),tξ  то с большой вероятно-

стью и впредь в среднем будет происходить увеличение. Таким образом, 
для процесса с 0,5 < < 1H  тенденция к увеличению в прошлом означает 
тенденцию к увеличению в будущем. И наоборот, тенденция к уменьше-
нию в прошлом означает в среднем продолжение уменьшения в будущем. 
Чем больше ,H  тем сильнее тенденция.  

При = 0,5H  никакой выраженной тенденции процесса не выявлено, и 
нет оснований считать, что она появится в будущем. 

При 0 < < 0,5H  ряд является антиперсистентным. В этом случае рост 
в прошлом означает уменьшение в будущем, а тенденция к уменьшению 
в прошлом делает вероятным увеличение в будущем. И чем меньше Н,  
тем больше эта вероятность. В таких процессах после возрастания пере-
менной обычно происходит ее уменьшение, а после уменьшения — воз-
растание. 

Наличие изломов в зависимости / ( )R S τ  свидетельствует о наличии 

характерных временных масштабов и/или периодичностей.  
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Понятие показателя Хёрста позволяет достаточно просто определить 
обобщенное броуновское движение как случайный процесс, при котором в 
соотношении (7) 0 < < 1H  [14]. Для обычного броуновского движения 
Н  =  0,5. Используются также другие названия: случайный процесс 
с Н = 0,5 называют «коричневым шумом», персистентный — «розовым 
шумом», антиперсистентный — «чёрным шумом». 

Реализация описанного алгоритма в одномерном случае представлена 
на рисунке 2 для трех различных значений показателя Хёрста. 

 

 
Рис. 2. Реализации обобщенных броуновских процессов 

с различными показателями Хёрста 
 
Показатель Хёрста связан с фрактальной размерностью (локальной 

размерностью) соотношением = ,D E H−  где E  — евклидова размер-
ность задачи. Для броуновской кривой = 2 0,5 = 1,5.D −  Показатель Хёр-
ста может быть получен также другими, в ряде случаев более эффектив-
ными методами: по показателю спектра мощности, методом «первого воз-
вращения». В частности, показатель спектра мощности β  и показатель 

Хёрста H  для самоаффинных временных рядов связаны соотношением  

2 1Hβ ≈ +  при 1 < < 3.β  (8) 

Характеристики шумов разного типа приведены в таблице. Отметим, что 
при интегрировании шума также получается случайный процесс (шум) с 
показателем спектра мощности на 2 больше, чем для исходного шума. 
Например, интегрирование белого шума приводит к случайному процессу 
типа неперсистентного (обычного) броуновского движения.  

Н = 0,1

Н = 0,9

Н = 0,5
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Соотношение между характеристиками 
обобщенного броуновского движения (ОБД) 

Тип шума  Показатель 
спектра 

мощности β   

 Показатель
  Хёрста Н  

 Фрактальная 
 размерность 
 графика D 

 Белый шум  = 0β   —   = 2D   

 «Цветной» шум  0 < < 1β    —   = 2D   

 1 / f -шум  = 1β    = 1H    = 2D   

 Антиперсистентное ОБД  1 < < 2β    0 < < 0,5H   1,5 < < 2D   

 Броуновское движение  = 2β    = 0,5H    = 1,5D   

 Персистентное ОБД  2 < < 3β    0,5 < < 1H 1 < < 1,5D

5. Броуновские пейзажи 

Рассмотрим теперь модель формирования фрактальных поверхностей, 
которая связана с реализацией пространственного аналога броуновского 
движения. Поверхность в этом случае имеет характер горного ландшафта 
и может быть промоделирована пространственным распределением, назы-
ваемым обобщенным броуновским распределением или броуновским пей-
зажем. Для формирования обобщенного броуновского пейзажа над про-
стой квадратной решеткой используем двухмерный вариант алгоритма 
случайных сложений Фосса [9, 14]. 

Координаты ячеек модельной решетки задаются двумя целыми числа-

ми, изменяющимися в интервале от единицы до = 2 1,nN +  где n  — фик-
сированное целое число. В численном моделировании линейные размеры 
модельного квадрата составили = 129N  при = 7.n  На первом шаге про-
цедуры четырем ячейкам в вершинах модельного поля с координатами 
(1, 1),  (1, ),N  ( , 1),N  ( , )N N  присваиваются случайные числа, выбран-

ные из нормального распределения с нулевым средним и единичной дис-
персией. Значения величины h  в пяти ячейках, имеющих координаты 

1(1, 2 1),n− +  1(2 1, 1),n− +  1(2 1, ),n N− +  1( , 2 1),nN − +  1 1(2 1, 2 1)n n− −+ +  и 

содержащих середины сторон и центр исходного квадрата, вычисляются 
методом линейной интерполяции. Например, центральной ячейке при-
сваивается значение ,h  равное среднему арифметическому значений h  в 

вершинах: 1 1 1
(2 1, 2 1) = ( (1, 1) ( , )).

2
n nh h h N N− −+ + + +  Ячейки в вер-

шинах модельного квадрата и упомянутые пять ячеек, содержащие сере-
дины его сторон и центр, формируют решетку из четырех одинаковых 
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квадратов с линейными размерами, равными 12 1.n− +  На следующем шаге 
к значениям величины h  во всех девяти вершинах полученной решетки 
добавляются случайные числа, выбранные из нормального распределения 

с нулевым средним и уменьшенной дисперсией 2 2 2
2 1= (1/ 2) ,Hσ σ  где Н —

любое действительное число из интервала 0 < < 1.H  Далее снова выпол-
няется интерполяция значений величины h  в ячейках, содержащих сере-
дины сторон и центр уже каждого из полученных квадратов. На k-м шаге 

процедуры к 2(2 1)k −  вершинам промежуточной сверхрешетки добавля-

ются случайные числа, выбранные из нормального распределения с нуле-

вым средним и дисперсией 2 2 2
1= (1 / 2) .Hk

kσ σ  Процедура заканчивается, 

когда все 2N  ячеек исходной модельной решетки заполнены случайными 

числами. Полное число шагов процедуры равно 12 1.n− +  Генерируемый 
таким образом рельеф характеризуется пространственным ростом диспер-
сии распределения потенциала. При этом значение = 0,5H  соответствует 
броуновскому потенциальному рельефу, а значения показателя ,H  отли-
чающиеся от 0,5,  — обобщенному броуновскому рельефу. Пример клас-
сического броуновского пейзажа с показателем Хёрста = 0,5H приведен 
на рис. 3. 

 
Рис. 3. Броуновский потенциальный рельеф с показателем Хёрста Н = 0,5 

 

6. Квазиэлектростатика заряженного аэрозоля 

Ярким примером трехмерного броуновского распределения является 
квазиэлектростатическое распределение электрического потенциала заря-
женного аэрозоля [12]. Аэрозоли — дисперсные системы, состоящие из 
мелких твердых или жидких частиц, взвешенных в газовой среде (обычно 
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в воздухе), чрезвычайно распространены в природе и технике. Естествен-
ные аэрозоли образуются вследствие природных явлений, прежде всего 
атмосферных (грозы, смерчи, песчаные бури), а также при вулканических 
извержениях и масштабных лесных пожарах, выбрасывающих облака пе-
пла и дыма. Искусственные аэрозоли образуются в результате хозяйствен-
ной деятельности человека, в частности при абразивоструйной обработке 
поверхностей, камерном напылении или, например, при ядерных взрывах. 

Практически все перечисленные выше естественные и технологиче-
ские процессы, приводящие к возникновению аэрозольных систем, сопро-
вождаются их интенсивной электризацией с последующей инициацией 
электрического пробоя атмосферного воздуха [5]. 

Электрический пробой заряженного аэрозоля, как и обычный разряд в 
газе, — лавинный процесс, связанный с тем, что носитель заряда, элек-
трон, на длине свободного пробега приобретает энергию, достаточную для 
ионизации молекул газа, и увеличивает концентрацию носителей заряда. 
Генерация носителей происходит лавинообразно. Однако в аэрозольной 
системе при этом не только создаются свободные носители заряда (увели-
чивается концентрация электронов), но и уменьшается связанный заряд, 
локализованный на взвешенных частицах. Таким образом, общий ток раз-
ряда, представленный, разумеется, свободными носителями, осуществляет 
нейтрализацию связанного объемного заряда аэрозоля. 

Наиболее распространенным и изученным примером пробоя заряжен-
ного аэрозоля является молния. Несмотря на значительные теоретические 
и экспериментальные усилия последних десятилетий, проблема инициа-
ции молниевого разряда остается одной из самых интригующих загадок 
атмосферного электричества. Основные усилия направлены на поиск воз-
можных механизмов усиления локальных электрических полей в грозовом 
облаке и группируются вокруг инициации положительного стримера на 
гидрометеорах, индуцированного космическими лучами пробоя на убе-
гающих электронах или их комбинации [8]. Не углубляясь в детали физи-
ки молниевого разряда, остановимся на рассмотрении особенностей элек-
трического поля заряженного аэрозоля, обусловленных локализацией свя-
занного заряда на взвешенных частицах. 

Особенностями аэрозолей являются малая вязкость газовой дисперси-
онной среды и большой пробег молекул газа по сравнению с размером 
частиц. Поэтому, несмотря на сравнительно большой размер частиц, в 
аэрозолях всегда происходит интенсивное броуновское движение. Ввиду 
разряженности газовой среды на частицах аэрозолей не возникает двойно-
го электрического слоя. По этой же причине, в отличие от коллоидных 
систем, заряд у частиц может быть неодинаковым по величине и даже 
разным по знаку. Кроме того, во всех практически интересных случаях 
характерный размер частиц a  существенно уступает среднему расстоя-

нию между ними: 1/3.a n−  
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Исходя из сказанного, будем предполагать, что распределение заряда 
на частицах имеет нормальный вид: 

21 1
( ) = exp ( ) ,

22

q
P q

QQ

 − π  
 (9) 

где Q  — некая характерная абсолютная величина заряда частиц, которая, 

в свою очередь, зависит от функции распределения частиц по размерам. 
Для выбранного нами распределения выполняются следующие очевидные 

соотношения: = 0q  и 2 2= .q Q  Этот же результат можно обнаружить и 

для однородного (
1

( ) = 3 < < 3
2 3

P q Q q Q
Q

− ), и для бинарного 

(
1 1

( ) = δ( ) δ( )
2 2

P q q Q q Q+ + − ) распределений заряда. 

Предположим также, что частицы случайно-однородно распределены в 
объеме облака и объемная плотность заряда ρ(r) представляет собой про-
странственный белый шум, удовлетворяющий следующим соотношениям: 

( )2
1 2 1 2( ) 0; ( ), ( ) ,Q nρ = ρ ρ = δr r r r r–                 (10) 

где n — концентрация облачных частиц и δ(r) — дельта-функция Дирака 
(произведение Q2n характеризует интенсивность источника пространст-
венного белого шума). 

Далее строится квазиэлектростатическое описание ансамбля внутри-
облачных зарядов, основанное на выполнении следующих условий: 

11 1 3

и ,
Q L n L

Q
t c u c

−− − ∂ 
  ∂   

         (11) 

где L — линейные размеры грозовой ячейки, u — характерная скорость 
частиц, c — скорость света. 

Потенциал электростатического поля системы зарядов с пространст-
венной плотностью ρ(r) определяется решением уравнения Пуассона 
Δϕ  = − 4π ρ(r), которое в трехмерном случае имеет вид 

( )3( ) = ,d
′ρ′ϕ
′

rr r
r r–

  (12) 

где 
1

( , ) =G ′
′

r r
r r
–
–

— функция Грина уравнения Пуассона.  

Первый момент потенциала распределения (10) обращается в нуль.  
Второй момент: 

2 3
1 2

1 2

1 1
( ), ( ) = Q n d ′ϕ ϕ

′ ′r r r
r r r r– –

. 
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Тогда 
2

2 2 3 2 2 2
2 2

0 0 0

1 1
( ) = sin d 4 .Q n d Q n d d Q n

π π
′ ′ ′ϕ = ϑ ϑ ψ = π

′′   
r

r r r r r
rr r–

 

Окончательно 

   
1

2 2( ) = 2 .Q nϕ πr r  (13) 

Из соотношения (13) следует, что квазиэлектростатическое поле, соз-
даваемое заряженным аэрозолем, характеризуется значительными про-
странственными флуктуациями и обладает свойством масштабной инва-
риантности. При этом среднеквадратичные флуктуации разности потен-
циалов между пространственно разнесенными областями системы про-
порциональны корню квадратному из ее линейных размеров и могут дос-
тигать значительных величин даже в отсутствие регулярного поля. Интен-
сивность флуктуаций пропорциональна концентрации аэрозоля и квадрату 
характерной абсолютной величины заряда составляющих его частиц. 

На рис. 4 представлено распределение нулевой эквипотенциали в сис-
теме из 3000 точечных зарядов. Видно, что эквипотенциальная поверх-
ность является чрезвычайно нерегулярной и многосвязной геометриче-
ской структурой. 

      
Рис. 4. Распределение нулевой эквипотенциали в системе из 3000 точечных заря-
дов. Структуры справа и слева комплиментарны друг другу и соответствуют по-
ложительным и отрицательным значениям потенциала 

 
Итак, если двигаться вдоль прямой линии в среде, заполненной аэро-

золем, зависимость величины электрического потенциала от пространст-
венной координаты будет выглядеть совершенно аналогично графикам на 
рис. 1. Нужно только заменить отложенное по оси абсцисс время t на про-
странственную координату r, а отложенное по оси ординат смещение бро-
уновской частицы — на значение электрического потенциала. 
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*** 
В заключение хотелось бы отметить, что мощный прикладной потен-

циал концепции броуновского движения связан с возможностью разделе-
ния совокупности флуктуаций динамики реальных систем на «быстрые» и 
«медленные» движения согласно принятой в статистической физике тер-
минологии. Важно, что на временах реакции медленных переменных на 
внешнее воздействие быстрые переменные теряют память об их предыду-
щем состоянии и могут рассматриваться как случайный процесс с задан-
ной статистикой. В предельном случае воздействие быстрых переменных 
на медленные рассматривается как воздействие белого шума — случайно-
го процесса с исчезающе малым временем корреляции, так называемого 
дельта-коррелированного случайного процесса [11]. Хочется верить, что 
пространственные и пространственно-временные обобщения этой идеоло-
гии дождутся своих апологетов. 
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О СИЛЬНО НЕЛИНЕЙНЫХ ВОЛНАХ И ВОЛНАХ 
С СИЛЬНО ВЫРАЖЕННОЙ СЛАБОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ 

О. В. Руденко 

Введение 
Даже опытные люди не всегда подчеркивают разницу между двумя 

объектами: волной с сильно выраженной слабой нелинейностью и сильно 
нелинейной волной. 

Сейчас изучают в основном слабо нелинейные волны. Например, 
классическая нелинейная оптика рассматривает лазерные поля, напряжен-
ность которых мала по сравнению с полем внутри атома:   

2 11~ / ~ 10 В/мAT bE E e r<<  

(где br  — боровский радиус). Тем не менее, накапливаясь во времени (за 

многие периоды колебаний) или в пространстве (на многих длинах волн), 
слабая нелинейность может приводить к сильно выраженным эффектам. 
Примерами служат почти полная перекачка энергии из волны одной час-
тоты в другую (генерация 2-й гармоники, параметрическое усиление), 
формирование солитонов или самофокусировка.  

В сильно нелинейных волнах (поля которых сравнимы с полем  внут-
ри атомов ~ ATE E ) нелинейные превращения происходят быстро, за вре-

мена порядка периода колебаний или на расстояниях порядка длины вол-
ны. В среде часто идут необратимые изменения, вплоть до ее разрушения. 
Но даже такая волна, сильная в сравнении с внутриатомными полями, бу-
дет слабой при ее распространении в вакууме. Здесь сильной станет волна 

с напряженностью поля 2 3 18~ ~ / ~ 10 В/м,VACE E m c e  в котором могут 

измениться свойства вакуума и возникнуть эффекты квантовой электро-
динамики, например рождение и аннигиляция электрон-позитронных пар. 

Аналогично следует различать сильно и слабо нелинейные волны 
иной физической природы. Например, когда в профиле акустической вол-
ны, прошедшей в воде расстояние порядка сотен или тысяч длин волн,  
образуются ударные фронты, это — слабый нелинейный эффект, который 
сильно выражен. При этом акустические давления в интенсивной волне 
обычно бывают порядка 105—106 Па, т. е. много меньше характерного 

внутреннего давления, равного для воды 92,2 10 Па.⋅  

Типичные сильно выраженные эффекты слабой нелинейности: пре-
вращение одиночного импульса с исходным гладким профилем в виде 
«колокола» в «треугольный» импульс с ударным передним фронтом; 
трансформация гармонической волны в пилообразную, содержащую по 
одному разрыву в каждом своем периоде.  
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Иная ситуация возникает при наличии в воде зародышей кавитации, 
когда акустическая волна может «разорвать» среду. В жидкости при этом 
образуются парогазовые пузырьки. Взрывная волна обычно также являет-
ся сильно нелинейной. Она разрушает среды. При ядерных взрывах даже 
образуются новые химические элементы. Экстремальные состояния веще-
ства реализуются в белых карликах, нейтронных звездах и особенно в 
черных дырах — в результате гравитационного коллапса и аккреции ве-
щества. Волну, стимулирующую «безынерционный» фазовый переход, 
также имеет смысл считать сильно нелинейной. 

Подводя итог этому обсуждению, нужно сформулировать ответ на во-
прос: сильный или слабый по сравнению с чем? 

Если волна (ее спектр, форма, другие xарактеристики) сравнивается 
сама с собой в начальный момент времени или в исходной точке про-
странства (и при этом наблюдается заметное различие), можно говорить о 
сильно выраженной слабой нелинейности  (рис. 1, а).  

Если же поле волны сравнивается с характерными значениями того же 
поля в среде (и при этом оба значения близки), можно говорить о сильной 
нелинейности (рис. 1, б). 

 
 

 
Рис. 1. Сильное искажение формы слабо нелинейного акустического сигнала (а) 
и сильно нелинейный сигнал (б), амплитуда которого сравнима с модулем упруго-
сти среды 
 

а 

б 

Волна сравнивается сама с собой
в начальный момент времени или
в исходной точке пространства 

Поле волны сравни-
вается с характерны-
ми значениями того
же поля в среде 
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Большинство задач нелинейной волновой физики имеет дело со слабо 
нелинейными волнами, для которых материальные уравнения (или урав-
нения состояния, или определяющие уравнения) могут быть разложены в 
обычные степенные или функциональные ряды. Примером служит разло-
жение адиабатического уравнения состояния по степеням возмущений 
плотности ′ρ  и давления p′  в окрестности равновесного состояния 

( )0 0,p ρ : 

( )( )2 3
20

0 0 0 0
0 0 0 0

1 21
... .

2 6
p p p c

γ  ′ ′ ′ ′γ − γ −     ρ + ρ ρ γ − ρ ρ′ = = + ρ + + +      ρ ρ ρ ρ       
  (1) 

Здесь /p vc cγ =  — отношение теплоемкостей, 2
0 0 0/c p= γ ρ  — квадрат 

скорости звука. Разложение (1) по малому отношению возмущения плот-
ности среды к ее равновесному значению используется в нелинейной аку-
стике [1]. При этом второй член в квадратных скобках формулы (1) связы-
вают с квадратичной нелинейностью, третий член — с кубичной нелиней-
ностью. 

В нелинейной оптике [2] рассматривают разложение вектора поляри-
зации по степеням отношения электрического поля к внутриатомному 
полю:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

(2)
1 2 1 1 2 1 2

0 0 0

(3)
1 2 3 1 1 2 1 2 3 1 2 3

0 0 0

ˆ ˆ ,

ˆ , , .

P E t d E t E t d d

E t E t E t d d d

∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

= κ τ − τ τ + χ τ τ − τ − τ − τ τ τ +

+ χ τ τ τ − τ − τ − τ − τ − τ − τ τ τ τ

  

  

   

  
  (2) 

Здесь ( )κ̂ τ  — тензор линейной поляризуемости, (2) (3)ˆ ˆ,χ χ  — тензоры 

квадратичной и кубичной нелинейностей. 
Представление Фреше через кратные интегралы, обобщающие ряд 

Тейлора, использовал еще Вольтерра в нелинейной наследственной тео-
рии упругости. Скалярный функциональный ряд здесь имеет вид [3] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 1 2
0 0 0

3 1 2 3 1 1 2 1 2 3
0 0 0

,

, , .

G de t G de t de t

G de t de t de t

∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

σ = τ − τ + τ τ − τ − τ − τ +

+ τ τ τ − τ − τ − τ − τ − τ − τ

  

  
       (3) 

Принятые обозначения: σ  — напряжение, e  — деформация, iG  — функ-

ции релаксации для линейного ( 1)i = , квадратичного и кубичного процес-

сов ( 2, 3).i =  
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Однако разложения (1)—(3) неудобно использовать по крайней мере в 
трех случаях.  

Во-первых, когда определяющие соотношения (имеются в виду функ-

циональные связи ( ) ,p ρ  ( )P E
 

 или ( )eσ ) содержат особенности. Приме-

ром могут служить «хлопающая» и герцевская нелинейности в акустике 
структурно-неоднородных сред [4], а также нелинейность механических 
виброударных систем [5].  

Во-вторых, когда разложения типа (1)—(3) расходятся в очень силь-
ных полях, достигаемых, например, при механических взрывах, или в по-
лях петаваттных лазеров [6]; обычно такие поля с характерным механиче-
ским напряжением порядка величины модуля упругости или с напряжен-
ностью электрического поля порядка внутриатомной разрушают среду 
или необратимо изменяют ее свойства. Сверхсильные поля могут даже 
изменить свойства вакуума.  

В-третьих, когда в разложениях отсутствует линейный член, зато до-
минирует одна из высших нелинейностей. Такие модели известны в кван-
товой теории поля [7] и в механике [8]. 

Приведем примеры сосредоточенных и распределенных систем пер-
вого, второго и третьего типа. Начнем с колебательных систем. 

1. Примеры трех типов колебательных систем 
1.1. Пример сильной нелинейности 1-го типа 

(есть особенность) 

Рассмотрим ангармонический осциллятор с «модульным» потенциалом 
2

2
0 0 02

, , .
d x U k

m F U kx x x
x md t

∂= = − = − ω =
∂

  (4) 

 
Рис. 2. Движение в потенциальной яме с особенностью при 0x =  

  
«Модульная» потенциальная яма изображается двумя полупрямыми (кри-
вая 2 на рис. 2). Она похожа на параболическую яму (кривая 1) обычного 
гармонического осциллятора. Решение здесь еще проще, чем у линейной 
задачи, — оно описывается даже не тригонометрическими, а квадратич-
ными функциями времени: 

2 

1 

ωt
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( )
( )

2

0 0

2

0 0

1
2 , 0 2 2 ,

2
1

2 , 2 2 0.
2

x A t A t A

x t A A A t

= − ω − < ω <

= ω + − − < ω <
      (5) 

Спектральное представление этого решения дается рядом 

( ) ( )3 0
3

0

32
2 1 sin 2 1 .

2 2m

t
x A m m

A

∞
−

=

π ω = + + π  
         (6) 

Видно, что все гармоники нечетные. Амплитуды гармоник пропорцио-

нальны А, период растет как 2 .A  С уменьшением амплитуды А матери-
альная частица спускается все ближе к дну потенциальной ямы, где име-
ется особенность. Линейного предельного перехода при малых амплиту-
дах 0A →  здесь нет. 

1.2. Пример сильной нелинейности 2-го типа 
(есть расходимость для сильного колебания) 

Примером такой колебательной системы может служить ангармониче-
ский осциллятор 

2 2
0

2 2 2
0.

1 /

d x x

d t x a

ω+ =
−

      (7) 

Особенность появляется при x a→ . При малых смещениях x a<<  ос-

циллятор ведет себя почти как гармонический. Интеграл энергии 

( )
2

2
0

1
1 1 , , ,

2

d X x
E X X t

d a

 = + − − = τ = ω τ 
            (8) 

при 1X <<  переходит в простую квадратичную форму, как у обычного 

гармонического осциллятора: 
2

21 1
.

2 2

d X
E X

d

 = + τ 
              (9) 

В случае больших смещений 1X >  колеблющаяся частица «исчезает» в 

пространстве действительных координат и импульсов. 

1.3. Пример сильной нелинейности 3-го типа 
(в разложении отсутствует линейный член) 

Рассмотрим уравнение типа Дуффинга  
2 2

2
02 2

1 0
d x x

x
d t a

 
+ ω + = 

 
     (10) 
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для случая, когда в круглых скобках нет единицы. При этом получается 
уравнение 

2
3

02
0, , ,

d X x
X X t

ad
+ = = τ = ω

τ
   (11) 

которое использовалось ранее в различных квантовых [7] и классических 
[8] задачах. Его решение выражается в эллиптических функциях Якоби 

( )2

0
0

1 / 41 1
, .

2

x
A sd A t T

a A

Γ = ⋅ ω =  ωπ 
     (12) 

Разложение в ряд Фурье по нечетным гармоникам имеет вид 

( ) ( )
( )

3/2 3/2
1

02 2
1

exp ( 1/ 2)16 2
1 sin (2 1) .

1 exp 2 ( 1/ 2)(1/ 4) (1/ 4)
m

m

mx
A m A t

a m

∞
+

=

 −π −π π= − − ω + − π −Γ Γ 
   (13) 

Форма колебания показана на рис. 3.  
 

   
Рис. 3. Колебание (12) сильно нелинейного осциллятора, 

уравнение движения которого (11) не содержит линейного по смещению члена 
 
«Сильно нелинейные» модели трех перечисленных типов описывают 

реальные физические ситуации, изображенные на рис. 4. Рисунок 4, а со-
ответствует осциллятору 1-го типа (4), описывающему колебания вокруг 
точки х = 0. При этом силовое поле однородно, но при переходе через  
точку х = 0 изменяет свое направление. Такое движение реализуется в ок-
рестности плоскопараллельной массивной пластины, которая создает од-
нородное поле сил тяготения. Если в пластине имеется небольшое отвер-
стие, точечная масса по инерции будет проходить отверстие, а затем при-
тягиваться к нему с другой стороны. Колебательная система 2-го типа (7) 
имеет потенциал в виде ямы (рис. 4, б) в области 1 1X− < < . Если яму огра-
ничить отражающими стенками, все движение будет происходить внутри 
указанной области. Если же потенциал положить равным нулю при 1X > , 

на краях ямы возникнут два потенциальных барьера. Частица с достаточно 
большой энергией действительно выскочит из ямы и «исчезнет». 
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                а            б     в 

Рис. 4. Иллюстрация сильно нелинейных систем 1, 2 и 3-го типа 
 
Простейшая сильно нелинейная колебательная система 3-го типа изо-

бражена на рис. 4, в. Это система со связью: масса может скользить только 
вдоль направляющего стержня. Пружина линейная. Она не растянута, если 
нет смещения. Уравнение движения для массы имеет вид, соответствую-
щий (11):  

2 2
3 20

02 2
0, .

2

d x k
x

mdt a

ω+ = ω =           (14) 

Поскольку коэффициент жесткости пружины k  — константа, «физиче-
ской» нелинейности нет. Нелинейность связи можно назвать «геометриче-
ской» — по аналогии с нелинейной акустикой.  

2. Примеры трех типов распределенных систем 
2.1. Волновая система 1-го типа 

(есть особенность) 

Кубично-нелинейная среда для сильно нелинейных волн имеет урав-

нение состояния ( )3
0 0/ / .u u p p= β  Для определенности считаем, что рас-

сматривается сплошная среда, у которой переменные и и р имеют смысл 
колебательной скорости и давления. Иногда бывает удобно аппроксими-
ровать кубичную нелинейность двумя ветвями квадратичной параболы 

( )0 0 0/ / / .u u p p p p= β  В дальнейшем такую нелинейность будем назы-

вать квадратично-кубичной нелинейностью. Она во многих случаях адек-
ватна реальным распределенным системам, а иногда просто удобна для 
качественного анализа — задача легче решается. 

Плоские волны в квадратично-кубичной системе без дисперсии опи-
сываются уравнением типа простых (римановых) волн 

2
0

.
u u

u
z c

∂ β ∂=
∂ ∂τ

    (15) 

Решение уравнения (15) для волны с заданным профилем ( )Φ τ на границе 

среды 0z =  дается неявной функцией  

2
0

.u u z
c

 β= Φ τ + 
 

     (16) 
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Если исходная волна — гармоническая, легко найти ее спектр Фурье — 
разложение в ряд по нечетным гармоникам: 

( ) ( )( )0 02
1 0

sin , ,n n
SHn

z
u u C Z n Z Z u z

z c

∞

=

β= ωτ + ϕ = = ω  (17) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1/22
2 2 /2 2

1 1 , t g .n n
n n n n

n

n nZ
C nZ J nZ

n Z n J nZ

  π − Ε  = − − − Ε + ϕ =    π   
 

Здесь иn nJ Ε  — функции Бесселя и Вебера. 

Интересно найти решение уравнения (15) на таких расстояниях, когда в 
профиле волны образовались разрывы. Отыскивая решение в виде 

( ) ( )( )SHu A z z= Φ τ − τ , где функция ( )SH zτ  описывает положение фронта, 

а ( )Φ τ  — квазистационарную форму гладких участков профиля, найдем 

( )

( )( ) ( )

0

0

0
0

,
1 /

ln , ln 1 .SH SH

u
A z

z z

z
z C Z z

z

=
+

 ω τ − τ + = Φ + Φ ωτ = − + 
 

 (18) 

Здесь ( )2
0 0 0 0 0/ /SHZ z z c u z= = β ω . Размещая фронты в соответствующих 

точках профиля, получим периодическую волну, изображенную на рис. 5. 
В отличие от обычной «пилы» в квадратично-нелинейной среде без дис-
персии, здесь «зубцы пилы» имеют не треугольную, а трапециевидную 
форму. При этом каждый период содержит две ударные волны: сжатия и 
разрежения. Последняя, как известно, в обычной квадратичной среде су-
ществовать не может. 
 

 

 
 
 
 
Рис. 5. Трапециевидная «пи-
ла» в квадратично-кубичной 
среде без дисперсии 

 
Чтобы описать форму ударных фронтов, имеющих малую, но конеч-

ную ширину, нужно учесть высокочастотное поглощение и рассмотреть 

( ( ))SH zω τ − τ

π−π
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квадратично-кубичное уравнение типа Бюргерса с такой же, как в уравне-
нии (15), особенностью: 

( )
2

2
0

1
, , , .

2 SH

V V u z
V V V Z

Z u z

∂ ∂ ∂= + Γ = θ = ωτ =
∂ ∂θ ∂θ

 (19) 

Это уравнение замечательно тем, что сводится к линейному уравнению 
заменой типа Флорина — Хопфа. Следовательно, можно найти множество 
его точных решений. 

Одно из важных решений описывает форму устойчивой ударной вол-
ны сжатия: 

1
2 0 0

0

0

1 , ,
2 2

1 2 th 2 , .
2

V

V

−
∗ ∗

∗

∗
∗

θ − θ θ − θ    = α − α − ∞ < θ < θ    Γ Γ    
θ  = α + α θ < θ <∞  Γ  

  (20) 

Здесь  

( ) ( ) ( ) ( )1

02 1 , / 2 2 / 2 arctg 2 / 2 , ( ) .SH z
−

∗α ≡ − θ Γ = − θ = ω τ − τ  

Форма фронта изображена на рис. 6 для двух различных значений пара-
метра Γ . Аналогично рассчитывается фронт разрежения. 
 

 

Рис. 6. Устойчивый ударный фронт сжатия в квадратично-кубичной среде 

 
Зная решение для гладких участков профиля квадратично-кубичной 

нелинейной волны и решение, описывающее структуру фронтов, можно 
построить «погранслойную асимптотику» с помощью метода сращивае-
мых асимптотических разложений и описать профиль волны полностью, 
после чего рассчитать спектральный состав. 

θ0 
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Интересно проанализировать квадратично-кубичные обобщения урав-
нений Кортевега — де Вриза (КдВ), нелинейного уравнения Шредингера и 
других «эталонных» уравнений теории волн. 

2.2. Волновая система 2-го типа 
(есть расходимость для сильных возмущений)  

Хорошо известна одна система такого типа [9] — это уравнение Ирн-
шоу, описывающее (по Лагранжу) одномерное движение сжимаемого газа:  

( 1)2 2
2
02 2

1 .c
xt x

− γ+∂ ξ ∂ξ ∂ ξ = + ∂∂ ∂ 
          (21) 

Здесь ξ  — смещение частиц сплошной среды. Приближение нелинейной 

акустики соответствует малым акустическим числам Маха (малые дефор-
мации / 1x∂ξ ∂ << ). С учетом лишь основного (квадратичного) нелиней-

ного члена  упрощенное уравнение примет вид 

( )
2 2 2

2 2 2 2
0

1
1 .

xx c t x

∂ ξ ∂ ξ ∂ξ ∂ ξ− = γ +
∂∂ ∂ ∂

   (22) 

Это уравнение учитывает лишь слабую нелинейность. Но нелинейные 
эффекты могут накапливаться и приводить к сильно выраженным нели-
нейным явлениям. 

Поскольку такие явления уже хорошо изучены, интересно обратить 
внимание на сильную нелинейность, когда деформации среды нельзя счи-
тать малыми. Прежде всего, отметим, что при больших отрицательных 
деформациях / 1x∂ξ ∂ < −  в уравнении (21) возникает особенность. Она 

соответствует разрыву сплошности среды. В реальных жидкостях из-за 
присутствия различных примесей среда «рвется» при значительно мень-
ших разрежениях. 

Уравнение (21) имеет аналитические решения. Перепишем его для 
удобства в виде 

2

02 1

1
, 1 , .

V V
V c t

x x xV γ+
∂ ∂ ∂ ∂ξ = ≡ + τ ≡ ∂ ∂ ∂∂τ  

              (23) 

Как нетрудно проверить, решение уравнения первого порядка 

1 1
0, ,

2

V V

xV ε
∂ ∂ γ ++ = ε =
∂τ ∂

     (24) 

будет решением и уравнения (23). В частности, решением является неяв-
ная функция     

( ).V x V −ε= Φ − τ    (25) 
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Искажение исходной волны в виде двух следующих один за другим тре-
угольных импульсов показано на рис. 7. Особенность возникает практиче-
ски сразу при  / 1, 0x V∂ξ ∂ → − → , когда среда «рвется». 
 

 
 
 
Рис. 7. Процесс искажения сильно 
нелинейного возмущения, описы-
ваемый моделью (23), (24) 

 

Уравнение (23) имеет множество решений, содержащих особенности. 
Например, одним из его стационарных решений будет функция 

( )1/
0

.
C

V
x x γ=

−
    (26) 

Решения с особенностью имеют и «эталонные» уравнения теории сла-
бо нелинейных волн. Пример: обычное уравнение Бюргерса 

2

2

V V V
V

t x x

∂ ∂ ∂+ = Γ
∂ ∂ ∂

   (27) 

имеет такие решения: 

0

0

2
, tg .

2

x x
V V

x x

Γ −= − = −
− Γ

     (28) 

Особенности обнаруживают внешнее сходство с поведением частиц. 
Они устойчивы и могут взаимодействовать между собой. Аналогичные ре-
шения есть у КдВ и других известных уравнений. Часто считают, что неог-
раниченные решения не имеют ясного физического смысла. Тем не менее 
интересно понять, как возникает сингулярность и как ее можно устранить. 

2.3. Волновая система 3-го типа 
(ряд определяющего уравнения не содержит линейного члена) 

Рассмотрим цепочку масс, каждая из которых движется вдоль одного 
из семейств параллельных стержней, расположенных на одинаковом уда-
лении а друг от друга (см. рис. 8).  

Цепочка на рис. 8 есть обобщение осциллятора, изображенного на 
рис. 4, в, на случай распределенной системы [8]. Если в положении равно-
весия пружины не натянуты, линейный режим не реализуется. Нелиней-
ность полностью определяет движение при сколь угодно малых колебани-
ях. Очевидно, что такие колебания можно назвать сильно нелинейными. 
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Методы возмущений, основанные на близости к линейной системе, здесь 
не применимы. Нужны точные либо численные решения. 

 

 

 
 
 
 
Рис. 8. Цепочка масс, совершающих 
сильно нелинейные сдвиговые колеба-
ния 

 
Уравнение колебаний массы с номером n в цепочке имеет вид 

( ) ( )
2

3 3
1 12

.
2

n
n n n n

d x k
x x x x

adt
− + = − − − −    (29) 

В континуальном приближении, полагая ( ) ,nx x z=  ( )1 ,nx x z a+ = +  

( )1 ; ,nx x z a a− = − << λ  из дифференциально-разностного уравнения (29) 

получим нелинейное уравнение в частных производных 
2 2 3

2
2 2

3
, ,

3 2

x k
a

z mt z

∂ ζ β ∂ ζ ∂= ζ = β =
∂∂ ∂

.     (30) 

Интересно, что уравнение (30) имеет решение в виде стоячей волны. Бе-
гущие волны появляются только в том случае, если в равновесии пружин-
ки растянуты. Скорость распространения увеличивается с ростом их на-
тяжения.  

Уравнение (30) имеет ряд замечательных свойств. Во-первых, оно до-
пускает разделение переменных. Во-вторых, его можно линеаризовать, 
перейдя к новым независимым переменным 

( ) ( ), ; , , , .
x x

t T z Z
t z

∂ ∂η = ζ = = η ζ = η ζ
∂ ∂

  (31) 

Соответствующее линейное уравнение имеет вид 
2 2

2
2 2

.
T T∂ ∂= βζ

∂ ζ ∂η
    (32) 

В-третьих, его решениями будут решения уравнения первого порядка 

t z

∂ζ ∂ζ= ± β ζ
∂ ∂

,     (33) 
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которое отличается от рассмотренного ранее уравнения (15) только обо-
значениями. 

Чтобы смоделировать сильно нелинейные колебания цепочки масс 
(см. рис. 8), нужно уменьшить трение между массами и направляющими 
стержнями. Это удалось сделать, перейдя к цепочке дисков, находящихся 
на одной оси и связанных пружинками [8]. Пружинки, как и ранее, дефор-
мируются по линейному закону. Фотография цепочки дана на рис. 9. 

 

 
Рис. 9. Цепочка дисков, совершающих сильно нелинейные крутильные колебания 

 

Уравнение движения цепочки имеет вид 

( ) ( )
2 4

3 32 2
1 12 2

, .
2

n
n n n n

d kR

dt a J
− +

ϕ  = −ω ϕ − ϕ − ϕ − ϕ ω =        (34) 

Здесь nϕ  — угол поворота диска с номером n, a — расстояние между дис-

ками, R — радиус диска, J — его момент инерции. 
Предварительные эксперименты с цепочкой на рис. 9 обнаружили ряд 

интересных особенностей сильно нелинейной динамики [8]. 

3. Сильная нелинейность и локализация 
Сильно нелинейные волны связаны с проблемой значительной лока-

лизации энергии. Этот термин связан с такими понятиями, как фокусиров-
ка во времени и в пространстве, коллапс, кумуляция и др. 

Значительная локализация энергии происходит в жидкости при схло-
пывании парогазового пузырька. В 1934 году обнаружено явление соно-
люминесценции — излучение света при схлопывании пузырьков воздуха в 
воде под действием звука. В 1998 году наблюдалось схлопывание одиноч-
ных пузырьков, созданных сфокусированной звуковой волной. Согласно 
оценкам, температура плазмы в пузырьках была порядка 25000 К. Увели-
чивая исходный радиус пузырька и добиваясь идеальной сферической 
симметрии схлопывания, видимо, можно еще больше повысить давление 
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и температуру в центре. Предел такой локализации пока неизвестен. Эти 
вопросы подробно обсуждались на школе «Нелинейные волны' 2006» [10]. 

Повышение плотности энергии обычно происходит поэтапно. Рост 
плотности на каждом этапе ограничивается либо нелинейным насыщени-
ем, либо развитием неустойчивости. Эту мысль высказал Е. И. Забабахин, 
назвав ее «Гипотеза о неустойчивости кумуляции» (1965): «Всякая неог-
раниченная кумуляция неустойчива; неустойчивость не только видоизме-
няет ее, но и устраняет вообще (из неограниченной делает ограничен-
ной)... Это соображение интуитивно». 

Обсудим в качестве примера вопрос о том, как накопить большую 
энергию и создать сильную волну в акустическом резонаторе. 

На первом этапе, очевидно, нужно повысить добротность .Q  По-

скольку Q  есть отношение амплитуды колебаний внутри резонатора к 
амплитуде колебаний внешнего источника, обеспечивающего приток 
энергии, при 1Q >>  амплитуда внутренних колебаний в резонаторе может 

стать большой. «Мировой рекорд» примерно равен 9~ 10Q . При 1Q >>  
лучше выражены нелинейные эффекты. Но они приводят к появлению 
ударных волн (УВ), нелинейному затуханию, и добротность резко падает. 

На втором этапе, чтобы увеличить плотность энергии в резонаторе, 
нужно остановить процесс образования УВ. Известны по крайней мере 
три способа. 1) Искусственно ввести фазовые расстройки между гармони-
ками. Например, сделать стенку с частотно-зависимой мнимой частью 
коэффициента отражения. Расстройки между сфазированными гармони-
ками, формирующими ударный фронт, «затягивают» (уширяют) фронт и 
уменьшают нелинейные потери. 2) Фазовые сдвиги можно ввести с помо-
щью резонаторов сложной формы — конических, бульбообразных и др. 
В газонаполненных объемах удалось получить положительное акустиче-
ское давление в несколько атмосфер и подавить УВ в условиях сильной 
нелинейности. 3) Ввести в среду селективные поглотители на частоте 2-й 
гармоники. В эксперименте одна граница пропускала наружу 2-ю гармо-
нику, отражая внутрь волну основной частоты. УВ при этом не образовы-
вались, а добротность росла. Таким образом, для повышения Q  можно 
ввести селективные потери. 

Итак, существуют способы подавления как линейных, так и нелиней-
ных потерь в резонаторе, ведущие к увеличению его добротности. 

Третий этап. Если процесс образования УВ остановить удалось, начи-
нает влиять граничная нелинейность, обусловленная конечностью смеще-
ния подвижной стенки. Чтобы продолжить закачку энергии в резонатор, 
нужно изменить закон колебаний границы. Если при слабо выраженной 
нелинейности закон колебания стенки должен быть почти гармоническим, 
то при сильно выраженной нелинейности стенка должна периодически 
совершать короткие «рывки» в нужной фазе. 
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Четвертый этап. Если удалось «победить» образование УВ и гранич-
ную нелинейность, то при дальнейшей закачке энергии в резонатор либо 
мы столкнемся с новым нелинейным эффектом, либо среда разрушится. 

Соответствующие этапы можно выделить при накачке энергии в ку-
бично нелинейный резонатор, при фокусировке волновых пучков, при 
создании сильных световых полей и в других задачах для нелинейных 
волн различной природы. 

Выводы 

• Полезно различать сильно нелинейные волны и волны с сильно вы-
раженной слабой нелинейностью. 

• Сильно нелинейные волны, кажется, изучены менее полно. 
• Интересен как анализ соответствующих математических моделей, 

так и анализ новых физических явлений, возникающих в сильных полях. 
• Создание сильных полей связано с проблемой нелинейной локализа-

ции энергии. Рост плотности энергии и вещества в процессе локализации 
обычно состоит из нескольких этапов, ограниченных эффектами нелиней-
ного насыщения или развитием неустойчивости. 

Работа поддержана грантом Правительства РФ для научных исследований, 
проводимых под руководством ведущих ученых в образовательных учреждениях 
высшего профессионального образования (Нижегородский государственный уни-
верситет им. Н. И. Лобачевского), а также грантами Президиума РАН, РФФИ и 
президентским грантом ведущих научных школ. 
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КОЛЛАПС И КОЛМОГОРОВСКИЕ СПЕКТРЫ 

Е. А. Кузнецов 

Введение 
Вопрос, который будет здесь обсуждаться, уже однажды затрагивался 

на этой Школе, но сравнительно давно — в 2002 году. Речь пойдет о кол-
лапсе в гидродинамике и его связи с колмогоровским спектром. Новое, 
что появилось совсем недавно, связано с численным моделированием кол-
лапса невязких жидкостей, которое было проведено группой П. Орланди 
из университета Рима I [1, 2].  

Практически все численные результаты, полученные в этом экспери-
менте, находят объяснение в рамках развиваемой автором теории коллап-
са, который в гидродинамике понимается как процесс опрокидывания 
вихревых линий. Как известно, в самом простом варианте одномерной 
газодинамики опрокидывание может быть описано с помощью решения в 
виде простой волны Римана. Такое решение получается после применения 
метода характеристик к квазилинейному уравнению для скорости (или 
плотности), которое следует из уравнений для плотности (уравнение не-
прерывности) и скорости (уравнение Эйлера), если один из инвариантов 
Римана в начальный момент времени не зависит от координаты x. Это ре-
шение, записанное в неявном виде, показывает, что каждая «жидкая час-
тица» двигается со своей скоростью, так что более быстрые частицы дого-
няют более медленные. В результате профиль скорости становится все 
более крутым, растут градиенты. Наконец, существует такой момент вре-
мени t0, когда градиенты становятся бесконечными. Это и есть опрокиды-
вание, или, как говорят математики, градиентная катастрофа.  

Физическая первопричина опрокидывания связана со сжимаемостью 
газа. Математически оно может быть описано посредством перехода от 
эйлеровых переменных к лагранжевым, т. е. на языке отображения. При 
этом опрокидыванию соответствует обращение якобиана отображения J в 
нуль. Такое отображение является сжимаемым — значение якобиана не 
фиксировано. В несжимаемой жидкости переход от эйлеровых перемен-
ных к лагранжевым является несжимаемым, т. е. якобиан фиксирован, и 
поэтому, казалось бы, процесс опрокидывания невозможен. В действи-
тельности это не так. Оказывается, пучок линий завихренности можно 
сжимать — это следует непосредственно из уравнений движения для за-
вихренности. В отсутствие вязкости это уравнение — уравнение Гельм-
гольца для завихренности Ω, 

 = rot [ ],
t

∂ ×
∂

v ΩΩ
 (1) 
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показывает, что всякое движение жидкости вдоль вихревой линии (в силу 
свойства векторного произведения) не изменяет Ω. Только нормальная к  
Ω компонента скорости vn может изменить завихренность. При этом ско-
рость vn представляет собой скорость вихревой линии. Этот факт имеет 
простое геометрическое объяснение: для произвольной линии всякие де-
формации, ей параллельные, не изменяют саму линию; она может менять-
ся только благодаря поперечным деформациям. В ситуации общего поло-
жения дивергенция вектора vn не равна нулю: div vn ≠ 0. Именно это на-
блюдение показывает, что линии завихренности можно сжимать. Наличие 
в несжимаемой жидкости сжимаемой субстанции является главным для 
понимания, почему в несжимаемой гидродинамике возможно опрокиды-
вание — опрокидывание вихревых линий. Такой процесс, как и в газовой 
динамике, должен происходить за конечное время (к сожалению, до сих 
пор это обстоятельство остается всего лишь предположением, несмотря на 
некоторые подсказки, которые нам дает численный счет).  

Опрокидывание относится к коллапсам — процессам образования 
особенности за конечное время для изначально гладкого распределения. 
Конкретный вид особенности зависит от физической модели. Так, напри-
мер, для волн на воде особенности имеют вид каспа — в этом случае про-
филь поверхности непрерывен, а вот его вторая производная в точке из-
лома будет бесконечной. Для самофокусировки света — другого примера 
коллапса — интенсивность света становится аномально большой с при-
ближением к точке фокуса. 

Основная идея этой статьи — продемонстрировать, что коллапс в гид-
родинамике, понимаемый как опрокидывание вихревых линий, тесно свя-
зан с колмогоровским спектром развитой гидродинамической турбулент-
ности. Данное соображение не ново. Хорошо известно, что всякая особен-
ность в физическом пространстве волновых векторов k порождает для 
спектра степенное поведение в области больших волновых чисел. Если 
особенности распределены по пространству и по времени случайным об-
разом с некоторой мерой, то от особенностей в спектре турбулентности 
возникнут соответствующие степенные «хвосты». Впервые эту идею ис-
пользовал О. Филлипс в 1958 году [6] при нахождении спектра волн на 
воде с помощью образования каспов (называемого ныне спектром Фил-
липса). Затем в 1973 году Б. Б. Кадомцев и В. И. Петвиашвили [7] приме-
нили эту же идею для определения спектра звуковой турбулентности с 
помощью скачков плотности на ударных волнах. Как в случае волн на во-
де, так и для звуковой турбулентности каспы и скачки плотности пред-
ставляют собой сильно нелинейные объекты, возникшие в результате вол-
новых коллапсов. Образование каспов происходит вследствие нелинейных 
эффектов в результате конкуренции с линейными процессами, ответст-
венными за дисперсионное расплывание волн, их дифракцию и т. д. 
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В развитой гидродинамической турбулентности при больших числах 
Рейнольдса, Re >> 1, в инерционном интервале масштабов — промежу-
точной области между энергосодержащей и вязкой областями — спектр 
турбулентности, согласно А. Н. Колмогорову [3] и А. М. Обухову [4], оп-
ределяется единственной величиной P — постоянным потоком энергии по 
масштабам (совпадающим с темпом диссипации энергии в единице объе-
ма):  

 2/3 5/3= .k CP k −ε  (2) 

Этот спектр легко может быть получен из соображений размерности [5]. 
Эти же размерностные соображения для флуктуации скорости v с задан-
ным масштабом r из инерционного интервала дают распределение  

 1/3 1/3 ,v P r  (3) 

которое представляет собой другую формулировку того же закона Колмо-
горова (2). 

Отсюда для завихренности скорости, Ω = rot v, мы можем записать  

 1/2 2/3 ,P r−Ω   (4) 

так что распределение завихренности имеет особенность при r → 0. При 
этом время перекачки энергии из энергосодержащей области с характер-
ным масштабом L в область вязких масштабов оказывается конечным. Это 
время, зависящее от L и P, дается оценкой T ~ L2/3P–1/3. 

Что это за особенность и каковы физические причины ее возникнове-
ния? На эти вопросы возможно несколько вариантов ответов. Один из них — 
особенность (4) — может быть «отголоском» реальных коллапсов, в ре-
зультате которых в поле завихренности за конечное время происходит 
формирование особенностей. Если реализуется такой сценарий, то спектр 
(2) следует трактовать как аналог спектра Филлипса. Важно отметить, что 
развитая гидродинамическая турбулентность относится к системам с 
сильным взаимодействием, точнее — со сверхсильным. Для нее при 
больших числах Рейнольдса отсутствует как таковое понятие частоты ма-
лых колебаний. Это означает, что не может быть никакого режима слабой 
турбулентности, как не может сосуществовать спектр слабой турбулент-
ности и спектр сильной турбулентности, как это имело место, например, 
для турбулентного морского волнения: спектр Филлипса и спектр Захаро-
ва — Филоненко [8]. Разница между ними в режиме развитой гидродина-
мической турбулентности должна исчезнуть ввиду отсутствия предела 
слабой нелинейности. 

В данной статье мы рассмотрим вопрос о связи коллапсов с колмого-
ровскими спектрами развитой гидродинамической турбулентности, одна-
ко не столь подробно, поскольку частично этот материал уже излагался 
мною на школе «Нелинейные волны — 2002» [9]. С тех пор прошло уже 
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10 лет, и многое в этом направлении было понято и сделано, особенно в 
численном моделировании. Конечно, для двумерной турбулентности чис-
ленные эксперименты более доступны, они не требуют столь больших 
численных ресурсов, что необходимо при интегрировании уравнений гид-
родинамики в трехмерном случае. 

У двумерной гидродинамической турбулентности есть кое-что похо-
жее на трехмерную турбулентность, но много и отличий. Эти отличия ка-
саются, во-первых, существования двух спектров — колмогоровского с 
точно такой же зависимостью, что и в трехмерном случае, но который от-
вечает постоянному потоку энергии, направленному в область малых k 
(обратный каскад), и спектра Крейчнана [10], соответствующего постоян-
ному потоку энстрофии, текущему в область малых масштабов (прямой 
каскад):  

 3( )  .E k k−  (5) 

Существование двух спектров связано с наличием в инерционном ин-
тервале масштабов двух интегралов движения: энергии и энстрофии — 

интеграла от квадрата завихренности 2 .dΩ r  Р. Крейчнан предсказал свой 

спектр в 1967 году, и практически сразу в численных экспериментах он был 
обнаружен (укажем только некоторые из этих экспериментов [11—18]; бо-
лее полный список можно найти в работе [19]). Вместе с тем уже в первых 
численных экспериментах (см., например, [11]) многие наблюдали появ-
ление резких (в меру великости числа Рейнольдса) градиентов завихрен-
ности, что для завихренности соответствует появлению скачков, похожих 
на ударные волны, толщины которых были малы по сравнению с их дли-
ной. Это послужило основанием для П. Саффмана [20] предложить другой 
спектр, отличный от распределения Крейчнана: E(k) ~ k–4. Спектр Сафф-
мана был получен на основе предположения, что основной вклад в спектр 
вносят распределенные изотропно скачки завихренности. С другой сторо-
ны, из простых соображений следует, что спектр из-за скачков должен 
иметь скорее крейчнановское поведение, нежели в виде распределения 
Саффмана. Действительно, если рассмотреть фурье-образ Ωk от скачка 
завихренности Ω ∝ θ(x), где θ(x) — функция Хевисайда, то Ωk ∝ k–1, что 
немедленно приводит к спектру E(k) ~ k–3. Однако не все так просто. Если 
считать, что характерная длина ступеньки L >> k–1, то распределение энер-
гии от одной такой ступеньки в k-пространстве будет иметь вид джета с 
угловым раствором порядка (kL)–1. При этом максимальное значение рас-
пределения энергии вдоль джета будет убывать пропорционально k–3 [19, 
21, 22]. Такая оценка, как показано в работах [19, 21], следует из точного 
анализа при kL >> 1.  

Важно отметить, что численные эксперименты, результаты которых 
опубликованы в 2007 году [19] и недавно [23], по моделированию вырож-
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дающейся двумерной гидродинамической турбулентности показали, что 
спектр крейчнановского типа объясняется квазиударными скачками за-
вихренности. Появление такого рода скачков может объясняться также 
процессом опрокидывания. В отличие от трехмерного уравнения (1) в 
двумерной геометрии для плоских течений, когда скорость имеет только 
две компоненты в плоскости течения, завихренность является лагранже-
вым инвариантом, переносится вместе с жидкостью. Поэтому можно ожи-
дать появления особенностей для градиента завихренности. Забегая впе-
ред, отмечу, что появление каких-либо особенностей за конечное время в 
двумерной гидродинамике невозможно. Это было доказано впервые  
В. Волибнером в 1933 году, а в 1960-х годах — В. И. Юдовичем и Т. Като 
[29]. Однако тенденция к опрокидыванию в двумерной гидродинамике 
присутствует, что будет показано в следующем разделе. Заметим также, 
что Юдовичем был построен пример появления особенности за бесконеч-
ное время. 

Тенденция к опрокидыванию в двумерной гидродинамике 
В развитой гидродинамической турбулентности при больших числах 

Рейнольдса, Re >> 1, в инерционном интервале масштабов можно пренеб-
речь вязкостью и оперировать с уравнением Эйлера при условии несжи-
маемости div v = 0. Для плоских течений завихренность имеет только одну 
компоненту Ω = ∂vy / ∂x – ∂vx / ∂y, перпендикулярную течению ( ẑ ). По-

этому три уравнения (1) для вектора Ω превращаются в одно:  

 ( ) = 0 при div = 0.
t

∂Ω + ∇ Ω
∂

v v  (6) 

Отсюда следует, что Ω есть лагранжев инвариант, т. е. завихренность яв-
ляется постоянной вдоль траектории жидкой частицы, определяемой как 
решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений  

 =0= ( , ), | = .t
d

t
dt

r v r r a  (7) 

Как было показано в работах [19, 21], причина появления резких  
градиентов завихренности в двумерной турбулентности связана со  
сжимаемостью поля ˆ= rot ( ),zΩB  получившего по-английски название  

di-vorticity. Этот вектор направлен по касательной к линиям уровня 
Ω(r) = const, при этом поле B вморожено в жидкость, т. е. подчиняется 
уравнению [15, 26]  

 = rot [ ].
t

∂ ×
∂
B v B  (8) 
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В терминах материальных производных,  

 = ( ),
d

dt t

∂ + ∇
∂

v   

уравнение (8) может быть переписано как  

 [ ]1 ˆˆ= ( ) .
2

d
z S

dt
⋅∇ ≡ Ω × +B B v B B  (9) 

Здесь первый член в правой части уравнения описывает вращение вектора  
B с угловой скоростью –Ω/2, второй член ответствен за растяжение линий 
B, где  

 
1ˆ =
2

k i
ik

i k

v v
S

x x

 ∂ ∂
+ ∂ ∂ 

 (10) 

представляет собой так называемый тензор натяжений. Из уравнения (9) 
видно, что длина вектора |B| будет локально расти за счет растяжений, если  

 
21 ˆ= ( ) > 0.

2

d
S

dt
⋅B B B  (11) 

Интересно отметить, что это уравнение напоминает уравнение для квадра-
та завихренности Ω2 для трехмерной турбулентности, когда усиление за-
вихренности обязано растяжению ее линий [31]. Однако, чтобы прояснить 
физическую причину роста, этого недостаточно. 

Как видно из уравнения (8), только одна компонента скорости, vn, 
нормальная к вектору B, изменяет поле B. При этом тангенциальная ком-
понента vτ (параллельная B) играет пассивную роль, обеспечивая выпол-

нение условия несжимаемости · vτ + · vn = 0. При этом нормальная 

компонента скорости, благодаря вмороженности, представляет собой ско-
рость линий поля B. Лагранжевые траектории, определяемые vn,  

 =0= ( , ); | = ,n t
d

t
dt

r v r r a  (12) 

задают отображение  

 = ( , ),tr r a  (13) 

с помощью которого уравнение (8) допускает интегрирование [19, 21]. 
Вначале легко устанавливается, что матрица Якоби (с элементами 

ˆ =
j

ij
i

x
J

a

∂
∂

) подчиняется уравнению  

 ˆ ˆ= ,
d

J JU
dt

 (14) 
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где матрица =
nj

ij
i

v
U

x

∂
∂

. Отсюда получаются уравнения для якобиана 

ˆ= detJ J  и для обратной матрицы 1Ĵ − , / ,j ia x∂ ∂  где = ( , )ta a r  есть ото-

бражение, обратное (13):  

 = div n
d

J J
dt

v  (15) 

и  

 1 1ˆ ˆ= .
d

J UJ
dt

− −−  (16) 

Так как div vn в общем случае отлична от нуля, отображение (13) сжимае-
мое и якобиан J может принимать произвольные значения, в том числе 
стремиться к нулю. Это наблюдение является центральным при обсужде-
нии возможного опрокидывания в двумерной гидродинамике. 

С помощью (15) и (16) уравнение (8) может быть преобразовано:  

 = 0,
j

t i
i

a
D JB

x

∂ 
 ∂ 

 (17) 

где Dt = ∂t + (vn · ) совпадает с материальной производной d / dt, которая 

стоит в выражении (12). Интегрирование этого уравнения приводит к «но-
вому» лагранжеву инварианту  

 ( ) ,
j

j i
i

a
I J B

x

∂
≡

∂
a  (18) 

который совпадает с вектором B в начальный момент времени, т. е. B0(a). 
Этот лагранжев инвариант является аналогом инварианта Коши (подроб-
нее об этом см. следующий раздел). Из этого уравнения находится вектор-
ное поле В как функция от координат и времени:  

 0( ( ) ) ( , )
( , ) = .a t

t
J

⋅∇B a r a
B r  (19) 

В силу того что траектории (13) задаются не самой скоростью, а ее нор-
мальной компонентой, якобиан J не фиксирован, он может принимать 
произвольные значения, в частности стремиться к нулю. Это означает 
сжимаемость поля B. 

Следует отметить, что соотношение (19) является аналогом представ-
ления вихревых линий, введенного в работах [27, 28] для трехмерного 
уравнения Эйлера (см. также следующий раздел). 
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Как уже отмечалось, появление разрывов в газодинамике связано с 
обращением в нуль якобиана соответствующего сжимаемого отображе- 
ния — преобразования от эйлерова описания к лагранжеву. Именно 
уменьшение J  и есть причина появления резких градиентов завихренно-
сти, которое обязано сжимаемости: div vn ≠ 0. Однако в двумерной не-
сжимаемой гидродинамике Эйлера образование особенности за конечное 
время невозможно [29], а возможно, по-видимому, за бесконечное время. 
Численные эксперименты [19, 22, 23] показывают скорее экспоненциаль-
ный рост градиентов завихренности с характерным инкрементом порядка 
максимального значения завихренности, нежели в виде двойной экспонен-
ты, как это следует из оценок [30]. 

В заключение этого раздела приведем некоторые результаты числен-
ного моделирования вырождающейся двумерной турбулентности из не-
давно опубликованной работы [23], в которой достигнуто достаточно хо-
рошее пространственное разрешение — 8192 × 8192 точки. 

Начальное условие выбиралось в виде двух наборов вихрей с положи-
тельной и отрицательной завихренностью. Все вихри имели гауссову 
форму с максимальным значением | |Ω , равным единице, со случайными 

размерами (значениями радиусов, равномерно распределенными в некото-
ром интервале); центры вихрей были распределены по всей области также 
случайно. Число положительных и отрицательных вихрей совпадало, так 
что общая завихренность была равна нулю. 

На рис. 1 представлено распределение |B| ≡ |Ω| при t = 100, демонст-

рирующее значительное увеличение (~100) начальных градиентов в окре-
стности линий, соответствующих положению скачков завихренности. При 
этом между линиями |B| практически не растет. При бóльших временах 

Рис. 1. Распределение |B| при t = 100 
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(t > 100) длина линий значительно увеличивается, соответственно плот-
ность заполнения линиями растет, и картина распределения линий стано-
вится запутанной — турбулентной. На начальном этапе, на временах не-
скольких оборотов n (T* = n2π/Ωmax), рост |B| близок к экспоненциальному, 
а затем возникает насыщение. Так, для рис. 1 это число оборотов n ≈ 4, 
а усиление |B| оказалось порядка 300. Таким образом, усиление векторно-
го солиноидального поля B обязано тенденции к опрокидыванию, но оно, 
по-видимому, реализуется только за бесконечное время. Однако наблю-
даемые в численном эксперименте градиенты завихренности столь значи-
тельны, что на временах t ≥ 100 распределение завихренности можно счи-
тать квазисингулярным в виде большого количества ступенек. 

 

 
Рис. 2. Зависимость максимального значения |B| от времени с тем же начальным 
условием, что и на рис. 1 (логарифмическая шкала, прямая линия соответствует 
экспоненте)  

Представление вихревых линий  
в трехмерной гидродинамике 

В трехмерной турбулентности при больших числах Рейнольдса для 
масштабов из инерционной области можно пренебречь вязким затуханием 
и воспользоваться уравнениями Эйлера, а для завихренности — уравнени-
ем Гельмгольца (1). Последнее уравнение по своей форме ничем не отли-
чается от соответствующего уравнения (8) для вектора В, и по этой при-
чине многие формулы, полученные в предыдущем разделе, один к одному 
переписываются путем замены B на Ω. Прежде чем заняться этим, необ-
ходимо сделать несколько замечаний. 
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Первое замечание связано с тем, что при переходе от двумерной к 
трехмерной гидродинамике роль нелинейных эффектов усиливается. Это 
достаточно общий факт (см., например, недавний обзор [24]), особенно он 
хорошо известен для нелинейного уравнения Шредингера. В теории фазо-
вых переходов хорошо известно, что роль кооперативных эффектов растет 
с увеличением размерности пространства. Особенно ясно это видно на 
примере модели Изинга: увеличение размерности влечет за собой рост 
числа соседей. По этой причине, если в двумерной гидродинамике кол-
лапс запрещен, то в трехмерном случае его уже можно ожидать. 

Второе замечание относится к тому, почему завихренность Ω является 
вмороженным вектором. Этот факт также хорошо известен, я его хочу 
только напомнить. Рассмотрим две траектории двух близких лагранжевых 
частиц. Траектория каждой такой частицы задается начальным ее положе-
нием r |t = 0 = a:  

 = , ).
d

t
dt

r v(r  (20) 

Отсюда следует, что вектор δr(a, t), соединяющий две близкие частицы, 
будет подчиняться уравнению  

 
1 ˆ= ( ) [ ] ,
2

d
S

dt

δ δ ⋅∇ ≡ × δ + δr r v Ω r r  (21) 

где Ŝ  есть тензор натяжений, задаваемый прежним выражением (10). Это 
уравнение показывает, что вектор δr прецессирует с угловой частотой 

–Ω/2 и растягивается благодаря ˆ.S  При этом прецессия отсутствует для 
частиц, находящихся на одной вихревой линии ([Ω × δr] = 0), т. е. когда 
уравнение (21) приобретает вид  

 ˆ= .
d

S
dt

δ δr r  (22) 

Оказывается, уравнение для вектора Ω, согласно (1), записывается в 
терминах материальных производных в том же виде, что и (22):  

 ˆ= ( ) .
d

S
dt

∇ ≡Ω Ω v Ω  (23) 

Из этого сравнения сразу следует, что жидкие частицы, находящиеся в 
начальный момент на данной вихревой линии, все время на ней остаются, 
двигаясь вместе со своей вихревой линией. Это и есть свойство вморо-
женности. Благодаря этому у частиц есть только одна степень свободы — 
движение вдоль вихревой линии, но такое движение, согласно (1), не ме-
няет самой завихренности. 

Все это и есть основание для разложения скорости на две компоненты 
по отношению к вектору завихренности: нормальную vn и тангенциаль-
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ную vτ. В этом случае соответствующие формулы (18) и (19) переписыва-
ются как  

 ( ) ,
j

j i
i

a
I J

x

∂
≡ Ω

∂
a  (24) 

 0( ( ) ) ( , )
( , ) = .a t

t
J

⋅∇Ω a r a
Ω r  (25) 

Инвариант (24) представляет собой лагранжев интеграл движения, впер-
вые он был получен О. Л. Коши для трехмерных несжимаемых отображе-
ний (7). Существование этих инвариантов представляет собой локальную 
формулировку теоремы Кельвина о сохранении циркуляции1. Впервые на 
этот факт обратил внимание Р. Салмон [32] (обсуждение этих вопросов 
можно найти в обзоре [25], а также в работе [28]). 

Для сжимаемых отображений (13), определяемых vn, формула (24), а 
также соотношение (25) были найдены в работе В. П. Рубана и автора [27] 
и позже в работе автора [28]. Уравнения (25) и (13) вместе с определением 
завихренности  

 = rot , div = 0rΩ v v  (26) 

образуют замкнутую систему уравнений, которая представляет собой час-
тично проинтегрированное уравнение Эйлера. Эти уравнения разрешены 
относительно бесконечного числа лагранжевых инвариантов — инвариан-
тов Коши, что весьма важно с точки зрения численного исследования кол-
лапса, особенно важно держать постоянным инвариант при приближении 
к точке коллапса. 

Такое представление уравнений Эйлера получило название представ-
ления вихревых линий (ПВЛ). В уравнениях ПВЛ главным объектом яв-
ляются вихревые линии, нормальная компонента скорости vn привязана к 
вихревой линии и описывает ее движение. 

Опрокидывание вихревых линий 

Мы подошли к самому интересному — опрокидыванию вихревых ли-
ний. Нужно сказать, что это до сих пор предположение, из которого, одна-
ко, можно многое извлечь и затем сравнить с существующими численны-
ми экспериментами. Это предположение основано на нашей интуиции и 
на тех знаниях, которые нам известны из газодинамики. 

                                                 
1 Интересная историческая справка: Кельвин доказал свою теорему пример-

но двадцать лет спустя после того, как Коши нашел инварианты (все эти даты 
можно извлечь из классической книги Г. Лэмба «Гидродинамика» [33]). 
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Итак, давайте будем предполагать, что якобиан J обращается в нуль за 
конечное время. Сразу отметим, что такое не всегда возможно. Очевидно, 
что в двумерной гидродинамике якобиан фиксирован, равен единице, по-
скольку в этом случае скорость совпадает с нормальной компонентой. 
Такая же ситуация возникает для трехмерных цилиндрически-сим-
метричных течений с нулевой угловой компонентой скорости. Именно в 
этом случае Э. Майда [34] доказал, что решение остается регулярным во 
все моменты времени. Иными словами, опрокидывание вихревых линий, 
если, конечно, оно существует, — 
это сугубо трехмерное явление. 

Рассмотрим уравнение J(a, t) = 0 
и выделим только положительные 
решения этого уравнения: t = 
= ( ) > 0.t a  Минимум функции ( )t a  

будет определять время 0t =  

= min ( )a t a  и соответствующую 

этому минимуму точку a = a0, где 
впервые возникнет опрокидывание. 
Геометрически это соответствует 
касанию вихревых линий (рис. 3). 
Вблизи минимальной точки a = a0 якобиан J в ситуации общего положения 
имеет следующее разложение:  

 0( , ) = ( ) ,ij i jJ a t t t a aα − + γ Δ Δ  (27) 

где константа α > 0, тензор γij положительно определен, Δa = a – a0. Это 
разложение, которое мы будем называть условием выпуклости, аналогич-
но разложению для восприимчивости в теории Ландау фазовых переходов 
второго рода. Для фазовых переходов t — температура, t0 — температура 
фазового перехода, а Δa — параметр порядка. Сразу из разложения (27) 
для завихренности получается автомодельная асимптотика:  

 
00

01/2

( ( ) ) |
( , ) = , = , = .

( )
a a

ij i j

t t t
⋅∇ Δη τ −

τ α + γ η η τ

Ω a r aΩ r  (28) 

Отметим, что эта асимптотика является предельной, если учитывать кри-
терий Била — Като — Майда [36]. Этот критерий гласит:  

0

для коллапсирующих решений,
| | = .max

< для неколлапсирующих решений

T

r
dt

∞ 
 ∞  Ω  

Подстановка (28) в этот критерий дает при T → t0 логарифмическую рас-
ходимость интеграла. При T < t0 интеграл в (29) конечен, и поэтому в со-
ответствии с этим критерием решение для всех времен t < T сохраняет 

Рис. 3. Схема касания вихревых линий
 

a0 — точка касания 
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свою первоначальную гладкость, что является основанием для разложения 
якобиана (27) и соответственно для (28). 

 

 
Рис. 4. Схематическое поведение поверхности J = J(a, t) в разные моменты време-
ни при t ≤ t0. Поверхность J = J(a, t) > 0 при своей деформации в момент t = t0 
впервые касается плоскости J = 0. В ситуации общего положения такое касание 
имеет место в отдельной точке, и оно квадратично  

 
Таким образом, исходя из самых простых соображений, мы пришли к 

автомодельному закону (28). При этом все направления в (28) выглядят 
равноправно, т. е. по каждому из направлений Δai сжимается пропорцио-
нально τ1/2. Ниже покажем, что такое поведение специфично для вспомо-
гательного пространства — пространства лагранжевых маркеров. В физи-
ческом пространстве возникает неравноправие направлений. 

Автомодельные асимптотики в физическом пространстве 
Чтобы почувствовать эту разницу, достаточно обратиться к одномер-

ной ситуации, или, говоря на языке теории катастроф, к одномерной 
складке, когда  

 2= .
x

J a
a

∂≡ ατ + γ
∂

 (29) 

Здесь для простоты начало координат помещено в точку a = a0. 
Такая зависимость якобиана (29) в точности соответствует поведению 

вблизи точки опрокидывания для одномерной газодинамики пыли, когда 
давление равно нулю:  

 = 0.
v

v
t x

∂ ∂+
∂ ∂
v

 (30) 

В этом случае уравнение просто интегрируется, решение записывается в 
неявном виде:  

t0 > t1 > t2 > t3 
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 0 0= ( ), = ( ) ,v v a x a v a t+   

откуда следует, что якобиан J как функция a и t является линейным отно-
сительно времени t. При этом плотность пыли n = n0/J и градиент скорости 

0/ = ( ) /v x v a J′∂ ∂  приобретают сингулярность в точке опрокидывания. 

Интегрирование уравнения (29) приводит к кубической параболе  

 31
= ,

3
x a aατ + γ  (31) 

откуда следует, что сжатие области вблизи особенности в физическом 
пространстве происходит значительно быстрее, x ~ τ3/2, чем во вспомога-
тельном — пространстве лагранжевых маркеров, где a ~ τ1/2. При τ = 0 
(в момент возникновения особенности) x ~ a3 или a ~ x1/3. В результате 
якобиан J в момент опрокидывания ведет себя как J ~ x2/3, соответственно 
плотность и градиент скорости приобретают особенность n ~ ∂v/∂x ~ x–2/3. 
Интересно отметить, что получилась та же самая степень –2/3, что и для 
завихренности в теории Колмогорова (4). Далее будет показано, что это 
совпадение не случайное — оно возникает для самой завихренности после 
соответствующего перехода из вспомогательного пространства к физиче-
ским переменным r. 

В трехмерном случае якобиан J — определитель матрицы Якоби — 
представляет собой произведение собственных значений, и поэтому обра-
щение якобиана J = λ1λ2λ3 → 0 означает, что в ситуации общего положения 
одно из собственных значений, скажем λ1, стремится к нулю 
(λ1 → 0), а два других стремятся к константе: λ2, λ3 → const ≠ 0. Отсюда 
следует, что вблизи точки опрокидывания для завихренности возникают 
два разных типа автомодельностей: 

1) вдоль «мягкого» направления, соответствующего направлению оп-
рокидывания (λ1 → 0), x1 ~ τ3/2, что подобно формированию одномерной 
складки; 

2) вдоль двух «жестких» (λ2, λ3) направлений x2,3 ~ τ1/2. 
Таким образом, распределение завихренности Ω оказывается сильно 

анизотропным:  

 3
1/2 3/2

1
= , ,

x xα 
 τ τ τ 

Ω G  (32) 

имеющим при τ → 0 блинообразную форму с сильно различающимися 
масштабами — форму, типичную при образовании протогалактик [37].  
С приближением к точке опрокидывания τ = 0 завихренность приобретает 
сильно анизотропную сингулярность. Основная зависимость Ω при τ → 0 

связана с направлением опрокидывания x1: 
2/3
1 , = const,x≈Ω b b т. е. за-

вихренность имеет степенное поведение с колмогоровским индексом 2/3! 
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Эта зависимость реализуется всюду, за исключением малых областей 

между двумя кубическими параболоидами: 3 3
1< < .cx x cx⊥ ⊥−  В этой узкой 

области завихренность ведет себя как 2
1 .x⊥≈Ω b В колмогоровской облас-

ти (рис. 5) завихренность может быть оценена как 1/3 2/3
1 ,P xΩ  где 

3 2
0P LΩ  имеет смысл потока энергии, а 1/2.L −γ   

 
Формула (32) позволяет определить поведение скорости в окрестности 

точки опрокидывания. Введем локальную систему координат, поместив ее 
начало в точку максимальной завихренности. Пусть ось x̂  направлена 
вдоль Ωmax, ось ẑ  перпендикулярна вихревому слою, и соответственно ось 
ŷ  лежит в плоскости этого слоя. 

Согласно точному уравнению для Ωmax, которое непосредственно сле-
дует из (1),  

 max

max

1
= ,xd v

dt x

Ω ∂
Ω ∂

  

легко получить, что в точке максимума завихренности max=r r  

 
0= max

1
= .x

r r

v

x t t

∂
∂ −

  

Поскольку x ∝ (t0 – t)1/2, то продольная (||Ωmax) компонента скорости ока-

зывается растущей при t → t0 как 1/2
0( ) .xv t t −∝ −  При малых x эта компо-

нента скорости растет линейно с x, vx ≈ (t0 – t)–1x, при бóльших x насыщает-
ся на масштабе порядка (t0 – t)1/2. Важно, что данная компонента скорости 
параллельна завихренности и по этой причине не оказывает обратного 
влияния на завихренность. 

Появление бесконечно больших значений параллельной компоненты 
скорости обязано сжатию области повышенной завихренности в z-направ-
лении. Соответствующая компонента скорости может быть определена из 
условия несжимаемости:  

Рис. 5. Характерные области 
поведения завихренности в 
момент опрокидывания
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Именно эта компонента скорости обеспечивает сжатие области повышен-
ной завихренности до тонкого вихревого слоя. Компонента мала, стремит-
ся к нулю при t → t0, а y-компонента скорости определяет завихренность 

max .yv zΩ ≈ ∂ ∂  Отсюда нетрудно получить, что 1/2
0( ) .yv t t−  При этом 

другая, z-компонента дает малый вклад в Ωmax — порядка единицы. 

Численный эксперимент 

Численные эксперименты по наблюдению коллапса в гидродинамике 
ведутся уже на протяжении двадцати лет. Первая публикация на эту тему  
датируется 1992 годом [38]. В 1993 году Р. Керром были опубликованы 
наиболее интересные результаты по коллапсу [39], где наблюдался кол-
лапс двух антипараллельных вихревых филаментов. Такая конфигурация 
неустойчива из-за тенденции к пересоединению, благодаря неустойчиво-
сти Кроу [40]. Большие значения завихренности появлялись в коре фила-
ментов, т. е. неустойчивость Кроу в этом случае, по-видимому, только 
способствует коллапсу. В эксперименте Керра, а также последующих — 
Р. Пелца [41], О. Боратава и Р. Пелца [42], Р. Грауэра, К. Марлиани и 
К. Гермашевского [43] поведение завихренности вблизи точки коллапса 
хорошо укладывалось на зависимость (t0 – t)–1, что согласуется с разложе-
нием (28). Что касается пространственной структуры, то здесь имеются 
только качественные свидетельства. В численных экспериментах [44] 
(1992) было показано, что для случайных начальных условий, а также на-
чального условия в виде вихря Тейлора — Грина распределения завих-
ренности эволюционируют к тонкому вихревому слою с высокой величи-
ной завихренности. Авторы этой работы, однако, считают, что рост завих-
ренности имеет не степенное поведение, а экспоненциальное. Следует 
отметить также результат [45] (1991) по наблюдению блинообразной 
структуры для цилиндрически симметричных течений в присутствии не-
нулевой угловой компоненты скорости. Во всех этих численных экспери-
ментах фиксировалось в основном поведение завихренности, не было вы-
яснено, какова пространственная структура коллапсирующей области. 

В 2006 и 2008 годах Т. Хоу и Р. Ли опубликовали две работы [46, 47], 
в которых предприняли попытку повторить численные результаты Керра 
[39]. Главное заключение этих работ состояло в том, что для начальных 
условий Керра [39] авторы не обнаружили коллапса. Основная критика 
работ Керра была связана с численным алгоритмом, используемым в ис-
следовании [39], а именно в процедуре фильтрации высокочастотных шу-
мов, возникающих из-за специфической численной неустойчивости 
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(bottle-neck instability). Критика значительно повлияла на умонастроение 
научного сообщества, занимающегося данной проблемой. 

Несмотря на эту критику, в 2012 году П. Орланди, С. Пироззоли и 
Г. Ф. Карневале опубликовали работу [1], в которой наблюдался коллапс. 
В качестве начального условия были выбраны два вихря Лэмба, двигаю-
щихся навстречу друг другу. Вихрь Лэмба — это точное решение двумер-
ного уравнения Эйлера с дипольным распределением завихренности внут-
ри круга радиуса а:  

 
( )1

0
( )

= sin , если ,
( )

= 0, если > ,

z
o

z

J r
U r a

J a

r a

κ
Ω − κ θ − θ ≤

κ
Ω

  

где U — скорость диполя, κa = 3,8317 — первый положительный нуль 
функции Бесселя J1. Изначально оба вихря Лэмба были повернуты отно-
сительно друг друга на угол π/2. Численные эксперименты имели доста-
точно высокое пространственное разрешение: 10243 и 15363. 

В ходе этих экспериментов было обнаружено:  
• завихренность обращалась в бесконечность по закону (t0 – t)–1;  
• размер коллапсирующей области сокращался как (t0 – t)1/2;  
• компонента скорости, параллельная завихренности в максимальной 

точке, вела себя как (t0 – t)–1/2;  
• область максимальной завихренности представляла собой вихревой 

слой.  
Как видно, данные результаты полностью укладываются в приведен-

ную выше теорию и свидетельствуют в пользу того, что наблюдаемый 
коллапс представляет собой опрокидывание вихревых линий. Единствен-
ный вопрос, который остается открытым, это процесс формирования вих-
ревых слоев, который, как предсказывает теория, является наиболее быст-
рым и по этой причине несет определенную трудность для численного 
эксперимента, в частности для определения временного скейлинга форми-
рования вихревого слоя. 

Следует отметить, что все без исключения рассмотренные выше чис-
ленные эксперименты были основаны на прямом интегрировании уравне-
ний Эйлера, т. е. на дискретизации уравнения Эйлера. Ясно, что при такой 
процедуре немедленно теряется бесконечное число интегралов движе- 
ния — инвариантов Коши, которые представляют собой локальную фор-
мулировку теоремы Кельвина о сохранении циркуляции скорости (об этом 
см. [28]). Таким образом, при прямом численном интегрировании уравне-
ний Эйлера можно надеяться на приближенное сохранение циркуляции по 
большому контуру, но не вблизи коллапсирующей области. Представле-
ние вихревых линий в этом смысле лишено этого недостатка — уравнения 
ПВЛ разрешены относительно инвариантов Коши, поэтому при числен-
ном интегрировании уравнений ПВЛ инварианты Коши сохраняются ав-
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томатически. Второй важный момент уравнений ПВЛ состоит в том, что 
появление особенности прямо связано с опрокидыванием вихревых линий. 
Численный алгоритм, основанный на представлении вихревых линий, был 
реализован в работах [48, 49]. Несмотря на недостаточно высокое про-
странственное разрешение (число точек — 1283), было показано, что кол-
лапс имеет место благодаря обращению якобиана в нуль. 

На рис. 6 представлена зависимость минимального (по пространству) 
значения якобиана как функция времени. Начальные условия выбирались 
случайными, т. е. задавались в виде спектра, сосредоточенного в области 
малых k. Лучшее временное разрешение при t → t0 показывает, что min J 
обращается в нуль по линейному закону (рис. 7).  

 

 
Рис. 6. Зависимости минимального якобиана (слева) и 1

max
−Ω  (справа) от времени 

 

Рис. 7. Поведение min J при t → t0 

Помимо этого в работах [48, 49] показано, что коэффициенты +γij в 
разложении якобиана (27) при приближении к точке коллапса практически 
не зависели от времени. Тем самым в численном эксперименте была про-
верена справедливость разложения (27). Если это действительно так, то из 
этого следует, что формирование особенности происходит благодаря оп-
рокидыванию вихревых линий. 



116 

Заключение 
Результаты этой статьи показывают, что коллапсы играют принципи-

ально важную роль в формировании спектров развитой гидродинамиче-
ской турбулентности. Как мы видели, даже в двумерной турбулентности, 
где процесс образования особенности за конечное время запрещен, а име-
ется только тенденция к этому, квазисингулярности в виде резких гради-
ентов завихренности вносят основной вклад в формирование спектров 
колмогоровского типа — спектров Крейчнана. То обстоятельство, что в 
трехмерной гидродинамике при опрокидывании вихревых линий возника-
ет особенность колмогоровского типа, указывает, что оба явления — кол-
лапс, как процесс опрокидывания вихревых линий (который еще не до 
конца изучен), и колмогоровский спектр — тесно связаны между собой. 
Они характеризуют наиболее ярко развитую гидродинамическую турбу-
лентность. 
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АВТОВОЛНОВЫЕ ЯВЛЕНИЯ 
В ТРАНСПОРТНЫХ СИСТЕМАХ 
ПЕРИСТАЛЬТИЧЕСКОГО ТИПА 

О. А. Дудченко, Г. Т. Гурия 

Введение 
Изучение механизмов пространственно-временной самоорганизации в 

биологических системах является одной из главных задач современной био-
логической физики. Успехи, достигнутые в ее решении за последние пять-
десят лет, в значительной степени связаны с применением математических 
моделей, методов и подходов нелинейной динамики. В этой связи достаточ-
но вспомнить классические работы Н. Винера и А. Розенблюта [1], А. Тью-
ринга [2], А. Ходжкина и Э. Хаксли [3], А. Гирера и Г. Майнхарта [4]. 

Перистальтика — волнообразное сокращение стенок полых трубчатых 
органов, обеспечивающее транспорт во многих биологических систе- 
мах1 — один из наиболее ярких, но мало изученных примеров пространст-
венно-временной самоорганизации в биологии. В настоящей статье пред-
принята попытка восполнить пробелы в понимании механизмов, управ-
ляющих перистальтическим транспортом, подойдя к вопросу c позиций 
теории автоволновых процессов. 

В пользу справедливости гипотезы об автоволновой природе пери-
стальтического прокачивания 2 свидетельствуют многочисленные экспе-
рименты по «запуску» перистальтики в изолированных биологических 
препаратах [6, 7, 22—29]. Анализ этих экспериментов позволяет сделать 
следующие качественные выводы: 

1) координация перистальтических сокращений осуществляется глав-
ным образом автономно, без участия центральной нервной системы; 

2) скорость перистальтических волн остается практически постоянной 
на расстояниях, много больше характерной длины волны; 

3) результаты измерений скорости в одном и том же препарате демон-
стрируют хорошую повторяемость и слабо зависят от способа инициации 
перистальтических сокращений; 

                                                            
1К перистальтическим системам относятся органы желудочно-кишечного тракта [5—8], 

лимфатическая и репродуктивная система [9, 10]. Многие животные используют перисталь-
тические механизмы для локомоции [11]. Имеются определенные указания на присутствие 
эффектов перистальтической подкачки в сердечно-сосудистой системе высших животных 
[12, 13]. 

2Термин «перистальтическое прокачивание» используется в настоящей работе как су-
жение более общего термина «перистальтика» для обозначения пропульсивных режимов, 
т. е. режимов, связанных с направленным массопереносом. Математическому моделирова-
нию «перемешивающих» перистальтических сокращений посвящены работы [14—21]. 
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4) физические и химические воздействия (например, промывка фарма-
кологическими препаратами) приводят к (зависящему от дозы) изменению 
скорости перистальтических волн в системе. 

На последнем факте основан один из методов экспериментального ис-
следования побочного действия лекарственных препаратов на органы пе-
ристальтического прокачивания [29]. 

Несмотря на значительный практический интерес к эксперименталь-
ным исследованиям такого рода, до последнего времени было не ясно, 
какие именно параметры транспортной системы определяют значение 
скорости перистальтической волны, а также каков вид зависимости скоро-
сти перистальтических волн от этих параметров. Для ответа на эти вопро-
сы в работе предложена феноменологическая модель перистальтического 
прокачивания, в рамках которой перистальтическая волна трактуется как 
автоволна. 

1. Автоволновая модель 
перистальтического прокачивания 

Ключевую роль в управлении перистальтическими сокращениями, по-
видимому, играет электрическое возбуждение в клетках так называемой 
энтеральной нервной системы (ЭНС). ЭНС представляет собой автоном-
ную систему клеточной коммуникации достаточно сложной архитектуры. 
Детальному исследованию этой архитектуры посвящено в настоящее вре-
мя большое количество исследований (см., например, [30, 31]). Однако 
уже сейчас могут быть выделены следующие принципиально важные 
свойства этой клеточной сети: 

1) электрические и химические синапсы в ЭНС обеспечивают «гори-
зонтальный» перенос электрического сигнала между клетками сети; 

2) сопряжение между электрическими процессами и механической ре-
акцией мышечной клетки не является односторонним: специальные меха-
норецепторные клетки ЭНС могут приводить к изменению электрической 
активности при изменении ее напряженно-деформированного состояния. 

Перечисленные выше «базовые» свойства легли в основу предлагае-
мой в работе математической модели. Согласно положениям модели 
«включение» активных компонентов стенки — ее сократительного аппа-
рата — происходит в ответ на локальное электрическое возбуждение в 
ЭНС. Возникающее в результате активное мышечное усилие вносит вклад 
в напряженно-деформированное состояние стенки сосуда наряду с «пас-
сивной» линейной упругостью. 

Клеточные структуры ЭНС представлены в рамках модели цепочкой 
диффузионно-связанных возбудимых элементов. При этом каждый из воз-
будимых элементов полагается охваченным петлей механоэлектрической 
обратной связи. 
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Распространение перистальтической волны рассматривается в одно-
мерном приближении. Основные уравнения модели имеют вид 
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Уравнение (1) описывает связь между распределением давления 
( , )p p z t=  и деформацией стенки ( , )z tε = ε  в области применимости до-

пущений теории смазки к течению в просвете сосуда [32]. На рис. 1 про-
филь сосуда описывается функцией ( , )R R z t= , распределение давления 
внутри сосуда задается функцией ( , )i ip p z t= . Связь между { , }ip R  и пере-

менными { , }p ε  модели задается следующими соотношениями: 

( )0 0/R R Rε = − , 0 0(1 / )i ep p p h R= − + . На рис. 1 0R , 0h  — радиус и толщина 

сосуда в ненапряженном состоянии (при отсутствии стимуляции), ep — 

внешнее давление (ре = const). 
 

 
Рис. 1. Схематическое изображение перистальтирующего сосуда 

 
Уравнение (2), отражающее реологические свойства стенки сосуда, 

следует из стандартной эмпирической модели активной мышечной ткани 
[33]. Для перехода от напряжений и деформаций стенки к внутрисосуди-
стому давлению p  и деформации профиля ε  используется допущение 

о малой толщине стенки сосуда, уравнение Лапласа, а также предположе-

 = const 
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ние о несжимаемости материала стенки [34—36]. Параметры sτ , cτ  в 

уравнении (2) определяют характерные времена релаксации напряжений и 
деформаций материала стенки. Параметр E  является мерой жесткости 
стенки сосуда ( 0 0/E Yh R , где через Y  обозначен модуль Юнга материа-

ла стенки). 
Слагаемое ( )ap u , отражающее влияние сократительного аппарата 

стенки на напряженно-деформированное состояние сосуда, полагается (в 
первом приближении) линейно зависящим от феноменологической пере-
менной и, отражающей уровень электрического возбуждения стенки: 

 ( )ap u u= ϒ , constϒ = . (5) 

Уравнения (3)—(4), описывающие процесс передачи электрического 
сигнала вдоль сосуда, представляют собой модификацию известных урав-
нений Фитц-Хью — Нагумо [37, 38]. 

Кубический член ( ) ( )( 1)thrf u u u u u= −β − − , 0β > , 0 1thru< < , опреде-

ляет автокаталитический характер наработки u. Уравнение на v  линейно, 
причем для параметров κ  и δ  справедливы соотношения 0κ > , 

( )20 4 (1 )thru< δ < β − . 

Диффузионный член в уравнении (3) для электрического «активатора» 
сократительной реакции u  отражает процессы «горизонтальной» синап-
тической передачи возбуждения по сети электрически активных клеток 
стенки перистальтирующего сосуда. Наличие механочувствительных эле-
ментов в цепи управления сокращениями отражено с помощью включения 
токового члена ( )I ε  в уравнение (3) модели: 

 ( )I ε = αε , constα = . (6) 

2. Анализ уравнений модели 
Численное исследование уравнений модели (1)—(6) показывает, что 

при определенных значениях управляющих параметров может иметь ме-
сто формирование и распространение самоподдерживающихся волн де-
формации профиля сосуда. Характеристики этих волн — скорость распро-
странения, амплитуда, форма и т. д. — в установившемся режиме являют-
ся постоянными и не зависящими от особенностей постановки начальных 
условий задачи. 

Проведя обезразмеривание уравнений (1)—(6), нетрудно показать, что 
анализ условий существования решений в описанной выше системе пред-
полагает численное картирование 8-мерного пространства управляющих 
параметров. Иными словами, численное решение такого рода задачи явля-
ется достаточно сложной и громоздкой процедурой. 
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В то же время, как показывает практика [39—42], нередко качествен-
ное представление о характере решения и области его существования 
можно получить аналитически, проанализировав кусочно-линейную ап-
проксимацию задачи. 

2.1. Кусочно-линейное приближение 

Заменим кубический полином в уравнении (3) на функцию ( )f u =  

( )( )thru H u u= −β − − , где ( )H u  — функция Хевисайда, и линеаризуем 

уравнение (1), ограничившись рассмотрением волн малой амплитуды. 
Соотношение (1) после перехода к автомодельной переменной имеет 

вид 

( )2 4
016 (1 ) (1 ) .V R p ′′ ′− μ + ε ε = + ε  

Проинтегрировав его с учетом граничных условий { , } {0,0}p′ ε →  при 

ξ → ±∞  (см. (12)), после преобразований получим 
2 4
016 (1 ) (1 / 2)V R p′− μ ε = + ε + ε . 

Из разложения правой части полученного соотношения по степеням ε  в 
окрестности 0ε =  видно, что гидродинамическое уравнение (1) допускает 
линеаризацию при рассмотрении волновых решений с | | 2 / 7ε  : 

2 4 2 2
0 0(1 ) (1 / 2) (1 7 / 2 ( ))R p R p O′ ′+ ε + ε = + ε + ε . 

Осуществляя переход к автомодельной переменной z Vtξ = −  ( 0V > ) 

и обезразмеривая полученные уравнения, получим: 

 V p′ ′′− ε =   , (7) 

 ( )s cp V p E V u′ ′− τ = ε − τ ε +        , (8) 

 ( )thrVu u H u u Du v′ ′′− = ε − + − + −       , (9) 

 ( )Vv u v′− = κ − δ    . (10) 

(С помощью штриха обозначено дифференцирование по переменной ξ ). 

Безразмерные величины, введенные в (7)—(10), определяются соотноше-
ниями 
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В качестве «базовой» рассмотрим задачу о распространении одиноч-
ной самоподдерживающейся перистальтической волны по исходно нена-
пряженному недеформированному сосуду ( 0p u vε = = = ≡    ). Полагая 

длину перистальтической волны малой по сравнению с длиной транспорт-
ного сосуда, сформулируем граничные условия для такой задачи в виде 

                   { , , , , , } {0,0,0,0,0,0}p p u u v′ ′ε →      при ξ → ±∞ .   (12) 

Условия (12) по принятой в теории активных сред классификации со-
ответствуют промежуточно-асимптотическому решению типа «бегущий 
импульс» [43]. Нетрудно видеть, что порядок системы (7)—(10) меньше, 
чем количество граничных условий, определяемых соотношением (12), т. 
е. мы имеем задачу на собственные значения [44]. 

Процедура поиска решений кусочно-линейных задач на собственные 
значения такого типа неоднократно описывалась в литературе (см., на-
пример, [39, 42]). Применение этой процедуры к задаче (7)—(10), (12) 
сводит вопрос о существовании перистальтических автоволн к вопросу о 
существовании решений системы двух трансцендентных уравнений: на 
скорость волны и длину сокращающегося участка. Эти же уравнения оп-
ределяют (в неявном виде) зависимость скорости перистальтической вол-

ны от параметров задачи { , , , , , , }s c thrE u Dτ τ κ δ     . 

Отметим, что задача (7)—(10), (12) при перечисленных выше парамет-
рах имеет два решения. На рис. 2 приведено решение с большим стацио-
нарным значением скорости ( 0,9).V =  Можно показать, что второе реше-

ние — с меньшим значением скорости — является неустойчивым. 

 

 
Рис. 2. Типичное решение кусочно-линейной задачи 

при 0,sτ =  0,cτ =  0,8,E =  0,3,thru =  0,D =  0,05,κ =  0,01δ =  
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2.2. Асимптотический анализ: 
явные уравнения для скорости перистальтической волны 

Асимптотическое исследование описанной выше кусочно-линейной 
задачи позволило получить ряд явных формул для установившихся значе-
ний скорости перистальтической волны (см. таблицу). Формулы получены 
в так называемом сильнорелаксационном приближении [43, 45]: характер-
ные времена изменения восстанавливающей переменной v  полагаются 
большими по сравнению с характерными временами изменения других 
переменных задачи3. 

Асимптотические формулы для скорости распространения  
самоподдерживающихся перистальтических волн 

№ Предел4 
Безразмерная скорость 
перистальтической 

волны 

Область существования 
решения 

1 
( ) 0I ε → , 

0D ≠  
SV D= γ  , 

( ) 21 2 /thr thr thru u uγ = − −    
1 / 2thru <  

2а 

0D → , 
( ) 0I ε ≠ , 

,s c uτ τ τ  
1HEV E E= − + γ    ( )1 /thr thrE u u< −    

2б 

0D → , 
( ) 0I ε ≠ , 

,u s cτ τ τ  ( )
2

2

ˆ

ˆ ˆ2 2 1
1 1 1

ˆ

HE
s

с с

s s thr

E
V

Eu

= ×
τ

 τ τ× − ± − + − τ τ 




  

ˆˆ /c cE Eτ = τ  , ˆ 1E E= +  

{ }ˆ 1thrEu <   

( ){ }2ˆˆ2 / 1 1 1 /с s thrEuτ τ < − − 

3 

0E → , 
( ) 0I ε ≠ , 

0D ≠ , 

,s c uτ τ τ  

2 2/ 2 / 4S HE SV V V VΣ = + +     ∀ 5 

 

                                                            
3 Формально принимается 0.κ ≡  
4 Предельные соотношения сформулированы в терминах системы (1)—(6). 
5 Формула для VΣ

  формально применима при 1 / 2thru >  ( SV D= γ   в этом случае сле-

дует положить отрицательным). 
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Анализ рассмотренных в работе предельных случаев позволяет сде-
лать вывод, что в основе самоорганизации перистальтических движений 
лежат, как минимум, два принципиально различных механизма простран-
ственной координации сокращений, которые для образности мы далее 
будем называть «синаптический» и «гидроупругий». 

В системах с доминирующим синаптическим механизмом определяю-
щее значение для пространственной координации сокращений имеет синап-
тическая передача сигнала по сети клеток ЭНС. Влиянием напряженно-
деформированного состояния стенки сосуда на электрический сигнал при 
этом можно пренебречь (асимптотический предел 1: ( ) 0I ε → , 0D ≠ ). 

В системах с доминирующим гидроупругим механизмом (асимптоти-
ческие пределы 2а и 2б: 0D → ) пространственное сопряжение обеспечи-
вает гидродинамическое уравнение (1) (или уравнение (7) в линеаризован-
ной задаче). Ключевую роль в координации сокращений по гидроупруго-
му механизму играет механорецепция ( ( ) 0I ε ≠ )6. 

Перечисленные механизмы могут рассматриваться как независимые, 
т. е. каждый из них, в принципе, способен обеспечить самоподдерживаю-
щееся распространение перистальтических волн даже в отсутствие функ-
циональной координации сокращений по второму механизму. Избыточ-
ное, на первый взгляд смешанное, синапто-гидроупругое управление (ха-
рактерное, по всей видимости, для большинства биологических транспорт-
ных систем) может быть понято в контексте теории эволюции [47, 48]. 

Представление о том, как эти механизмы дополняют друг друга в слу-
чае смешанной синапто-гидроупругой координации, дает рассмотренный 
в работе асимптотический предел 3. Формула для скорости VΣ  в этом слу-

чае может быть выражена через SV  и HEV  — значения скорости пери-

стальтических волн, которые установились бы в рассматриваемой системе 
при функционировании только синаптического и только гидроупругого 
механизма соответственно. Отметим также, что вид формулы для VΣ

  не 

меняется при переходе к размерным значениям скорости VΣ , SV  и HEV . 

Анализ формулы для VΣ  позволяет предположить, что определяющим 

для величины скорости распространения в системе с избыточным управ-
лением является механизм, обеспечивающий наиболее высокую скорость 
волны: при S HEV V  получим SV VΣ ≈ , и наоборот — при HE SV V  полу-

чим HEV VΣ ≈ . Численные исследования подтверждают справедливость 

этого предположения в широком диапазоне значений параметров системы, 
в том числе вне рассмотренного асимптотического предела. 

                                                            
6 См. подробное обсуждение предельных случаев 1 и 2 в работе [46]. 
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3. Обсуждение результатов 

Основной целью настоящей работы было выяснение характера зави-
симости скорости перистальтической волны от параметров, определяю-
щих функциональное состояние транспортной системы. Рассматривались 
следующие ключевые параметры: вязкость прокачиваемой жидкости, гео-
метрические размеры сосуда, механические свойства сосудистой ткани, а 
также параметры, характеризующие электрические свойства управляю-
щих нервных структур (интенсивность электромеханического и механо-
электрического сопряжения, способность к «горизонтальной» синаптиче-
ской передаче, возбудимость). Было выделено 7 безразмерных комбина-
ций параметров, определяющих значение скорости. 

В рамках предложенной в работе модели перистальтические волны 
интерпретировались как самоподдерживающиеся волны (автоволны типа 
бегущего импульса) локальной деформации профиля сосуда, сохраняю-
щие свои характеристики постоянными за счет локального высвобожде-
ния энергии сократительным аппаратом стенки сосуда. Поиск значения 
скорости сводился к решению задачи на собственные значения. 

Представленная в работе модель тесно связана с другими автоволно-
выми моделями транспорта в живых каналах. К ним относятся, например, 
модели медленных электрических волн в желудочно-кишечном тракте 
(см., например, работы [14—21]), автоволновые модели миокарда [1, 49—
53], модели течения крови в микрососудах с нелинейной реологией [54—
57], модели распространения кольцевой перетяжки по поверхности опло-
дотворенной яйцеклетки [58], а также модели самоорганизации амебоид-
ной подвижности протоплазмы [59—61]. 

3.1. Некоторые ограничения модели 
Модель может рассматриваться как объединение трех отдельных мо-

делей-компонентов: течения жидкости, динамики стенки и электрических 
процессов в управляющих нервных структурах. Каждая из компонент ис-
пользовалась ранее для описания соответствующих аспектов перистальти-
ческого прокачивания (см., например, работы [20, 32, 34, 36]). Попытка 
интегрировать эти компоненты в единое замкнутое описание предприни-
мается, насколько нам известно, впервые. 

Границы применимости, преимущества и недостатки моделей-
компонентов неоднократно обсуждались ранее. Так, вопрос о пригодности 
допущений теории смазки для описания перистальтических течений под-
робно рассматривается в работах [32, 34, 36]. Использование эмпириче-
ских моделей для описания динамического поведения мышечной ткани 
обсуждается в общих руководствах [62, 63], применение уравнений типа 
Фитц-Хью — Нагумо для моделирования возбудимых биологических 
сред  — в книгах [43, 51]. Использование безынерционного приближения 
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в задачах описания перистальтического прокачивания обсуждается в ра-
ботах [34, 36]. 

Допущение о малой толщине стенки сосуда принимается в работе в 
качестве первого приближения, учитывающего только самые грубые об-
стоятельства и факты, влияющие на перистальтический перенос. Из тех же 
соображений пренебрегли зависимостью активного напряжения ра от де-
формации и скорости деформации [36], а также не анализировали зависи-
мость процессов мышечной релаксации от особенностей механического 
состояния стенки сосуда [24]. 

Настоящая работа ограничена рассмотрением одиночных перисталь-
тических волн в сосудах, наполненных однофазными ньютоновскими 
жидкостями. К системам, наиболее близко соответствующим проанализи-
рованному нами случаю, относятся, по-видимому, мочеточник и пищевод. 
Предложенная в работе модель с легкостью может быть использована для 
описания и анализа периодических последовательностей перистальтиче-
ских волн — типичного явления в таких органах, как кишечник, фалло-
пиевы трубы и некоторые другие [6, 7, 22, 64]. 

Определенный интерес представляет анализ перистальтического 
прокачивания материалов с более сложными реологическими свойствами, 
чем рассмотренные в настоящей работе [65, 66]. Все большее значение при-
обретает также изучение особенностей перистальтического про-качивания 
недеформируемых объектов, в частности, в связи с внедрением так назы-
ваемых умных таблеток [67]. Охват более широкого спектра реологических 
свойств прокачиваемого материала и учет зависимости мышечной релакса-
ции от механических процессов в стенке сосуда представляются нам наибо-
лее перспективными направлениями развития модели. 

Допущение о малости деформаций профиля, позволяющее линеаризо-
вать «гидродинамическое» уравнение (1), сделано для перехода к анали-
тически разрешимой версии модели. Специально проведенное численное 
исследование нелинейной системы (1)—(6) показало, что линеаризация не 
меняет качественных особенностей решения. 

Кусочно-линейная аппроксимация реакционного члена ( )f u  в уравне-

нии (3) модели также использована для перехода к аналитически разрешимой 
версии модели. Опыт использования такого рода аппроксимации для анализа 
самых разных нелинейных задач свидетельствует о широкой применимости 
полученных с ее помощью аналитических результатов [39, 40, 42]. 

Необходимо, однако, отметить, что использование разрывной аппрок-
симации для ( )f u  приводит в явно разрешимых асимптотических преде-

лах (см. таблицу) к решениям с разрывными ( )′ε ξ  и ( )ε ξ . Строго говоря, 

это означает, что при приближении к области параметров, соответствую-
щей аналитически разрешимым предельным случаям, мы выходим (ло-
кально, в окрестности точки сращивания решений) за рамки применимо-
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сти допущений модели (в частности, теории смазки и тонкостенного при-
ближения). 

Сравнение значений скорости, полученных с использованием разрыв-
ной аппроксимации, со значениями, реализующимися в численных экспе-
риментах при использовании кубической функции ( )f u , показывает, что 

явные асимптотические формулы, приведенные в таблице, дают, тем не 
менее, хорошую оценку для скорости перистальтической волны в широ-
ком диапазоне значений параметров нелинейной задачи. Другими слова-
ми, величина скорости перистальтической автоволны (в отличие от ее 
профиля) представляется малочувствительной к использованным разрыв-
но-аппроксимационным упрощениям. 

3.2. Потенциальные практические приложения 
Полученные в работе явные соотношения для скорости перистальти-

ческой волны (см. таблицу), по-видимому, могут быть использованы в 
клинической практике для оценки влияния фармакологических препара-
тов на работу перистальтирующих органов [29]. 

Знание перечисленных выше явных зависимостей также открывает 
дорогу к использованию значения скорости перистальтической волны в 
качестве диагностического критерия. В частности, представляется воз-
можным использовать результаты изменения скорости для оценки меха-
нического состояния транспортной системы (по аналогии с тем, как ис-
пользуются сведения о скорости пульсовой волны для оценки тонуса кро-
веносных сосудов  [68]). Явные формулы для скорости в этом смысле мо-
гут рассматриваться как перистальтические эквиваленты известной фор-
мулы Моэнса — Кортевега для скорости распространения пульсовой вол-
ны [69]. Вопрос о диагностическом потенциале скорости перистальтиче-
ской волны тем более актуален, что неинвазивные методы ее измерения 
уже внедрены в медицинскую практику [70]. 

Представляется интересным провести параллель между пульсовыми и 
перистальтическими волнами еще и в следующей плоскости. Анализ не-
линейных эволюционных уравнений для описания распространения воз-
мущений давления в потоке крови показывает, что пульсовым волнам в 
асимптотическом пределе соответствуют солитонные решения [71—75]. 
Таким образом, пульсовые и перистальтические волны могут рассматри-
ваться как стационарные волны в некотором смысле противоположной 
с точки зрения нелинейной науки природы. В первых нелинейность кон-
курирует в основном с дисперсией, во вторых — с диссипацией в транс-
портной системе7. 

                                                            
7Любопытно, что Джон Скотт Рассел, известный прежде всего как человек, впервые 

описавший уединенную волну трансляции [76], впоследствии получившую название «соли-
тон», еще раньше описал явление, которое на поверку может оказаться феноменом рождения 



130 

Представляется, что выделение двух независимых механизмов коорди-
нации сокращений, полученное в результате асимптотического анализа 
уравнений модели, имеет фундаментальное значение для развития пред-
ставлений об управлении двигательной активностью в перистальтиру- 
ющих органах. Отметим также, что продемонстрированная в работе воз-
можность поддерживать пространственный массоперенос исключительно 
благодаря механическому сопряжению открывает новые возможности для 
развития методов электрической стимуляции перистальтической актив-
ности. 

Применение точечной электростимуляции для лечения острых случаев 
непроходимости перистальтирующих органов известно достаточно давно 
[22]. Точечная стимуляция, однако, не всегда дает удовлетворительные 
результаты [78, 79]. В частности, она не может обеспечить массоперенос в 
протяженных системах с нарушенным синаптическим сопряжением меж-
ду участками сосудистого русла (такого рода нарушения являются типич-
ными, например, при диабете [31]). В этой связи в настоящее время актив-
но развиваются методы стимуляции перистальтической активности на 
основе множественных электродов, соединенных в единую функциональ-
ную систему под управлением микропроцессора [78, 79]. 

Нетрудно видеть в свете изложенных в настоящей работе результатов, 
что от центрального управления в таких системах можно отказаться. Для 
этого достаточно сделать электроды разряжающимися в ответ на растяже-
ние окружающей их мышечной ткани. Представляется, что автономность 
отдельных электродов существенно облегчила бы процесс их импланта-
ции. Еще одним преимуществом такого рода автоматических систем было 
бы функционирование «по требованию», в ответ на появление в окрестно-
сти электродов достаточно больших количеств материала, подлежащего 
трансляции. 

 

                                                                                                                                    
волны второго, «автоволнового», типа. Вот что пишет Рассел об открытии этого явления [77] 
(перевод): «Насколько мне известно, открытие было сделано случайно на малом канале Глаз-
го — Ардроссан. Горячая лошадь, впряженная в лодку Уильяма Хаустона, эсквайра, одного 
из владельцев предприятия, испугалась и понесла, волоча лодку за собой. При этом мистер 
Хаустон, к своему удивлению, увидел, что пенящаяся кормовая волна, которая обычно опус-
тошала берега, исчезла, и судно шло по воде сравнительно плавно, с очень сильно умень-
шенным сопротивлением. М-р Хаустон сумел распознать коммерческое значение этого факта 
для компании и посвятил себя внедрению на этом канале судов, двигающихся с этой более 
высокой скоростью». 

Можно предположить, что сущность явления, описанного в процитированном выше фраг-
менте, состояла в закритическом формировании присоединенного гидродинамического течения 
(присоединенной волны), выталкивающего лодку из воды и, тем самым, уменьшающего испы-
тываемое ею сопротивление (эффект глиссирования). Поддержание течения при этом обеспе-
чивалось «активным элементом» — лошадью, развившей мощность, необходимую для компен-
сации вязких потерь в системе. 



131 

Заключение 
Теоретический анализ механизмов координации сокращений в органах 

перистальтического прокачивания позволяет сделать вывод, что в основе 
самоорганизации перистальтических движений лежат, как минимум, два 
независимых механизма: синаптический и гидроупругий. 

Использование математического аппарата, развитого в теории актив-
ных сред, позволило — по-видимому, впервые — вывести ряд явных со-
отношений, дающих представление о характере зависимости значения 
скорости перистальтических волн от таких параметров, как вязкость про-
качиваемой жидкости, модуль Юнга транспортного сосуда, степень акти-
вации его сократительного аппарата и т. д. 

Полученные в работе явные соотношения для скорости, по-видимому, 
могут быть использованы в клинической практике: в диагностических це-
лях и для оценки влияния фармакологических препаратов на работу пери-
стальтирующих органов. Кроме того, результаты работы могут найти 
применение при конструировании искусственных сосудов и импланти-
руемых систем поддержания моторной функции. 
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ДИСКРЕТНЫЕ МОДЕЛИ В НЕЙРОДИНАМИКЕ: 
ОТ НЕЙРОНА К СЕТИ 

О. В. Масленников, В. И. Некоркин 

Введение 
Моделирование процессов в живых системах с помощью систем с 

дискретным временем имеет достаточно долгую историю. В частности, в 
40-е годы прошлого века Н. Винер и А. Розенблют для моделирования 
процессов распространения импульсов возбуждения в сердечной ткани 
предложили клеточно-автоматную систему. Клеточно-автоматные систе-
мы представляют собой решётки из элементов, каждый из которых имеет 
определённые наборы состояний. Состояния элементов изменяются син-
хронно в дискретные моменты времени в соответствии с одним и тем же 
правилом. В последнее время для исследования кооперативных явлений в 
крупномасштабных нейронных сетях возрастающий интерес вызывает 
новый класс систем с дискретным временем — системы взаимосвязанных 
точечных отображений. В отличие от элементов клеточно-автоматных 
систем состояние точечных отображений изменяется непрерывно, но в 
дискретные моменты времени. Модели в форме точечных отображений 
обладают рядом преимуществ по сравнению с моделями в форме диффе-
ренциальных уравнений. Например, если для воспроизведения колеба-
тельных свойств в системах дифференциальных уравнений требуется, как 
минимум, два измерения, а хаотического поведения — три, то в дискрет-
ном времени и тот и другой тип динамики можно описать в рамках даже 
одномерного отображения. Это преимущество проявляется при моделиро-
вании сложных режимов активности даже отдельных нейронов и в значи-
тельной степени крупномасштабных нейронных цепей, состоящих из 
взаимодействующих между собой различных структурных единиц. На-
пример, для моделирования режима хаотических спайк-бёрстовых коле-
баний, одного из важнейших режимов нейронной активности, с помощью 
систем с непрерывным временем потребуется, как минимум, трёхмерная 
нелинейная система дифференциальных уравнений. С другой стороны, 
известны [1, 2] дискретные модели в форме двумерных точечных отобра-
жений, которые достаточно хорошо воспроизводят режим спайк-
бёрстовых колебаний. Точечные отображения позволяют моделировать и 
многие другие режимы нейронной активности. Например, модель 
Д. Киалво [3] позволяет имитировать режимы так называемой нормальной 
и супернормальной возбудимости и др. Модель Н. Рулькова имеет не-
сколько модификаций [4, 5], одна из которых настроена на воспроизведе-
ние различных спайковых и бёрстовых колебательных режимов, а другая 
способна генерировать так называемые подпороговые колебания, т. е. ко-
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лебания малой амплитуды ниже порога возбуждения. Здесь мы предста-
вим авторскую [6—9] модель нейронной активности в форме двумерного 
точечного отображения и опишем режимы нейронной активности, кото-
рые она воспроизводит. Покажем, что модель является достаточно уни-
версальной и описывает многие режимы нейронной активности. Далее 
представим результаты моделирования, основанного на использовании 
нашей модели нейронной активности, динамики сложной нейронной 
структуры — оливо-мозжечковой системы позвоночных.  

1. Дискретная модель нейронной активности 

Рассмотрим систему точечных отображений [6] следующего вида: 

                       
( ) ( ) ,

( ).

x x F x H x d y

y y x J

= + −β − −
 = + ε −

 
(1а)

(1б)

Здесь переменная x качественно характеризует изменение мембранного 
потенциала клетки, y отвечает за совокупное действие ионных токов (так 
называемая восстанавливающая переменная). Параметр ε определяет ско-
рость изменения переменной y, параметры β, d, J контролируют форму 
генерируемого сигнала. Отметим, что модель основана на дискретной вер-
сии известной в нейродинамике системы Фитц-Хью — Нагумо с кубиче-
ской нелинейностью F(x) и дополнительно введённой ступенчатой функ-
цией Хевисайда H(x):  

1,   0,
( ) ( )(1 ),     ( )

0,   0.

x
F x x x a x H x

x

≥= − − =  <
   (2) 

На рис. 1 качественно показаны изоклины горизонтальных (прямая x = J) и 
вертикальных (кривая y = F(x) – βH(x – d)) наклонов системы (1) на фазо-
вой плоскости (x, y).  

 

Рис. 1. Качественный вид изоклин горизонтальных и вертикальных наклонов 
на фазовой плоскости отображения (1) 
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1.1. Регулярные режимы активности 

Одним из основных свойств нейронов, изначально находящихся в со-
стоянии покоя, является их способность к генерации потенциала действия 
при превышении некоторого порога в результате действия внешнего сти-
мула (свойство возбудимости). Состоянию покоя нейрона в системе (1) 
отвечает устойчивая неподвижная точка O. На фазовой плоскости при 
этом существуют два порога, фактически определяемых неустойчивыми 
инвариантными кривыми W1

u и W2
u (точнее, тонкими слоями, состоящими 

из медленных траекторий, локализованных в окрестности этих инвариант-
ных кривых), где  

W1
u = {(x, y): y = F(x) + ..., Jmin < x < d}, 

W2
u = {(x, y): y = F(x) – β + ..., d < x < Jmax}. 

При действии на систему стимула, которого недостаточно для преодоле-
ния первого порога возбуждения (W1

u), генерации потенциала действия не 
происходит — образуется лишь ответный отклик малой амплитуды 
(рис. 2, а, б (i)). Если амплитуда стимула оказывается достаточной для пре-
одоления второго порога (W2

u), то траектория попадает в область притяже-
ния устойчивой инвариантной кривой W2

s, где W2
s = {(x, y): y = F(x) – β + ..., 

x > Jmax}, и описывает характерную кривую, оканчивающуюся в устойчи-
вой неподвижной точке O. Такому поведению на фазовой плоскости отве-
чает режим генерации одиночного потенциала действия, или спайка 
(рис. 2, а, б (ii)). 

Другой важный режим, который наблюдается в системе, — это подпо-
роговые колебания. На фазовой плоскости ему соответствует устойчивая 
замкнутая инвариантная кривая Cподп (рис. 2, в), рождённая при смене ус-
тойчивости неподвижной точки в результате бифуркации Неймарка —
Сакера. Данные колебания квазисинусоидальной формы (рис. 2, г), кото-
рые происходят ниже порога возбуждения потенциала действия, имеют 
большое значение, в частности, в работе оливо-мозжечковой системы по-
звоночных [10], о которой речь пойдёт далее. 

Ещё один регулярный нейронный режим, воспроизводимый в систе-
ме,  — периодические спайковые колебания. Установлено [6], что одним 
из условий их появления является относительная малость параметра β. 
При этом становятся возможными движения между слоями медленных 
движений, локализованных в окрестности двух устойчивых кривых W1

s 

(W1
s = {(x, y): y = F(x) + ..., x < Jmin}) и W2

s, без изменения направления движе-
ния при прохождении прямой разрыва x = d. В результате на фазовой плоско-
сти формируется устойчивая замкнутая инвариантная кривая Cсп (рис. 2, д), 
соответствующая периодическим спайковым колебаниям (рис. 2, е). 
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Рис. 2. Фазовые портреты (левый столбец) и соответствующие осциллограммы 
(правый столбец) регулярных режимов нейронной активности в модели (1) 
 
В работе [10] показано, что в модели (1), помимо указанных, наблюда-

ется иной тип спайковой активности. При этом на фазовой плоскости об-
разуется разрывный аттрактор Aсп (рис. 2, ж), определяющий колебания 
данной формы (рис. 2, з).  

 

1.2. Хаотические режимы активности 

В работе [6] установлено, что в системе (1) могут существовать раз-
личные хаотические аттракторы. Один из таких аттракторов, Aсп, пред-
ставлен на рис. 3, а, а соответствующий режим нейронной активности — 
на рис. 3, б. В этом режиме потенциалы действия генерируются, переме-
жаясь с подпороговыми колебаниями. Динамический механизм таких ко-
лебаний заключается в том, что в окрестности линии разрыва x = d инва-
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риантная кривая 2
uW  разделяет траектории системы (1) на два потока. 

Первый поток состоит из траекторий, которые совершают движения в ок-
рестности x = d. Второй поток образован траекториями, преодолевшими 

второй порог и движущимися в окрестности кривой 2
sW . В результате та-

кого разделения траектория хаотически переходит из одного потока в дру-
гой, формируя аттрактор Aсп. 

 

 
 

Рис. 3. Фазовые портреты (левый столбец) и соответствующие осциллограммы 
(правый столбец) хаотических режимов нейронной активности в модели (1) 

 
Один из наиболее важных динамических режимов, встречающихся в 

различных нейронных структурах, — это хаотические спайк-бёрстовые 
колебания. В системе (1) данный режим с различными характеристиками 
воспроизводится в широком диапазоне значений параметров. На фазовой 
плоскости ему отвечает релаксационный хаотический аттрактор Aсб 
(рис. 3, в), соответствующие ему колебания приведены на рис. 3, г. В силу 
важности режима хаотических спайк-бёрстовых колебаний подробнее ос-
тановимся на динамическом механизме их установления. 

1.3. Спайк-бёрстовые колебания 

Хаотические спайк-бёрстовые колебания условно можно разделить на 
две фазы — быструю и медленную (см. рис. 3, в, г). Рассмотрим, как про-
исходит формирование таких двухмасштабных колебаний. Пусть сначала 
ε = 0 и, следовательно, переменная y = y0 = const и играет роль параметра в 
уравнении (1а). В зависимости от значения y0 отображение быстрых дви-
жений 

   0( ) ( )x x F x H x d y= + − β − −    (3) 
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может демонстрировать как регулярную, так и хаотическую динамику 
(рис. 4). В случае регулярной динамики единственным аттрактором ото-
бражения (3) является устойчивая неподвижная точка xs. При квазистати-
ческом уменьшении параметра y0 состояние равновесия xs при некотором 
бифуркационном значении сливается с неустойчивой неподвижной точкой 
xu и исчезает (происходит касательная, или седло-узловая, бифуркация).  

 

 
 

Рис. 4. Динамика отображения (1) при различных значениях y0 
 
В случае хаотической динамики отображение (3) действует подобно 

отображению Лоренца и имеет инвариантный интервал, содержащий хао-
тический аттрактор. При квазистатическом увеличении параметра y0 этот 
аттрактор претерпевает внутренние бифуркации, и, наконец, при некото-

ром значении y0 = 0
кру  происходит его граничный кризис [11]: одна из его 

границ сливается с неустойчивой неподвижной точкой xu, и аттрактор раз-
рушается. 

Пусть теперь ε ≠ 0. В этом случае семейство устойчивых неподвижных 
точек отображения (3) образует на фазовой плоскости (x, y) при x < J ус-

тойчивую инвариантную кривую 1
sW . А при x > J семейство одномерных 

хаотических аттракторов образует переходное хаотическое множество. 
Допустим, что в начальный момент времени траектория стартует в окре-

стности кривой 1
sW . Переменная y медленно убывает вдоль этой кривой, а 

переменная x поддерживается в квазиравновесном состоянии в соответст-
вии с уравнениями 

( ),y y x J= + ε −  ( ).y F x=           (4) 



142 

Данная фаза образует медленный регулярный участок двумерного хаоти-
ческого аттрактора, соответствующий пассивной фазе спайк-бёрстовых 
колебаний. 

В окрестности значения y, при котором устойчивая W1
s и неустойчивая 

W1
u кривые сливаются, траектория покидает слой медленных движений и 

попадает в область притяжения переходного хаотического множества. 
Поскольку теперь мы находимся в той части плоскости, где x > J, то пере-
менная y начинает медленно расти. Итерируя отображение (1а) численно, 
можно обнаружить, что хаотические колебания продолжают существовать 

в системе (1) и после значения y0 = 0
кру , соответствующего кризису хао-

тического аттрактора в статическом случае ε = 0 (рис. 5). Следовательно, 
имеет место эффект задержки исчезновения хаотических колебаний1. 
Данная фаза движений образует быстрый хаотический участок аттрактора, 
который соответствует активной фазе или фазе деполяризации спайк-
бёрстовых колебаний. 
 

 
Рис. 5. Траектории на плоскости в стационарном случае (показаны чёрным цве-
том) и одна типичная траектория в динамическом случае, когда переменная y мед-
ленно растёт во времени (серый цвет) 

 
Подробнее остановимся на эффекте задержки исчезновения хаотиче-

ских колебаний.  
Рассмотрим ансамбль траекторий с различными начальными условия-

ми при y < 0
кру , заключенными в пределах инвариантного интервала, гра-

ницы которого определяются значениями b(y0) и c(y0) (см. рис. 5). Изучим 
закономерности выхода траекторий из области хаотических движений при 

                                                 
1
Обратим внимание на то, что в теории динамических бифуркаций [12], т. е. бифурка-

ций, происходящих при медленном «дрейфе» контрольных параметров, эффект задержки 
потери устойчивости в настоящее время изучен лишь для случая регулярных аттракторов 
состояний равновесия и предельных циклов. 

с(y0)

b(y0)

  y0
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медленном увеличении y. При y > 0
кру  критерием выхода из хаотической 

области является попадание траектории в область ниже кривой W1
u  

(см. рис. 5). Поскольку для траекторий хаотических аттракторов характер-
на высокая чувствительность к начальным условиям, то выход траекторий 
из области хаотических колебаний происходит при различных значениях 
yзадерж медленной переменной y. Время задержки Tзадерж исчезновения хао-
тических колебаний также, очевидно, зависит от начальных условий.  

 

 

Рис. 6. Гистограммы координаты выхода из хаотической области (а) и времени 

задержки в ней (б). Параметр ε = 10–5, критическое значение 0
кру  ≈ 0,02 

 
На рис. 6 представлены гистограммы распределения координат таких 

точек выхода и времён задержки для N = 2,5·105 начальных условий. Вре-
мя задержки отсчитывается от момента пересечения траекториями значе-

ния y = 0
кру . Гистограммы показывают, что эти величины распределены 

случайным образом, однако существуют их наиболее вероятные значения 

(отличное от 0
кру  для yзадерж и отличное от нуля для Tзадерж). Кроме того, 

время задержки можно характеризовать законом убывания числа изобра-
жающих точек из области хаотических колебаний. 

На рис. 7 представлена зависимость логарифма этого числа от време-
ни, имеющая квадратичный вид. Отметим, что для большинства переход-
ных хаотических множеств, описанных в литературе [11], логарифм числа 
остающихся в области хаоса траекторий (или аналогичная характеристи-
ка  — логарифм вероятности выживания траекторий) убывает во времени 
по линейному закону. При таком законе убывания наиболее вероятным 
является нулевое значение для времени задержки в хаотической области. 
Иными словами, для этих множеств нет такого явления, как задержка ис-
чезновения хаотических колебаний. Напротив, в системе (1) наличие этого 
эффекта определяет флуктуации длительности активных фаз спайк-
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бёрстовых колебаний (см. рис. 3, г) около некоторого среднего значения, 
зависящего от среднего времени задержки. 

 

 
 

Рис. 7. Логарифм числа траекторий, остающихся в хаотическом множестве, как 
функция времени при изменении медленной переменной с постоянной скоростью 

ε = 10–5. Отсчёт времени n = 0 начинается от значения y = 0
кру . Зависимость доста-

точно хорошо описывается кривой ln N(n) = ln N0 – κn2 

 
2. Динамика оливо-мозжечковой системы 

 

Одной из важных форм коллективной электрической активности ней-
ронных сетей является образование колебательных структур (паттер-
нов)  — групп нейронов, синхронно генерирующих потенциалы действия 
на фоне относительного покоя нейронов вне группы. Такие формы актив-
ности были обнаружены экспериментально в различных нейронных 
структурах, в том числе в зрительной [13] и соматосенсорной [14] коре, в 
височной доле [15], в нижних оливах [16] и др. Однако, несмотря на зна-
чительный прогресс и успехи в современных экспериментальных нейро-
физиологических исследованиях нейронных систем, достигнутые с их 
помощью результаты всё-таки остаются ограниченными. Они пока ещё не 
позволяют достаточно полно понять работу крупномасштабных нейрон-
ных сетей и цепей, требующих одновременной регистрации активности 
очень большого числа нейронов, которые часто принадлежат различным 
структурным единицам. 

В частности, во многих случаях остаются неясными механизмы воз-
никновения и разрушения паттернов электрической активности в больших 
нейронных системах, состоящих из нескольких взаимодействующих 
структурных единиц, т. е. подсистем нейронов, каждая из которых образо-
вана клетками определённого типа. Одним из возможных путей выявле-
ния таких механизмов может быть моделирование. Здесь представим ре-
зультаты моделирования оливо-мозжечковой системы — специального 
отдела мозга, имеющегося у всех позвоночных. Большое число экспери-
ментальных данных свидетельствует о её важной роли в осуществлении 
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моторной функции организма, т. е. контроле двигательных систем, адап-
тации движения в изменяющихся внешних условиях, моторном обучении 
[17, 18]. Нейроны оливо-мозжечковой системы объединены в высокоупо-
рядоченные группы, каждая из которых играет свою функциональную 
роль. Исключительная важность этой системы обуславливает её изучение 
исследователями различных направлений [18—27] и стимулирует модели-
рование её свойств для создания искусственных нейроподобных структур, 
имитирующих возможности реальной оливо-мозжечковой системы. 

В наших исследованиях используется концепция работы оливо-
мозжечковой системы, предложенная (см., в частности, [24]) американ-
ским нейрофизиологом Р. Ллинасом из медицинской школы Нью-Йорк-
ского университета. В ней определяющая роль отводится процессам фор-
мирования и разрушения кластерных состояний электрической активности 
входящих в эту систему нейронных сетей.  

Заметим, что в более ранних работах [28—31] используются непре-
рывные модели структурных единиц оливо-мозжечковой системы, с раз-
ной степенью полноты использующие формализм Ходжкина — Хаксли.  
В настоящей работе описана структура и динамика дискретной модели 
оливо-мозжечковой системы. Важно отметить, что в нашей модели все вхо-
дящие в оливо-мозжечковую систему нейроны, несмотря на их различные 
функциональные свойства, описаны с помощью одной и той же системы 
нелинейных точечных отображений с различным набором параметров.  

 

 
 

Рис. 8. Структура дискретной модели оливо-мозжечковой системы  

 
Наша модель оливо-мозжечковой системы состоит из трёх слоёв 

(рис. 8). Первый — это слой нейронов нижних олив (IO, inferior olives), 
который далее будем называть основным, поскольку его динамика являет-
ся выходной в нашей модели. Второй слой состоит из клеток Пуркинье 
(PC, Purkinje cells), третий — из нейронов ядер мозжечка (CN, cerebellar 
nuclei). Соседние элементы основного слоя связаны друг с другом через 
электрические синапсы, обладающие свойством пластичности. От каждо-
го нейрона нижних олив с индексами i, j отходит аксон (так называемое 
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лазающее волокно), разветвляющийся надвое. Обе аксональные ветви 
(коллатерали) оканчиваются возбуждающими синапсами: одна на нейроне 
Пуркинье с номером (i, j), другая — на нейроне ядра (i, j). Каждая клетка 
Пуркинье (i, j) имеет аксон, оканчивающийся тормозным синапсом на со-
ответствующем нейроне ядра с индексами i, j. Таким образом, каждый 
нейрон ядра принимает сигналы различных типов через свои синаптиче-
ские входы: с нейрона нижних олив — возбуждающие, а с клетки Пурки-
нье — тормозящие. В свою очередь, от каждого нейрона ядра (i, j) отходит 
аксон с ингибиторными синаптическими окончаниями, подавляющими 
электрические связи соответствующего нейрона нижних олив (i, j) с со-
седними элементами основного слоя, т. е. с нейронами с номерами (i – 1, j), 
(i + 1, j), (i, j – 1) и (i, j + 1). 

Полная система отображений, описывающая динамику модели, вы-
глядит следующим образом: 

( ) 0,9 ( 0,85) ,IO IO IO IO IO IO
i i i i i ix x F x H x y I= + − − − +  i = 1... N 2, (5) 

0,005( 0,049),IO IO IO
i i iy y x= + −  i = 1... N 2,    (6) 

,
1

( ),
m

IO IO IO IO
i i j j i

j
I g x x

=
= −  i = 1... N 2, m = 4,    (7) 

, , 1 ( ) ,IO IO
i j i j i j threshg g H v v v= γ + δ − + −    i, j = 1... N 2,  (8) 

,F
i iv x=  последний элемент CN-аксона,     (9) 

( ) ,F F F F F
i i i i ix x F x y I= + − +  i = 1... 7N 2,     (10) 

0,011( 0,04),F F IO
i i iy y x= + −  i = 1...7N 2,     (11) 

1
0,15 ( ),

m
F F F
i j i

j
I x x

=
= −  i = 1... 7N 2, m = 1, 2 или 3,    (12) 

( ) 0,5 ( 0,6) ,PC PC PC PC PC
i i i i ix x F x H x y I= + − − − +  i = 1... N 2,  (13) 

0,001( 0,045),PC PC PC
i i iy y x= + −  i = 1... N 2,    (14) 

,0,3 ( 0,48)( 0,6),PC PC pre PC
i i iI H x x= − − +  i = 1... N 2,   (15) 

, ,PC pre F
i ix x=  последний элемент IO-аксона,    (16) 

( ) ,F F F F F
i i i i ix x F x y I= + − +  i = 1... 15N 2,     (17) 

0,011( 0,04),F F IO
i i iy y x= + −  i = 1... 15N 2,     (18) 

1
0,15 ( ),

m
F F F
i j i

j
I x x

=
= −  i = 1... 15N 2, m = 1 или 2,    (19) 

( ) 0,6 ( 0,6) ,CN CN CN CN CN exc inh
i i i i i i ix x F x H x y I I= + − − − + + i = 1... N 2,  (20) 

10,2 ( 0,3)( 0,6),exc CN
i iI H x x= − − − i = 1... N 2,    (21) 
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20,2 ( 0,7)( 0,2),inh CN
i iI H x x= − − + i = 1... N 2,    (22) 

1 ,F
ix x=  последний элемент IO-аксона,     (23) 

2 ,F
ix x=  последний элемент PC-аксона,    (24) 

( ) ,F F F F
i i i ix x F x y= + −  i = 1... N 2,     (25) 

0,011( 0,04),F F IO
i i iy y x= + −  i = 1... N 2,    (26) 

где отображения (5)—(9) относятся к динамике слоя нейронов нижних 
олив, (10)—(12) — к аксонам нейронов нижних олив, (13)—(16) — к слою 
клеток Пуркинье, (17)—(19) — к аксонам клеток Пуркинье, (20)—(24) — 
к слою нейронов глубоких ядер, (25), (26) — к их аксонам. Остановимся 
подробнее на различных отделах системы. 

2.1. Нейроны нижних олив 

Нейроны нижних олив обладают рядом исключительных динамиче-
ских свойств [24—27]. Во-первых, в состоянии покоя мембранный потен-
циал этих клеток находится в режиме так называемых подпороговых ко-
лебаний. Это квазисинусоидальные колебания с малой амплитудой и час-
тотой порядка 10 Гц. По достижении мембранным потенциалом клетки 
некоторого порогового значения на пике этих колебаний генерируется 
потенциал действия — спайк. Во-вторых, нейроны нижних олив взаимо-
действуют друг с другом посредством электрических синапсов, т. е. щеле-
вых контактов, причём сила этого взаимодействия динамически меняется 
с помощью особого механизма — гломерула (от лат. glomerulus — клубо-
чек). Работа электрического синапса управляется активностью нейронов 
глубоких ядер. 

Одно из ключевых свойств нейронов нижних олив, которое воспроиз-
водится в модели (1), — способность к переходу из режима подпороговых 
колебаний в режим генерации спайков на пиках таких колебаний при из-
менении синаптического тока Iсин (рис. 9).  
 

 
 
Рис. 9. Осциллограмма (а) и соответствующий фазовый портрет (б) системы (1) 
при воздействии переменного синаптического тока для JIO = 0,049, ε = 0,005 
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2.2. Нейроны Пуркинье и глубоких ядер мозжечка 

В соответствии со схемой оливо-мозжечковой системы (см. рис. 8) 
нейроны Пуркинье и нейроны глубоких ядер мозжечка — элементы вто-
рого и третьего слоёв соответственно. При моделировании этих клеток мы 
учли их ключевые свойства, которые вносят основной вклад в работу  
оливо-мозжечковой системы. В модели клетки Пуркинье (13), (14) учтено 
свойство генерации так называемого комплексного спайка при возбужде-
нии лазающим волокном (рис. 10, а). Другими словами, элемент второго 
слоя — это система, находящаяся в возбудимом режиме, которая генери-
рует залп (бёрст) спайков при возбуждении. 
 

 
 

Рис. 10. Динамические свойства модельных нейронов Пуркинье (а)  
и глубоких ядер мозжечка (б) 

 
В модели нейрона глубоких ядер отражено следующее его свойство. 

Он переходит в активное спайковое состояние при возбуждении через 
синаптическое окончание соответствующей коллатерали аксона нейрона 
нижних олив и возвращается в состояние покоя при ингибировании си-
наптического окончания аксона клетки Пуркинье (рис. 10, б). Иными сло-
вами, элемент третьего слоя — это бистабильная система, имеющая два 
состояния. Для качественного воспроизведения этих свойств оказывается 
достаточным одномерное отображение (20) для переменной xCN, характе-
ризующей мембранный потенциал клетки. 

2.3. Аксоны 
Аксоны, или нервные волокна, представлены в модели в виде цепочек 

элементов, связанных с ближайшими соседями электрически. Каждый из 
элементов находится в возбудимом режиме, генерируя потенциал дейст-
вия при возбуждении. Последовательное возбуждение соседних элементов 
цепочки моделирует распространение импульса по нервному волокну. 
Заметим, что такая модель не только применима для описания динамики 
линейных волокон, но и, как в случае нашей модели, способна воспроиз-
водить процессы распространения импульса через ветвящиеся аксоны 
(см., например, [32]). Система отображений, описывающая каждый такой 
элемент, указана выше под номерами (10), (11), (17), (18), (25), (26).  
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Синаптический ток суммируется по ближайшим соседним элементам це-
почки, число которых может быть равно единице (на конце волокна), двум 
(в середине волокна) и трём (в точке ветвления). Это слагаемое описывает 
электрическое взаимодействие, сила которого характеризуется парамет-
ром c. Стоит отметить, что представление нервного волокна в виде цепоч-
ки дискретных элементов не является лишь удобной для анализа матема-
тической абстракцией. Многие типы нервных волокон, в частности мие-
линизированные аксоны, в том числе и в оливо-мозжечковой системе, в 
действительности состоят из отдельных блоков, разделённых так назы-
ваемыми перехватами Ранвье. 

2.4. Динамическая связь между нейронами нижних олив 
Взаимодействие между нейронами нижних олив, как было указано 

выше, осуществляется через щелевые контакты — электрические синап-
сы. Сила этой связи управляется ГАМК-эргическими (ГАМК — гамма-
аминомасляная кислота) синапсами аксонов клеток глубоких ядер, т. е. 
электрические синапсы пластичны. Этот контроль является ингибитор-
ным: в отсутствие управляющих импульсов сила связи равна некоторому 
положительному значению, что приводит к синхронизации подпороговых 
колебаний взаимодействующих нейронов нижних олив; при поступлении 
сигнала, напротив, происходит подавление связи и электрическая связь 
между нейронами разрывается. Уравнения, определяющие динамическую 
связь между двумя нейронами нижних олив, которая управляется сигна-
лами, поступающими по аксонам нейронов ядер, приведены выше под 
номерами (7)—(9). 

2.5. Качественное описание динамики модели 
Пусть в некоторый момент времени мембранный потенциал на одном 

из нейронов нижних олив достиг порогового значения. В результате этого 
происходит возбуждение потенциала действия в аксоне нейрона. Распро-
страняясь по обоим ответвлениям лазающего волокна, этот спайк порож-
дает активность в клетках Пуркинье и ядрах мозжечка, т. е. в соответст-
вующих элементах второго и третьего слоёв. В нейроне Пуркинье генери-
руется короткая серия быстрых спайков, т. е. комплексный спайк, в ней-
роне ядра мозжечка возбуждается длительная последовательность потен-
циалов действия. Комплексный спайк в клетке Пуркинье вызывает рас-
пространение тормозящего потенциала действия по аксону к нейрону яд-
ра. Длительная серия спайков в последнем прерывается при ингибирова-
нии пришедшим с нейрона Пуркинье потенциалом действия. Залп спай-
ков, переданный по аксону нейрона ядра к синаптическим связям соответ-
ствующего нейрона нижних олив, приводит к подавлению последних. Та-
ким образом, в течение времени, равного длительности сгенерированного 
в нейроне ядра залпа спайков, происходит разрыв синаптических связей 
нейрона нижних олив с соседними элементами основного слоя. 
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2.6. Спонтанные структуры активности в оливо-мозжечковой системе 

Процесс образования кластеров в слое нейронов нижних олив иссле-
дуемой модели управляется, в первую очередь, максимальной силой связи 
gmax между ними. Физиологическим прототипом этого параметра служит 
уровень ГАМК-эргического блокатора электрической связи между нейро-
нами нижних олив, выделение которого управляется ингибиторными си-
напсами аксонов нейронов глубоких ядер. Более высокая степень подав-
ления связей соответствует меньшему значению параметра gmax, и наобо-
рот. Другой важный параметр — это длительность разрыва синаптических 
связей между нейронами нижних олив. В нашей модели будем изменять 
это характерное время, меняя длину аксонов клеток Пуркинье, оканчи-
вающихся на нейронах ядер. Время распространения потенциала действия 
по ним, как было показано выше, зависит от их длины. Чем быстрее по-
тенциал действия дойдёт до нейрона ядра, тем раньше произойдёт подав-
ление активности последнего и тем короче будет фаза деполяризации его 
колебаний. Следовательно, разрыв электрической связи соответствующего 
нейрона нижних олив с соседними нейронами основного слоя будет про-
исходить в течение меньшего времени. 

 

 
    а         б  

 

Рис. 11. Динамика кластеров активности в слое нейронов нижних олив с размером 
30×30 элементов в случае наличия электрического взаимодействия между сосед-
ними элементами и петли обратной связи. Максимальное значение связи gmax = 
= 0,005 (а) и 0,02 (б) 
 

На рис. 11 представлены мгновенные снимки кластеров активности в 
ансамбле нейронов нижних олив для случая, когда связь между элемента-
ми слоя управляется динамически через петлю обратной связи. Кластеры 
соответствуют конфигурации модельной системы, характеризуемой дли-
ной аксонов клеток Пуркинье, равной 15 элементам, и максимальной силой 
связи между нейронами нижних олив gmax = 0,005 и gmax = 0,02. Даже из ви-
зуального сравнения видно, что при малом значении gmax размеры кластеров 
также малы (рис. 11, а), а их пространственное расположение изменяется в 
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течение времени порядка периода колебаний. В случае большего значения 
максимальной силы связи между элементами размер кластеров в среднем 
увеличивается и их пространственное положение остаётся постоянным в 
продолжение нескольких периодов колебаний. Указанная качественная 
зависимость подтверждается, как будет показано ниже, количественными 
характеристиками. 

2.7. Оценка степени пространственной организации 

Для количественного описания коллективной активности нейронов 
нижних олив мы применили теорию марковских случайных полей [16]. 
Этот метод, изначально развитый для характеристики пространственной 
организации двумерных матриц, используется при анализе эксперимен-
тальных данных, полученных при оптической визуализации срезов мозга 
и мультиэлектродном измерении нейронной активности. В нашем случае 
он применяется для анализа полученных в рамках рассматриваемой моде-
ли численных данных. 

Введём параметр Маркова, который для двумерной квадратной ре-
шётки элементов определяется следующим образом. Обозначим через xi,j 
значения мембранных потенциалов нейронов, расположенных в узлах ре-
шётки с номерами (i, j). Тогда для оценки степени кластеризации этого 
слоя вычисляется параметр 
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где yi,j = xi−1,j + xi+1,j + xi,j−1 + xi,j+1. Здесь через Ω обозначена одна из двух 
подрешёток, образующих исходную решётку, элементы которых распре-
делены относительно друг друга, как белые и чёрные клетки шахматной 
доски, m — число элементов в Ω. Окончательное значение η получается 
после взятия среднего арифметического значения этого параметра по обе-
им подрешёткам. 

Количественный смысл величины η состоит в следующем. Чем более 
отличается от нуля абсолютное значение η, тем выше уровень пространст-
венной организации слоя. Это означает, что если значения потенциалов 
элементов распределены случайно, то величина η стремится к нулю. Про-
тивоположный случай имеет место, когда значения потенциалов равны 
для всех элементов, т. е. все элементы решётки образуют один кластер. 
Тогда величина η принимает своё максимальное значение. Чем больше 
параметр η отличается от нуля, тем крупнее характерный размер класте-
ров в решётке. 
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На рис. 12 приведены зависимости от времени параметра Маркова η  и 
соответствующие гистограммы вероятности его распределения для двух 
значений параметра связи gmax. Представленные результаты показывают, 
что при малых значениях gmax величина η изменяется в относительно ши-
роких пределах, но абсолютные значения η близки к нулю (рис. 12, а, б). 
С ростом параметра связи gmax повышается среднее значение η, а диспер-
сия значений η уменьшается (рис. 12, в, г). 

 

 
Рис. 12. Параметр Маркова η для элементов слоя нейронов нижних олив как 
функция времени (а, в), а также гистограммы вероятности распределения парамет-
ра η (б, г). Максимальная сила связи gmax равна 10−3 (а, б) и 10−2 (в, г) 

 
Этот результат вполне согласуется с экспериментальными измерения-

ми параметра Маркова при различном уровне блокирования электриче-
ской связи между нейронами нижних олив. При слабой связи между ней-
ронами слой разбивается на множество кластеров малого размера, и кар-
тина такого разбиения со временем значительно меняется. С усилением 
связи размеры кластеров увеличиваются, и пространственная конфигура-
ция синхронной активности слоя с течением времени не исчезает. 

2.8. Вынужденные шаблоны активности 

Для моторного управления оливо-мозжечковая система не просто ге-
нерирует и сохраняет во времени пространственно-временные структуры 
(паттерны) — шаблоны активности, а изменяет их в зависимости от вход-
ных сигналов. В соответствии с этими сигналами образуются подгруппы 
нейронов нижних олив с синхронными и сдвинутыми по фазе колебаниями, 
и в течение нескольких периодов колебаний эта пространственная структу-
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ра сохраняется. При поступлении нового шаблона колебания нейронов 
нижних олив изменяют свою фазу в соответствии с ним. Такое поведение 
системы лежит в основе управления двигательной функцией организма [24]. 
 

 
 

Рис. 13. Динамика вынужденного шаблона активности в слое нейронов нижних 
олив с размером 30 × 30 элементов. Обратная связь активирована, максимальная 
сила электрической связи gmax = 0,02, длина аксонов клеток Пуркинье равна 18 эле-
ментам 

 
На рис. 13 представлена динамика кластеров активности в слое нейро-

нов нижних олив. Начальные значения переменных xIO выбраны случайно. 
Затем на слой подаётся внешний стимул в виде пространственно-времен-
ного шаблона активности, для примера взятого в виде пяти кластеров в 
форме кругов. Стимулы, действующие на элементы всех кластеров, оди-
наковы по амплитуде и длительности. Отличие состоит в том, что на раз-
личные кластеры стимуляция действует в различные моменты времени, 
создавая тем самым фазовый сдвиг колебательной активности между кла-
стерами шаблона. В силу того, что генерация спайков происходит на пи-
ках подпороговых колебаний, фазовый сдвиг подпороговых колебаний 
однозначно соответствует фазовому сдвигу потенциалов действия, пере-
даваемых в лазающее волокно и далее в глубокие ядра и кору мозжечка. 

Заключение 

Таким образом, модели нейронной активности в форме точечных ото-
бражений являются эффективным инструментом изучения динамики как 
отдельных нейронов, так и сложных нейронных цепей. 

Мы показали, что оставаясь в рамках одного и того же двумерного 
отображения (1) и выбирая лишь подходящим образом значения его пара-
метров, можно получить широкий набор различных режимов нейронной 
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активности: от простейшего возбудимого до хаотических спайк-бёрстовых 
колебаний. Благодаря этой универсальности мы смогли построить модель 
очень сложной нейронной структуры — оливо-мозжечковой системы, ис-
пользуя один и тот же базовый элемент — отображение (1). В нашей дис-
кретной модели оливо-мозжечковой системы три слоя нейронов взаимо-
действуют между собой через аксональные связи, причём распростране-
ние нервных импульсов по аксонам моделируется с цепочек возбудимых 
элементов. Изучены динамические свойства отдельных элементов систе-
мы, найдены параметры, отвечающие динамике, адекватной биологиче-
ским прототипам. Предложена модель динамической связи между нейро-
нами нижних олив и изучены процессы образования структур (паттернов) 
в образованном ими слое. Установлена взаимосвязь размеров спонтанных 
паттернов синхронной активности со значением максимального коэффи-
циента электрической связи. Показана возможность формирования в сис-
теме вынужденных шаблонов активности определённой конфигурации и 
их переустановки внешним стимулом. Последнее свойство лежит в основе 
нейронных систем контроля моторной функции. 

Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические 
кадры инновационной России» на 2009—2013 годы (гранты 14.132.21.1354, 8497, 
8205) и РФФИ (гранты 12-02-31252, 12-02-00526, 12-02-31825, 12-04-31963). 
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ФИЗИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ С ГИПЕРБОЛИЧЕСКИМИ 
ХАОТИЧЕСКИМИ АТТРАКТОРАМИ 

С. П. Кузнецов 

Введение 
Однородно гиперболические хаотические аттракторы начали рассмат-

риваться в рамках так называемой гиперболической теории, связанной 
с именами Д. В. Аносова, В. М. Алексеева, С. Смейла, Р. Ф. Вильямса, 
Я. Г. Синая, Д. Рюэля и других, в 60—70-х годах XX века [1—4]. В то 
время ожидалось, что такие аттракторы могут быть пригодны для описа-
ния многих ситуаций, где приходится иметь дело с хаосом, например гид-
родинамической турбулентности [5]. Однако по мере появления конкрет-
ных примеров систем с хаотической динамикой стало ясно, что рамки 
ранней гиперболической теории слишком узки, и гиперболические аттрак-
торы стали считаться лишь рафинированным образом хаоса, не имеющим 
отношения к реальным системам. Математики направили усилия на разра-
ботку обобщений для более широких классов систем (квазигиперболиче-
ские, частично гиперболические и неоднородно гиперболические аттрак-
торы, квазиаттракторы). Забытым и мало исследованным остался вопрос: 
можно ли найти или сконструировать физические системы с однородно 
гиперболическими аттракторами?  

Одно из главных свойств этих аттракторов — структурная устойчи-
вость, или грубость, т. е. нечувствительность динамики к вариации функ-
ций и параметров в уравнениях. В теории колебаний, начиная с работ 
А. А. Андронова и его школы [6, 7], грубые системы принято считать под-
лежащими первоочередному исследованию и наиболее важными для 
практики, в силу нечувствительности к вариации параметров и характери-
стик, техническим погрешностям, помехам и шумам. По идее, то же самое 
должно относиться к системам со структурно устойчивым гиперболиче-
ским хаосом, и отсутствие физических примеров в этой связи кажется не-
понятным и неприемлемым. В последнее время это несоответствие отчас-
ти преодолено: физически реализуемые системы с гиперболическими ат-
тракторами предложены и исследованы в работах [8, 9]. О некоторых из 
них рассказано в данной статье. 

1. Интерпретация динамики в терминах фазовой жидкости 
и примеры гиперболических аттракторов 

Напомним, что под динамической системой понимают объект, состоя-
ние которого, заданное в любой момент времени точкой в пространстве 
состояний (фазовом пространстве), получается из начального состояния 
по установленному для этой системы правилу.  
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Для интерпретации динамики в терминах фазовой жидкости берется 
ансамбль одинаковых систем с разными начальными условиями, пред-
ставленный в пространстве состояний облаком изображающих точек, 
трансформирующимся с течением времени вследствие перемещения этих 
точек согласно динамическим уравнениям. В диссипативных системах 
объем облака убывает и оно оседает на аттрактор. 

Хаос реализуется в ситуации, когда имеют место многократно по-
вторяющиеся преобразования растяжения, изгибания и сплющивания об-
лака изображающих точек.  

При таких преобразованиях чаще всего не обеспечивается однородно-
го, хотя бы приблизительно, распределения фазовой жидкости вдоль сло-
ев, возникающего в пространстве состояний объекта. Этому мешает тен-
денция к концентрации субстанции в местах складок с появлением осо-
бенностей в распределении плотности. Причина в том, что в определен-
ных местах направление сжатия совпадает с касательной на краю склады-
ваемого образования и сплющивание приводит к локально повышенной 
плотности. В диссипативных системах такие ситуации могут ассоцииро-
ваться с негиперболическим хаосом, как в отображении Эно, или с оседани-
ем облака на регулярные аттракторы — притягивающие точки или циклы.  

Гиперболический хаос отвечает тому, что трансформация облака 
изображающих точек, включающая продольное растяжение и поперечное 
сжатие, осуществляется совершенным образом, без нарушения непре-
рывности и без формирования локальных уплотнений.  

 
Рис. 1. Область в виде тора в трехмерном пространстве состояний, результат ее 
преобразования за первые две итерации отображения и соленоид Смейла — Виль-
ямса, получающийся после большого числа итераций  

 
Чтобы уяснить принципиальную возможность таких объектов, обра-

тимся к аттрактору Смейла — Вильямса [1—4], который может встре-
титься в системе, заданной трехмерным отображением. Рассмотрим об-
ласть в трехмерном пространстве в виде тора, который представим как 
бублик из пластичного материала. Один шаг преобразования состоит в 
том, что мы растягиваем бублик вдвое, производим поперечное сжатие, 
складываем двойной петлей и помещаем внутрь исходного тора (рис. 1). 
На каждом шаге преобразования объем объекта уменьшается (отображе-
ние диссипативное), а число витков удваивается. В пределе оно стремится 
к бесконечности, и возникает образование, называемое соленоидом. Попе-
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речная структура соленоида похожа на канторово множество. Существен-
ный момент состоит в том, что угловая координата θ удваивается на каж-
дом шаге дискретного времени.  
 

 

Рис. 2. Исходная область (а) и ее трансформация 
при действии отображения (б) для аттрактора типа Плыкина 

 
Второй пример — это аттрактор типа Плыкина в специальном дву-

мерном отображении на плоскости [10]. На рис. 2 изображена область, 
составленная из трех подобластей с узкими вырезами. Штриховкой пока-
заны два определенных там поля направлений, по одному из которых 
осуществляется растяжение, а по другому — сжатие. Отображение произ-
водится так, что его действие на состояния, представленные точками дан-
ной области, дает в результате фигуру, изображенную на рисунке справа, 
причем поля направлений после преобразования совпадают с исходными. 
Этим обеспечивается гиперболическая природа аттрактора.  

2. Краткий обзор гиперболической теории 

Введение в гиперболическую теорию уместно начать с обсуждения 
точки седла, отвечающей, например, неустойчивому состоянию маятника. 
На фазовой плоскости, где по осям координат отложены угол отклонения 
ϕ и угловая скорость ϕ , седло имеет координаты =ϕϕ ),(  )0,(π (рис. 3, а). 

При малом возмущении система уходит из него по неустойчивой сепарат-
рисе U. Имеется также ведущая в седло устойчивая сепаратриса S. Точка 
седла гиперболическая (термин связан с тем, что фазовые траектории 
вблизи нее локально имеют вид гипербол).  

Представление о гиперболичности допускает обобщение. Траекторию 
называют гиперболической, если для каждой ее точки в векторном про-
странстве всевозможных бесконечно малых возмущений V (касательном 
пространстве) можно определить подпространство векторов, убывающих 
по норме при эволюции в прямом времени VS, и подпространство векто-
ров, убывающих в обратном времени VU (см. рис. 3, б). При этом векторы, 
относящиеся к VS и VU, по норме ограничены экспоненциальной функци-
ей, убывающей соответственно в прямом или в обратном времени. Одно-

а б
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родная гиперболичность подразумевает, что показатели экспоненциально-
го роста или затухания векторов из VS и VU ограничены и отделены от ну-
ля некоторыми константами. В случае систем с дискретным временем все 
векторы в пространстве V представляются линейной комбинацией векто-
ров из VS и VU: SU VVV ⊕= . В системе с непрерывным временем добавля-

ется нейтральное подпространство VN, отвечающее возмущениям вдоль 
фазовой траектории, которые не нарастают и не убывают во времени, так 
что SNU VVVV ⊕⊕= .  

В фазовом пространстве множество точек, которые асимптотически 
приближаются к данной траектории, образуют ее устойчивое многообра-
зие, а множество точек, приближающихся к ней в обратном времени, — 
неустойчивое многообразие. Это действительно многообразия, т. е. глад-
кие объекты, что является заключением специальной теоремы. 
 

 

Рис. 3. Точка седла на фазовом портрете маятника, где кривая S есть устойчивая 
сепаратриса, а U — неустойчивая сепаратриса (а), и иллюстрация обобщения по-
нятия гиперболической траектории (б). Символами S и U помечены устойчивое и 
неустойчивое многообразия траектории A 

 
Существует критерий гиперболичности, который можно проверить в 

расчетах на компьютере, — критерий конусов [3, 4]. Предположим, что 
динамика в дискретном времени задана гладким обратимым отображени-
ем и при этом для каждой точки анализируемого множества в пространст-
ве векторов малых возмущений (касательном пространстве) можно опре-
делить расширяющийся и сжимающийся конусы. Расширяющийся конус 
есть множество векторов, норма которых при применении отображения 
увеличивается в γ и более раз, где γ > 1 — некоторая константа. Сжимаю-
щийся конус есть множество векторов, норма которых увеличивается в γ 
и более раз при действии обратного отображения. Критерий выполнен, 
если всегда образ расширяющегося конуса попадает внутрь расширяюще-
гося конуса, определенного для точки-образа, а прообраз сжимающегося 
конуса — в сжимающийся конус для точки-прообраза. Этот критерий го-
дится и для систем с непрерывным временем, если использовать описание 
с помощью отображения Пуанкаре. 

а б Точка седла 
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Однородно гиперболический аттрактор — это притягивающее множе-
ство, составленное из однородно гиперболических траекторий. Подразуме-
вается, что размерности многообразий одинаковы для всех траекторий и 
пересечения между устойчивыми и неустойчивыми многообразиями могут 
встречаться только под ненулевыми углами. Примерами служат аттракторы 
Смейла — Вильямса и Плыкина. Для аттрактора Смейла — Вильямса ус-
тойчивые многообразия двумерные и представлены семейством плоских 
меридиональных сечений тора, а неустойчивые многообразия одномерные 
— это волокна соленоида. У аттрактора Плыкина устойчивые и неустойчи-
вые многообразия одномерные, они располагаются вдоль семейств линий, 
по которым фазовый объем соответственно сжимается и растягивается.  

Заметим, что неустойчивое многообразие каждой точки на аттракторе 
совпадает с собственно аттрактором. И как следствие — чувствительность 
движения на аттракторе к малым возмущениям начальных условий, что 
является главным атрибутом динамического хаоса. В самом деле, изобра-
жающие точки, смещенные одна относительно другой вдоль неустойчиво-
го многообразия, разбегаются с течением времени в среднем по экспонен-

циальному закону neΛΔ ~x , по крайней мере пока возмущение мало. 

Здесь n — дискретное время, а 0ln >γ>Λ  — старший показатель Ляпу-

нова. Если неустойчивые многообразия одномерные, отображение имеет 
один положительный показатель Ляпунова, а остальные отрицательные.  

Наличие структуры, образованной устойчивыми и неустойчивыми 
многообразиями, дает возможность разбить содержащую аттрактор об-
ласть на конечное число не перекрывающихся односвязных подобластей, 
границы которых идут по соответствующим линиям или поверхностям. 
При выполнении некоторых условий (в частности, образы границ, прохо-
дящих по устойчивым многообразиям, должны попадать на такие же гра-
ницы) это разбиение называется марковским и служит основой описания 
движений на аттракторе в рамках символической динамики. Обозначая 
каждый элемент разбиения конечной буквой алфавита, соотносим траек-
торию с последовательностью символов в порядке посещения траекторией 
этих элементов. При этом для конкретных аттракторов последовательно-
сти подчиняются определенным «правилам грамматики».  

Возможность полного символического описания траекторий устанав-
ливает связь соответствующей проблематики с теорией информации и 
кодирования. Это может быть важным с точки зрения использования сис-
тем с гиперболическими аттракторами в информационных и коммуника-
ционных приложениях. 

На рис. 4 показаны марковские разбиения для аттрактора Смейла — 
Вильямса и аттрактора типа Плыкина, а также графы, конкретизирующие 
«правила грамматики». В первом случае один сегмент границы между 
элементами разбиения — это сечение тора плоскостью, отображающейся 
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на себя, а другой — сечение, отображающееся на первый сегмент. Для 
аттрактора типа Плыкина граница между элементами разбиения состоит 
из вертикальной линии, совпадающей с устойчивым многообразием при-
надлежащей аттрактору неподвижной точки R, и сегментов, отображаю-
щихся на эту линию при итерациях отображения.  
 

       

Рис. 4. Марковские разбиения и графы переходов для аттрактора Смейла — Вильям-
са (а) и аттрактора типа Плыкина (б). (В последнем случае граница между элементами 
раздела представлена устойчивым многообразием седловой неподвижной точки R.)  

Графы на рис. 4 обеспечивают возможность перехода из каждой вер-
шины в любую другую за конечное число шагов. Из некоторых вершин 
выходит более одного ребра, так что при построении символической по-
следовательности переход можно выбрать произвольно из представлен-
ных альтернатив. Любой полученный код будет отвечать траектории на 
аттракторе, посещающей области разбиения согласно предписанной по-
следовательности, что можно трактовать как цепь Маркова — случайный 
процесс с дискретным временем и конечным множеством состояний 
(с этим связан термин «марковское разбиение»). 

Структурная устойчивость аттрактора обусловлена тем, что растяже-
ние и сжатие элементов фазового объема в ходе эволюции во времени 
осуществляется по направлениям, которые всегда образуют ненулевой 
угол. В терминах устойчивых и неустойчивых многообразий это отвечает 
трансверсальному (без касаний) их взаимному расположению при пересе-
чении. Если варьировать параметры или функции в определении операто-
ра эволюции, то, благодаря трансверсальности пересечения многообразий, 
это «шевеление» не разрушит присущую фазовому пространству тополо-
гическую структуру, по крайней мере пока возмущение не слишком вели-
ко. В частности, это относится к системе линий и поверхностей, исполь-
зуемых при построении марковских разбиений, так что неизменной при 
этом остается и символическая динамика.  

Множество периодических орбит на аттракторе соответствует перио-
дическим символическим последовательностям и имеет мощность счетно-
го множества. С ростом периода орбит T их количество N увеличивается 
по экспоненциальному закону N ~ ehT, где величина h > 0 называется то-
пологической энтропией. Ее считают характеристикой сложности множе-
ства траекторий на аттракторе. 

а б 
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Движение на однородно гиперболическом аттракторе Смейла — 
Вильямса или Плыкина характеризуется свойствами эргодичности и пе-
ремешивания. Эргодичность означает, что типичная траектория посещает 
любую окрестность любой точки на аттракторе. Это обеспечивает эквива-
лентность усреднения по времени и по инвариантной мере и дает основа-
ние для статистического подхода к анализу динамики. Свойство переме-
шивания означает, что для любого элемента фазового объема за достаточ-
ное время облако изображающих точек распределится по всему аттракто-
ру. Оно также связано с затуханием корреляций: корреляционная функция 
для сигнала, порождаемого динамикой системы с дискретным временем 
на однородно гиперболическом аттракторе, характеризуется экспоненци-
альным спадом. 

Для однородно гиперболических аттракторов существует абсолютно 
непрерывная инвариантная мера Синая — Рюэля — Боуэна, или SRB-мера. 
Взяв траекторию на аттракторе, договоримся приписывать любой области 
фазового пространства меру, равную относительной продолжительности 
пребывания в ней, когда время наблюдения движения изображающей точ-
ки по этой траектории стремится к бесконечности. Для принадлежащих 
однородно гиперболическому аттрактору типичных траекторий построен-
ная таким образом мера одна и та же; это и есть SRB-мера. С ней ассоции-
руется распределение фазовой жидкости на волокнах аттрактора, не 
имеющее выраженных локальных уплотнений и описываемое непрерыв-
ной функцией координаты, отсчитываемой вдоль волокон. 

3. Модель с аттрактором типа Смейла — Вильямса 

Обратимся к простой механической задаче, в которой получается ото-
бражение с гиперболическим аттрактором типа Смейла — Вильямса [8, 
11]. Рассмотрим движение частицы единичной массы на плоскости при 
наличии трения, пропорционального мгновенной скорости, и в стационар-

ном потенциальном поле 2 2 2 2 21 1( , ) ( ) ( )
2 4

U x y x y x y= − μ + + μ +  с мини-

мумом на единичной окружности. Примем, что с периодом T на короткое 
время включается дополнительное силовое поле, величина и направление 
которого зависят от мгновенного положения частицы, и частице сообща-
ется импульс { ( , ), ( , )}x yP x y P x y=P . Здесь x и y — координаты частицы, 

функции yxP ,  описывают распределение силового поля. Полагая коэффи-

циент трения единичным, запишем уравнения  

  

2 2

2 2

(1 ) ( , ) ( ),

(1 ) ( , ) ( ).

nx

ny

x x x x y P x y t nT

y y y x y P x y t nT

∞
=−∞

∞
=−∞

+ − μ − − = δ −

+ − μ − − = δ −

 

 
                 (1) 



163 

Подберем теперь подходящее распределение силового поля P(x, y). 
Пусть вначале имеем кольцо из частиц, покоящихся на единичной окруж-
ности, с координатами ϕ= cosx  и ϕ= siny . После толчка силового поля 

каждая частица, характеризуемая начальным углом ϕ, получит импульс 
),( yxP , что приведет через некоторое время к изменению ее положения 

на плоскости. Если пока не учитывать потенциальное поле (μ = 0), частица 
остановится в точке с координатами ),( yxPxx x+=′ , ),( yxPyy y+=′ . За-

дадим функции xP  и yP  так, чтобы частицы расположились опять по еди-

ничной окружности, но один обход исходного кольца отвечал двукратно-
му обходу при новом их размещении. Для этого должно быть 

ϕ=ϕ′=′ 2coscosx , ϕ=ϕ′=′ 2sinsiny  и )()( 2 iyxiyxPiP yx +−+=+ . На 

единичной окружности 22 1 xy −= , поэтому можно взять 12),( 2 −−= xxyxPx , 

( , ) 2 .yP x y xy y= −  

Параметр μ примем относительно малым, чтобы отклонение частицы 
под действием потенциального поля U(x, y) за время движения, вызванно-
го толчком, было невелико. С другой стороны, величину интервала между 
толчками T выберем достаточно большой, чтобы частица успевала подой-
ти к минимуму потенциального поля.  

Задав начальное состояние в момент перед n-м импульсом, 
{ } 0,,, −== nTtn yyxx x , можно определить состояние перед (n + 1)-м импуль-

сом из решения на периоде T уравнений (1) с нулевыми правыми частями 
и условиями после толчка, nnT

xx =
+0

, ),(
0 nnxnnT

yxPxx +=
+

 , 

),(,
00 nnynnTnnT

yxPyyyy +==
++

 . В результате приходим к четырехмер-

ному отображению Пуанкаре. Хотя оно не выводится аналитически, его 
действие нетрудно определить численно, решая дифференциальные урав-
нения на компьютере.  

Для возникновения аттрактора Смейла — Вильямса существенным 
является топологическое свойство ансамбля частиц, а именно появление 
двойной петли, охватывающей начало координат, с двукратным растяже-
нием по циклической (угловой) переменной. Сжатие в фазовом простран-
стве в поперечном направлении осуществляется за счет трения, пока час-
тица дрейфует в потенциальном поле к потенциальному минимуму на 
единичной окружности. В отличие от классического построения аттрактор 
Смейла — Вильямса вложен в четырехмерное фазовое пространство, а не 
в трехмерное. 

На рис. 5 показана траектория частицы на плоскости (x, y) в процессе 
движения, отвечающего пребыванию на аттракторе. Приведен также 
портрет аттрактора в стробоскопическом сечении и итерационная диа-
грамма для угловой координаты, определенной перед каждым очередным 
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толчком как ))0()0(arg( −+−=ϕ nTiynTxn . Аттрактор соответствует изо-

бражению соленоида с различимой канторовой поперечной структурой. 
Диаграмма для угловой координаты отвечает растягивающему отображе-
нию окружности, или отображению Бернулли. На рис. 5, г приводятся по-
лученные при численных расчетах графики показателей Ляпунова в зави-
симости от параметра μ при фиксированном периоде T. Заметим, что 
старший показатель Ляпунова остается приблизительно постоянным и для 
стробоскопического отображения близок к величине 2ln1 ≈Λ , которая 

соответствует отображению Бернулли, приближенно описывающему ди-
намику угловой переменной. Остальные показатели Ляпунова отрица-
тельные. Оценка фрактальной размерности аттрактора в сечении Пуанкаре 
при μ = 0,44 дает D = 1,33. 

 

 
Рис. 5. Траектория частицы на плоскости (а), портрет аттрактора отображения 
Пуанкаре в проекции на плоскость (x, y) (б), диаграмма для угловой координаты 
при μ = 0,44, T = 5 (в) и графики зависимости показателей Ляпунова от параметра 
μ при T = 5 (г) 
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4. Модель с аттрактором типа Плыкина 

В этом разделе будет рассмотрена модельная система с аттрактором 
типа Плыкина [8, 9].  

Недавно в работе автора [12] было показано, как можно реализовать 
соответствующее электронное устройство, и выполнено моделирование в 
схемотехнической программной среде Multisim, позволившее продемон-
стрировать присутствие хаотической динамики, отвечающей данному ти-
пу аттрактора. 

Начнем с построения динамической системы, мгновенные состояния 
которой отвечают точкам единичной сферы и задаются переменными x, y, 

z, подчиненными условию 1222 =++ zyx  (рис. 6, а). Роль «дырок», нали-

чие которых обязательно для обеспечения существования аттрактора типа 
Плыкина, будут играть окрестности точек, отмеченных как A, B, C, D. Се-
верный и южный полюсы обозначим N и S.  

Рассмотрим последовательность выполняемых одно за другим непре-
рывных преобразований, каждое из которых продолжительностью в еди-
ницу времени, описываемых приведенными ниже дифференциальными 
уравнениями. 

Первая стадия состоит в смещении изображающих точек на сфере от 
меридианов NABS и NCDS вдоль параллелей к равноудаленной меридио-
нальной окружности:  

   2 2, , 0.x xy y x y z= −ε = ε =                                     (2) 

Вторая стадия отвечает дифференциальному вращению вокруг оси z с 
угловой скоростью, линейно зависящей от z, так что на параллели BC точ-
ки не смещаются, а на параллели AD совершают поворот на 180o:  

0,)2/12/(,)2/12/( =+π−=+π= zxzyyzx  .             (3) 

На третьей и четвертой стадии производятся аналогичные преобразо-
вания, но оси x и z меняются ролями, т. е. уравнения имеют вид 

zyzyzyx 22 ,,0 ε−=ε==                                      (4) 

и 

yxzzxyx )2/12/(,)2/12/(,0 +π=+π−==  .          (5) 

Интуитивно кажется правдоподобным, что такая последовательность 
преобразований породит на сфере поток, формирующий слоистую попе-
речную структуру, характерную для аттракторов типа Плыкина.  

Решая аналитически дифференциальные уравнения для каждой ста-
дии, можно получить отображение за период как композицию отображе-
ний, отвечающих всем четырем стадиям: 
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               (6) 

Заметим, что точка C является неподвижной (неустойчивой) точкой ото-
бражения, а точки A, B, D образуют цикл (неустойчивый) периода 3.  

На рис. 6, а показан аттрактор отображения на сфере при ε = 0,77. 
Отметим наличие характерной поперечной фрактальной структуры, 
 

 

Рис. 6. Аттрактор отображения (6) при ε = 0,77 на единичной сфере (а); аттрактор 
системы, заданной уравнениями (2)—(5) в расширенном фазовом пространстве (б); 
портрет аттрактора в сечении Пуанкаре на плоскости (в) и марковское разбиение 
содержащей аттрактор области (г). Для более наглядного сравнения c рис. 4, б, 
направление горизонтальной оси на диаграммах в и г инвертировано. Анимации, 
показывающие преобразования на сфере и на плоскости, можно посмотреть в Ин-
тернете на странице http://www.sgtnd.narod.ru/science/hyper/rus/index.htm 
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как бы составленной из полосок, каждая из которых содержит полоски 
следующего уровня. Показатели Ляпунова аттрактора при выбранных па-
раметрах равны 1 0,959Λ = , 2 1,141.Λ = −  

Описание динамики можно переформулировать так, чтобы состояния 
системы представлялись на плоскости. Для этого делаем замену  

)2/()2( +++−=+= zxiyzxiYXW ,                     (7) 

что отвечает стереографической проекции сферы на плоскость с выбором 
в качестве центра проецирования точки C. Эта точка на протяжении всех 
стадий находится в «дырке», поэтому изображение аттрактора на плоско-
сти расположится в ограниченной области. Можно вывести уравнения, 
описывающие динамику на плоскости в непрерывном времени в перемен-
ных X, Y [9], но они здесь не приводятся из-за их громоздкости.  

На рис. 6, б показан портрет аттрактора системы в трехмерном расши-
ренном фазовом пространстве. В сечении горизонтальной плоскостью 
имеет место объект, показанный отдельно на рис. 6, в. Его можно полу-
чить так же, как аттрактор отображения (6), в координатах, определяемых 
заменой (7). На рис. 6, г представлено марковское разбиение области, со-
держащей аттрактор. Граница между областями разбиения дается устой-
чивым многообразием неподвижной точки R. Сопоставляя эту диаграмму 
с рис. 4, б, можно убедиться в топологической эквивалентности этих ат-
тракторов. Обозначения элементов разбиения буквами установлены так, 
чтобы «правила грамматики» при символическом описании динамики со-
ответствовали друг другу на одном и другом рисунке.  

5. Проверка гиперболичности 

Физические и технические устройства обычно не приспособлены для 
облегчения математических доказательств в отношении описывающих их 
уравнений. Поэтому для проверки аттракторов, которые являются или 
потенциально могут быть равномерно гиперболическими, жизненно важ-
ным становится применение вычислительного инструментария. Обосно-
вание гиперболичности необходимо для того, чтобы иметь возможность 
опираться в исследованиях и приложениях на выводы математической 
теории, которые могут иметь практическое значение, как, например, 
структурная устойчивость, или возможность описывать динамику с ис-
пользованием марковских разбиений с конечным алфавитом. 

Один подход к проверке гиперболичности основан на критерии кону-
сов, упоминавшемся в разд. 1. Иллюстрации применения этого критерия 
не отличаются наглядностью, так что ограничимся здесь ссылками на ра-
боты, где с его помощью подтверждена гиперболичность аттракторов в 
нескольких моделях [9, 13]. 
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Как отмечалось выше, принципиальной для гиперболических аттрак-
торов является трансверсальность многообразий. Простой и убедительный 
способ проверить это свойство в случае двумерного отображения Пуанка-
ре (когда аттрактор имеет один положительный и один отрицательный 
показатель Ляпунова) состоит в том, чтобы представить многообразия 
графически. Поскольку неустойчивые многообразия располагаются вдоль 
волокон аттрактора, для заключения о наличии трансверсальности доста-
точно изобразить устойчивые многообразия на фоне самого аттрактора. 
Для построения устойчивого многообразия стартуем из точки на аттракторе 
x и проводим некоторое число итераций отображения, а затем придаем ко-
нечному состоянию малое случайное возмущение и выполняем такое же 
число шагов назад во времени, отмечая на графике полученную в итоге точ-
ку. При достаточно большом числе повторений операции эти точки прори-
суют кривую, отвечающую устойчивому многообразию точки x. Далее про-
цедура производится для других точек, чтобы получить представительное 
семейство кривых. На рис. 7 показан результат описанного построения для 
обсуждавшегося в предыдущем разделе аттрактора типа Плыкина на плос-
кости, и для сравнения рядом приведена аналогичная диаграмма для неги-
перболического хаотического аттрактора в отображении Эно. Как можно 
видеть, в первом случае устойчивые многообразия, обозначенные черным 
цветом, везде проходят поперек волокон аттрактора, изображенного серым 
цветом. Во втором случае устойчивые многообразия расположены так, что 
касания с волокнами аттрактора неизбежно присутствуют. 

 

           

Рис. 7. Портреты аттракторов (серый цвет), на фоне которых представлены семей-
ства устойчивых многообразий (черный цвет): однородно гиперболический ат-
трактор типа Плыкина в системе (6) при ε = 0,77 (а) и аттрактор в отображении 
Эно 2

1 11 1,4 0,3 ,n n n n nx x y y x+ += − + =  (б) 

Другой метод, пригодный также и при более высокой размерности 
анализируемых отображений, заключается в рассмотрении статистическо-
го распределения углов между устойчивыми и неустойчивыми подпро-
странствами векторов возмущений для множества точек на аттракторе. 
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Вкратце, алгоритм состоит в том, что сначала путем решения системы 
линейных уравнений в вариациях вдоль траектории на аттракторе строим 
набор неустойчивых векторов возмущения в точках этой траектории. По-
том решением линейной системы уравнений вдоль той же траектории на-
зад во времени определяем в точках траектории ортогональное дополне-
ние к устойчивому подпространству. Эти данные дают возможность найти 
углы между устойчивым и неустойчивым подпространством на множестве 
рассмотренных точек траектории и построить соответствующую гисто-
грамму. Если распределение удалено от области нулевых углов, то это 
указывает на гиперболическую природу аттрактора. На рис. 8 приводятся 
гистограммы распределений углов для модели с аттрактором Плыкина и 
для аттрактора отображения Эно. Их вид свидетельствует о гиперболиче-
ской природе аттрактора в первом случае и негиперболической во втором. 
Для более детального ознакомления с методикой можно обратиться к ра-
ботам [9, 14—16]. 
 

 
Рис. 8. Гистограммы распределения углов между устойчивым и неустойчивым 
подпространствами для гиперболического аттрактора типа Плыкина в системе (6) 
при ε = 0,77 (а) и для негиперболического аттрактора в отображении Эно 

2
1 11 1,4 0,3 ,n n n n nx x y y x+ += − + =  (б)  

Наконец, еще один наглядный метод идентификации гиперболических 
аттракторов основан на визуализации распределений вероятности, отве-
чающих инвариантной мере. Для гиперболических аттракторов распреде-
ление фазовой жидкости вдоль волокон аттрактора должно выглядеть как 
непрерывная функция, а для негиперболических аттракторов характерно 
присутствие сингулярностей типа локальных уплотнений. Простое раз-
биение области, содержащей аттрактор, на ячейки, с подсчетом вероятно-
стей попадания в эти ячейки, обычно не позволяет четко различить эти 
случаи из-за достаточно сильных флуктуаций чисел заполнения ячеек. 
К успеху приводит модифицированная процедура, нацеленная специально 
на выявление характера распределения вдоль неустойчивых многообразий 
(детали см. в главе 7 книги [9]). На рис. 9 приводятся диаграммы распре-
делений, полученных для гиперболического аттрактора типа Плыкина и 
для негиперболического аттрактора отображения Эно. Во втором случае 
хорошо виден набор пиков, отвечающих локальным уплотнениям (сингу-
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лярностям). Чтобы представить эти пики в сопоставимом масштабе, по 
вертикальной оси использован логарифмический масштаб.  

      

Рис. 9. Диаграммы, иллюстрирующие распределения «фазовой жидкости» вдоль 
волокон аттракторов для гиперболического аттрактора типа Плыкина в системе (6) 
(а) и для аттрактора в отображении Эно 2

1 11 1,4 0,3 ,n n n n nx x y y x+ += − + = (б)  

Заключение 
Подводя итоги, можно сказать, что к настоящему времени установлена 

возможность конструирования физических систем со структурно устойчи-
выми хаотическими аттракторами, известными ранее только как абстракт-
ные математические образы. Если математики разрабатывают примеры, 
используя геометрические, топологические, алгебраические конструкции, 
то физики вправе привлечь для целенаправленного построения моделей со 
структурно устойчивым хаосом свой инструментарий (частицы, поля, ос-
цилляторы, цепи обратной связи). Этот подход дает перспективы приложе-
ний для хорошо развитой математической теории. Возникает основа для 
проведения сравнительных исследований гиперболического и негиперболи-
ческого хаоса, в том числе в рамках компьютерного моделирования и в экс-
перименте. Можно думать, что модели, реализующие гиперболический ха-
ос, окажутся полезными для приложений и для понимания фундаментальных 
вопросов, например в отношении проблемы турбулентности [5] или в контек-
сте такой быстроразвивающейся дисциплины, как нейродинамика [17].  

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ 11-02-91334. 
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АКТИВНЫЕ КОЛЛОИДЫ1 

И. С. Арансон 

Введение 
Коллоиды представляют собой среды, состоящие из макроскопиче-

ских частиц, существенно больших, чем атомы и молекулы, которые рас-
пределены в другой сплошной среде, например в жидкости или газе [1]. 
Коллоиды играют значительную роль в нашей повседневной жизни (на-
пример, молоко, пигментированные красители, кровь) и важны для мно-
гих отраслей промышленности — от пищевой, фармацевтической, меди-
цинской до нанотехнологий [2] и микроэлектроники (коллоидные частицы 
используются в высокоэффективных электрофоретических дисплеях для 
электронных книг [3]). Междисциплинарная область коллоидных суспен-
зий активно исследуется. Физика коллоидов также составляет существен-
ную часть «мягкой материи» (soft matter) — быстро расширяющейся об-
ласти современного естествознания, имеющей дело с состояниями веще-
ства, легко деформируемыми тепловыми напряжениями, флуктуациями 
или внешними силами. Область исследований мягкой материи включает 
коллоиды, полимеры, гели, гранулированные материалы, а также некото-
рые биологические системы, такие как взвеси живых микроорганизмов 
(последние обзоры можно найти в работах [4—9]). 

Взаимодействие между коллоидными частицами определяется разно-
образными силами: от стерического отталкивания, электростатических, 
магнитных сил (в магнитных коллоидах), сил Ван-дер-Ваальса, обуслов-
ленных электрическим дипольным моментом коллоидных частиц, силы 
тяжести, энтропийных сил до гидродинамических сил и сил, возникающих 
благодаря градиентам концентрации [9]. При определенных условиях 
взаимодействие между коллоидными частицами может приводить к фор-
мированию различных устойчивых состояний — от коллоидных стекол 
[10] и гелей [11] до высокоупорядоченных коллоидных кристаллов [12]. 
Упорядоченные коллоидные суспензии применяются в качестве материа-
лов с фотонной щелью [13, 14] (рис. 1). 

Важно подчеркнуть связь между коллоидами и близкими к ним мета-
материалами. В XX веке значительно изменилось наше представление на 
атомарном уровне о традиционных твердых материалах (керамики, спла-
вы, полупроводники и т. д.). Лишь недавно возникло понятие метамате-
риалов — материалов, построенных на основе искусственных элементар-
ных блоков и созданных, например, для контроля распространения волн 
[15] или изменения оптико-механических свойств [16]. Новые функцио-
                                                 

1 На основе статьи И. С. Арансона «Активные коллоиды» из журнала «Успехи физиче-
ских наук» (2013. Т. 183, № 1. С. 87—102). 
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нальные возможности метаматериалов, такие как отрицательный показа-
тель преломления или существование оптической щели, обусловлены за-
программированными функциями искусственных метаатомов. Функцио-
нализованные коллоидные частицы, играющие роль метаатомов, стано-
вятся перспективной базой для создания функциональных мягких метама-
териалов путем контролируемой и гибкой анизотропной самосборки. 

 

 
 

Рис. 1. Самоорганизующиеся коллоидные структуры: а — высокоупорядоченныe 
области с гексагональной симметрией протяженностью 10 мкм, собранные из 
функционализированных (пятнистыx) коллоидных частиц кремния, коллоидная 
структура обладает фотонной щелью в видимом диапазоне света; б — области 
сосуществования структур с гексагональной и квадратной симметрией [13]; в, г —
высокоупорядоченные самоорганизующиеся структуры в «ионных» коллоидных 
кристаллах, состоящих из противоположно заряженных частиц — положительных 
(1,08 мкм) и отрицательных (0,99 мкм) полиметилметакрилатных сфер (снято с 
помощью конфокальной микроскопии); д, е — структуры, индуцированные элек-
трическим полем Е в той же системе: стационарные полосы, перпендикулярные 
направлению поля, и дорожки из частиц, движущихся параллельно вектору поля в 
противоположных направлениях, возникающие при увеличении амплитуды при-
ложенного электрического поля [20, 47] 
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Значительное количество работ посвящено различным аспектам в ос-
новном равновесных коллоидных структур, полученных в результате ста-
тической самосборки [17—30]. Некоторые примеры упорядоченных 
структур, таких как фотонные кристаллы с оптической щелью и ионные 
коллоидные кристаллы, полученные в результате равновесной самосбор-
ки, показаны на рис. 1, а—г. 

В нашей работе исследуются последние достижения в области актив-
ных (или неравновесных) коллоидных систем, как живых, так и синтети-
ческих, в которых динамические структуры формируются в неравновес-
ных условиях. В частности, активно самоорганизующиеся коллоидные 
структуры обеспечивают новые возможности, недоступные в равновесных 
условиях: способность к самодвижению [31—33], самозалечиванию [34, 
35], манипуляции карго-частицами [36] и другие функции, обычно свойст-
венные живым системам [37]. Хотя изучение активных коллоидов являет-
ся быстроразвивающейся областью, но по этой теме существует всего не-
сколько обзоров [38—40]. 

Естественно классифицировать коллективное движение в активных 
коллоидных системах с точки зрения метода инжекции энергии. Один 
большой класс представлен системами, накачиваемыми внешними поля-
ми, такими как электрические, магнитные поля или гидродинамические 
потоки. Внешнее поле индуцирует силы или вращательные моменты на 
коллоидных частицах как в объеме, так и на границе раздела между жид-
костью и твердым телом или двумя жидкостями. Другой класс составляют 
частицы, которые приводятся в движение изнутри, например, в результате 
химических реакций, ультрафиолетового излучения (см., например, [41]). 
Следовательно, поскольку полная внешняя сила, приложенная к частице, 
равна нулю, частица движется благодаря созданию локальных силовых 
диполей [42]. К этому классу принадлежит целый ряд самоподвижных 
частиц, таких как биметаллические химические микропловцы (micro-
swimmers), асимметричные янус-частицы (названные в честь двуликого 
римского бога), и даже большинство плавающих микроорганизмов [43]. 
На примере плавающих бактерий недавно было показано, что суспензии 
активных микропловцов могут проявлять свойства, отличающиеся от 
свойств аналогичных равновесных материалов: семикратное снижение 
вязкости [44], резкое увеличение коэффициента диффузии [45, 46] и т. д. 
Однако воспроизведение подобных эффектов в суспензиях синтетических 
микропловцов остается серьезной проблемой. 

1. Коллективное поведение коллоидных систем, 
накачиваемых внешними полями 

В этом разделе рассматриваются крупномасштабные коллективные 
состояния, возникающие в коллоидных системах при накачке внешними 
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электрическими и магнитными полями. Рисунки 1—5 иллюстрируют ха-
рактерные самоорганизованные состояния, наблюдаемые в этом большом 
классе систем — от неравновесных стационарных образований (полосы и 
дорожки, самовосстанавливающиеся мембраны [35, 47]) до динамических 
структур (вращающиеся бинарные вихри, пульсирующие кольца [48], са-
мособирающиеся микропловцы [33]). 

1.1. Коллоидные системы, 
накачиваемые внешним электрическим полем 

Классифицировать коллективное поведение и самосборку в системах, 
накачиваемых внешними полями, достаточно сложно. В одной и той же 
коллоидной системе, накачиваемой электрическим полем, результат само-
сборки зависит от амплитуды и частоты электрического поля, свойств 
жидкости, в которой взвешены частицы (например, вязкости, проводимо-
сти), а также размера, состава и материальных свойств коллоидных час-
тиц. Так, система, образованная противоположно заряженными коллоид-
ными частицами в водном растворе, накачиваемом низкочастотным пере-
менным электрическим полем, разделяется на полосы, перпендикулярные 
направлению приложенного поля [47] (см. рис. 1, д). После выключения 
поля полосы постепенно исчезают из-за броуновской диффузии частиц. 
Авторы работы [47] утверждают, что формирование полос обусловлено 
столкновениями частиц, движущихся в противоположных направлениях. 

В похожей системе, состоящей из противоположно заряженных кол-
лоидов, но при несколько иных условиях (постоянное электрическое поле 
большей амплитуды) вместо статических полос, ориентированных пер-
пендикулярно полю, наблюдается формирование дорожек. Дорожки обра-
зованы частицами противоположной полярности, движущимися в проти-
воположных направлениях, как автомобили на двустороннем шоссе. 
В отличие от статических полос дорожки ориентированы вдоль прило-
женного поля. Авторы работы [18] считают, что динамическим механиз-
мом, ответственным за формирование дорожек, является увеличение бо-
ковой подвижности, индуцированной столкновениями между частицами, 
движущимися в противоположных направлениях. Мобильность частиц 
резко снижается после образования дорожек. Авторы утверждают, что 
частицы в дорожках можно считать находящимися в динамически «забло-
кированном» состоянии. Обзор различных неустойчивостей в системе про-
тивоположно заряженных коллоидных частиц можно найти в работе [49]. 

Интересные динамические самособирающиеся структуры возникают, 
когда сильное постоянное электрическое поле (до 2—3 кВ/мм) приложено 
к проводящим микросферам (100-микрометровые бронзовые частицы), 
взвешенным в тонком слое слабопроводящей жидкости (раствор спирта в 
толуоле) [48]. Некоторые из этих состояний показаны на рис. 2. При изме-
нении амплитуды постоянного электрического поля, его направления по 
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отношению к силе тяжести и содержания алкоголя в толуоле наблюдается 
большое разнообразие самоорганизующихся структур2. Когда значения 
приложенного поля и концентрации спирта низкие, структуры в основном 
статические: кластеры, коллоидные кристаллы или периодические решет-
ки. При более высоких значениях приложенного поля и концентрации  
алкоголя статические структуры превращаются в динамические состоя- 
ния — самоорганизующиеся вращающиеся бинарные звезды-вихри  
(рис. 2, a—в). С изменением полярности приложенного электрического 
поля вращающиеся вихри превращаются в хаотически пульсирующие 
кольца (рис. 2, г—и).  

 

 

Рис. 2. Динамические самособирающиеся структуры, образованные из проводя-
щих микрочастиц (100-микрометровые бронзовые сферы) в слабопроводящей не-
полярной жидкости (раствор толуола и спирта) в постоянном электрическом поле. 
a—в — снимки вращающейся бинарной звезды-вихря. Каждый вихрь возбуждает 
тороидальные электроосмотические потоки в растворе. При изменении направле-
ния электрического поля вращающиеся «двойные звезды» превращаются в пуль-
сирующие кольца (г—и). (Из работы [48])  

                                                 
2
 Проводящая частица в контакте с проводящей плоскостью приобретает электрический 

заряд путем прямой электрификации. Частица отделяется от плоскости и начинает двигаться 
вверх, если электрическая сила Fe = κa2E2 превышает силу тяжести Fg = 4/3ρga3, где a — 
радиус частицы, E — величина приложенного постоянного вертикального электрического 
поля, g — ускорение свободного падения, ρ — плотность частицы, κ — постоянная, завися-
щая от формы частицы. Для проводящей сферической частицы κ = ζ(3) + 1/3 ≈ 1,36, где ζ — 
дзета-функция Римана [50]. 

5 мм 



 177

Основными механизмами, ответственными за взаимодействие между 
частицами, являются электрофорез (перенос заряженных частиц электри-
ческим полем в жидкости) и электроосмос (перенос жидкости электриче-
ским полем). Толуол является неполярной, непроводящей жидкостью, но 
присутствие алкоголя делает раствор слабым ионным проводником из-за 
небольшой диссоциации молекул спирта. Для типичных условий экспери-
мента (несколько процентов спирта в толуоле) соответствующая длина 
Дебая превышает 1—10 мкм, это на много порядков больше, чем в воде.  
В результате статическое электрическое поле в растворе становится прак-
тически неэкранированным, что сильно отличается от коллоидных экспе-
риментов в водных растворах [18, 49], где длина Дебая очень мала, поряд-
ка 10 нм. Электрическое поле вызывает движение ионов в жидкости. При-
сутствие макроскопических проводящих частиц в жидкости приводит к 
возмущению потока ионов, в результате чего создаются тороидальные 
электроосмотические потоки в непосредственной близости от частиц [48, 
51]. Электрофорез вместе с электростатическими взаимодействиями меж-
ду частицами и силой тяжести ответствен за возникновение динамических 
состояний. Феноменологическая теория образования структур в такой 
системе была разработана в работе [52]. Эксперименты, проведенные с 
гораздо меньшими частицами (2—3-микрометровые золотые сферы), по-
казали, что в дополнение к вихрям вдоль направления поля возникают 
динамически самособирающиеся провода и перемежающиеся дендритные 
структуры [53].  

1.2. Коллоидные системы, 
накачиваемые переменными магнитными полями 

Если коллоидные частицы обладают магнитным моментом, как посто-
янным (ферромагнитным), так и индуцированным (суперпарамагнитным), 
самосборку можно контролировать внешним магнитным полем. Статиче-
ское поле индуцирует либо цепочечные кластеры, либо объемные колло-
идные кристаллы [54]. В противоположность этому в переменном магнит-
ном поле могут образовываться самособирающиеся структуры различной 
сложности: от квазистатических листов и мембран [35] до динамически 
самособирающихся микропловцов [33]. Приложенное магнитное поле мо-
жет быть одноосным [33], двух- или трехосным [35, 55]. 

Завораживающие самособирающиеся структуры возникают, когда 
ферромагнитные микрочастицы (100-микрометровые никелевые сферы) 
взвешены на границе раздела вода — воздух и накачиваются внешним 
переменным магнитным полем H = H0sin(2πft), приложенным перпенди-
кулярно к границе раздела (рис. 3, а). В зависимости от частоты  f  и ам-
плитуды  H0  внешнего магнитного поля частицы самособираются в ли-
нейные змеевидные объекты (магнитные змеи)  (рис. 3, б, в).  Змея состоит 
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Рис. 3. Самособирающийся поверхностный микропловец (магнитная змея), обра-
зованный из ферромагнитных микрочастиц (80—100-микрометровые никелевые 
сферы) на границе раздела вода — воздух: а — схема эксперимента, однородное 
переменное магнитное поле (60—80 Гц), приложенное перпендикулярно к границе 
воздух — вода, обеспечивает энергию для ферромагнитных частиц, плавающих на 
поверхности воды; б, в — снимки самособирающегося микропловца (магнитная 
змея), сформированного спонтанно из случайного распределения ферромагнитных 
частиц; г — крупномасштабный вихревой поток, порожденный хвостом магнитной 
змеи, стрелки показывают направление течения, оттенки цвета указывают величи-
ну поверхностной скорости; д, е — микропловец, образованный змеей, присоеди-
ненной к 1-мм немагнитной стеклянной бусинке [33] 

 
из нескольких параллельных ферромагнитно упорядоченных цепочек 
(сегментов). Сегменты, однако, имеют антиферромагнитное упорядоче-
ние. Расстояние между соседними сегментами λ контролируется частотой 
приложенного поля, а ширина змеи W определяется амплитудой поля. Хо-
рошим приближением для расстояния λ в зависимости от частоты прило-
женного магнитного поля  f  является дисперсионное соотношение для 
гравитационно-капиллярных волн на поверхности глубокой жидкости:  
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πσ≈ +
πλ ρλ

 (1) 

где g — ускорение свободного падения, σ — поверхностное натяжение и  
ρ — плотность жидкости.  

Таким образом, основными механизмами формирования змей являют-
ся магнитное дипольное взаимодействие между частицами, способствую-
щее формированию цепочек, и гидродинамические потоки на поверхности 
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жидкости, возбуждаемые осциллирующими цепочками на границе воз- 
дух — вода. 

Змеи неподвижны при низких частотax  f  поля и превращаются в са-
моподвижные объекты при более высоких частотах [33]. Из-за инерции 
жидкости хвосты змей возбуждают крупномасштабные ректифицирован-
ные вихревые потоки [56], каждый из хвостов представляет собой мощ-
ный самособирающийся насос (рис. 3, г), аналогично явлению акустиче-
ского потокообразования Рэлея [57]. Величина ректифицированного пото-

кового течения пропорциональна 2
0H  и увеличивается приблизительно 

линейно с частотой  f. При относительно низких частотах приложенного 
поля (ниже 60 Гц) крупномасштабное потоковое течение, вызываемое 
змеями, является симметричным и змеи неподвижны, при более высоких 
частотах симметрия течения спонтанно нарушается, приводя к самодви-
жению змей (см. рис. 3, б, в). По-видимому, этот механизм самодвижения 
не имеет прямого аналога в природе. Кроме того, симметрию крупномас-
штабных потоков змей можно нарушить искусственно, поместив большой 
немагнитный шарик (бусинку) вблизи одного из хвостов змеи. Бусинка 
ослабляет поток, порожденный хвостом, что приводит к асимметрии по-
токового течения. В этом случае змея присоединяется к бусинке и приво-
дится в движение оставшимся свободным хвостом (рис. 3, д, е). Многие 
аспекты динамической самосборки этой системы можно описать микро-
скопической моделью, основанной на динамике частиц, связанной с де-
формациями поверхности тонкого слоя жидкости [58]. 

Разнообразные динамические самособирающиеся структуры наблю-
даются, когда ферромагнитные микрочастицы размещаются на границе 
раздела двух несмешивающихся жидкостей, например силиконового мас-
ла и воды. В этом случае расстояние между сегментами λ определяется 
разностью плотностей между двумя жидкостями (ср. с уравнением (1)):  
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πλ ρ + ρ ρ + ρ ρλ
 (2) 

где ρ1,2 — плотности нижней и верхней жидкостей соответственно, а σ12 — 
поверхностное натяжение границы раздела3. Таким образом, снижая раз-
ность плотностей между жидкостями ρ1 – ρ2 или величину натяжения гра-
ницы раздела σ12, можно уменьшать размер самособирающихся магнит-
ных змей λ. 

При довольно большой вязкости верхней жидкости (вязкость силико-
нового масла примерно в 20 раз выше вязкости воды) в дополнение к маг-

                                                 
3 Чтобы избежать неустойчивости Рэлея — Тейлора на границе раздела между двумя 

несмешивающимися жидкостями разных плотностей, нижняя жидкость должна быть тяжелее 
верхней жидкости [59]. 
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нитным змеям наблюдается новый тип динамических самоорганизующих-
ся структур: осесимметричные звезды (asters) и кластеры из звезд. Звезды 
состоят из цепочек с магнитными моментами, моменты направлены к  
центру (звезды) или из центра (антизвезды) — это показано на рис. 4, a—в.  

 

 

Рис. 4. Самособирающиеся коллоидные структуры на границе раздела двух не-
смешивающихся жидкостей (силиконовое масло — вода): a — изолированный 
звездоподобный объект (звезда); б, в — магнитное упорядочение для звезды и 
антизвезды; г — схематическое представление тороидальных вихревых потоков, 
генерируемых звездой в верхней и нижней жидкостях [36]; д—з — действие само-
собирающейся звезды-робота (звезда, дистанционно управляемая внешним посто-
янным магнитным полем, приложенным параллельно границе раздела, выполняет 
простые функции робота: захват, перенос и выброс большой немагнитной части- 
цы — 1-мм стеклянной бусинки); и — м — кластер из четырех звезд захватывает 
все немагнитные частицы, рассеянные в промежуточной области между звездами 
на границе между маслом и водой, стрелки показывают направление поверхност-
ного течения, созданного кластером [36] 
 

Хотя звезды неподвижны, они создают значительные ректифициро-
ванные тороидальные вихревые потоки, направленные вниз в нижней 
жидкости и вверх в верхнем слое жидкости (рис. 4, г). Очевидно, что маг-
нитный порядок звезд очень неблагоприятен для равновесных условий: 
звезды быстро распадаются при отключении приложенного переменного 
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магнитного поля. Применение слабого постоянного магнитного поля Hdc 
параллельно границе раздела между жидкостями приводит к хорошо кон-
тролируемому самодвижению звезд: звезды открываются и плывут парал-
лельно полю, причем звезды и антизвезды плывут в противоположных 
направлениях. Важно подчеркнуть, что в однородном постоянном магнит-
ном поле суммарная внешняя сила равна нулю: движение является резуль-
татом искажения магнитной структуры звезд и последующего отклонения 
ректифицированного потокового течения от вертикального направления. 

Компонента ректифицированного течения, направленная вдоль грани-
цы раздела, заставляет звезду двигаться параллельно направлению поля. 
Скорость движения V первоначально возрастает с увеличением поля Hdc, 
достигает максимума при некотором значении и, наконец, обращается в 
нуль при относительно сильном поле (около 20 Э для типичных экспери-
ментальных условий). Простое теоретическое предсказание, основанное 
на аппроксимации звезды парой магнитных сфер, дает следующую зави-
симость скорости звезды V от поля Hdc: 

 2 2( ).dc c dcV H H H−  (3) 

Таким образом, формой звезды и направлением ее движения можно дис-
танционно управлять с помощью небольшого магнитного поля, прило-
женного параллельно поверхности раздела. Эта функциональность позво-
ляет использовать звезды и кластеры из звезд в качестве простых роботов, 
пригодных для захвата, переноса и позиционирования карго-частиц (рис. 4, 
д—з). Группа из четырех звезд (рис. 4, л—м) обладает дополнительной 
функциональностью, отсутствующей в одиночной звезде, — возможностью 
захвата немагнитных частиц в промежуточной области между звездами. 

Кроме коллоидной самосборки на поверхности, структуры могут так-
же сформироваться в объеме. Как было показано в работах [35, 55, 60, 61], 
в переменном поле, как электрическом так и магнитном, дипольные кол-
лоидные частицы могут собираться в плоские листы: вращающееся поле 
порождает 1/r3-дипольное парное притяжение в плоскости вращения 
(r — расстояние между частицами) и отталкивание вдоль оси вращения. 
Эти анизотропные силы взаимодействия заставляют частицы собираться в 
плоские листы параллельно плоскости поля [60]. В случае трехосного по-
ля взаимодействия являются более сложными, и, как было показано в ра-
ботах [55, 61], при определенных условиях могут стать изотропными.  
Частный случай прецессирующего трехосного магнитного поля изучался 
Н. Остерманом и др. [35]: поле имело конус открытия с углом θm, который 
определялся отношением статической составляющей (z-компонента) к 
вращающейся компоненте (x- и y-компоненты). Взаимодействие между 
суперпарамагнитными частицами, вызванное полем, спадает как α/r3 с 
увеличением расстояния между частицами r. Константа α зависит от угла 
открытия θm: при малых θm коллоид ведет себя как дипольная жидкость. Для 
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угла открытия θm ≈ 90° коллоидные частицы испытывают эффективное при-
тяжение в плоскости [60, 62]. Для так называемого магического угла  

 = arctg(1/ 3) 54,7mθ ≈ °  (4) 

усредненный по времени член взаимодействия обращается в нуль незави-
симо от взаимного расположения частиц. В этом случае взаимодействие 
становится изотропным, притягивающим и спадает как 1/r6, аналогично 
силе Ван-дер-Ваальса между молекулами. 

Приложение к суспензии суперпарамагнитных частиц микрометрово-
го размера трехосного магнитного поля с углом открытия, близким к ма-
гическому углу, приводит к образованию упорядоченных плоских мем-
бран, состоящих из плотно упакованных частиц [35]. Постепенное форми-
рование мембран из не слишком сильно разбавленной суспензии частиц 
показано на рис. 5, а—д. Частицы первоначально собираются в димеры, 
димеры в цепочки и Y-образные узлы, которые постепенно соединяются, 
приводя к загрублению структуры, порождая участки мембран всех воз-
можных ориентаций. Мембраны демонстрируют замечательную тенденцию 

 

 
 

Рис. 5. Формирование самозалечивающейся мембраны из разреженной суспензии 
суперпарамагнитных частиц (0,15 частиц на 1 мкм3) после включения вращающе-
гося магнитного поля (а—д). За появлением коротких цепочек (0,5 с) следует их 
рост, ветвление и формирование неплотной сети (4,5 с). Большинство оставшихся 
несвязанных кластеров быстро захватывается сетью с последующим огрублением 
структуры, вследствие этого куски мембраны растут за счет сегментов из цепочек 
(10,8 и 23,8 с) [35]. Наиболее типичные структуры, наблюдаемые в трехосном маг-
нитном поле: е — неупорядоченные структуры (гель из частиц); ж — периодиче-
ские решеточные структуры в двумерно-гетеродинированном поле (с двумя раз-
ными частотами); з — пена из частиц, возникающая при трехмерном гетеродини-
ровании магнитного поля. Использовались никелевые частицы (50 мкм), размер 
снимков 1 см. (Из работы [55]) 

5 мкм 
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к самозалечиванию: мембрана восстанавливает свою структуру после то-
го, как в ней было искусственно создано отверстие. Кроме плотно-
упакованных мембран, во вращающихся (вихревых) магнитных полях на-
блюдается большое разнообразие сложных структур: от периодических 
решеток до сотообразной «пены частиц» (рис. 5, е—з) [61], листов из вра-
щающихся цепочек [63] и различных динамически собирающихся класте-
ров и т. д. [64]. Когда одновременно приложены электрическое и магнит-
ное поля, наблюдается обратимая сборка (разборка) магнитных янус-
частиц в новый тип цепочек с шахматным порядком [65]. 

2. Самоподвижные коллоидные системы 

В этом разделе мы рассмотрим коллоидные суспензии самодвижу-
щихся частиц. Интерес к таким системам обусловлен растущим спросом 
на нанотехнологические приложения на базе автономно движущихся уст-
ройств, способных выполнять полезные функции на микроскопическом 
уровне, например доставку лекарства наночастицами к специфической 
клеточной цели (целевая доставка лекарств) или массивно-параллельную 
сборку микроскопических машин автономно движущимися объектами. 
Ряд оригинальных концепций таких микроскопических пловцов реализо-
ван в последние годы: от химических самодвижущихся микропловцов, 
запитываемых от каталитических химических реакций, до микропловцов, 
использующих энергию электрического или магнитного поля или ультра-
фиолетового светового излучения (см. недавний обзор [41]). 

2.1. Практические реализации самодвижущихся частиц 

Несколько практических реализаций микропловцов приведено на 
рис. 6. Созданный в группе Сена и Маллоука (государственный универси-
тет Пенсильвании) [66, 70] золото-платиновый стержень, плавающий в 
растворе перекиси водорода, изображен на рис. 6, a. Для стержня разме-
ром 2—3 мкм типичная скорость движения составляет 6—10 мкм/с. Со-
временная точка зрения состоит в том, что стержень движется из-за само-
индуцированных электрофоретических потоков, образующихся при катали-
тическом распаде Н2О2 в точке контакта золота и платины. Согласно [70] 
скорость движения V может быть оценена приравниванием движущей си-
лы (вызванной электрохимической реакцией) силе вязкого сопротивления:  
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где L и R — длина и радиус стержня, η — динамическая вязкость воды, 
D — коэффициент диффузии кислорода, γ — натяжение между твердой 
поверхностью и жидкостью, S — скорость генерации кислорода на едини-
цу площади. Детальное теоретическое рассмотрение электрохимического 
самодвижения биметаллических стержней можно найти в работе [71].  
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Рис. 6. Примеры практической реализации микропловцoв: a — золото-платиновый 
микростержень приводится в движение самоэлектрофорезом в водном растворе 
Н2О2 [66]. Разность потенциалов на Au/Pt-контакте из-за каталитического разло-
жения Н2О2 создает электрофоретические потоки, приводящие в движение стер-
жень. Направление движения показывает стрелка; б — янус-частица (1,62-мкм 
полистирольная сфера, с одной стороны покрытая платиной) приводится в движе-
ние самодиффузиофорезом в растворе Н2О2 [67]; в — высокоскоростные двух-
слойные полианилин-платиновые микротрубки (ракеты), выращенные в порах 
конической формы шаблонной поликарбонатной мембраны, приводимые в движе-
ние с помощью микропузырьков кислорода в Н2О2 [68]; г — искусственный маг-
нитный микропловец. Суперпарамагнитные частицы покрыты стрептавидином, 
при воздействии магнитного поля Вх образуют цепочку вдоль направления поля. 
Частицы соединяются двухцепочечной ДНК с биотином на каждом из концов 
(биотин и стрептавидин — взаимные белки, формирующие прочные связи). Це-
почка прикрепляется к эритроциту и накачивается переменным магнитным полем, 
перпендикулярным Вх (из [31]); д — снимок стеклянного наноштопора (нанопро-
пеллера) с наноструктурированной спиральностью, полученный со сканирующего 
электронного микроскопа. На одну половину спирали нанесен 30-нм слой ферро-
магнитного материала (кобальта). Пропеллер возбуждается вращающимся трехос-
ным магнитным полем [69]; е — металл-диэлектрическая частица (4-мкм полисти-
рольная сфера, частично покрытая золотом) приводится в движение переменным 
электрическим полем. Двойной электрический слой на золотой стороне (темное 
полушарие) сильнее поляризован, что приводит к более сильному проскальзова-
нию, чем на полистирольной половине, из-за электроосмоса индуцированного заря-
да. Это приводит к электрофорезу индуцированного заряда в направлении диэлек-
трической стороны [43] 
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На рис. 6, б показана полистириновая частица, наполовину покрытая 
платиной (янус-частица), которая приводится в движение градиентом ос-
мотического давления, обусловленного самодиффузиофорезом. Платина 
катализирует распад перекиси водорода (топлива) на кислород и воду, в 
результате чего молекул продуктов реакции становится больше, чем было 
молекул потребляемого топлива. Характеристическая скорость движения 
составляет около 2—3 мкм/c [67]. Скорость движения V можно оценить, 
используя перпендикулярный градиент избытка концентрации раствора 
вблизи частицы, что дает  
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где k — скорость реакции, kB — постоянная Больцмана, T — температура, 
l — размер зоны взаимодействия между частицей и раствором. Хотя дета-
ли кинетики движения биметаллических стержней и янус-частиц различ-
ны (электрофорез и диффузиофорез соответственно), выражения для ско-
рости движения похожи (ср. уравнения (5) и (6)). 

Высокоскоростная коническая микротрубочная ракета, разработанная в 
группе Джо Ванга из Калифорнийского университета, показана на рис. 6, в. 
Ракета приводится в движение микропузырьками О2 в растворе перекиси 
водорода и может развивать скорость до 350 длин в секунду при длине 
ракеты всего 5—10 мкм [68]. Похожие микропловцы, приводимые в дви-
жение пузырьками (наносубмарины), разработаны в группе О. Шмидта 
(Технический университет Дрездена) [72]. В отличие от янус-частиц и 
золото-платиновых стержней, распад перекиси водорода осуществляется 
на внутренней платиновой поверхности конической ракеты и не имеет 
ограничения на ионную силу каталитических биметаллических стержней. 

Самоподвижные коллоидные частицы могут получать энергию не 
только от химических реакций, но и от переменных электрического или 
магнитного полей. Некоторые из этих концепций были вдохновлены при-
родой. На рис. 6, г изображен искусственный микропловец (магнитная 
сперма) [31]. Пловец собран из разреженной суспензии суперпарамагнит-
ных наночастиц, связанных молекулами ДНК, и прикреплен к красному 
кровяному тельцу (груз). Направление движения определяется приложен-
ным постоянным магнитным полем Bx, которое ориентирует магнитную 
цепочку (жгутик, или флагелла). Затем пловец возбуждается переменным 
магнитным полем Вас, приложенным перпендикулярно Bx. Типичный раз-
мер пловца около 5 мкм, а скорость около 20 мкм/с, что близко к скорости 
плавающих бактерий. Для этого вида искусственных пловцов соответст-
вующим безразмерным параметром, характеризующим способность дви-
жения, является так называемое сперм-число Sp:  
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где L — длина жгутика, κ — изгибная жесткость, ω = 2πf,  f — частота 
переменного магнитного поля Вас, ζ⊥ — перпендикулярный коэффициент 
вязкого сопротивления4. Сперм-число характеризует значимость вязких 
напряжений по отношению к упругим напряжениям. Эксперименты про-
демонстрировали, что оптимальная безразмерная скорость движения 
V / Lω  достигается при Sp ≈ 3 [31]. 

Микропловец другой конструкции, навеянной вращательным движе-
нием спирального бактериального жгутика, представлен на рис. 6, д. По-
ловина стеклянного наноразмерного штопора покрыта ферромагнитным 
материалом (кобальт) и приводится в движение с помощью вращающегося 
магнитного поля [69]. Эти штопор-частицы могут плавать со скоростью до 
40 мкм/c. Магнитный пловец на основе вращения магнитного дублета, 
взаимодействующего с границей, изучался в работе [32]. Рассмотренные в 
разд. 1.2 самособирающиеся змеи в широком смысле тоже являются маг-
нитными пловцами [33], но отличаются от всех конструкций, поскольку 
самодвижение змей основано на спонтанном нарушении симметрии. 

Металл-диэлектрические янус-частицы могут приводиться в движение 
переменным электрическим полем [43, 74]. В этом случае частицы дви-
жутся перпендикулярно направлению поля вследствие электрофореза ин-
дуцированного заряда, возникающего из-за электроосмоса «индуцирован-
ного заряда», т. е. действия приложенного электрического поля на собст-
венный индуцированный диффузионный заряд вблизи поляризуемой по-
верхности. В типичных экспериментальных условиях скорости частиц, 
перпендикулярные приложенному полю, составляли около 30 мкм/c (см. 
рис. 6, е). Это явление может найти применение в различных микропото-
ковых устройствах. 

2.2. Индивидуальное и коллективноe движение 
коллоидных микропловцов 

На рис. 7, a изображены траектории отдельных самоподвижных золо-
то-платиновых стержней и янус-частицы из платины и диоксида кремния. 
Траектории сильно отличаются от прямых линий, вероятно, из-за тепло-
вой диффузии и взаимодействия с микропузырьками, созданными други-
ми частицами. На диффузионнообразное движение частиц также влияют 
неидеальность поверхности, кривизна и т. д. Такое движение напоминает 
так называемый бег с кувырками (run-and-tumble) — движение плавающих 
бактерий [75]. В этом контексте можно говорить о среднеквадратичном 
смещении (СКС) коллоидальной частицы Δr2. Согласно соотношению 
Стокса — Эйнштейна для броуновской частицы радиуса R СКС линейно 

                                                 
4 Гидродинамическая теория для вытянутого тела дает соотношение для длинных тонких 

жгутиков ζ|| / ζ⊥ ≈ 2, где ζ|| — касательный коэффициент сопротивления [73]. 
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зависит от времени: Δr2 ~ 6Dt в трехмерном случае и Δr2 ~ 4Dt  в двумер-
ном, где D = kBT/(6πηR) — коэффициент диффузии частицы5. На частицу 
также влияет вращательная диффузия с характерным масштабом времени 
τr. Для самоподвижной частицы, движущейся со скоростью V, направле-
ние движение также подвержено вращательной диффузии, что приводит к 
«cцеплению» поступательного и вращательного движений. В этом случае 
самодвижениe приводит к значительному увеличению эффективного ко-
эффициента диффузии. Согласно [67] двумерная проекция СКС может 
быть записана в виде6  
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где Δt — время наблюдения. На малых временах, Δt << τr, движение при-
мерно баллистическое, Δr2 ≈ 4DΔt + V2Δt2. На больших временах, Δt >> τr, 
уравнение (8) дает  

 2 24 = 4 .r effr D t V t D tΔ ≈ Δ + τ Δ Δ  (9) 

 
Рис. 7. Траектории самоподвижных частиц: a — типичные траектории нескольких 
отдельных золото-платиновых стержней в растворе H2O2 [70]. Интервалы балли-
стического движения прерываются резкими поворотами, подобно бегу с кувырка-
ми плавающих бактерий; б — проекции 120 снимков 1-мкм янус-частицы, плыву-
щей в 10%-м растворе H2O2 [81] 

 
Таким образом, вследствие «сцепления» поступательного и враща-

тельного движения частица совершает случайные блуждания с эффектив-
ным коэффициентом диффузии Deff = D + V2τr/4. Это означает, что само-
подвижность приводит к значительному увеличению самодиффузии. 

                                                 
5
 Здесь использовано соотношение для силы вязкого сопротивления Fd, действующей на 

сферическую частицу: Fd = 6πηRV [59]. 
6
 Систематическое слежение за частицами в большинстве коллоидных систем возможно 

только в двух измерениях. 
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Одной из основных проблем при создании искусственных микроплов-
цов является реализация коллективного движения при более высоких кон-
центрациях, подобно коллективному движению плавающих бактерий, при 
котором крупномасштабные коллективные потоки возникают только от 
столкновений и гидродинамических взаимодействий [76, 77] (см. рис. 10, a). 
Коллективное движение микропловцов имеет много преимуществ по 
сравнению с индивидуальным движением, например возможностью кол-
лективной доставки груза или утилизации механической энергии хаотиче-
ского движения [78]. Однако пока в концентрированных суспензиях ис-
кусственных микропловцов коллективное поведение, аналогичное пове-
дению бактериальных систем, не наблюдалось. Основной причиной, воз-
можно, является слишком высокая вращательная диффузия отдельных 
частиц, которая разрушает коллективное состояние. Кроме того, золото-
платиновые частицы имеют тенденцию к образованию агрегатов после 
столкновений. Эксперименты с концентрированными суспензиями само-
подвижных янус-коллоидов [79] и моделирование [80] продемонстрировали 
слияние и разрушение переходных агрегатов частиц сo средним размерoм 
агрегатов, растущим линейно с увеличением скорости движения. 

Разнообразные коллективные отклики искусственных химических 
микропловцов на ультрафиолетовое световое облучение исследовались в 
работах [82—84]. Было отмечено, что при ультрафиолетовом облучении 
1-микрометровые янус-частицы из серебра и диоксида кремния мигриру-
ют из облученных областей [83]. Такое поведение напоминает фототакти-
ческий отклик (тенденция движения к свету) биологических систем, свой-
ственный, например, некоторым зеленым водорослям. Интересное «стай-
ное» (schooling) поведение было обнаружено при ультрафиолетовом (УФ) 
облучении частиц хлорида серебра (AgCl) микрометрового размера [82]. 
AgCl-частицы движутся автономно в деионизированной воде вследствие 
самодиффузиофореза из-за асимметричного разложения AgCl. Под воз-
действием УФ-облучения движущееся AgCl-частицы выделяют ионы, на 
которые другие частицы реагируют дрейфом или «стайным движением» в 
области с более высокой концентрацией частиц. При смешении фотонеак-
тивных частиц диоксида кремния (SiO2) с AgCl-частицами SiO2-частицы 
реагируют на выделение ионов дрейфом, окружая отдельные AgCl-
частицы (рис. 8). В суспензии AgCl-частиц в разбавленном растворе пере-
киси водорода при УФ-облучении наблюдались одновременно одночас-
тичный и коллективный, многочастичный, отклики, вызванные колеба-
тельным, обратимым, преобразованием AgCl в серебро на поверхности 
частиц [84]. Коллективное движение этих микропловцов при УФ-
облучении приводит к образованию кластеризованных химических осцил-
ляторов со значительной пространственно-временной корреляцией между 
частицами. 
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Рис. 8. Поведение «хищник — жертва», показываемое 1-мкм AgCl-частицами 
(темные объекты) и 2,34-мкм SiO2-сферами, смешанными в деионизированной 
воде. После УФ-облучения (а—в) SiO2-сферы активно ищут и окружают AgCl-
частицы. Когда включено УФ-облучение, вокруг AgCl-частиц видна 2—3-мкм 
недоступная зона; при выключении УФ-облучения зона изчезает (г) [82] 

3. Биоколлоиды:  
суспензии плавающих микроорганизмов 

Хотя существуют очевидные различия между суспензиями живых 
бактерий и синтетическими коллоидными системами, у них есть также и 
много общего, особенно с системами искусственных микропловцов, рас-
смотренных в разд. 2. Например, размер широко распространенной аэроб-
ной палочковидной бактерии Bacillus subtilis составляет 5 мкм, ее типич-
ная скорость движения около 20 мкм/с, как и у большинства искусствен-
ных микропловцов. В дополнение к чисто биологическим механизмам, 
таким как хемотаксис, деление клеток и т. д., бактерии испытывают тот же 
спектр сил, что и коллоидные самоподвижные частицы аналогичного раз-
мера: гидродинамическое увлечение, стерическое отталкивание, выталки-
вающую силу (при плавучести), тепловые флуктуации. Так как число Рей-
нольдса для отдельных бактерий чрезвычайно мало, эффектом инерции 
жидкости можно пренебречь7. Кроме того, некоторые бактерии могут об-
ладать постоянным магнитным моментом (так называемые магнитотакти-
ческие бактерии, как, например, Magnetospirillium magnetotacticum), и, 
следовательно, их можно контролировать и собирать с помощью внешне-
го магнитного поля [85, 86]. 

                                                 
7 Для бактерии длиной 5 мкм, плывущей в воде со скоростью 20 мкм/с, соответствую-

щее число Рейнольдса Re = LV/ν ≈ 10–4, где ν = 0,01 cм2/c — кинематическая вязкость воды.  
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3.1. Коллективное поведение 

Подвижные (плавающие) микроорганизмы, например многие бакте-
рии, передвигаются в вязкой жидкости с помощью вращения геликои-
дального жгутика, при этом часто развиваются крупномасштабные кол-
лективные течения (стаи, swarms) с характерным масштабом длины, зна-
чительно превышающим размер индивидуального микроорганизма (см. 
далее рис. 10, а). Коллективное поведение подвижных аэробных бактерий, 
особенно при высокой концентрации, определяется сложным балансом 
между плавучестью, гидродинамическим взаимодействием, потреблением 
кислорода и столкновениями. Считается, что коллективное движение и 
самоорганизация в суспензиях плавающих бактерий часто возникают в 
результате действия чисто «физических механизмов»: гидродинамическо-
го взаимодействия между организмами и столкновений (рис. 9), в то время 
как специфические биологические механизмы, такие как хемотаксис [75], 
играют относительно незначительную роль. Крупномасштабная самоорга-
низация вызвана механической энергией, передающейся от вращающихся 
бактериальных жгутиков. Таким образом, в отличие от гидродинамиче-
ской турбулентности при высоких числах Рейнольдса передача энергии в 
бактериальной суспензии происходит на микроскопическом уровне. 

 

Рис. 9. Последовательность снимков, иллюстрирующих столкновение двух пла-
вающих бактерий Bacillus subtilis в тонкой свободно подвешенной жидкой пленке 
[77]. Стрелки показывают направление движения. Столкновение приводит к вы-
равниванию ориентаций бактерий  

 

Экспериментальные исследования суспензий Bacillus subtilis показали, 
что при концентрации выше некоторой критической наблюдается посте-
пенный переход от случайного блуждания к коллективному движению [76, 
77]. Коллективное движение характеризуется увеличением длины кор-
реляции поля скоростей в 6—8 раз и 6-кратным увеличением скорости 
плавания бактерий. Такое резкое увеличение скорости в режиме коллек-
тивного движения является, скорее всего, результатом двух эффектов: 
гидродинамического снижения сопротивления в более плотно упакованной 
бактериальной «стае» и более эффективной передачи энергии вследствие 
синхронизации жгутиков бактерий путем гидродинамической связи [87]. 
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3.2. Ректификация случайного движения 

Суспензии плавающих бактерий демонстрируют материальные свой-
ства, сильно отличающиеся от свойств суспензий пассивных частиц. Не-
давно было обнаружено, что в концентрированной суспензии подвижных 
бактерий, таких как Bacillus subtilis, Escherichia coli и т. д., активность 
(т. е. самодвижение) приводит к уменьшению вязкости [44] и резкому уве-
личению коэффициента диффузии [45, 46, 89]. Кроме того, было показано, 
что можно извлекать полезную механическую энергию из случайного бак-
териального движения [78]. Cогласно законам термодинамики нельзя со-
вершить полезную работу с помощью броуновского движения частиц в 
равновесии, однако эти движения могут быть «ректифицированы» в не-
равновесных условиях, например при наличии асимметричных геометри-
ческих препятствий. На рис. 10, б, в показано, как аэробные бактерии 
Bacillus subtilis, случайно движущиеся в подвешенной пленке жидкости, 
заставляют вращаться субмиллиметровые шестеренки с асимметричными 
зубцами и сборки из шестеренок. Угловой скоростью шестеренки можно 
управлять, изменяя количество кислорода, доступного бактериям. В отли-
чие от пассивных частиц, бактерии могут скользить по наклонному краю 
зубца шестеренки, попадать в ловушку в углах на стыках зубцов и оста-
ваться в ней длительное время, прежде чем наконец смогут покинуть эти 
ловушки. Так как бактерии являются самоподвижными, они оказывают 
давление на стенку зубца шестеренки в период захвата и эффективно пе-
редают импульс шестеренке. 

Можно оценить мощность Wg случайного движения бактерий, вра-
щающего шестеренку: Wg ~ fr Ω

2, где fr — вращательный коэффициент 
вязкого сопротивления, Ω — скорость вращения шестеренки. Аппрокси-
мируя шестеренку тонким диском радиуса R, получаем  fr ≈ 32ηR3/3 [73]. 
Для типичных условий эксперимента, R ≈ 200 мкм и Ω ≈ 1/10 рад/с (1 обо-
рот в минуту), получаем Wg ~ 10–16—10–15 Вт, т. е. порядка нескольких 
фемтоватт. Одна бактерия развивает мощность Wb ~ fbV 2 ~ 10–18—10–17 Вт, 
где fb — трансляционный коэффициент вязкого сопротивления для одной 
бaктерии. Таким образом, требуется всего лишь несколько сот бактерий, 
чтобы заставить шестеренку вращаться. (Здесь использованы значения 
скорости бактерии V ≈ 20 мкм/c, эффективного размера бактерии a = 2— 
5 мкм и трансляционного коэффициента вязкого сопротивления  fr = 
= 6πηa.) Возможность использовать и контролировать энергию коллек-
тивного движения является важным условием для дальнейшего развития 
механических систем, управляемых микроорганизмами или синтетиче-
скими микропловцами. 

Рисунок 10, г иллюстрирует ректификацию концентрации бактерий в 
микропотоковых камерах с воронкообразными (храповыми) стенками 
[88]. В состоянии равновесия усредненная концентрация бактерий во всех 
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Рис. 10. Коллективное движение в концентрированной суспензии плавающих бак-
терий Bacillus subtilis (a), они видны как короткие темные полоски, стрелки указы-
вают направление бактериального потока [77]. Коллективное движение проявляет-
ся в формировании водоворотов и струй с характерным масштабом, превышаю-
щим длину бактерий на порядок. Плавающие бактерии Bacillus subtilis вращают 
микроскопические (0,5 мм) шестеренки, каждая из которых тяжелее, чем одна 
бактерия, примерно в миллион раз [78] (б, в). Флюоресцентная микрофотография 
отдельных плавающих бактерий Escherichia coli внутри микроканала с воронкооб-
разными барьерами (г). В микрокамерах, ограниченных барьерами с противопо-
ложно направленными воронками, концентрация бактерий более высокая [88] 

 
камерах должна быть одинаковой. Однако, поскольку бактериальная сус-
пензия является неравновесной системой, большинство бактерий может 
скапливаться в одной камере из-за ректификационного смещения, введен-
ного воронками. Механизм ректификации похож на описанный выше. 

3.3. Понижение вязкости 

От способа движения зависит, каким образом плавающие микроорга-
низмы изменяют эффективные свойства суспензии. Например, большин-
ство плавающих бактерий имеют расположенный сзади пропеллер — 
вращающийся геликоидальный жгутик. В отличие от бактерий, некоторые 
одноклеточные водоросли, такие как Chlamydomonas reinhardtii, плавают 
благодаря колебательному движению двух выступающих вперед ресничек 
(cilia). В результате структуры потоков, которые создаются плавающими 
микроорганизмами, сильно различаются. Так как суммарная сила, прило-
женная к самоподвижным частицам, равна нулю, микроорганизм накла-
дывает силовой диполь на подвешивающую жидкость — сила движения 
компенсируется вязким сопротивлением. Вдали от микроорганизма гид-
родинамическая скорость потока v описывается точечным гидродинами-
ческим диполем:  
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где d — единичный вектор ориентации диполя; r — радиус-вектор отно-
сительно центра диполя; u0 = αV0L

2 — сила гидродинамического диполя 
[73]; V0 — магнитуда скорости движения; L — длина бактерии; α ~ 0,1—
0,3 — коэффициент, определяемый формой микропловца. Знак диполя u0 
зависит от деталей расположения пропеллера: отрицателен для бактерие-
подобных пловцов, или толкателей (pushers), и положителен для водорос-
леподобных пловцов, или гребцов (pullers). Асимптотическое поле тече-
ний для отдельной бактерии показано на рис. 11, а. Соответствующие по-
ля течений для плавающих бактерий и одноклеточных водорослей были 
измерены экспериментально [90, 91]. 
 

 

Рис. 11. Гидродинамическое поле скоростей, созданное плывущей бактерией:  
а — точечный диполь вызывает гидродинамическое течение с квадрупольной 
симметрией [73]; б — чисто сдвиговое (elongational) течение ориентирует бактерии 
вдоль устойчивого направления. Бактерия создает диполь сил величиной F и уско-
ряет течение, что приводит к уменьшению эффективной вязкости  
 

Чтобы понять влияние бактерий на реологические свойства суспензии, 
рассмотрим следующие простые аргументы [92]. Поскольку тело бактерии 
имеет палочковидную форму (соотношение сторон составляет около 5), 
бактерия будет реориентирована сдвиговым потоком. Например, в чистом 
потоке сдвига бактерия будет ориентироваться по устойчивой оси потока 
(рис. 11, б). Поскольку бактерия является силовым диполем, она не созда-
ет дополнительных сил, действующих на внешнюю стенку, и, следова-
тельно, измеряемое напряжение сдвига не меняется. Тем не менее это уско-
рит течение жидкости вдоль направления движения, увеличив тем самым 
скорость сдвиговых деформаций потока. В результате эффективная вяз-
кость, являясь отношением напряжения сдвига к скорости сдвиговых де-
формаций, при наличии бактерий будет уменьшаться. В отличие от бакте-
рий, водорослеобразные пловцы (гребцы) увеличивают вязкость суспензии. 
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Экспериментальное исследование суспензий различных микроорга-
низмов действительно продемонстрировало значительное снижение вяз-
кости суспензии бактерий [44] и увеличение вязкости суспензии водорос-
лей [93]. Зависимость вязкости от концентрации бактерий показана на 
рис. 12. В режиме коллективного движения при относительно высоких 
концентрациях наблюдается семикратное снижение вязкости. При даль-
нейшем увеличении концентрации бактерий вязкость снова повышается, 
вероятно, из-за застревания бактерий и замедления обмена веществ, нако-
пления отходов и т. д. 

 

 
Рис. 12. Снижение вязкости для суспензии плавающих бактерий Bacillus subtilis 
[44]. С увеличением концентрации бактерий эффективная вязкость суспензии η 
уменьшается в 7 раз по сравнению с вязкостью чистой жидкости η0. На вставке — 
схема экспериментальной установки. Магнитная (никелевая) частица погружается 
в пленку жидкости, содержащей бактерии Bacillus subtilis. Частица вращается под 
действием магнитного поля, создаваемого набором катушек; вязкость вычисляется 
исходя из измерений вращательного момента, действующего на частицу 
 

Хотя экспериментальные результаты качественно соответствуют тен-
денции, предсказанной на основании простых аргументов [92], в действи-
тельности дело обстоит гораздо сложнее. В частности, эксперименты про-
водятся в геометрии, близкой к плоскому сдвиговому течению (поток ме-
жду двумя параллельными движущимися стенками), а не к чисто сдвиго-
вому течению. В этом случае бактерии будут вращаться течением по от-
дельности, а не выстраиваться по устойчивой оси [73]. Как было показано 
в теоретических работах, чтобы объяснить снижение вязкости в случае 
плоского сдвигового течения, в дополнение к инжекции энергии плаваю-
щими бактериями нужно учитывать гидродинамическое взаимодействие 
между микропловцами и их случайные реориентации (кувыркания) [94, 95]. 
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4. Теоретические подходы 

Поскольку активные коллоиды находятся в неравновесном тепловом 
состоянии, мощный аппарат термодинамики и статистической физики, 
разработанный для равновесных систем, например различные методы, 
основанные на минимизации энергии или максимизации энтропии, в 
большинстве случаев не применим. Таким образом, прямое численное 
моделирование коллоидной суспензии и упрощенные феноменологиче-
ские модели стали самыми популярными инструментами исследования. 
Здесь представлен очень короткий (и далеко не полный) обзор некоторых 
теоретических и вычислительных подходов. Различные теоретические 
подходы часто применяются к одной и той же экспериментальной систе-
ме. Использование континуальных крупнозернистых моделей, получен-
ных для макроскопических степеней свободы (концентрация, скорость, 
поляризация и т. д.), как правило, более эффективно для вычислений, чем 
прямое моделирование движения частиц, и в общем обеспечивает более 
глубокое понимание. Эти модели зависят от значительно меньшего числа 
параметров и позволяют изучать большие системы на более длительном 
масштабе времени. С другой стороны, систематическое получение крупно-
зернистых уравнений в неравновесном случае является сложной задачей. 

4.1. Модели классической молекулярной динамики 

На рис. 13 представлено сравнение результатов компьютерного моде-
лирования и эксперимента с суспензиями под воздействием электрическо-
го [96] или магнитного поля [55] (см. рис. 1, 5). В большинстве случаев 
наблюдается хорошее качественное, а иногда даже количественное соот-
ветствие между экспериментом и компьютерным моделированием. Не-
смотря на то что изучаемые системы весьма различны (заряженные части-
цы в работах [18, 47] и магнитные частицы в исследовании [55]), подходы 
моделирования имеют некоторые общие черты. В обоих случаях времен-
ная эволюция индивидуальных коллоидных частиц описывается уравне-
ниями Ланжевена с тепловым шумом и сильной диссипацией (броунов-
ская динамика). Коллоидные частицы, как правило, рассматриваются как 
твердые сферы или диски с фиксированным дипольным моментом [55] 
либо электрическим зарядом [96], но гидродинамические взаимодействия 
между частицами не учитываются. Поскольку реализация столкновений 
между жесткими дисками или сферами связана со значительными вычис-
лительными трудностями (см., например, [97]), часто используется «смяг-
ченный» потенциал взаимодействия — потенциал Леннарда-Джонса — и 
более жесткий потенциал 0( ) = exp( ( ) / ) / ( ),ij ij ijV r V r a r a− − λ −  где rij = |ri – 

– rj| > a — расстояние между частицами, a — радиус частицы, V0 и λ — 
сила и длина затухания потенциала соответственно. 
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Рис. 13. Результаты моделирования методом броуновской динамики смеси двух 
противоположно заряженных коллоидов (а, б). Направление переменного электри-
ческого поля показано пунктирной белой стрелкой, масштабная шкала пропорцио-
нальна движущей силе, т. е. амплитуде поля. В согласии с экспериментом [18, 47] 
(см. рис. 1, д, e) в случае малых движущих сил статические полосы формируются 
перпендикулярно направлению поля, а в случае движущих сил большей амплиту-
ды дорожки формируются параллельно направлению поля [96]. Результаты ком-
пьютерного моделирования структур, возникающих в суспензии магнитных кол-
лоидов при воздействии переменного трехосного магнитного поля (в, г). Снимок в, 
полученный для трехмерных гетеродинированных полей, мало отличается от 
снимка г, сделанного при имитации отжига (путем тепловых флуктуаций, нет поля) 
(ср. рис. 5, ж) [55]  

 
Броуновскую динамику можно проиллюстрировать на примере систе-

мы из двух противоположно заряженных коллоидов, находящихся под 
воздействием электрического поля [96]. На частицы типа А и В действуют 
периодические силы  f A(t) = – f B(t) = f0 sin (ω t)ex, где  f0 и ω — амплитуда и 
частота накачивающего поля. Уравнения движения записываются в виде  

 
, , , ( )

= ( ),
ijA B A B A B

i i
ji j

dV r
t

dr≠
ζ − + ξr f  (11) 

где ,A Bζ  — подвижность частиц, ,A B
ir  — положения частиц, ξ — случай-

ная сила (тепловой шум). Несмотря на эти серьезные упрощения, модели-
рование часто воспроизводит ключевые экспериментальные наблюдения: 



 197

формирование полос [96] и «коллоидной пены» [55]. Как было показано в 
работе [98], гидродинамическое взаимодействие между частицами, кри-
тичное в некоторых случаях, по всей видимости, не важно для сильно воз-
бужденных противоположно заряженных коллоидов, т. е. для дорожек. 

4.2. Континуальные модели 

Теоретическое описание становится значительно более сложной зада-
чей, если потоки, порожденные коллоидными частицами, играют боль-
шую роль, как в случае пульсирующих колец и вращающихся вихрей [48] 
и самособирающихся магнитных пловцов [33]. Феноменологическая кон-
тинуальная модель, основанная на системе уравнений для концентрации 
частиц и самоиндуцированного электроосмотического потока, была пред-
ложена в работе [52]. Модель оперирует двумерными концентрациями 
(усредненными вдоль вертикальной координаты z) для двух типов частиц: 
концентрацией газа ρg, т. е. быстро движущихся частиц, и концентрацией 
малоподвижных частиц осадка ρp. Хотя разделение на газ и осадок пред-
ставляется достаточно искусственным, оно позволяет значительно умень-
шить вычислительные сложности задачи. Поскольку полное число частиц 

N сохраняется, = ( ) = const,p gN dxdyρ + ρ  то динамика описывается с 

помощью законов сохранения:  

 = , = ,t g g t p pf f∂ ρ −∇ + ∂ ρ ∇ −J J  (12) 

где Jg,p — потоки газа и осадка, функция  f  описывает скорость преобра-
зования газа в осадок, которая зависит от ρg,р, приложенного электриче-
ского поля Е и проводимости электролита (пропорциональной концентра-
ции алкоголя с). Потоки (комбинация диффузионных и адвективных пото-
ков) можно представить в следующем общем виде:  

 , , , , , , ,= ( ) 1 ( ) .g p g p g p g p g p g p g pD E E⊥  − ∇ρ − α ρ − β ρ J v  (13) 

Здесь Dg, p — коэффициенты диффузии; αg, p, βg, p — линейные/квадратич- 
ные коэффициенты адвекции для каждой из фракций; член 1 – βg, pρg, p 
описывает насыщение потока при высоких концентрациях; v⊥ — горизон-
тальная (в плоскости) скорость жидкости, которая может быть получена 
из условия несжимаемости ∇v⊥ + ∂zvz = 0. Предполагая, что вертикальная 
завихренность ωz = ∂yvx – ∂xvy  мала по сравнению с завихренностью в 
плоскости (для ωz = 0), горизонтальную скорость можно вывести из квази-
потенциала φ: v⊥ = –∇φ. Тогда из условия несжимаемости следует  

 2 = .z zv∇ φ ∂  (14) 
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В свою очередь, усредненную вертикальную компоненту скорости 
1

0
=

h

zV h v dz−   (h — толщина экспериментальной ячейки) можно получить 

из соответствующего уравнения Навье — Стокса (см. детали в [52]):  

 2= (| |)( ) ,t g pV V V cE K dr′ ′∂ ν∇ − ζ + − ρ + ρ r r  (15) 

где ν — кинематическая вязкость, ζ учитывает диссипацию из-за трения о 
дно, а последний член описывает усредненную по глубине силу, дейст-
вующую на слабозаряженную жидкость, содержащую заряженные части-
цы. K(|r – r′|) является феноменологическим локализованным интеграль-
ным ядром, задающим размер возникающих структур. При соответствую-
щем выборе параметров модели и функциональной формы скорости кон-
версии  f  модель описывает на качественном уровне все детали фазовой 
диаграммы, а также все основные структуры, наблюдаемые в эксперимен-
те: статические кристаллы, сотообразные решетки и даже пульсирующие 
кольца и вращающиеся вихри (рис. 14, a—e). 

 

 
 

Рис. 14. Формирование вращающихся вихрей-звезд в модели неводной суспензии 
проводящих микрочастиц, возбуждаемой постоянным электрическим полем [52] 
(а—в). Вращающиеся вихри превращаются в пульсирующие кольца при изменении 
полярности электрического поля (г—е). Структуры, полученные с помощью ком-
пьютерного моделирования, качественно воспроизводят наблюдаемые в экспери-
менте (см. рис. 2, а—в) вращающиеся звезды и пульсирующие кольца. Магнитная 
змея, полученная из 225 частиц, случайно распределенных на поверхности вода — 
воздух (ж), цвета показывают возвышение поверхности, стрелки указывают на-
правление гидродинамических поверхностных течений, созданных змеей [58]; з — 
структура течения вблизи хвоста змеи; и — самособирающийся микропловец, об-
разованный змеей, присоединившейся к немагнитной бусинке (большой черный 
кружок); белая стрелка указывает направление движения (см. также рис. 3, б—е) 
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Гибридная модель, основанная на дискретной динамике частиц и кон-
тинуальном гидродинамическом описании для жидкости, была использо-
вана для описания формирования самоорганизующихся магнитных змей и 
пловцов [58] (рис. 14, ж—и). При таком подходе уравнения Ньютона для 
позиций и ориентаций коллоидных частиц на границе между воздухом и 
водой связаны с уравнением Навье — Стокса для жидкости. Для описания 
ректифицированных крупномасштабных потоков, порожденных змеей, 
необходимо полное нелинейное уравнение Навье — Стокса (а не линейное 
уравнение Стокса). Чтобы снизить вычислительную нагрузку, связанную с 
численным решением трехмерных нелинейных уравнений в частных про-
изводных для потока жидкости, уравнение Навье — Стокса решалось в 
гораздо более простом приближении мелкой воды для усредненной по 
глубине горизонтальной скорости v [59]. Такое приближение справедливо, 
когда толщина слоя воды h становится малой по сравнению с размером 
магнитной змеи. Эти уравнения имеют вид  

= 0,t h h∂ + ∇ v  (16)

2 2
0= ( ) sin( ) ( ) ,t j j

j

h h H t s∂ + ∇ ν ∇ − ζ − ∇ + σ∇∇ + ω −v v v v v r r p  (17)

где σ — поверхностное натяжение, ζ описывает трение o дно. Последний 
член в правой части уравнения (17) описывает поток, создаваемый пере-
менным вертикальным магнитным полем с амплитудой H0 и частотой ω, 
действующим на магнитные диполи с ориентацией pj = (cos(φj), sin(φj)), 
функция s(r) определяется формой частиц. Положения rj и ориентации φj 
частиц в свою очередь вычисляются из уравнений Ньютона:  

 = ,p j t j j tm h+ μ + μ − β∇r r F v   (18) 

 0= sin( ) ,p j r j j j jI T H t hφ + μ φ + Σ + κ ω ∇ ×p   (19) 

где mp, Ip, μt и μr — масса частицы, момент инерции, трансляционный и 
вращательный коэффициенты вязкого сопротивления соответственно, Fj  и 
Tj — силы и вращательные моменты, связанные с магнитным диполь-
дипольным взаимодействием и стерическим отталкиванием между части-
цами (вращательные моменты имеют только одну ненулевую компонен-
ту), Σj — вращательный момент, создаваемый сдвиговым гидродинамиче-
ским течением8. Уравнения (17)—(19) имеют следующий смысл: в допол-
нение к тому, что на частицы действуют магнитные и гидродинамические 
силы и моменты сил Fj, Tj, Σj, частицы переносятся гидродинамическим 
потоком (~ v), скользят вниз по градиенту поверхности под действием 

                                                 
8
 Для типичных условий эксперимента эти моменты малы по сравнению с другими чле-

нами уравнения (19). 
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силы тяжести (β∇h). Последний член в правой части уравнения (19) за-
служивает особого внимания: он описывает магнитное ориентирование 
частиц вдоль проекции внешнего переменного магнитного поля, парал-
лельной поверхности жидкости. Эта осциллирующая на той же частоте ω 
плоскостная компонента поля, появляющаяся из-за деформации поверхно-
сти, пропорциональна наклону ∇h. Такое плоскостное магнитное поле 
вызывает антиферромагнитное упорядочение соседних сегментов и необ-
ходимо для формирования змей и звезд. Уравнения (16)—(19) успешно 
воспроизводят весь процесс самосборки магнитных змей из случайного 
распределения частиц на поверхности, а также фoрмирования гибрида 
змеи-бусинки (рис. 14, ж—и). 

4.3. Кинетический подход 

Хотя в понимании коллективного движения в суспензиях самодвижу-
щихся микропловцов на основе анализа упрощенных вероятностных мо-
делей был достигнут значительный прогресс, детальная роль конкретных 
физических механизмов является предметом активного обсуждения. Самые 
последние теоретические подходы основаны на решении кинетических 
уравнений среднего поля вида уравнений Фоккера — Планка — Смолухов-
ского для нестационарной плотности вероятности P(r, d, t) нахождения 
частицы в определенном положении r с ориентацией d. В большинстве из 
этих подходов гидродинамические взаимодействия описываются в преде-
ле низкой концентрации, когда потоки, создаваемые большим числом бак-
терий, можно аппроксимировать суперпозицией полей отдельных бакте-
рий [99, 100]. Бактериальные столкновения часто вводятся через бинар-
ный интеграл столкновений [101]. В наиболее общей форме это кинетиче-
ское уравнение может быть записано в виде  

 2 2
0= (( ) ) ( ) ,t r n c t r r dP V P P I D P D P∂ −∇ + − ∇ ω + + ∇ + ∇d u  (20) 

где V0 — скорость отдельной бактерии по отношению к жидкости в на-
правлении ее единичного вектора ориентации d; u — гидродинамическая 
скорость, создаваемая всеми плывущими бактериями; ω = (I – dd)⋅(γE +  
+ W)⋅d — угловая скорость течения, образованная всеми бактериями, Е и 
W — тензоры скорости деформаций и завихренности, γ — формфактор, 
который близок к единице для вытянутых объектов типа бактерий; Dt и  
Dr — коэффициенты трансляционной и вращательной диффузии (из-за 
кувыркания бактерий); ∇r и ∇d  — векторные дифференциальные операто-
ры для позиций r и ориентаций d [73]; Ic — бинарный интеграл столкно-
вений, описывающий короткодействующее ориентационное взаимодейст-
вие между бактериями: непосредственные стерические столкновения ме-
жду бактериями приводят к совпадению их ориентаций и соответственно 
к более коррелированному состоянию [101] (см. рис. 9). Бактерии взаимо-
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действуют не только через столкновения, но и посредством дальнодейст-
вующих гидродинамических сил, описываемых трансляционными и вра-
щательными скоростями v, ω. Различные версии уравнения (20) решались 
численно (в основном для двумерного случая) или сводились к упрощен-
ной системе крупнозернистых уравнений для усредненных величин, таких 

как локальная концентрация = Pdρ  d , средняя ориентация = Pdτ d d  

и т. д. Хотя кинетические модели воспроизвели многие ключевые экспе-
риментальные наблюдения (например, возникновение движения при пре-
вышении критической концентрации), согласие результатов моделирова-
ния с данными экспериментов остается в основном качественным. 

Заключение 
Изучение активных коллоидов является быстро растущей и разви-

вающейся областью, в которой в ближайшем будущем могут произойти 
многие научные и технологические прорывы. Одним из интригующих 
направлений исследований является коллективное поведение коллоидов с 
частицами анизотропной формы, такими как стержни, пластинки, или да-
же более сложной формы, например киральной. Как и в жидких кристал-
лах [6], где различные нетривиальные фазы возникают из-за анизотропии 
форм молекул, мы можем ожидать богатого спектра нетривиальных дина-
мических состояний и структур в случае, когда суспензия анизотропных 
частиц накачивается электрическими или магнитными полями. Эти со-
стояния, обладающие уникальными оптическими и механическими свой-
ствами, будут играть большую роль в создании реконфигурируемых ум-
ных материалов для новых технологий на основе самосборки анизотроп-
ных коллоидов в самых разных областях: от фотоники [102, 103] до мик-
ропотоковых устройств [62] и роботики [36, 104, 105]. 

Научные прорывы ожидаются в области искусственных микроплов-
цов. Cкорее всего, будут развиваться дизайн микропловцов, оптимизация 
их способов плавания и функционализация для конкретных приложений. 
Современные конструкции микропловцов основаны главным образом на 
перекиси водорода, что делает их непригодными для большинства меди-
цинских применений, например для целевой доставки лекарств. Весьма 
желательно и перспективно использование в конструкции микропловцов 
общих биологических видов носителей энергии, таких как глюкоза. Еще 
одним интересным приложением является разработка и оптимизация мик-
ропловцов для конкретных коллективных задач, таких как целевые дос-
тавки грузов, параллельная сборка, очистка от загрязнений, и других за-
дач, обычно связанных с «роевым интеллектом» (swarm intelligence), под-
ходом к управлению сложной многороботной системой, состоящей из 
большого числа простых микророботов [106]. 
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Благодаря революционному увеличению мощности компьютеров ожи-
дается значительное повышение точности численных алгоритмов для ак-
тивных коллоидных суспензий. Большинство современных теоретических 
подходов основано на прямом моделировании отдельных частиц со слу-
чайными силами из-за тепловых флуктуаций, в то время как гидродина-
мическое взаимодействие учитывается в сильно упрощенном виде, в ос-
новном в виде вязкого трения, действующего на частицу, или в приближе-
нии среднего поля (см., например, [58, 61, 98, 107]). Более адекватное опи-
сание гидродинамических сил между коллоидными частицами, не ограни-
чивающееся рамками парного взаимодействия, является весьма желатель-
ным, но пока вычислительные затраты непомерно высоки. Кроме модели-
рования отдельных частиц, различные континуальные феноменологиче-
ские подходы были предложены для описания динамических состояний, 
таких как вращающиеся бинарные кластеры и самодвижущиеся магнит-
ные змеи [33, 52]. Таким образом, дальнейший прогресс ожидается в раз-
работке нестационарных крупнозернистых моделей для динамических 
состояний в коллоидных суспензиях. Модели, полученные из первых прин-
ципов, например в рамках кинетической теории, должны наряду с локаль-
ными взаимодействиями (столкновениями, силами смачивания) и т. д. 
включать дальнодействующие силы (гидродинамические, магнитные). 

Быстро возрастает число теоретических и вычислительных работ, по-
священных общим динамическим и статистическим свойствам коллектив-
ного поведения, демонстрируемого самоподвижными частицами с упро-
щенным взаимодействием — от точечных частиц до жестких стержней и 
плавающих жгутиков (см., например, [108—113]). Были предсказаны раз-
личные динамические фазы — от движущихся кластеров и групп до рое-
вых состояний. Тем не менее сейчас связь между таким упрощенным мо-
делированием и экспериментально наблюдаемой динамикой самодвижу-
щихся коллоидов остается не вполне удовлетворительной. Улучшенные 
вычислительные модели, скорее всего, будут более реалистично описы-
вать специфические свойства самоподвижных коллоидов и разнообразие 
сил, действующих между частицами, — от электрических и магнитных до 
стерических и гидродинамических. 

Работа поддержана Министерством энергетики США, Управлением 
фундаментальных наук об энергии, Отделом материаловедения и инжене-
рии (договор DEAC02-06CH11357). 
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КОСМИЧЕСКИЕ СТРУНЫ 
И ИХ ПОИСКИ ВО ВСЕЛЕННОЙ 

М. В. Сажин, О. С. Сажина 

В соответствии с современными наблюдательными данными по изу-
чению расширения Вселенной с помощью сверхновых, а также судя по 
анизотропии реликтового излучения современная Вселенная находится в 
стадии ускоренного расширения, которое успешно объясняется наличием 
темной энергии [1] — особой формы энергии вакуумного типа. Однако 
природа темной энергии до сих пор не выяснена, что является фундамен-
тальной проблемой современной космологии, а также ключевой областью 
исследования на стыке таких дисциплин, как космология, астрономия и 
физика элементарных частиц.  

Согласно представлениям современной космологии при расширении и 
охлаждении Вселенной из начальной симметричной фазы Вселенная про-
шла серию фазовых переходов, теряя часть первоначальной симметрии. 
Каждая симметрия определяется фундаментальными взаимодействиями. 
Так, например, теория Великого объединения предсказывает фазовый пе-
реход при энергиях порядка 1016 ГэВ, нарушающий группу симметрий, ко-
торая ассоциируется с объединенными сильными и электрослабыми взаи-
модействиями. В ранней Вселенной в постинфляционный период при ее 
расширении и остывании могли бы происходить фазовые переходы ва-
куума с формированием топологических дефектов. 

С наблюдательной точки зрения наибольший интерес представляют 
топологические космические струны. Механизм их образования не требу-
ет специальных предположений о динамике Вселенной, а основывается 
только на том, что Вселенная остывала. Топологические дефекты форми-
руются потому, что направления нарушений симметрии различны в раз-
ных точках пространства. Объединение таких разных участков простран-
ства приводит к топологическим проблемам, в результате чего и форми-
руются дефекты разных размерностей, состоящие из симметричного вы-
сокоэнергетического вакуума, который будем называть реликтовой тем-
ной энергией.   

Минимальная модель, содержащая струны, обладает лагранжевой 
плотностью, калибровочно инвариантной относительно группы U(1), в то 
время как основное состояние такой модели не является калибровочно-
инвариантным относительно U(1). Множество отличных от нуля вакуумов 
определяется характерным масштабом энергии, при которой происходит 
нарушение симметрии. При этом система случайным образом переходит в 
одно из энергетически выгодных состояний. Непрерывность поля требует 
существования точки, в которой среднее значение вакуума убывает по 
всем направлениям. Эта точка расположена в центре поверхности, задаю-
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щей потенциал. Множество таких точек в трехмерном физическом про-
странстве и есть струна. Следовательно, область новой фазы содержит 
внутри себя «вмороженную» область старой, реликтовой фазы. В силу со-
хранения топологического заряда струны устойчивы, не имеют концов. 
Основной параметр космической струны — ее масса на единицу длины 
(μ), которая эквивалентна натяжению струны, есть величина порядка 
квадрата шкалы энергии, при которой происходит фазовый переход. От-
ношение квадрата энергии к квадрату массы Планка есть безразмерная ве-
личина, равная произведению μ на постоянную Ньютона G. Для струн 
энергий порядка 1016 ГэВ эта безразмерная величина составляет 10–6. На-
блюдательные ограничения дают величину того же порядка.   

Космические струны были впервые введены Кибблом [2] и на про-
тяжении последних десятилетий служили предметом активных обсужде- 
ний в теоретической космологии и в наблюдательной космологии [3, 4]. 
В присутствии космической струны Вселенная из трехмерно плоской (т. е. 
обладающей пространственно-временной метрикой Минковского) стано-
вится конической. Это глобальный эффект. Глобальная эвклидова геомет-
рия сохраняется всюду, кроме особой точки — вершины конуса. Основ-
ной наблюдательный параметр космической струны — это дефицит угла: 

α = 8πGμ. 

Исследования последних лет выявили глубокие теоретические связи 
между топологическими космическими струнами и теорией фундамен-
тальных суперструн, которые в настоящее время являются наиболее мно-
гообещающими кандидатами для построения материи и объединения всех 
типов физических взаимодействий. Такая связь стала возможной с помо-
щью механизмов понижения энергии струн фундаментальной теории (так 
называемых суперструн). Так, в моделях с некомпактными дополнитель-
ными измерениями энергетическая шкала суперструн может быть пони-
жена, чтобы удовлетворять наблюдательным ограничениям на линейную 
плотность струны. Кроме того, в моделях с большим пятым измерением 
(модель Рубакова — Шапошникова, согласно которой есть четырехмерная 
«брана» и пространство дополнительных измерений, так называемый 
балк) энергия суперструны также может быть понижена за счет того, что 
часть энергии струна может передавать в балк. 

Существует два основных метода поиска космических струн.  
Первый метод заключается в поиске гравитационно-линзовых собы-

тий, индуцируемых космическими струнами. Если между наблюдателем и 
космической струной находится внегалактический объект, то лучи света, 
идущие от этого объекта, будут двигаться в коническом пространстве, а 
потому формировать два изображения этого объекта. Изображения харак-
теризуются рядом специфических наблюдательных особенностей. Важ-
нейшие из них следующие: одинаковое отношение потоков во всех дос-
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тупных оптических фильтрах, одинаковая морфология и спектры изобра-
жений, а также наличие дублированных структур в изображениях и нали-
чие резких срезов их внешних изофот (уровней яркости) для возможности 
наблюдать объекты высокого углового разрешения. Наблюдательная база 
этого метода — глубокие оптические обзоры неба наземными и космиче-
скими телескопами. Подобные исследования проводились российско-
итальянской группой, возглавляемой профессором М. В. Сажиным [4]. 
Был исследован двойной внегалактический объект CSL-1, который являл-
ся кандидатом в гравитационно-линзовое событие на космической струне. 
Моделирование и наблюдения, проведенные с помощью наземных теле-
скопов, а также космического телескопа HST, показали, что объект пред-
ставляет собой очень редкую пару двух близких и слабовзаимодействую-
щих эллиптических галактик. 

Второй метод заключается в поиске сигналов в данных анизотропии 
микроволнового фонового реликтового излучения. Этот метод основан на 
изучении радиоданных космического аппарата WMAP. Остановимся на 
втором методе более подробно.  

Реликтовое излучение возникает, когда в первичной плазме нарушает-
ся равновесие и фотоны начинают распространяться свободно. Образуется 
так называемая поверхность последнего рассеяния — самый далекий ис-
точник излучения. Температура этой поверхности однородна. Степень ее 
однородности очень высока и составляет несколько сотых процента. Тем 
не менее на этой поверхности существует небольшая разница температур. 
Она называется анизотропией реликтового излучения. В результате обра-
ботки семилетних данных спутника WMAP была получена карта анизо-
тропии реликтового излучения. С помощью наблюдений на разных часто-
тах удалось вычесть вклад Галактики. Анизотропия реликтового излуче-
ния составляет величину порядка 100 мкК. 

Зависимость амплитуды колебаний поверхности последнего рассеяния 
от мультипольного числа может быть представлена в виде графика углового 
спектра анизотропии реликтового излучения. График состоит из нескольких 
характерных частей: плато Харрисона — Зельдовича, первого, второго и 
третьего доплеровских пиков. Амплитуда плато характеризует физику ран-
ней Вселенной, амплитуда и положение доплеровских пиков по горизон-
тальной оси зависит от глобальных параметров нашей Вселенной. Для ма-
лых мультипольных чисел стандартная модель плохо согласуется с наблю-
дательными данными. Это можно объяснить нетривиальной замкнутой то-
пологией пространства-времени (которая, однако, с высокой точностью от-
вергается полученными в 2013 году данными космического аппарата 
PLANCK), а можно и наличием одной или нескольких космических струн. 

Движущаяся космическая струна может генерировать анизотропию 
реликтового излучения согласно простому механизму Доплера (эффект 
Кайзера — Стеббинса). 
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Рис. 1. Модельное распределение анизотропии реликтового излучения, генери-
руемой одиночной космической струной. Струна расположена вдоль линии, со-
единяющей полюса карты, и движется слева направо 

 
Движущаяся струна создает очень характерное распределение флук-

туаций температуры на небесной сфере (рис. 1), позволяя таким образом 
отличить анизотропию, генерированную космическими струнами, от ани-
зотропии, созданной другими физическими механизмами (например, 
адиабатическими возмущениями плотности). Основная структура анизо-
тропии на космической струне такова: пятно пониженной яркости, обра-
зующееся в области перед движущейся струной, а также пятно повышен-
ной яркости, образующееся в области позади струны. Перепад яркости 
между пятнами есть ступенчатая функция, что позволяет эффективно ис-
пользовать для ее обнаружения ортонормальный набор модифицирован-
ных функций Хаара. «Модификация» заключается во введении в класси-
ческое определение функций Хаара циклического сдвига для учета пово-
рота струны относительно луча зрения. Сверткой карты реальных данных 
по анизотропии реликтового излучения, полученных аппаратом WMAP, 
с модифицированными функциями Хаара были найдены кандидаты в кос-
мические струны. Несмотря на то что большое количество найденных 
кандидатов представляет собой «ложное обнаружение», использованный 
метод впервые позволил доказать, что во Вселенной нет космических 
струн с уровнем анизотропии меньше стандартного адиабатического поч-
ти в два с половиной раза (т. е. 40 мкК и выше — рис. 2). Результаты дру-
гих авторов, основанные на исследованиях негауссовости карт WMAP,  
позволили доказать отсутствие струн с той же температурной амплитудой, 
что и стандартная анизотропия (т. е. порядка 100 мкК). 

При объединении методов радио- и оптических наблюдений для неза-
висимого поиска космических струн необходимо принимать во внимание, 
что объем Вселенной, доступной оптическим наблюдениям, представляет 
собой малую часть шара, ограниченного поверхностью последнего рас-
сеяния (являющуюся источником реликтового излучения). Высота пятна 
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Рис. 2. Кандидаты в космические струны, обнаруженные при обработке реальной 
карты анизотропии реликтового излучения — так называемой ILC-карты (Internal 
Linear Combination), которая объединяет информацию различных частотных кана-
лов аппарата WMAP. Обработка производилась путем свертки реальной карты с 
модифицированными ступенчатыми функциями Хаара. Амплитуда анизотропии 
найденных кандидатов почти в два с половиной раза ниже фоновой анизотропии 

 
генерируемой анизотропии зависит от того, какая часть струны находится 
под поверхностью последнего рассеяния. Для простейшей модели это оп-
ределяется расстоянием до струны. Таким образом, минимальная высота 
пятна от струны, которая должна быть видна в оптике, не менее 100 гра-
дусов. Основной недостаток метода поиска космических струн с помощью 
оптических наблюдений (поиска линзированных изображений) заключа-
ется в том, что оптические обзоры покрывают 1/6 часть неба. Современ-
ные оптические обзоры позволяют наблюдать объекты на расстоянии 
до z = 7. 
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ЭФФЕКТИВНОЕ НАСЫЩЕНИЕ ПОГЛОЩЕНИЯ 
ПРИ ВОЛНОВЫХ ПРОЦЕССАХ 

В ПЛАЗМЕННЫХ МАГНИТОСФЕРНЫХ 
И КОСМИЧЕСКИХ МАЗЕРАХ  

П. А. Беспалов 

Введение 
Во многих случаях космическая плазма находится в открытых маг-

нитных ловушках. Такая ситуация характерна для магнитосфер планет и 
активных областей атмосферы Солнца. Лучше других экспериментально 
изучены свойства плазмы в геомагнитной ловушке. Этот интересный фи-
зический объект важен для многих приложений и удобен для опробования 
самосогласованных теоретических моделей, которые затем удается ис-
пользовать для объяснения явлений в других космических и лабораторных 
плазменных системах.  

Частицы и волны в геомагнитной ловушке. В области замкнутых 
силовых линий геомагнитного поля плазма состоит из высокотемператур-
ной и холодной фракций. Электроны с энергиями 40≥w  кэВ, протоны и 

ионы с энергиями 210≥iw  кэВ образуют так называемые радиационные 

пояса [1]. Многие из этих частиц прошли трудный путь. Они в течение 
недели двигались от Солнца в составе солнечного ветра. Затем попали на 
периферию магнитосферы в результате эффектов пересоединения. Потом 
в составе диффузионного потока продвигались внутрь магнитосферы из-за 
нарушения электромагнитными импульсами третьего адиабатического 
инварианта, ассоциированного с долготным дрейфом частиц в неоднород-
ном магнитном поле. Частицы испытывают бетатронное ускорение, так 
как переходят в область со сравнительно сильным магнитным полем, а 
первый адиабатический инвариант 2 / 2V B⊥μ =  сохраняется ( ⊥V  — компо-

нента скорости частицы, перпендикулярная магнитному полю B


). Во 
время магнитных возмущений возрастают электростатические поля и час-
тицы могут попасть в область радиационных поясов благодаря конвекции, 
естественно, тоже ускорившись. Небольшая доля еще более энергичных 
частиц возникает при распаде вторичных нейтронов в магнитосфере (вто-
ричные нейтроны образуются при столкновении высокоэнергичных кос-
мических частиц с ионосферной «мишенью»).  

Источником холодной и по крайней мере на четыре порядка более 
концентрированной плазмы является земная ионосфера. Чтобы иметь 
представление о порядке величин, можно исходить из значений концен-
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трации 2 310 10pn ∼ ÷  см–3. Эти частицы заполняют магнитную трубку в 

дневной магнитосфере, стремясь обеспечить баланс давлений, и частично 
возвращаются в ионосферу в ночной зоне. Таким образом, область радиа-
ционных поясов — место встречи солнечного и земного вещества.  

Плазма радиационных поясов является бесстолкновительной в том 
смысле, что длина пробега энергичных частиц между кулоновскими 
столкновениями велика по сравнению с размером магнитосферы. Поэтому 
при изучении движения отдельных частиц полезно ввести в рассмотрение 
пространство скоростей в экваториальной области магнитной ловушки: 

LV| , LV⊥ , где LV|  и LV⊥  — продольная и поперечная магнитному полю 

компоненты скорости частицы в момент пересечения магнитного экватора 
(с индексом L  принято записывать величины на экваторе). Удобными 
также являются такие переменные, как модуль скорости V  и синус эква-
ториального питч-угла VVx L /⊥= . Если частицы движутся свободно, то из 

условия сохранения первого адиабатического инварианта и модуля скоро-
сти легко найти координату точки отражения z, так как 

)(// 22 zBVBV LL =⊥ . Траектории частиц с 1/2
кпx x −< = σ  заходят в ионо-

сферу, и в этом «конусе потерь» нет движущихся свободно частиц. Здесь 
/E LB Bσ =  — пробочное отношение, EB  — магнитное поле на земной 

поверхности. Для дипольного магнитного поля 3(4 3 / )L Lσ = − , где L  — 

расстояние от центра Земли до вершины магнитной трубки в земных ра-
диусах ER . В области внешнего радиационного пояса 210σ ∼ .  

Реально адиабатические инварианты частиц могут эффективно нару-
шаться из-за рассеяния частиц волнами. При этом происходит изменение 
величины х и часть частиц высыпается в ионосферу. Можно ожидать, что 
эффективно взаимодействовать с радиационным поясом могут волны, ко-
торые канализируются магнитным полем, так как они, отражаясь от тор-
цов магнитной ловушки, многократно проходят область радиационных 
поясов. Как известно [2], такими свойствами обладают альфвеновские и 
свистовые волны. Для первых BV


||гр

, а у вторых, согласно теореме Стори, 

угол между групповой скоростью 
грV


 и магнитным полем не превосходит 

19°29' , если частота волны выше нижнегибридной [3].  
Довольно очевидно, на какие частицы влияют эти волны. Частицы ра-

диационного пояса участвуют в трех квазипериодических движениях: 
крутятся в плоскости, перпендикулярной магнитному полю, с гирочас-
тотой ,Bω  осциллируют между зеркальными точками с баунс-часто- 

той ( / )b B Br aΩ ∼ ω  и дрейфуют по азимуту в неоднородном магнитном 

поле (электроны к востоку, протоны к западу) с угловой скоростью 
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2
др ( / ) ,B Br aΩ ∼ ω  где Br  — гирорадиус, LRa E=  — масштаб продольной 

неоднородности магнитного поля. Из механики известно, что каждому 
квазипериодическому движению отвечает адиабатический инвариант. 
Чтобы какой-то из этих инвариантов изменялся наиболее эффективно, 
частота воздействия должна быть порядка частоты соответствующего ква-
зипериодического движения. Поэтому альфвеновские волны в радиацион-
ном поясе влияют на все три инварианта протонов, а также на второй и 
третий инварианты электронов. Высыпание электронов в конус потерь 
обычно связано с изменением первого адиабатического инварианта, по-
этому динамику электронных радиационных поясов контролируют в ос-
новном свистовые волны. Отметим, что между указанными выше часто-
тами есть простое соотношение: 2

др.b BΩ ≅ ω Ω  

В данной работе мы ограничимся анализом явлений в электронных 
радиационных поясах, связанных со свистовыми волнами. Свистовые 
волны имеют частоты нгр Bω < ω < ω  (

нгрω — нижнегибридная частота) и 

дисперсионное уравнение [3]  
2 2

2 2 2
( ) cosB

p

k c

k c
ω = ω φ

ω +
,                (1) 

где pω  — плазменная частота, φ  — угол между волновым вектором k


 и 

магнитным полем. Обычно свистовые волны регистрируются в интервале 
циклических частот от 300 Гц до 10 кГц.  

1. Взаимодействие волн и частиц 
на циклотронном резонансе  

В действительности фон свистовых волн может быть обусловлен не-
сколькими причинами. Например, такие волны излучаются молниевыми 
разрядами в атмосфере. Эффективным источником свистовых волн в маг-
нитосфере являются сами радиационные пояса. В этом смысле электрон-
ные радиационные пояса и свистовое излучение образуют подсистему 
магнитосферы, которую можно изучать независимо от всего остального 
для конкретных источников и стоков частиц.  

Допустим, что электрон поглотил квант свистовых волн ω , k


. Тогда 
из условия сохранения энергии и импульса получаем 

( )

2

,
2

.

mV

mV k|| ||

 Δ = ω 
 

Δ =




    (2) 

Это отнюдь не значит, что в задаче важны квантовые эффекты и в конеч-
ные формулы постоянная Планка не входит. Из системы (2) следует, что 
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2( )mV k V⊥ || ||Δ + = ω  . В свою очередь, перескоки частиц в магнитном поле 

при поглощении кванта происходят между уровнями Ландау. Поэтому 
2( / 2) BmV s⊥Δ = ω , где s  — целое число. С учетом этого соотношения по-

лучается хорошо известное условие Доплера эффективного взаимодейст-
вия волн и частиц в магнитном поле: Bk V s|| ||ω− = ω . Кроме того, из приве-

денных формул следует равенство 2( ) 2( / ) ( ).V k V|| ||Δ = ω Δ  Заменяя здесь ||k  

из условия Доплера, находим, что взаимодействующая со свистовой вол-
ной частица в пространстве скоростей перемещается вдоль так называе-
мых линий диффузии  

2 2 const
B

V V
s ||

ω+ =
ω − ω

,       (3) 

имеющих форму эллипсов.  
Расчеты показывают, что в магнитосфере при не очень больших углах 

1φ ≤  наиболее важен циклотронный резонанс 1=s   

.Bk V|| ||ω− = ω      (4) 

При 0φ =  взаимодействие на других резонансах ( 1≠s ) отсутствует. 

Отметим, что при выполнении условия (4) частицы и волны движутся в 
противоположные стороны, так как 0<||||Vk . 

Особое значение циклотронного резонанса связано с возможностью 
циклотронной неустойчивости при его выполнении. В. Ю. Трахтенгерц 
показал [4], что плазма радиационного пояса с поперечной анизотропией в 
пространстве скоростей неустойчива относительно возбуждения свисто-
вых волн (реально такая анизотропия связана с наличием конуса потерь в 
пространстве скоростей и со спецификой ускорительных механизмов, 
действующих в магнитосфере). Это утверждение опиралось на основопо-
лагающую статью Р. З. Сагдеева и В. Д. Шафранова по линейной теории 
электромагнитной неустойчивости анизотропной плазмы [5]. Практически 
циклотронная неустойчивость может быть не экспоненциально слабой 
только в том случае, если параметр  

2
* ( / ) 1.pL L BLV c|β = ω ω ≥          (5) 

Отметим, что в области радиационных поясов 28 / 1P Bβ = π <<  и магнит-

ная структура стабильна. Реально условие (5) является довольно жестким 
и обычно может выполняться в плазмосфере или в облаках оторвавшейся 
от нее плазмы, которые наблюдаются в дневной магнитосфере после 
сильных магнитных возмущений. Понятно, что удобной интегральной 
характеристикой нестабильности радиационных поясов является величина 
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усиления свистовых волн при одном прохождении через магнитную ло-
вушку:  

/ 2

/ 2

( ) ,
l

l

d z
−

Γ ω = η        (6) 

где η  — входящий в уравнение переноса коэффициент усиления, l — 

длина магнитной ловушки. Частота 0,ω  отвечающая наибольшему усиле-

нию излучения, может быть записана в виде [6]  

0
*

1
min , 1 ,BL

T

T
|

⊥

  ω = ω −  β   
      (7) 

где ⊥| TT /  — анизотропия температур на экваторе. Для максимума усиле-

ния Γ  при * 1β >>  справедлива оценка LELL BLRVen /30max ⊥≅Γ , где e  — 

величина заряда электрона, Ln — концентрация энергичных частиц в об-

ласти минимума магнитного поля.  
Обычно усиление оказывается небольшим, и эффект накопления энер-

гии волн характеризуется коэффициентом отражения от ионосферы R. 
Абсолютная неустойчивость реализуется при превышении порога цикло-
тронной неустойчивости  

max ln .RΓ >      (8) 

 
Естественные электромагнитные излучения свистового диапазона 

в области радиационных поясов. Эти излучения были систематизирова-
ны в книге Р. А. Хеллиуэлла [3]. При выполнении неравенства (8) возбуж-
даются шумовые электромагнитные излучения.  

Если функция распределения частиц радиационных поясов является 
гладкой функцией в пространстве скоростей, то полное усиление свисто-
вых волн в результате коллективных процессов и эффектов распростране-
ния в условиях применимости приближения геометрической оптики также 
гладкая функция частоты. При этом любая модель, основанная на неус-
тойчивости среды, может объяснить только шумовые в своей основе сви-
стовые излучения и плавные энергетические спектры частиц в радиацион-
ных поясах. Экспериментально наблюдаемые усредненные функции рас-
пределения энергичных электронов действительно оказываются сравни-
тельно плавными функциями.  

В данной работе мы постараемся разобраться с условиями возбужде-
ния наиболее хорошо организованных из этих излучений. Это квазипе-
риодические ОНЧ-излучения (QP-2), не связанные с геомагнитными пуль-
сациями, пример которых показан на рис. 1. В таких излучениях отдель-
ные спектральные всплески длительностью от 5 до 15 с повторяются 
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с периодом от 10 до 300 с почти без изменения формы в течение длитель-
ного времени — порядка нескольких часов. 

 

 
Рис. 1. Типичный динамический спектр квазипериодических свистовых излучений 

ОНЧ-диапазона (QP-2), не связанных с геомагнитными пульсациями 
 
 

2. Эффективное насыщение поглощения 
в плазменном магнитосферном мазере  

В условиях развитой циклотронной неустойчивости в геомагнитной 
ловушке накапливаются электромагнитные волны, на которых частицы 
горячей плазмы рассеиваются и попадают в ионосферу. Реально в локаль-
ной трубке магнитного поля действуют источники энергичных частиц, 
такие как перенос поперек магнитного поля и ускорительные механизмы. 
Выполненные исследования показали, что такая активная область радиа-
ционных поясов во многом аналогична мазерам и лазерам. В магнито-
сферном мазере сравнительно плотная замагниченная плазма и сопряжен-
ные торцы магнитной ловушки образуют квазиоптический резонатор для 
электромагнитных волн. Активным веществом служат энергичные части-
цы радиационных поясов. Поперечная анизотропия функции распределе-
ния энергичных частиц играет роль инверсии населенностей. Накачкой в 
магнитосферном мазере являются источники быстрых частиц. Приведен-
ные рассуждения позволяют ожидать наличия аналогий и в поведении 
обсуждаемых систем.  

Для управления режимами генерации в лазерах широко используются 
так называемые насыщающиеся поглотители. Это специально разработан-
ные нелинейные элементы, в которых для определенного диапазона частот 
поглощение уменьшается с ростом интенсивности излучения. В плазмен-
ном магнитосферном мазере тоже возможно эффективное насыщение по-
глощения. При определенных угловых зависимостях мощности источника 
энергичных электронов взаимодействие волн и частиц происходит таким 
образом, что за счет изменения анизотропии функции распределения на 
переднем фронте отдельного электромагнитного импульса инкремент не 
уменьшается, а возрастает. Это может приводить к неустойчивости режи-
ма стационарной генерации и формированию импульсного электромаг-
нитного излучения.  



220 

Усредненные квазилинейные уравнения. Для обоснования сделан-
ных утверждений и количественного описания взаимодействия сравни-
тельно широких волновых пакетов с энергичными частицами, имеющими 
достаточно гладкую функцию распределения, хорошо подходит самосо-
гласованная система квазилинейных уравнений [7, 8]. При рассмотрении 
сравнительно медленных процессов систему квазилинейных уравнений 
можно существенно упростить, выполнив усреднение по периодам осцил-
ляции волн и частиц между точками отражения. В результате получаются 
интуитивно понятные уравнения. Энергичные частицы испытывают много 
слабых толчков со стороны электромагнитных возмущений, каждый из 
толчков слегка меняет адиабатические инварианты. Поэтому изменение 
функции распределения в пространстве адиабатических инвариантов опи-
сывается уравнением типа уравнения Фоккера — Планка. Уравнение для 
спектральной плотности энергии волн можно получить из интеграла энер-
гий. Если частоты волн много меньше гирочастоты, то рассеяние частиц 
по питч-углам близко к упругому и усредненные квазилинейные уравне-
ния имеют следующий вид [6]:  

max

кп0

,

.
x

x

F F F
D j

t x x T

F
K dxdV

t x

∞

∂ ∂ ∂ = ε − + ∂ ∂ ∂ 
∂ε ∂ = ε − νε  ∂ ∂ 

    (9) 

Здесь изменение функции распределения ),,( VxtF  происходит в соответ-

ствии с поступлением частиц от источника с мощностью ),( Vxj  и питч-

угловой диффузии по х. Указанная диффузия происходит тем быстрее, чем 
больше средняя плотность энергии cвистовых волн ( ).tε  В свою очередь, 

плотность энергии волн определяется усредненным уравнением переноса, в 
которых интеграл учитывает инкремент неустойчивости, а гр2 ln /R Tν =  — 

средний декремент затухания плотности энергии волн из-за эффектов рас-
пространения, ,D  K  и )(max Vx  — известные положительные функции, 

кпx  — граница конуса потерь.  

Если для определенности ограничиться случаем малого разброса по 
модулю скорости у мощности источника частиц, то естественно ввести в 
рассмотрение задачу Штурма — Лиувилля  

q
q q

Z
D Z

x x

∂∂   = −δ ∂ ∂ 
    (10) 

для функций .qZ  Эти функции удовлетворяют тем же граничным услови-

ям, что и функция распределения. Можно проверить, что это задача о соб-
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ственных функциях и собственных значениях самосопряженного операто-
ра. Собственные значения самосопряженного оператора положительны, а 
собственные функции можно выбрать действительными. Мощность ис-
точника частиц в трубке магнитного поля при малом разбросе по модулю 
скорости можно записать в виде  

0
1

( ).q q
q

j J Z V V
∞

=

 
= δ −  
 
  

В таком случае решение задачи для функции распределения можно ус-
пешно искать в аналогичной форме:  

)( 0
1

VVZFF
q

qq −δ







= 

∞

=

.       (11) 

После подстановки этих выражений в систему уравнений (8) и использо-
вания условий ортогональности собственных функций мы получаем сис-
тему уравнений в полных производных. Для теоретического анализа наи-
более прост случай, когда мощность источника частиц по своей угловой 
зависимости совпадает с первой угловой функцией оператора питч-
угловой диффузии. Тогда анизотропия функции распределения не меняет-
ся со временем, а динамика плазменного магнитосферного мазера (ПММ) 
подчиняется простой системе уравнений в полных производных, совпа-
дающей со скоростными уравнениями одномодового лазера с быстрой 
релаксацией поляризации:  

,

,

dN N
N J

dt T
d

h N N
dt

= −δε − +

ε = ε − ν
       (12) 

где δ  и h  — константы, N  и J  — полное содержание и мощности ис-
точника энергичных электронов в трубке магнитного поля с единичным 
сечением на уровне ионосферы. При подходящих условиях в ПММ воз-
можны слабозатухающие колебания, частота и декремент затухания кото-
рых около состояния равновесия определяются следующими выражениями:  

1/2
РП ( ) ,hJΩ =    РП .

2

hJ

v
ν =    (13) 

Существование колебательных режимов можно пояснить следующим 
образом. Предположим, что в начальный момент радиационный пояс был 
устойчив и свистовая турбулентность была на низком уровне. Действие 
источника приводит к накоплению энергичных частиц. Достигается порог 
возбуждения циклотронной неустойчивости. Сначала интенсивность сви-
стовых волн невелика и накопление частиц продолжается. Затем уровень 
турбулентности быстро нарастает и «проскакивает» состояние равновесия, 
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в котором действие источника точно компенсируется высыпаниями час-
тиц через магнитные пробки. После этого усиление волн сменяется зату-
ханием и система возвращается в состояние, близкое к исходному, если 
источник частиц достаточно слабый. На фазовой плоскости, отвечающей 
системе, имеется состояние равновесия типа устойчивого фокуса.  

Для реальных условий в дневной магнитосфере период колебаний ле-
жит от 10 до 150 с, а их добротность порядка нескольких десятков. Можно 
отметить, что добротность пропорциональна декременту затухания .ν  
Если затухание свистовых волн относительно небольшое, как это имеет 
место в ночной магнитосфере, то уровень волн адиабатически подстраива-
ется под содержание частиц и колебательный процесс, в котором домини-
руют то частицы, то волны, становится невозможным.  

Преобразование уравнений к многоуровневой форме, эффектив-
ное насыщение поглощения и автоколебания. Рассмотренные колеба-
ния могут раскачиваться при подходящих угловых распределениях мощ-
ности источника частиц, не совпадающих с первой собственной функцией 
оператора диффузии по питч-углам [9, 10]. Пояснить эту возможность 
проще всего на следующем примере. Допустим, что мощность источника 
частиц может быть представлена суперпозицией угловых мод (10). Тогда 
систему уравнений (9) можно записать в следующем виде:  

1

,

,

q q
q q q

q q
q

dF F
F J

dt T

d
h F

dt

∞

=

= −δ ε − +

ε  = − ν ε 
 

                       (14) 

где 
max

кп

.
x

q
q

x

dZ
h K dx

dx
=   Собственные значения qδ  быстро растут с номером 

угловой моды q. Поэтому при описании относительно медленных процес-
сов в уравнениях для )2( ≥qFq  можно опустить производную по време-

ни. Для простоты ограничимся случаем, когда мощность источника частиц 
представляет суперпозицию двух первых угловых мод. Тогда мы можем 

подставить амплитуду второй угловой моды ( ) 1
2 2 2 1F J T T −≅ δ ε + в осталь-

ные уравнения системы (14). В результате снова (12)  

( )

1 1
1 1 1

1 1 эфф

,
dF F

F J
dt T

d
h F

dt

= −δ ε − +

ε = − ν ε
         (15) 
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с заменой декремента затухания ν  на эффективный декремент затухания 

2 2
эфф 1

2

h J

T −ν = ν −
δ ε +

. Более подробные выкладки показывают, что при по-

ложительных мощностях источника частиц с подходящей угловой зави-
симостью может выполняться неравенство 022 <Jh , соответствующее 

эффективному насыщению поглощения. Учет этого обстоятельства позво-
ляет количественно объяснить свойства электромагнитных излучений на 
основе анализа фазовой плоскости и временного хода процессов в радиа-
ционных поясах, описываемых системой (15). На рис. 2, а верхний график 
на осциллограммах отвечает временному ходу анизотропии функции рас-
пределения в установившихся автоколебаниях, которая ответственна за 
возрастание частоты излучения в пределах отдельного всплеска электро-
магнитных излучений. Сделанные выводы согласуются с известными и 
новыми экспериментальными результатами [11].  
  

      

 

 
            а              б  

Рис. 2. Квазипериодические процессы в радиационных поясах, обусловленные 
внутренней динамикой ПММ: а — фазовые плоскости ( ε , N ) и ( ,a N ) автоколе-
бательного процесса; б — периодическая зависимость анизотропии функции рас-
пределения (a ), содержания энергичных частиц в трубке магнитного поля с еди-

ничным сечением на уровне ионосферы ( N N∼ ), плотности энергии свистовых 
излучений ( ε ∼ ε ) от безразмерного времени в установившихся автоколебаниях 
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3. Естественная десятичасовая синхронизация процессов 
в электронных радиационных поясах Юпитера  

В последние десятилетия большое внимание уделяется изучению 
плазменной оболочки Юпитера. Уже по данным космического аппарата 
PIONEER-10 был открыт так называемый часовой эффект. Первоначально 
было просто отмечено, что потоки энергичных электронов промодулиро-
ваны с периодом 10 ч, совпадающим с периодом орбитального вращения 
планеты.  

Было предложено несколько моделей для объяснения этого эффекта. 
Например, согласно дисковой модели [12] предполагалось, что энергич-
ных частиц больше в области плоскости магнитного экватора, а из-за на-
клона оси орбитального вращения к оси намагниченности космический 
аппарат периодически попадает в область более высоких потоков частиц. 
Это предположение не нашло подтверждения в данных космических ап-
паратов VOYAGER, траектории которых проходили не в области низких 
широт. Значительно позднее по данным космического аппарат ULYSSES 
был сделан вывод о том, что потоки энергичных электронов меняются 
синхронно в разных областях магнитосферы Юпитера [13]. Недавно были 
проведены одновременные эксперименты на космических аппаратах 
CASSINI-HUYGENS и GALILEO на фланге и в магнитосфере Юпитера 
[14, 15]. Эксперименты доказали синхронность десятичасовой модуляции 
свистовых излучений в разных секторах магнитосферы. Эти результаты 
послужили хорошим поводом для дальнейшего развития теории коллек-
тивных процессов в радиационных поясах Юпитера [16, 17].  

Особенности условий в области радиационных поясов Юпитера. 
Условия формирования электронных радиационных поясов Юпитера и 
Земли имеют много общего: энергичные частицы в рамках диффузионно-
го потока проникают внутрь магнитосферы, где их потоки ограничивают-
ся циклотронной неустойчивостью. Неустойчивость ответственна за воз-
буждение свистовых электромагнитных волн, приводящих к питч-
угловому рассеянию и высыпаниям в ионосферу. Однако у радиационных 
поясов Юпитера есть важные особенности: электроны имеют релятивист-
ские энергии, фоновая плазма сосредоточена в плазменном диске и имеет 
совершенно другое радиальное распределение концентрации. Магнито-
сфера быстро вращается и не симметрична. Для энергичных электронов 
экспериментально установлен отличный от земного коэффициент ради-
альной диффузии поперек магнитных оболочек [18, 19]. Все эти факторы 
надо учитывать в расчетах.  

Особенности плазменного магнитосферного мазера в радиацион-
ных поясах Юпитера. Поведение плазменного магнитосферного мазера 
определяется самосогласованной системой релятивистских квазилиней-
ных уравнений. Мы будем интересоваться сравнительно медленными 
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процессами, для описания которых квазилинейные уравнения, как мы с 
вами уже знаем, могут быть представлены в простой балансной форме: 

эфф

;

( ).

N
N J

t

hN
t

∂ = −δε +
∂

∂ε = ε − ν
∂

     (16) 

Здесь J  — мощность источника частиц, связанная с радиальной диффу-
зией:  

2 2 ,
N

J L DL
L L

∂ ∂ ≈  ∂ ∂ 
     (17) 

где D  — константа.  

Осцилляции параметров радиационных поясов Юпитера. Вопрос 
о малых осцилляциях параметров радиационных поясов около стационар-
ного состояния решается весьма просто. Подставляя 0 ~N N N= +  и 

0 ~ε = ε + ε  в балансные уравнения, мы получаем в нулевом приближении 

параметры стационарного состояния, а в первом приближении — частоту 
и декремент затухания колебаний на разных магнитных оболочках. Под-
ставляя общепринятые оценки для параметров плазмы, можно показать, 
что резонансная частота системы практически не зависит от магнитной 
оболочки и дается выражением [16, 17]  

( )1 2 4 1
РП ln / (0,5 3) 10 сJcD R R − −Ω ≅ ≅ ÷ ⋅ ,               (18) 

где с — скорость света. Указанный диапазон частот содержит угловую 
скорость вращения Юпитера 41,76 10J

−Ω ≅ ⋅ с–1. Эти результаты служат 

предпосылкой глобального резонанса в рассматриваемой системе.  

Пространственное детектирование добротности магнитосферного 
резонатора. Рассмотрим поподробнее входящий в систему (16) усреднен-
ный декремент затухания свистовых волн в отдельной трубке. Его можно 
записать в виде  

1
грэфф |ln|2),( −=ϕν TRt .        (19) 

Коэффициент R  зависит в первую очередь от состояния ионосферы. Ре-
ально вращающаяся вместе с планетой ионосфера Юпитера несимметрич-
на (рис. 3). С учетом этого можно записать 

12 | ln | ( ).JR f t= ϕ − Ω      (20) 

Период группового распространения свистовых волн в магнитосфер-

ном резонаторе грT  имеет величину порядка нескольких минут и является 

периодической функцией азимутального угла ,ϕ  так как он определяется 
структурой магнитосферы: степенью сплюснутости магнитосферы и кон-
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центрацией плазмы вдоль магнитной трубки. Оба эти показателя в основ-
ном зависят от местного времени, поэтому  

1
гр 2( ).T f− = ϕ             (21) 

Таким образом, усредненный декремент затухания свистовых волн может 
быть представлен в виде  

эфф 1 2( , ) ( ) ( ).Jt f t fν ϕ = ϕ − Ω ϕ           (22) 

Из формулы (22) следует, что декремент затухания свистовых волн пред-
ставим в виде суммы трех слагаемых [20]: слагаемого, периодического во 
времени с периодом вращения Юпитера JT , не зависящего от азимуталь-

ного угла; слагаемого, зависящего только от азимутального угла; слагае-
мого, зависящего от времени и азимутального угла, но в среднем по углу 
равного нулю. Наличие первого из этих слагаемых — это уже не предпо-
сылка, а конкретная причина глобального резонанса.  
 

  
Рис. 3. Экваториальное сечение магнитосферы Юпитера: 1 — отошедшая ударная 
волна; 2 — магнитопауза; 3 — сечение магнитной оболочки; JΩ  — угловая ско-

рость Юпитера; дрΩ  — угловая скорость азимутального дрейфа энергичных элек-

тронов; ϕ  — азимутальный угол  
 

Особенности пространственно-временной динамики циклотрон-
ной неустойчивости радиационных поясов Юпитера. Численные рас-
четы с декрементом затухания (22) показали, что колебательный процесс 
на разных долготах происходит с разной эффективностью. Однако макси-
мумы интенсивности свистовых излучений достигаются во всей магнито-
сфере довольно синхронно, и вся гигантская магнитосфера Юпитера в 
свистовых излучениях вспыхивает как гигантская лампочка. Модельная 
пространственно-временная картина колебательного процесса показана на 
рис. 4. Были рассмотрены детали параметрической синхронизации. Для 
10- и 5-часовых периодических процессов аналитически были определены 
амплитуды и начальные фазы колебаний [21].  

ΩJ 
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Рис. 4. Модельная пространственно-временная картина колебательного процесса. 
Разными оттенками серого цвета показана зависимость плотности энергии свисто-
вых излучений ε  от азимутального угла ϕ  и безразмерного времени 

 
Естественным представляется вопрос о причине глобального резонан-

са в магнитосфере Юпитера. Это может быть как уникальное совпадение, 
так и проявление более глубокой самосогласованности системы. Ответ на 
этот вопрос может дать более подробное рассмотрение факторов, ответст-
венных за глобальный резонанс. Прежде всего, это касается функциональ-
ной зависимости и величины коэффициента радиальной диффузии энер-
гичных электронов. По нашему мнению, квазипериодические осцилляции 
потоков частиц в электронных радиационных поясах Юпитера могут быть 
важным фактором, определяющим радиальную диффузию частиц в маг-
нитосфере. Дело в том, что потоки энергичных частиц меняют параметры 
плазменного тора спутника Ио и ионосферы. При этом происходит перио-
дическое изменение степени ионизации и температуры плазмы, что и оп-
ределяет эффективность радиальной диффузии. Предварительные расчеты 
подтверждают это предположение [22].  

Работа выполнена при частичной поддержке по программе № 22 РАН 
и по гранту РФФИ № 12-02-00344.  
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ПРОБЛЕМА ПРЕДШЕСТВЕННИКОВ 
СВЕРХНОВЫХ Ia 

М. Р. Гильфанов 

Введение 
Сверхновые Ia (СНIa) играют важную роль в современной космологии — 

с их помощью было продемонстрировано, что Вселенная расширяется с 
ускорением, и сделан вывод о существовании темной энергии [23, 25]. 
Однако их природа до сих пор точно не известна. Почти нет сомнений, что 
они являются результатом термоядерного взрыва белого карлика, достиг-
шего массы Чандрасекара (≈1,38M) [16], но не ясно, как происходит уве-

личение его массы. Из двух ныне существующих сценариев наиболее по-
пулярным является аккреционный, в котором масса белого карлика растет 
за счет аккреции вещества звезды-донора в полуразделенной двойной сис-
теме [31]. В альтернативном сценарии взрыв происходит в результате 
слияния двух белых карликов в компактной двойной системе [13, 29]. 
К сожалению, в отличие от сверхновых-коллапсаров, многочисленные 
попытки обнаружить предшественников сверхновых Ia в разных диапазо-
нах длин волн в данных, полученных до взрыва, до сих пор не увенчались 
успехом, поэтому приходится либо обращаться к расчетам методами по-
пуляционного синтеза [3, 11, 14, 34], либо исследовать различные наблю-
дательные следствия сценариев их происхождения [1, 2, 8, 9, 32]. Послед-
нему подходу и посвящена данная статья. 

Два основных сценария происхождения сверхновых Ia радикально от-
личаются по уровню электромагнитного излучения, предшествующего 
сверхновой. Хотя два белых карлика, движущихся по кеплеровским орби-
там вокруг друг друга в компактной двойной системе, могут стать мощ-
ным источником гравитационных волн, электромагнитное излучение та-
кой системы пренебрежимо мало вплоть до последнего момента, предше-
ствующего слиянию и взрыву. В то же время белый карлик, аккрецирую-
щий вещество звезды-донора, является мощным источником ультрафио-
летового и мягкого рентгеновского излучения в течение примерно не-
скольких миллионов лет до взрыва сверхновой. Это излучение может на-
блюдаться непосредственно как от отдельных источников, так и от галак-
тики в целом [1, 8]. Присутствие популяции аккрецирующих белых карли-
ков способно также изменить спектр ионизирующего ультрафиолетового 
фона в галактике, добавляя в него более жесткую компоненту, и тем са-
мым отразиться на ионизационном балансе межзвездной среды. Это при-
ведет к появлению в спектре излучения межзвездной среды линий, не ха-
рактерных для случая ионизации излучением обычного (старого) звездно-
го населения, например рекомбинационных линий гелия II [32]. При ма-
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лом темпе аккреции, в режиме нестационарного горения, аккреция веще-
ства на белый карлик будет сопровождаться взрывами классических но-
вых, частота которых непосредственно связана с частотой взрывов сверх-
новых Ia в галактике [9]. Сравнение этих предсказаний с наблюдениями в 
рентгеновском и оптическом диапазонах спектра и со статистикой класси-
ческих новых в близких галактиках может ограничить вклад различных 
режимов аккреции в производство сверхновых Ia. 

1. Режимы термоядерного горения 
и излучение аккрецирующих белых карликов 

Пик распределения масс углеродно-кислородных белых карликов, 
сформированных в результате стандартной звездной эволюции, приходит-
ся приблизительно на 0,6—0,7М, максимальное значение массы не пре-

вышает примерно 1,1М [30]. Поэтому для достижения предела Чандрасе-

кара белому карлику необходимо аккрецировать приблизительно более 
0,3М вещества звезды-донора. Хотя детонация белого карлика, в принци-

пе, возможна и при меньших массах, так называемые субчандрасекаров-
ские модели пока не способны воспроизвести наблюдаемые свойства 
сверхновых Ia [12, 19], несмотря на продолжающиеся попытки [7]. Поэто-
му в данной статье мы их рассматривать не будем. 

Аккреция вещества звезды-донора сопровождается термоядерным го-
рением водорода на поверхности белого карлика, которое является доми-
нирующим источником энергии, примерно в 20—30 раз превосходя энер-
говыделение за счет гравитационной энергии аккрецирующего вещества. 
Термоядерное горение устойчиво и происходит в стационарном режиме, 
если темп аккреции превышает критическое значение. Точное значение 
критического темпа аккреции зависит от массы белого карлика и 
нeсколько различается в разных расчетах. Согласно результатам К. Номо-
то и др. [18] оно составляет:  

 7
min 3,1 10 ( / 0,54) / год.WDM M M M−≈ ⋅ − 
  (1) 

При более низких значениях темпа аккреции термоядерное горение на 
поверхности белого карлика неустойчиво и происходит в форме термо-
ядерных вспышек, приводя к явлению классических и рекуррентных но-
вых. Время рекуррентности вспышек определяется главным образом мас-
сой белого карлика и, в меньшей мере, темпом аккреции (см. далее разд. 5). 
Зависимость от массы белого карлика такова, что в случае более массив-
ных белых карликов время рекуррентности значительно сокращается — 
аккреция на белые карлики с массой вблизи чандрасекаровского предела 



231 

приводит к частым вспышкам, повторяющимся раз в несколько лет. Исто-
рически такие объекты называются рекуррентными новыми. 

Темп стационарного горения ограничен сверху значением порядка 
светимости красного гиганта с массой ядра, равной массе белого карлика 
[21]. Соответствующее значение максимального темпа аккреции maxM , 

при котором возможно стационарное горение, также зависит от массы 
белого карлика и примерно в два-три раза превышает minM  [18]. Конфи-

гурация аккреционного потока при значениях темпа аккреции, превы-
шающих max ,M  недостаточно исследована. Долгое время предполагалось, 

что возможно формирование квазистационарной протяженной оболочки 
вокруг белого карлика, состоящей из «лишнего» вещества, фактически 
прекращающей аккрецию и превращающей белый карлик в красный ги-
гант [16]. В начале 90-х годов И. Хачису, М. Като и К. Номото [10] проде-
монстрировали, что под действием давления излучения в линиях «лиш-
нее» вещество может сформировать квазистационарный ветер, поддержи-
ваемый излучением от термоядерного горения на поверхности белого кар-
лика с темпом, равным max .M  

В случае, если темп аккреции находится в пределах между minM  и 

max ,M  полная светимость аккрецирующего белого карлика определяется 

темпом аккреции M  и химическим составом аккрецирующего вещества:  

 H= ,nucL XMε   (2) 

где  εН ≈ 6⋅1018 эрг/г — удельное энерговыделение при термоядерном го-
рении водорода, Х — удельное содержание водорода по массе в аккреци-
рующем веществе. При значениях темпа аккреции и массы белого карли-
ка, типичных для аккреционного сценария, спектр излучения аккреци-
рующего белого карлика со стационарным ядерным горением на поверх-
ности приближенно описывается спектром излучения абсолютно черного 
тела с эффективной температурой [24]:  

 

1

4
5 1/4 1/2

e 7 22
= 5,3 10  К.

4
nuc

ff
WD SB

L
T M R

R
−

− −
 

≈ ⋅  π σ 
  (3) 

Пик такого спектра приходится на мягкий рентгеновский диапазон. Ком-
пактные рентгеновские источники с такими параметрами (светимость 
log(LX) ~ 37,5—38, мягкие спектры с цветовой температурой kTc ~ 30— 
70 эВ) — так называемые сверхмягкие источники — действительно на-
блюдаются в нашей и других близких галактиках. Их открытие и интер-
претация в качестве белых карликов с ядерным горением водорода на по-
верхности в течение многих лет рассматривалось как серьезнейший аргу-
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мент в поддержку аккреционного сценария происхождения сверхновых Ia 
[15]. 

Мягкость спектра излучения сверхмягких источников затрудняет их 
наблюдение из-за поглощения межзвездной средой. Действительно, для 
спектра с температурой 50 эВ при колонковой плотности (интеграл плот-
ности газа вдоль луча зрения) межзвездной среды NH = 5⋅1020 см–2  в мягком 
рентгеновском диапазоне (0,3—0,7 кэВ) порядка 60 % излучения поглоща-
ется межзвездной средой (рис. 1). Всего же в диапазоне 0,3—0,7 кэВ, с уче-
том поглощения, будет регистрироваться примерно 6 % болометрической 
светимости источника. Роль межзвездного поглощения стремительно рас-
тет с уменьшением температуры излучения, поэтому рентгеновское излу-
чение от сверхмягких источников с температурой ниже 10—20 эВ практиче-

ски невозможно обнаружить. Из-за экспоненциального множителя ( ) ,Ee−τ  
входящего в коэффициент поглощения, последнее утверждение практиче-
ски не зависит от расстояния до источника. При заданной светимости 
(темпе аккреции) белого карлика температура излучения растет с умень-
шением его радиуса. Так как радиус белого карлика сокращается с увели-
чением его массы (рис. 2), наиболее жесткие спектры будут иметь белые 
карлики наибольшей массы, т. е. находящиеся вблизи предела Чандрасе-
кара. Для типичных параметров аккреционного сценария в рентгеновском 
диапазоне будут преимущественно наблюдаться белые карлики массой 
выше 1,1—1,2M . 

 

 
 

Рис. 1. Влияние межзвездного поглощения на спектры сверхмягких источников. 
Пример поглощения спектра с температурой 50 эВ при прохождении через меж-
звездную среду с колонковой плотностью (интеграл плотности газа вдоль луча 
зрения) NH = 5·1020 см–2 (верхняя кривая — исходный спектр, нижняя — погло-
щенный)    

П
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ν 
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Рис. 2. Зависимость радиуса и эффективной температуры излучения белого карли-
ка от его массы. Эффективная температура показана для трех разных значений 
темпа аккреции в предположении стационарного горения водорода. Зависимость 
радиуса от массы взята из работы [22] 
 

 
Рис. 3. Светимость популяции белых карликов со стационарным горением водоро-
да на поверхности в галактике М105, предсказываемая аккреционным сценарием. 
Сплошные линии — зависимость светимости от начальной массы белого карлика 
для разных темпов аккреции. Заштрихованная область в нижней части рисунка — 
интервал светимостей, совместимых с наблюдениями обсерватории «Чандра» 
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На рис. 3 верхняя граница нижней заштрихованной области соответ-
ствует абсолютному верхнему пределу, включающему светимость нераз-
решенного излучения и излучения компактных источников с температу-
рой ниже kTc

 ≤ 200 эВ [1]. Реальная рентгеновская светимость аккреци-
рующих белых карликов, вероятно, в несколько раз меньше этого абсо-
лютного верхнего предела. В рамках аккреционного сценария вероятное 

значение темпа аккреции лежит в диапазоне 710 /годM M−≥ 
  [16]. Ниже 

83 10 /годM−⋅   термоядерное горение на поверхности белого карлика 

неустойчиво и приводит к вспышкам классических и рекуррентных новых 
(см. разд. 5). Данные рис. 2 и 3 взяты из работы [9]. 

В случае, когда темп аккреции превышает maxM , радиус фотосферы 

будет заметно больше радиуса белого карлика, что приведет к формирова-
нию более мягкого спектра излучения. Согласно расчетам И. Хачису, 
М. Като и К. Номото [10] для темпов аккреции, ожидаемых в таком сцена-

рии, 610 /год,M M−


   эффективная температура излучения будет поряд-

ка 105 К. Как продемонстрировали Т. Вудс и М. Гильфанов [32], водород и 
гелий выше фотосферы будут полностью ионизованы и спектральный по-
ток вблизи порогов ионизации водорода, гелия и гелия II будет близок к 
планковскому. Хотя рентгеновское излучение таких источников практиче-
ски невозможно обнаружить у Земли, они могут оказать заметное влияние 
на характеристики фона ультрафиолетового излучения в галактике и на 
ионизационное состояние межзвездной среды (см. разд. 4). 

 
2. Излучение популяции аккрецирующих белых карликов 

 

В аккреционном сценарии, в предположении, что все предшественни-
ки сверхновых Ia рождаются с одинаковой начальной массой Mi и имеют 
одинаковый темп аккреции ,M  полное число аккрецирующих белых кар-
ликов NWD, необходимое для того, чтобы обеспечить одну вспышку сверх-
новой в интервал времени ,tΔ  равно  

 Ia ,WD SN
M M

N N
M t M

Δ Δ
Δ

    (4) 

где ΔM = MCh – Mi — разница между начальной массой белого карлика и 

пределом Чандрасекара, а темп вспышек сверхновых равен 
1

Ia =SNN t
−Δ . 

Из наблюдений известно, что темп вспышек сверхновых пропорцио-
нален светимости галактики в ближнем инфракрасном K-диапазоне LK. 
Так, например, для старых эллиптических галактик это соотношение име-

ет вид 4
Ia 3,5 10SNN −≈ ⋅  год 1−  на 10

,10  KL   [17]. Заметим, что светимость 
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в K-диапазоне является мерой звездной массы галактики. Также известно, 
что в более молодых галактиках темп вспышек сверхновых Ia растет при-
мерно обратно пропорционально возрасту галактики. Эта зависимость 
описывается так называемым распределением времен задержек (delay-time 
distribution). Одно из приближенных описаний этого распределения в га-
лактиках старше примерно 100—200 млн. лет было предложено Т. Тотани 
и др. [28] в следующей форме:  

 1,11 10
Ia K,= 0,57( /миллиард лет)  СНIa/столетие /10 .SNN t L−


  (5) 

Таким образом, при темпе аккреции в диапазоне порядка 10–7— 
10–6 М/год аккреционный сценарий предсказывает, что в типичной галак-

тике должно быть порядка 103—104 аккрецирующих белых карликов, на 
поверхности которых происходит стационарное горение водорода. Это 
число значительно превосходит число сверхмягких источников, наблю-
дающихся в нашей Галактике и ряде других близких галактик, например в 
Туманности Андромеды [6], что, на первый взгляд, должно говорить о 
несоответствии между аккреционным сценарием и наблюдениями. Однако 
количественное сравнение требует учета зависимости предсказываемого 
числа источников от темпа аккреции (см. соотношение (4)) и, что еще бо-
лее важно, аккуратного учета эффекта межзвездного поглощения на на-
блюдаемое число источников. Последнее затруднено распределением ак-
крецирующих белых карликов по светимости и температуре. 

Полную болометрическую светимость популяции белых карликов 
можно определить, зная их число и светимость одного источника:  

 H Ia= ,tot WD nuc SNL N L X MN≈ ⋅ ε Δ   (6) 

где ΔМ = МCh – Mi. Заметим, что темп аккреции сокращается — полная 
светимость не зависит от темпа аккреции в индивидуальных источниках и 
определяется лишь полной массой водорода, которая должна быть преоб-
разована на поверхности белого карлика в гелий и затем в углерод и ки-
слород. Отвлекаясь от проблемы устойчивости термоядерного горения, за-
метим, что с точки зрения темпа вспышек сверхновых Ia в галактике неваж-
но, обеспечивается ли он небольшим числом активно аккрецирующих бе-
лых карликов или большой популяцией слабых источников с низким тем-
пом аккреции. 

Зная спектр излучения аккрецирующего белого карлика заданной мас-
сы при заданном темпе аккреции, ( , ),L M Mλ

  можно вычислить спектр 

излучения популяции источников:  

 Ia
( , )

= .
ChMtot

SN Mi

L M M
L N dM

M
λ

λ 



  (7) 

Интегрируя это соотношение по энергии, можно определить свети-
мость популяции белых карликов в заданном диапазоне энергий:  
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 [ ]1 2
Ia H

1
= ( , ) exp ( ) ,

M ECh
tot SN ISMM Ei

L N M dM L M M E N dE−
λ −σ     (8) 

где член [ ]Hexp ( )ISM E N−σ  учитывает межзвездное поглощение. В про-

стейшем приближении чернотельного спектра излучения белого карлика 
(см. обсуждение после уравнения (2))  

 2( , ) = 4 ( ) ( , ),WD effL M M R M B E Tλ π  (9) 

где B(E, Teff) — планковский спектр с температурой Teff, определяемой со-
отношением (3), а RWD(M) — радиус белого карлика, зависящий от его 
массы (см. рис. 2). 

3. Сравнение с рентгеновскими наблюдениями 

Таким образом, прямым следствием аккреционного сценария является 
существование многочисленной популяции мягких рентгеновских источ-
ников в галактиках. Наиболее яркие и жесткие из них, соответствующие 
наиболее массивным белым карликам, будут наблюдаться рентгеновскими 
телескопами в виде сверхмягких источников. Основная же их масса при-
ведет к формированию яркого протяженного гало мягкого рентгеновского 
излучения у эллиптических галактик. Наблюдения внешних галактик ор-
битальными обсерваториями «Чандра» и «Спитцер» в рентгеновском и 
инфракрасном диапазонах спектра дают возможность проверить это пред-
сказание аккреционного сценария (рис. 3). 

С этой целью мы проанализировали [1, 8] архивные данные орбиталь-
ных обсерваторий «Чандра» и «Спитцер» и обзора всего неба в K-диа-
пазоне 2MASS для нескольких близких эллиптических галактик с низким 
содержанием горячего газа и для балджа галактики Туманность Андроме-
ды (М31). Используя данные наблюдений в инфракрасном K-диапазоне, 
мы определили темп вспышек сверхновых для каждой галактики и пред-
сказали число и суммарную светимость аккрецирующих белых карли- 
ков — предшественников сверхновых Ia, предсказываемых аккреционным 
сценарием. При вычислении предсказываемой рентгеновской светимости 
был учтен эффект межзвездного поглощения в соответствии с уравнением 
(8), который не превышал трех-четырех раз. Обработка рентгеновских и 
инфракрасных данных описана в работе [1]. Наблюдаемые рентгеновские 
светимости не имеют поправки на межзвездное поглощение, так что соот-
ветствующие столбцы в таблице допускают прямое сравнение.  

Очевидно, что наблюдаемые светимости, приведенные в таблице, яв-
ляются верхним пределом на светимость аккрецирующих белых карликов, 
так как в нее вносят вклад другие типы компактных источников и диф-
фузное излучение горячего ионизованного газа, присутствующего в этих 
галактиках. 
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Сравнение предсказаний аккреционного сценария с наблюдениями 

Галактика 
LK [LK,] NWD LX [эрг/с]

наблюдаемое предсказанное наблюдаемое предсказанное
M32  8,5 ⋅ 108 25 1,5 ⋅ 1036 7,1 ⋅ 1037 
NGC3377  2,0 ⋅ 1010 5,8 ⋅ 102 4,7 ⋅ 1037 2,7 ⋅ 1039 
M31 bulge  3,7 ⋅ 1010 1,1 ⋅ 103 6,3 ⋅ 1037 2,3 ⋅ 1039 
M105  4,1 ⋅ 1010 1,2 ⋅ 103 8,3 ⋅ 1037 5,5 ⋅ 1039

NGC4278  5,5 ⋅ 1010 1,6 ⋅ 103 1,5 ⋅ 1038 7,6 ⋅ 1039 
NGC3585  1,5 ⋅ 1011 4,4 ⋅ 103 3,8 ⋅ 1038 1,4 ⋅ 1040 

Примечание. Для каждой галактики приведены ее светимость в K-диапа-
зоне, число аккрецирующих белых карликов и их полная светимость, предсказы-
ваемые аккреционным сценарием, а также наблюдаемая суммарная светимость 
неразрешенного излучения и компактных источников с мягкими спектрами. Рент-
геновские светимости приведены для диапазона 0,3—0,7 кэВ. При вычислении 
предсказанных значений уменьшен темп вспышек сверхновых Ia вдвое, чтобы 
учесть вклад только старых эллиптических галактик, другие параметры были зафик-

сированы при следующих значениях: темп аккреции 7= 10  M M−


 /год, начальная 

масса белого карлика 1,2 М. Предсказанная рентгеновская светимость имеет поправ-

ку на межзвездное поглощение. Из работы [8]. 
 

Как это очевидно из таблицы, верхний предел на рентгеновскую све-
тимость популяции аккрецирующих белых карликов в рассматриваемых 
галактиках примерно в 30—50 раз меньше, чем следовало бы ожидать, если 
бы все сверхновые Ia в этих галактиках были связаны со взрывами белых 
карликов, аккрецирующих в режиме стационарного ядерного горения. 

 
4. Рекомбинационные линии гелия II 

  

Наблюдения в линии 21 см обнаружили во многих галактиках раннего 
типа значительное количество нейтрального газа с массой MHI ~ 108—109 M 

[27]. Нейтральный газ, наблюдаемый примерно в 40 % исследуемых га-
лактик, имеет разнообразную морфологию, от рассеянных облаков, рас-
пределенных по объему галактики, до регулярных структур, имеющих 
форму диска или кольца. Последние составляют большинство. Диски ней-
трального водорода в этих галактиках имеют размер от нескольких кило-
парсек до десятков килопарсек, выходя за пределы галактики. Типичное 
значение колонковой плотности газа в направлении, перпендикулярном 
плоскости диска, составляет NH ~ 1020 см–2. С другой стороны, во многих 
галактиках раннего типа наблюдается протяженное оптическое линейча-
тое излучение, характерное для слабоионизованного газа с температурой 
порядка 104 К [26]. Доминирующим в спектре этого излучения являются 
рекомбинационные линии водорода и запрещенные линии металлов — 
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кислорода, азота, серы и других. Происхождение линейчатого излучения 
связано с фотоионизацией газа диффузным излучением галактики. Среди 
различных возможных источников ионизирующего излучения наиболее 
вероятными являются так называемые postAGB-звезды1, представляющие 
собой конечную стадию эволюции звезд с начальной массой не более 
8—9 М. Ионизация излучением этих объектов может объяснить наблю-

даемые спектральные линии и соотношение их интенсивностей. 
Присутствие многочисленной популяции аккрецирующих белых кар-

ликов — предшественников сверхновых Ia с температурой излучения не 
менее 105 К значительно изменит спектр диффузного фона в галактике, 
добавив к нему более жесткую компоненту (рис. 4). Это, в свою очередь, 
отразится на ионизационной структуре газа. Наиболее легко обнаружимое 
изменение будет связано с ионизацией гелия II и появлением его реком-
бинационных линий в спектре. Отметим, что в спектрах postAGB-звезд 
континуум выше потенциала ионизации HeII 54,4 эВ сильно ослаблен из-
за поглощения оболочкой (см. рис. 3), поэтому в стандартной модели 
формирования линейчатых спектров за счет ионизации газа излучением 
звезд рекомбинационные линии HeII не ожидаются. Эти линии наблюда-
ются в молодых галактиках с интенсивным звездообразованием и главным 
образом ассоциируются с присутствием ионизирующего излучения от 
звезд Вольфа — Райе, но совершенно не характерны для галактик раннего 
типа, за исключением компактных областей вблизи активного ядра. 

 

 
Рис. 4. Спектр излучения звездного населения с возрастом 5 млрд. лет (кривая, 
помеченная «звезды») и популяции аккрецирующих белых карликов, необходимой 
для объяснения всех сверхновых Ia в рамках аккреционного сценария (кривая, 
помеченная «предшественники CHIa»). Предполагалось, что температура фото-
сферы белых карликов равна 2⋅105 К. Спектр излучения звездного населения взят 
из расчетов Г. Брузаль и С. Шарло [4]. Штриховой линией показаны потенциалы 
ионизации водорода и однократно ионизованного гелия 

                                                 
1 Звезды, находящиеся на стадии эволюции, следующей за асимптотической ветвью ги-

гантов. 
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Наиболее яркая рекомбинационная линия гелия II, расположенная ни-
же потенциала ионизации водорода (т. е. не подверженная сильному по-
глощению нейтральной межзвездной средой), соответствует переходам с 
главными квантовыми числами n = 3 → 2 на длине волны λ ≈ 640 Å. Наи-
более сильная линия в оптическом диапазоне — переходы с n = 4 → 3 на 
длине волны λ ≈ 4686 Å. Так как светимости этих линий определяются 
главным образом потоком ионизирующего излучения на hν ≥ 54,4 эВ, они 
могут быть использованы для диагностики популяции аккрецирующих 
белых карликов с температурой порядка несколько сотен тысяч градусов, 
мягкое рентгеновское излучение которых может быть сильно ослаблено 
межзвездным поглощением. 

В простейшем случае одноатомного газа большой оптической толщи, 
в пределе большого ионизационного параметра светимость в рекомбина-
ционной линии определяется потоком ионизирующего излучения и долей 
рекомбинаций, приводящих к излучению в линии [20]. Например, для ли-
нии 4686 Å [32]  

 
HeII4 3

4686, max 4686
54,4 эВB

( )
= d .

( )

eff
gas

gas

T L
L h

T h
→ να ∞

ν ν
α ν  (10) 

Это выражение представляет максимально возможное значение светимо-
сти рекомбинационной линии. В реальной ситуации малых значений ио-
низационного параметра и газа с солнечным обилием элементов часть фо-
тонов будет поглощаться водородом и нейтральным гелием, и поток в ре-
комбинационных линиях гелия II будет меньше, чем предсказывается 
уравнением (10). Эта задача подробно рассмотрена в численных расчетах 
Т. Вудса и М. Гильфанова [32]. Результаты этих расчетов приведены на 
рис. 5, на котором показана зависимость удельной светимости (на единицу 
звездной массы) рекомбинационной линии гелия II 4686 Å  от возраста 
галактики. Рассмотрены два случая ионизации: 1) излучением звездного 
населения и 2) популяцией аккрецирующих белых карликов, число кото-
рых достаточно для объяснения всех сверхновых Ia аккреционным сцена-
рием. В расчетах, показанных на рис. 4, предполагалось, что температура 
фотосферы белого карлика равна 2⋅105 К. В случае ионизации излучением 
звезд поток ионизирующего излучения при энергиях порядка потенциала 
ионизации гелия II практически постоянен на временах t ≥ 1 млрд. лет, 
поэтому светимость линии 4686 Å почти не зависит от возраста галактики. 
С другой стороны, так как частота вспышек сверхновых Ia в молодых га-
лактиках значительно выше (уравнение (5)), поток ионизирующего излу-
чения и светимость рекомбинационной линии 4686 Å сильно зависят от 
возраста галактики, Lλ4686 / M* ∝ t –1,7 [32]. Очевидно, что присутствие в 

галактике популяции аккрецирующих белых карликов в количестве, необ-



240 

ходимом для объяснения наблюдаемого темпа вспышек сверхновых типа 
Ia приведет к значительному усилению рекомбинационных линий гелия II 
в ее спектре. Этот эффект будет наиболее заметен в более молодых галак-
тиках, возраст которых не больше 3—5 млрд. лет. 

 

 

Рис. 5. Светимость рекомбинационной линии гелия 4686 Å в предположении, что 
диффузный ионизационный фон в галактике создается: а) стандартным звездным 
населением (кривая, помеченная «звезды») и б) популяцией аккрецирующих белых 
карликов, необходимых для объяснения всех сверхновых Ia в рамках аккреционно-
го сценария (кривая, помеченная «предшественники CHIa»). Предполагалось, что 
температура фотосферы белых карликов равна 2⋅105 К. Из работы [32] 

Несмотря на интенсивные исследования линейчатого излучения иони-
зованного газа в галактиках ранних типов, область длин волн вблизи ре-
комбинационных линий гелия исследована плохо. Низкая светимость этих 
линий в старых (не меньше миллиарда лет) галактиках, следовавшая из 
общих соображений и предсказывавшаяся более точными теоретическими 
расчетами, делала данную область неинтересной для спектроскопических 
исследований. Поэтому не является удивительным, что в литературе нет 
опубликованных измерений рекомбинационных линий геля II в галакти-
ках ранних типов. Тем не менее, как показали расчеты Т. Вудса и 
М. Гильфанова [32], даже в случае ионизации излучением звезд следует 
ожидать излучение в линии 4686 Å на уровне примерно 10 % от светимо-
сти в линии Hβ. Присутствие же в галактиках с возрастом порядка 
1—5 млрд. лет популяции аккрецирующих белых карликов в количестве, 
необходимом для объяснения происхождения сверхновых Ia в аккрецион-
ном сценарии, приведет к усилению излучения в рекомбинационных ли-
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ниях гелия II приблизительно в 5—10 раз, до 1039 эрг/с для типичной га-
лактики. Этого вполне достаточно для ее обнаружения современными те-
лескопами, однако требует оснащения телескопа спектрометром высокого 
разрешения с большой апертурой. При наличии такого спектрометра 
вполне достижима чувствительность на уровне порядка 10–16 эрг/(с⋅см2), 
что позволит искать излучение в линии 4868 Å в галактиках, расположен-
ных на расстояниях до 100—200 Мпк. Чувствительности данных слоанов-
ского обзора неба (SDSS) также может оказаться достаточно для обнару-
жения линии 4686 Å, если не в индивидуальных объектах, то в сумме 
спектров многих галактик. Светимость линии или верхние пределы в слу-
чае ее необнаружения позволят наложить верхний предел на вклад аккре-
цирующих белых карликов с температурой фотосферы порядка несколь-
ких сотен тысяч кельвин в темп вспышек сверхновых типа Ia. 

 
5. Статистика классических и рекуррентных новых 

 

При нестационарном горении водорода во вспышках классических 
новых теряется значительная часть аккрецированного вещества [33], по-
этому ожидается, что в этом режиме масса белого карлика не растет или 
растет несущественно. Соответственно, стандартный аккреционный сце-
нарий не рассматривает источники классических новых, с темпами аккре-
ции значительно ниже предела устойчивого горения min ,M  в качестве 

серьезных кандидатов в предшественники сверхновых Ia. Тем не менее 
расчеты О. Яруна и др. [33] показывают, что вблизи границы устойчивого 
горения возможно удержание заметной доли оболочки во время взрыва 
новой. Этот факт вдохновил некоторых авторов предположить, что рекур-
рентные новые могут быть предшественниками сверхновых Ia. Как будет 
продемонстрировано ниже, в этом случае ожидаемая частота вспышек 
классических и рекуррентных новых будет заметно превосходить наблю-
даемую величину [9]. 

Предполагая, что источники классических и рекуррентных новых яв-
ляются основными предшественниками сверхновых типа Ia, легко пока-
зать, что частоты вспышек сверхновых SNN  и классических новых CNN  

связаны между собой:  

 ,acc CN SN SNM N M NΔ Δ   (11) 

где ΔMacc ≤ 10–7—10–4 M — увеличение массы белого карлика за один 

цикл классической новой (набор массы — вспышка), ΔMSN ~ 0,5M — 

масса, необходимая белому карлику для достижения предела Чандрасека-
ра. Так как ΔMacc зависит от темпа аккреции ,M  массы и температуры 
белого карлика (рис. 6), более точное соотношение будет следующим: 
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    (12) 

где ΔMCN — критическая масса оболочки, при которой происходит дето-
нация водорода на поверхности белого карлика. Неравенство в этом урав-
нении отражает тот факт, что из-за потери массы оболочки во время взры-
ва новой ΔMacc

 ≤  ΔMCN. Так как ΔMCN сильно падает с увеличением массы 
белого карлика (см. рис. 6), основной вклад в частоту вспышек классиче-
ских новых вносят наиболее массивные белые карлики, так же как и в 
рентгеновское излучение в режиме стационарного горения водорода. Они 
станут источниками частых рекуррентных всплесков с относительно ко-
роткими временами распада [33], приводя, таким образом, к появлению 
большой популяции быстрых (в том числе рекуррентных) новых. 
 

 
 

Рис. 6. Зависимость критической массы оболочки ΔMCN, при которой происходит 
детонация водорода на поверхности белого карлика, и времени распада кривой 
блеска классической новой t3 от массы белого карлика MWD и темпа аккреции 
M  — по результатам расчетов О. Яруна и др. [33]. 
 
Рис. 7. Кумулятивное распределение времен распада кривой блеска t3 для класси-
ческих новых в галактике Туманность Андромеды (М31). Гистограммой показано 
наблюдаемое распределение по результатам М. Капаччиоли и др. [5]. Эффекты 
наблюдательной неполноты могут слегка изменить ее форму, однако в интервале 
рассматриваемых значений t3 эти изменения будут незначительны [5] и не по-
влияют на главные выводы. Гладкими кривыми показаны распределения, ожидае-
мые в аккреционном сценарии при предположении, что все сверхновые Ia образу-
ются из аккрецирующих белых карликов с нестационарным горением водорода на 
поверхности. Результаты расчета показаны для двух значений темпа аккреции. 
Теоретические кривые получены на основе расчетов О. Яруна и др. [33] для тем-
пературы ядра белого карлика 107 К. Вертикальной штриховой линией показана 
граница быстрых новых, обсуждаемых в тексте 
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Это предсказание аккреционного сценария противоречит статистике 
классических и рекуррентных новых, наблюдаемых, например, в галакти-
ке Туманность Андромеды, как показано на рис. 7. Действительно, наблю-
даемая частота вспышек классических новых с временем распада t3 < 20 
дней в этой галактике равнa приблизительно (5,2 ± 1,1) год–1 [5], в то вре-
мя как уравнение (12) предсказывает примерно 300 год–1 при темпе аккре-

ции 810 /год,M M−


   ожидаемом в сценарии рекуррентных новых. Так 

как ΔMCN растет с уменьшением темпа аккреции, противоречие между 
наблюдаемой и предсказываемой частотой вспышек классических и ре-
куррентных новых становится менее драматичным при меньших темпах 

аккреции. Тем не менее очень низкие темпы аккреции 1010 /год,M M−≤ 
  

скорее всего, не являются реалистичными в контексте предшественников 
сверхновых Ia. Реалистичные же модели с темпом аккреции 

810 /годM M−≥ 
  могут произвести не более 2 % сверхновых Ia, не всту-

пая в противоречие со статистикой классических и рекуррентных новых. 
 

Заключение 
  

Аккреционный сценарий в его стандартной формулировке рассматри-
вает стационарное горение водорода как наиболее эффективный режим 
увеличения массы белого карлика. В этом режиме по мере приближения к 
пределу Чандрасекара предшественники сверхновых Ia становятся мощ-
ными источниками мягкого рентгеновского излучения. Популяция из 
103—104 таких источников, ожидаемая в типичной галактике, должна соз-
дать гало мягкого рентгеновского излучения вокруг нее. Его предсказы-
ваемая светимость в десятки раз превышает светимость неразрешенного 
излучения вокруг эллиптических галактик, наблюдаемого обсерваторией 
«Чандра». Таким образом, вклад сверхмягких источников в производство 
сверхновых Ia в эллиптических галактиках не может превышать несколь-
ких процентов. 

В определенном интервале параметров (малые массы белых карликов 
или большие значения темпа аккреции) температура фотосферы белого 
карлика может быть слишком низка, так что его излучение будет сильно 
ослаблено поглощением межзвездной средой и необнаружимо. Поэтому 
аргумент, основанный на измерении светимости в мягком рентгеновском 
диапазоне, будет неприменим. Однако аккрецирующие белые карлики и в 
этом случае являются самыми горячими источниками в галактике, с тем-
пературой фотосферы значительно выше, чем характерные температуры 
звезд. Существование их многочисленной популяции способно изменить 
диффузный фон ионизирующего излучения в родительской галактике, что 
отразится на ионизационном балансе межзвездной среды и на спектре ее 
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линейчатого излучения. На длинах волн λ ≥ 912 Å (потенциал ионизации 
водорода), т. е. в оптическом и ближнем ультрафиолетовом диапазонах 
спектра, излучение межзвездной среды не будет подвержено заметному 
межзвездному поглощению и будет наблюдаемо у Земли. Таким образом, 
исследуя линейчатое излучения межзвездной среды, в частности излуче-
ние в рекомбинационных линиях гелия II, возможно «калориметрировать» 
популяцию белых карликов с низкими фотосферными температурами, не 
наблюдаемую другими методами, и измерять суммарный темп термоядер-
ного горения водорода на поверхности белых карликов в галактике. Этот 
метод еще предстоит реализовать на практике. 

Расчеты показывают, что накопление массы белым карликом возмож-
но и в нестационарном режиме, вблизи порога устойчивости термоядерно-
го горения. В этом случае энергия термоядерного горения водорода будет 
преимущественно выделяться в межзвездную среду в виде кинетической 
энергии классических новых и их оптического излучения. Вклад этого 
излучения в полное излучение родительской галактики невелик и инте-
грально ненаблюдаем. Однако в силу их яркости классические новые об-
наруживаются индивидуально, и их статистика в ближайших галактиках 
достаточно хорошо известна. В этом режиме на каждую вспышку сверх-
новой, требующей накопления приблизительно 0,3—0,5 М вещества, на 

поверхности аккрецирующего белого карлика произойдет порядка 106 
вспышек классических новых. Это противоречит статистике классических 
новых в близких галактиках, в том числе в галактике Туманность Андро-
меды. Таким образом, вклад источников классических и рекуррентных 
новых в производство сверхновых Ia также не может превышать несколь-
ких процентов. 

Вышеприведенные аргументы практически полностью исключают ак-
крецирующие белые карлики, взрывающиеся при достижении ими преде-
ла Чандрасекара, из списка кандидатов в предшественники сверхновых Ia. 
Подчеркнем, что основная доля наблюдаемого рентгеновского излучения 
от сверхмягких источников и большая часть вспышек частых рекуррент-
ных новых связана с массивными белыми карликами вблизи предела Чан-
драсекара. Поэтому субчандрасекаровские модели, в которых взрыв 
сверхновой происходит при массе порядка 1,1—1,2 М, этими аргумента-

ми ограничиваются в (гораздо) меньшей степени. Дальнейшее развитие 
этих моделей покажет, появится ли их модификация, способная описать 
всю совокупность наблюдаемых свойств сверхновых Ia. В настоящее же 
время субчандрасекаровские модели не могут воспроизвести наблюдае-
мые спектры и кривые блеска сверхновых Ia, и единственной альтернати-
вой аккреционному сценарию остается слияние белых карликов. Именно 
этот механизм в данный момент представляется главным в образовании 
сверхновых типа Ia в галактиках, возраст которых превышает 1 млрд. лет. 
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КВАЗИСФЕРИЧЕСКАЯ ДОЗВУКОВАЯ АККРЕЦИЯ 
НА РЕНТГЕНОВСКИЕ ПУЛЬСАРЫ 

К. А. Постнов, Н. И. Шакура, А. Ю. Кочеткова, 
Л. Ялмарсдоттер 

Введение 
Феномен рентгеновского пульсара возникает при аккреции вещества 

на вращающиеся нейтронные звезды с сильным магнитным полем в тес-
ных двойных системах. Если второй компонент системы (оптическая звез-
да) заполняет полость Роша, вокруг нейтронной звезды образуется аккре-
ционный диск. Если второй компонент является массивной звездой ранне-
го спектрального класса (O, B), аккреция вещества на нейтронную звезду 
может происходить из мощного звездного ветра, и тогда, в зависимости от 
параметров ветра, вокруг нейтронной звезды может образоваться аккре-
ционный диск, или аккреция будет идти в квазисферическом режиме. 
Сильное магнитное поле нейтронной звезды (порядка 1012—1013 Гс) изме-
няет характер течения вблизи магнитосферы, образующейся на опреде-
ленном расстоянии от поверхности. Поток плазмы вмораживается в сило-
вые линии магнитного поля и направляется в область полярных шапок, 
где образуются горячие пятна. Если ось магнитного диполя не совпадает с 
осью вращения нейтронной звезды, наблюдается пульсирующее рентге-
новское излучение. От большинства известных рентгеновских пульсаров 
наблюдаются стохастические вариации частоты вращения и рентгеновско-
го потока. У многих источников также видны долговременные тренды 
частоты вращения (когда последняя в среднем увеличивается или умень-
шается), а также изменения режимов ускорения на режим замедления (так 
называемые обращения спина от англ. «spin reversal») (см. подробный об-
зор [1] и ссылки там). 

Лучше всего изучен режим аккреции через геометрически тонкие дис-
ки на релятивистские компактные звезды [2]. В этом режиме момент сил, 
ускоряющий нейтронную звезду, может быть записан в виде [3] 

.su AK M GMR≈   Внутренний радиус диска вокруг рентгеновского пуль-

сара определяется альвеновской поверхностью RA, которая находится на 

расстоянии 2/7 ,AR M −  поэтому 6/7 ,suK M  т. е. для дисковой аккреции 

ускоряющий момент сил почти линейно зависит от темпа аккреции (рент-
геновской светимости). Тормозящий момент сил в случае дисковой аккре-

ции в первом приближении не зависит от M : 2 3/ ,sd cK R−μ где R =  

= (GM / (ω*)2)1/3 — радиус коротации, ω* — частота вращения нейтронной 
звезды и μ — дипольный магнитный момент нейтронной звезды. В дейст-
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вительности моменты сил при дисковой аккреции определяются сложным 
взаимодействием диска и магнитосферы (см., например, [4, 5] и обсужде-
ние вопроса в работе [6]) и поэтому могут иметь более сложную зависи-
мость от темпа аккреции и от других параметров. 

Измерение темпов замедления и ускорения частоты вращения ней-
тронных звезд в рентгеновских пульсарах может быть использовано для 
оценки важнейшей физической характеристики нейтронной звезды — ее 
магнитного поля. Период вращения нейтронных звезд в рентгеновских 
пульсарах обычно близок к равновесному значению Peq, при котором сум-
марный момент сил, приложенный к нейтронной звезде, равен нулю K = 
= Ksu + Ksd = 0. Поэтому, предполагая, что наблюдаемое значение частоты 
вращения нейтронной звезды ω* = 2π / Peq, из выражения для равновесно-
го периода при дисковой аккреции и при известном M  можно оценить 
магнитное поле нейтронной звезды. 

В случае квазисферической аккреции, которая может происходить в 
двойных системах, где оптическая звезда не заполняет свою полость Роша 
и диска не образуется, ситуация оказывается более сложной. Очевидно, 
что для ускорения или торможения нейтронной звезды в этом режиме 
важны количество и знак момента импульса в веществе, захватываемом из 
звездного ветра. С точностью до множителя порядка единицы (который 
может быть положительным или отрицательным — см., например, чис-
ленные расчеты [7, 8, 9]) момент сил, приложенный к нейтронной звезде, в 

этом случае пропорционален величине 2
B BM Rω , где = 2 /B BPω π  — угло-

вая частота орбитального движения, 2 2= 2 / ( )B w orbR GM V v+  — радиус гра-

витационного захвата Бонди, Vw — скорость звездного ветра вблизи ней-
тронной звезды, vorb — орбитальная скорость нейтронной звезды. В реаль-
но наблюдаемых массивных рентгеновских двойных системах эксцентри-
ситет орбиты отличен от нуля, звездный ветер может быть переменным и 
неоднородным, поэтому Ksu может быть сложной функцией времени. Тор-
мозящий момент сил в этом случае еще более не определен, так как для 

него уже невозможно записать простое выражение типа 2 3/ cR−μ  (радиус 

коротации Rc не имеет четкого смысла для квазисферической аккреции; в 
медленно вращающихся пульсарах он гораздо больше альвеновского ра-
диуса, на котором в действительности и происходит передача момента 
импульса от аккрецирующего вещества магнитосфере). Например, при 

использовании выражения для момента тормозящих сил в виде 2 3/ cR−μ  

магнитное поле долгопериодических пульсаров получается формально 
очень большим (порядка 1014 Гс и выше). Представляется, что это резуль-
тат недооценки тормозящего момента сил, приложенного к магнитосфере 
нейтронной звезды в режиме квазисферической аккреции. 
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Вещество, захватываемое из звездного ветра, может аккрецировать на 
нейтронную звезду по-разному. Действительно, если поток рентгеновско-
го излучения от аккрецирующей нейтронной звезды достаточно большой, 
вещество звездного ветра, нагретое за фронтом головной ударной волны, 
быстро охлаждается излучением (комптоновское охлаждение) и свободно 
падает на магнитосферу. Скорость падающего вещества быстро превосхо-
дит звуковую, поэтому над магнитосферой возникает ударная волна. Этот 
режим аккреции изучался в работе [10]. В зависимости от направления 
вектора удельного момента импульса захватываемого вещества (вдоль или 
против орбитального момента импульса) нейтронная звезда может уско-
рять или замедлять свое вращение. Однако если поток рентгеновского 
излучения (точнее, плотность энергии фотонов) оказывается ниже некото-
рого значения, нагретая плазма вблизи радиуса Бонди не успевает осты-
вать, и падение к магнитосфере происходит в дозвуковом режиме (режим 
оседания). При этом вокруг магнитосферы образуется горячая квазисфе-
рическая оболочка [11] (см. рис. 1). Вследствие дополнительного энерго-
выделения (особенно у основания оболочки) температурный градиент 
становится сверхадиабатическим, поэтому в оболочке с неизбежностью 
возникают крупномасштабные конвективные движения. Конвекция поро-
ждает турбулентность, поэтому движение жидкого элемента в такой обо-
лочке крайне сложное. Если плазма способна проникнуть в магнитосферу 
и далее падать на нейтронную звезду, темп аккреции во всей оболочке 
будет определяться именно магнитосферой (например, при некоторых 
условиях оболочка может существовать, но темп аккреции в ней может 
быть чрезвычайно мал или вообще равен нулю).  

RB

RA

OB

Рис. 1. Схема квазисферической аккреции из звездного ветра оптического компо-
нента двойной системы (справа) на замагниченную нейтронную звезду (слева).
В режиме дозвукового оседания между фронтом головной ударной волны (пара-
болическая кривая) над вращающейся магнитосферой нейтронной звезды с радиу-
сом  RA образуется квазисферическая оболочка (затемненная область), в которой
развиваются крупномасштабные конвективные движения, способные отводить
момент импульса от магнитосферы. Внешний радиус оболочки определяется ра-
диусом Бонди RB  
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Таким образом, в оболочке на фоне крупномасштабной конвекции 
может происходить медленное дозвуковое оседание вещества. Такая кар-
тина аккреции возможна при относительно малых рентгеновских светимо-
стях LX < 4⋅1036 эрг/с (см. ниже), и в корне отличается от численных расче-
тов, упомянутых выше. При наличии оболочки ее взаимодействие с вра-
щающейся магнитосферой будет ускорять или замедлять нейтронную 
звезду в зависимости от знака разности угловой скорости аккрецирующего 
вещества и границы магнитосферы. Поэтому в режиме аккреционного 
оседания возможно как ускорение, так и замедление вращения нейтронной 
звезды, даже если удельный момент импульса захваченного вещества все-
гда сонаправлен с орбитальным. При этом через оболочку будет перено-
ситься поток момента импульса от или по направлению к вращающейся 
нейтронной звезде. 

В литературе можно найти несколько моделей (см. особенно [12, 13]), в 
которых тормозящий момент сил, приложенный к магнитосфере нейтрон-
ной звезды на стадии квазисферической аккреции, записывается в виде 

2 .sd AK MR ∗− ω  С учетом стандартного определения альвеновcкого радиуса 
2/7 4/7

AR M − μ  этот момент сил пропорционален 8/7 3/7 .sdK M−μ   В нашей 

модели вещество оболочки оседает с дозвуковой скоростью по мере охла-
ждения вблизи границы магнитосферы, и альвеновский радиус определя-
ется иначе: 2/11 6/11

AR M − μ  (см. ниже). Можно указать на два разных ме-

ханизма отвода момента импульса от вращающейся магнитосферы наружу 
по оболочке. В первом случае (мы называем его случаем умеренной связи) 
отвод момента осуществляется конвективными движениями в оболочке и 
тормозящий момент сил в режиме оседания с конвективным выносом мо-

мента импульса по оболочке зависит от темпа аккреции как 3/11
sdK M−   

(см. раздел 4). В этом режиме характерная скорость конвективных движе-
ний околозвуковая. Также возможен режим оседания, в котором отвод 
момента импульса происходит за счет сдвиговой турбулентности в обо-
лочке (случай слабой связи). В этом режиме характерные скорости сдвиго-
вого течения вблизи магнитосферы порядка ее линейной скорости враще-
ния. В этом случае 2 3 2 *2/ / ( ),sd cK R GMμ μ ω   т. е. в режиме слабой свя-

зи тормозящий момент сил вообще не зависит от темпа аккреции. 
Чтобы подчеркнуть разницу между двумя возможными режимами 

дозвуковой аккреции (умеренной и слабой связи), перепишем выражение 
для тормозящего момента сил при конвекции (умеренная связь) через ра-

диус коротации и альвеновский радиус в виде 2 3 3/sd c AK R R−μ   
2 3 3/2( / )( / )c c AR R R− μ  (см. подробнее в разделе 3). Так как сомножитель 

3/2 *( / ) ( ( ) / )c A K AR R Rω ω  в реальных системах может быть порядка 10 
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или больше, использование выражения для тормозящего момента сил в 
виде 2 3/ cRμ  может приводить к переоценке магнитного поля нейтронной 

звезды. 
Зависимость тормозящего момента сил в случае сферической аккре-

ции от темпа аккреции показывает, что вариации темпа аккреции (и рент-
геновской светимости) должны приводить к замене режима ускорения 
(при высоких светимостях) на режим замедления (при низких светимо-
стях) при некотором критическом значении темпа аккреции M  (или AR ), 

различном в разных источниках. Это явление (также известное как «обра-
щение моментов сил», англ. «torque reversal») действительно наблюдается 
в некоторых рентгеновских пульсарах со сферической аккрецией, напри-
мер у Vela X-1, GX 301-2 и GX 1+4, и ниже мы рассмотрим эти объекты 
подробнее. 

Статья построена на основе оригинальных работ [14, 15]. Для удобст-
ва чтения сохранены подробные выводы основных уравнений, но опущен 
ряд дополнений. 

 
1. Квазисферическая аккреция 

  

Рассмотрим моменты сил, приложенные к замагниченной нейтронной 
звезде при квазисферической аккреции из звездного ветра. Вещество ветра 
гравитационно захватывается движущейся нейтронной звездой, при этом 
на характерном расстоянии R ~ RB, где RB — радиус Бонди, формируется 
головная ударная волна. Момент импульса может отводиться от нейтрон-
ной звезды двумя разными способами — либо вместе с веществом, отбра-
сываемым от вращающейся магнитосферы на стадии пропеллера [16] (при 
этом аккреции как таковой на нейтронную звезду не происходит), либо 
крупномасштабными конвективными движениями в квазистатической 
оболочке вокруг магнитосферы (при этом аккреция на нейтронную звезду 
осуществляется со скоростью, определяемой пропускной способностью 
магнитосферы в режиме дозвукового оседания). 

В такой квазистатической оболочке температура остается высокой 
(порядка вириальной температуры, см. [11]), и возникает ключевой во-
прос: может ли горячая плазма войти в магнитосферу. Двумерные расчеты 
Р. Ф. Элснера и Ф. К. Ламба [17] показали, что горячий одноатомный иде-
альный газ не подвержен неустойчивости Рэлея — Тейлора на границе 
магнитосферы, поэтому для аккреции требуется охлаждение плазмы. Од-
нако тщательное рассмотрение трехмерных расчетов [18] показывает, что 
горячая плазма находится на границе устойчивости вблизи экватора маг-
нитосферы (с 5%-ной точностью этих расчетов). Комптоновское охлажде-
ние и возможные диссипативные процессы (магнитное пересоединение и 
т. д.) облегчают проникновение плазмы в магнитосферу. Ниже мы пока-
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жем, что замедление вращения нейтронной звезды возможно при аккре-
ции вещества из горячей оболочки в режиме дозвукового оседания. 

В нулевом приближении мы можем пренебречь как вращением, так и 
радиальными движениями вещества в оболочке и рассмотреть ее структу-
ру в гидростатическом равновесии. Скорость радиального движения ве-
щества в оболочке ur меньше скорости звука cs. При этих предположениях 
характерное время нагрева/охлаждения гораздо больше характерного вре-
мени свободного падения. 

 
1.1. Структура квазистатической дозвуковой оболочки 

вокруг магнитосферы нейтронной звезды 
  

В общем случае в оболочке есть газовое давление и анизотропные 
турбулентные движения, поэтому закон Паскаля нарушается. Тогда урав-
нение гидростатического равновесия может быть выведено из уравнений 
движения (49) с компонентами тензора напряжений (52)—(54) и нулевой 
вязкостью:  

 
2

2 2

( ) 21 1
= 0.

t t
gdP d P R P GM

dR dR RR R
⊥− − + −

ρ ρρ
  (1) 

Здесь 2= /g sP cρ γ  — газовое давление, а tP  означает вклад из-за турбу-

лентных движений:  

 2 2 2 2= = = ,t
s gP u m c P mρ ρ γ     (2) 

 2 2 2 2= = =t
s gP u m c P m⊥ ⊥ ⊥ ⊥ρ ρ γ  (3) 

( 2 2 2= 2tu u u⊥+  есть дисперсия турбулентных скоростей, 2m  и 2m⊥  — 

квадраты турбулентных чисел Маха в радиальном и тангенциальном на-
правлении соответственно, например для изотропной турбулентности 

2 2 2= = (1/ 3) ,tm m m⊥  где tm  — турбулентное число Маха). Полное давление 

дается суммой газового и турбулентного слагаемых: 2= (1 ).g t g tP P P m+ + γ  

Вообще говоря, турбулентные числа Маха в оболочке могут зависеть от 
радиуса, однако в нашей модели мы будем считать их постоянными. 

В первом приближении будем считать энтропию S в оболочке посто-
янной. Для идеального газа с показателем адиабаты γ  и уравнением со-

стояния 
/

= e
S cVP K γρ  плотность может быть выражена как функция тем-

пературы: 1/( 1) .T γ−ρ   Интегрируя при этих предположениях уравнение 

гидростатического равновесия (1), находим  
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2 2 2

1 1 1
= = ( , ).

1 2( 1)( )
t

m

T GM GM
m

R Rm m m⊥

  γ − γ −  ψ γ   μ γ γ+ γ − γ − −    


 (4) 

(В этом решении мы пренебрегли постоянной интегрирования, которая не 
важна в глубине оболочки. Она играет роль во внешних частях оболочки, 
но, так как они близки к ударной волне, которая вблизи ~RB не является 
сферически-симметричной, их структура должна находиться численно.) 
Ниже мы увидим, что в оболочках реальных пульсаров скорее всего уста-
навливается изомоментное распределение угловой скорости ω(R) ~ R–2. 

Теперь запишем, как изменяется плотность в квазистатической обо-
лочке при R << RB. Для полностью ионизованного газа с γ = 5/3 находим 
закон изменения плотности:  

 
3/2

( ) = ( ) ,A
A

R
R R

R
 ρ ρ  
 

 (5) 

и газового давления:  

 
5/2

( ) = ( ) .A
A

R
P R P R

R
 
 
 

 (6) 

Эти уравнения описывают структуру идеальной статической адиаба-
тической оболочки над магнитосферой. Конечно, при R ~ RB задача стано-
вится существенно сферически-несимметричной, и для расчета структуры 
внешних частей оболочки требуются численные методы. Поправки к 
адиабатическому градиенту температуры из-за конвективного переноса 
энергии в оболочке вычислены в приложении D работы [14]. 

 
1.2. Альвеновская поверхность 

 

На границе магнитосферы (альвеновской поверхности) полное давле-
ние (включающее изотропное газовое давление и — возможно, анизо-
тропное — турбулентное давление) равно давлению магнитного поля 
B2/(8π): 

 
2

2 ( )
= ( )(1 ) = .

8
A

g t g A t
B R

P P P R m+ + γ
π

 (7) 

Магнитное поле на альвеновском радиусе определяется дипольным 
магнитным моментом нейтронной звезды и полем, создаваемым токами, 
текущими по поверхности магнитосферы (в магнитопаузе)  

 
62

0 02
2

( ) = = ,
8(1 )

g A
A mt

B RK T
P R

Rm

  ρ
 π μ+ γ  


 (8) 
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где безразмерный коэффициент K2 учитывает вклад магнитосферных то-

ков, а множитель 21/ (1 )tm+ γ  возникает из-за вклада турбулентного дав-

ления. Например, в модели Дж. Аронса и С. М. Ли [18] (см. их уравнение 
(31)) K2 = (2,75)2 ≈ 7,56. В области магнитосферного каспа (в которой кри-
визна магнитных силовых линий наибольшая) размер альвеновской по-
верхности составляет около 0,51 от экваториального размера [18]. Ниже 
везде будем предполагать, что AR  есть экваториальный альвеновский ра-

диус, если не оговорено иначе. 
Плазма проникает в магнитосферу в основном из-за неустойчивости 

Рэлея — Тейлора. В стационарном режиме введем темп аккреции M  на 
нейтронную звезду. Из уравнения неразрывности в оболочке находим  

 2
( ) = .

4 ( )
A

r A A

M
R

u R R
ρ

π


 (9) 

Очевидно, скорость радиального движения вещества в оболочке при 
входе вещества в магнитосферу меньше скорости свободного падения, 

поэтому мы вводим безразмерный коэффициент ( ) = / 2 / < 1.rf u u GM R  

Тогда плотность вблизи границы магнитосферы записывается в виде  

 2
( ) = .

4 ( ) 2 /
A

A A

M
R

f u GM R R
ρ

π


 (10) 

Например, в модели [18] f(u) ≈ 0,1; в нашем случае при высоких рентге-
новских светимостях безразмерная скорость  f(u) может достигать значе-
ния приблизительно 0,5. Если представить, что магнитосфера вообще не-
проницаема и темп аккреции в оболочке 0,M →  то в этом случае 0,ru →  

f(u) → 0, однако плотность вблизи магнитосферы остается конечной. 
В некотором смысле вещество просачивается сквозь магнитосферу на 
нейтронную звезду, и скорость протечки может быть как очень малой 
( 0),M →  так и иметь конечное ненулевое значение ( 0).M ≠  

Исключая плотность из соотношения (8) с помощью уравнения нераз-
рывности и используя (4) вместе с определением дипольного магнитного 
момента  

 3
0 0

1
=

2
B Rμ   

 (где 0R  — радиус нейтронной звезды), находим выражение для альве-

новского радиуса на стадии квазисферической аккреции:  

 

2/72
2
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t t
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M GMm m
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γ − ψ γ + γ    (11) 
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Следует подчеркнуть, что при наличии горячей оболочки альвенов-
ский радиус определяется статическим газовым давлением (и возможным 
вкладом турбулентных движений) на границе магнитосферы и имеет оп-
ределенное значение даже при нулевом темпе аккреции через оболочку. 

Зависимость коэффициента ( )f u  от M  в режиме оседающей оболоч-

ки с учетом охлаждения будет получена ниже (см. формулу (32)). В режи-
ме сверхзвукового падения (режим Бонди) очевидно, что  f(u) = 1. 

Заметим, что и в режиме Бонди [19] может иметь место падение с доз-
вуковой скоростью, но с меньшим (по сравнению с максимально возмож-
ным) значением темпа аккреции .M  В режиме Бонди (т. е. в адиабатиче-
ском режиме без нагрева и/или охлаждения газа) выбор решения опреде-
ляется граничными условиями. 

 
1.3. Средняя скорость прохождения вещества 

через границу магнитосферы 
  

Как отмечалось выше, плазма проникает в магнитосферу медленно вра-
щающейся нейтронной звезды в основном из-за неустойчивости Рэлея — 
Тейлора. Граница между плазмой и магнитосферой будет устойчивой для 
горячей плазмы с температурой T > Tcr, неустойчива при T < Tcr и останет-
ся в безразличном равновесии при T = Tcr [17]. Критическая температура  

 2

1 cos
= .

2(1 )
m

cr
A At

GM
T

R Rm

μχ
κ+ γ

  (12) 

Здесь κ — локальная кривизна магнитосферных силовых линий, χ — угол 
между внешней нормалью и радиус-вектором в данной точке, а сомножи-

тель 2(1 )tm+ γ  учитывает вклад в полное давление турбулентных пульса-

ций в плазме. Эффективное ускорение силы тяжести записывается в виде  

 2
= cos 1 .eff

crA

GM T
g

TR

 
χ − 
 

 (13) 

Температура в квазистатической оболочке определяется выражением 
(4), поэтому условие магнитосферной неустойчивости можно переписать в 
следующем виде:  

 
22( 1)(1 )

= ( , ) < 1.
cos

t A
t

cr

m RT
m

T

γ − + γ κ
ψ γ

γ χ
 (14) 

Согласно [18], когда внешнее газовое давление изменяется с радиусом 
как P ~ R–5/2, форма магнитосферы вдали от полярного каспа может быть с 
10%-ной точностью описана как (cos λ)0,2693 (здесь λ — широтный угол, 
отсчитываемый от экватора магнитосферы). Неустойчивость легче всего 
развивается вблизи экватора, где кривизна магнитных силовых линий ми-
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нимальна. Вблизи плоскости экватора (λ = 0) для полоидальной границы 
магнитосферы с зависимостью примерно (cos λ)0,27 получаем kpRA = 1 + 0,27. 
Кривизна тороидального поля вблизи экватора k1RA = 1. Касательная сфера 
вблизи экватора не может иметь радиус больше, чем обратная полоидаль-
ная кривизна, поэтому κRA = 1,27 при λ = 0. Это несколько больше значе-
ния κRA = γ / (2(γ – 1)) = 5/4 = 1,25 (для γ = 5/3 при отсутствии турбулент-
ности или для полностью изотропной турбулентности), но находится в 
пределах точности вычислений формы магнитосферы 1. Вклад анизотроп-
ной турбулентности уменьшает критическую температуру; например, для 
γ = 5/3 в случае сильно анизотропной турбулентности с m|| = 1, m⊥ = 0, при 
λ = 0 получаем T / Tcr ~ 2, т. е. анизотропная турбулентность увеличивает 
устойчивость магнитосферы. Таким образом, без охлаждения граница 
плазмы и магнитосферы устойчива, а при охлаждении плазмы до T < Tcr  
развивается неустойчивость, преимущественно в области магнитосферно-
го экватора, где кривизна магнитных силовых линий минимальна. 

Рассмотрим подробнее развитие перестановочной неустойчивости при 
наличии охлаждения плазмы. Охлаждение наиболее эффективно благода-
ря комптоновским процессам рентгеновскими фотонами, которые рожда-
ются вблизи магнитных полярных шапок аккрецирующей нейтронной 
звезды. При этом температура плазмы меняется как [20, 21]  

 = ,X

C

T TdT

dt t

−
−  (15) 

где время комптоновского охлаждения есть  

 
2 2

2 1
9 16

3
= 10,6 [c].

2
A e

C
m T X

R m c
t R M

L
−π

≈
μ σ

  (16) 

Здесь me — масса электрона, σT — томсоновское сечение, 2= 0,1XL Mc  — 

рентгеновская светимость, T — электронная температура (которая равна 
ионной температуре, так как при характерных условиях рассматриваемой 
задачи время обмена энергией между электронами и ионами является са-
мым коротким), TX — температура рентгеновских фотонов и μm = 0,6 — 
молекулярный вес полностью ионизованной плазмы солнечного химсо-
става. Фотонная температура TX = (1/4)Tcut для теплового излучения с экс-
поненциальным завалом при Tcut, и ее типичное значение для рентгенов-
ских пульсаров TX = 3—5 кэВ. 

Решение уравнения (15) записывается в виде  

 /= ( )e .Ct t
X cr XT T T T −+ −  (17) 

                                                 
1 В работе [33] кривизна вблизи экватора κRA ≈ 1,34, т. е. совпадает с критическим значе-

нием 1,25 в пределах точности вычислений. 
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Заметим, что характерное значение Tcr ~ 30 кэВ >> TX ~ 3 кэВ. При таком 
соотношении Tcr и TX видно, что при t ≈ 2tC температура падает до TX. 
В линейном приближении изменение температуры есть  

 (1 / ).cr CT T t t≈ −  (18) 

Подставляя это выражение в (13), находим, что эффективное ускорение 
силы тяжести линейно нарастает со временем:  

 2
cos .eff

CA

GM t
g

tR
≈ χ  (19) 

Соответственно радиальная скорость вещества при развитии неустойчиво-
сти растет со временем как  

 
2

2
0

= = cos .
2

tinst
inst

r eff
CA

tGM
u g dt

tR
χ  (20) 

Характерное время неустойчивости instt  естественно выбрать в виде  

 0 0= = .
( ) ( ) ( )

ff
inst

K A K A

uK K
t

R u R f uω ω
 (21) 

Выбор такого выражения связан с тем, что в случае быстрого охлаждения 
радиальная скорость вещества ur порядка скорости свободного падения  
uff, а в случае медленного охлаждения u << uff. Мы также ввели обозначе-
ние f(u) ≡ ur / uff, которое будет использоваться везде ниже. 0K  – безраз-

мерная константа порядка единицы. 
Подставляя tinst в (20), находим скорость, приобретаемую веществом за 

время неустойчивости  

 
2
0

2
( ) = cos .

2 ( )
A

r inst
C

K R
u t

t f u
χ  (22) 

Деля обе части этого выражения на uff и разрешая относительно f(u), полу-
чаем выражение для безразмерного фактора f(u): 

 

1/3 1/32
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t
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 (23) 

Здесь введено время свободного падения 
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Тогда характерное время неустойчивости переписывается в виде 
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Отсюда видно, что при tC >> tff время неустойчивости намного превосхо-
дит время свободного падения:  

 

1/3

1/2 1/3 1/3
0= 2 (2 ) (cos ) .inst C

ff ff

t t
K
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 (26) 

С другой стороны, время неустойчивости меньше времени комптоновско-
го охлаждения:  
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0= 2 (2 ) (cos ) < 1,
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 (27) 

что позволяет использовать линейный участок в разложении роста темпе-
ратуры со временем (18). 

Характерное расстояние, на котором развивается неустойчивость  

 
3

02
0

1 1 2
= = cos = = .

6 3 3

tinst
inst

r r inst A
CA

tGM
u dt u t K R

tR
Δ χ  (28) 

Таким образом, за время tinst неустойчивость развивается на масштабах, 
сравнимых с радиусом магнитосферы, а скорость падения оказывается 
гораздо меньше скорости свободного падения uff. Ясно, что на более 
поздней нелинейной стадии развития неустойчивости скорость прибли-
жается к скорости свободного падения. Мы же рассматриваем линейную 
стадию, на которой температура плазмы еще не слишком низка (хотя 
энтропия начинает уменьшаться вглубь магнитосферы). Именно в этой 
зоне прежде всего формируется тороидальная компонента магнитного 
поля и происходит эффективный обмен моментом импульса между обо-
лочкой и магнитосферой. На более поздней стадии развития неустойчи-
вости энтропия падает столь сильно, что условия для возникновения 
конвекции исчезают. 

Можно оценить точность нашего приближения, удерживая члены вто-
рого порядка в разложении экспоненты. Тогда скорость вещества, разви-
ваемого за время неустойчивости tinst, есть  

 
2/31/3 5/6 1/3
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3
ff

r inst
C C

tKGM
u t K

t t
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     χ − χ  
     

 (29) 

Очевидно, чем меньше темп аккреции, тем меньше отношение tff / tC и тем 
лучше наше приближение. 

Заметим, что для границы магнитосферы в виде cosλn имеем 
tgχ = ntgλ, поэтому для n   0,27 вблизи экватора магнитосферы с хоро-
шей точностью cos 1,χ   и всюду ниже будем опускать этот фактор. Так-

же отметим, что в области магнитосферного каспа cos 0,χ   и в этой об-

ласти вещество почти не проникает в магнитосферу. 
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Подставляя (16) в (23) и затем f(u) в определение (11), для альвенов-
ского радиуса в режиме оседания для γ = 5/3 находим  

 

2/113/11 3
9 2/11 2 30

0 1
16

5 5
1,55 10 1 , [см].

3 3A tR K m m
M

−  μ    ≈ ⋅ + ψ              
  (30) 

Подчеркнем разницу в полученном выражении со стандартным значением 
альвеновского радиуса для сферической аккреции 4/7 2/7/ ,AR M −μ   кото-

рый получается из равенства динамического давления свободно падающе-
го газа давлению магнитного поля; эта разница связана с учетом фактора 
f(u), который зависит от магнитного момента нейтронной звезды и темпа 
аккреции в режиме оседания. 

Коэффициент, возникающий из-за учета турбулентности,  

 25 5
= 1 , ,

3 3t t tK m m
   + ψ   
   

 (31) 

очевидно, равен 1 для изотропной турбулентности (см. выражение для ψ 
(4)) и интересен только в случае сильно анизотропной турбулентности. 

Подставляя (30) в (23), получаем явное выражение для  f(u): 

 7/11 1/22 4/11 1/11
0 16 30( ) 0,39 .tf u K K M −≈ μ  (32) 

Необходимым условием отвода момента импульса от магнитосферы 
путем конвекции в оболочке является условие дозвукового оседания (чис-
ло Маха для скорости оседания  ≡ ur / us < 1), что при γ = 5/3 сводится к 

неравенству ( ) < 1/ 3.f u  Очевидно, при темпах аккреции около 1016 г/с и 

ниже это условие выполняется. Важно также отметить, что конвекция и 
отвод момента импульса по оболочке практически прекращаются, когда 
усредненная радиальная скорость оседания вещества ur оказывается боль-
ше конвективной скорости uc, т. е. когда конвективное число Маха mc = 
= uc / cs ~ mt меньше обычного числа Маха  = ur / cs. И наоборот, когда 

число Маха радиального течения меньше турбулентного числа Маха 
 < mt ~ mc, может иметь место отвод момента импульса по оболочке. 

Когда темп аккреции вещества через оболочку превосходит некоторое 
критическое значение †>M M  , скорость аккрецирующего потока вблизи 
альвеновской поверхности может превысить скорость звука и над магни-
тосферой возникает область сверхзвукового течения со свободным паде-
нием вещества, через которую нельзя отводить момент импульса от вра-
щающейся магнитосферы. В таком случае режим аккреционного оседания 
не применим: над магнитосферой встает ударная волна, и взаимодействие 
с магнитосферой рассматривается по схеме, изученной, например, в рабо-
те [10]. В зависимости от характера неоднородностей в захваченном 
звездном ветре удельный момент импульса вещества может быть как по-
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ложительным, так и отрицательным, и в сверхзвуковом режиме возможны 
чередующиеся эпизоды ускорения и замедления вращения нейтронной 
звезды. Поэтому переход от дозвукового режима оседания (при низких 
рентгеновских светимостях) к режиму аккреции Бонди — Хойла — Литт-
лтона (при высоких рентгеновских светимостях) может произойти еще до 
того, как значение y превысит величину y0. Действительно, предполагая 
предельное значение безразмерной скорости оседания  f(u) = 0,5 (при ко-
торой еще возможно отведение момента импульса от магнитосферы через 
оболочку, см. подробнее в приложении Е работы [15]), из уравнения (32) 
получаем максимально возможное значение темпа аккреции для режима 
оседания с отводом момента импульса:  

 † 7/4 1/8 1/4
0 3016 2 .tM K K− −≈ μ  (33) 

Заметим, что близкое значение критического темпа аккреции в режиме 
оседания получится из сравнения характерного времени комптоновского 
охлаждения с временем конвекции вблизи альвеновского радиуса. 

В заключение этого раздела отметим, что нетрудно провести похожий 
анализ для скорости входа вещества в магнитосферу из-за радиационного 
охлаждения плазмы, когда комптоновское охлаждение менее эффективно 
[22]. Этот случай может реализоваться в рентгеновских пульсарах при 
низких темпах аккреции, когда происходит перестройка диаграммы на-
правленности рентгеновского излучения и основной поток фотонов фор-
мирует крандашную диаграмму, освещающую магнитосферный касп. Та-
ким образом удается объяснить временное появление «выключенных» 
состояний (с низкой рентгеновской светимостью) у пульсара Vela X-1 и 
других, сопровождающееся фазовым скачком профиля рентгеновских им-
пульсов [23]. 

2. Закон дифференциального вращения 
в квазисферической оболочке с аккрецией 

2.1. Структура квазисферической вращающейся оболочки  
с аккрецией 

2.1.1. Основные уравнения 

Начнем с записи уравнений Навье — Стокса в сферических координа-
тах R, θ, φ. Из-за громадных значений числа Рейнольдса в оболочке (по-
рядка 1015—1016 для типичных значений темпов аккреции 1017 г/с при ра-
диусе магнитосферы порядка 108 см) в оболочке развивается сильная тур-
булентность. В этом случае уравнения Навье — Стокса обычно называют-
ся уравнениями Рейнольдса. В общем случае турбулентная вязкость мо-
жет зависеть от координат, поэтому гидродинамические уравнения при-
нимают следующий вид:  
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1) уравнение неразрывности:  

 ( ) ( )2
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1 1 1
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t R R RR
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 (34) 

2) R-компонента уравнения движения:  
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3) θ-компонента уравнения движения:  
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4) φ-компонента уравнения движения:  
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Здесь компоненты сил (включая вязкую силу и градиент давления) за-
писаны в виде  
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(38) 
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В компоненты тензора напряжений дают вклад как газовое давление 
Pg (предполагаем его изотропным), так и давление от турбулентных сте-
пеней свободы Pt (вообще говоря, анизотропное). При их определении 
будем следовать классическому рассмотрению Ландау и Лифшица [24], 
однако с учетом анизотропного турбулентного давления 
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В нашей задаче анизотропия турбулентности такова, что = ,t t
RRP P  

= = .t t tP P Pθθ φφ ⊥  Компоненты турбулентного давления могут быть выраже-

ны через турбулентные числа Маха и приведены в формулах (2) и (3). 
В сферических координатах  
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2.1.2. Симметрии задачи 
Будем рассматривать аксиально-симметричную (∂/∂φ = 0), стационар-

ную (∂/∂t = 0) и чисто радиальную аккрецию газа (uθ = 0). При такой по-
становке задачи из уравнения неразрывности (34) получаем 

 2= 4 = const.rM R uπ ρ  (48) 

Постоянная в этом соотношении определяется условиями проникновения 
плазмы в магнитосферу. 

Перепишем уравнения Рейнольдса при данных предположениях. 
R-компонента уравнения движения (35) выглядит так:  
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(49) 

θ-компонента уравнения движения: 
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φ-компонента уравнения движения:  
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Компоненты тензора вязких напряжений принимают вид 
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W P P

R Rθθ ⊥
∂ − − + ρν − ∂ 

 (53) 

 
2

= ,
3

t r r
g t

u u
W P P

R Rφφ ⊥
∂ − − + ρν − ∂ 

 (54) 

 
1

= ,r
R t

u
W

Rθ
∂

ρν
∂θ

 (55) 

 
ctg1

= ,t

u u
W

R R
φ φ

θφ
∂ θ 

ρν − ∂θ 
 (56) 

 = .R t

u u
W

R R
φ φ

φ
∂ 

ρν − ∂ 
 (57) 

Главная проблема в описании газодинамических потоков с развитой 
турбулентностью заключается в записи коэффициента кинематической 
вязкости vt. Как хорошо известно, в случае ламинарных потоков коэффи-
циент вязкости v зависит только от свойств среды (жидкости или газа), в 
то время как при турбулентности этот коэффициент определяется еще и 
макроскопическими свойствами самого течения. Существуют некие эмпи-
рические соотношения, которые в принципе можно экспериментально 
проверить. Наиболее часто вводится так называемая длина турбулентного 
перемешивания lt. Еще Л. Прандтль в своих работах для плоскопараллель-
ных сдвиговых течений (вдоль оси x для определенности) вводил соотно-
шение между длиной турбулентного перемешивания lt, скоростью турбу-
лентного потока ut и характерной величиной сдвига в направлении, пер-
пендикулярном усредненному течению (z):  

 0= ,t t
du

C l
dz

ν  (58) 

где C0 ~ 1 — универсальная безразмерная константа, точное значение ко-
торой должно определяться из теории, в настоящее время отсутствующей. 
Таким образом, зависимость турбулентных напряжений от величины 

сдвига является квадратичной: 
2

0= ,zx
du

W C
dz

 ρ  
 

 и появляется нелиней-

ность, которая в общем случае значительно усложняет задачу. 
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Сначала рассмотрим обобщение закона Прандтля для турбулентной 
вязкости на случай аксиально-симметричного течения. При сильно анизо-
тропной турбулентности есть еще один эмпирический закон для записи 
турбулентной вязкости — закон Васютинского (см. ниже), который не 
сводится к закону Прандтля в случае изотропной турбулентности. Этот 
более общий случай для анизотропной турбулентности обсудим отдельно. 

 
2.2. Структура оболочки  

в случае турбулентной вязкости по Прандтлю 
 

2.2.1. Эмпирический закон Прандтля для турбулентной вязкости 
для аксиально-симметричных течений 

Рассмотри осесимметричное течение с очень большим числом Рей-
нольдса. Обобщая закон Прандтля для турбулентных скоростей, выведен-
ный для плоскопараллельных течений, запишем зависимость скорости ut ~ 
~ ltR(∂ω/∂R). Из газодинамических законов подобия предположим lt ~ R, 
так что  

 2
1= .tu C R

R

∂ω
∂

 (59) 

Заметим, что в нашем случае турбулентная скорость определяется конвек-

цией, поэтому ut  0,5uff. Это означает, что константа  

 1 / ,tC u uφ   (60) 

может быть весьма велика, поскольку tu uφ   . Поэтому коэффициент 

турбулентной вязкости  

 3
2 1= = .t t tu l C C R

R

∂ων  
∂

 (61) 

Здесь 2 1/ 3C ≈  — числовой множитель, возникающий при статистиче-

ском усреднении. Для дальнейшего введем новый коэффициент C = C1C2, 
который может быть гораздо больше единицы. 

При таком законе для вязкости турбулентные напряжения WRφ равны  

 
2

4= = .R tW R CR
R Rφ

∂ω ∂ω ρν ρ  ∂ ∂ 
 (62) 

 
2.2.2. Уравнение переноса момента импульса 

 

Схожая проблема (вращение сферы в вязкой жидкости) решена в 
учебнике Ландау и Лифшица [24], где показано, что в этой задаче пере-
менные разделяются, и можно записать uφ(R,θ) = uφ(R)sin θ. Заметим, что 
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угловая скорость вращения ω (R) = uφ(R)/R не зависит от полярного угла θ. 
Наша постановка задачи отличается от вращения сферы в вязкой жидко-
сти в нескольких аспектах: 1) есть сила тяжести, 2) турбулентная вязкость 
меняется с расстоянием R и, вообще говоря, может зависеть от угла θ,  
3) есть радиальное движение вещества (аккреция). Эти отличия приводят, 
как будет показано ниже, к радиальной зависимости скорости вращения 
uφ(R) ∝ R–1/2. (Напомним, что в случае вращающейся сферы в вязкой жид-
кости uφ ∝ R–2.) 

Начнем с решения уравнения (51). Во-первых, заметим, что для 
uφ(θ) ~ sin θ согласно (56) Wθφ = 0. Далее, используя уравнение неразрыв-
ности (48) и определение угловой скорости, запишем уравнение (51) в ви-
де уравнения переноса момента импульса вязкими силами:  

 2 34
sin = .R

M
R R W

R R R R φ
∂ π ∂θ ω

∂ ∂


 (63) 

Перепишем уравнение (57) через производную от угловой скорости 
вращения:  

 = sin .R tW R
Rφ

∂ωρν θ
∂

 (64) 

Подставляя это выражение в (63) и интегрируя по R, получаем  

 2 4= 4 .tM R R D
R

∂ωω πρν +
∂

  (65) 

Это уравнение для переноса момента импульса турбулентной вязкостью 
похоже на аналогичное уравнение для аккреционных дисков [2], однако 
отличается от него сферической симметрией рассматриваемой задачи. 

Левая часть уравнения (65) описывает адвективный перенос усред-

ненного по сфере момента импульса ( 2 22
0

1/ 2 sin = (1/ 3)sinR d R
π
ω θ θ θ ω ) 

при среднем движении по направлению к тяготеющему центру (аккреция). 
Темп аккреции M  при этом имеет отрицательный знак, также как и зна-
чение производной ∂ω /∂R. Первое слагаемое справа описывает перенос 
момента импульса наружу турбулентными вязкими силами. 

Константа D  определяется из уравнения  

 
*2

1
2 3

=
( )

m

K AA

K
D K

RR

ω − ω  μ
 ζ ω 

 (66) 

(см. уравнение (104)). Мы рассматриваем аккрецию на замагниченную 
нейтронную звезду. При D < 0 адвективное слагаемое в левой части (65) 
доминирует над вязким переносом момента импульса наружу. При D > 0  
в правой части уравнения (65) доминирует вязкий перенос. В случае M = 0  
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(плазма не проникает в магнитосферу) остается только перенос момента 
импульса наружу вязкими силами.  

Теперь перепишем (66) в виде  

 
*2

31
2 6

=
( )

m
A

K AA

K
D K R

RR

ω − ω  μ
 ζ ω 

 (67) 

и используем условие равенства давлений  

 
2 2

2 2
6

( )
( ) = ( )(1 ) = = .

8 2
A

A g A t
A

B R K
P R P R m

R

μ+ γ
π π

 (68) 

Применив уравнение неразрывности в виде  

 2| | = 4 ( ) /M R f u GM Rπ ρ  

и использовав выражение для газового давления (8), перепишем константу 
интегрирования / | |D M  в виде  

 
* 2

21 ( )( 1)
= ( , ) (1 ).

| | 2 2 ( )
m A

t t
RKD

m m
M f u

ω − ω  γ − ψ γ + γ ζ γ   (69) 

Рассмотрим случай вращения нейтронной звезды вблизи равновесия с 
* = 0.ω  Тогда согласно (111)  

 * *= ,m
z

Z
ω − ω − ω  (70) 

поэтому с использованием выражения (109) для Z  получаем  

 2 *= .
| | A

D
zR

M
− ω  (71) 

Подчеркнем, что при равновесном вращении нейтронной звезды зна-
чение константы D полностью определяется безразмерным удельным мо-
ментом импульса вещества вблизи альвеновской поверхности z. 

 
2.2.3. Закон вращения в оболочке 

 

Воспользуемся уравнением (65) для нахождения закона вращения 
ω(R). На больших расстояниях R >> RA (напомним читателю, что RA опре-
деляет положение основания оболочки) постоянная D мала по сравнению 
с остальными слагаемыми, и можно положить D ≈ 0. При выводе закона 
вращения будем пренебрегать этой константой в правой части уравнения 
(65). Далее, подставим (90) и решение для плотности (которое, как будет 
показано ниже, не отличается от гидростатического распределения)  
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3/2

( ) = ( ) A
A

R
R R

R
 ρ ρ  
 

 (72) 

в уравнение (65). Получим 

 
3/2 2

2 7= 4 ( ) .A
A

R
M R R CR

R R

∂ω   ω πρ    ∂  
  (73) 

Проинтегрировав это уравнение, найдем  
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1/2
13/4

4
2 = ,

3

K
D

R
ω ± +  (74) 

где  

 3/2

| |
=

4 ( )A A

M
K

R CRπρ


 (75) 

и D1 — постоянная интегрирования. В уравнении (74) мы взяли только 
положительное решение (знак минус с константой D1 > 0 соответствует 
решению с угловой скоростью вращения, растущей наружу, что возможно, 
если период вращения нейтронной звезды очень большой). Если D1 ≠  0,  
на больших расстояниях R >> RA (вблизи внешней ударной волны) твердо-
тельное вращение привело бы ω → const ≈ ωB. (Однако напомним читате-
лю, что наше рассмотрение не применимо в области вблизи внешней 
ударной волны). На малых расстояниях от альвеновской поверхности 
влияние этой константы незначительно, и в дальнейшем будем ей пренеб-
регать. Тогда находим  

 
3/2

3

4 | |
( ) = ,

9 4 ( )
A

A A

RM
R

RR CR

 ω  πρ  


 (76) 

т. е. получаем квазикеплеровский закон вращения ω(R) = ωm(RA/R)3/2. 
Константа ωm в решении (76) получается после подстановки M  из урав-
нения неразрывности при R = RA в уравнение (76):  

 
| ( ) |4

( ) = .
9

r A
m A

A

u R
R

CR
ω ≡ ωω ω   (77) 

(Здесь введен корректирующий коэффициент > 1ω  для учета отклонений 
точного решения от квазикеплеровского закона вблизи RA). 

Поскольку радиальная скорость ur(RA) меньше скорости свободного 
падения, формула выше означает, что ωm < ωK(RA), т. е. меньше кеплеров-
ской угловой частоты вращения. Для самосогласованности решения ко-
эффициент С в законе Прандтля может быть определен, согласно уравне-
нию (77), из отношения радиальной скорости вещества ur к угловой скоро-
сти вращения uφ: 
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| ( ) | | ( ) |4 4

= = .
9 9 ( )

r A r A

m A A

u R u R
C

R u Rφ
ω ω

ω
   (78) 

Заметим, что это отношение не зависит от радиуса R и остается постоян-
ным вдоль радиуса оболочки. Действительно, радиальная зависимость 
скорости ur следует из уравнения неразрывности с учетом распределения 
плотности (72): 

 
1/2

( ) = ( ) .A
r r A

R
u R u R

R
 
 
 

 (79) 

Для квазикеплеровского закона uφ(R) ~ 1/R1/2, поэтому отношение ur / uφ  
остается постоянным. 

Наконец, угловая скорость вращения оболочки вблизи магнитосферы 
ωm связана с угловой скоростью вращения вещества вблизи внешней 
ударной волны как  

 
3/2

= .B
m B

A

R

R

 
ω ωω  

 
  (80) 

В действительности при приближении к RA константу интегрирования D 
(которой мы пренебрегли на больших расстояниях R >> RA) нужно учесть. 
Поэтому закон вращения вблизи магнитосферы будет несколько отличать-
ся от квазикеплеровского. 

Подчеркнем принципиальное отличие рассматриваемого режима ак-
креции от дисковой аккреции. В случае дисковой аккреции радиальная 
скорость движения вещества намного меньше скорости турбулентных 
движений, а тангенциальная скорость почти кеплерова и намного превос-
ходит скорость турбулентных движений. При квазисферической дозвуко-
вой аккреции радиальная скорость движения вещества не определяется 
темпом отвода момента импульса. Эта скорость зависит только от «про-
ницаемости» магнитосферы нейтронной звезды для падающего вещества. 
В нашем случае она оказывается порядка скорости конвективных движе-
ний в оболочке. Тангенциальная скорость в полученном квазикеплеров-
ском законе вращения намного меньше скорости конвективных движений 
в оболочке. Также заметим, что при дисковой аккреции турбулентность 
может быть охарактеризована одним безразмерным параметром 

2 2/t su uα ≈  с 0 < < 1α [2]. Вещество в аккреционном диске дифференци-

ально вращается со сверхзвуковой (почти кеплеровской) скоростью, тогда 
как в нашем случае оболочка вращается дифференциально с существенно 
дозвуковой скоростью на любом радиусе, и турбулентность в оболочке 
дозвуковая. Очевидно также, что наш случай существенно отличается от 
режима свободного падения на магнитосферу с образованием ударной 
волны, который рассматривался, например, в работе [18]. 
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2.3. Структура оболочки и закон вращения 
при других законах для турбулентной вязкости 

  
2.3.1. Изомоментное вращение оболочки при изотропной вязкости 

Обратим внимание на возможность установления изомоментного 
дифференциального вращения в оболочке ω = const / R2 при стандартной 
записи турбулентной вязкости в виде vt ~ utlt без использования закона 
Прандтля. Действительно, используя шкалирование для турбулентных 
пульсаций в случае горячей квазисферической оболочки lt ~ R, ut ~ us ~ R–

1/2, а также закон изменения плотности ρ ~ R–3/2 (5), из уравнения (65) легко 

усмотреть, что при = constM  и = constD  решение 2( ) 1 /R Rω   имеет 

место. В следующем разделе мы увидим, что изомоментный закон враще-
ния в оболочке может устанавливаться и при более сложной записи ком-
поненты тензора вязких напряжений WRφ в случае анизотропной турбу-
лентности. 

 
2.3.2. Закон вращения для турбулентной вязкости  

по Васютинскому 
 

Правило Прандтля для вязкости, которое было использовано выше, 
связывает масштаб и скорость турбулентных пульсаций со средней угло-
вой скоростью вращения и успешно применяется в случаях, когда турбу-
лентность порождается самим сдвиговым течением. В нашей задаче тур-
булентность возникает из-за крупномасштабных конвективных движений 
в оболочке в поле тяжести. При радиальной конвекции могут образоваться 
сильно анизотропные турбулентные движения (радиальная дисперсия хао-
тических движений может быть много больше дисперсии в тангенциаль-
ном направлении) и закон Прандтля может быть не применим. Анизо-
тропная турбулентность более сложна и недостаточно изучена. 

Следуя Васютинскому [25], запишем компоненту тензора вязких на-
пряжений в виде  

 
2

= ( ) sin ,R
t r t

W d d R

dR dR
φ   ω ω ν + ν − ν θ     ρ     

 (81) 

или  

 = 2 ( ) sin ,R t r r
d

W R
dRφ

ω ρ −ν + ν ω + ν ρ θ  
 (82) 

где радиальный и тангенциальный коэффициенты кинематической вязко-

сти есть = | | ,t
r C u Rν     = | |t

t C u R⊥ ⊥ν    соответственно. Безразмерные 

константы C и C⊥ порядка единицы. В изотропном случае vr = vt, WRφ ~ 
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~ dω/dR, а в сильно анизотропном случае vr >> vt, WRφ ~ d(ωR2)/dR. Исполь-
зуя эти определения и подставляя (82) в (63), после интегрирования по R 
получаем  

 
2

2 | |2 | | ( )
1 = .

| | | | | |

tt

r r

uC u Rd R D
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u u dR M
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   (83) 

Из-за автомодельности структуры оболочки 1/2 ,t t
ru u u R−

⊥     поэтому 

отношения | | /t
ru u   и | | /t

ru u⊥   являются константами. У выписанного 

уравнения есть очевидное решение:  
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(84) 

(здесь постоянная интегрирования определена так, что ( ) =B BRω ω ). 

Теперь рассмотрим равновесную ситуацию, когда * = 0.ω  Тогда, как 

мы помним, * 2 *= , = (1 / ) .
| | A m

D
z R z Z

M
− ω ω − ω  Сначала рассмотрим слу-

чай сильно анизотропной почти радиальной турбулентности, при которой 

| | = 0.tu⊥   При этом удельный момент импульса на альвеновском радиусе 

есть  

 

| | | |

| | | |2 21 1 = .
1 /

u ur r
t tC u C uB B

m A B B
A A

R Rz
R R

z Z R R
   

  
     

ω + − ω     −      
   

     (85) 

Видно, что при очень слабой аккреции (или в пределе, когда аккреции нет 

вовсе) | | | | ,t
ru C u=     т. е. реализуется практически изомоментный закон 

вращения в оболочке. 

Следующий случай: анизотропия такова, что | | / | | = 1/ 2.t
rC u u⊥ ⊥   То-

гда имеем строго изомоментное распределение вращения в оболочке: 
2 2= .m A B BR Rω ω  
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Если турбулентность полностью изотропна, то | | = | | =t tC u C u⊥ ⊥      

= | | .tC u   Обозначая = | | /( | | ),t
ru C uε    находим  

 
2 2

2 21
1 1 = .

1 / 2 / 1
A A

m A B B
B B

R Rz
R R

z Z R R

−ε −ε         ω + − ω       − ε −        

 (86) 

Заметим, что при ε → 0 (аккреция через магнитосферу отсутствует) ωm → ωB, 
т. е. устанавливается твердотельный закон вращения без аккреции (ср. 
первый случай выше). При ε = 3/2 может установиться почти квазикепле-
ровский закон вращения. Напомним, что квазикеплеровское вращение 
было получено выше при использовании правила Прандтля для записи 
турбулентной вязкости. Тогда это было единственное решение. При ани-
зотропной турбулентности, напротив, квазикеплеровский закон является 
лишь частным случаем общего решения, получаемого при использовании 
правила Васютинского для записи анизотропной турбулентной вязкости. 

Как было показано ранее, квазикеплеровский закон вращения в обо-
лочке хуже соответствует данным наблюдений. Поэтому мы заключаем, 
что в квазисферических оболочках в режиме дозвуковой аккреции наибо-
лее вероятна реализация почти изомоментного распределения вращения с 
анизотропной турбулентностью, вызванной конвекцией. Напомним, что в 
тонких аккреционных дисках, в которых масштаб турбулентности ограничен 
толщиной диска, закон Прандтля для вязкости работает очень хорошо [2]. 

 
3. Передача момента импульса магнитосфере 

  
Рассмотрим квазистатическую оболочку над магнитосферой нейтрон-

ной звезды, в которой установился режим дозвукового оседания. Под-
черкнем, что в этом режиме темп аккреции на нейтронную звезду опреде-
ляется плотностью у основания оболочки, которая напрямую связана с 
плотностью вещества за фронтом головной ударной волны в звездном 
ветре в области гравитационного захвата и способностью плазмы прони-
кать в магнитосферу вблизи альвеновской поверхности. 

Как было показано в предыдущем разделе, закон вращения в оболочке 
зависит от трактовки турбулентной вязкости, а также возможной анизо-
тропии турбулентности из-за конвекции. В последнем случае анизотропия 
приводит к турбулентным движениям более мощным в радиальном на-
правлении, чем в тангенциальном. Таким образом получается серия квази-
степенных решений, описывающих радиальную зависимость угловой ско-
рости вращения вещества в конвективной оболочке. Далее будем исполь-
зовать чисто степенной закон вращения  

 ( ) .nR R −ω   (87) 
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При приближении к головной ударной волне R → RB угловая скорость 
вещества стремится к орбитальной: ω → ωB. Вблизи ударной волны задача 
не является сферически-симметричной, характер течения может быть 
очень сложным (например, часть вещества может огибать горячую обо-
лочку), и решение должно искаться численным моделированием. По-
скольку таких решений в настоящее время не существует, будем предпо-
лагать, что степенное распределение вращения в оболочке устанавливает-
ся вплоть до головной ударной волны, положение которой характеризует-

ся радиусом Бонди RB: 2 22 / ( ),B w orbR GM V v+  где Vw — скорость звездно-

го ветра вблизи орбиты нейтронной звезды, vorb — скорость ее орбиталь-
ного движения. Это означает, что скорость углового вращения вещества 
вблизи границы магнитосферы ωm связана с орбитальной угловой скоро-
стью ωB  соотношением  

 = .
n

B
m B

A

R

R

 
ω ωω  

 
  (88) 

(Здесь численный коэффициент > 1ω  учитывает отклонение истинного 
закона вращения вещества в оболочке вблизи магнитосферы от предпола-
гаемой чисто степенной зависимости.) 

Пусть магнитосфера нейтронной звезды вращается с угловой скоро-
стью ω* = 2π/P*, где P* — период вращения нейтронной звезды. Вещест-
во у основания оболочки вращается с угловой скоростью ωm, которая, во-
обще говоря, отличается от ω*. Если ω* > ωm, взаимодействие плазмы с 
магнитосферой вызывает передачу момента импульса от магнитосферы в 
оболочку, а если ω* < ωm  — наоборот, от оболочки к магнитосфере. В 
общем случае связь вещества с магнитосферой может быть умеренной или 
сильной. В режиме сильной связи тороидальная компонента магнитного 
поля Bt пропорциональна полоидальной компоненте Bp, и можно записать 
Bt ~ –Bp(ωm – ω*)t, так что Bt может расти вплоть до Bp. Этот режим 
может реализоваться у быстро вращающихся магнитосфер, когда ω* срав-
нима или даже превосходит кеплеровскую угловую частоту ωK(RA); в по-
следнем случае устанавливается режим пропеллера. В режиме умеренной 
связи плазма может войти в магнитосферу в результате неустойчивостей 
быстрее, чем требуется для роста тороидальной компоненты поля до зна-
чения полоидальной компоненты, поэтому Bt < Bp. 

 
3.1. Случай сильной связи 

  

Сначала рассмотрим режим сильной связи. В этом режиме мощные 
крупномасштабные движения вещества в оболочке могут привести к тур-
булентной диффузии магнитного поля и его диссипации. Этот процесс 
характеризуется коэффициентом турбулентной диффузии магнитного по-
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ля ηt. Тогда тороидальное магнитное поле (см., например, [5] и ссылки 
там) равно  

 
2

*= ( ) .t m p
t

R
B Bω − ω

η
 (89) 

Коэффициент турбулентной магнитной диффузии связан с кинематическим 
коэффициентом вязкости: .t tη ν  Последний может быть записан как 

 = .t t tu lν  (90) 

Согласно феноменологическому закону Прандтля, который связывает 
средние характеристики турбулентного потока (скорость ut, характерный 
пространственный масштаб lt и сдвиг ωm – ω*),  

 *| |.t t mu l ω − ω  (91) 

В нашем случае турбулентный масштаб должен определяться максималь-
ной шкалой накачки энергии в турбулентные движения от вращающейся 
несферической поверхности магнитосферы. Эта шкала определяется раз-
ностью скоростей твердотельно вращающейся магнитосферы и аккреци-
рующего вещества, которое еще не взаимодействует с магнитосферой, т. е. 

;t Al R  этот масштаб определяет скорость оборота самых крупных тур-

булентных вихрей, а на меньших масштабах развивается турбулентный 
каскад. Подставляя его в уравнения (89)—(91), получаем, что в режиме 
сильной связи Bt ≃ Bp. 

Момент сил, возникающий из-за взаимодействия плазмы с магнито-
сферой, действует на нейтронную звезду и изменяет ее момент вращения 
согласно уравнению  

 
2

*
2 3

= = ( ) ,
4
t p

A

B B
I dS K K

R

μω ϖ ± θ
π   (92) 

где I — момент инерции нейтронной звезды, ϖ — расстояние до оси вра-
щения, а ( )K θ  — численный коэффициент, зависящий от угла между 

осью вращения и осью магнитного диполя. Коэффициент K2 появляется в 
выражении (92) по той же причине, что и в уравнении (8). Положительный 
знак соответствует передаче момента импульса нейтронной звезде 
(ωm  > ω*). Отрицательный знак соответствует потоку момента импульса 
от нейтронной звезды через магнитосферу (ωm  < ω*).  

На альвеновском радиусе вещество входит в магнитосферу и приобре-
тает угловую скорость вращения нейтронной звезды. Затем оно свободно 
падает на нейтронную звезду и возвращает ей обратно момент импульса, 
приобретенный на альвеновском радиусе RA посредством магнитного по-
ля. В результате этого процесса нейтронная звезда ускоряется с темпом, 
определяемым выражением 
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* 2 *= ,AI zMRω + ω  (93) 

где z — числовой коэффициент, учитывающий средний удельный угловой 
момент падающего вещества. Если вещество падает с экватора магнито-
сферы, z = 1; если вещество падает строго вдоль оси вращения нейтронной 
звезды, z = 0. Если бы все вещество проникало равномерно по всей по-
верхности сферической магнитосферы, то z = 2/3.  

Окончательно получаем, что полный момент сил, приложенный к ней-
тронной звезде в режиме сильной связи, приводит к изменению частоты 
вращения нейтронной звезды согласно уравнению  

 
2

* 2 *
2 3

= ( ) .A
A

I K K zMR
R

μω ± θ + ω   (94) 

Используя (11), можно исключить M  из этого уравнения и получить в 
режиме ускорения (ωm  > ω*) 

3/22
* 2

3 2

( ) 4 ( )
= 1 ,

2( 1)(1 ) ( , ) ( )
A

cA t t

K K Rf u
I z

RR m m K

  θ μ γ ω +  
 γ − + γ ψ γ θ   




      (95) 

где 3 * 2= / ( )cR GM ω  — радиус коротации. В режиме замедления (ωm  < ω*) 

находим  
3/22

* 2
3 2

( ) 4 ( )
= 1 .

2( 1)(1 ) ( , ) ( )
A

cA t t

K K Rf u
I z

RR m m K

  θ μ γ ω − −  
 γ − + γ ψ γ θ   




   (96) 

Заметим, что в обоих случаях RA должен быть меньше, чем Rc; в против-
ном случае установится режим пропеллера и аккреция остановится. В ре-
жиме пропеллера RA > Rc, вещество не доходит до поверхности нейтрон-
ной звезды и не генерируется рентгеновское излучение. Тогда оболочка за 
фронтом ударной волны быстро остынет (см. ниже) и «сдуется», и устано-
вится стандартный режим пропеллера Илларионова — Сюняева [16], со-
провождаемый оттоком вещества от магнитосферы. 

В обоих режимах (ускорения и замедления) угловая скорость враще-
ния нейтронной звезды ω* почти сравнивается со скоростью вращения 
вещества вблизи границы магнитосферы, ω* → ωm(RA). Разность угловых 
скоростей ω* и ωm мала, поэтому второе слагаемое в квадратных скобках 
уравнений (95) и (96) много меньше единицы. Также заметим, что по мере 
приближения к режиму пропеллера (RA → Rc) темп аккреции уменьшается 
f(u) → 0, второе слагаемое в квадратных скобках обнуляется и эволюция 
периода вращения нейтронной звезды определяется только тормозящим 
моментом сил 2 3( ) / .AK R− θ μ  (В режиме пропеллера ωm < ωK(RA), ωm  < ω*, 

ω* > ωK(RA)). Поэтому нейтронная звезда тормозится до достижения кеп-
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леровской частоты на альвеновском радиусе. В этом режиме удельный 
момент импульса вещества, которое течет к магнитосфере или от нее, ра-
зумеется, сохраняется. 

Вблизи равновесного состояния (ω* ~ ωm) относительно малые флук-
туации темпа аккреции M  в оболочке приводят к очень сильным флук-
туациям частоты вращения пульсара *,ω  так как тороидальная компонен-
та магнитного поля может менять знак, принимая значения от +Bp до –Bp. 
Если режим сильной связи действительно реализуется в природе, это 
свойство могло бы служить его отличительной особенностью. Известно 
(см., например, [1, 26]), что реальные рентгеновские пульсары иногда по-
казывают быстрые переходы из состояния ускорения в состояние замед-
ления без изменения рентгеновской светимости. Не исключено, что вклю-
чение режима сильной связи может происходить из-за магнитного поля, 
вмороженного в плазму, которая еще не вошла в магнитосферу. Более 
подробно аккреция замагниченной плазмы на нейтронные звезды рас-
сматривалась в недавней работе [27]. 

 
3.2. Случай умеренной связи 

  

Рассмотренный выше режим сильной связи может осуществиться в 
предельном случае, когда тороидальное магнитное поле Bt  достигает мак-
симально возможного значения порядка Bp из-за магнитной турбулентной 
диффузии. Обычно связь плазмы с магнитосферой осуществляется по-
средством различных неустойчивостей, характерное время развития кото-
рых недостаточно для существенного роста тороидального поля. Как об-
суждалось выше в разд. 1.1, оболочка вблизи магнитосферы очень горя-
чая, поэтому без охлаждения плазма над магнитосферой оказывается 
вблизи границы устойчивости относительно неустойчивости Рэлея — 
Тейлора (см. модельные расчеты [18]). 

Выпишем момент сил, приложенный к нейтронной звезде со стороны 
магнитного поля:  

 * = .
4
t pB B

I dSω ϖ
π  (97) 

Co стороны основания оболочки к магнитосфере приложен механический 
момент сил, вызванный турбулентными напряжениями WRφ:  

 ,RW dSφϖ  (98) 

где вязкие турбулентные напряжения записываются в виде  

 = .R tW R
Rφ

∂ωρν
∂

 (99) 
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Далее, учитывая, что турбулентная вязкость  

 = ,t c tu lν    (100) 

cчитаем, что вблизи магнитосферы характерный масштаб турбулентности 
lt ~ RA, а характерная скорость турбулентных пульсаций определяется ме-
ханизмом турбулизации надмагнитосферной плазмы. Если в оболочке над 
магнитосферой существуют мощные конвективные движения, вызванные 
нагревом основания оболочки, то uc ~ cs, где cs — скорость звука. Если же 
конвекция затруднена, то остается турбулентность, вызванная сдвиговым 
течением в оболочке. В этом случае uc(RA) ~ uφ(RA) ~ ω*RA << cs. Очевидно, 
отношение напряжений в разных случаях оказывается порядка величины 
ω*/ωK(RA), которая для медленно вращающихся пульсаров составляет око-
ло 0,03—0,3. Приравнивая моменты сил (97) и (98), получаем  

 = .
4
t p

c A

B B
u R

R

∂ωρ
∂ π

 (101) 

Исключим из этого выражения плотность через баланс давлений на гра-
нице магнитосферы (8), использовав выражение для температуры (4), и 
сделаем замену  

 
*

= .m

AR R

ω − ω∂ω
∂ ζ

 (102) 

Здесь введен безразмерный фактор ζ < 1, характеризующий размер зоны, в 
которой эффективно происходит обмен угловым моментом между основа-
нием оболочки и магнитосферой. Находим отношение тороидальной и 
полоидальной компоненты поля в магнитосфере:  

 
*

= .
( )2( 1)

t c m

p ff K At

B u

B u RK

  ω − ωγ
     ζωγ −   

 (103) 

(Здесь и ниже использованы обозначения: скорость свободного падения 

2
ff

GM
u

R
≡ , кеплеровская частота на границе магнитосферы ωK(RA), по-

правочный коэффициент из-за учета турбулентности 2(1 ) ( , ).)t t tK m m≡ + γ ψ γ  

Подставляя (103) в (97), в случае конвекции uc = mcus  (где введено число 
Маха конвективных движений mc) закон торможения вращения нейтрон-
ной звезды можно записать в виде 

 
*2

* 1
2 3
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m

K AA

K
I K

RR

ω − ω  μω  ζ ω 
  (104) 

где K1 — константа порядка единицы из комбинации параметров в форму-
ле (103). При этом формулу (103) можно переписать в виде  
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*
1= ,

( )
t m

p K A

B K
K

B R

ω − ω 
 ζ ω 
  (105) 

где геометрические факторы, возникающие при интегрировании в (97), 

включены в коэффициент 1.K   
В случае возбуждения турбулентности дифференциальным вращением 

у основания оболочки uc ~ uφ = ω*RA и закон торможения принимает вид  
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* 1
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I K

R RR

    ω − ωμω    ζ ω  


  (106) 

где  

 
1/3

*2c
GM

R
 ≡  ω 

 (107) 

— радиус коротации (см. также [28]). Видно, что тормозящий момент сил 
в этом случае оказывается в (RA/Rc)

3/2 раз слабее, чем при наличии конвек-
тивных движений в оболочке. Будем называть эту ситуацию случаем сла-
бой связи. Нетрудно увидеть, что тормозящий момент сил и скорость за-
медления пульсара не зависит от темпа аккреции (в пределе ωm → 0 имеем 
просто 2 3/sd cK Rμ  [28]). Как обсуждается далее, неравновесный пульсар 

GX 1+4 демонстрирует на стадии торможения обратную зависимость *ω  
от вариаций светимости [29], поэтому мы отдаем предпочтение торможе-
нию с законом (104) (т. е. с умеренной связью). 

Используя определение альвеновского радиуса RA (11) и выражение 
для кеплеровской частоты ωK, формулу (104) можно привести к виду  

 * 2 *= ( ).A mI ZMRω ω − ω  (108) 

Здесь безразмерный коэффициент  

 
1

2( 1)
= .

( ) 4 t

K

Z K
f u

 
 ζ γ − 

γ
 

(109) 

Подставляя в эту формулу = 5 / 3γ  и выражение (23), находим  

 7/11 21/22 4/11 1/111
0 16 300,363 .t

K
Z K K M− − ≈ μ ζ 

  (110) 

Учитывая, что падающее на нейтронную звезду вещество приносит 

угловой момент 2 *
AzMR ω  (см. уравнение (93) выше), получаем  

 * 2 * 2 *= ( ) .A m AI ZMR zMRω ω − ω + ω   (111) 
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Очевидно, что для отвода момента импульса от нейтронной звезды через 
подобную оболочку коэффициент Z должен быть больше, чем z. Тогда 
аккрецирующая нейтронная звезда сможет эпизодически замедляться 
(ниже мы уточним это утверждение). И обратно, если Z < z, то нейтронная 
звезда может только ускоряться. 

Если горячей оболочки над магнитосферой нейтронной звезды не об-
разуется (при высоких рентгеновских светимостях или малой скорости 
звездного ветра — см., например, [30] и ниже), то устанавливается режим 
сверхзвуковой аккреции Бонди и момент импульса от нейтронной звезды 
не отводится. При этом Z = z, уравнение (111) принимает простой вид 

* 2= ,A mI ZMRω ω  и нейтронная звезда в таком режиме будет ускоряться до 

частоты порядка ωK(RA) независимо от знака разности угловых скоростей 
вещества и силовых линий магнитного поля ωm – ω* вблизи границы маг-
нитосферы. В силу сохранения удельного момента импульса ωm = 
= ωB(RB / RA)2, поэтому при отсутствии оболочки эволюция частоты вра-
щения нейтронной звезды описывается уравнением  

 * 2= ,B BI ZM Rω ω  (112) 

где коэффициент Z играет роль удельного момента импульса захваченного 
вещества. Например, в модели [16] Z   1/4. Однако численное моделиро-
вание аккреции Бонди — Хойла — Литтлтона в двумерных (например, [7, 
31]) и трехмерных (например, [8, 9]) расчетах показало, что из-за неодно-
родностей звездного ветра аккреция идет в нестационарном режиме и знак 
захватываемого момента импульса может меняться. Поэтому знак коэф-
фициента Z также может быть отрицательным, т. е. эпизоды аккреционно-
го ускорения могут чередоваться с эпизодами замедления. Таким сценари-
ем часто объясняют наблюдаемую смену знака моментов сил в аккреци-
рующих рентгеновских пульсарах (см. обсуждение в работе [32]). Под-
черкнем еще раз, что такая картина вполне возможна для рентгеновских 
пульсаров с высокой светимостью больше 4 ⋅ 1036 эрг/с, когда из-за силь-
ного комптоновского охлаждения вокруг вращающейся магнитосферы 
нейтронной звезды не образуется конвективной квазигидростатической 
оболочки. 

Если же горячая оболочка сформировалась (при умеренных рентге-
новских светимостях ниже 4 ⋅ 1036 эрг/с — см. (33)), момент импульса от 
магнитосферы нейтронной звезды может передаваться наружу через кон-
вективную оболочку посредством турбулентной вязкости. Поэтому, под-
ставляя ωm из (88) в (111), получаем  

 
2

* 2 2 *= (1 / ) .
n

A
B B A

B

R
I ZM R Z z Z MR

R

−
 

ω ωω − − ω 
 

    (113) 

Это основная формула, которую будем использовать в дальнейшем для 
описания эволюции вращения нейтронной звезды. 
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Безразмерные коэффициенты в этом уравнении рассчитываются через 
коэффициент  f(u), который входит в формулы для Z и RA, так что единст-
венным безразмерным параметром модели останется коэффициент K1/ζ. 
Ниже мы покажем, как можно определить этот коэффициент из данных 
наблюдений реальных рентгеновских пульсаров. 

 
4. Ускорение и замедление рентгеновских пульсаров 

  
В этом разделе мы рассмотрим зависимость ускоряющего и замед-

ляющего момента сил, приложенных к аккрецирующeй нейтронной звезде 
в режиме оседания, от темпа аккреции .M  Подчеркнем еще раз, что в 
этом случае аккреция осуществляется в дозвуковом режиме и именно 
пропускная способность магнитосферы определяет темп аккреции веще-
ства сквозь оболочку. Скорость вхождения плазмы в магнитосферу при 
этом зависит, главным образом, от плотности на границе магнитосферы. С 
другой стороны, распределение плотности в оболочке непосредственно 
связано с плотностью вещества в области головной ударной волны, по-
этому вариации плотности в звездном ветре приводят к соответствующим 
вариациям плотности вблизи границы магнитосферы. Это означает, что 
вариации темпа аккреции вещества на нейтронную звезду в двойных сис-
темах на круговых или слабо эксцентричных орбитах практически не 
должны зависеть от орбитальной фазы и определяются только вариациями 
плотности звездного ветра. Напротив, возможные изменения радиуса за-
хвата RB (например, из-за вариаций скорости звездного ветра или изменения 
орбитальной скорости движения нейтронной звезды) слабо влияют на темп 
аккреции вещества через оболочку, но существенно изменяют значение мо-
ментов сил, приложенных к нейтронной звезде (см. уравнение (113)). 

Уравнение (113) можно переписать в виде  

 
2 3

* 3/1111= .
n

I AM BM
+

ω −   (114) 

Для характерного значения темпа аккреции 16
16 /10M M≡   г/с коэффици-

енты в этом уравнении, не зависящие от темпа аккреции, равны (в едини-
цах СГС):  
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(115) 



 280

 

1*
32 3/11 9/22 13/111

0 305,47 10 (1 / )
100 [c]t

K P
B z Z K K

−
−   ≈ ⋅ − μ     ζ   

 (116) 

(здесь и далее при численных оценках полагаем γ = 5/3). Безразмерный 
множитель δ < 1 учитывает истинное положение радиуса гравитационного 
захвата, который в холодном звездном ветре может быть несколько мень-
ше, чем радиус Бонди [34]. Значение радиуса захвата может также умень-
шаться из-за радиационного нагрева звездного ветра рентгеновским излу-
чением от нейтронной звезды (см. ниже). При получении числовых значе-
ний коэффициентов в уравнениях (115) и (116) мы использовали выраже-
ния (109) для коэффициента Z с учетом выражения (32), а также уравнение 
(30) для альвеновского радиуса. 

Ниже будем рассматривать случай Z – z > 0, т. е. B > 0, так как в про-
тивном случае возможно только ускорение вращения нейтронной звезды. 

 
4.1. Равновесные пульсары 

  

Для них * = 0ω  и из формулы (111) получаем  

 * *( ) = 0.eq mZ zω − ω + ω  (117) 

Вблизи равновесия можно проварьировать формулу (111) по .M  Введем без-
размерный параметр / eqy M M≡   , так что вблизи равновесия y = 1. Вообще 

говоря, вариации Mδ   могут быть вызваны как изменением плотности δρ, 
так и изменением скорости (радиуса Бонди) в звездном ветре δv. Из уравне-
ния неразрывности с учетом зависимости  f(u) от M  (32) в оболочке имеем  

 
7

= 3 .
11

M v

vM

δ δρ δ−
ρ


  (118) 

Рассмотрим сначала только вариации плотности. Полагая RB = const, находим  
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   (119) 

Выражая из (117) ωm и подставляя в (119), имеем  
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(120) 
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Теперь фиксируем плотность и рассматриваем только вариации скорости. 
Тогда из (118) имеем связь / = (7 / 33) / .v v M Mδ − δ    Варьируя (111), полу-

чаем  
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(121) 

Большинство нейтронных звезд в рентгеновских пульсарах имеют пе-

риоды вращения, близкие к равновесным, при которых в среднем * = 0.ω  
Для этого случая в режиме аккреционного оседания из уравнения (114) 
получаем  
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(122) 

Это выражение можно обратить и выписать значение равновесного 
периода вращения пульсара по известному магнитному полю:  

 

1 2 /11 3 /11
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(123) 

Отношение частоты вращения пульсара к кеплеровской частоте на альве-
новском радиусе не зависит от n:  
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Oтношение тороидальной компоненты магнитного поля к полоидальной 
на альвеновском радиусе в равновесии (уравнение (103)) принимает вид 

 
* *

1 10 ( )
= = .

( ) ( )2
t

p eq K A K Ateq

B K z f u z

B Z R RK

      ω ω−           ζ ω ω      
 (125) 

Подставляя в это выражение  f(u) и (124), получаем  
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  (126) 

Подчеркнем, что для медленных аккрецирующих пульсаров отношение 
частоты вращения к кеплеровской частоте на альвеновском радиусе всегда 
много меньше единицы, поэтому для типичных значений f(u) ~ 0,3 и 
 z = 2/3 имеем Bt / Bp < 1,5(ω*/ωK(RA)) < 1, т. е. эти пульсары далеки от ре-
жима пропеллера. 

Обратим внимание, что в важном случае n = 2 (изомоментное распре-
деление вращения в оболочке) в уравнении (120) коэффициент при втором 
слагаемом обнуляется, поэтому, приравнивая Zeq выражению (110), нахо-
дим значение магнитного момента нейтронной звезды только через равно-
весный период пульсара и производной ( / )eqy∂ω ∂ :  
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(127) 

В случае = 2n  при известном μeq из формулы (122) находим скорость 
ветра  

      
1/4

1/4 1/11 3/22 1/11 3/118
0 16 30,

* /100 [с]
0,53(1 / ) .

/10 [сут]eq t eq
b

v P
z Z K K M

P
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  (128) 

Как будет показано ниже, у реальных равновесных пульсаров z / Zeq = 1, 
поэтому приведенная формула дает истинную оценку скорости ветра. 
Подчеркнем слабую зависимость от безразмерных констант модели и от 
темпа аккреции на нейтронную звезду. Таким образом, в рамках нашей 
модели только из измерения периода равновесного пульсара P*, периода 
двойной системы Pb и оценки магнитного поля нейтронной звезды μ появ-
ляется возможность оценивать скорость звездного ветра оптического ком-
понента, не прибегая к сложным спектроскопическим измерениям. 
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4.2. Неравновесные пульсары 
  

Ниже будем рассматривать случай Z – z > 0, т. е. B > 0, так как в про-
тивном случае возможно только ускорение вращения нейтронной звезды. 

Прежде всего заметим, что функция *( )Mω   достигает минимума при 

некотором .crM  Дифференцируя уравнение (114) по M  и приравнивая 

полученное выражение к нулю, находим  
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 + 

  (129) 

При = crM M   значение *ω  достигает абсолютного минимума (рис. 2). 

 

Рис. 2. Иллюстрация зависимо-

сти *ω  от безразмерного темпа 
аккреции y (см. (134)). В дейст-

вительности при 0y →  *ω  

стремится к некоторому отри-
цательному значению, так как 
нейтронная звезда переходит 
на режим пропеллера при ма-
лых темпах аккреции. Показано 
положение равновесных пуль-
саров при y ~ 1 и неравновес-
ных пульсаров на стадии ус-
тойчивого торможения при  
y < ycr 

 
Удобно ввести безразмерный параметр  
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где eqM  соответствует темпу аккреции, при котором * = 0:ω  
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Очевидно,  
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иными словами, минимум *ω  достигается при значении безразмерного 
параметра  

*ω  

/ eqy M M=  
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Можно переписать (114) в виде  
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Минимум *ω  при = cry y  (т. е. максимально возможный темп торможения 

вращения пульсара) задается формулой  
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Теперь проварьируем (134) по у:  
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Видно, что в зависимости от того, y > ycr или y < ycr, коррелированные из-

менения *δω  с рентгеновским потоком должны иметь разный знак. Дейст-
вительно, для пульсара GX 1+4 в работах [29, 35] по данным мониторинга 
Fermi GBM (Gamma-ray Burst Monitor) обнаружена положительная корре-
ляция изменения периода вращения пульсара *Pδ  с темпом аккреции .Mδ   
Это означает, что в источнике существует отрицательная корреляция ме-
жду *δω  и ,Mδ   свидетельствующая, что в этом пульсаре < .cry y  

Рассмотрим аккрецирующие пульсары на стадии замедления враще-
ния (типа GX 1+4, SXP 1062 и др.). Если пульсар находится на стадии 
торможения, то измерение темпа замедления *

sdω  позволяет ограничить 

параметры модели. Из простого факта стабильного замедления на стадии 
квазисферической аккреции * < 0ω  находим из уравнений (114), (115) и 
(116) нижний предел на магнитный момент нейтронной звезды:  
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(137) 

(т. е. уравнение (122) при этом превращается в неравенство). Теперь ис-
пользуем тот факт, что на стадии замедления существует максимально 
возможный тормозящий момент сил (см. уравнение (135)). Подставляя в 
(135) значения коэффициентов A и B из уравнений (115) и (116), находим  
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Это значение достигается при темпе аккреции = ,crM M   который числен-

но равен  
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 (отметим чрезвычайно сильную зависимость от скорости звездного вет-

ра). Тогда из условия * *
,max| | | |sd sdω ≤ ω   следует более интересный нижний 

предел на магнитное поле нейтронной звезды:  
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Отметим более слабую зависимость этой оценки от плохо известной ско-
рости звездного ветра, чем в неравенстве (137). 

Если можно пренебречь ускоряющим моментом сил по сравнению с 
замедляющим моментом (это соответствует пределу низких рентгенов-
ских светимостей y << 1), для аккрецирующих пульсаров на стадии тор-
можения непосредственно из уравнения (104) находим  

1*
* 12 3/11 9/22 13/11 3/11 21

0 30 160,55 10 [рад / с ].
100 [с]sd t

K P
K K M

−
− −   ω ≈ − ⋅ μ     ζ   

   (141) 

Отсюда получаем нижний предел на магнитный момент нейтронной звез-
ды, который не зависит ни от параметров звездного ветра, ни от орбиталь-
ного периода двойной системы:  

 

11/13 11/13*
1

30 30,min 12 2
> 1,66

10 [рад / с ]
sd K

−

−
ω  ′′μ μ ≈ × ζ 



11/13*
3/13 9/26 3/13
0 16 .

100 [с]t
P

K K M− −  
×   

 
  

(142) 

Исключая K1 / ζ из формул (104) и (105), получаем  



 286

 

* 3 *

2 12 2
2

= 0, 49
10 [рад / с ]

t sd A sd

p

B I R
K

B K −
ω ω

≈ ×
μ

 

4/11 6/11 9/11 6/11
30 0 16 .tK K M− − −× μ   

(143) 

Как видно из формулы (143), с уменьшением M  отношение /t pB B  рас-

тет по вполне понятным причинам — при малых M  характерное время 
охлаждения плазмы увеличивается, и тороидальная компонента успевает 
дорасти до полоидальной. Однако Bt не может стать больше Bp из-за неус-
тойчивости типа туго закрученной пружины. Приравнивая Bt = Bp, из фор-
мулы (143) находим светимость, ниже которой пульсар переходит на ре-
жим сильной связи в состоянии торможения (ср. раздел 3.1 выше):  

 

11/6*
* 2/3 3/2
16 30 012 2

0, 27 .
10 [рад / с ]

sd
tM K K− −

−
ω

≈ μ
  (144) 

Ниже этой светимости в режиме сильной связи закон торможения выгля-
дит как 2 3 6/11 :sd AK R M−μ     

 * 12 4/11 6/11 9/11 6/11 2
30 0 162 10 [рад / с ].sd tK K M− −ω ≈ − ⋅ μ   (145) 

(Заметим, что когда ускоряющим моментом сил можно пренебречь, в 
формулы не входит весьма неопределенная скорость звездного ветра.) 

При дальнейшем уменьшении темпа аккреции в неравновесных пуль-
сарах альвеновский радиус возрастает до радиуса коротации и может про-
изойти переход на транзиентную стадию (пропеллер). Из условия 

* 3= / AGM Rω  находим темп аккреции **M  для этого перехода:  

 

11/3*
** 3/2 3
16 0 300,0082 .

100 [с]t
P

M K K

−
−  

≈ μ   
 

  (146) 

Приведенные выше формулы показывают, что ограничения на модель 
становятся более значимыми, если магнитное поле нейтронной звезды 
измеряется независимым способом (например, по циклотронной линии в 
спектре). Также подчеркнем, что измерение корреляций флуктуаций про-
изводной частоты вращения пульсара со светимостью на стадии торможе-
ния (наподобие анализа, проведенного ниже для источника GX 1+4) по-
зволяет выявить положение источника на диаграмме * yω −  (см. рис. 2) 

справа (y > ycr, положительная корреляция) или слева (y < ycr, отрицатель-
ная корреляция) от минимума и тем самым дополнительно ограничить 
параметры модели. 
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5. Конкретные рентгеновские пульсары 
  

В качестве иллюстрации приложения рассмотренной модели к реаль-
ным источникам в этом разделе рассмотрим медленно вращающиеся рент-
геновские пульсары с умеренной рентгеновской светимостью: GX 301-2, 
Vela X-1, GX 1+4, SXP 1062 и 4U 2206+54. Первые два пульсара имеют 
периоды вращения, близкие к равновесным — в них наблюдаются чере-
дующиеся эпизоды ускорения и замедления вращения нейтронной звезды 
вблизи равновесной частоты (не считая встречающихся иногда скачков 
частоты, которые, как мы полагаем, могут быть вызваны спорадическим 
включением режима сильной связи, при которой тороидальная компонен-
та магнитного поля нарастает до значения полоидального поля — см. вы-
ше раздел 3.1). Третий источник GX 1+4 является типичным пульсаром, в 
котором наблюдаются долговременные квазистационарные эпизоды уско-
рения и замедления вращения нейтронной звезды. В течение последних 
30 лет в этом источнике наблюдается стабильное замедление вращения, на 
фоне которого видны флуктуации производной частоты, антикоррелиро-
ванные с флуктуациями рентгеновского потока (см. подробнее в [35]). 
Очевидно, этот пульсар не находится в равновесном состоянии. Пульсар 
SXP 1062 в Большом Магеллановом Облаке и пульсар 4U 2206+54 на всем 
протяжении наблюдений находятся на стадии устойчивого торможения. 

 
5.1.  GX 301-2 

 

Источник GX 301-2 (также известный как 4U 1223-62) является мас-
сивной рентгеновской двойной системой, состоящей из нейтронной звез-
ды и оптического компонента раннего спектрального класса В с массой 
приблизительно равной 40М и радиусом приблизительно равным 60R. 

Орбитальный период двойной системы 41,5 сут [38]. Нейтронная звезда 
наблюдается как рентгеновский пульсар с периодом порядка 680 с [39], 
аккрецирующий из мощного звездного ветра оптического компонента 
( 510lossM M−


  /год [40]). Параболическая скорость ветра на границе фо-

тосферы vesc ≈ 500 км/с. Полуось орбиты двойной системы составляет 
a ≈ 170R, а эксцентриситет орбиты e ≈ 0,46. Скорость звездного ветра на 

бесконечности, определенная в работе [40], составляет около 300 км/с, т. е. 
меньше параболической скорости на радиусе фотосферы звезды. 

В GX 301-2 наблюдаются короткопериодические вариации периода 
пульсаций, которые, как и в других рентгеновских пульсарах, могут опи-
сываться моделью случайных блужданий по времени [41]. В наблюдениях 
между 1975-м и 1984 годом период пульсаций был порядка 700 с, а в 1984 
году период вращения в источнике начал уменьшаться [42]. Почти деся-
тилетний тренд ускорения вращения закончился в 1993 году [43], после 
чего источник постоянно замедлялся [44—46]. Эпизоды быстрого ускоре-
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ния иногда наблюдаются в данных Fermi GBM на фоне медленного 
уменьшения частоты [26]. Не исключено, что эти эпизоды, как и подобные 
эпизоды в данных BATSE (Burst and Transient Source Experiment), отражают 
временное включение режима сильной связи, обсуждавшегося в разд. 3.1. 
Измерение циклотронной линии [44] соответствует магнитному полю 
вблизи поверхности нейтронной звезды B0 ≈ (5,1 ÷ 5,8) ⋅ 1012 Гс (диполь-
ный магнитный момент 3 30

0 0= 1/ 2 = (2,6 2,9) 10B Rμ ÷ ⋅  Гс⋅см3 для стандарт-

ного радиуса нейтронной звезды R0 = 10 км).   
На рис. 3 отложена наблюдаемая производная частоты *ω  в зависимо-

сти от наблюдаемого пульсирующего рентгеновского потока (20—40 кэВ) 
по данным BATSE (см. подробнее в [46]). Положим, что магнитное поле 
нейтронной звезды в этом пульсаре известно из наблюдений. Оценка M  
может быть получена из наблюдаемого рентгеновского потока при из-
вестном расстоянии до источника, которое обычно известно с большими 
неопределенностями. Положим, что в этом пульсаре существует квази-
сферическая оболочка, темп аккреции порядка 3⋅1016 г/с и не превосходит 
критическое значение 16

* 4 10M ⋅   г/с [см. (33)]. Производная частоты 
* / y∂ω ∂  может быть найдена из зависимости *ω  от рентгеновского потока, 

поскольку в первом приближении темп аккреции пропорционален наблю-
даемому рентгеновскому потоку. Вблизи равновесия (точка = 1y  с 

* = 0ω ), в линейном приближении (см. рис. 3) * 12/ 1,5 10y −∂ω ∂ ≈ ⋅  рад/с2.   

Полученные для этого пульсара параметры (Z, K1/ζ и т. д.) приведены 
в таблице. Видно, что тороидальная компонента поля много меньше по-
лоидальной (пульсар далек от режима сильной связи). Скорость звездного 
ветра, определенная по формуле (128), оказывается близка к параболиче-
ской скорости на границе фотосферы оптической звезды. Отметим, что 
значение параметра зацепления плазмы с магнитосферой K1/ζ порядка 14, 

Рис. 3. Корреляции моментов сил,
приложенных к нейтронной звезде,
с рентгеновским потоком в

GX 301-2: *ω  как функция потока
20—40 кэВ (данные BATSE) вбли-
зи равновесной частоты, см. [46].
Предполагаемый рентгеновский
поток вблизи равновесия (в едини-
цах безразмерного параметра у)
показан вертикальным пунктиром 

y = 1 

Поток BATSE, имп/c 

 
12

2
*,

10
ра
д/
с

−
ω
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хотя по физическому смыслу коэффициент K1 должен быть порядка 1. Это 
означает, что значение параметра ζ, который характеризует относитель-
ный размер области передачи момента импульса от оболочки к магнито-
сфере (или наоборот), должно быть порядка 1/10 (т. е. размер области об-
мена моментом импульса около 1/10 от альвеновского радиуса). 

 

Параметры пульсаров 

Параметры 

Пульсары 

равновесные неравновесные 

GX 301-2 Vela X-1 GX 1+4 SXP 1062 4U 2206+54
измеренные 

P*, c  680 283 140 1062 5560 

Pв, cут  41,5 8,96 1161 ~300* 19 

vw, км/с  300 700 200 ~300** 350 

μ30 2,7 1,2 ? ? 1,7 

16M  3 3 1 0,6 0,2 

( ) 1
,

y
y =∂ω ∂ рад/c2 1,5⋅10–12 1,2⋅10–12 n / a n / a   

*
sdω  0 0 –2,34⋅10–11 –1,63⋅10–11 –9,4⋅10–14 

полученные  

f(u) 0,53 0,57    

K1 / ζ 14 10   8  

Z 3,7 2,6    

B1/Bp 0,17 0,22    

RA, см 2⋅109 1,4⋅109    

ω/ωK(RA) 0,07 0,08    

vw, min, км/c 500 740    

μ30, min   
min 4′μ ≈  min 20′′μ ≈  min 3, 6′μ ≈

*   Оценка по положению пульсара на диаграмме Корбета (P* – Pв). 
** Оценка типичной скорости ветра в рентгеновских двойных системах с Be-звездами.  

Прим е ч а н и я :  1) Ссылки на наблюдаемые параметры пульсаров и их орбит, а также 
скоростей звездного ветра от оптических компонентов даны в основном тексте. Безраз-
мерные параметры Z, K1/ ζ и  f (u) определены в разд. 1.3 и 3.  

2) Численные оценки сделаны для изомоментного распределения вращения в оболочке 
(n = 2), умеренной связи плазмы с магнитосферой и значений безразмерных параметров 

= 1, = 1δ ζ , = 1,ω  K0 = 1, γ = 5/3 при отсутствии турбулентности в оболочке  

(mt = 0, Kt = 1). 



 290

5.2.  Vela X-1 
 

Vela X-1 (он же 4U 0900-40) является ярчайшим стабильным аккреци-
рующим пульсаром в диапазоне энергий 20—50 кэВ со средней рентге-
новской светимостью LX ≈ 4 ⋅ 1036 эрг/с [42]. Система состоит из массив-
ной нейтронной звезды (1,88M [47]) и сверхгиганта HD 77581 спектраль-

ного класса B0.5Ib, который затмевает нейтронную звезду с орбитальным 
периодом приблизительно 8,964 сут [48]. Нейтронная звезда была обна-
ружена как рентгеновский пульсар с периодом около 283 с [49], который 
практически не изменился со времени открытия источника. Масса оптиче-
ской звезды примерно 23 M, радиус около 30 Rsun [48]. Параболическая 

скорость на радиусе фотосферы vesc ≈ 540 км/с. Большая полуось орбиты a 
≈ 50R, эксцентриситет орбиты e ≈ 0,1. Оптическая звезда почти заполняет 

свою полость Роша, о чем также свидетельствует эффект эллипсоидально-
сти в оптической кривой блеска системы [50]. Темп потери массы оптиче-
ской звездой равен 10–6M/год [51] в виде быстрого звездного ветра со 

скоростью на бесконечности порядка 1100 км/с [52], которая типична для 
звезд этого спектрального класса. Несмотря на то что терминальная ско-
рость ветра достаточно высока, из-за относительной компактности систе-
мы ветер не успевает ускориться до этого значения, его скорость относи-
тельно нейтронной звезды достаточно низка — около 700 км/с. 

По величине циклотронной линии в спектре [53] магнитное поле ней-
тронной звезды оценивается равным B0 ≈ 3 ⋅ 1012 Гс (магнитный момент  
μ = 1,5 ⋅ 1030 Гс⋅см3 для радиуса 10 км). Будем предполагать, что в этом 
пульсаре 163 10M ⋅   г/с (опять же ниже критического значения для суще-
ствования оболочки).  На рис. 4 отложена производная частоты вращения  

Рис. 4. То же, что и на рис. 3, для пульсара Vela X-1 [54] 

y=1y = 1 

Поток BATSE, имп/с 
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*ω  как функция наблюдаемого пульсирующего рентгеновского потока 
(20—40 кэВ) по данным BATSE [54]. Как и в случае GX 301-2, в линейном 

приближении вблизи точки равновесия находим * / y∂ω ∂ 121,2 10−≈ ⋅  рад/с2. 

Полученные значения параметров для Vela X-1 приведены в таблице. 
Полученная по формуле (128) скорость звездного ветра очень близка к 
наблюдаемому значению 700 км/с. Как и в случае GX 301-2, значение па-
раметра зацепления K1/ζ оказывается порядка 10, т. е. размер области об-
мена моментом импульса между плазмой и магнитосферой составляет 
около 0,1 от альвеновского радиуса. 

 
5.3.  GX 1+4 

 

GX 1+4 был первым источником, отождествленным с симбиотической 
двойной системой с нейтронной звездой [55]. Период пульсара приблизи-
тельно 140 с, а оптическим компонентом является красный гигант спек-
трального класса MIII [55]. Орбитальный период двойной системы 1161 
сут [56], что более чем на порядок величины выше типичных значений 
орбитальных периодов в маломассивных рентгеновских двойных систе-
мах. Оптический компонент находится глубоко внутри своей полости Ро-
ша, и аккреция на нейтронную звезду происходит из звездного ветра звез-
ды-гиганта. 

Система замечательна поведением периода вращения нейтронной 
звезды. В 1970-х годах нейтронная звезда в GX 1+4 ускоряла вращение с 
рекордной тогда скоростью для рентгеновских пульсаров ( 113,8 10su

−ω ⋅   

рад/с2) (см., например, [42]). В начале 1980-х годов поток ослаб ниже по-
рога наблюдения, и в течение нескольких лет рентгеновского источника 
не было видно. Затем источник появился вновь, но период вращений ней-
тронной звезды стал увеличиваться, причем скорость торможения враще-
ния оказалась примерно равной скорости предшествующего ускорения. 
В настоящее время нейтронная звезда в этом источнике находится на ста-
дии долговременного замедления вращения со средним значением произ-
водной частоты 112,34 10sd

−ω ≈ − ⋅  рад/с2. Обращение моментов сил, при-

ложенных к нейтронной звезде, было интерпретировано как проявление 
ретроградного аккреционного диска, сформировавшегося при аккреции из 
звездного ветра [29, 57, 58]. Подробная история изменения периода вра-
щения нейтронной звезды в GX 1+4 изложена в недавней работе [35]. Эти 
наблюдения, однако, могут быть более естественно разъяснены в рамках 
модели квазисферической аккреции. 

Так как пульсар GX 1+4 не находится в равновесии, воспользуемся 
одной из трех формул раздела 4.2 для определения нижнего предела маг-
нитного поля нейтронной звезды по наблюдаемому значению .sdω  Из 
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формулы (140) получаем 1/2
30,min 112( / ) .K −′μ ≈ ζ  Предполагая, что параметр 

зацепления в неравновесных пульсарах такой же, как и в равновесных 
(т. е. размер области обмена моментом импульса между плазмой и магнито-
сферой порядка 0,1 от альвеновского радиуса, 0,1ζ  ), имеем 30,min 4.′μ   

В этом пульсаре также наблюдаются антикорреляции вариаций произ-
водной частоты с флуктуациями рентгеновской светимости [29]. По по-
следним данным Fermi GBM в работе [35] было получено, что * 0,3.XL−ω   

В нашей модели умеренной связи 3/11,sdK M  что очень близко к наблю-

даемому закону. В более ранних данных наблюдений BATSE была полу-
чена зависимость * 0,48.XL−ω   Не исключено, что в то время средняя све-

тимость источника была несколько ниже, поэтому компонента Bt могла 
быть ближе к Bp, и тогда ожидаемая корреляция имела бы вид 

6/11 0,54
sd XK M L  . Отметим, что в модели со слабой связью (перенос мо-

мента импульса из-за сдвиговой турбулентности вблизи магнитосферы 
[28]) эффективность торможения в (RA / Rc)

3/2 раз меньше и вообще не за-
висит от светимости. В пульсарах с низкой светимостью процессы охлаж-
дения плазмы вблизи альвеновского радиуса менее эффективны, что и 
приводит к развитию конвективных движений в оболочке и установлению 
режима умеренной связи. 

Далее заметим, что кратковременные эпизоды ускорения вращения 
нейтронной звезды, иногда наблюдаемые на фоне устойчивого замедления 
вращения (например, около MJD 49700 — см. рис. 2 в работе [29]), корре-
лируют с увеличением рентгеновского потока, в отличие от отрицатель-
ных корреляций производной частоты с потоком, обсуждаемых выше. Во 
время этих коротких эпизодов ускорения производная частоты *ω  равня-

ется примерно половине значения * ,suω  наблюдавшегося во время устой-

чивого ускорения вращения нейтронной звезды в GX 1+4 до 1980 года. 
Рентгеновская светимость во время этих эпизодов ускорения примерно в 
пять раз больше, чем средняя рентгеновская светимость на стадии устой-
чивого замедления. Напомним читателю, что как только †> ,M M   над 
магнитосферой возникает область свободного падения потока и нейтрон-
ная звезда может только ускорять свое вращение. При понижении рентге-
новской светимости режим дозвукового оседания восстанавливается и 
нейтронная звезда продолжает замедляться. 

 
5.4.  SXP 1062 

 

Этот недавно открытый молодой пульсар, находящийся в остатке 
сверхновой в Малом Магеллановом Облаке (ММО), входит в состав двой-
ной системы с Be-звездой, имеет период вращения P* ≈ 1062 c и низкую 
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рентгеновскую светимость LX ≈ 6 ⋅ 1035 эрг/с [59]. Объект замечателен 
большим темпом замедления вращения нейтронной звезды * 111,6 10−ω ≈ − ⋅  
рад/c2. В литературе широко обсуждается его природа (см., например, [37, 
60]) и делается вывод о возможно аномально большом магнитном поле у 
этой нейтронной звезды [61]. В рамках нашей модели воспользуемся наи-
более консервативным пределом, пренебрегая ускоряющим моментом сил 
(формула (142)), и получим 30 30,min> 20.′′μ μ ≈  Видно, что наблюдаемое 

торможение может объясняться полем порядка 1013 Гс, т. е. уверенно го-
ворить о магнитарной природе этого пульсара преждевременно. 

 
5.5.  4U 2206+54 

 

Этот медленный пульсар имеет период вращения P* = 5560 c и тормо-
зится с темпом 149, 4 10sd

−ω ≈ − ⋅  рад/с2 [62]. Орбитальный период двойной 

системы 19bP   сут [62], а измеренная скорость звездного ветра vW ≈ 350 км/с 

аномально низка для оптического компонента раннего спектрального 
класса O9.5V [63]. Рентгеновская светимость источника в среднем около 

352 10xL ⋅  эрг/с. В спектре иногда обнаруживается особенность вблизи 

30 кэВ, что может быть интерпретировано как циклотронная линия 
[64—67]. Тогда оценка магнитного поля нейтронной звезды оказывается 
порядка B ~ (30 / 11,6) ⋅ 1,3 ≈ 3,4 ⋅ 1012 Гс (учтено гравитационное красное 
смещение вблизи поверхности 1 + z ~ 1,3), т. е. μ30 ≈ 1,7. Принимая эту 
оценку магнитного поля и пренебрегая ускоряющим моментом сил, по 
формуле (141) находим нижний предел на параметр 1 / 8,K ζ   что очень 

близко к параметру зацепления у равновесных пульсаров Vela X-1 и 
GX 301-2. Считая, что магнитное поле нейтронной звезды неизвестно (см. 
дискуссию в [62]) и применяя, как в случае GX 1+4, формулу (140), в 
предположении умеренной связи с K1 / ζ ~ 10 получаем предел 

30 30,min> 3,6,′μ μ ≈  что согласуется со стандартным полем нейтронной 

звезды. Отметим, что применение равновесных формул для этого пульсара 
дало бы магнитарное значение поля [62]. 

 
Заключение 

  

В работах [14, 15] построена теоретическая модель квазисферической 
дозвуковой аккреции на медленно вращающиеся замагниченные нейтрон-
ные звезды. В этой модели аккрецирующее вещество гравитационно за-
хватывается из звездного ветра оптического компонента и оседает с доз-
вуковой скоростью на вращающуюся магнитосферу, формируя протяжен-
ную квазистатическую оболочку. В оболочке происходят крупномасштаб-
ные конвективные движения, посредством которых от вращающейся маг-
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нитосферы может отводиться момент импульса, и в зависимости от скоро-
сти вращения вещества вблизи границы магнитосферы вращение ней-
тронной звезды может ускоряться или замедляться. 

Подробный анализ и сравнение с данными наблюдений двух рентге-
новских пульсаров GX 301-2 и Vela X-1, у которых наблюдается корреля-
ция тормозящих/ускоряющих моментов сил со светимостью вблизи рав-
новесного периода вращения нейтронной звезды, указывает на то, что ве-
роятнее всего в надмагнитосферных оболочках этих пульсаров устанавли-
вается сильно анизотропная конвекция, приводящая к почти изомомент-
ному распределению вращения в оболочке ω(R) ~ R–2. Из статистического 
анализа долгопериодических пульсаров в двойных рентгеновских систе-
мах с Ве-звездами в ММО [36] также следует, что изомоментный закон 
вращения в оболочке ω ~ R–2 является предпочтительным. Темп аккреции 
в оболочках определяется способностью плазмы входить внутрь магнито-
сферы. Режим аккреционного оседания, при котором возможен отвод мо-
мента импульса от магнитосферы нейтронной звезды, может реализовать-
ся при умеренных темпах аккреции † 16< 4 10M M ⋅    г/с (рентгеновских 

светимостях † 36< 4 10L L ⋅  эрг/c). При более высоких темпах аккреции (и 
соответственно более высоких рентгеновских светимостях) из-за быстрого 
комптоновского охлаждения плазмы в течении над границей магнитосфе-
ры возникает зона свободного падения и аккреция становится сильно не-
стационарной. 

Из наблюдений темпов ускорения/замедления вращения (т. е. из про-
изводной угловой частоты вращения по времени *,ω  или * / M∂ω ∂   вблизи 
точки смена знака моментов сил) долгопериодических рентгеновских 
пульсаров можно определить основные безразмерные параметры модели, 
а также оценить магнитное поле нейтронной звезды. Значения магнитного 
поля нейтронной звезды, полученные с помощью такого анализа для рав-
новесных рентгеновских пульсаров GX 301-2 и Vela X-1, согласуются с 
измерениями поля по циклотронным линиям в спектре этих источников. 

Из измерения периода равновесного пульсара Р* периода двойной 
системы Pb и оценки магнитного поля нейтронной звезды μ появляется 
возможность оценивать скорость звездного ветра оптического компонен-
та, не прибегая к сложным спектроскопическим измерениям. Для нерав-
новесных пульсаров существует максимально возможное значение скоро-
сти торможения при аккреции, зависящее от Р*, периода двойной системы 
Pb, магнитного поля нейтронной звезды μ и скорости звездного ветра v. 
Для таких пульсаров (GX 1+4, SXP 1062, 4U 2206+54) можно из наблю-
даемого значения скорости торможения вращения пульсара и рентгенов-
ской светимости получить нижнюю оценку магнитного поля нейтронной 
звезды, которое во всех случаях оказывается близким к стандартному и 
согласуется с наблюдениями циклотронных особенностей в спектрах. 
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В модели квазисферической дозвуковой аккреции долговременные ус-
тойчивые эпизоды ускорения или замедления вращения нейтронных звезд, 
наблюдаемые у ряда рентгеновских пульсаров, могут быть количественно 
объяснены изменением среднего темпа аккреции на нейтронную звезду 
(и соответствующим изменением средней рентгеновской светимости). По-
видимому, такие изменения связаны со свойствами звездного ветра опти-
ческой звезды в этих двойных системах. Модель предсказывает специфи-
ческое поведение вариаций *,δω  наблюдаемых на фоне устойчивого уско-
рения или замедления вращения, в зависимости от флуктуаций темпа ак-
креции .Mδ   Имеется критическое значение темпа аккреции ,crM  ниже 

которого должна наблюдаться антикорреляция флуктуаций *δω  с Mδ   (это 
случай источника GX 1+4 на стадии устойчивого замедления вращения 
нейтронной звезды, наблюдаемого в настоящее время), а выше которого 
флуктуации *δω  относительно среднего значения должны коррелировать с 
флуктуациями Mδ   (это случай пульсаров Vela X-1, GX 301-2 вблизи рав-
новесного периода и GX 1+4 на стадии устойчивого ускорения вращения). 
Модель дает количественное объяснение относительной амплитуде и зна-
ку наблюдаемых флуктуаций частоты в источнике GX 1+4. 
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НЕСТАБИЛЬНОСТЬ ФИЗИЧЕСКОГО ВАКУУМА 
В СИЛЬНОМ ЛАЗЕРНОМ ПОЛЕ 

И. Ю. Костюков, Е. Н. Неруш  

Введение 

В последние несколько десятилетий в развитии лазерной техники 
можно наблюдать серьезный прогресс. Мощность оптических импульсов 
за этот период выросла на много порядков. Современные лазерные систе-
мы позволяют генерировать электромагнитное излучение с интенсивно-
стью более 1022 Вт/см2 [1]. В настоящее время проектируются лазерные 
системы, предполагающие генерацию оптического излучения на два по-
рядка большей интенсивности, чем доступно на установке, описанной в 
работе [1]. Так, в стадии разработки находится проект сверхмощного ин-
фракрасного лазера ELI (Extreme Light Infrastructure — см. в Интернете 
www.extreme-light-infrastructure.eu), который должен обеспечить генерацию 
фемтосекундных лазерных импульсов интенсивностью свыше 1023 Вт/см2. 
Среди ближайших планов можно отметить ввод в строй в 2015 году  
нескольких прототипов: 20-петаваттного лазера, создаваемого в рамках  
проекта ILE (Institut de la Lumiere Extreme, Франция), а также аналогичных 
установок в Румынии, Чехии и Венгрии. Еще более высокие интенсивно-
сти ожидаются в случае реализации российского проекта XCELS 
[http: //www.xcels.iapras.ru/index.html].  

При такой интенсивности взаимодействие лазерного излучения про-
исходит в радиационно-доминантном режиме, когда образовавшиеся в 
результате ионизации вещества электроны в течение одного периода поля 
теряют значительную часть своей энергии, приобретенной в лазерном по-
ле. Как показывают расчеты [2, 3], около 30 % лазерной энергии перехо-
дит в энергию гамма-излучения. Интенсивное лазерное излучение может 
быть также использовано для исследования в лабораторных условиях 
структуры физического вакуума, для проверки основ квантовой электро-
динамики (КЭД) и т. д. Одним из вопросов, который привлекает к себе 
большое внимания еще с момента возникновения КЭД, является неста-
бильность вакуума, сопровождающаяся массовым рождением электрон-
позитронных пар. В недавней работе [4] было предсказано, что в электро-
магнитных полях интенсивностью порядка 1024 Вт/см2 и выше следует 
ожидать возникновения КЭД-каскадов, инициированных первоначально 
медленными «затравочными» частицами. В этом случае лазерное поле 
играет двоякую роль: ускоряет заряженные частицы и инициирует КЭД-
процессы с фотонами, излученными в сильном поле, и заряженными час-
тицами, набравшими энергию в результате ускорения. При этом возник-
новение каскадов в принципе возможно практически при произвольной 
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конфигурации лазерного поля, отличной от плоской волны. При достаточ-
но высокой интенсивности развитие каскадов будет продолжаться вплоть 
до истощения лазерного поля вследствие его поглощения быстро обра-
зующейся электрон-позитронной плазмой [2]. Развитие каскадов может 
привести к принципиальному ограничению на достижимую интенсив-
ность лазерного поля [5] на уровне порядка 1027 Вт/см2, в том числе и для 
лазерных импульсов, фокусируемых в вакууме.  

1. Квантовые процессы в сильных электромагнитных полях 

Взаимодействие между заряженными частицами и сильными электро-
магнитными полями исследует квантовая электродинамика. Такое взаимо-
действие описывается лагранжианом, который включает в себя четыре 
параметра — фундаментальные константы: e — заряд электрона, m — 
масса электрона, c — скорость света,   — постоянная Планка. Параметры 

фактически задают масштабы взаимодействия: 2 / 1 /137 1e cα = = <<  — 
постоянная тонкой структуры (интенсивность взаимодействия), mc2 ≈ 
≈ 511 кэВ — масса покоя электрона (энергетический масштаб), λкомп = 

= 11/ 4 10mc −≈ ⋅  см — комптоновская длина (пространственный мас-

штаб), 2 2 3 16
кр комп/ ( ) / ( ) 1,3 10E mc e m c e= λ = ≈ ⋅  В/см — критическое поле 

(полевой масштаб). Принцип неопределенности приводит к возможности 
рождения виртуальных пар частица — античастица с характерным време-

нем жизни 2 21~ / 1,3 10mc −τ ≈ ⋅  с. Частицы проходят расстояние до своей 

аннигиляции порядка компλ . Таким образом, с точки зрения квантовой 

электродинамики физический вакуум, говоря упрощенно, представляет 
собой бесконечный «резервуар» виртуальных пар частица — античастица 
(«море Дирака»). 

Лагранжиан, описывающий взаимодействие электромагнитного поля с 
вакуумом в рамках КЭД, был выведен В. Гейзенбергом и Х. Эйлером в 
1936 году [6]: 

( ) ( )
( )2

2 2 22 2 2

2 2
0

1 1
,

8 3tg th8
im s

e H EE H ds e HE
L e

s eHs eEs s

∞
−

 −−  = + − +π  π  

    
     (1) 

( )1/22 2E F G F= + + , ( )1/22 2H F G F= + − , ( )2 2 / 2F = −E H , G = ⋅E H , 

где E  и H  — напряженности электрического и магнитного поля, F  и G  — 
КЭД-инварианты. Лагранжиан, представленный в виде интеграла, факти-
чески описывает бесконечный ряд поправок теории возмущений по мало-
му параметру .α  Мнимая часть лагранжиана описывает неустойчивость 
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вакуума в сильном электромагнитном поле, причем эта часть является 
неаналитической функцией α. Анализ лагранжиана показывает, что данная 
неустойчивость обусловлена лавинообразным рождением электрон-
позитронных пар в электромагнитном поле, когда его напряженность ста-
новится близка к критической Екр. Критическую напряженность можно 
определить как напряженность, необходимую для того, чтобы электрон на 
комптоновской длине совершил работу, равную энергии покоя электрона.  

Вероятность рождения электрон-позитронных пар в единицу времени 
и в единицу объема в постоянном электрическом поле, которую можно 
вычислить, используя лагранжиан (1), равна [7]  

2 2 3
кр

3 4 2
1кркомп

1
exp ~ exp .

4 n

nEc E m c
W

E E eEn

∞

=

  π  π = − −     π λ      
           (2) 

Как следует из полученного выражения, она экспоненциально убывает с 
уменьшением отношения напряженности электрического поля к критиче-
ской напряженности. На первый взгляд, вероятность кажется малой уже 
для полей в несколько раз меньше критического. Однако поскольку она 
нормирована на очень маленький объем, определяемый компλ , то уже да-

же для относительно небольшого объема в кубический микрон, характер-
ного для области фокусировки мощных лазерных импульсов, предэкспо-
ненциальный множитель в выражении (2) становится гигантским — при-
мерно 1028. Таким образом, даже для электромагнитных полей на порядок 
слабее критического вероятность рождения электрон-позитронных пар в 
области фокусировки сверхмощных лазерных импульсов остается высокой. 

Электрон-позитронная пара также может рождаться в результате рас-
пада фотона высокой энергии в сильном электромагнитном поле (процесс 
Брейта — Уилера [8]). С точки зрения квантовой электродинамики это 
процесс, обратный процессу обычного излучения электроном (или пози-
троном) фотона в электромагнитном поле. Данные процессы характери-
зуются безразмерными параметрами — КЭД-инвариантами:  

3 4 2
э кр ф кр= / ( ) | | ( / ), ( / )( / ),e m c F p F eE mc F eEμν ν ⊥ ⊥χ ≈ γ χ ≈ ω     (3) 

где Fμν  — тензор электромагнитного поля, pν  — 4-импульс частицы, 

ω  — энергия фотона, γ  — гамма-фактор частицы, F⊥  — компонента 

силы Лоренца, перпендикулярная к мгновенному направлению скорости 
частицы. Параметр χэ определяет излучение фотонов релятивистским 
электроном (позитроном), в то время как χф определяет взаимодействие 
высокоэнергетического фотона с электромагнитным полем. Квантовые 
эффекты становятся существенны, когда э 1χ >>  или ф 1.χ >>  Если 

э 1,χ >>  то 2mcω ≈ γ  и эффект отдачи при излучении фотона электроном 
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становится сильным. Вероятность излучения фотона электроном в едини-
цу времени в полосу энергий ( )d ω  может быть записана в виде [9] 

( )
2

изл 2/3 1/3
1

= 1 ( ) ( ) ,
13

mc
dW K K s ds d

∞

δ

α  ξ − ξ + δ − ξ  − ξπ γ   


           (4)  

где э= 2 / [3(1 ) ]δ ξ − ξ χ  и 2= / ( ).mcξ ω γ  излdWω  можно рассматривать 

как распределение по энергии излучения. Для излучения электрона в по-
стоянном магнитном поле, перпендикулярном к направлению скорости 
электрона, распределение переходит в спектр синхротронного излучения в 
пределе э 1.χ <<  Вероятность рождения электрон-позитронной пары фо-

тоном с энергией [9] 

  ( )
2 4

пар 2/3 1/32
= ( ) ( ) ,

3

m c
dW K K s ds d

∞
+ −

−
− + δ

α η η η + δ + η  η ηπ ω    


       (5) 

где ф= 2 / (3 ),− +δ χ η η  2= / ( )mc−η γ ω  и =1+ −η −η  — нормированные энер-

гии электрона и позитрона соответственно. Из выражения (5) следует, что 
вероятность рождения пар экспоненциально подавлена в классическом 
пределе. 

Цепочка из двух этих обратных друг другу процессов (излучение фо-
тона в сильном лазерном поле и процесс Брейта — Уилера) приводит к 
такому важному КЭД-эффекту, как электромагнитный каскад: «затравоч-
ная» заряженная частица сначала ускоряется в лазерном поле и излучает 
высокоэнергетический фотон, который распадается в лазерном поле на 
электрон-позитронную пару. Образовавшаяся пара также ускоряется в 
лазерном поле и образует следующее поколение электрон-позитронных 
пар и фотонов. В результате развития каскада происходит лавинообразное 
образование пар и гамма-квантов. Важно отметить, что в отличие от пря-
мого пробоя вакуума в сильном лазерном поле пробой вакуума через раз-
витие каскада возможен при значительно более низкой интенсивности 
лазерного излучения. Такой процесс может ограничить интенсивность, 
достигаемую лазером в лабораторных условиях. Эта проблема исследова-
на подробно теоретически и численно в работах [10, 11]. Обсудим ее более 
подробно в следующих разделах.  

 
2. Электромагнитные каскады: моделирование 

Поскольку коллективная динамика электрон-позитронной плазмы в 
сильном лазерном поле — очень сложное явление, то весьма важным для 
исследования образования такой плазмы становится численное моделиро-
вание. Для изучения динамики электрон-позитронной плазмы, образовав-
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шейся в результате развития каскада, мы разработали двумерную числен-
ную модель, основанную на методе частиц в ячейке и методе Монте-
Карло [10]. Наша численная модель использует следующий подход: излу-
чение фотона рассматривается в рамках квантовой теории, динамика ла-
зерного и плазменного полей описывается в рамках уравнения Максвелла. 
Важно отметить, что характерные энергии фотонов в электрон-
позитронной плазме отличаются на много порядков. Энергия фотонов ла-
зерного и плазменного поля достаточно низкая (ћω << mc2), в то время как 
энергия фотонов, излучаемых ускоренными электронами и позитронами, 
наоборот, очень высокая (ћω >> mc2). Данное обстоятельство позволяет 
рассматривать высокоэнергетические фотоны как частицы, рассчитывать 
их распространение решением уравнения движения, а эволюцию лазерных 
и плазменных полей рассчитывать путем численного решения уравнений 
Максвелла. Таким образом, динамика электронов, позитронов и жестких 
фотонов, а также эволюция плазмы и лазерных полей рассчитывается с 
помощью метода частиц в ячейках, в то время как излучение жестких фо-
тонов и рождение электрон-позитронных пар рассчитываются с помощью 
метода Монте-Карло. 

Излучение фотона моделируется следующим образом. На каждом ша-
ге по времени для каждого электрона и позитрона проверяется возмож-
ность испускания фотонов с распределением вероятности, которая опре-
деляется приближенным выражением, аппроксимирующим формулу (5) с 
точностью 5 %. Излученный фотон появляется в области моделирования 
как новая частица. Координаты такого фотона совпадают с координатами 
электрона (позитрона), который излучает данный фотон. Импульс фотона 
направлен в сторону импульса электронов (позитронов) в момент излуче-
ния. При этом значение импульса электрона (позитрона) уменьшается на 
величину импульса фотона. Аналогичный алгоритм используется для мо-
делирования рождения фотонами электрон-позитронных пар. Новые элек-
трон и позитрон добавляются в область моделирования, в то время как 
фотон, распадающийся на эту пару, удаляется. При этом сумма энергий 
электрона и позитрона равна энергии фотона, а скорость электрон-
позитронной пары направлена вдоль скорости фотона в момент распада. 
Движение частиц и эволюция низкочастотного электромагнитного поля 
рассчитываются с помощью стандартной численной схемы, использую-
щей метод частиц в ячейках [10]. Для того чтобы предотвратить перепол-
нение памяти во время моделирования из-за экспоненциального роста 
числа частиц в каскаде, используется метод слияния частиц. 

Разработанная численная модель применялась для исследования обра-
зования и динамики электрон-позитронной плазмы в поле двух распро-
страняющихся навстречу друг другу линейно-поляризованных лазерных 
импульсов. Лазерные импульсы имеют гауссову огибающую и движутся 
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вдоль оси x. Компоненты лазерного поля в момент времени t = 0 имеют 
следующий вид: 

[ ]{ }22
2

22
0 02

, = exp exp ( ) exp ( ) .xx
y z

r

y
E B a x x x x σσ   − − + ± − −   σ 

        (6) 

Здесь напряженности поля нормированы на л / | |mc eω , где лω  — цикли-

ческая частота лазерного импульса; координаты нормированы на л/ ,c ω  

время нормировано на л1/ ;ω  0 л= | | / ( ),a e E mcω  где 0E  — амплитуда 

электрического поля одного лазерного импульса; 02x  — начальное рас-

стояние между лазерными импульсами. Параметры моделирования сле-
дующие: ( )0 = 800,a t =  = 125,xσ  ( 0) = 60,r tσ =  0 = / 2,xx σ  что при длине 

волны л л= 2 / = 0,8cλ π ω мкм соответствует интенсивности 243 10⋅  Вт/см2, 

длительности импульса 100 фс, размеру фокусного пятна 10 мкм. Каскад 
инициируется одним электроном, расположенным в момент t = 0 в точке  
x = y = 0 с нулевым начальным импульсом, когда лазерные импульсы при-
ближаются друг к другу (σx — расстояние между центрами импульсов при 
t = 0).  

Развитие каскада на более поздней стадии ( = 25,5 /t cλ ) показано на 
рис. 1, где представлены: распределение плотности электронов (распреде-
ление плотности позитронов почти совпадает с распределением для элек-
тронов),  плотность распределения фотонов и распределение интенсивности  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Нормированная плотность 
электронов э э 0 кр= / ( )n a nρ  (а), нор-

мированная плотность фотонов 

ф ф 0 кр= / ( )n a nρ (б) и интенсивность 

лазерного излучения, нормированная 
на максимум начальной интенсивно-
сти лρ  (в) при столкновении двух 

линейно-поляризованных лазерных 
импульсов в момент = 25,5 /t cλ  

 а 

в 

б 

эρ

фρ
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лазерного излучения. К этому моменту времени лазерные импульсы про-
шли друг через друга и расстояние между центрами импульса составило 
1,6 xσ . Как видно из рис. 1, возникает сгусток сверхплотной электрон-

позитронной плазмы микронного размера. При этом задняя часть лазерно-
го импульса поглощается в результате образования и нагрева электрон-
позитронной плазмы. Плотность плазмы примерно в 2 раза превышает 

релятивистскую критическую плотность 0 кр ,a n  где 2 2
кр = / (8 )n m eω π  — 

нерелятивистская критическая плотность электрон-позитронной плазмы. 
Временная эволюция энергии частиц и лазерного импульса показана 

на рис. 2, откуда следует, что около половины энергии лазера поглощается 
в результате образования и нагрева плазмы. При этом большая часть по-
глощенной лазерной энергии конвертируется в энергию энергичных  
гамма-квантов. Полная энергия частиц, образованных в результате разви-
тия каскада, и энергия электромагнитного поля сохраняется с точностью 
около 1 % в течение моделирования. 
 
 
 
Рис. 2. Энергия электронов и позитронов  
(     ), энергия фотонов (     ), лазерная энер-
гия (      ) и полная энергия системы (      ) 
как функции времени. Все энергии норми-
рованы на начальную энергию системы 

 
 
 
 
На начальной стадии развития каскада число возникающих частиц 

растет экспоненциально со временем: e tN Γ≈ , где Γ  — инкремент каска-
да. Как следует из закона сохранения энергии, максимальное число час-
тиц, возникающих в процессе развития каскада частиц, определяется энер-
гией лазерного импульса. В некоторый момент времени экспоненциаль-
ный рост прекращается, и зависимость числа частиц в каскаде от времени 
становится более медленной. Приравнивая начальную энергию лазерного 

импульса к энергии частиц в каскаде, получим 2 2
0 / ,x rN a N≈ σ σ γ  где 

предполагается, что э п ф ,N N N N≈ ≈ ≈  э ,N  пN  и фN  — число электро-

нов, позитронов и фотонов, образованных в каскаде, соответственно,  
2mc γ  — средняя энергия частицы и 3

0 кр э= ( / ) = / (16 ),N n c rω λ π  

2 2
э = / ( ).r e mc  Инкремент каскада уменьшается, когда напряженность ла-

зерного поля спадает, что происходит, если плотность плазмы достигает 
значения a0nкр. Как следует из рис. 3, приведенные оценки находятся в 
хорошем согласии с результатами численного моделирования. На этом 
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рисунке показано, что инкремент каскада значительно уменьшается в мо-
мент времени tн ≈ 10 λ/c когда плотность плазмы достигает значения a0nкр. 
Значение момента времени tн может быть найдено из оценки tн ≈  
≈ Г–1 ln N. 

 
 

а           

 

б 
Рис. 3. Число электронов, образованных в результате развития каскада, как функ-
ция времени (кривая 1) и плотность электрон-позитронной плазмы, нормированная 
на релятивистскую критическую плотность, как функция времени (кривая 2) — a  
и б — профиль электронной плотности вдоль оси x при y = 0 для начальной  
стадии развития каскада сt = 6,4 λ (кривая 1) и для поздней стадии y = 0 (кривая 2). 
Электронная плотность нормирована на anкр при сt = 16,6λ и на 3,3·10–6anкр  
при сt = 6,4 λ  

Из рис. 3 также следует, что л0,6Γ ≈ ω  при н< .t t  Характерное время 

tизл, в течение которого электрон или позитрон излучает жесткий фотон, 
может быть оценено как л1/ > 1/ .Γ ω  Для параметров численного модели-

рования значение γ  может быть получено из оценки .aγ ≈  Таким обра-

зом, 2 14
0 4 10x rN a N≈ σ σ ≈ ⋅  и н / 9,ct λ ≈  что находится в хорошем согла-

сии с результатами численного моделирования.  

3. Электромагнитные каскады:  
кинетическая теория 

В этом разделе исследуем простую модель электромагнитного каска- 
да — каскад во вращающемся электрическом поле. Более подробно дан-
ное исследование изложено в работе [11]. Вращающееся электрическое 
поле появляется в магнитном узле циркулярно поляризованной плоской 
электромагнитной волны, где = 0.B  Именно эта область, где электриче-
ское поле максимально, наиболее благоприятна для развития каскада. 
Циркулярно-поляризованная стоячая волна может быть создана двумя 
распространяющимися навстречу друг другу лазерными импульсами.  

Рассмотрим сначала движение электронов без учета излучения фото-
нов, следовательно,  

п э
 /  

(а
0п

кр
) 

п э
 /  

(а
0п

кр
) 

Nэ 
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0 0 0 0= cos( ), = sin( ),x yE E t E E t+ φ + φ                          (7) 

0 0= cos( ), = sin( ),yx
dpdp

t t
dt dt

− + φ − + φ                         (8) 

где х, у — декартовы координаты в плоскости = 0B , p  — импульс элек-

трона, нормированный на ,mca  0 л/aeE mcω — нормированное электриче-

ское поле в лазерном импульсе, лω  — циклическая частота вращения по-

ля, 0φ  — начальная фаза волны. В дальнейшем рассматриваем только им-

пульсы частиц и не принимаем в расчет пространственную динамику час-
тиц, поскольку она не влияет на квантовые эффекты до тех пор, пока час-
тица остается в плоскости = 0.B  Вводя ψ  как угол между векторами  

−E  и p  (небольшие положительные значения ψ  соответствуют тому,  

что частица отстает в своем вращении от вектора −E ), получим 

0= cos ( ),xp p t− + φ − ψ  0= sin ( ),yp p t− + φ − ψ  что позволяет переписать 

уравнения (7) и (8) следующим образом:  

sin
= 1 , = cos .

d dp

dt p dt

ψ ψ− ψ                                    (9) 

Это приводит к уравнению для траектории электрона в плоскости :p − ψ  

(sin ) sin
= 1 ,

d

dp p

ψ ψ−                                         (10) 

решение которого может быть записано в виде  

0 0
0sin = sin ,

2 2

p p p

p
 ψ + ψ − 
 

                                    (11) 

где 0p  и 0ψ  — начальные значения импульса и угла соответственно.  

Траектории электронов показаны на рис. 4, a. Траектории позитронов 
(рис. 4, б) могут быть получены из уравнения (11) заменой ,ψ → ψ − π  

поскольку сила, действующая на позитроны со стороны поля, противопо-
ложна силе, действующей на электроны. Импульс фотонов не меняется 
при движении в поле, и угол ψ  для фотонов растет линейно со временем. 

Соответствующие траектории показаны на рис. 4, в. 
Из квазиклассической теории известно, что если 0 1a >> , то характер-

ный угол отклонения электрона между последовательными излучениями 
фотонов много больше чем 1 / .γ  Кроме того, электрон и позитрон, полу-
чающиеся при распаде фотона, изначально двигаются примерно в том же 
направлении, что и фотон, из которого они получились. Поэтому,  
во-первых,  мы  пользуемся  синхротронными  формулами  для  излучения 
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Рис. 4. Траектории частиц в пространстве p − ψ  для электронов (a), позитронов 
(б) и фотонов (в), движущихся во вращающемся электрическом поле. Излучение 
фотонов и рождение пар не учитывается. Жирные линии соответствуют траекто-
риям, отделяющим траектории захваченных частиц от пролетных 

 
фотонов и рождения пар и, во-вторых, пренебрегаем углами порядка 1 / γ в 
кинетических уравнениях, что в общем случае дает следующие уравнения:  

э,п э,п э,п э,п

ф э,п

э,п

( , ) ( , ) { ( , ) ( , )} =

( , ) ( ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ,

t

' '

'

f f f
p

f w ' dp f w ' dp

f w ' dp

> >

>

∂ + ∇ + ∇ ⋅

′ ′ ′ ′= → + → − 

′− →

p

p p p p

p p

pr p r p r p F r p

r p p p r p p p

r p p p

      (12) 

    
ф ф ф

э п

( , ) ( , ) = ( , ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) .

t '

' '

f f f w ' dp
p

f w ' ' dp f w ' ' dp

>

> >

′∂ + ∇ − → +

′ ′ ′ ′+ → − + → − 

p p

p p p p

pr p r p r p p p

r p p p p r p p p p


 (13) 

Здесь r  — координата частицы, нормированная на л/ ;c ω F  — сила Ло-

ренца, нормированная на л;amcω  эf , пf  и фf  — функции распределения 

электронов, позитронов и фотонов соответственно, нормированные таким 

образом, что 3 3
э,п,ф э,п,ф( , ) = ,f d d N r p r p  где эN , пN , фN  — число элек-

тронов, позитронов и фотонов соответственно; ( )w ' dp→p p  — вероят-

ность в единицу времени для электрона с моментом 'p  излучить фотон и 

перейти в состояние с импульсом ( , ),p p dp+  направленным параллельно 

;'p  ( )w ' dp→p p  — вероятность в единицу времени для фотона с импуль-

сом 'p  распасться с созданием электрон-позитронной пары, в которой 

а в б 
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импульс электрона лежит в интервале ( , )p p dp+  и направлен параллель-

но 'p , а импульс позитрона равен разности между импульсом фотона и 

электрона. Зависимости э,п,ф ,f  F  от t и зависимости ,w  w  от F  опущены 

для упрощения выражений. Правые части уравнений (12) и (13) описыва-
ют излучение фотонов и рождение пар. В частности, первое слагаемое в 
правой части уравнения (12) описывает создание электронов с импульсом 
р за счет распада фотонов с импульсами >p p′ , второе и третье слагае-
мые описывают возрастание и убывание функции распределения из-за 
излучения фотонов. Первое слагаемое в правой части уравнения (13) опи-
сывает распад фотонов, а последние два слагаемых описывают увеличение 
числа фотонов вследствие их излучения позитронами и электронами. 

Для каскада, развивающегося во вращающемся электрическом поле, 
чтобы исключить явную зависимость силы от времени в уравнениях 
(12)—(13), сделаем замену переменных , ,x yp p p→ ψ :  

э,п,ф э,п,ф

э,п,ф 0 0

( , , ) = ( , , ) =

( , cos ( ), sin ( )).

x yg t p p f t p p

p f t p t p t

ψ

= − + φ − ψ − + φ − ψ
                         (14) 

В результате получаем  

   

э,п э, э,п э,п

ф э,п э,п

( , )sin
= cos

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,

п

p p

g g g g p
p

t p p p

p p
g p w p p dp g p w p p dp Wg

p p

∞ ∞

∂ ∂ ∂ ψψ ∂− ± ψ +
∂ ∂ψ ∂ψ ∂

′ ′ ′ ′ ′ ′+ ψ → ψ + ψ → ψ −
′ ′ 




 (15) 

[ ]ф ф
ф э п= ( , ) ( , ) ( , ) ,

p

g g p
Wg g p g p w p p p dp

t p

∞∂ ∂
′ ′ ′ ′ ′− − + ψ + ψ → − ψ

′∂ ∂ψ    (16) 

где э,п,фg , ,W  W  взяты в точке ( , ).p ψ  Вероятности w  и w  определяют-

ся уравнениями (4) и (5). Уравнения (15), (16) полностью описывают эво-
люцию функций распределения в импульсном пространстве при развитии 
электромагнитного каскада во вращающемся электрическом поле.  

В общем случае уравнения (15), (16) зависят от двух параметров: пе-
риода вращения и напряженности лазерного поля. Однако можно пока-
зать, что в некоторых случаях уравнения могут быть упрощены. Предпо-
ложим, характерное время роста числа частиц в каскаде много меньше 
периода лазерного поля 1Γ >> . В этом случае можно показать [11], что 
функция распределения электронов, позитронов и фотонов существенно 
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отлична от нуля только в областях, где | sin | 1.ψ =  Это предположение 

позволяет привести уравнения для функций распределения к такому виду, 
при котором частота вращения поля в них не входит. Для определенности 
рассмотрим область, соответствующую | | = 1.ψ  В данной области можно 

воспользоваться приближенными соотношениями cos 1,ψ →  sin .ψ → ψ  

В получающихся при этом уравнениях для функций распределения произ-
ведем замену ˆ ˆˆ= , = , = ,t t p pβ β ψ βψ  где β  — произвольная константа. 

Эта замена не меняет ничего, кроме параметра 2 2 2 ˆˆ .a p = a pχ ≈ ψ β ψ   Выби-

рая 1/2 1= ,a− −β   получаем ˆˆ= ,pχ ψ  уравнения для функции распределения 

при этом зависят только от параметра 0

кр

1
= =

a E

E
μ

α α


 и не зависят от час-

тоты лω  и, следовательно, л.λ  Таким образом, зависимость различных 

характеристик каскада от длины волны лλ  определяется только законами 

масштабирования. Например, из них следует, что для фиксированной на-
пряженности поля скорости роста при разных частотах вращения относят-
ся следующим образом: 

л,1 л,1

л,2 л,2

( , )
= .

( , )

I

I

Γ λ λ
Γ λ λ

                                        (17) 

Эта зависимость находится в хорошем согласии с результатами численно-
го моделирования (рис. 5). Рассматривая высокоэнергетическую часть 
функций распределения с 1,χ >>  можно рассчитать инкремент роста чис-

ла частиц в каскаде и их функцию распределения [11]. 
 

 

Рис. 5. Зависимость скорости роста от длины волны. Сплошные линии соответ-

ствуют среднеквадратичным аппроксимациям  1/2
лΓ ∝ λ  для результатов числен-

ного моделирования (треугольники). Линия 1 — интенсивности 29 2= 10 Вт / смI , 

линия 2 — 27 2= 10 Вт / cмI , линия 3 — 25 2= 10 Вт / cм ,I  где 2
0= / 4I cE π  

мкм 
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* * * 

Разработанные численная и аналитическая модели показывают, что 
пробой физического вакуума в результате развития электромагнитных 
каскадов возможен уже при лазерных интенсивностях, которые могут 
быть достигнуты в лазерных системах ближайшего будущего. В результа-
те развития каскада образуется плотная и горячая электрон-позитронная 
плазма, при этом большая часть лазерной энергии переходит в энергию 
гамма-квантов, что может быть использовано для создания мощных ис-
точников гамма-излучения.   

Результаты получены при проведении поисковой научно-исследова-
тельской работы в рамках реализации ФЦП «Научные и научно-педа-
гогические кадры инновационной России» на 2009—2013 годы (соглаше-
ние № 8835), при поддержке Министерства образования и науки РФ (про-
ект № 2012-220-03-388) и Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (проект № 13-02-00886). 
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ВОСПРОИЗВЕДЕНИЕ 
СПЕКТРА ВОЗБУЖДАЮЩЕГО ИЗЛУЧЕНИЯ 

И ОБРАЩЕНИЕ ВОЛНОВОГО ФРОНТА  
ЛАЗЕРНЫХ ПУЧКОВ 

ПРИ ВЫНУЖДЕННОМ РАССЕЯНИИ СВЕТА — 
НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭФФЕКТЫ 

ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ВОЛН 

И. Г. Зубарев 

Сейчас известно много физических механизмов, приводящих к выну-
жденному рассеянию лазерных световых пучков. Но открыто вынужден-
ное рассеяние света было на примере комбинационного рассеяния в 1962 
году [1]. Как писали С. А. Ахманов и Р. В. Хохлов [2], для построения 
теории вынужденного комбинационного рассеяния света (ВКР) не пона-
добилось привлекать никаких новых физических представлений по срав-
нению с теми, что использовались в теории спонтанного рассеяния. По-
этому в линейном режиме без насыщения накачки усиление стоксовой 
волны описывается обычным экспоненциальным законом 

c c0 н( ) exp( ).I z I gI z=  

Здесь Ic0 — либо внешний входной стоксов сигнал, либо интенсивность 
спонтанных шумов, приведённых ко входу области взаимодействия; g — 
удельный инкремент усиления; Iн — интенсивность возбуждающего излу-
чения. При этом, однако, авторы работы [2] неявно предполагали, что в 
обоих случаях речь идёт о монохроматическом возбуждающем излучении. 
Поэтому само собой разумеющимся считалось, что если ширина линии 
накачки Δνн много больше ширины линии спонтанного комбинационного 
рассеяния ∆νскр, то удельный инкремент усиления g будет меньше в соот-
ветствующее число раз: 

скр
0

н

,g g
Δν

=
Δν

 

где 0g  — удельный инкремент усиления при монохроматической накачке, 

как и в случае спонтанного рассеяния. Сначала даже появились сообщения 
об экспериментальном наблюдении указанного соотношения. Но в даль-
нейшем эти результаты не подтвердились. 

1. ВКР: экспериментальные результаты 
В 1969 году мы осуществили специальное экспериментальное иссле-

дование данного вопроса [3]. Для этого были измерены пороговые харак-
теристики ВКР излучения неодимовых лазеров с различными ширинами 
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спектральных линий в жидком азоте. Ширина линии спонтанного комби-
национного рассеяния в жидком азоте  ∆νскр = 0,11 см–1. В качестве накач-
ки использовались неодимовые лазеры с различными активными матри-
цами и с различными модуляторами добротности резонаторов — от на-
сыщающегося красителя до ячейки Керра. В результате мы получили ла-
зерные источники, ширины линий которых дискретно изменялись в диа-
пазоне 10–3 см–1 << ∆νскр << 50 см–1. Как показали измерения (рис. 1), по-
роговые интенсивности возбуждающих излучений практически не зависе-
ли от их ширин линий.  

 

 
Рис. 1. Зависимость энергии стоксовой компоненты ВКР в жидком азоте от энер-
гии импульсов накачки неодимовых лазеров с различными спектральными шири-
нами линий: 1 — вращающаяся призма, 2 — ячейка Керра, 3 — ячейка Керра 
с насыщающимся фильтром, 4 — CaWO4:Nd3+; вращающаяся призма 

 
В результате предпринятых многочисленныех экспериментальных и 

теоретических исследований по выяснению особенностей взаимодействия 
широкополосного лазерного излучения с комбинационно-активными сре-
дами было установлено, что наибольшей информативностью обладают 
эксперименты по усилению внешнего стоксова сигнала в поле широкопо-
лосной накачки. В этом случае можно независимо изменять не только 
спектральные ширины взаимодействующих волн, но также и их централь-
ные частоты. При этом теоретические исследования практически всегда 
осуществляются в данном (усилительном) режиме взаимодействия волн. 

На рис. 2 представлена схема соответствующей экспериментальной 
установки [4]. Она состоит из двух лазеров на неодимовом стекле ОКГ-I и 

Wcm, мДж 

W, Дж 
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ОКГ-II с модуляцией добротности резонаторов электрооптическими ячей-
ками Керра. Это обеспечивало синхронизацию их лазерных импульсов. 
Ширины спектральных линий генерируемых импульсов составляли вели-
чину порядка Δνн ≈ 20 см–1. Излучение лазеров (одновременно или каждо-
го по отдельности) могло захватываться узкополосным сигналом от ква-
зинепрерывного неодимового лазера 1. В этом случае ширина спектраль-
ной линии генерируемого излучения лазеров с модулируемой добротно-
стью резонаторов составляла величину Δνн ≈ 0,01 см–1. 

 

 

Рис. 2.  Схема экспериментальной установки для измерения усиления 
стоксова сигнала в поле широкополосного возбуждающего излучения 

 
В качестве комбинационно активной среды в данном эксперименте 

использовалась жидкая SF6 с шириной спонтанной линии ∆νскр = 1 см–1. 
Излучение ОКГ-II использовалось для получения стоксова сигнала в кю-
вете 3. С помощью дисперсионных призм и диафрагмы стоксов сигнал 
выделялся из непреобразованной накачки и подавался в качестве входного 
сигнала в усилительную кювету 2. Возбуждающее излучение формирова-
лось импульсом лазера ОКГ-I и заводилось в усилительную кювету 2 че-
рез селективное зеркало. Для обеспечения эффективного пространствен-
ного перекрытия взаимодействующих волн в усилительную кювету 2 был 
вставлен светопровод. Усиленное излучение выделялось из накачки также 
с помощью спектральных призм и диафрагмы.  

На рис. 3 представлены соответствующие экспериментальные резуль-
таты. Во-первых, зависимость логарифма коэффициента усиления узкопо-
лосного стоксова сигнала (∆νс << ∆νскр), т. е. инкремент усиления, от ин-
тенсивности как узкополосной (●), так и широкополосной (○, Δ, □) накач-
ки (рис. 3, а). Причём график 1 (○) получен в том случае, когда частота 
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внешнего усиливаемого стоксова сигнала равна резонансной стоксовой 
частоте центра спектральной линии возбуждающего излучения; график 2 
(Δ) соответствует отстройке частоты усиливаемого стоксова сигнала от ре-
зонансной стоксовой частоты центра спектральной линии возбуждающего 
излучения на 13 см–1, а график 3 (□) — при соответствующей отстройке на 
24 см–1. На рис. 3, б представлены спектры усиленных стоксовых сигналов 
для перечисленных выше случаев в режимах, близких к насыщению. 

 

 
 

 
 

Рис. 3. Зависимость инкремента усиления узкополосного стоксова сигнала от ин-
тенсивности узкополосной (●) и широкополосной (○,  ∆,  □) накачки при различ-
ных частотных отстройках (а) и соответствующие спектрограммы (б) 
 

Эти результаты показывают основные особенности по взаимодействию 
узкополосного стоксова сигнала с широкополосной накачкой. Во-первых, 
наличие так называемой критической интенсивности Iкр в случае немоно-

а 

б 

ln Кус 

Iн, МВт/см2
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хроматического возбуждающего излучения. Когда интенсивность широ-
кополосной накачки меньше критической, усиление узкополосного сто-
ксова сигнала определяется резонансной с ним (в пределах ширины спон-
танной линии комбинационного рассеяния) долей накачки. Эта ситуация 
полностью аналогична спонтанному комбинационному рассеянию, когда, 
как отмечал Л. О. Мандельштам, каждая спектральная компонента возбу-
ждающего излучения порождает свою линию спонтанного рассеяния. Ес-
ли интенсивность широкополосной накачки больше критической, то ин-
кремент усиления узкополосного стоксова сигнала определяется всей ин-
тегральной интенсивностью широкополосной накачки и приближается к 
значению для монохроматической накачки равной интенсивности. 

Что касается спектра усиленного стоксова сигнала, то он напоминает 
спектр возбуждающего излучения. Однако, с какой точностью при этом 
воспроизводится спектр накачки, из этих данных определить сложно. Что-
бы ответить на этот вопрос, было сформировано возбуждающее излучение 
специального спектрального состава. Возбуждающее излучение состояло 
из набора эквидистантно расположенных спектральных компонент. Ши-
рина каждой спектральной компоненты при этом была меньше 0,1 см–1,  
а расстояние между ними равнялось 7 см–1. Напомним, что в качестве ВКР 
активной среды использовалась сжиженная SF6 с шириной линии спон-
танного рассеяния ∆νскр = 1 см–1.  

На рис. 4 показаны спектры входных стоксовых сигналов (верхние 
спектрограммы) и усиленных выходных стоксовых сигналов при интен-
сивности широкополосной накачки Iн >> Iкр (нижние спектрограммы). 
Видно, что вне зависимости от формы спектрального контура входного 
стоксова сигнала спектр усиленного выходного сигнала при Iн >> Iкр пол-
ностью воспроизводит спектр накачки. 

 

 
Рис. 4. Спектрограммы входных стоксовых сигналов различной спектральной ши-
рины (вверху) и соответствующих им усиленных выходных сигналов (внизу) при 
интенсивности возбуждающего излучения много больше критической величины 
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Таким образом, эти результаты наглядно показывают, что при взаимо-
действии широкополосного возбуждающего излучения с комбинационно 
активными средами имеется некая дополнительная нелинейность, которая 
определяет изменение удельного инкремента усиления при возрастании Iн 

через критическое значение Iкр, а также формирует спектр усиленного 
сигнала при Iн >> Iкр. 

2. ВКР: теоретическое описание 
При ВКР длины волн накачки и стоксовой компоненты обычно отли-

чаются значительно. И поэтому при широкополосной накачке из-за дис-
персии групповых скоростей волн в задаче возникает такой геометриче-
ский параметр, как длина когерентного взаимодействия волн (корреляци-
онная длина) lк: 

к
н c н

1 1 1
; ,l

v v
= ν = −

ν ⋅ Δω
 

где нΔω  — ширина линии возбуждающего излучения; cv  и нv  — группо-

вые скорости стоксовой волны и волны накачки соответственно. Если 
длина активной области L << lк, то волны взаимодействуют когерентно и 
процесс происходит так же, как и при монохроматической накачке. Мно-
гие теоретические работы были выполнены именно в этом приближении. 
Однако большинство экспериментальных работ, в том числе и описанные 
выше, выполнены в другом предельном случае — L < lк. И именно в этом 
случае в полной мере проявляются все особенности взаимодействия волн 
при ВКР широкополосной накачки.  

Наиболее адекватные результаты, позволившие не только описать весь 
процесс взаимодействия волн в данном случае, но и выяснить физический 
механизм подобного поведения, удалось получить, используя следующую 
модель [5]. Реальные спектры возбуждающего излучения и стоксовой 
волны представляются в виде набора эквидистантно расположенных ком-
понент с расстоянием между ними γ << скрΔω  — ширины линии спонтан-

ного комбинационного рассеяния. При этом γ · T2 << 1, где  T2 — время 
поперечной релаксации молекулярных колебаний. Поэтому в материаль-
ном уравнении можно пренебречь нерезонансными членами и волну мо-
лекулярных колебаний считать одночастотной, что значительно упрощает 
анализ. В итоге амплитуды волн представляются в виде 

н н н( / ) ( )
н ( )e e к. с.i k n v z i n t

n nE z − + γ − ω + γ=  ⋅ +  

c c c( / ) ( )
с ( )e e к. с.i k m v z i m t

m mE e z − + γ − ω + γ=  ⋅ +              (1) 

e к. с.i tQ q Ω= +  
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Здесь ,нk ck — волновые векторы, а нω  и cω  — центральные частоты на-

качки и стоксовой компоненты соответственно; Ω = )н c(ω − ω  — частота 

молекулярных колебаний; n, m = 0, ±1, ±2, … ±M; ( ), (z)n mz e  — медлен-

но меняющиеся комплексные амплитуды спектральных компонент соот-
ветствующих волн; н ,v  cv   — групповые скорости волн. 

Эта модель [4, 6] позволяет описывать режим усиления внешнего сто-
ксова сигнала. Используя представление волн (1), из уравнений Максвелла 
можно получить следующую систему уравнений для медленных амплитуд 

,n me [4]: 

* ( )н

c

* ( )

e ,
2

e ,
2

i n m vzn
n m m m

i n m vzn
n m m m

d g
e e

dz

de g
e

dz

− γ

− − γ

ω= − 
ω

= 




 
        (2) 

где g — удельный инкремент усиления по интенсивности (в сантиметрах 
на мегаватт) стоксовой волны при монохроматической накачке; при этом 

интенсивности волн равны 2 2
н c; .n n m mI I e=  =   

 В уравнениях (2) выделим действительные и мнимые части, для чего 
представим амплитуды волн в виде 

( )e ; e e .n m mi i i m vz
n n m m mA e a a− Φ − ϕ − γ + ϕ= = =%                (3) 

Подставим эти выражения в систему (2) и после разделения действитель-
ных и мнимых частей получим: 

           

н

c

н

c

cos ( ),
2

cos ( ),
2

sin ( ),
2

n
n m m n m

n
n m m n m

n n n
m m n m

n n

dA g
a A a

dz

da g
A a A

dz

d g A a
n v A a

dz a A

ω= −  Δϕ − Δϕ
ω

=  Δϕ − Δϕ

 Δϕ ω= γ − −  Δϕ − Δϕ ω 

 (4) 

где n n nΔϕ = Φ − ϕ% . 

В рассматриваемых нами экспериментах по усилению внешнего сто-
ксова сигнала амплитуда этого сигнала на входе в область взаимодействия 
всегда много меньше накачки, 0 0.n na A<<  Поэтому в зависимости от ин-

тенсивности входного возбуждающего излучения ܫн0  в предельных случа-
ях возможны два режима взаимодействия. Первый, так называемый неко-
герентный режим рассеяния, имеет место, когда 

0
0 0

0

.
2

n
m m

n

g A
n v A a

a
γ >          (5) 
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В этом случае последнее уравнение системы (4) имеет решение 

0.n nn vzΔϕ = γ + Δϕ  

В результате в правой части первых двух уравнений этой системы при 
m ≠ n появляются осциллирующие множители. В рассматриваемом нами 
случае L > lк эти члены дадут нулевой вклад в усиление и взаимодейство-
вать между собой будут только резонансные члены с m = n. При этом сис-
тема (4) распадается на 2M + 1 пар независимых уравнений: 

2 2н

c

; ,
2 2

n n
n n n n

dA g da g
a A A a

dz dz

ω= − =
ω

      (6) 

из которых следует, что каждая спектральная компонента стоксова сигна-
ла усиливается с инкрементом, определяемым интенсивностью только 
резонансной с ней компонентой накачки. 

 Уравнения (4) зависят только от разности фаз ;nΔϕ  поэтому можно 

считать, что 0,n nΦ = Φ  и тогда из полученного решения для фаз 

0n nn vzΔϕ = γ + Δϕ  и выражения для амплитуд (3) следует, что фазы взаи-

модействующих волн постоянны и равны начальным значениям: 

0 0, .n n n nΦ = Φ ϕ = ϕ%  С учётом этого обстоятельства из выражений для 

спектральных компонент волн (1) видно, что накачка и стоксов сигнал 
движутся со своими групповыми скоростями νн и νс соответственно. 

Рассмотрим теперь другой предельный режим взаимодействия, кото-
рый, по изложенным ниже причинам, называется когерентным. В этом 
случае в результате взаимодействия волн устанавливаются такие разности 
фаз ,nΔϕ  при которых правая часть последнего уравнения системы (4) 

обращается практически в ноль, т. е. уравнение имеет решение 
const .n nCΔϕ ≈ =  Выясним условия, необходимые для установления дан-

ного режима взаимодействия: 

н

c

sin ( ).
2

n n
m m n m

n n

g A a
n v A a

a A

 ωγ ≈ −  Δϕ − ϕ ω 
 

Умножим это равенство с обеих сторон на n nA a  и просуммируем по n 

(обозначим n m nmΔϕ − Δϕ = Θ ): 

2 2н

c

sin .
2n n n n n n m m m nm
g

n vA a A a A a
  ω

 γ ≈  −  Θ  ω  
 

Для оценки входящих сюда сумм заменим их максимальными значе-
ниями, в результате чего получим 

max maxн
н с

c

( ) (sin ) .
2 nm
g

n v I I
 ωγ ≈ − Θ ω 
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Максимальное значение max н( ) ,
2

v
n v M v

Δωγ = γ =   поэтому 

maxн н
н с н кр

c

2
(sin ) .nm

v v
I I v I

g g

 ω Δω π− Θ ≈ = Δ = ω 
            (7) 

Отсюда следует, что если на входе активной области выполняются нера-
венства н0 кр к н0 к; 1,I I G gI l> = >  то после установления решения входя-

щие в уравнение (4) тригонометрические функции приблизительно будут 
равны cos ( ) 1; sin ( ) << 1.n m n mΔϕ − Δϕ ≈ Δϕ − Δϕ  В итоге система (4) при-

нимает такой же вид, как и в случае отсутствия дисперсии: 

н

c

, .
2 2

n n
n m m n m m

dA g da g
a A a A A a

dz dz

ω= −  = 
ω

      (8) 

В работе [4] получено решение аналогичной системы уравнений, т. е. ре-
шение системы уравнений (2) в пренебрежении дисперсией ν = 0, что фак-
тически соответствует случаю L < lк. Решение очень громоздко. Для на-
ших целей достаточно решить только второе уравнение системы (8) в 
приближении заданного поля накачки, т. е. 0 const.n nA A= =  Это решение 

имеет вид 
н0

0 0 2
0 0

н0

( ) e 1 ,
gI

z
m m

n n n
A a

a z a A
I

 = + −  
 

           (9) 

и оно описывает все особенности когерентного режима взаимодействия. 
Усиление каждой спектральной компоненты стоксовой волны определяет-
ся всей интегральной интенсивностью накачки. Если во входном стоксо-
вом сигнале какие-то спектральные компоненты отсутствуют, но имеются 
резонансные им спектральные компоненты в накачке, то в выходном сто-
ксовом сигнале эти компоненты будут присутствовать. То есть спектр вы-
ходного стоксова сигнала будет воспроизводить спектр возбуждающего 
излучения. 

Анализ решения (9) приводит ещё к одному важному выводу, который 
имеет место, когда входной широкополосный стоксов сигнал и широкопо-
лосная накачка получены от независимых лазерных источников. В этом 
случае корреляция временных флуктуаций взаимодействующих волн на 
входе в среду будет изменяться от выстрела к выстрелу. Это приведёт к 
повышенному разбросу измеренных коэффициентов усиления, что в ре-
шении (9) описывается коррелятором 0 0.m mA a  Данный эффект наблю-

дался экспериментально и получил соответствующее объяснение [6]. 
И ещё одно замечание к этому же вопросу. В некоторых работах делался 
общий вывод о возможности так называемого интерференционного по-



321 

давления усиления широкополосного стоксова сигнала при ВКР широко-
полосной накачки. Авторы считали, что если на входе в активную область 
временные флуктуации стоксова сигнала и возбуждающего излучения 
ортогональны (в формуле (9) это означает равенство нулю ΣAm0am0 = 0), 
то это состояние сохранится и при их распространении по активной среде. 
Однако, как видно из последнего уравнения системы (4), из-за наличия 
дисперсии это состояние ортогональности разрушится при распростране-
нии сигналов на расстояние z > lк. 

В чём же физический механизм когерентного взаимодействия широ-
кополосных сигналов? Для ответа на этот вопрос рассмотрим фазы взаи-
модействующих волн. При  Iн0 > Iкр последнее уравнение системы (4) 
имеет решение  ∆φl ≈ Cl, откуда получаем, что Ф = Фl , φl ≈ Фl – Cl. 
Подставляя эти значения в выражения для медленных амплитуд (3), а по-
следние, в свою очередь, в разложения полей на спектральные компонен-
ты (1), получаем, что фазы спектральных компонент взаимодействующих 
волн практически постоянны и связаны между собой определёнными со-
отношениями Фl – φl ≈ Cl, причём групповые скорости распространения 
сигналов при этом также равны друг другу и равны vн. Таким обра- 
зом, условие Iн0 > Iкр соответствует когерентному режиму рассеяния, 
когда осуществляется параметрический захват фаз немонохроматических 
сигналов и их взаимодействие определяется всей интегральной интенсив-
ностью накачки.  

Такой режим сохраняется до тех пор, пока не произойдёт существенной 
переработки накачки в стоксов сигнал, а не определяется, как обычно счи-
талось, длиной группового синхронизма волн lк. Именно поэтому мы можем 
наблюдать существенное преобразование немонохроматической накачки и 
воспроизведение её спектра в усиленном выходном стоксовом сигнале. 

И, наконец, воспроизведение спектра возбуждающего излучения в вы-
ходном стоксовом сигнале при когерентном режиме взаимодействия озна-
чает воспроизведение в стоксовом сигнале временных флуктуаций широ-
кополосной накачки. 

3. Обращение волнового фронта (ОВФ) 
при вынужденном рассеянии 

Мандельштама — Бриллюэна (ВРМБ): эксперимент 
В предыдущих разделах мы видели, что сам по себе нелинейный про-

цесс ВКР в случае возбуждающего излучения с хаотической временной 
структурой (широкополосная накачка с ∆vн >> vскр) из-за параметриче-
ского взаимодействия различных спектральных компонент обладает до-
полнительной нелинейностью. Эта нелинейность обусловливает наличие 
критической интенсивности, которая определяет переход от некогерент-
ного к когерентному режиму рассеяния, а также воспроизведение в вы-
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ходном стоксовом излучении хаотической временной структуры накачки 
(спектра накачки). Ясно, что если мы будем иметь дело с излучением с 
большой расходимостью (широким угловым спектром), обусловленной 
хаотическим пространственно неоднородным распределением интенсив-
ности в поперечном сечении пучка, то при вынужденном рассеянии такого 
излучения из-за параметрического взаимодействия различных угловых 
спектральных компонент также должны возникнуть некоторые особенно-
сти. Наиболее ярким проявлением этих особенностей стало обращение 
волнового фронта пространственно неоднородного излучения при ВРМБ. 
Конечно, исторически исследования ВКР широкополосной накачки и 
ОВФ пространственно неоднородного излучения при ВРМБ проходили 
совершенно независимо, и понятие общности физической природы этих 
явлений пришло много позже. 

Многие исследователи ВРМБ в первых работах отмечали, что отражён-
ное назад стоксово излучение распространяется практически в том же кону-
се, что и падающее возбуждающее излучение. Однако вопрос о точности 
этого совпадения долгое время оставался открытым. Его решил В. В. Ра-
гульский, поставив очень убедительный специальный эксперимент [7]. 

 

 
 

Рис.  5.  Блок-схема экспериментальной установки для наблюдения явления обра-
щения волнового фронта излучения при вынужденном рассеянии Мандельшта-
ма — Бриллюэна 

 
Схема эксперимента представлена на рис. 5. Излучение одночастотного 

и одномодового рубинового лазера с дифракционной расходимостью 
Θд ≈ 10–4 рад и с модулированной добротностью пропускалось через про-
странственно неоднородную фазовую пластинку. В результате расходи-
мость излучения возрастала до величины Θн ≈ 10–2 рад. Засвеченная область 
фазовой пластинки линзой переносилась на вход светопровода квадратно-
го сечения. Светопровод располагался в кювете со сжатым метаном 
(p = 150 атм). С помощью делительной пластинки и зеркала на экран вы-
водилось как входное одномодовое излучение, так и отражённое из кюве-
ты стоксово излучение. Причём, как видно из схемы эксперимента, отра-

Θд ≈ 10–4 рад Θн ≈ 10–2 рад 
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жённое назад стоксово излучение проходило через фазовую пластинку и 
только потом отводилось на экран. Затем сравнивались пространственные 
и угловые характеристики полученных на экране распределений.  

На рис. 6, б показаны полученные нами результаты при воспроизведе-
нии эксперимента с неодимовым лазером. Левая половина углового рас-
пределения относится к входному излучению одномодового лазера, а пра-
вая — к отражённому назад и прошедшему через фазовую пластинку сто-
ксову излучению. Видна их полная идентичность. Однако такой результат 
получается только с излучением, обладающим практически прямоуголь-
ным угловым спектром. Пример такого спектра показан на рис. 6, а в пра-
вом верхнем углу. В левом верхнем углу показан угловой спектр излуче-
ния, прошедшего через другую область нашей фазовой пластинки. Ниж-
ний ряд представляет угловые спектры излучения, вызванные тепловой 
турбулентностью воздуха (спиртовка под областью прохождения луча) 
или свилями неоднородного рубинового кристалла. 

 

     а            б 
Рис. 6. Фотографии некоторых характерных угловых спектров возбуждающего 
излучения (а) и угловое распределение интенсивности излучения задающего гене-
ратора (левый график) и интенсивности отражённой при ВРМБ  стоксовой волны  
(правый график) (б) 

 
Результаты данного эксперимента свидетельствуют о том, что в отра-

жённом стоксовом излучении при прохождении фазовой пластинки были 
скомпенсированы все фазовые неоднородности. Это означает, что выхо-
дящее из светопровода отражённое стоксово излучение имеет волновой 
фронт комплексно-сопряжённый волновому фронту падающего простран-
ственно неоднородного возбуждающего излучения. Данное явление и на-
зывается обращением волнового фронта. 
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4. ОВФ при ВРМБ: теория 
Теория данного явления была построена И. М. Бельдюгиным и В. Г. Си-

доровичем независимо и одновременно [8, 9]. Так же как и во временной 
задаче, пространственно неоднородное поле возбуждающего излучения 
будем считать стационарным случайным процессом. Распределение ин-
тенсивности накачки в плоскости, проходящей через ось светопровода, 
можно представить в виде рис. 7. В каждом перпендикулярном сечении 
распределение интенсивности также является пространственно неодно-
родным и статистически независимым. 

 
 

 
Рис. 7. Качественное представление распределения интенсивности 

пространственно неоднородного возбуждающего излучения в светопроводе 
 
Из постановки эксперимента следует, что пространственно неодно-

родное возбуждающее излучение статистически равномерно заполняет 
полость с размерами d × d × L. Оси координат x, y направим вдоль рёбер 
светопровода, а ось z — вдоль его оси. Поля возбуждающего и рассеянно-
го излучений в светопроводе можно разложить по его собственным модам, 
т. е. по плоским волнам. На боковых рёбрах светопровода выполняются 
периодические граничные условия по поперечным координатам. При этом 
предположим, что значения телесных углов, в пределах которых распро-
страняются возбуждающее и рассеянное излучения, совпадают. В экспе-
риментах такая ситуация может реализоваться как из-за зависимости от 
угла коэффициента усиления стоксовой волны, так и из-за зависимости от 
угла коэффициента отражения боковых стенок светопровода. 

В результате световые поля накачки и стоксовой волны в светопрово-
де можно представить в виде следующих разложений: 

н α,β α,β α,β

c γ,δ γ,δ γ,δ

( ) ( ) exp ( ),

( ) ( ) exp ( ).

E r A z iK r

E r a z iK

= Σ +

= Σ −

 
      (10) 

L 

d 

2
кор н= λ / θL

нρ = λ / θ θ λ /d d



325 

Здесь Aα,β(z) и aγ,δ(z) — медленные комплексные амплитуды плоских 
составляющих возбуждающего и рассеянного излучений. Разные знаки 
волновых векторов выбраны потому, что рассеянное и возбуждающее из-
лучения распространяются в противоположных направлениях (сравни с 
(1) для ВКР при попутном распространении волн). В случае ВРМБ мы 
также будем считать, что модули волновых векторов равны, т. е. 

н с .K K K= =
 

 Это предположение соответствует экспериментальной 

ситуации, когда при величине волновых векторов  K ~ 105 см–1 их разность 
1

н с 1 смK K −− ≤
 

 для длины волны λ ≈ 1 мк.  

В соответствии со сделанным выше предположением о равенстве те-
лесных углов для падающего и рассеянного излучений области изменения 
индексов (α, β) и (γ, δ) в системе (10) совпадают. Поэтому волновые век-
торы имеют следующие компоненты: 

{ }, ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2π 2π

; ; ; ; ;i j i j x i j y i j z i j x i j yK K K K K i K j
d d

= = =


 

( )2 2 2 2 2 2
( , ) , ( , ) ( , ) , , , , ,2 .i j z i j i j x i j y i j i j i j i j i jK K K K K q K q K= − + = − ≈ −

 
 

Причём из-за ограниченности расходимости лазерного излучения число 
поперечных составляющих волновых векторов при разложении полей по 
плоским волнам в светопроводе также ограничено: 

2 2
н д н/ / λ,i j d+ ≤ Θ Θ ≈ Θ  

где  Θд — дифракционный угол на входной апертуре светопровода d, ко-
торый разделяет по углу два ближайших волновых вектора. Для типичных 
экспериментальных значений параметров d ≈ 0,5 см, Θн ≈ 10–2 рад, λ ≈ 1 мк 

получаем 2 2 50.i j+ ≤  

Поскольку число поперечных составляющих волновых векторов ко-
нечно, их можно перенумеровать и обозначить одним индексом. Кроме 
этого, для наших целей достаточно рассмотреть данную задачу в прибли-
жении заданного поля накачки. Поэтому, используя разложения полей 
(10), из уравнений Максвелла стандартным образом получим уравнение  

( )*
, ,2 e e .p r qn

i K K K riK rn
n p q r p q r

da
iK igK A a A

dz
− − +−− Σ = − Σ

   
 

При выводе этого уравнения из-за малости в экспериментах углов все 
cos Θn,p,q,r полагались равными 1; и мы, как обычно, в приближении мед-
ленных амплитуд пренебрегли второй производной d2an/dz2. Умножим 

обе части этого уравнения на 2(1/ ) exp ( )md iK r+
 

 и проинтегрируем по 
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поперечным координатам в пределах активной области. Воспользовав-
шись ортогональностью собственных мод светопровода, получим 

( )* 2 2 2 2
, , δ exp .

2 2
m

p q r p q r p r q m p r q m
da g i

A a A q q q q z
dz K− + −

 = Σ − + −  
 

Здесь δp–r+q–m — символ Кронекера. Правая часть этого уравнения отлична 
от нуля при следующих соотношениях индексов: 

p = r, q = m, p = m, q = r, p – r + q = m;  

p ≠ r, q ≠ m, p ≠ m, q ≠ r. 

Выпишем каждый из соответствующих членов уравнения в явном виде: 

( )

2 * *
, ,

2 2 2 2

2 2 2

exp .
2

m
m p m q m q q p q r m p q p q m

p p q m q m

da g g g
a A A a A A a A

dz
i

q q q q z
K

≠ ≠ + −

+ −

= Σ + Σ + Σ ×

 × − + −      

(11)  

Последний член в правой части этого уравнения соответствует сумме 
тех слагаемых, которые имеют не скомпенсированные по z проекции вол-
новых векторов. Этот член осциллирует по z и при достаточно большой 
длине активной области в среднем должен давать нулевой (или достаточ-
но малый) вклад в рост медленных амплитуд am стоксова сигнала. Оценим 
эту длину. При расходимости возбуждающего лазерного излучения Θн 
среднее значение поперечной составляющей волнового вектора 

н нsin .q K K≈ Θ ≈ Θ
 Примем, что такую же величину имеет и среднее зна-

чение не скомпенсированных по z проекций волновых векторов 

( ) ( )22 2 2 2
н .p p q m q mq q q q K+ −− + − ≈ Θ  Тогда, интегрируя последний член уравне-

ния (11) по z, найдём, что при 2
н 1K zΘ   его вклад в решение будет мал и 

им можно пренебречь. Член этот обусловливает параметрическую генера-
цию шумового стоксова излучения, амплитуда и фаза которого не имеют 
однозначной связи с накачкой. 

Для наблюдения ВРМБ необходимо иметь полный инкремент усиле-
ния стоксовой волны G = gIнL ≥  25, где Iн — усреднённая по поперечному 
сечению светопровода интенсивность накачки, L — длина активной сре-
ды. Поэтому для подавления развития рассмотренных выше шумов необ-
ходимо выполнение следующих условий: 

2
н к1/ ;L K lΘ =  

2
н н н к к/ 1,gI K gI l GΘ = = <  

где lк — корреляционная (френелевская) длина пространственно неодно-
родного излучения с расходимостью Θн, Gк — инкремент усиления на кор-
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реляционной длине. Таким образом, при выполнении этих условий урав-
нение (11) можно упростить и привести к виду 

2 * .
2 2

m
m p p m q m q q

da g g
a A A a A

dz ≠= Σ + Σ               (12)  

Это основное уравнение для описания эффекта ОВФ. 
Выше мы видели, что возбуждающее излучение должно иметь хорошо 

развитую пространственно неоднородную структуру. Поэтому в его раз-
ложении по плоским волнам в светопроводе должно содержаться много 
членов. Кроме того, угловой спектр возбуждающего излучения желатель-
но иметь близким к прямоугольному. То есть в разложении накачки по 
плоским волнам не должно быть выделенных по интенсивности компо-

нент 
22

.i j i jA A≠Σ  Тогда отсутствие в последнем члене суммы в правой 

части уравнения (12) одного слагаемого не должно сказаться на оконча-
тельном результате. После этого решение уравнения (12) легко находится 
и имеет вид 

( )н н н/2 /2 /2* 0 0
0 0

н

( ) e e e 1 ,gI z gI z gI zl l
m m m

a A
a z a A

I

Σ
= + −                    (13) 

где 2
н iI A= Σ  — среднее значение интенсивности накачки. 

Первый член данного решения описывает усиление любой произволь-
ной пространственной конфигурации стоксова сигнала в среднем поле 
накачки с нормальным инкрементом усиления. Второй член описывает 
генерацию плоских компонент стоксовой волны с амплитудой, пропор-
циональной комплексно-сопряжённой величине соответствующей состав-
ляющей волны накачки. Причём коэффициент пропорциональности оди-
наков для всех компонент сигнала. Поэтому генерируемый благодаря это-
му члену решения стоксов сигнал имеет комплексно-сопряжённую про-
странственную конфигурацию относительно структуры возбуждающего 
излучения. Кроме этого, при большом общем усилении, когда 
exp (gIнz/2) >> 1, данная конфигурация имеет двойной инкремент нараста-
ния по сравнению с усилением в среднем поле (первый член решения). 
При ВРМБ пороговый инкремент обычно равен Gп = gIнL ≥ 25. Поэтому 
при большой общей длине активной области в выходном стоксовом излу-
чении будет наблюдаться только пространственная конфигурация, ком-
плексно-сопряжённая пространственной структуре волны накачки, что 
находится в полном соответствии с экспериментом. В этом и проявляется 
эффект обращения волнового фронта излучения при вынужденном рас-
сеянии Мандельштама — Бриллюэна. 
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Заключение 
Физическим механизмом, приводящим к удвоенному инкременту уси-

ления для обращённой конфигурации стоксова сигнала, является парамет-
рическое взаимодействие волн, которое описывается вторым членом в 
правой части уравнения (12). Кстати, если в правой части второго уравне-
ния системы (2) выделить член с n = m, то уравнение примет вид, анало-
гичный (12): 

2 * ( )γe .
2 2

i n m vzn
n n n m n m m

de g g
e e

dz
− −

≠= + Σ                      (14) 

Но видно также и различие, которое отражает особенности этих двух ви-
дов вынужденного рассеяния света. При ВКР широкополосной накачки 
нет усиления в среднем поле из-за резонансности взаимодействия спек-
тральных компонент стоксовой волны и возбуждающего излучения. При 
ВРМБ такого резонанса нет, и каждая плоская составляющая углового 
спектра стоксова сигнала взаимодействует со всеми плоскими компонен-
тами углового спектра накачки. И, кроме этого, из-за большого частотного 
сдвига стоксовой волны при ВКР существенную роль играет дисперсия 
групповых скоростей волн. При ВРМБ этот фактор практически не играет 
роли, и поэтому можно пренебречь различием модулей волновых векторов 
взаимодействующих волн. Тем не менее структура уравнений (12) и (14) 
имеет сходный характер. И это естественно, поскольку именно парамет-
рическое взаимодействие спектральных компонент и частотного спектра 
широкополосной накачки, и углового спектра пространственно неодно-
родного возбуждающего излучения обусловливает особенности взаимо-
действия волн в столь не похожих внешних проявлениях. А именно: вос-
произведение временных флуктуаций при ВКР широкополосной накачки в 
выходном усиленном стоксовом излучении, что проявляется в воспроиз-
ведении соответствующего частотного спектра. Или воспроизведение с 
комплексным сопряжением при ВРМБ пространственно неоднородной 
структуры возбуждающего излучения в пространственной структуре вы-
ходного стоксова излучения, что проявляется в воспроизведении соответ-
ствующего углового спектра. При попутном распространении взаимодей-
ствующих волн реализуется прямое воспроизведение флуктуаций, при 
встречном распространении — в комплексно-сопряжённой форме. Это 
прямо следует из вида уравнений (12) и (14). 
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СУПЕРКОНТИНУУМ. НОВЫЕ ВОЗМОЖНОСТИ 

Е. А. Анашкина, А. В. Андрианов, А. В. Ким, А. М. Сергеев 

Введение 
Эффект генерации суперконтинуумного излучения, или просто супер-

континуума, при распространении в среде достаточно интенсивного ла-
зерного импульса можно по праву отнести к одному из ярких эффектов 
нелинейной оптики. Он был открыт в конце 1960-х годов независимо дву-
мя группами — под руководством Р. Р. Альфано в США [1] и В. И. Тала-
нова в СССР [2]. Явление генерации суперконтинуума и лежащие в его 

основе физические процессы остаются одними из клю-
чевых направлений исследований в нелинейной физике 
на протяжении последних десятилетий. Область приме-
нения суперконтинуума вышла далеко за рамки нели-
нейной оптики и в настоящее время все более расширя-
ется, включая исследования в биологии, биомедицине, 
спектроскопии [3]. Источники когерентного суперкон-
тинуума с эквидистантным расстоянием между спек-
тральными компонентами (частотные 
гребенки) находят применение в косми-
ческих исследованиях [4] и развитии 
навигационных спутниковых систем, 

позволяя установить привязку между частотами оптиче-
ского и радиодиапазона [5]. В 2005 году Нобелевская 
премия по физике была вручена Т. Хэншу и Дж. Холлу за 
работы в области прецизионной лазерной спектроскопии, 
включая технику измерения, основанную на использова-
нии частотных гребенок. Как отметил Т. Хэнш в своей 
нобелевской лекции, расширяя возможности временной и 
частотной метрологии, оптические гребенки позволяют выполнить новые 
проверки основных физических законов, установить пределы изменений 
фундаментальных физических постоянных [6]. Генерация оптических 
гармоник высокого порядка расширяет область применения суперконти-
нуума до ультрафиолетового и рентгеновского диапазонов, а также явля-
ется ключевым моментом для генерации аттосекундных импульсов [7]. 

Термином «суперконтинуум» обозначают свет с широкополосным 
спектром, получающийся в результате нелинейно-оптического преобразо-
вания исходного излучения с относительно узким спектром. Процесс ге-
нерации суперконтинуума — это процесс сверхуширения оптического 
спектра. Нет строгого определения, какой ширины спектр считать супер-
континуумом, в литературе есть упоминания о суперконтинууме шириной 
60 нм и шириной более трех октав. На наш взгляд, о генерации суперкон-

В. И. Таланов 
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тинуума имеет смысл говорить при уширении спектра, сравнимом с несу-
щей частотой исходного сигнала. Обязательным атрибутом суперконти-
нуума является генерация новых частотных компонент посредством нели-
нейных механизмов, в отличие от квантового механизма генерации спон-
танного или вынужденного излучения, которое, вообще говоря, также мо-
жет иметь ширину спектра, сравнимую с частотой излучения накачки. 

Сверхуширение спектра может быть обусловлено сверхсильным не-
линейным откликом частиц среды, при котором происходит формирова-
ние суперконтинуумного спектра уже при единичном акте взаимодействия 
с оптическим полем (например, при генерации высоких гармоник [7]), и 
может являться результатом «накопления» относительно слабого нели-
нейного преобразования спектра исходного сигнала на больших трассах 
распространения.  

Появление новых спектральных компонент в процессе генерации кон-
тинуума в режиме «накопления» можно пояснить из достаточно простых, 
но, тем не менее, общих соображений. При распространении импульса с 
достаточно высокой интенсивностью в среде возникают нелинейные из-
менения показателя преломления, распределение которых непостоянно в 
пространстве и времени и зависит от интенсивности импульса. Различные 
участки импульса из-за наличия градиента эффективного показателя пре-
ломления приобретают разный набег фаз, т. е. дополнительную фазовую 
модуляцию. В поперечном по отношению к распространению импульса 
направлении дополнительная фазовая модуляция (появление новых ком-
понент в пространстве поперечных волновых чисел) приводит к измене-
нию формы волнового фронта и при дальнейшем распространении — к 
изменению поперечной формы импульса (например, эффектам самофоку-
сировки и дефокусировки). Фазовая модуляция вдоль импульса отвечает 
появлению новых компонент в частотном спектре, и при дальнейшем рас-
пространении из-за дисперсионных эффектов также может приводить к 
изменению временной структуры импульса. Совместная пространственно-
временная динамика может быть весьма сложной и приводить к сущест-
венному обогащению как пространственного, так и временного спектра. 
Механизм, с помощью которого изменяется эффективный показатель пре-
ломления, различается в зависимости от материальной среды и парамет-
ров падающего излучения (интенсивности, длительности импульса, длины 
волны). Так, в прозрачных сплошных средах при интенсивностях меньше 
порога ионизации добавка к показателю преломления может возникать за 
счет электронного нелинейного отклика, отклика, связанного с колеба-
ниями и реориентацией молекул, электрострикции [3, 8]. Существенный 
вклад в нелинейность может быть обусловлен взаимодействием электрон-
ного возбуждения атомов с молекулярными колебаниями, что приводит к 
эффекту вынужденного комбинационного (рамановского) рассеяния. При 
превышении порога ионизации существенным становится зависимость 
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показателя преломления от образующейся плазмы, так называемая иони-
зационная нелинейность, а при еще больших интенсивностях важную роль 
начинает играть нелинейность отклика электронов в плазме вследствие 
релятивистских поправок.  

Благодаря своим когерентным свойствам генерация суперконтинуума 
открывает возможности для синтеза оптических импульсов, содержащих 
малое число колебаний поля. Данная концепция может быть перенесена из 
оптического в ультрафиолетовый и рентгеновский диапазоны. 

В настоящей статье будет дана историческая справка о развитии ис-
следований суперконтинуума и подробно рассмотрены возможности уши-
рения спектра и создания предельно коротких импульсов в волоконных 
световодах и плазменных каналах, а также возможности расширения су-
перконтинуума до рентгеновского и гамма-диапазона за счет сильно нели-
нейного отклика электронов в сверхсильных полях.  

1. Начальный этап исследования суперконтинуума 
Впервые сверхуширение спектра, сопоставимое с несущей частотой 

(0,45—1,06 мкм), наблюдалось в экспериментах группы В. И. Таланова 
при самофокусировке в стеклах излучения неодимового лазера с одновре-
менной модуляцией добротности и синхронизацией мод [2] и независимо 
Альфано и Шапиро (с полосой 0,4—0,7 мкм) при распространении второй 
гармоники неодимового лазера в объеме боросиликатного стекла [1].  
На рис. 1 приведены полученные группой В. И. Таланова спектральные 
развертки уширенного сигнала.  

 

Рис. 1. Спектральная развертка излучения на выходе стеклянного стержня (первые 
эксперименты группы В. И. Таланова): а — г — стекло ЛК; д — е — стекло ЛГС-228; 
ж — спектр ртутной лампы с дополнительными линиями λ = 0,63 мкм и λ = 1,06 мкм; 
а, д — спектрограммы изображения торца стержня; б — г, е — спектрограммы 
дальнего поля после самофокусировки 
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В последовавших за этим многочисленных экспериментах наблюда-
лось сверхуширение спектра в различных средах, включая твердотельные 
материалы [9], газы [10, 11], а также органические и неорганические жид-
кости [12—15]. Исчерпывающий обзор экспериментальных данных и тео-
ретические основы генерации суперконтинуума приведены в книге [3].  

Первые эксперименты 1970-x годов в основном строились на базе ла-
зеров с модуляцией добротности, генерировавших пачки импульсов дли-
тельностью в десятки пикосекунд. Излучение фокусировалось в исследуе-
мую среду, при этом во многих экспериментах высокая интенсивность 
излучения и большая трасса распространения достигались также благода-
ря эффектам самофокусировки и филаментации пучка. Сложная простран-
ственно-временная динамика и нерегулярность импульсов исходного ла-
зерного излучения существенно затрудняли теоретическое описание ре-
зультатов экспериментов. В качестве основных объяснений эффекта свер-
хуширения спектра принимались фазовая самомодуляция, четырехволно-
вое взаимодействие, вынужденное рамановское рассеяние и взаимная фа-
зовая кросс-модуляция рамановских компонент [3]. Выполненное в 1978 
году Лином и Столенем наблюдение генерации суперконтинуума в опти-
ческом световоде [16] положило начало исследованиям сверхуширения 
спектра в нелинейных волноводах. Генерация суперконтинуума в свето-
водах стала впоследствии одним из наиболее развитых и широко приме-
няющихся методов получения сверхширокополосных оптических спек-
тров и сжатия ультракоротких импульсов. 

Существенное продвижение в исследовании генерации суперконти-
нуума связано с распространением лазеров с синхронизацией мод непре-
рывного действия (лазеры на красителях, а впоследствии лазеры на виб-
ронных кристаллах, волоконные лазеры), а также продвижением в область 
фемтосекундной длительности импульса (исторический обзор лазеров с 
синхронизацией мод см. в работе [17]). В современных фемтосекундных 
лазерных системах суперконтинуум, генерируемый при фокусировке пуч-
ка в объемных нелинейных материалах, используется для получения коге-
рентного излучения от ультрафиолетового до инфракрасного диапазона 
(континуум «белого света») [18] и имеет важное значение для оптической 
синхронизации импульсов на сильно различающихся длинах волн, напри-
мер в параметрических системах [19]. Отметим, что для задач, где требу-
ется источник когерентного сверхширокополосного излучения, наиболь-
шее применение находят системы на основе оптических волокон, ставшие 
в последнее время коммерчески доступными. 

3. Суперконтинуум в волоконных световодах 

Использование для генерации суперконтинуума нелинейных светово-
дов позволяет обеспечить высокую интенсивность излучения на трассах, 
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недостижимых в объемной оптике, а также дает возможность управлять 
дисперсией с помощью волноводного вклада. Кроме того, в режиме одно-
модового распространения исключается поперечная пространственная 
динамика, что существенно упрощает как экспериментальный, так и тео-
ретический анализ процессов, приводящих к уширению спектра. В перво-
начальных экспериментах по генерации континуума [16] использовались 
стандартные кварцевые световоды, накачка которых осуществлялась на-
носекундным лазером на красителях в видимой области. В экспериментах 
на длинах волн 450—600 нм в области нормальной дисперсии световода 
[16], 1310 нм вблизи нулевой дисперсии [20—22] и 1550 нм в аномальной 
области [23, 24] было установлено, что дисперсионные свойства играют 
существенную роль в процессе генерации континуума. Исследования не-
линейной динамики импульсов в волоконных световодах, в частности 
распространения солитонов [25] и рамановского самосмещения их часто-
ты [26], не были напрямую связаны с суперконтинуумом, но оказали впо-
следствии определяющее влияние на развитие представлений о механиз-
мах его генерации. Возрастание интереса к волоконному суперконтинууму 
в телекоммуникационной области длин волн 1,5 мкм в 1990-е годы было 
вызвано потенциалом сверхширокополосных источников для телекомму-
никационных систем с уплотнением каналов по длине волны. Исследова-
ния стимулировались также и появлением достаточно простых полностью 
волоконных лазеров с синхронизацией мод, генерирующих пикосекунд-
ные и субпикосекундные импульсы [27]. Разработка микроструктуриро-
ванных световодов, включая фотонно-кристаллические [28], волноводные 
свойства которых позволяли получить аномальную дисперсию в диапазо-
не 700—900 нм, значительно расширила область исследования волоконно-
го суперконтинуума благодаря использованию хорошо отработанных к 
тому времени фемтосекундных титан-сапфировых систем. Генерация су-
перконтинуума в видимом и ближнем ИК-диапазоне в фотонно-
кристаллических волокнах была продемонстрирована многими авторами 
(см. работы [29, 30] и цитированную в них литературу). 

Уширение спектра в волоконных световодах основано на кубичной 
нелинейности материала сердцевины световода (это может быть плавле-
ный кварц, допированный оксидами германия, фосфора, а также халькоге-
нидные и теллуритные стекла). Нелинейная динамика, приводящая к уши-
рению спектра, зависит от интенсивности и длительности исходного им-
пульса, а также от дисперсионных свойств волновода. Генерация суперкон-
тинуума в световодах возможна даже при накачке непрерывным излучени-
ем [31—35], в основном благодаря модуляционной неустойчивости (в об-
ласти аномальной дисперсии), четырехволнового взаимодействия и каскад-
ного рамановского рассеяния. Сходные механизмы имеют место и при на-
качке наносекундными импульсами. В случае пикосекундной и фемтосе-
кундной накачки в области нормальной дисперсии основную роль играют 
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эффекты фазовой самомодуляции и четырехволнового взаимодействия, а в 
области аномальной и вблизи длины волны нулевой дисперсии (λZD) пер-
востепенное значение имеют эффекты, связанные с компрессионной ди-
намикой солитонов высокого порядка, распадом солитонов на фундамен-
тальные и излучением дисперсионных волн, рамановским самосмещением 
частоты солитонов и взаимодействием солитонов с рассеянным излучением.  

Остановимся на генерации суперконтинуума в нормальной области 
дисперсии. За счет фазовой самомодуляции происходит уширение спек-
тра, сопровождаемое дисперсионным расплыванием импульса [36]. В 1969 
году до начала использования волокон в качестве нелинейной среды вы-
сказывалась идея об использовании фазовой самомодуляции для компрес-
сии оптических импульсов [37]. Однако активные эксперименты начались 
в 1980-х годах, когда одномодовые кварцевые световоды получили широ-
кое распространение в нелинейной оптике. В качестве внешнего компрес-
сора применялись дифракционные решетки, призмы и их комбинации (что 
позволило скомпенсировать не только квадратичную дисперсию светово-
да, но еще и кубичную), а впоследствии и волоконные световоды, когда 
технология их изготовления позволила создавать заданные дисперсионные 
профили. Первые эксперименты демонстрировали сжатие пикосекундных 
импульсов [38], однако вскоре были получены и импульсы субпикосе-
кундной [39] и фемтосекундной длительности. В работе [40] демонстри-
ровалось получение импульса длительностью 6 фс, что составляет 3 пе-
риода колебаний на длине волны 620 нм. Позднее на данном механизме 
были получены предельно короткие импульсы в фотонно-кристалли-
ческих световодах (см. [29] и цитированную там литературу). 

Рассмотрим получение предельно коротких импульсов через генера-
цию суперконтинуума в световодах с нормальной дисперсией в полностью 
волоконной эрбиевой лазерной системе с диодной накачкой, базирующей-
ся на использовании стандартных телекоммуникационных компонент. 
Схема экспериментальной установки показана на рис. 2.  

 
Рис. 2. Схема экспериментальной установки 

Система состоит из источника фемтосекундных оптических импуль-
сов на фиксированной длине волны и нелинейного преобразователя сиг-
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нала источника (одного или нескольких последовательно соединенных 
отрезков кварцевого волокна). Источник включает задающий генератор и 
оптический усилитель. Задающим генератором является фемтосекундный 
эрбиевый полностью волоконный лазер, пассивная синхронизация мод в 
котором осуществляется при использовании нелинейного вращения эл-
липса поляризации излучения на основе оптического эффекта Керра. Мак-
симальная энергия в импульсе составляет 3 нДж. Длительность импульсов 
оценивается в 50—80 фс в зависимости от мощности диодных накачек. 

Импульсы с эрбиевого волоконного лазерного источника на длине 
волны 1,6 мкм распространялись вначале в кварцевом волокне с аномаль-
ной дисперсией, изменяющейся вдоль световода (DDF), где формирова-
лись фундаментальные солитоны и осуществлялся рамановский сдвиг их 
длины волны до 1,85 мкм [41, 42]. Далее солитоны инжектировались в 
нелинейное волокно с малой нормальной дисперсией, где они приобрета-
ли фазовую самомодуляцию со значительным уширением спектра (рис. 3, 
а). Длительность импульсов при этом увеличивалась. Генерируемый су-
перконтинуум являлся основой для получения предельно коротких им-
пульсов. Далее оптические импульсы распространялись через стандарт-
ный световод SMF-28 с аномальной дисперсией длиной 2,5 см, который 
компенсировал дисперсию нелинейного световода, не внося при этом до-
полнительных спектральных искажений. На рис. 3, б показана автокорре-
ляционная функция импульса, а на рис. 3, в — восстановленный профиль 
интенсивности и фаза. Длительность сжатого импульса на длине волны 
1,85 мкм оценивается в 24 фс. Отметим, что нами также была продемонст-
рирована перестройка длины волны солитона до 2,1 мкм в кварцевых во-
локнах с изменяющейся по длине дисперсией [42, 43], что позволяет гене-
рировать предельно короткие перестраиваемые по частоте импульсы [44]. 

 

 

Рис. 3. Спектр сигнала на выходе системы (сплошная кривая — экспериментально 
измеренный, пунктирная кривая — численно рассчитанный) и экспериментальный 
спектр импульса на входе нелинейного волокна с нормальной дисперсией (штри-
ховая кривая) — а; б — автокорреляционная функция сжатого импульса (сплош-
ная кривая — экспериментально измеренная, пунктирная кривая — сгенерирован-
ная для восстановленного поля); в — профиль интенсивности импульса и фаза 
(сплошные кривые — восстановленные, пунктирные — численно рассчитанные) 

в б а 
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Отметим, что экспериментальные результаты хорошо согласуются с 
математическим моделированием, также представленным на рис. 3. 

Динамика оптических линейно поляризованных полей E(z, t) с вре-
менными масштабами, сопоставимыми с периодом колебаний, при рас-
пространении в одномодовых световодах вдоль оси z анализировалась в 
рамках однонаправленного волнового уравнения [45, 46] 

    2

0

( , ) ˆ( ) ( , ) ( , ) ( ') ( , ') ' ,
G z

i G z F E z t b t E z t t dt
z t

∞

−∞

 ∂ ω γ ∂  − β ω ω = − −  ∂ ω ∂     
(1) 

где t — время в задержанной системе отсчета; ω — круговая частота, 
смещенная на величину ω0, центральную частоту сигнала; F̂  — оператор 

преобразования Фурье, ˆ( , ) { ( , )};G z F E z tω =  β(ω) — постоянная распро-

странения фундаментальной моды; γ — коэффициент нелинейности; 
b(t) = (4/3)(1 – fR)δ(t) + 2fRhR(t), δ(t) — дельта-функция, fR — парциальный 
вклад рамановского отклика, hR — функция рамановского отклика [36].  

Отметим, что если в уравнении (1) пренебречь процессами четырех-
волнового взаимодействия вида ω1 + ω2 + ω3 = ω4, где все частоты положи-
тельные (в частности, генерацией третьей гармоники), то (1) сведется к так 
называемому обобщенному нелинейному уравнению Шрёдингера 
(GNLSE) [36] на комплексную огибающую A(z, t), связанную с электриче-
ским полем соотношением E(z, t) = Re{A(t)exp(iβ(z, ω0)z – iω0t)}.  

Теперь рассмотрим динамику импульса, заданного в области аномаль-
ной дисперсии световода в виде 0 0(0, ) / ch( / )A t P t t= , где P0 — пиковая 

мощность, t0 — характерная длительность. Тогда порядок солитона N 
можно определить исходя из выражения N2 = γP0t0

2/|β2(ω0)|, где 2 ( )β ω = 
2 2/ .= ∂ β ∂ω  Нас будет интересовать случай N > 1. Известно, что вследст-

вие действия фазовой самомодуляции и квадратичной дисперсии исход-
ный импульс в процессе сверхуширения спектра испытывает сжатие на 
начальном этапе распространения [36]. Такой процесс получил название 
многосолитонного (или просто солитонного) сжатия. Генерация суперкон-
тинуума и самокомпрессия являются связанными процессами. Впервые 
солитонная компрессия была продемонстрирована в работе [25]. В даль-
нейшем на данном механизме были получены предельно короткие им-
пульсы в различных типах нелинейных световодов [46—52]. 

На рис. 4, а, б показаны рассчитанные в рамках уравнения (1) распре-
деления интенсивности во временном и спектральном представлении при 
различных z, а на рис. 4, в — используемая дисперсионная кривая. На на-
чальной стадии происходит сверхуширение спектра, сопровождаемое 
формированием интенсивного пика на фоне широкого пьедестала. 

Поскольку частотная модуляция, вызванная фазовой самомодуляцией, 
на начальной стадии сжатия линейна только в центральной части импуль-
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са, то лишь центральная область его сжимается за счет аномальной дис-
персии. Энергия в «крыльях» импульса остается несжатой. При достиже-
нии высокочастотным крылом частот, соответствующих условию фазово-
го синхронизма, начинается генерация линейных дисперсионных волн 
[52—57]. Процесс излучения дисперсионных волн может происходить 
неоднократно [58, 59]. В конечном счете импульс распадается на солитоны 
в аномальной области дисперсии и волновые пакеты дисперсионных волн в 
области нормальной дисперсии [58, 60]. Далее, как было отмечено выше, 
при распространении в световоде частота фундаментальных солитонов 
плавно понижается вследствие рамановского рассеяния. Кроме того, могут 
происходить процессы четырехволнового взаимодействия между различ-
ными компонентами суперконтинуума, а также различные процессы взаи-
модействия солитонов с дисперсионными волнами из-за фазовой кроссмо-
дуляции [29, 57, 58]. Благодаря этому формируются новые спектральные 
компоненты, расширяются границы суперконтинуума [29]. 

 
Рис. 4. Временная (а) и спектральная (б) эволюции импульса при распространении 
через нелинейный световод; в — дисперсия групповых скоростей нелинейного 
световода  

 
Рассмотрим получение предельно коротких импульсов на базе систе-

мы, представленной на рис. 2. После задающего лазерного источника им-
пульсы распространялись в отрезке кварцевого волокна длиной 4,5 см с 
дисперсией, показанной на рис. 4, в. На рис. 5 показан импульс, экспери-
ментально измеренный на выходе методом FROG (frequency-resolved 
optical gating) [61], а также достаточно хорошо согласующийся с ним ре-
зультат математического моделирования, выполненного для актуальных 
параметров световода и входного импульса. Длительность скомпрессиро-
ванного на многосолитонном механизме импульса оценивается в 13 фс, 

ба 

в
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что составляет 2 периода колебаний оптического поля на длине волны  
1,7 мкм. Центральный пик содержит около 70 % энергии, оставшиеся 30 % 
содержатся в пьедестале. Пиковая мощность оценивается в 100 кВт. Дли-
тельность спектрально-ограниченного импульса составляет 10 фс. 

 
Рис. 5. Временной профиль интенсивности предельно короткого импульса, полу-
ченный методом FROG (сплошная кривая) и рассчитанный численно (пунктир) (а), 
на вставке — экспериментально измеренная FROG-спектрограмма. б — оптиче-
ский спектр, измеренный спектрометром (штрихпунктирная кривая), полученный 
методом FROG (сплошная кривая) и рассчитанный численно (пунктир) 
 

На установке, приведенной на рис. 2, более длинноволновый супер-
континуум (свыше 2 мкм) удается получить при использовании германо-
силикатных световодов. После задающего источника импульсы распро-
страняются в двух последовательно соединенных световодах с содержа-
нием диоксида германия в сердцевине 30 мол. % и 97 мол. % длиной 2,5 м 
каждый. В первом световоде с 30 мол. % допированием λZD ≈ 1,5 мкм, γ ≈ 
≈ 8 (Вт⋅км)–1 на длине волны 1,6 мкм. Порядок солитона на входе оценива-
ется как N ≈ 6. Происходит обсуждавшийся выше процесс спектрального 
уширения с распадом на солитоны и дисперсионные волны. Наиболее 
длинноволновый солитон смещается до 2,3 мкм [62]. Для достижения 
больших длин волн последовательно использовался второй световод 
с 97 мол. % допированием с более высоким коэффициентом нелинейности и 
меньшей по модулю аномальной дисперсией, чем в первом волокне,  
с λZD ≈ 1,8 мкм. Благодаря этому был получен суперконтинуум в диапазоне 
1—2,6 мкм, показанный на рис. 6, а. На рис. 6, б приведены результаты чис-
ленного моделирования, выполненного при учете модовой дисперсии (зави-
симости эффективного размера моды от частоты) в рамках модели, пред-
ложенной в работе [63]. В данном случае нельзя считать γ постоянным, в 
отличие от случая генерации предельно коротких импульсов в кварцевых 
волокнах, корректно описываемых уравнением (1). На рис. 6, б показана 
спектральная эволюция импульса. В первом световоде формируется три 
солитона, обозначенных римскими цифрами, и такое же количество вол-
новых пакетов дисперсионных волн, обозначенных арабскими цифрами. 

а б
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Во втором световоде повторяется распадная нелинейная динамика для 
импульсов в аномальной дисперсии, кроме того происходят процессы  
четырехволнового и кроссмодуляционного взаимодействия. 

 
Рис. 6. Экспериментально измеренный спектр сигнала на выходе германо-
силикатного световода (сплошная кривая) и аппроксимация длинноволновых пи-
ков солитонами (пунктирная кривая) (а) и расчет спектральной эволюции 70 фс 
импульса с энергией 1 нДж при распространении через германо-силикатные све-
товоды (б). Римские цифры — солитоны, арабские — дисперсионные волны 

 
Весьма важным для многих приложений, но все еще мало освоенным 

продолжает оставаться средний ИК-диапазон, являющийся непрозрачным 
для волокон на основе силикатных стекол. Для его освоения разрабатыва-
ются световоды на основе стекол и кристаллов со специальным химиче-
ским составом [64]. Прогресс в разработке таких световодов, достигнутый 
в настоящее время, позволил создавать также волокна с большими коэф-
фициентами нелинейности, которые позволяют расширить суперконтину-
умный диапазон до нескольких октав. Так, во фторидных волокнах была 
получена генерация суперконтинуума с шириной три октавы (от 350 нм до 
3,85 мкм — рис. 7) [65]. Также демонстрировалась генерация суперконти-
нуума в халькогенидных волокнах [66], в теллуритных микроструктури-
рованных волокнах (длинноволновая граница — 4,8 мкм, рис. 8) [67], в 
ZBLAN-волокнах с химическим составом ZrF4─BaF2─LaF3─AlF3─NaF 
(длинноволновая граница — 4,5 мкм) [68, 69], в германатных волокнах 
[62, 70].  

 

 
 
 
 
 
 

Рис. 7. Экспериментально измеренный спектр 
суперконтинуумного излучения с выхода 2,5 см 
отрезка фторидного волокна, накачиваемого сиг-
налом на длине волны 1450 нм (из работы [65]) 

ба 



341 

Рис. 8. Экспериментально измерен-
ный спектр суперконтинуумного из-
лучения с выхода 8 мм отрезка теллу-
ритного фотонно-кристаллического 
волокна (из [67]) 

 

 
 
 
 

3. Когерентный суперконтинуум и сверхмощные импульсы 
предельно коротких длительностей 

Для многих приложений принципиально важно использование именно 
предельно коротких импульсов с высокой интенсивностью поля. Такие 
импульсы представляют собой, по сути, когерентный суперконтинуум с 
хорошо сфазированными спектральными компонентами. Для их получе-
ния могут быть использованы различные эффекты спектрального сверху-
ширения высокоинтенсивных импульсов с выхода мощных твердотельных 
лазерных систем с последующей компрессией или самокомпрессией им-
пульсов. Если суперконтинуумное излучение, рассмотренное выше, в ос-
новном было обусловлено нелинейностью связанных электронов в атомах 
или молекулах среды, то с увеличением интенсивности падающего излу-
чения, когда действие внешнего поля становится соизмеримым с внутри-
атомным или много больше его, характер нелинейности сильно меняется.  

Так, в работе [71] было показано, что для лазерных импульсов с ам-
плитудой, превышающей порог прямой ионизации, ионизационный меха-
низм ап-конверсии частоты способен обеспечить сверхширокополосную 
частотную перестройку более чем на октаву. А совместное действие иони-
зационной нелинейности и плазменной дисперсии групповых скоростей 
может приводить к самосжатию лазерного импульса [72]. В работе [73] 
экспериментально наблюдалась ионизационная самокомпрессия импульса 
миллиджоульного уровня длительностью от 26 фс до 13 фс при его рас-
пространении в наполненном газом капилляре. Однако наиболее интерес-
ным и важным здесь представляется возможность перехода к мощным 
импульсам джоульного уровня и тем самым к созданию мощных предель-
но коротких импульсов мультитераваттного класса. Важный шаг был сде-
лан в работе [74], в которой предложен механизм самокомпрессии, осно-
ванный на возбуждении нелинейного плазменного канала [75] в газона-
полненном диэлектрическом капилляре, и показана масштабируемость 
ионизационного компрессора до высоких мощностей в сотни тераватт. 
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При использовании газа гелия теоретически было продемонстрировано 
получение предельно коротких лазерных импульсов джоульного уровня 
энергии с эффективностью порядка 20 %. Формирование плазменного ка-
нала осуществлялось на стадии однократной ионизации гелия, в то время 
как рождение и фазировка новых спектральных компонент происходили 
на стадии образования двукратно заряженных ионов. На рис. 9 показаны 
распределения интенсивности импульса в зависимости от времени и ради-
альной координаты на различных трассах распространения. При исполь-
зовании титан-сапфировой лазерной системы с длительностью 30 фс на 
выходе ионизационного компрессора могут быть получены импульсы 
длительностью менее 5 фс.  

 

 
Рис. 9. Распределение интенсивности импульса (длительностью 60 фс и энергией  
2 Дж) в зависимости от времени τ и радиальной координаты ρ вдоль трассы рас-
пространения в капилляре (диаметром 1200 мкм, длиной 3 м), заполненном гелием 
при давлении 0,125 Торр. Выходная длительность импульса 6 фс (из работы [74]) 

 
Для продвижения в сторону создания предельно коротких импульсов 

петаваттного класса при использовании исходных импульсов с высокой 
интенсивностью, когда материальная среда легко превращается в плазму, 
в качестве нелинейности для фазовой самомодуляции и сверхуширения 
спектра может быть использована так называемая релятивистская нели-
нейность, обусловленная релятивистской зависимостью массы электрона 
от его скорости. Данная нелинейность, по сути, как и электронная керров-
ская нелинейность, является локальной, однако ее использование по пря-
мой аналогии достаточно сильно затруднено из-за различного рода плаз-
менных неустойчивостей. Так, в работе [76] предлагается использование 
чередующихся слоев достаточно плотной плазмы как нелинейной среды и 
свободного пространства, чтобы избежать самофокусировочной неустой-
чивости и неустойчивостей распада электромагнитной волны. Здесь же 
следует обратить внимание на иной механизм самокомпрессии, который 
может быть реализован для импульсов, длительность которых соизмерима 
с периодом плазменной волны. В этом случае при распространении им-
пульса в плазме возбуждается кильватерная волна [77]. Оптический им-
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пульс благодаря действию пондеромоторных сил смещает положение 
электронов, оставляя тем самым за собой волну зарядовой плотности. 
Возникающее неоднородное изменение показателя преломления вдоль 
импульса соответствует такому распределению, при котором показатель 
преломления на заднем фронте больше, чем на переднем, в отличие от 
рассмотренного выше случая ионизационного компрессора. Уширение 
спектра осуществляется преимущественно в более длинноволновый диа-
пазон.  

В первых экспериментальных работах [78, 79] было продемонстриро-
вано в релятивистском режиме двукратное сжатие импульса при взаимо-
действии с кильватерной волной. Следующий шаг на пути компрессии 
субпетаваттных импульсов до предельно коротких длительностей был 
сделан в недавней работе [80], где была показана возможность сжатия до 
суб-10 фс длительностей на длине волны титан-сапфирового лазера. Из-
мерения структуры оптического поля осуществлялись методом SPIDER 
(spectral phase interferometry for direct electric-field reconstruction) [81]. Им-
пульсы с энергией 1,8 Дж длительностью 30 фс на центральной длине 
волны 800 нм фокусировались в струю гелия толщиной 2 мм в пятно с 
характерным диаметром 10 мкм, достигая максимальной интенсивности 
порядка 3,4·1019 Вт/см2. На рис. 10, а приведены измеренные длительно-
сти импульсов на выходе газовой струи в зависимости от плотности плаз-
мы, а также длительности, полученные в результате численного модели-
рования для различных значений входных амплитуд оптического поля 
[80]. Для экспериментальных и теоретических кривых характерно наличие 
точки оптимальной компрессии. На рис. 10, б показана экспериментально 
измеренная SPIDER-интерферограмма вместе со спектральной фазой, а на  
рис. 10, в — распределение интенсивности предельно короткого импульса 
длительностью 11 фс. Трехкратное сжатие было достигнуто при концен-
трации электронов 1,1·1019 см–3. 

 

 

Рис. 10. Зависимости экспериментально измеренных длительностей импульса от 
концентрации плазмы, а также аналогичные теоретические зависимости при раз-
ных значениях амплитуды падающего поля (а). Экспериментально измеренная 
SPIDER-интерферограмма (б), восстановленная фаза (пунктир) и ее аппроксима-
ция полиномом 5-й степени. Восстановленный профиль интенсивности (в) 

ба в

эксперимент 
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4. Суперконтинуум — до рентгена и гамма-квантов 
Хорошо известный процесс генерации сверхширокополосных спек-

тров высоких гармоник, возникающих при ионизации газовой мишени 
лазерными импульсами интенсивностью на уровне 1014 Вт/см2, естествен-
но, также может быть отнесен к явлению суперконтинуума. Действитель-
но, при лазерных полях, соизмеримых с внутриатомным полем, характер 
нелинейности атомного отклика может сильно измениться. В частности, 
туннельным образом ионизованный электрон при своем обратном движе-
нии к родительскому иону может излучить весьма широкий спектр элек-
тромагнитных волн (тормозное излучения), который в силу повторяемости 
на каждом периоде оптического поля отражается в виде слабо спадающего 
плато в области высоких гармоник лазерной волны. Такой спектр, несо-
мненно, можно отнести к самому сверхширокополосному суперконтинуу-
му, простирающемуся на многие сотни гармоник лазерного поля. Огром-
ный интерес к генерации суперконтинуума высоких гармоник вызван воз-
можностью создания достаточно простого когерентного источника в ульт-
рафиолетовом и рентгеновском диапазонах, а также продвижением в об-
ласть аттосекундной длительности импульсов [7]. В последние годы ак-
тивно обсуждается возможность расширить такой суперконтинуум до не-
скольких тысяч гармоник и продвинуться в рентгеновскую область до 
диапазона прозрачности воды («водяное окно») в области порядка 2—4 
нм. Такая надежда в первую очередь связывается с возможностью генера-
ции и усиления сверхширокополосного сигнала (когерентного суперкон-
тинуума) в среднем ИК-диапазоне и получения достаточно мощных одно- 
и двухпериодных импульсов, которые далее используются для генерации 
высоких гармоник. 

Наибольшая частота генерируемых гармоник может быть оценена из 
полуклассической теории движения волнового пакета электрона, что при-
водит к универсальному соотношению ħNmaxω0 ≈ Ip + 3,17Up, где Nmax —
номер максимальной гармоники на частоте ω0; Ip — потенциал ионизации 
атома; Up — средняя осцилляторная энергия электрона в электрическом 
поле, пропорциональная интенсивности и квадрату длины волны лазерно-
го поля; ħ — постоянная Планка. Важным следствием этого соотношения 
является возможность достичь генерации более широкополосного конти-
нуума гармоник при использовании меньшей частоты лазерной накачки. 
Этот вывод блестящим образом подтвердился в экспериментах, проведен-
ных вначале с лазерным источником на длине волны 2 мкм (вместо тради-
ционной до этого длины волны титан-сапфировых систем 0,8 мкм), а за-
тем и 3,9 мкм [82]. Были достигнуты рекордные значения как по ширине 
суперконтинуума с высокой пространственной когерентностью (более 
5000 гармоник в диапазоне от 0,3 до 1,6 кэВ), так и по эффективности 
преобразования. Ширина спектра соответствовала рекордно малой спек-
трально-ограниченной длительности 2,5 ас (рис. 11).  
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Рис. 11. Экспериментально измеренные спектры высоких гармоник для различных 
лазерных длин волн накачек (0,8 мкм, 1,3 мкм, 2 мкм, 3,9 мкм). На вставке — 
спектрально-ограниченный импульс (из работы [82])  

Одним из возможных и ярких применений сверхсильных ультрако-
ротких импульсов, активно обсуждаемых в последнее время, может быть 
создание источников гамма-излучения в режиме «сверх»ультрареля-
тивистского взаимодействия экстремальных световых полей с веществом, 
когда основная часть кинетической энергии электрона трансформируется 
в излучение гамма-квантов. В Институте прикладной физики РАН  
(г. Нижний Новгород) предложен мегапроект XCELS по созданию  
200 ПВт лазерной системы [83], которая при оптимальной фокусировке 
позволит создавать максимальную интенсивность излучения на уровне 
1025 Вт/см2. Оптимальная фокусировка может быть достигнута в полях 
дипольной конфигурации, которая позволяет фокусировать излучение в 
минимальный фокальный объем 0,032λ3 по сравнению с другими геомет-
риями фокусировки и создавать тем самым поле с максимально высокой 
напряженностью при заданной мощности лазерной системы. Релятивист-
ская динамика электрона в поле сходящейся дипольной волны обладает 
рядом интересных особенностей [84], и в поле лазерной волны такой 
мощности имеет место сверхширокополосное синхротронное излучение, 
спектр которого простирается до диапазона гамма-квантов.  

 
 
Рис. 12. Спектр излучения электрона в поле  
дипольной волны мощностью 200 ПВт. Цен-
тральная частота ω0 лазерного импульса (дли-
тельностью 30 фс) соответствует длине волны 
титан-сапфирового лазера 800 нм 

 

На рис. 12 показан спектр излучения электрона, захваченного падаю-
щим импульсом на длине волны 800 нм (мощность 200 ПВт и длитель-
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ность 30 фс) и ускоренного к центру фокусировки. Как видно, при энергии 
кванта лазерного излучения ħω0 = 1,5 эВ весьма эффективно генерируются 
гамма-кванты вплоть до энергий в гигаэлектрон-вольт. 

 

* * * 

В настоящей статье рассмотрены основные механизмы генерации 
спектрального суперконтинуума в различных нелинейных средах от сред-
него ИК до рентгеновского и гамма-диапазонов. Показана возможность 
формирования суперконтинуумного спектра и получения оптических им-
пульсов предельно коротких длительностей в полностью волоконной ла-
зерной системе на основе кварцевых волокон, а также возможность про-
движения в средний ИК-диапазон с использованием специальных герма-
натных, фторидных, теллуритных и халькогенидных волокон. Продемон-
стрирована самокомпрессия импульсов субпетаваттного уровня мощности 
до предельно коротких длительностей, базирующаяся на нелинейном 
сверхуширении спектров при распространении релятивистски сильной 
волны в плазме, а также отмечен режим «сверх»ультрарелятивистского 
взаимодействия, когда основная часть энергии электрона трансформиру-
ется в излучение гамма-квантов.  

Работа выполнена при поддержке РФФИ (гранты № 12-02-31344_мол_а, 12-
02-33074_мол_а_вед), Министерства образования и науки РФ (государственные 
соглашения 14.132.21.1433, 8626). Е. А. Анашкина также выражает благодарность 
Фонду некоммерческих программ «Династия» за финансовую поддержку в рамках 
гранта для аспирантов и молодых ученых без степени. 
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НОВАЯ ЖИЗНЬ ПОЛНОЙ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ1

Л. Д. Фаддеев

Настоящий обзор основан на докладах автора на симпозиуме для
иностранных членов Шведской академии наук в ноябре 2011 года,
зимней школе “Нелинейные волны” в Нижнем Новгороде в марте 2012
года и конференции, посвященной памяти В. А. Гинзбурга в ФИАНе
в мае 2012 года. Моей целью было познакомить широкую аудиторию
физиков-теоретиков с быстро развивающейся областью математиче-
ской физики вокруг понятия полной интегрируемости. Естественно,
что изложение основано главным образом на собственном опыте и не
покрывает все аспекты этого развития.

Понятие полной интегрируемости в гамильтоновой механике бы-
ло создано и развито в XIX веке знаменитыми математиками и ме-
ханиками Якоби, Пуассоном, Лиувиллем, Гамильтоном и другими.
В современном изложении (см., например, монографию В. И. Арноль-
да [1]) это понятие формулируется следующим образом: на фазовом
пространстве Γ с координатами (ξ) = (ξ1, . . . , ξN ) задана антисим-
метричная матрица Ωmn(ξ), определяющая скобку Пуассона коорди-
нат {ξm, ξn} = Ωmn(ξ) и функций на фазовом пространстве {f, g} =
= Ωmn∂mf∂ng. Скобка удовлетворяет тождеству Якоби {{f, g}, h} +
+ {{h, f}, g} + {{g, h}, f} = 0, что обеспечивается соотношением
∂kΩ

mnΩkl + ∂kΩ
lmΩkn + ∂kΩ

nlΩkm = 0. Эволюция задана уравне-
нием Гамильтона

d

dt
ξn = [H, ξn],

где H(ξ) — выделенная функция на фазовом пространстве, называе-
мая энергией.

Совокупность {Γ,Ω, H} называется гамильтоновой структурой.
В учебниках механики фазовое пространство четномерно N = 2L и
в качестве ξn используются канонические координаты qi и импульсы
pi, i = 1, . . . , L со скобкой {pi, qk} = δik. Замечательная теорема Дарбу
говорит, что если матрица Ωmn не вырождена, то заменой координат
матрица Ωmn может быть приведена (по крайней мере, локально) к
виду

Ω =

(
0 −I
I 0

)
,

1Основана на статье Л. Д. Фаддеева “Новая жизнь полной интегрируемости”,
опубликованной в журнале “Успехи физических наук”, том 183, № 5 за 2013 год.
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так что соответствующие координаты ξ будут каноническими. В об-
щем случае координаты ξ могут быть выбраны в виде {ξ} = {η, λ},
где λ имеет нулевую скобку со всеми координатами, а матрица Ω для
координат η не вырождена. Функции от λ задают тривиальные инте-
гралы движения, и вся динамика происходит в переменных η.

Невырожденная гамильтонова структура {Γ2L,Ω, H} называется
вполне интегрируемой2, если существуют L− 1 функционально неза-
висимых от H и между собой функций Qi(ξ), i = 1, . . . , L− 1, таких,
что {H,Qi} = 0, {Qi, Qk} = 0. Функции Qi называются коммути-
рующими интегралами движения. Для интегрируемых систем суще-
ствует замена переменных (ξm) → (Ii, αk), такая, что координаты I,
α — канонические: {Ii, Ik} = 0, {αi, αk} = 0, {Ii, αk} = δik, и энер-
гия зависит только от переменных I: H = H(I). Уравнения движения
имеют вид

d

dt
I = 0,

d

dt
αk =

∂H

∂Ik
,

так что Ii(t) = Ii, αk(t) = αk(0) + ωkt , ωk = ∂H
∂Ik . В типичных при-

мерах переменные αk имеют значения на торе и поэтому называются
углами. В целом набор переменных (I, α) называют переменными ти-
па действие — угол.

В конце XIX и начале XX века поиски переменных типа действие —
угол для конкретных динамических систем, обычно экзотических ма-
ятников, было увлекательным занятием для многих специалистов по
классической механике. Достаточно упомянуть волчок Ковалевской
или маятник Чаплыгина. Однако интерес к этой проблематике посте-
пенно затих.

Новое развитие пришло с неожиданной стороны. В 1967 году груп-
па американских специалистов — К. С. Гарднер, Дж. М. Грин,
М. Д. Крускал, Р. М. Миура (ГГКМ) — изобрела замечательную
конструкцию решения уравнения Кортевега — де Фриза (КдФ) [2]
vt +6vvx + vxxx = 0. В оригинальной работе [3] это уравнение возник-
ло в гидродинамической задаче о течении на мелкой воде, но ГГКМ
нашли его приложение в теории плазмы. Уравнение КдФ имеет заме-
чательное решение

v(x, t) =
A

ch2(a(x− vt))
,

описывающее уединенную волну, которую можно наблюдать на поло-
гом пляже (см. иллюстрацию).

2В дальнейшем термин “вполне” будет опущен.
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Солитоны на поверхности Финского залива в Комарове

М. Д. Крускал и Н. Дж. Забуский окрестили это решение “солито-
ном”, следуя моде в теории элементарных частиц. Их интуитивное
представление вскоре оправдалось, когда теория солитонов заняла
свое место в квантовой теории поля.

Метод ГГКМ состоял в замене переменных, в которой играют роль
спектральные характеристики уравнения Шредингера

Lψ = k2ψ, L = − d2

dx2
+ v(x), (1)

где в качестве потенциала v(x) взяты начальные условия уравнения
КдФ. В наиболее простом случае, когда пространственная перемен-
ная x меняется на всей оси −∞ < x < ∞ и потенциал v(x) счи-
тается исчезающим на бесконечности v(x) → 0, |x| → ∞, уравне-
ние (1) имеет при положительном k решение ψ(x, k) с асимптотиками
ψ(x, k) → eikx + r(k)e−ikx, x → −∞, ψ(x, k) → t(k)eikx, x → ∞,
где коэффициенты прохождения t(k) и отражения r(k) удовлетворя-
ют условию унитарности |t(k)|2 + |r(k)|2 = 1. Если v(x) принима-
ет в некотором интервале отрицательные значения, то существует
дискретный спектр k2 = −κ2

l , l = 1, . . . , n с экспоненциально убы-
вающими волновыми функциями ψl(x) → eκlx, x → −∞; ψl(x) →
cle

−κlx, x → ∞.Коэффициент t(k) однозначно определяется по r(k)
и κl на основании условия аналитичности. Независимые данные рас-
сеяния {r(k), κl, cl} однозначно определяют потенциал v(x). Тематика
восстановления потенциала по спектральным данным активно разви-
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валась в 1950-х годах в работах Гельфанда, Левитана, Крейна, Мар-
ченко, Йоста, Кона, Мозеса и др. (см. литературу в обзоре [4]). Ее ва-
риант для оператора Шредингера на всей вещественной оси, нужный
для метода ГГКМ, был рассмотрен в моей кандидатской диссертации
в 1959 году [5].

ГГКМ показали, что преобразования от потенциала v(x) к данным
рассеяния линеаризуют уравнение КдФ:

v(x) −−−−→ v(x, t)⏐⏐�
⏐⏐�

(r(k), κl, cl) −−−−→ (r(k, t), κl, cl(t)),

где
r(k, t) = e−ik3tr(k, 0), cl(t) = eκ

3
l tcl.

П. Лакс [6] дал важную интерпретацию роли линейной задачи (1) для
описания динамики, управляемой уравнением КдФ: оператор L(t) с
потенциалом v(x, t) удовлетворяет уравнению

d

dt
L(t) = [L(t), A(t)],

где линейный дифференциальный оператор A(t) третьего порядка
также строится через v(x, t). Тем самым динамика КдФ является изо-
спектральной деформацией оператора L.

Некоторое время трюк ГГКМ рассматривался как замечательная,
но одиночная удача, не допускающая обобщения. Однако в 1969 году
В. Е. Захаров и А. Б. Шабат [7] показали, что нелинейное уравне-
ние Шредингера (НУШ) iψt = −ψxx + g|ψ|2ψ также решается ана-
логичным приемом. Роль спектральной задачи в этом случае играет
уравнение Дирака

((
0 −1
1 0

) d

dx
+
( 0 gψ
gψ̄ 0

))
φ(x, λ) = λφ(x, λ).

Стало ясно, что метод обратной задачи рассеяния имеет более широ-
кую область применимости.

В начале 1971 года я встретился с В. Е. Захаровым на конферен-
ции по обратным задачам в Новосибирске и только тогда узнал о ме-
тоде ГГКМ. Обсуждая явные формулы, мы заметили, что в системе
спектральных переменных одна половина линейно развивается со вре-
менем: arg r(k) → arg r(k) + k3t, ln cl → ln cl + κ3

l t, а вторая половина
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|r(k)| и κl от времени не зависит. Аналогия с переменными действие —
угол была очевидной. Отправляясь от этой идеи и известных резуль-
татов o спектральных характеристиках оператора Шредингера, мы
показали, что переход к спектральным данным действительно явля-
ется каноническим преобразованием к переменным типа действие —
угол. Наша статья с названием “Уравнение Кортевега — де Фриза —
вполне интегрируемая гамильтонова система” [8] положила начало
теории интегрируемых моделей.

Кратко, наши результаты состоят в следующем: уравнение КдФ
является гамильтоновой системой на бесконечномерном фазовом про-
странстве, координатами которого являются функции v(x). Можно
сказать, что x играет роль “номера координаты” v(x). Скобка Пуас-
сона координат имеет вид {v(x), v(y)} = δ′(x − y), где правая часть
антисимметрична и не зависит от коодинат, так что тождество Якоби
выполняется тривиально. Функционал N =

∫
v(x)dx коммутирует со

всеми v(x) и, таким образом, является центральным элементом. В под-
пространстве N = const скобка обратима и в качестве канонических
координат можно взять четную и нечетную компоненты преобразова-
ния Фурье

ve(k) =

∫ ∞

−∞
v(x) cos 2πxkdx, vo =

∫ ∞

−∞
v(x)

sin 2πxk

2πk
dx,

для k > 0

{ve(k), ve(k
′)} = 0, {vo(k), vo(k

′)} = 0, {ve(k), vo(k
′)} = δ(k − k′).

Функция Гамильтона имеет вид

H =

∫ ∞

−∞

(1
2
v2x + v3(x)

)
dx,

очевидно, что она дает уравнение КдФ. Величина

P =

∫
1

2
v2(x)dx

порождает уравнение vt + vx = 0 и играет роль импульса.
Мы вычислили скобки Пуассона данных рассеяния и показали, что

роль переменных типа действие играет функция ρ(k) = k
2 ln(1−|r(k)|2)

и собственные значения κl. Аргумент r(k) и константы cl являются
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переменными типа угла. Гамильтониан H и импульс P явно выража-
ются через действия

P =
∑

κl +

∫ ∞

0

kρ(k)dk, (2)

H =−
∑

κ3
l +

∫ ∞

0

k3ρ(k)dk. (3)

Старшие нечетные моменты плотности ρ(k) также являются локаль-
ными функционалами

Qn =

∫ ∞

0

k2n+1ρ(k)dk =

∫ ∞

−∞
Φn(v, vx, . . .)dx

с плотностями Φn, зависящими от v и первых n производных.
Формулы (2), (3) напоминают формулы квантовой теории многих

частиц в смешанном представлении полей и частиц. Первые слагае-
мые дают вклад частиц (солитонов) с дисперсией ε(p) = −p3, а вто-
рое — для вторично квантованного поля с дисперсией ω(k) = k3. Тем
самым интуиция Крускала и Забуского получает удовлетворительное
подтверждение.

Для меня, как специалиста по квантовой теории поля, этот резуль-
тат был особенно привлекательным. Он открывал новую возможность
для механизма интерпретации частиц, выходящего за рамки парадиг-
мы теории возмущений “одно поле — одна частица”. Однако нереляти-
вистский характер теории КдФ и странный закон дисперсии ω(k) = k3

не были привлекательными для квантования.
Замечательный релятивистский пример дало другое уравнение,

решаемое методом обратной задачи теории рассеяния, а именно урав-
нение с жаргонным названием синус-Гордон3 (СГ)

φtt − φxx +
m2

γ
sin γφ = 0.

Переменные действие — угол для этой, очевидно, гамильтоновой си-
стемы были получены Л. Тахтаджяном и мной [9]. Помимо солитонов
двух типов, отличающихся знаком топологического заряда, это урав-
нение имеет еще периодические решения — бризеры. Фазовое про-
странство солитона двумерно, как и в случае КдФ, а пространство

3То, что мы называем уравнением Кляйна — Гордона, следует называть урав-
нением Кляйна — Фока.
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бризера имеет размерность 4, одна степень свободы для поступатель-
ного движения, а другая степень свободы для внутренних колебаний.
Соответствующая второй степени свободы часть фазового простран-
ства компактна и при квазиклассическом квантовании дает конечное
число состояний, которые можно интерпретировать как связанные
состояния солитонов с антисолитонами. В результате квазикласси-
ческий спектр состоит из солитонов и антисолитонов с массой 8m

γ и
их связанных состояний с массами Mn = 16m

γ sin nγ
16 , помимо вклада

скалярной частицы массы m. Независимо от нас этот спектр был по-
лучен в работе Р. Ф. Дашена, Б. Хасслакера и А. Невю [10], а наша
работа была послана в журнал «Physics Letters», но пропала на почте
и была опубликована позже [11].

Модель СГ обнаружила ряд замечательных черт.
1. Солитоны имеют топологический заряд

Q =

∫ ∞

−∞
J0dx, J0 = ∂φ,

принимающий целые значения.
2. Масса солитонов и их фазы рассеяния обратно пропорциональ-

ны константе связи γ. Таким образом, в исходной теории со слабовза-
имодействующими частицами появляются новые частицы, которые
взаимодействуют сильно. Эту точку зрения я с успехом пропаганди-
ровал в моих лекциях в Гарварде и Принстоне в 1975 году. Она же
отражена в моей неправильной работе [12] с амбициозным названием
«Адроны из лептонов», от которой, впрочем, осталась модель трех-
мерного солитона, где роль топологического заряда играет инвариант
Хопфа.

В первой половине 1970-х годов список интегрируемых моделей
быстро пополнялся, в него попали такие системы, как магнетик Гей-
зенберга и нелинейное киральное поле, в котором динамические пе-
ременные принимают значения в нелинейном многообразии S

2 и ком-
пактной группе G соответственно. В этот список вошли также задачи
с дискретным пространством, например цепочка Тоды. Число иссле-
дователей теории росло, появились целые группы — в США, Японии и
Франции. В Ленинграде (Петербурге) к нам с Тахтаджяном присоеди-
нились Кулиш, Корепин, Склянин, Семенов-Тян-Шанский, Рейман,
Матвеев, Итс. В институте Ландау вместе с Захаровым и Шабатом
образовалась группа С. П. Новикова с молодыми сотрудниками С. В.
Манаковым, И. М. Кричевером и другими. В нашей монографии с
Л. А. Тахтаджяном “Гамильтонов подход в теории солитонов” [11] да-
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но подробное изложение этого развития и приведен исчерпывающий
список литературы.

Однако основной целью нашей группы было построение кванто-
вой теории солитонов. К концу 1970-х годов стало ясно, что кванто-
вание возможно, если начинать со вспомогательной линейной задачи
с некоммутирующими динамическими переменными и для нее разви-
вать аналог спектральной теории. В результате был создан квантовый
метод обратной задачи, в котором естественно появилась техника ан-
заца Бете, разработанная Бете на примере спиновой цепочки спинов
1/2 [13]. В этом развитии, которое привело к созданию алгебраиче-
ского анзаца Бете (ААБ) приняла участие вся ленинградская груп-
па, которую я упомянул выше, пополненная Изергиным, Тарасовым,
Смирновым, Боголюбовым. Литература, посвященная этому разви-
тию, обширна (см. статьи [14], [15] и монографию [16]).

Я опишу основные понятия ААБ на простейшем примере спино-
вой цепочки Гейзенберга спина 1/2. Динамическими переменными яв-
ляются спиновые операторы san, n = 1, . . . , N , a = 1, 2, 3, где N —
длина цепочки, с условием периодичности N + 1 = 1. Операторы Sa

n

удовлетворяют коммутационным соотношениям [sam, sbn] = iδmnε
abcscn,

где εabc — единичный антисимметричный тензор. Полное гильбертово
пространство системы H задается как тензорное произведение про-
странств C

2 для каждого спина:

H =
N∏

n=1

⊗C
2,

а спиновые операторы с индексом n действуют нетривиально лишь в
пространстве, занимающем n-е место в этом произведении, и задаются
матрицами Паули

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)

как
si =

1

2
σi

Гамильтониан имеет вид

H = J
N∑

n=1

sans
a
n+1,
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причем saN+1 = sa1 . ААБ основан на использовании вспомогательной
линейной задачи

Φn+1 = Ln(λ)Φn, (4)

где матрица Ln(λ) имеет вид

Ln(λ) =

(
λ+ s3n is−n
is+n λ− s3n

)
, s±n = s1n ± s2n.

Можно сказать, что Ln(λ) является блок-матрицей в C
2 ⊗ C

2, где в
первом C

2 реализуются спиновые операторы sn, а второе явно за-
дается матрицей Ln(λ). Первое пространство естественно называть
квантовым, а второе — вспомогательным. Удобно сопоставить матри-
це Ln(λ) граф

Ln(λ) ∼
,

где вертикальная линия задает действие в квантовом пространстве,
а горизонтальная — во вспомогательном.

Матрица монодромии системы (4) имеет вид

M(λ) =
→∏

Ln(λ) =

(
A(λ) B(λ)
C(λ) D(λ)

)

и играет роль «данных рассеяния». Ее граф имеет вид

M(λ) ∼

и представляет собой оператор в C
2 ⊗H. Перестановочные соотноше-

ния для матричных элементов выводятся из локальных соотношений
для спинов san следующим образом. Для матриц L1

n(λ) и L2
n(μ), ассо-

циированных с одним и тем же квантовым пространством n и двумя
вспомогательными 1 и 2, проверяется соотношение

R12(λ− μ)L1
n(λ)L

2
n(μ) = L2

n(μ)L
1
n(λ)R

12(λ− μ),

где R12(λ) — матрица в тензорном произведении вспомогательных
пространств. Ее граф аналогичен графу для Ln:

R(λ) ∼ ,
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где обе линии соответствуют вспомогательным пространствам. Ком-
мутационные соотношения для Ln изображаются картинкой

= .

Из локального соотношения немедленно следует аналогичное соотно-
шение для монодромии:

R12(λ− μ)M1(λ)M2(μ) = M2(μ)M1(λ)R12(λ− μ). (5)

Трудоемкие вычисления скобок Пуассона в работах 1970-х годов за-
мечательным образом заменяются элементарной алгеброй.

Из (5) следует, что семейство операторов T (λ) = trM(λ) =
= A(λ) +D(λ) коммутативно, [T (λ), T (μ)] = 0. Можно показать, что
гамильтониан содержится в этом семействе:

H =
dT (λ)

dλ
T−1(λ)|λ=i/2.

Очевидно, что T (λ) является полиномом по λ степени N с N−1 нетри-
виальными коэффициентами — функциями от динамических пере-
менных san:

T (λ) = 2λN +
N−1∑
n=1

Qn(s)λ
n.

Операторы Qn, n = 1, . . . , N−1 вместе с третьей компонентой полного
спина

S3 =
∑
n

σ3
n

образуют семейство N коммутирующих интегралов движения. Есте-
ственно считать, что спиновая цепочка задает систему с N степенями
свободы (в квазиклассическом случае фазовое пространство одного
спина является двумерной сферой S

2, при квантовании ей соответ-
ствует конечномерное гильбертово пространство C

2). Таким образом,
рассматриваемая система вполне интегрируема, и роль переменных
действия играют операторы семейства T (λ). Роль переменных типа
углов играют недиагональные элементы матрицы монодромии.

Рассмотрим в пространстве H вектор Ω старшего спина S+
n Ω = 0.

Оператор C(λ) его аннулирует C(λ)Ω = 0. Состояние

Ω(λ1, . . . , λl) =
l∏

i=1

B(λi)Ω
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является собственным вектором H:

HΩ({λ}) = J
l∑

i=1

ε(λi)Ω({λ}),

если λi удовлетворяет системе алгебраических уравнений, впервые
возникших в работе Бете. Я не буду ее приводить, отсылая читателя
к обзору [30], но отмечу, что дисперсия ε(λ) отрицательна при всех λ.

Обнаружение связи естественного квантования метода обратной
задачи и формул анзаца Бете, полученных совершенно из других со-
ображений, является замечательным примером развития современной
математической физики. Оно стало отправной точкой для обобщений,
идущих далеко от первоначального трюка Бете.

Уравнения Бете позволяют провести предел N → ∞. Ясно, что
при этом надо строго следить за отбором допустимых состояний, так
как наивный предел приводит к бесконечному тензорному произве-
дению, имеющему несчетный базис. Такой отбор зависит от знака
константы J . При J < 0 возбуждения над состоянием Ω имеют по-
ложительную энергию, и следует рассматривать состояния, для кото-
рых оператор Q = S3− 1

2N имеет конечные положительные значения.
Операторы S± теряют смысл в пределе N → ∞. Таким образом, сим-
метрия SU(2) нарушается, и состояниями являются магноны с заря-
дом Q = 1 и их связанные состояния с Q = 2, 3 ... . Мы имеем дело с
ферромагнетиком.

При J > 0 картина намного интереснее. Для построения вакуума
следует заполнить море Дирака состояниями с отрицательной энер-
гией. Это возможно, поскольку спектр, получаемый из анзаца Бете,
имеет фермиевский характер, корни λi не могут совпадать. Постро-
ение вакуума было осуществлено Л. Хюльтеном в 1937 году [17], но
корректное построение возбуждений долгое время было ошибочным.
В работе [18] Л. А. Тахтаджян и я показали, что одночастичные воз-
буждения имеют спин 1/2 (а не 1, как долгое время считалось). Таким
образом, при J > 0 симметрия SU(2) не нарушается, все три компо-
ненты полного спина имеют смысл и возбуждением является одна
частица со спином 1/2. Мы имеем дело с антиферромагнетиком.

Можно сказать, что теория спиновой цепочки является замеча-
тельным примером для теории многочастичных систем: в ней реали-
зуются нарушение симметрии, возникновение новых зарядов, постро-
ение нетривиального вакуума и т. д. Думаю, что мои сотрудники,
упомянутые выше, согласятся, что получили на этой тематике стиму-
лирующую тренировку.

В течение 1980-х годов тематика ААБ быстро развивалась и при-
вела к значительным обобщениям. Среди них следующие.
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1. Модели со старшими спинами. Было показано, что наивные
обобщения гамильтониана Гейзенберга на спин 1 и выше не интегри-
руемы. Однако П. П. Кулиш, Н. Ю. Решетихин и Е. К. Склянин по-
казали, что существует локальная плотность энергии, для которой
интегрируемость выполняется [19]. Для спина 1 эта плотность была
найдена ранее В. А. Фатеевым и имеет вид σa

nσ
a
n+1 − (σa

nσ
b
n+1)

2 [20].
2. Анизотропия. Магнетик спина 1/2 с локальной плотностью

J1σ
1
nσ

1
n+1+J2σ

2
nσ

2
n+1+J3σ

3
nσ

3
n+1 называется XY Z-моделью. Частично

нарушенная симметрия XXZ-модели с J1 = J2 подпадает под форма-
лизм ААБ. Однако, как показали Кулиш и Решетихин [21], в случае
старшего спина вспомогательная линейная задача имеет смысл, толь-
ко если динамические переменные удовлетворяют соотношению

[s+n , s
−
n ] =

sin γs3n
sin γ

,

где γ — параметр анизотропии. Эта формула привела к значитель-
ному прогрессу в математике — построению теории квантовых групп
(Е. К. Склянин [22], В. Г. Дринфельд [23], М. Джимбо [24], Н. Ю. Ре-
шетихин, Л. А. Тахтаджян и Л. Д. Фаддеев [25]), которая позже вер-
нулась в физику как симметрия конформной теории поля (Л. Д. Фад-
деев, Л. А. Тахтаджян [26], Ж.-Л. Жерве, А. Невю [27]). Историю
этого развития можно найти в моем обзоре [28].

3. Другие группы. Формализм анзаца Бете обобщается на группы
старшего ранга, уравнения анзаца Бете формулируются в терминах
диаграмм Дынкина (Решетихин [29]).

4. Непрерывные пределы — переход к пределу Δ → 0. Например,
модель НУШ может быть получена из спиновой цепочки.

5. Неоднородные задачи. Важные примеры можно получить, выби-
рая разные значения параметра λ для разных точек решетки.
В частности, альтернирование λ2n = λ + κ, λ2n+1 = λ − κ позволяет
построить естественный дискретный аналог квантовой модели СГ.

В результате стало ясно, что спиновые цепочки являются универ-
сальным классом квантовых интегрируемых систем. Мой обзор [30]
содержит более подробное изожение этой ситуации.

Следует сказать, что многие положения ААБ имеют интерпрета-
цию в теории классических моделей статистической физики на дву-
мерной решетке. Эта тематика, идущая от работ Л. Онзагера [31],
была развита Э. Либом [32], Р. Бакстером [33] и имеет свою историю.
В нашей стране по этому направлению работала группа в Протви-
но, организованная Ю. Г. Строгановым и В. В. Бажановым [34, 35].
Роль локального оператора Ln(λ) играет статистический вес. Однако
в этом случае квантовое и вспомогательное пространства идентичны,
так что, например, спиновая цепочка старшего спина не имеет интер-
претации в статистической физике.
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Наконец, еще один источник соотношений типа (5) дает теория
рассеяния, в которой основную роль сыграли работы Ч. Янга [36] и
Э. Брезена, Ж. Зин-Жюстена [37]. Работы Р. Бакстера [38] и Янгов
[39] сыграли важную эвристическую роль в нашей конструкции ААБ.
Поэтому Леон Тахтаджян и я в работе [15] назвали соотношения типа
(5) уравнениями Янга — Бакстера.

В рамках теории факторизованного рассеяния А. Б. Замолодчи-
ков и Ал. Б. Замолодчиков получили точное решение нелинейной
σ-модели [40].

Как читатель уже заметил, я рассказываю здесь о методах и ре-
зультатах, полученных главным образом в Ленинграде. Однако тема-
тика квантовых интегрируемых моделей в 1980—1990-е годы стала
очень популярной. В частности, были установлены замечательные
связи с конформной теорией поля, основы которой заложены в [41].
В работах А. Б. Замолодчикова и его коллег интегрируемые моде-
ли рассматривались как деформации конформных моделей специаль-
ными локальными операторами. Интересно, что квантование уравне-
ния КдФ [42] оказалось важным для квантования конформной теории
поля.

Еще одно направление, идущее от работ Янга и Янга [39] и раз-
витое Ал. Б. Замолодчиковым [43], Дестри и де Вега [44], связано с
построением термодинамического анзаца Бете.

При всей привлекательности изложенных методов нельзя забы-
вать, что до недавнего времени их приложения в физике ограничи-
вались задачами в одномерном пространстве. Ситуация изменилась в
конце 1990-х, когда Л. Н. Липатов обнаружил, что высокоэнергети-
ческое рассеяние в рамках реджеизации описывается формализмом
спиновых цепочек [45]. Роль узла решетки играет номер оператора,
входящего в корреляционную функцию. Г. П. Корчемский и я интер-
претировали наблюдение Л. Н. Липатова в терминах ААБ для цепоч-
ки группы SL(2) со спином –1 [46].

Надо сказать, что интерес к спиновым цепочкам в связи с физикой
высоких энергий проявил Р. Фейнман в конце своей научной деятель-
ности4.

4Я как-то получил от издательства «World Scientific» аннотацию его доклада,
где была такая фраза: «Если кто-нибудь даст мне бете-анзац для числа поляри-
заций больше 2, я смогу описать высокоэнергетическое рассеяние». Две поляриза-
ции, очевидно, соответствуют спину 1/2, так что ему нужны были интегрируемые
цепочки старшего спина — т. е. то, что было сделано в нашей группе. К сожале-
нию, я узнал об этих словах Р. Фейнмана уже после его смерти, так что не мог
сообщить ему о наших результатах. Но при посещении Пасадены я успел войти
в кабинет Фейнмана, когда тот еще не был занят Джоном Шварцем. На боль-
шой доске написаны мелом отрывки вычислений, и среди них помещена «памят-
ка»: «Выучить: 1) турбулентность, 2) квантовый эффект Холла, 3) бете-анзац».
Очень заинтересованный, я спросил, есть ли какие-нибудь материалы по этому
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Вскоре после прорыва Липатова аспекты интегрируемости появи-
лись в теории суперсимметричных моделей калибровочных полей.
В работе Горского, Кричевера, Маршакова, Миронова и Морозова
(ГКМ3) [47] было показано, что алгебро-геометрическая техника, раз-
витая Дубровиным, Кричевером и Новиковым, дает адекватную ин-
терпретацию формулы Зайберга — Виттена [48] для суперпотенциала
в N = 2 калибровочной теории. После этой работы очень быстро на-
чали появляться многочисленные публикации, в названиях которых
стоял термин «интегрируемость». В противоположность первоначаль-
ной истории с уравнением КдФ здесь классическая динамическая про-
блема участвует в решении квантовой задачи. Однако квантование
техники интегрируемости, проведенное Н. Некрасовым и С. Шата-
швили, оказалось также применимым к суперсимметричной калибро-
вочной теории и использовалось в работах [49] для классификации
вакуумных состояний. Квантовая деформация алгебраической кри-
вой ГКМ3 оказалась связанной с анзацем Бете для спиновых цепочек
XXX, XXZ и XY Z в размерности пространства-времени D = 2, 3, 4
соответственно.

Спиновые цепочки появились также в подходе к аномальным раз-
мерностям в теории суперсимметричного поля Янга — Миллса. В ра-
боте Дж. Минахана и К. Зарембо [50] рассматривались корреляци-
онные функции цепочки из двух локальных операторов W (x) и Z(x),
которым была сопоставлена спиновая цепочка с состоянием со спином
вверх для W (x) и спином вниз для Z(x). Энергия этой цепочки ин-
терпретировалась как аномальная размерность произведения опера-
торов. Было показано, что цепочка совпадала с XXX-моделью спина
1/2. Работа [50] породила обширную деятельность, главным образом
в Европе: Швеции, Франции и Германии. Здесь особенно актуальной
стала техника термодинамического бете-анзаца. В рамках данной ста-
тьи я не могу описать весь этот прогресс, ограничусь ссылками на уже
существующие обзоры [51, 52].

Новые приложения к релятивистской квантовой теории поля пока-
зали силу и универсальность понятия интегрируемости и формализ-
ма ААБ. Можно сказать, что техника интегрируемости прорвалась на
самые передовые позиции в современной теоретической физике высо-
ких энергий и мы можем ожидать появления новых замечательных
результатов.

поводу, и любезная секретарша принесла мне большую пачку листов с записями
Фейнмана. Почерк был очень аккуратный, и каждый лист имел номер и дату.
Уже на первых страницах я нашел конспект некоторых наших работ, фамилии
Решетихина и Склянина. Однако за недостатком времени я не успел подробно
изучить эти листы, и мне пришлось уехать. А попытки найти этот материал в
архивах Калифорнийского технологического института оказались безуспешными.
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ИСТОЧНИКИ ОДНОФОТОННЫХ И ПЕРЕПУТАННЫХ 
ДВУХФОТОННЫХ ПОЛЕЙ 

И ЗАДАЧИ КВАНТОВОЙ ИНФОРМАТИКИ 

А. А. Калачёв 

Современное развитие информационных технологий неразрывно свя-
зано с переходом от электронных к полностью оптическим методам обра-
ботки информации, которые обеспечивают не только высокую скорость 
передачи данных, но и реализацию квантовых алгоритмов, гарантирую-
щих максимальные на сегодняшний день степень защиты информации 
(квантовая криптография) и скорость обработки информации (квантовые 
вычисления). Одной из проблем развития квантово-оптических техноло-
гий является создание эффективных и качественных источников однофо-
тонных и перепутанных двухфотонных состояний электромагнитного по-
ля, которые стали основой реализации большинства протоколов. В статье 
дан краткий обзор основных задач квантовой информатики, решаемых с 
помощью таких состояний поля, и актуальных направлений разработок 
соответствующих источников. Основное внимание уделяется однофотон-
ным источникам, основанным на явлении спонтанного параметрического 
рассеяния света в нелинейных средах. 

1. Основные определения 
В рамках настоящего обзора под однофотонным состоянием будем 

понимать элементарное возбуждение пространственно-временной моды 
электромагнитного поля. Элементарный характер возбуждения означает, 
что состояние поля является неделимым в процессе фотодетектирования, а 
пространственно-временная мода есть не что иное, как суперпозиция мод 
бегущих волн, т. е. волновой пакет. Именно однофотонные волновые па-
кеты, наиболее близко отвечающие интуитивному понятию фотона, ис-
пользуются в качестве элементарных носителей квантовой информации — 
кубитов, которые можно передавать на большие расстояния (flying qubits). 
Формальное определение однофотонного волнового пакета выглядит сле-
дующим образом [1]: 

 ( ) ( ) 2† 0 , 1.s ss
s s

d F a d Fψ = =  kk k k k  (1) 

Здесь †
sak  — оператор рождения фотона в моде плоской волны, соответст-

вующей волновому вектору k и поляризации, задаваемой индексом s. 
Функция F называется амплитудой однофотонного состояния. Квадрат 
модуля амплитуды задает плотность вероятности обнаружить фотон с за-
данным волновым вектором и поляризацией. Определение (1) подразуме-
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вает, что спектральная ширина однофотонного волнового пакета сущест-
венно меньше несущей частоты. 

Аналогичным образом вводится понятие двухфотонного волнового 
пакета [1]: 

 
  

( ) ( ) 2† †

, ,

, 0 , , 1.ss sss s
s s s s

d d F a a d d F′ ′′ ′
′ ′

′ ′ ′ ′ψ = =  k kk k k k k k k k  (2) 

Если состояние (2) нельзя представить в виде произведения однофотон-
ных состояний, соответствующих двум пространственно-временным мо-
дам, то оно называется перепутанным (entangled state). Перепутанные со-
стояния кубитов играют особую роль в квантовой информатике, отвечая 
за различные неклассические эффекты [2], такие как нарушение нера-
венств Белла и квантовая телепортация.  

2. Области применения  
однофотонных и двухфотонных состояний 

Основными областями применения однофотонных и двухфотонных пе-
репутанных состояний электромагнитного поля являются квантовая крипто-
графия, оптические квантовые вычисления и квантовая метрология.  

Квантовая криптография. Задачей квантовой криптографии на сего-
дняшний день является реализация квантового распределения ключа 
(КРК) [3]. Следует сразу отметить, что современные коммерческие крип-
тографические системы реализуют КРК с помощью ослабленных лазер-
ных импульсов, т. е. прекрасно обходятся без однофотонных и перепутан-
ных состояний. Однако такая реализация обладает двумя существенными 
недостатками. Первый недостаток состоит в том, что абсолютная секрет-
ность используемых протоколов гарантируется не только законами кван-
товой механики, но и точным техническим воплощением. Другими слова-
ми, доказательство безопасности того или иного протокола основано не 
только на законах квантовой механики, но и на том предположении, что 
используемые устройства (источники, детекторы, генераторы случайных 
чисел) работают согласно их спецификации. Только в этом случае теоре-
тическая модель, используемая при доказательстве секретности, соответ-
ствует действительности. Наличие отклонений дает возможность взлома, 
что продемонстрировано экспериментально [4—7]. Поэтому такая крипто-
графия называется аппаратно зависимой, а полная безопасность гаранти-
руется фактически только тогда, когда потребители сами производят 
криптографические устройства. Второй недостаток состоит в том, что ра-
диус действия современных криптографических систем теоретически ог-
раничивается областью 300—350 километров, что связано с потерями фо-
тонов, распространяющихся через оптическое волокно. В квантовой связи, 
в отличие от классической, нельзя использовать оптические усилители для 
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регенерации сигналов, что связано с невозможностью клонирования неиз-
вестных квантовых состояний. Для устранения обоих ограничений в на-
стоящее время предлагается применять протоколы, основанные на перепу-
танных двухфотонных состояниях электромагнитного поля. Концепция ап-
паратно независимой криптографии [8—10] подразумевает использование 
протоколов типа E91 [11], где уровень безопасности определяется провер-
кой неравенств Белла. Что касается реализации дальнодействующей кван-
товой связи, то надежды возлагаются на квантовые повторители [12, 13], в 
основе которых лежит протокол обмена перепутыванием. При этом оказы-
вается, что в обоих случаях однофотонные источники могут существенно 
повысить скорость КРК [14—16].  

Квантовые вычисления. Однофотонные и двухфотонные перепутан-
ные состояния являются основным ресурсом линейных оптических кван-
товых вычислений [17]. Поскольку исследования в этой области носят 
пока еще фундаментальный характер, в настоящее время трудно сказать, 
какие источники окажутся наиболее востребованными. Можно лишь от-
метить, что одним из актуальных направлений исследований является раз-
работка интегральных оптических квантовых схем [18—21] (см. также 
обзор [22]), которые в перспективе будут включать в себя как источники, 
так и детекторы квантовых состояний поля.  

Квантовая метрология. В области метрологии, а точнее радиомет-
рии, коррелированные пары фотонов можно использовать для абсолютной 
калибровки фотодетекторов (см. обзоры [23, 24]), что является важнейшей 
практической задачей. Кроме того, однофотонные источники и/или детек-
торы, разрешающие число фотонов, считаются основой переопределения 
единицы измерения силы света — канделы в терминах числа фотонов 
[25, 26], чему в настоящее время посвящен крупный международный про-
ект «Квантовая кандела» [http://www.quantumcandela.org/]. 

3. Основные направления исследований 
и экспериментальные достижения 

в области создания однофотонных источников 
В настоящее время проблема создания эффективного однофотонного 

источника разрабатывается по двум направлениям: создание источника на 
основе спонтанного излучения одиночной квантовой системы (квантовые 
точки, центры окраски, атомы или ионы в оптической ловушке) и созда-
ние источника на основе нелинейных оптических явлений (спонтанное 
параметрическое рассеяние, четырехволновое смешение) в протяженных 
средах (кристаллы, волноводы, волокна). Особенности каждого подхода 
подробно рассмотрены в обзорах [27—33]. Поэтому ниже сформулирова-
ны только принципиальные моменты и отмечены самые последние экспе-
риментальные результаты. 
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3.1. Требования к однофотонным источникам 
Идеальный однофотонный источник должен удовлетворять следую-

щим требованиям: 
• световой импульс испускается в заданную пространственно-

временную моду электромагнитного поля. Практически это означает, что 
квантовое состояние поля светового импульса должно быть чистым (что 
означает неразличимость испускаемых фотонов и спектральную ограни-
ченность однофотонных импульсов), а время и направление испускания не 
должны меняться случайным образом; 

• вероятность обнаружения одного фотона в световом импульсе на 
выходе источника (эффективность источника) равна 100 %. Это означает, 
что световой импульс, с одной стороны, не должен содержать вакуумного 
состояния и, с другой стороны, не должен содержать более одного фотона. 

Важнейшим параметром, описывающим качество однофотонного ис-
точника, является степень соответствия состояния на выходе источника 
тому состоянию, которое нужно получить. Если состояние на выходе опи-
сывается оператором плотности ,ρ  а целевое состояние задается вектором  

ψ , то качество F (Fidelity) источника определяется как F = ψ ρ ψ . Эта 

величина равна 1 в случае полного соответствия, и равна 0 в случае мак-
симального несоответствия (когда состояния ортогональны). В экспери-
ментах, как правило, измеряется значение автокорреляционной функции 

генерируемого поля при нулевой задержке ( ) ( )
22 †2 2 †0g a a a a= , где 

( )†a a  — операторы уничтожения (рождения) фотонов в заданной про-

странственно-временной моде на выходе источника. В случае однофотон-
ного состояния эта величина должна быть равна нулю. При условии гене-
рации в одну пространственно-временную моду поля (стабильный волно-
вой пакет) существует однозначная связь между качеством F и значением 
автокорреляционной функции, которую можно записать в виде 
F = 1 – g(2)(0)/2, когда g(2)(0) << 1. Отличие качества F от единицы, или 
величины g(2)(0) от нуля, описывает вклад многофотонных состояний в 
данную моду поля. Если же генерация многомодовая, то подходящей ме-
рой является видность антикорреляционного провала Хонга — Оу —
Манделя [34], которая достигает 100 % только при условии, что два со-
стояния на входе в интерферометр являются однофотонными и чистыми, 
т. е. неразличимыми.  

Приведем некоторые теоретические оценки, иллюстрирующие требо-
вания, предъявляемые к однофотонным источникам. Согласно работе [15] 
квантовый повторитель на основе двух однофотонных источников будет 
эффективнее остальных вариантов (прежде всего, известной схемы DLCZ 
[35]) при условии, что эффективность генерации однофотонного импульса 
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превышает 67 %, а вклад двухфотонных состояний не превышает 10–4. 
В области линейных оптических квантовых вычислений для демонстрации 
простейших квантовых вентилей необходим источник с эффективностью 
не менее 90 % и значением функции автокорреляции не более 0,07 [36]. 
Однако требования существенно ужесточаются, если речь идет о про-
стейших квантовых алгоритмах. Кроме того, в отличие от квантовой крип-
тографии, для квантовых вычислений нужны исключительно детермини-
рованные источники неразличимых однофотонных состояний. Наконец, 
существенные требования выдвигаются со стороны устройств оптической 
квантовой памяти, использование которых необходимо для реализации 
квантовых вычислений и квантовых повторителей [37—40]. В ближайшей 
перспективе устройства квантовой памяти смогут записывать и воспроиз-
водить оптические импульсы, спектральная ширина которых порядка не-
скольких гигагерц (в настоящее время речь идет о десятках мегагерц).  

3.2. Источники на основе спонтанного излучения 
одиночных квантовых объектов 

Функционирование таких источников основано на явлении спонтан-
ного излучения одиночных квантовых систем после воздействия импульса 
накачки. Основные преимущества данного подхода — возможность гене-
рации фотонов по требованию и отсутствие вкладов двух- или многофо-
тонных состояний (если не считать посторонних фотонов, возникающих 
из-за рассеяния поля накачки и т. д.). В качестве перспективных источни-
ков, которые можно использовать в интегральных оптических схемах, 
предлагаются квантовые точки, одиночные молекулы и центры окраски. 
Из них пока только молекулы и центры окраски можно использовать при 
комнатной температуре. Последние, в частности NV-центры в алмазе, от-
личаются большей стабильностью во времени, а потому рассматриваются 
сейчас как наиболее перспективные оптические центры. Анализируя под-
ход в целом, в качестве основных недостатков обычно указывают низкую 
эффективность сбора излучения (collection efficiency) точечного источника 
в определенную пространственную моду, некогерентный характер одно-
фотонных импульсов (отсутствие спектральной ограниченности) при ком-
натной температуре и уникальность каждого отдельного центра, что при-
водит к различимости фотонов, испускаемых разными источниками. Сле-
дует отметить, что эти проблемы носят скорее технологический характер 
и, по-видимому, будут решены в ближайшем будущем. Так, в недавней 
работе [41] экспериментально продемонстрирована 96%-я эффективность 
сбора излучения одиночной молекулы, помещенной в диэлектрическую 
антенну, которая сужает диаграмму направленности излучения. Более то-
го, уже предложена схема, позволяющая достичь эффективности 99 % при 
любой ориентации дипольного момента источника [42]. Что касается ге-
нерации спектрально ограниченных фотонов при комнатной температуре, 



376 

то возможным решением является увеличение вклада бесфононной линии 
с помощью помещения оптического центра в микрорезонатор [43—45]. 
Наконец, различимость оптических центров, по крайней мере, с точки 
зрения частоты перехода можно устранить, прикладывая постоянное 
внешнее электрическое поле [46, 47]. Объединение всех этих решений в 
одном устройстве, конечно, является очень сложной задачей, но в прин-
ципе осуществимой. Однако следует заметить, что у источников, основан-
ных на спонтанном излучении, есть еще один недостаток: временнáя фор-
ма испускаемых однофотонных импульсов имеет вид затухающей экспо-
ненты с резким передним фронтом. Хорошо известно [48, 49], что такая 
форма импульса является очень неудобной с точки зрения реализации 
квантовых алгоритмов и с точки зрения записи и воспроизведения одно-
фотонных импульсов в устройствах квантовой памяти. Управлять 
временнóй формой однофотонного состояния в процессе спонтанного из-
лучения можно с помощью частотной перестройки источника, находяще-
гося в высокодобротном резонаторе [50]. Однако при наличии широкого 
фононного крыла этот метод не будет работать при комнатной температу-
ре. Поэтому на текущий момент можно заключить, что в рамках данного 
подхода генерация однофотонных состояний с оптимальной для использо-
вания временнóй формой (гауссов волновой пакет) требует использования 
низких температур. Кроме того, следует отметить, что за исключением 
NE8-центров в алмазе, испускающих фотоны на длине волны 800 нм, ра-
бочие частоты таких источников не соответствуют окнам прозрачности 
оптических волокон или атмосферы.  

3.3. Источники на основе нелинейных оптических явлений 
В основе работы таких источников лежит генерация пар фотонов в 

процессе спонтанного параметрического рассеяния (СПР) или четырех-
волнового смешения, сопровождаемая детектированием одного из фото-
нов в паре (холостого), по факту которого открывается затвор на выходе 
источника (рис. 1).  Факт детектирования однозначно говорит о наличии 
 

 
Рис. 1. Схема однофотонного источника на основе СПР 

 

второго фотона (сигнального), поэтому такие источники являются источ-
никами с оповещением (heralded source). Поскольку пары фотонов рожда-
ются в случайные моменты времени, источник получается недетермини-

ρвых 
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рованным. Кроме того, всегда имеется вероятность рождения большего 
числа фотонов. Вклад этих многофотонных состояний можно уменьшить 
за счет понижения скорости генерации и/или с помощью использования 
детектора, разрешающего число фотонов. 

В случае четырехволнового смешения возникает проблема с раманов-
ским рассеянием, для подавления которого необходимо охлаждать нели-
нейную среду. Поэтому в настоящее время наиболее перспективными счи-
таются источники на основе СПР. В качестве нелинейных сред предлага-
ется использовать диэлектрические волноводы с периодической модуля-
цией нелинейности. Такой подход согласуется с интегральной оптикой, 
позволяет достичь высокой спектральной яркости (порядка 106—107 фо-
тон/(c⋅нм⋅мВт), что на два порядка превышает яркость СПР в нелинейных 
кристаллах) и генерировать фотоны в одну пространственную моду. Ти-
пичные значения спектральной ширины СПР в волноводе — несколько 
нанометров. Использование резонатора позволяет сузить спектр до сотен 
мегагерц и меньше, одновременно повышая спектральную яркость (так, в 
работе [51] она составляла 17 фотон/(с⋅МГц⋅мВт)), и позволяет управлять 
формой однофотонного импульса посредством импульса накачки [52].  
В работах [53, 54] был предложен еще один перспективный метод суже-
ния спектра (до единиц гигагерц), основанный на генерации фотонов в 
противоположных направлениях. Такая генерация возможна при соответ-
ствующей пространственной модуляции нелинейности. При этом сущест-
венно снижается частотная корреляция сигнального и холостого полей, 
что является важным условием генерации чистых однофотонных состоя-
ний в режиме СПР [55].  Объединение двух методов сужения спектра по-
зволяет теоретически достичь генерации в одну моду резонатора без ис-
пользования дополнительных фильтров [56]. 

Основными достоинствами источников на основе СПР являются воз-
можность генерации фотонов в широком диапазоне частот и функциони-
рование при комнатных температурах. Недостатки: случайный характер 
генерации и ненулевой вклад многофотонных состояний. Повысить де-
терминированность источника и одновременно понизить вклад многофо-
тонных состояний можно с помощью пространственного [57—59] или 
временнóго [60, 61] мультиплексирования нескольких процессов СПР (ис-
точников) и использования детекторов, разрешающих число фотонов. 
Пространственное мультиплексирование означает параллельную генера-
цию пар фотонов в нескольких нелинейных средах с возможностью детек-
тирования холостого фотона от каждой пары и извлечения соответствую-
щего ему сигнального фотона (рис. 2). Степень мультиплексирования N в 
этом случае равна числу используемых нелинейных сред. С точки зрения 
потерь наиболее оптимальной схемой маршрутизатора является система 
переключателей типа 2 × 1, число которых логарифмически зависит от 
степени мультиплексирования [58]. 
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Рис. 2. Схема пространственного мультиплексирования 

 
Временнóе мультиплексирование сводится к тому, что для генерации 

одного фотона используется серия импульсов накачки, а сигнальные фо-
тоны проходят через управляемую оптическую линию задержки (ОЛЗ) 
(рис. 3). Степень мультиплексирования определяется как число возбуж-
дающих импульсов, действующих последовательно на одну и ту же нели-
нейную среду, которые используются для получения одного фотона на 
выходе. В качестве управляемой ОЛЗ можно использовать систему опто-
волоконных колец разной длины и переключатели типа 2 × 2. Среднее 
число прохождений фотона через переключающие элементы в такой сис-
теме (основные источники потерь) логарифмически зависит от степени 
мультиплексирования [61]. В качестве ОЛЗ можно использовать и оптиче-
скую квантовую память [62, 63]. 

 
Рис. 3. Схема временнóго мультиплексирования 

 
В настоящее время экспериментально реализовано временнóе мульти-

плексирование [64, 65] и пространственное мультиплексирование [66] с 
использованием детекторов, не разрешающих число фотонов. В работе 
[67] представлена управляемая линия задержки, имеющая оптимальную 
схему переключения, которая позволяет менять время задержки от 12,5 нс 
до 12,5 мкс со средним пропусканием 65 %.  

 

  ρвых 

ρвых 

Маршрутизатор + затвор 
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3.4. О возможностях временнóго и пространственного 
мультиплексирования 

Рассмотрим однофотонный источник на основе СПР, в котором одно-
временно используются методы временнóго и пространственного мульти-
плексирования. Оценим максимальную эффективность источника, кото-
рую можно получить при типичных условиях эксперимента.  

Оператор плотности поля на выходе можно записать в виде 

 ( ) ( )вых 1 0 0 ,
n n

P n P n n n
 

ρ = − +  
 
   (3) 

где P(n) — вероятность обнаружить n-фотонное состояние на выходе ис-
точника после одного цикла мультиплексирования (n > 0). В случае гене-
рации в одну пространственно-временную моду сигнального и холостого 
полей вектор состояния поля СПР имеет вид 

 ( ) ( )СПР 0 10 0 1 1 , th ch ,
n

s i s i nс c c r rψ = + + =     (4) 

где индексы s, i соответствуют модам сигнального и холостого полей, а 
r — параметр накачки. Пусть pn — вероятность фотоотсчета при взаимо-
действии детектора с n-фотонным состоянием. В случае детектора, не раз-
решающего число фотонов, pn = 1– (1 – η)n, где η — эффективность детек-
тора. Нетрудно показать, что вероятность триггерного импульса (опове-
щения) после воздействия одного импульса накачки  

 ( ) 2 2
триг триг триг 1 1 2 21 1 , .

MMP P P p c p c= − − = + +  (5) 

Здесь M — степень пространственного мультиплексирования. Пусть цикл 
временного мультиплексирования состоит из N импульсов накачки, разде-
ленных интервалом времени T. Если пара фотонов генерируется во время 
i-го импульса, то осуществляется задержка сигнального фотона на время 
(N – i)T. Таким образом, любой сигнальный фотон, который генерируется 
в пределах цикла, испускается так, как будто он был сгенерирован по-
следним импульсом накачки. Допустим, что выходным фотоном является 
тот, который соответствует последнему за цикл триггерному импульсу, 
что, очевидно, соответствует наименьшим потерям. Тогда можно пока-
зать, что 

 

( ) ( )2
триг триг
M

n nP n p c P P= ×

( ) ( ) ( ) ( )ПЭ 2, log
триг ОЛЗ ПЭ

1

1 .
N N i N i N i N MM

i

P
− − +

=
× − η η  

(6) 

Здесь ηОЛЗ — эффективность (пропускание) ОЛЗ за время T, а ηПЭ — эффек-
тивность (пропускание) переключающих элементов, используемых в ОЛЗ и 
в маршрутизаторе. Число прохождений сигнального фотона через переклю-
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чатели в ОЛЗ при заданной задержке (N – i)T обозначается как NПЭ(i, N). 
Если, например, ОЛЗ состоит из трех колец, задерживающих на время a0T, 
a1T и a2T, так что N – i = A0a

0 + A1a
1 + A2a

2, то NПЭ(i, N) = A0 + A1 + A2 + 3. 
Число прохождений сигнального фотона через переключатели в маршру-
тизаторе принимается равным log2 M.  

Формула (6) записана без учета перераспределения чисел фотонов в 
ОЛЗ [59], влияние которого мало. В частных случаях одного лишь 
временнóго или пространственного мультиплексирования формула (6) 
сводится к результатам, полученным ранее в работах [60, 61]. 

Теперь можно вычислить все основные характеристики однофотонно-
го источника. В частности, эффективность, т. е. вероятность генерации 
однофотонного состояния за один цикл мультиплексирования, E = P(1), 

а автокорреляционная функция поля вычисляется как ( ) ( )2 0g =  

( )( ) ( ) ( )2
1P n n P n n n

−
′ ′= −  , где ( ) ( ) ( )/P n P n P n′ =  . На рис. 4 

показана зависимость этих величин от среднего числа фотонов в поле СПР 

( )2 1n r P≈ ≈  за один цикл мультиплексирования при ожидаемых в экс-

перименте значениях параметров оптической схемы.  

 
Рис. 4. Зависимость эффективности источника и автокорреляционной функции 

поля от среднего числа фотонов в поле СПР n  за один цикл мультиплексирова-

ния. Результат расчета с помощью формулы (6) при следующих значениях пара-
метров: N = 1000, η = 0,5, ηОЛЗ = 0,999, ηПЭ = 0,9, a = 6 
 

Из рисунка видно, что добавление пространственного мультиплекси-
рования к временнóму оказывается особенно выгодным в случае малых 
значений автокорреляционной функции (порядка 10–3). Эффективность 

M = 16 

M = 1 

E 

( ) ( )2 0g  

n  
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источника при этом получается на четыре порядка выше, чем без мульти-
плексирования, и полностью определяется потерями в сигнальном канале, 
минимизация которых является основной технической задачей при разра-
ботке источников данного типа. Важно отметить, что наибольшая эффек-
тивность достигается при оптимальном значении параметра a, зависящем 
от степени временного мультиплексирования и не обязательно равном 
двум. В данном случае 1000N =  оптимальным оказывается a = 6. 

* * * 
На сегодняшний день спонтанное параметрическое рассеяние остается 

наиболее простым и широко используемым способом генерации однофо-
тонных и перепутанных двухфотонных состояний электромагнитного по-
ля, позволяя получать узкополосные спектрально ограниченные импульсы 
при комнатной температуре и изменять их несущие частоты в широком 
диапазоне. Серьезной проблемой является случайный характер генерации. 
Чтобы сделать такие источники более детерминированными, необходимо 
использовать мультиплексирование. Стандартные технологические реше-
ния, основанные на электрооптических переключающих устройствах, хотя 
и позволяют увеличить эффективность источника на четыре порядка, но 
обладают пока слишком высокими потерями. С другой стороны, реализа-
ция дальнодействующей квантовой связи или полноценных квантовых 
вычислений требует использования не только высокоэффективных источ-
ников, но и высокоэффективной оптической квантовой памяти, являю-
щейся, в сущности, управляемой оптической линией задержки. Поэтому 
перспективным решением проблемы может оказаться интеграция спон-
танного параметрического рассеяния с системами записи и воспроизведе-
ния квантовых состояний света.  

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 12–02–00651. 
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ТРЕХМЕРНЫЕ СТРУКТУРЫ 
В ИЗОТРОПНОМ ФЕРРОМАГНЕТИКЕ 

А. Б. Борисов, Ф. Н. Рыбаков 

Одна из главных особенностей развития современной теоретической 
физики — успешное проникновение в область существенно нелинейных 
явлений и процессов. Магнитные системы были и остаются наиболее 
удобными объектами для исследования нелинейных эффектов и образова-
ния пространственных структур. Во-первых, существует большое разно-
образие магнетиков с различными макроскопическими параметрами и 
характером нелинейности среды сравнительно легко можно управлять 
внешними полями. Во-вторых, многие магнитные системы достаточно 
детально описываются нелинейными феноменологическими универсаль-
ными уравнениями. В связи с широким техническим применением маг-
нитных материалов уже в 30-х годах XX века было начато систематиче-
ское теоретическое изучение динамики и структуры нелинейных состоя-
ний в них. Такие состояния позднее были названы солитонами. В эти годы 
были теоретически предсказаны и экспериментально обнаружены одно-
мерные магнитные солитоны — стенки Блоха и Нееля. Несколько позднее 
были исследованы двумерные структуры — доменные стенки сложной 
внутренней структуры [1]. 

В этой статье исследованы трехмерные структуры в ферромагнетике. 
Она спланирована следующим образом. В первом разделе мы обсуждаем 
топологическую классификацию трехмерных магнитных структур. Далее 
во втором разделе получен широкий класс решений трехмерных статиче-
ских уравнений Ландау —  Лифшица изотропного ферромагнетика. Спе-
циальными подстановками исходные уравнения модели сведены к урав-
нениям с простой геометрической интерпретацией. На этой основе пред-
сказаны новые типы трехмерных структур в ферромагнетике: спиральные 
и кноидальные ежи. Такие текстуры характеризуются двумя целыми чис-
лами Q, S. Отметим, что обменная энергия ферромагнетика пропорцио-
нальна объемной энергии нематика в одноконстантном приближении. По-
этому предсказанные структуры могут качественно описывать трехмер-
ные структуры поля директора в нематиках (определенного с точностью 
до знака), если величины Q, S будут одновременно принимать полуцелые 
значения. В конце изложены результаты расчета трехмерных топологиче-
ских солитонов с ненулевым инвариантом Хопфа, внутренняя структура 
которых представляет собой зацепления вихревых колец. 

 
1. Топология трехмерных структур ферромагнетика 

 

Будем рассматривать бесконечную во всех трех измерениях ферро-
магнитную среду. Направление вектора намагниченности М, вообще го-
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воря, меняется от точки к точке, но абсолютная величина неизменна и 
равна намагниченности насыщения: М = М0 = const. Таким образом, на-
магниченность выражена единичным векторным полем:  

 2
0= , = 1.MM n n  (1) 

Допустимое множество значений вектора n образует единичную сферу, 
которую мы будем обозначать 2 .spin  Направление вектора задается парой 

углов — полярным Θ = Θ(x, y, z) и азимутальным Φ = Φ(x, y, z):  

 = ( , , ) = (sin cosΦ, sinΘ sinΦ, cos ).x y zn n n Θ Θn  (2) 

 
1.1. Точечные особенности 

 

Если векторное поле n(r) всюду непрерывно, за исключением некото-
рых точек, в которых вектор n не определен, то принято говорить, что 
ферромагнетик содержит точечные особенности. Будем рассматривать 
поля, точечные особенности которых локализованы в пространстве, т. е. 
все особые точки можно окружить сферой конечного радиуса. Оказывает-
ся, что такие состояния могут существенным образом отличаться одно от 
другого, если относятся к различным гомотопическим классам. Каждый 
такой класс формируют гомотопные отображения  f сферы на сферу  

 2 2: .spinf →   (3) 

Совокупность всех этих классов образует гомотопическую группу 2
2 ( ),π   

которая изоморфна группе целых чисел:  

 2
2 ( ) = .π    (4) 

Такая классификация является не просто формализацией, но несет вы-
раженный физический смысл. Полю n можно сопоставить целое число 
Q — топологический индекс — из множества 0, ±1, ±2, ±3 и т. д. Окружим 
все сингулярные точки сферой. Пусть поле вне этой сферы заморожено 
(т. е. не может изменяться), а внутри сферы поле можно перестраивать 
любым образом (даже с разрывами). Оказывается, что если Q = 0, то поле 
внутри можно перестроить так, что в результате поле n  станет непрерыв-
ным во всем пространстве. А если Q ≠  0, то подобное невозможно, однако 
можно добиться того, чтобы осталась только одна сингулярная точка. 
Иными словами, можно сказать, что сингулярная точка неустранима в 
любом конечном объеме. 

Теперь необходимо пояснить, чем отличаются конфигурации с раз-
личными индексами Q, даже если оба индекса ненулевые. Итак, рассмот-
рим две полевые конфигурации, такие, что Qa ≠  Qb. Для каждой конфигу-
рации окружим все сингулярные точки сферой с радиусом Ra = Rb = R. 
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Тогда путем непрерывной деформации полей с внешней стороны сфер 
невозможно добиться того, чтобы в этой внешней области оба поля стали 
неразличимы между собой. 

Из (4) следует групповое свойство: топологический индекс может 
быть установлен для каждой отдельной точечной особенности, а топологи-
ческий индекс совокупности этих особенностей будет равен суммарному. 

Топологический индекс удобно вычислять следующим образом. Ок-
ружим особенность сферой. Перейдем в сферическую систему координат 
( , , )r ϑ ϕ , центр которой совмещен с центром сферы. Топологический ин-

декс равен степени отображения [2] этой сферы на сферу 2 :spin  

 
1

= [ ] .
4 ' 'Q d dϑ ϕ⋅ × ϑ ϕ

π  n n n  (5) 

 
1.2. Континуальные солитоны 

 

Теперь рассмотрим случай, когда поле n определено и непрерывно во 
всем пространстве. Что соответствует топологическому сектору Q = 0, где 
вдобавок все особенности аннигилировали. Положим, что такая ситуация 
не случайна, а есть физические причины, препятствующие появлению 
особенностей. Простейшим состоянием такой системы является однород-
ное:  

 0( ) = = const.n r n  (6) 

На фоне однородного состояния могут существовать трехмерные со-
литоны. Для таких локализованных состояний конфигурация поля на бес-
конечном удалении будет оставаться неизменной:  

 0( ) ( ).r→ → ∞n r n  (7) 

Континуальные векторные поля, отвечающие условиям (1), (7), могут 
опять же относиться к различным гомотопическим классам. Ввиду того, 
что все бесконечно удаленные точки трехмерного пространства здесь эк-
вивалентны (7), имеет место стереографическая проекция из 3-сферы и  

 3 3{ } .∞ ↔   (8) 

То есть возникает взаимно однозначное соответствие между всеми точка-
ми трехмерного пространства с бесконечностью и трехмерной сферой в 
четырехмерном евклидовом пространстве. Поле n всюду определено, и 

каждой точке 3-сферы отвечает свое значение — точка на сфере 2 .spin  

Имеет место отображение  

 3 2: .sping →   (9) 
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Соответствующая группа тоже изоморфна группе целых чисел:  

 2
3 ( ) = .π    (10) 

Конструкции (9) существенно сложнее, нежели (3). Пример такого рас-
слоения был впервые найден Х. Хопфом в 1931 году. 

Если соответствующий топологический индекс H равен нулю, то поле 
n  посредством непрерывной деформации можно превратить в однородное 
состояние (6). Если H ≠  0, то такое проделать невозможно и солитон явля-
ется хопфионом и представляет собой топологический узел, развязать ко-
торый невозможно в конечном объеме. Узлы с разными индексами невоз-
можно непрерывно деформировать так, чтобы узлы стали неразличимы. 
Если несколько узлов слились в один, то результирующий индекс равен 
сумме исходных. 

Топологический индекс может быть вычислен по формуле Уайтхеда [3]:  

 2

1
= ,

(8 )
H d− ⋅

π F A r  (11) 

где поле A таково, что  rot A = 2F,  

 = [ ].i ijk j kF ∈ ⋅ ∂ × ∂n n n  (12) 

Вычисление по формуле (11) осложнено тем, что необходимо восста-
новить поле A по его ротору. 

Существует и более практичный способ определения H. Необходимо 
задаться двумя фиксированными различными значениями вектора n, ис-
ключая значение n0. Затем необходимо выделить в пространстве все точки, 
в которых направление вектора совпадает с заданными. Если результатом 
будут две замкнутые кривые, то коэффициент их зацепления равен H [4]. 

 
2. Трехмерные структуры ферромагнетика 

 

Энергия гейзенберговского ферромагнетика  

 
( ) ( ) ( )

22 2

= = .
2 2 2

y ix i z i

E E Ex y z

E d d d d
∂∂ ∂

+ +   
nn n

r r r r
  

  (13) 

Динамика описывается уравнением Ландау — Лифшица  

 2= , = 1.
t

∂ δ × ∂ δ 

n n n
n


 (14) 

В стационарном случае получаем  

 2[ ] = 0, = 1.× Δn n n  (15) 
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2.1. Ежи и линейные особенности 
 

В этом подразделе мы опишем в аналитическом виде новые типы 
трехмерных текстур в обменном приближении. 

Наиболее известными трехмерными магнитными структурами явля-
ются точки Блоха, или так называемые ежи (рис. 1). Такие трехмерные 
точечные дефекты экспериментально обнаружены в ферромагнетиках, где 
они разделяют два участка линии Блоха c различной магнитной полярно-
стью или разным направлением поворота намагниченности [1]. Образова-
ние точек Блоха наиболее благоприятно в областях порядка магнитной 
длины, где обменная энергия (13) значительно превышает энергию анизо-
тропии и магнитостатическую энергию. 

 

 
а б 

 

Рис. 1. Распределение намагниченности в трехмерной структуре типа ежа: 
а — топологический заряд Q = 1; б — Q = –1 

 
Конфигурациям типа ежа отвечает (c точностью до поворотов и отра-

жений) частное решение уравнений (15): 

 2 2 2= , = = .r x y z
r

+ +rn r  (16) 

Топологический заряд Q  ежа можно рассчитать по формуле (5), и для 

(16) получаем Q = 1 [5]. 
Поле n, как любое векторное поле, может быть представлено в виде 

суммы безвихревого и соленоидального поля. Поле ежа безвихревое: 
= ,r∇n  хотя в каждой плоскости, проходящей через начало координат, 

оно описывает двумерный вихрь. 
Обсудим процедуру интегрирования уравнений (15), которая позволит 

найти широкий класс точных аналитических решений модели и предска-
зать новые типы трехмерных структур в ферромагнетике [6]. 
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В угловых переменных уравнения (15) переписываются в виде  

 2 2sin 2
= ( ) , (sin ) = 0.

2

ΘΔΘ ∇Φ ∇ Θ ∇Φ  (17) 

Положим поле Θ(r) локально зависящим от вспомогательного поля 
a(r): Θ(a(r)). Тогда непосредственными вычислениями нетрудно убедить-
ся, что из уравнения  

 
sin 2 ( )

( ) = ,
2

a
a

Θ′′Θ  (18) 

 2 2= 0, = 0, ( ) = ( ) , = 0,a a aΔ ΔΦ ∇ ∇Φ ∇ ∇Φ  (19) 

для полей Θ(a), a(r), Φ(r) следуют уравнения (17). Такой анзац приводит, 
как мы увидим ниже, к широкому классу решений неинтегрируемого 
уравнения (15), но не исчерпывает полное многообразие решений. Век-
торные поля ( )a∇  и ( )∇Φ  являются нормалями к поверхностям a = const  

и Φ = const и с геометрической точки зрения решение системы (19) опре-
деляет новую задачу дифференциальной геометрии: найти в трехмерном 
пространстве две ортогональные гармонические (Δa = 0, ΔΦ = 0) коорди-
натные поверхности с равными длинами нормалей. 

Для решения системы (19) введем комплексные переменные X = x + iy, 
Y = x – iy и запишем искомую систему в виде двух уравнений  

 2
, , , , ,4 = 0, 4 = 0XY zz X Y zΩ + Ω Ω Ω + Ω  (20) 

для комплексной функции Ω = a + iΦ. Исключение Ω,z из последнего 
уравнения и подстановка этого выражения в первое приводит к уравнению 
второго порядка для двух независимых переменных  

 2 2
, , , , , , ,2 = 0.XX Y YY X XY Y XΩ Ω + Ω Ω − Ω Ω Ω  (21) 

Оно является пределом знаменитого уравнения минимальных поверхно-
стей  

 ( ) ( )2 2
, , , , , , ,2 1 1 = 0X XY Y XX Y X YY− Ω Ω Ω + Ω Ω + + Ω + Ω  (22) 

при больших значениях частных производных. Это общековариантное  
(к преобразованиям Ω → f (Ω) c произвольной функцией  f ) уравнение 
заменой Ω,Y = ГΩ,X  сводится к гидродинамическому уравнению типа 
Хопфа в комплексных переменных. В результате такой замены уравнения 
(20) редуцируются в систему уравнений  

 , , , ,= , = 2 ,Y X z XiΩ ΓΩ Ω ΓΩ  (23) 

где поле Γ  удовлетворяет замкнутой системе уравнений  

 , , , ,= , = 2 .Y X z XiΓ ΓΓ Γ ΓΓ  (24) 

Последнее уравнение является условием совместности системы (23). 
С помощью масштабных преобразований можно показать, что при посто-
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янном значении поля Г решение системы (23) зависит только от двух про-
странственных переменных. При Г ≠ const из (23) и (24) сразу следует, что 
поле Ω является аналитической функцией поля Г:  

 = ( ),FΩ Γ  (25) 

а поле ( , , )X Y zΓ  определяется решением неявного уравнения  

 ( , 2 ) = 0G X Y i zΓ + Γ + Γ  (26) 

c произвольной функцией G. Отметим, что прообразу точки (Θ = const, 

Φ = const) на сфере 2
spin  отвечает постоянное комплексное число Γ  и, 

следовательно, согласно (26) — прямая линия в трехмерном пространстве. 
Поэтому для найденных решений, в отличие от хопфионов, коэффициент 

зацепления образов для прообразов двух точек на сфере 2
spin  равен нулю. 

Как и в гидродинамике несжимаемой жидкости, решения (25) и (26) в 
общем случае неоднозначны. Далее проанализируем многообразие реше-
ний, когда поле Г(X, Y, z) определяется уравнением 2 = 0.X Y i z+ Γ + Γ  

В этом случае Ω есть аналитическая функция  

 = ( ), = tg exp( )
2

F i
ϑΩ ω ω ϕ  (27) 

(или антианалитическая функция Ω = F(ω*)) комплексной переменной 
ω — стереографической проекции сферы единичного радиуса в трехмер-
ном пространстве. Выберем решение (18) в виде решетки солитонов  

 cos = sn , (0 < < 1).
a

k k
k

 Θ  
 

 (28) 

В простейшем (солитонном) случае Θ = 2arctg(exp a) при k = 1. Тогда 

комплексное поле = tg exp( )
2

i
ΘΨ Φ  равно exp(Ω) и Ψ удовлетворяет урав-

нению дуальности Φω* = 0. При Ω = ln ωQ такие решения описывают ежи с 
топологическим зарядом Q: 

 ( )( )= 2arctg tg / 2 , = ,
Q

QΘ ϑ Φ ϕ  (29) 

которые были получены из уравнений дуальности в [7]. 
В случае k ≠ 1 зададим Ω потенциалом вихреисточника: Ω = a + iΦ = 

= (α + iβ)ln ω (α, β ∈ ). В отличие от структуры ежа (16) либо (29), пред-

ставляющего точечный дефект с сингулярными значениями производных 
полей намагниченности в начале координат, текстура (28) представляет 
линейный дефект с сингулярной нитью x = y = 0. При обходе вокруг линии 
сингулярностей из требования однозначности намагниченности следует, 

что изменение поля Φ должно быть равно 2πQ (Q ∈ ), а изменение δa 
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поля a: δa = 4kKS (S ∈ , K = K(k) — полный эллиптический интеграл 

первого рода) — определено периодом 4K эллиптической функции  
sn(u, k). Тогда линейный дефект характеризуется целочисленными значе-
ниями S, Q, и выражение для его z-компоненты намагниченности и азиму-
тального угла имеет следующий вид: 

 
2 K

cos = sn ln tg , ,
2

Q S
k

k

ϑ Θ − ϕ π 
 (30) 

 
2 K

= ln tg .
2

kS
Q

ϑΦ ϕ +
π

 (31) 

Целочисленный индекс Q является топологическим зарядом лишь в слу-
чае (29), но с появлением сингулярной нити нет места гомотопиям (3). 

Случаю S = 0 соответствует магнитная структура — кноидальный еж, 
который состоит из бесконечной совокупности доменов (рис. 2, а). Плот-
ность энергии кноидального ежа расходится при sin 0,ϑ →  и интеграл (13) 
(как и в случае вихревого кольца в сверхтекучей жидкости) должен быть 
обрезан на значениях sin / ,a Lϑ   отвечающих атомным расстояниям а. 
С логарифмической точностью имеем  

 

/ 22
2

2
0 /

2
2

2

2 1 2dn ln tg ,
22 sin

2 E 2
1 2 ln ,

K

L a L

a L

Q Q
E dr k k d

kk

Q L
k L

ak

π−  ϑ  π − + ϑ  ϑ   

π  − + 
 

  



 (32) 

где L — размер системы, L >> a. 

а б 

Рис. 2. Распределение nz в структуре линейных дефектов, в плоскости 
z = 3 (k = 0,3, Q = 1): а — кноидальный еж, S = 0; б — спиральный еж, S = 2 
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При S ≠ 0 z-компонента намагниченности принимает постоянное зна-
чение на винтовых поверхностях, образующих логарифмические спирали 
(S — число «рукавов») в плоскостях z = const (рис. 2, б), качественно сов-
падающие со спиральными вихрями в двумерном ферромагнетике [8]. 
Различные частные решения и общее однозначное решение для системы 
взаимодействующих спиральных ежей подробно изложены в [9]. 

Описанные выше спиральные трехмерные структуры могут зарож-
даться на линейных дефектах немагнитной природы. 

 
2.2. Хопфионы 

 

Все сингулярные структуры предыдущего подраздела не содержат 
размерного параметра и не изменяются при равномерном сжатии или рас-
тяжении: n(r) = n(λr). Перейдем теперь к обсуждению континуальных 
солитонов, для которых поле n не содержит особенностей. Структура 
слоений Хопфа такова, что всегда можно определить параметр размера — 
некоторое расстояние d. Например, пусть d — наибольшее расстояние 
между точками трехмерного пространства, отвечающими значению векто-
ра n = –n0. Для хопфиона множество таких точек всегда образует замкну-
тую линию, и в простейшем случае это окружность, а d — ее диаметр. То 
есть, в отличие от ежа, хопфион «чувствителен» к сжатию, и его энергия  

2 2
( ) ( )1 1 1 1

= { ( )} = = ( ) = .
2 2 ( )

i i

j j

E E d d Eλ
   ∂ λ ∂ λ

λ λ      ∂ λ ∂ λ λ   
 

n r n r
n r r r

r r
 (33) 

Для текстуры, зависящей от  r  и удовлетворяющей уравнениям Эйлера — 
Лагранжа, должно выполняться условие 

 
=1

= 0.
dE

d
λ

λλ
 (34) 

Ввиду того что обменная энергия неотрицательна, это возможно лишь в 
единственном тривиальном случае однородной конфигурации (6). Поэто-
му минимизация функционала (13) приводит только к масштабно-
инвариантным структурам, описанным в подразд. 2.1. В изотропном фер-
ромагнетике невозможно существование статического хопфиона. Это об-
стоятельство вынуждает подходить к изучению узловых состояний с по-
зиций динамики. 

Уравнение (14) допускает решения для солитонов постоянного про-
филя [10], движущихся равномерно с одновременной однородной прецес-
сией вектора намагниченности:  

 s( , , , ) = ( , , ),x y z t x y z VtΘ Θ −  (35) 

 s( , , , ) = ( , , ) .x y z t x y z Vt tΦ Φ − + ω  (36) 
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Здесь для определенности считаем, что солитон движется вдоль оси z и  
n0 = (0, 0, 1). В нулевой момент времени поле n = n(r, t)t = 0 доставляет 
экстремум функционалу  

 = ,F E N VP− ω + (37) 
где N — число магнонов:  

 = (1 ) ,zN n d− r  (38) 

а P — импульс поля, в форме Папаниколау — Томараса [11]:  

 [ ]( )1
= .

2 x z y zP x y d − ⋅ ∂ × ∂ + ⋅ ∂ × ∂  n n n n n n r  (39) 

Уравнения движения даже в случае аксиальной симметрии  

 s s= ( , ), = ( , ) ,r r N NΘ θ ϑ Φ φ ϑ + ϕ ∈  (40) 

представляют собой существенно нелинейную систему в частных произ-
водных и в настоящее время неразрешимы аналитически. 

Один из основных принципов численного решения задачи сводится к 
поиску минимума (13) при фиксированных интегралах движения 

 1= const ,N  (41) 

 2= const .P  (42) 

Частота прецессии и скорость определяются из дифференциальных соот-
ношений  

 = , = .
P N

E E
V

N P

∂ ∂ω −
∂ ∂

 (43) 

Приведем формулы (43) к более практичному виду. Для этого вновь 
воспользуемся преобразованиями масштаба. Интеграл (39) инвариантен к 
преобразованиям n(x, y, z) → n(x, y, λz), а (38) — к преобразованиям 
n(x, y, z) → n(λx, λy, λ–2z). Тогда  

 

=1

{ ( , , )}
= ,

{ ( , , )}

x y z
E x y z E E E

NN x y z
λ

∂ λ + −∂λω =
∂ λ

∂λ

n

n
 (44) 

 

2

2

=1

{ ( , , )} 2
= = .

{ ( , , )}

x y z
E x y z E E E

V
PP x y z

−

−

λ

∂ λ λ λ + −∂λ−
∂ λ λ λ

∂λ

n

n
 (45) 

Первые численные решения с H = 1 были получены в работе [12] ме-
тодом минимизации функционала энергии (13) при ограничениях (41) и 
(42), на дискретной сетке, с фиксированием векторов на границах прямо-
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угольной области моделирования. При этом предполагалась аксиальная 
симметрия (40), и система тем самым редуцировалась к двумерной. Позднее 
прямые трехмерные расчеты показали [13], что такие хопфионы достаточно 
стабильны к возмущениям, нарушающим аксиальную симметрию (40). 

В основе разработанного нами вычислительного алгоритма лежит ме-
тод сопряженных градиентов с аддитивными квадратичными штрафными 
функциями для учета связи n2 = 1 и ограничения (42). Эквивалентная 
форма в конечных разностях для ограничения (41) представляет собой 
единственное линейное уравнение, учесть которое особенно просто дейст-
вием соответствующего линейного оператора на каждой итерации [14]. 
Такие же принципы лежали в основе наших расчетов тороидальных хоп-
фионов в одноосном ферромагнетике [15, 16]. 

Переход к прямым трехмерным вычислениям для функционалов, об-
разованных из нелинейной сигма-модели, представляет собой ресурсоем-
кую задачу, требующую применения суперкомпьютеров [13]. Другая воз-
можность — использовать технологию массивных параллельных вычис-
лений на графических процессорах видеокарт (GPU). Привлечение GPU 
для прямых вычислений позволяет многократно повысить быстродействие 
ряда параллельных алгоритмов. При этом основной проблемой является 
написание аппаратно-ориентированных сильно оптимизированных парал-
лельных программ. Оригинальный алгоритм был нами реализован на ар-
хитектуре Nvidia CUDA [17]. 

На рис. 3 приведены результаты прямого трехмерного расчета хоп-
фиона H = 1. Вычисления были проведены на сетке 256 × 256 × 64 с не-
равномерной плотностью точек. В качестве начального состояния выбира-
лись конфигурации, предложенные в [16], но добавлялась небольшая дефор- 

 

 
а б 

Рис. 3. Рассчитанный в ограниченной прямоугольной области хопфион с тополо-
гическим зарядом H = 1: а — поверхность, соответствующая значению Θ = 0,8π; 

б — зацепляющиеся прообразы двух точек на сфере 2
spin , для которых Θ = 0,8π 

и Φ1 ≠  Φ2    

z z 

y x x y 
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мация в области x > 0 для нарушения аксиальной симметрии. Как и в ра-
боте [13], в результате вычислений солитон с H = 1 стабилизировался и 
принимал тороидальную форму, нарушения аксиальной симметрии само-
устранялись. 
 

 
Рис. 4. Фрагменты последовательных во времени (слева направо) конфигураций 
для вычислений из начального состояния с H = 2: верхний ряд — поверхности, 
отвечающие значению Θ = 0,8π; нижний ряд — прообразы двух точек на сфере 

2
spin , для которых Θ = 0,8π  и Φ1 ≠  Φ2  

К настоящему времени вопрос о существовании стабильных хопфио-
нов в изотропном ферромагнетике с H > 1 остается открытым. На рис. 4 
представлены фрагменты расчета, где в качестве начальной конфигурации 
выбиралось слоение Хопфа для H = 2 с соответствующими дважды зацеп-
ленными линиями прообразов точек сферы 2

spin . Налицо нестабильность, 

приводящая к коллапсу. Тем не менее подобные расчеты, вообще говоря, 
не являются доказательством нестабильности. Возможно, например, что 
структура хопфионов с высшими топологическими числами пространст-
венно сильно неоднородна и плотности дискретной сетки (максимально 
достижимой для данного алгоритма ввиду аппаратных ограничений) про-
сто недостаточно. 
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ДИНАМИКА ЛАЗЕРОВ КЛАССА D  
НА БОЗЕ-ЭЙНШТЕЙНОВСКОМ КОНДЕНСАТЕ, 
СУБМОНОСЛОЙНЫХ КВАНТОВЫХ ТОЧКАХ 

И ДРУГИХ ЭКЗОТИЧЕСКИХ АКТИВНЫХ СРЕДАХ 

Вл. В. Кочаровский, П. А. Калинин, Е. Р. Кочаровская, 
В. В. Кочаровский 

Введение. Почему лазеры класса D? 
Первые лазеры были созданы более полувека назад. С тех лет и до на-

стоящего времени бессменным элементом конструкции лазера является 
достаточно высокодобротный резонатор (см., например, [1—3]). Именно 
он обеспечивает сфазированное излучение значительной части активных 
центров в образце с инверсной населенностью уровней рабочего перехода, 
подавляя низкокогерентное усиленное спонтанное излучение (суперлю-
минесценцию), связанное с волнами непрерывного спектра, и подчеркивая 
высококогерентное индуцированное излучение, обусловленное дискрет-
ными модами поля резонатора. Малое время жизни (Т2) высокочастотных 
колебаний поляризации отдельных активных центров в имеющихся уси-
ливающих средах не позволяет, как правило, преодолеть порог лазерной 
генерации при использовании низкодобротных резонаторов, в которых 
время жизни фотона (высокочастотных колебаний электромагнитного по-
ля, ТЕ) значительно меньше времени жизни поляризации:  

 2.ET T  (1) 

(Не путать поляризацию активного центра, т. е. амплитуду колебаний его 
высокочастотного дипольного момента, с ориентацией векторов этого мо-
мента и действующего на него электрического поля, которые для просто-
ты полагаем линейно поляризованными.) 

Тем не менее успехи современной технологии, особенно в области 
полупроводниковых гетероструктур, не оставляют сомнений в том, что в 
ближайшее время будут созданы плотные ансамбли активных центров, 
допускающие лазерную генерацию при выполнении условия (1). В таких 
системах, с одной стороны, отсутствует излишнее, порой нежелательное 
накапливание поля в резонаторе, а с другой стороны, могут формиро-
ваться экзотические многочастичные состояния активных центров бла-
годаря их коллективному взаимодействию с самосогласованным полем. 
Подобные ансамбли интересны не только с фундаментальной, но и с 
практической точки зрения, например, для сверхбыстрой параллельной 
обработки информации в оптической системе сильно взаимодействую-
щих центров. Ниже будет показано, в частности, что изменение пара-
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метров последних наряду с изменением параметров накачки и резонато-
ра позволяет в широких пределах управлять формой импульсов и спек-
трально-корреляционными свойствами генерируемого излучения. 

Благодаря добротным колебаниям поляризации активных центров, в 
общем случае имеющих различные частоты в среде с неоднородным уши-
рением спектральной линии, число степеней свободы в лазерной системе 
при выполнении условия (1) многократно возрастает [3, 4]. Оно может 
значительно превышать число мод резонатора, которые задействованы в 
генерации лазера и фактически определяют число его степеней свободы 
как динамической системы при нарушении условия (1). Поэтому в случае 
(1) динамика лазера, особенно с неоднородно уширенной активной сре-
дой, качественно обогащается и, как будет видно, может приводить к 
сложным, но вполне регулярным динамическим спектрам генерации. В 
результате выходящее излучение может быть многопериодическим или 
квазихаотическим, содержащим хорошо коррелированные или, напротив, 
слабо связанные спектральные компоненты, — в общем, весьма разнооб-
разным по спектрально-корреляционным свойствам. Возникающие дина-
мические особенности излучения, прежде всего, связаны с так называе-
мым коллективным спонтанным излучением, или сверхизлучением, ак-
тивных центров [5, 6]. Соответствующие, пока во многом гипотетиче-
ские лазеры часто называют сверхизлучающими, или, в общем смысле, 
лазерами класса D [3, 4]. 

В статье указанные особенности продемонстрированы на примере 
двухуровневой модели лазера [2, 3] с активной средой, находящейся под 
действием однородной непрерывной накачки и однородно заполняющей 
резонатор Фабри — Перо, вдоль которого имеется также распределенная 
обратная связь (РОС) встречных волн. Последняя может быть обусловлена 
брэгговским отражением волн на периодической модуляции диэлектриче-
ской проницаемости ε(z) матрицы активной среды или на гофрировке бо-
ковых стенок резонатора. (За неимением места оставляем в стороне другие 
возможные сверхизлучающие лазеры, например основанные на нелиней-
ном, скажем, рамановском (мандельштам-бриллюэновском), рассеянии 
накачивающих и генерируемых волн [7, 8] или на обратной связи волн 
вследствие рассеяния на случайных неоднородностях активной среды или 
ее матрицы [9, 10].) Предполагаемая для простоты пространственная од-
номерность задачи может быть обусловлена цилиндрической формой ак-
тивного образца с числом Френеля порядка единицы или наличием одно-
модового волновода, в который заключена активная среда. 

Для анализа динамики двухуровневой модели лазера полезно выде-
лить следующие области релаксационных параметров, введенные для слу-
чаев A, B, C в работе [2] и дополненные случаем D в работах [3, 4].  
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Динамические 
классы 

Соотношения между 
скоростями релаксации 

Адиабатически исключаемые 
переменные

A ,E ⊥γ γ γ  Поляризация, инверсия 

B E ⊥γ γ γ    Поляризация 

C E ⊥γ γ γ     

D , E⊥γ γ γ   Эл.-маг. поле, если оно слабое 

 
В большинстве лазеров наименьшей является скорость релаксации ин-

версии населенностей n уровней активной среды (γ = 1/T1). Скорость ре-

лаксации поляризации активных центров (γ⊥ = 1/T2) чаще всего является 
наибольшей, в том числе в большинстве полупроводниковых лазеров, и 
такие лазеры относятся к классу B. Для генерации им необходимы высо-
кодобротные резонаторы, в которых скорость релаксации поля (γE = 1/TE) 
невелика, и поэтому оно (наряду с инверсией активной среды) определяет 
динамику, адиабатически отслеживаемую поляризацией P, т. е. плотно-
стью высокочастотных дипольных моментов активных центров. Собст-
венная динамика поляризации начинает сказываться уже в промежуточ-
ном случае γE ~ γ⊥, т. е. для лазеров класса С (см. о них [3]). Однако пол-
ноценную роль она играет лишь в лазерах класса D, где, впрочем, и дина-
мическая роль электромагнитного поля не является пассивной. Эта роль 
не сводится к адиабатическому отслеживанию поляризации, поскольку 
благодаря сверхизлучению на значительных интервалах времени ампли-
туда поля E настолько велика, что скорость его релаксации в резонаторе γE 
оказывается меньше частоты Раби ωR = dE/, а следовательно, и скорости 

индуцированных переходов между энергетическими уровнями активных 
центров (d — дипольный момент двухуровневого перехода,  — постоян-

ная Планка) [3]. Тогда адиабатическое исключение поля, как правило, не-
возможно, и типичной является нестационарная генерация, причем значи-
тельная часть поля, возникающего в лазере класса D, успевает выходить 
из резонатора (в силу низкой добротности) за время одного прохода его 

длины B  (со скоростью света в среде 0/c ε ). 

1. Основные уравнения и два класса сред с экстремальной 
 пространственно-спектральной плотностью активных центров 

Как известно [4, 6, 11], при инверсии среды однонаправленное сверх-
излучение или суперфлюоресценция возникают при выполнении условия  

 *
2

2
2 21/ 1/ ,сT T T+ν >  (2) 
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а модовое сверхизлучение в лазерах класса D [6, 12] — при выполнении еще 
более сильного условия, нивелирующего волны непрерывного спектра: 

 *
2

2
21/ 1/с ET T T+ν >  (3) 

(см. (1) и (9)). Здесь использована так называемая кооперативная частота 
двухуровневой среды νc = (2πd 2ω 0N0/ε0)

1/2, активные центры которой 

имеют дипольный момент перехода d на частотах вблизи ω 0, ε0 — средняя 
(по резонатору и по частотам генерации) величина диэлектрической про-
ницаемости матрицы активной среды, N0 — концентрация активных цен-
тров, в которых создается инверсия населенностей рабочих уровней. 

Более детальные условия возникновения модового сверхизлучения, 
как и характерные спектры и инкременты мод (представленные на рис. 1 
для случаев однородного и неоднородного уширения на примере чисто 
брэгговского резонатора), получаются из линеаризованных уравнений 
лазерной динамики при заданной инверсии активной среды n. В случае 
однородной среды спектр мод лазера определяется хорошо известными 
дисперсионным уравнением среды и характеристическим уравнением ре-
зонатора. Дисперсионное уравнение является локальным и связывает ком-
плексные отстройки частоты Ω = (ω – ω0)/νc и волнового числа κ = 
= (k – k0)Bc моды в присутствии брэгговского перерассеяния волн. Харак-
теристическое уравнение резонатора диктуется граничными условиями и 
выделяет дискретные волновые числа встречных волн κ, чья суперпозиция 
должна удовлетворять этим граничным условиям: 

 

2
2 2

0 2

,
( )

n

i

 
κ + β = Ω + Ω + Δ + Γ 

 ( ) ( )
2

2 2
0 2

2 22 (1 )
1 e 1 e .

( ) 1 1
i L i Ln R R

i R R
κ κβ κ −Ω + = + + −

Ω + Δ + Γ + +
 

(4) 

 

    
Рис. 1. Типичные зависимости инкрементов Im [Ω] (штриховая линия) и сдвигов 
частоты Re [Ω] (сплошная линия) в одномерном лазере с распределенной обратной 
связью от сдвига волнового числа κ для неустойчивых поляритонных мод в актив-
ной среде с однородным уширением линии (слева) и неустойчивых электромаг-
нитных мод в активной среде с сильным неоднородным уширением (справа)  
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Здесь использованы безразмерные обозначения, указанные ниже (по-
сле уравнений (5)). В левой части второго уравнения фактически стоит 

величина 2 2± κ + β , знаки в которой выбираются согласно решению 

уравнений (4) так, чтобы исключить лишние, нефизические корни. 
Если скорость релаксации поляризации 1/T2 оказывается меньше ин-

кремента моды Im [ω], то задействованные в ней активные центры в про-
цессе развития неустойчивости неизбежно фазируются. Следовательно, 
они излучают коллективно, или, как говорят, сверхизлучают, так что на 
определенном этапе интенсивность их совместного излучения многократ-
но превышает сумму интенсивностей излучения каждого из них. 

В общем случае рассматриваемые лазеры с произвольным соотноше-
нием однородного и неоднородного уширения описываются следующей 
нелинейной системой одномерных уравнений Максвелла — Блоха [4, 6, 
13] для комплексных амплитуд встречных волн поля и поляризации (уко-
роченных с использованием частоты брэгговского резонанса ω 0 и соответ-

ствующего волнового числа 1
0 0 0k c−= ω ε ) 

 
( )0 0 0E = Re ( , )e ( , )e e ,

i tik z ik zA z t A z t+ −
− ω− +  

 ( )0 0 0P = Re ( , , )e ( , , )e e
i tik z ik zP z t P z t+ −

− ω− Δ + Δ  
 

 

и связанных с ними двух компонент плотности инверсии населенностей 

 0
0

2[ ( ) Im ( )e ]( ( ))ik z
zN n n N f = Δ + Δ Δ  

  

(отнесенной, как и поляризация, к центрам из единичного спектрального 
интервала) — плавно неоднородной (n) и промодулированной в простран-
стве (nz) с периодом, равным половине длины волны излучения:  

[ ] 0

0

2

2
( ) ( ) ,a i a i p f d

Δ
± ±− Δ

∂ ∂τ + ± ∂ ∂ζ = β + Δ Δ ΔΣ 

 

[ ] ( )1,*
2 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ,zi p I in a n a± ±∂ ∂τ + Γ + Δ − Φ Δ = − Δ ± Δ 

[ ] ( )* *
1 ( ( ) ) Im ( ) ( ) ,pn n I a p a p+ + − −∂ ∂τ + Γ Δ − = − Δ + Δ

[ ] ( )* *
1 ( ) ( ) ( ) .zn I a p a p− + + −∂ ∂τ + Γ Δ = Δ − Δ

(5) 

Модуляция инверсии с периодом в полдлины волны λ/2 обязана бие-
ниям встречных волн и влияет на брэгговскую селекцию «горячих» мод, 
обусловленную модуляцией лазерного волновода или эквивалентной ей 
пространственной модуляцией диэлектрической проницаемости матрицы 
активного образца с эффективной амплитудой β:   

 0 0Re [1 4 exp(2 )].M iε = ε + β κ ζ  (6) 
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Здесь и ниже используются следующие безразмерные параметры: 

2
2
1

2 / 1cI = ν ω << , / Iβ = β  — действительная амплитуда брэгговской моду-

ляции диэлектрической проницаемости среды (отношение полуширины 
«запрещенной» фотонной зоны к кооперативной частоте), τ = tνc и 

0 /cz cζ = ν ε  — время (нормированное на кооперативную частоту) и про-

дольная координата (нормированная на кооперативную длину 

0 )/ ( / (2 )),c cB c I≡ πλ= ν ε  λ  — длина волны излучения в среде, Г1,2 = 

= 1/(νcT1,2) — безразмерные скорости релаксации инверсии и поляризации, 
p± = P±/(dN0 f(∆)) и a± = A±ε0 /(2πdN0) — безразмерные амплитуды поляри-
зации и поля встречных волн, np — инверсия отдельного двухуровневого 
активного центра, создаваемая непрерывной накачкой, 0 0 ck Bκ = ≡  

0
1 1 /c I−≡ ω ν ≈  — безразмерное брэгговское волновое число, Ф = (ω 0 – 

– ω 21)/νc — нормированная на кооперативную частоту отстройка частоты 
брэгговского резонанса ω 0 от центральной частоты спектральной линии 
активной среды ω 21. Хотя использованное выше время жизни фотона TE в 
«холодном» (т. е. при n = 0) резонаторе во многом определяет динамику 
лазера, он явно в уравнениях не фигурирует. (В системе (5) присутствует 
лишь величина 2 / cΣ = πσ ν , описывающая омические потери поля σ и 

влияющая на время TE). 
Для определенности неоднородное уширение описываем функцией 

Лоренца 2 2
0 0( ) / [ ( )]f Δ = Δ π Δ + Δ , где 21( ) / cΔ = ω − ω ν — нормированная 

отстройка частоты от центральной частоты спектральной линии ω21, 
*

0 21 / ( ).cTΔ = ν  Как будет ясно из дальнейшего, типичный импульс сверх-

излучения формируется группой близких по частоте активных центров, 
излучающих одновременно и сфазированно. Для каждой такой группы 
максимальная спектральная полуширина ∆ν/2 определяется условием ее 

равенства действующей кооперативной частоте cν , вычисленной с уче-

том лишь активных центров из этой группы, т. е. 02 2 / .c cΔν = ν ≅ ν Δ  Эта 

величина cν  и задает минимальную длительность ожидаемых импульсов 

поля 1 / ctΔ ν~ , т. е. 0Δτ Δ~ , почти не зависящую от параметра β  и от ре-

лаксационных времен 1,2T , пока 2t TΔ  , т. е. пока 1
0 2

−Δ Γ  (см. разд. 3.1). 

Ниже для простоты считаем точной настройку брэгговского резонанса 
на центр этой спектральной линии, т. е. полагаем Ф = 0, а также пренебре-
гаем омическими потерями Σ. Для определенности уравнения (5) решаем 
при следующих начальных условиях: n = 1, nz = 0, p± = 10–3, a± = 0. На кра-
ях лазерной гетероструктуры ζ = ±L/2 для резонатора Фабри — Перо гра-
ничные условия соответствуют отношению амплитуд встречных волн, 
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равному коэффициенту отражения торцов R, а в пределе чисто брэггов-
ского резонатора (R = 0) граничные условия отвечают свободному (без 
отражений на границах) излучению поля: a+(–L/2) = 0 и a–(L/2) = 0.  
В численных примерах для сред с однородным и неоднородным уширени-
ем, если не сказано другое, безразмерную длину лазера L ≡ B/Bc выбираем 
порядка оптимальной, L ~ 2 и L ~ 2∆0, определяемой соответственно  
кооперативной длиной cB  или эффективной кооперативной длиной 

0c cB B= Δ  (вычисленной по действующей кооперативной частоте cν ). 

Условия (2) и (3) означают, что для сверхизлучения требуется среда с 
очень большой как пространственной, так и спектральной плотностью 
активных центров. Ее созданию, т. е. фактически увеличению кооператив-
ной частоты за счет наращивания пространственной концентрации актив-
ных центров, препятствует их взаимодействие, ведущее к уменьшению 
времени жизни поляризации отдельных центров T2 и росту неоднородного 

уширения спектральной линии рабочего перехода *
21 / T  вследствие неиз-

бежного разброса собственных частот активных центров. Кроме того, на-
качка, создающая инверсию населенностей их рабочих уровней, может 
также приводить к уменьшению времени жизни поляризации T2. 

Преодоление указанных трудностей для современных полупроводни-
ковых систем возможно, например, в многослойных гетероструктурах с 
субмонослойными квантовыми точками, скажем GaAs/InGaAs [14], в 
структурах с примесными центрами, скажем Cd0.8Zn0.2Te:In [15], или в 
экситонных системах при сильном возбуждении высокочистых полупро-
водников, скажем ZnTe [16, 17]. На первых уже работают диодные лазеры 
класса B [18, 19], а на примесях и экситонах недавно были получены им-
пульсы суперфлюоресценции (она отличается от сверхизлучения отсутст-
вием затравочного когерентного импульса поля). Кроме указанных систем 

с большим неоднородным уширением ( *
2 21/ 1/T T ), полупроводниковые 

лазеры класса D можно реализовать и на более экзотических системах, 
например на сильно замагниченных многослойных гетероструктурах с 
квантовыми ямами [20, 21] или на полупроводниковых ловушках для бозе-
эйнштейновской конденсации экситонов [22—25]. В этих системах неод-

нородное уширение невелико ( *
2 21/ 1/T T< ) в силу имеющихся квантовых 

запретов: квантования электронов и дырок по уровням Ландау в первом 
примере и бозе-эйнштейновской конденсации экситонов на нижнем энер-
гетическом уровне ловушки во втором. Для обеих систем недавно появи-
лись экспериментальные свидетельства генерации когерентного излуче-
ния суперфлюоресценции. 

Эффекты сверхизлучательного типа (при оптической нерезонансной 
импульсной накачке) наблюдались также для других, не полупроводнико-
вых сред — твердотельных и газовых. Из них перспективными для созда-
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ния лазеров класса D могут являться как среды с сильным неоднородным 
уширением, например матрицы с активными центрами (скажем, KCl:O2 
[11, 26]) и так называемыми молекулярными агрегатами [27] (H-агрегаты 
[28] и J-агрегаты [29] красителей), так и среды с практически однородным 
уширением, например атомарные газы редкоземельных щелочных метал-
лов [30—34], охлажденные, скажем, в магнитооптической решетке. 

Не будем детализировать те или иные особенности потенциальных 
сред для сверхизлучающих лазеров, а сосредоточимся на описании типич-
ных черт ожидаемой динамики в двух качественно различных классах 
таких лазеров — с практически однородно (T2 << T2

*) и с сильно неодно-
родно (T2 >> T2

*) уширенной спектральной линией активной среды. 

2. Однородное уширение. Сверхизлучающие лазеры 
на поляритонных модах с отрицательной энергией 

В условиях однородного уширения самовозбуждение рассматриваемо-
го лазера класса D в общем случае возникает при превышении порога ге-

нерации для одной из мод (примерно при 2
2 1p EcT Tn >ν ), а с дальнейшим 

увеличением накачки или длины лазера может возникнуть многомодовая 
генерация. Интересно то обстоятельство, что все лазерные моды являются 
поляритонными, а не электромагнитными и обладают отрицательной 
энергией [6]. Поэтому при включении лазера их амплитуда нарастает бла-
годаря излучательной диссипативной неустойчивости, в процессе которой 
их энергия передается полю излучения, покидающему резонатор. 

Дисперсия однородно уширенной активной среды обеспечивает суще-
ственное различие инкрементов (добротностей) мод, так что для реализа-
ции, скажем, одно- или двухмодового сверхизлучения нет необходимости 
вводить в резонатор Фабри — Перо распределенную обратную связь. По-
следняя, согласно (4), не играет особой роли при βL << |R|  1, заметно (но 

не кардинально) модифицирует спектр резонатора Фабри — Перо при 
|R|  βL  1, а при βL >> 1 многократно увеличивает время жизни фотона в 

модах с волновыми числами из интервала |κ|  β, что с учетом конечной 

полосы волновых чисел неустойчивых поляритонных мод [6] 

( ) ( ) ( )2
1

2
1

0
2 1 (ln 1 ,/ ln)E c Ecn T T T n R R LnL n

−
β=

−κ ν − ν = −Γ  вычис-

ленной при 0β =  и ( )1
0 / lnET B c R

−= ε , может исключить реализацию 

(см. (1)) лазера класса D при заданных остальных, кроме β, параметрах. 
Поэтому в данном разделе за основу анализа возьмем резонатор Фаб-

ри — Перо (β = 0), имея в виду, что для лазера с комбинированным резо-
натором при βL  1 динамика качественно не меняется. Соответствующий 
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комплексный спектр поляритонных мод немного несимметричен относи-
тельно частоты ω21 = ω0 при наличии отклонения |δ| < 1/2 «волновой» дли-
ны лазера k0B/π = m0 – δ от целого числа полуволн m0, а занимаемый мо-

дами спектр ýже 22 Eсn Tν  и может быть шире линии 2/T2 лишь в меру пре-

вышения величиной 2
2

Eсn T Tν  порогового значения ~1:  

 ( ) ( ) ( )22 2
21 2

2
2 21 1 1 .m E m mс cm ET n T T x nx i T T x ω ν− ω = + −ν+ +    (7) 

Здесь использовано отношение действительной и мнимой частей часто-
ты парциальной (m-й) электромагнитной моды резонатора Фабри — Перо  

 ( ) 1
0 / ln .mx m m R

−= − + δ π  (8) 

Величина δ связана с фазой комплексного коэффициента отражения R, 
учитывающей в укороченных уравнениях (5) субволновое изменение дли-
ны резонатора, центр которого привязан к центральному максимуму брэг-
говской структуры (6) принятым нами условием β = Re [β]. В лазере с рас-
пределенной обратной связью для значений βL  1 спектр поляритонных 

мод аналогичен (7), см. рис. 1. 
Как ясно из геометро-оптического приближения, при β = 0 уравнения 

(4) и спектр мод (7) остаются в силе и для плавно неоднородной инверсии 
n(ζ), приводящей к неоднородности волновой отстройки κ(ζ), если в них 

указанные функции заменить на средние по длине резонатора n  и κ . Не 
интересуясь небольшими поправками к действительным частотам мод (7), 
можно приближенно найти их инкременты с учетом брэгговских отраже-
ний (РОС) при β << 1/L, заменив там (в (8) и TE) величину ln |R|–1 на 

( )
11

ln / 2 lnmR L x i R
−−+ β  +

 
. Отметим также, что для упрощения анализа 

мод полагаем одинаковыми комплексные коэффициенты отражения тор-
цов лазера (R1 = R2 = R), тогда как реально они могут быть различными (в 
зависимости от зеркал). Это не только приводит к изменению спектра мод 
(легко учитываемому в (4) заменой 2R на R1 + R2 и R2 на R1R2), но и делает 
их профили несимметричными относительно центра резонатора ζ = 0. По-
следнее усугубляется при квазистационарной генерации мод благодаря 
как нелинейной решетке инверсии nz(ζ), приводящей к РОС с измененным 
параметром β, так и скачку поляризуемости активной среды на ее границе, 
дающему комплексные (и различные) поправки к коэффициентам отраже-
ния торцов лазера. Например, если бы эти отражения были обусловлены 
скачками диэлектрической проницаемости ε при ζ = ∓L/2, то согласно 

формуле Френеля к коэффициенту отражения R ( ) ( )0 01 1= ε − ε +  возникли 

бы заметные поправки: ( ) ( ) ( ) 1
0 2 0 21

2/ 2 / 1 ~ / lnE Ecn B T T T B R
−ε ζ = ν ε + ω λ π  
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(что составляет несколько процентов при типичных значениях ln |R|–1 ~ 3 
для резонаторов с не слишком большой длиной B ~ (100 ÷ 1000)λ).  

2.1. Первый и второй лазерные пороги.  
Одномодовая стационарная  

и двухмодовая квазистационарная генерация 

В принятых условиях при одинаковых потерях соответствующих пар-
циальных электромагнитных мод наинизшим порогом генерации Im[ωm] = 
= 0 обладает ближайшая к резонансу поляритонная мода m = m0: 

( ) ( )2

211
1ln / ln/nL RR

−− = + πδΓ . При переходе через этот, так называемый 

первый, лазерный порог, т. е. при 
0
,p mn n n> =  устанавливается одномодо-

вая стационарная генерация. Ширина квазимонохроматического спектра 
такого излучения лазера класса D оказывается очень узкой благодаря ни-
чтожному вкладу шумов резонатора по сравнению с вкладом квантовых 
шумов поляризации, которые могут быть чрезвычайно малыми для узкой 
спектральной линии. На этой основе, согласно [31—34], возможно созда-
ние стандартов частоты (и времени) с шириной линии на пару порядков 
меньше, чем на основе существующих лазеров класса A или B. 

При дальнейшем превышении первого лазерного порога, например за 
счет роста создаваемой накачкой инверсии np, амплитуда стационарно 
генерируемой моды также растет. Однако средний по резонатору уровень 
инверсии не меняется (благодаря ее снятию под действием индуцирован-

ного излучения), 
0

const,mn n= =  поскольку он задан граничными усло-

виями и отвечает фиксированному усилению поля на одном проходе резо-
натора 1/R. Легко проверить, что для двухуровневой среды с диэлектриче-

ской проницаемостью [6] ( ) ( ) ( ){ }2
0 2

2 2
211 4 / /cn i Tε ζ = ε + ζ ν ω + − ω 

   на по-

роге генерации m-й моды (7) полный коэффициент усиления составляю-

щих ее волн, задаваемый интегралом от Im [ ] Im /k c= ω ε  вдоль резона-

тора, равен 
1

ln R
−
как раз при условии ,Im [ ] 0mω =  фиксирующем опреде-

ленные значения 
0
.m mn n n=   Тем не менее профиль инверсии ( )n ζ  с 

ростом pn  подрастает в центре резонатора, где поле моды слабее, и 

уменьшается на краях, где поле сильнее и поставляемая накачкой инвер-
сия «проедается» им глубже. Данный эффект гораздо слабее выражен в 
лазерах классов A и B, где добротность выше и поле однороднее. Менее 
выражена там и самосогласованная полуволновая модуляция инверсии 
(см. nz в уравнениях (5)). Эта модуляция свойственна лазерам класса D с 
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их большой поляризацией и обуславливает там нелинейную модификацию 
генерируемой моды вследствие эффективного перерассеяния составляю-
щих ее встречных волн на фоне неоднородного профиля инверсии. 

Как в результате взаимовлияния компонент инверсии n(ζ) и nz(ζ), так и 
в результате деструктивной интерференции внутреннего перерассеяния 
волн и их отражения от торцов лазера первый лазерный порог генерации, 
отвечающий данной моде, может немного повыситься и превзойти порог 

генерации какой-либо другой моды, скорее всего соседней, 
0 1mn ± . Таким 

образом, в лазере класса D при большом (многократном) превышении над 
порогом может возникнуть двухмодовый режим (при дальнейшем уходе 
от пороговых значений системы, например путем увеличения уровня на-
качки np или длины лазера L, не исключен многомодовый режим). 

В определенных условиях, когда генерация каждой из надпороговых 
поляритонных мод вполне независима и достаточно устойчива несмотря 
на их конкуренцию из-за общего источника энергии, а их нелинейное пе-
рерассеяние невелико — в том числе благодаря неоднородности профиля 
инверсии (создаваемого общим полем мод), будет наблюдаться квазиста-
ционарное излучение двух (или нескольких) гармоник со слабым спек-
тральным уширением и почти постоянными амплитудами. В общем слу-
чае в каждой квазистационарно генерируемой моде из-за самосогласован-
ной решетки инверсии и краевых скачков поляризуемости активной среды 
происходит (при R1 = R2) спонтанное нарушение симметрии структуры 
поля, рассчитываемой в линейном приближении вместе со спектром (7). 
Нарушается симметрия и профиля инверсии, согласованного с общим по-
лем мод и испытывающего автомодуляцию из-за их биений. При этом 
межмодовый спектральный интервал (или полоса генерации всех поляри-

тонных мод) никогда не превышает величину 1
2/ ln ~ 2 /2 c L R Tn

−ν  и для 

не очень длинных лазеров (в масштабе кооперативной длины Bc) с 

( )1
/ 2lnL nR

−π  оказывается существенно меньше межмодового ин-

тервала соответствующих электромагнитных мод «холодного» резонатора 

0/ /c L c Bπν = π ε . Выше учтено, что пороги генерации соседних мод 

0 0, 1Im 0m m ±ω =    (см. (7)) близки по крайней мере по порядку величины. 

Для простейшего лазера класса D с резонатором Фабри — Перо квази-
стационарную генерацию нескольких мод можно реализовать лишь в 
близком к вырождению случае δ ≈ ±1/2, когда пороги генерации двух цен-
тральных соседних мод (7) почти совпадают. Тогда в широком интервале 
параметров возможна генерация двух квазистационарных поляритонных 
мод с почти одинаковыми интенсивностями, пропорциональными накач-
ке, и с разницей частот π/T2ln|R|–1, практически не зависящей от длины 
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лазера, кооперативной частоты и накачки (рис. 2). Эта генерация сопро-
вождается автомодуляцией полной интенсивности излучения, инверсии 
среды и самих амплитуд мод с периодом их биений T2ln|R|–1.  

 

Рис. 2. Автомодуляция и когерентные пульсации в двухмодовой генерации в лазе-
ре класса D (активная среда с параметрами Г1 = 0,01, Г2 = 0,02, L = 1, ∆0 = 0,002 
помещена в низкодобротный резонатор Фабри — Перо с коэффициентами отраже-
ния от зеркал, равными по модулю |R| = 0,25, но имеющими разные фазы): а — 
спектры модуля амплитуды (серая линия для режима автомодуляции, черная — 
для режима когерентных пульсаций); б — пространственно-временная динамика 
инверсии в режиме автомодуляции для уровня накачки np = 1 и отношения коэф-
фициентов отражения R1 / R2 = ei0,8π; в — интенсивности поля на краю образца 
в единицах квадрата частоты Раби (серая линия для режима автомодуляции, чер-
ная — для режима когерентных пульсаций); г — пространственно-временная ди-
намика инверсии в режиме когерентных пульсаций для np = 0,75 и R1 / R2 = eiπ 

 
Аналогичную квазистационарную двухмодовую генерацию в еще бо-

лее широком диапазоне параметров рассматриваемой модели (5) лазера 
класса D можно получить, добиваясь близости порогов генерации двух 
мод введением РОС с β  1/L и с небольшой расстройкой Ф = (ω 0 – ω 21)/νc 

или за счет слабого неоднородного уширения среды 1/T2
*  1/T2 и неодно-

родности ее концентрации N0(ζ) или накачки np(ζ), ослабляющих конку-
ренцию мод и способствующих их одновременной генерации. Благопри-
ятными для этого могут быть и другие факторы, выходящие за рамки мо-
дели (5), например поляризационное вырождение мод или нерезонансное, 
скажем тепловое, нелинейное воздействие поля мод на активную среду. В 
любом случае граница области управляющих параметров лазера, при пе-
реходе которой его генерация теряет стационарный одномодовый харак-
тер, называется вторым лазерным порогом.  

б 
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В работах [24, 25] можно найти аналитический расчет влияния неод-
нородного уширения на первый порог лазера с бозе-эйнштейновским рас-
пределением активных центров и на второй порог одномодового лазера 
класса D в модели расщепления однородно уширенной спектральной ли-
нии на две одинаковые линии, расположенные симметрично относительно 
частоты парциальной моды резонатора. Там же для лазера класса D с од-
нородным и слабым неоднородным уширением дан численный анализ 
некоторых особенностей одно-, двух- и многомодовой нестационарной 
генерации, обсуждаемых в следующем разделе. 

2.2. Модовое сверхизлучение в низкодобротном резонаторе 

Более характерным механизмом перехода к нестационарной генера-
ции, т. е. перехода через второй лазерный порог, в лазерах класса D явля-
ется не вышеописанное возникновение квазистационарной генерации еще 
одной поляритонной моды, а глобальная неустойчивость исходно генери-
руемой моды, связанная с ее неадиабатическим разрушением благодаря 
сверхизлучательному снятию инверсии в значительной части лазера за 
время меньше или порядка времени релаксации поляризации T2. В лазерах 
класса D этот механизм приводит и к разрушению двух- или многомодо-
вой квазистационарной генерации при достаточно большой надпорогово-
сти. Конечно, он может сопровождаться или осложняться различными 
другими неустойчивостями мод (параметрической, модуляционной и пр.), 
которым способствуют раби-осцилляции и неоднородный профиль инвер-
сии среды, неизбежные в сильном и сильно неоднородном поле мод лазера 
класса D. Подобные неустойчивости, существующие и в лазерах классов 
A и B (см. гл. 3 в монографии [3]), связаны с так называемым раби-
расщеплением генерируемой моды, делающим возможным ее параметри-
ческий распад в соседние моды, и с решеткой инверсии, вызванной про-
странственными биениями встречных волн в составе каждой моды и спо-
собствующей межмодовому перерассеянию, автомодуляции излучения и 
развитию неоднородных возмущений поля мод и инверсии среды. 

Однако только в лазерах класса D возможна уникальная неустойчи-
вость мод, обусловленная сверхизлучением (инициированным коллектив-
ным спонтанным излучением) из центральной области лазерного образца, 
где благодаря низкой добротности резонатора, как уже говорилось, фор-
мируется ощутимое (возможно, многократное) превышение инверсии над 
уровнем (квази)стационарной генерации mn . В результате появляется 

возможность катастрофически быстрого снятия инверсии и временной 
потери усиливающих свойств в большой части активной среды лазера. 
Следовательно, становится неизбежной нестационарная импульсная гене-
рация в условиях стационарной накачки (см. рис. 2, в). В общем случае 
этот процесс не описывается на языке одной или нескольких лазерных 
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поляритонных мод, рассчитанных по квазистационарному распределению 
инверсии в активной среде, поскольку поведение поля, поляризации и ин-
версии становится быстропеременным и сильно неоднородным. 

Как показывают детальные численные расчеты, сверхизлучательный 
механизм неустойчивости стационарной генерации одной моды (второй 
лазерный порог) или двух (возможно, нескольких) мод вступает в дейст-
вие тогда, когда время релаксации поляризации T2 существенно превыша-
ет, скажем в два и большее число раз, время развития однонаправленного 

сверхизлучения [6] ( ) 12
max~ c En T

−
ν  в области с максимальной инверсией, 

max mn n n≈ > , сосредоточенной на длине ~ B / ln|R|–1. Для этого инверсия в 

указанной области лазера тоже должна существенно превысить уровень 

соответствующего лазерного порога mn , который, правда, сам может зна-

чительно понизиться по сравнению с линейной оценкой nm, приведенной в 
разд. 2.1, из-за изменения как эффективных распределенных отражений 
встречных волн, благодаря нелинейной динамической решетке инверсии 

zn , так и скачков поляризуемости активной среды на торцах лазера. 

Следует заметить, что данная оценка и весь проводимый анализ излу-
чения мод лазера класса D справедливы лишь для коротких лазеров с  

 
1

ln , т. е. 1 .p E c pL R n T n
− ν   (9) 

В противном случае, когда 1
ln / pL R n

− , т. е. 21 / 1 / ,c p En T Tν >  

уже вблизи первого лазерного порога (
0

~p mn n ) даже при значительных 

отражениях ln |R|–1 ~ 1 будет идти когерентная однонаправленная супер-
флюоресценция, т. е. коллективное спонтанное излучение волн непрерыв-
ного спектра, которое будет перепоглощаться на отдельных участках с 

длиной порядка 
0

1
ln mR n

− . Оно подавит когерентное излучение мод и 

создаст шумоподобное низкокогерентное излучения с плавным спектром, 
который может быть даже шире спектральной линии среды (2/T2). 

В отличие от него одно-, двух- и многомодовый режимы сверхизлуче-
ния в условиях (9) характеризуются наличием выраженных когерентных 
импульсов и вполне регулярным динамическим спектром поля и инвер-
сии. Он отчасти сохраняет модовую структуру (ср. рис. 2, a) и по ширине 
может значительно превосходить спектральную линию среды, достигая 

величины порядка 
0 21/c mn Tν  , диктуемой минимальной длительно-

стью импульсов сверхизлучения. В таких режимах с ростом уровня накач-
ки np уровень инверсии, усредненный по времени и длине лазера, начинает 
медленно расти, превышая исходный лазерный порог, но оставаясь замет-
но ниже np. Это приводит к более частому появлению импульсов сверхиз-
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лучения, а при дальнейшем росте np — к их наложению, хаотизации и ис-
чезновению модовой структуры (рис. 3). Последнее связано с изрезанием 
и изменчивостью профиля инверсии, а также с растущим вкладом супер-
люминесценции волн непрерывного спектра и сужением общего спектра 
при постепенном нарушении условия типа (9).  
 

 
Рис. 3. Двухмодовая генерация в лазере класса D с РОС (R = 0): a — интенсив-
ность поля в единицах квадрата частоты Раби; б — спектр модуля амплитуды поля 
на краю образца; черная линия — биения двух мод, уровень накачки np = 0,25; 
серая линия — импульсы сверхизлучения, уровень накачки np = 1. Активная среда 
с параметрами ∆0 = 0,002, Г1 = 0,01, Г2 = 0,02, L = 2 находится в низкодобротной 
брэгговской структуре c b = βL = 1  

 
В любом режиме сверхизлучения мод происходит (при R1 = R2) дина-

мическое спонтанное нарушение симметрии профилей поля мод и согла-
сованного с ними профиля инверсии, усредненных по достаточно боль-
шому интервалу времени ∆T >> T1, содержащему несколько характерных 
наборов импульсов всех генерируемых мод. Возникающая асимметрия 
имеет ту же причину, что и при квазистационарной генерации мод, однако 
может быть метастабильной, и тогда на больших временах области мак-
симальной инверсии среды и минимальной интенсивности поля мод сме-
щаются то в одну, то в другую сторону от центра резонатора. В результате 
подобного спонтанного переключения метастабильных состояний лазера 
могут меняться во времени средние (по указанному TΔ ) интенсивность 
излучения и корреляционные свойства импульсов, причем эти средние 
существенно различны для противоположных торцов лазера.  

2.3. Разброс параметров сверхизлучательных импульсов 
В используемой модели лазера (5) реализация одно-, двух- и многомо-

дового режимов сверхизлучения прежде всего определяется комплексным 
отношением коэффициентов краевых и распределенных отражений πR/βL, 
расстройкой резонансных частот рабочего перехода и брэгговской струк-
туры Ф, а также уровнем накачки np и длиной лазера L. Выше, ограничив-
шись точной настройкой Ф = 0, мы привели расчеты в предельных случаях 
одномодового сверхизлучения в резонаторе Фабри — Перо (β = 0, см. 
рис. 2) и двухмодового сверхизлучения в чисто брэгговском резонаторе 
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(R = 0, см. рис. 3). В обоих случаях превышение над вторым лазерным 
порогом невелико, импульсы сверхизлучения не очень мощные, разной 
формы, со средней длительностью порядка T2, но следуют довольно регу-
лярно через промежутки времени порядка T1. Во втором случае, где резо-
натор длиннее, заметны две-три осцилляции в каждом импульсе, которые 
связаны с перепоглощением поля в краевых областях активной среды и 
делают менее заметными компоненты спектра выходящего излучения, 
ответственные за квазипериодичность следования импульсов. 

Для динамики режима сверхизлучения мод важен не только уровень 
накачки np, но и ее мощность, определяемая скоростью релаксации инвер-
сии 1/T1. Дело в том, что после каждого очередного импульса сверхизлу-
чения инверсия среды в значительной части лазера резко падает (вплоть 
до отрицательных значений), так что поле перестает усиливаться и ослаб-
ляется вследствие выхода из резонатора. Иными словами, лазер как бы 
выключается на время порядка T1, пока накачка снова не восстановит дос-
таточный уровень инверсии. (В квазистационарном режиме генерации 
нескольких мод в результате их биений инверсия тоже может сильно 
уменьшаться и даже становиться отрицательной (см. рис. 2), но почти об-
ратимым, когерентным образом и на недолгое время  T2, значительно 

меньшее времени некогерентного изменения инверсии T1.) Сказанное осо-
бенно наглядно в случае одномодового сверхизлучения, где импульсы 
гораздо регулярнее и мощнее (они могут быть описаны аналитически, см. 
[12]), но хорошо прослеживается и в случае двухмодового (рис. 3, 4) или 
даже многомодового сверхизлучения, где импульсы разных мод нелиней-
ным образом конкурируют, зачастую ослабляя и удлиняя друг друга, по-
скольку создаются общим ансамблем активных центров. 

 

       
Рис. 4. Типичная сверхизлучательная генерация лазера класса D с РОС и np = 1 
(активная среда с параметрами Г1 = 0,01, Г2 = 0,02, ∆0 = 0,002, L = 1, b = βL = 1): 
a — зависимости интенсивности поля (черная линия снизу) и инверсии (серая ли-
ния сверху) от времени; б — спектр модуля амплитуды поля на краю образца 

Выдаваемые лазером импульсы сверхизлучения (см. рис. 4) сущест-
венно (многократно) различаются между собой по длительности, ампли-
туде и времени задержки (характеризуемом скважностью), поскольку 
инициирующая их сверхизлучательная неустойчивость сильно зависит от 
распределения инверсии и каждый раз стартует с новых  конфигураций 
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Рис. 5. Анализ усредненных (штриховая линия) и максимальных (сплошная линия) 
значений характеристик сверхизлучательных импульсов лазера класса D с РОС и 
np = 1: a — зависимость эффективности сверхизлучательной генерации η от длины 
активной среды L (1 — β = 1,8, T1 = 2T2 = 2td), ширины запрещенной зоны брэггов-
ской структуры β (2 — L = 1, T1 = 2T2 = 2td), времени релаксации поляризации T1/td  
(3 — β = 1,8, L = 0,5, T1 = 2T2 = 2td); б — скважность D; в — максимальное значе-
ние интенсивности Imax; г — длительность Tpulse как функции длины L 
 
слабых поля и поляризации, оставшихся в резонаторе от предыдущего 
импульса. Анализ этих величин и эффективности сверхизлучательной ге-
нерации (по определению равной доле энергии, высвеченной в виде им-
пульсов коллективного спонтанного излучения) позволяет указать опти-
мальные параметры работы лазера класса D как сверхизлучающего гене-
ратора. На рис. 5, б—г дан пример подобного анализа по отношению к 
длине активной среды L в случае чисто брэгговского резонатора. Как и 
ожидалось, оптимум с этой точки зрения достигается при L ~ 1/β. На 
рис. 5, a эффективность сверхизлучательной генерации представлена как 
функция длины лазера B = LBc, ширины запрещенной зоны брэгговской 
структуры β и времени релаксации (или накачки) инверсии T1. Оптималь-

ными оказались значения B ~ Bc/2, β ~ 1/L и T1 ~ 2td, где td 
22 / E p cT n= ν  — 

характерное время развития неустойчивости основной поляритонной моды 
при уровне инверсии np, задаваемом накачкой, 0 0/ET B c≈ ε  — оценка вре-

мени жизни фотона в резонаторе при βL  1. Сравнение рис. 3 и 4 иллюст-

рирует примерно двукратное уширение спектра генерации при двукратном 
увеличении параметра РОС β для заданного значения величины βL = 1.  

3. Неоднородное уширение. Селекция электромагнитных 
мод — путь к импульсной сверхизлучательной генерации 
Перейдем к лазерам класса D с большим неоднородным уширением 

спектральной линии активной среды: 1/T2
* >> νc >> 1/T2. В них первый и 
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второй лазерные пороги близки друг к другу (как это имеет место и в ла-
зерах класса B [3] даже при 1/T2

* ~ 1/T2). Поэтому мы не будем останавли-
ваться на квазистационарной генерации одной или нескольких мод, реали-
зующейся в узком диапазоне лазерных параметров, отвечающей низкой 
интенсивности излучения и приводящей к выжиганию узких спектраль-
ных провалов в инверсии на частотах генерируемых мод. 

В случае неоднородного уширения, в отличие от однородного, моды 
лазера с инвертированной активной средой обладают положительной 
энергией и их спектр для интересующих нас не слишком коротких лазеров 
с TE  T2

*, согласно (4) с ∆0 >> Г2, близок к спектру электромагнитных мод 

«холодного» резонатора, вычисляемому при нулевой инверсии [4, 6, 12]: 

0/m m c Bω ≈ π ε , за исключением запрещенной области частот |Ω|  β, обу-

словленной брэгговским резонансом при L  1/β (для m вблизи m0 = k0B/π + δ, 

см. (7) и (8)). При этом принципиальной проблемой оказывается сама воз-
можность получения сколько-нибудь мощных импульсов сверхизлучения 
в условиях непрерывной накачки. Действительно, в стандартных низко-
добротных резонаторах типа Фабри — Перо инкременты (и другие харак-
теристики) соседних мод слабо отличаются, если выполнены условия 
сверхизлучения в лазере класса D (см. (2) и (3)):  

 2 01/ / 1/ .p c p c ET n n Tν = ν Δ   (10) 

Последнее неравенство эквивалентно ограничению на длину лазера 
1

0 ln / pL R n
−Δ , аналогичному (9) с заменой кооперативной частоты νc 

на действующую кооперативную частоту cν . В противном случае, когда 
1

0 ln / pL R n
−Δ , уже вблизи первого лазерного порога даже при значи-

тельных отражениях ln|R|–1 ~ 1 будет идти однонаправленная суперлюми-
несценция, т. е. некогерентное усиленное спонтанное излучение волн не-
прерывного спектра. Оно будет снимать поставляемую накачкой инвер-
сию по всему лазеру, подавляя когерентное излучение мод и создавая шу-
моподобное некогерентное излучение во всей неоднородно уширенной 
спектральной линии (2/T2

*). Поэтому существенно нестационарный (в ча-
стности, сверхизлучательный) режим генерации если и будет возникать, 
то практически одновременно для большого числа мод, поскольку межмо-

довый интервал 0/ ~ 1 / Ec B Tπ ε  мал по сравнению с полосой неоднород-

ного уширения 1/T2
* в интересующем нас случае ∆0L  1. Но тогда при 

значительном превышении порога генерации излучение лазера будет ква-
зихаотическим, шумоподобным, не содержащим сколько-нибудь выра-
женных отдельных импульсов модового сверхизлучения. Более того, от-
личия частот активных центров в полосе генерации каждой моды будут 
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способствовать расфазировке их излучения и подавлению сверхизлуча-
тельного характера импульсов генерируемого поля даже при большом 
превышении второго лазерного порога. В подобном сильно нестационар-
ном режиме генерации лазера класса D с резонатором Фабри — Перо 
(ср. рис. 6) излучение многократно перепоглощается в активной среде и 
его спектр имеет не только дискретную, но и значительную сплошную 
компоненту вследствие нелинейного уширения и перекрытия спектров 
мод, а также перекрытия выжигаемых ими спектральных провалов инвер-
сии населенностей.  

 
Рис. 6. Центральная часть динамического спектра инверсии населенностей уров-
ней активных центров n (а) и нормированная интенсивность излучения I|a|2 на 
торце лазера с низкодобротным резонатором Фабри — Перо (R = 0,1) без брэггов-

ской селекции (β = 0) (б) при 0,005;I =  0 4;Δ =  1 0,01;Γ =  2 0,1;Γ =  8.L =  В генера-

ции импульсов сверхизлучения задействовано около 20 мод, хорошо различимых 
на спектре модуля амплитуды (в). Порог генерации по коэффициенту отражения 
примерно равен 0,04, т. е. всего в 2,5 раза меньше рассматриваемого значения R 

 

К тому же, уже для лазеров с длиной 1
0 ln / pL R n

−Δ  из-за низкой 

добротности резонатора и большого коэффициента усиления волн на од-
ном проходе при постоянной накачке значительную часть излучения со-
ставляют волны непрерывного спектра, создающие квазистационарную 
шумоподобную суперлюминесценцию (для определенности во всех при-
мерах, приводимых ниже на рисунках, полагаем np = 1, если не оговорено 
другое). В итоге, казалось бы, нет оснований рассчитывать на когерент-
ный или импульсный характер излучения лазера. 

3.1. Модовое сверхизлучение в резонаторе с РОС 
Из сказанного следует, что для реализации сверхизлучения при неод-

нородном уширении необходима дополнительная селекция мод, обеспе-
чивающая значительное увеличение инкремента одной или нескольких 
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мод по сравнению с остальными модами. В рассматриваемой нами про-
стейшей двухуровневой модели (5) подобная селекция обеспечивается 
распределенной обратной связью встречных волн. Наличие РОС в низко-
добротном резонаторе Фабри — Перо усиливает также дисперсию и неэк-
видистантность небольшого числа продольных мод, расположенных вбли-
зи «запрещенной» брэгговской полосы частот (с шириной 2β  и с центром 

на частоте ω 0). Именно эти моды в случае сильного неоднородного уши-
рения позволяют реализовать сверхизлучательную импульсную генера-
цию, в определенных условиях сохраняя также квазимонохроматическую, 
почти стационарную генерацию ряда остальных мод резонатора Фабри — 
Перо (см. далее разд. 3.3). Заметим, что при решении уравнений лазера 
класса D (5) в случае эффективной брэгговской селекции мод форма ли-
нии неоднородного уширения не играет особой роли, ибо тогда в интере-
сующих нас условиях при βL  2πR и 

 0
0 2*

0 22

1 1 1
1 c

c c cc TT

βω ν
Δ = β = = Γ =

ν Δ ν νν
    , (11) 

в динамике лазера участвуют лишь активные центры из узкой централь-
ной части спектральной линии, где f(∆) ≈ 1/π = const и где поле создает 
провалы их инверсной населенности (см. пример на рис. 7). 

 

Рис. 7. Пространственно-временная динамика поля |a+| (a) и пичковая осцилло-
грамма интенсивности излучения |a|2 на фоне динамического спектра инверсии 
населенностей уровней активных центров n на торце лазера (б) в лазере класса D с 

РОС (R = 0) и параметрами 0,005;I =  ∆0 = 4; β = 1/12; Г1 = 0,01; Г2 = 0,1; L = 8 
 

Согласно (5) максимальный инкремент m-й моды достигается при 
максимальной средней инверсии np и примерно равен n/∆0 – ln (2πm /βL)/L  
(при R = 0). Отсюда легко оценивается число неустойчивых мод 
M  βL/(π exp (–nL/∆0)) (при R = 0). Пороговое значение длины резонатора 

оказывается примерно равным 0 02
ln 2th

p p

L
n L n

Δ Δ π
 β 

  , причем первая 

оценка верна при R = 0, но окончательная оценка общая (при 

а 

vc t 

vc t
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( )1ln ln 2 2R L− π β  ). Это может быть не только первый, но и второй 

порог, и даже сверхизлучательный порог, превышающий второй порог. 
Остановимся сначала на чисто брэгговском резонаторе, где имеется 

достаточно свободный выход волн из гетероструктуры, необходимый для 
сверхизлучательной генерации. Такой резонатор отвечает не слишком 
большим значениям длины L и амплитуды брэгговской модуляции β, ко-
гда величина βL, а с ней и резонансный коэффициент отражения волн R0 = 
th (βL) меньше или порядка единицы и в запрещенную полосу частот ши-
риной 2β фактически не попадает ни одна продольная мода. Очевидно, что 
если величина βL много меньше единицы, то брэгговская селекция мод 
неэффективна и сверхизлучательная генерация в условиях (11) выражена 
слабо или отсутствует совсем. Конкретное значение величины βL, опреде-
ляющее сверхизлучательную генерацию, зависит от релаксационных па-
раметров. (Так, для параметров лазера на рис. 7 при Г2 = 0,01, Г1 = 0,1 
сверхизлучательная генерация практически отсутствует, если βL < 0,3, т. е. 
R0 < 0,3, но уже хорошо выражена, если βL = 2/3.) 

Благодаря брэгговской селекции квазипериодическая последователь-
ность цугов импульсов, показанных на рис. 7, б, по существу формируется 
двумя парами мод (ближайшими к запрещенной брэгговской зоне частот). 
Резкое сверхизлучательное нарастание поля с модовым профилем, пред-
ставленным на рис. 7, a, всякий раз возникает спустя время порядка T1, 
требуемое для того, чтобы накачка восполнила инверсию населенностей 
рабочего перехода соответствующих активных центров, ответственных за 
коллективное возбуждение той или иной моды поля. 

Детальный анализ динамических спектров поля и инверсии показыва-
ет, что наиболее мощные импульсы внутри каждого цуга излучаются 
скоррелированными парами мод, расположенными спектрально-сим-
метрично по отношению к запрещенной зоне частот. При этом в полосе 
частот, отвечающей отдельной моде, может сформироваться несколько 
групп близких по частоте активных центров, излучающих одновременно и 
сфазированно, тогда как излучение разных групп происходит с запаздыва-
нием. Спектральная ширина этих групп определяется действующей коо-

перативной частотой 02 2 /c cΔν = ν ≅ ν Δ  (см. разд. 1). Пока 1
0 2

−Δ < Γ , рост 

времени релаксации поляризации T2 вплоть до максимально возможного 
значения T1/2 практически не меняет импульсы поля и динамику инвер-
сии, делая их лишь более четкими. Напротив, когда последнее неравенст-
во меняется на обратное с уменьшением T2 до величины меньше 

2
21/ ( )cT ∗ν , главное условие сверхизлучения (2) нарушается, импульсы 

фактически исчезают и сверхизлучательный лазер перестает работать. 
В лазерах класса D можно выделить по крайней мере пять качественно 

разных режимов работы (рис. 8): квазистационарный (a, б), автомодуля-
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ционный (в, г), регулярный импульсный (д, е), нерегулярный импульсный 
с квазипериодическими цугами импульсов (ж, з), квазихаотический (и, к).  

 

 
Рис. 8. Переход от традиционной двухмодовой квазистационарной генерации к 
многомодовой квазихаотической сверхизлучательной в лазере класса D путем 
увеличения длины активной среды: а, б — L = 6,7; в, г — L = 7; д, е — L = 8; 
ж, з — L = 10; и, к — L = 14. Левый столбец — осциллограммы интенсивности 
поля на торце лазера; серой линией на рисунках а, в, д показана интенсивность 
одной моды. Правый столбец — спектры выходного поля |aω| (черная линия) и 
инверсии n на краю образца (серая линия сверху, ось слева) 

Чрезмерно сильная связь встречных волн при β >> 1/L приводит к спон-
танной генерации большого числа различающихся по частоте импульсов 
сверхизлучения на отдельных участках длиной порядка 1/β. Немного уд-
линяясь и задерживаясь вследствие перепоглощения на соседних участках 
активной среды, эти импульсы на выходе образуют квазихаотическую 
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последовательность (рис. 8, и). Аналогичное перепоглощение и хаотиза-
ция импульсов происходит и при чрезмерном увеличении скорости накач-

ки 1
1T −  и ее мощности даже в случае оптимальной обратной связи волн β ~ 

1/L. При этом дополнительная энергия накачки вкладывается не в импуль-
сы сверхизлучения мод, а в гораздо медленнее меняющуюся и менее коге-
рентную компоненту излучения волн непрерывного спектра.  

Когерентность последовательности цугов импульсов можно характе-
ризовать корреляционной функцией  

 

1/2

* 2 2
1 2 1 2

0 0

1 1 1( ) ( ) ( ) | ( ) | | ( ) | ,
T T T

K a t a t dt a t dt a t dt
T T T

+τ

τ

 
 τ = + τ
 
 

     

где a1(t) — цуг импульсов (или отдельный импульс) длительностью T, по 
которой усредняются сдвинутые на τ выборки (той же длительности Т) из 
реализации a2(t). Высокая степень корреляции цугов импульсов сверхиз-
лучения продемонстрирована на рис. 9 для лазеров с одинаковыми пара-
метрами, но разными длинами, cоотносящимися как 7:12.  
 

 
Рис. 9. Корреляционные функции и их спектры, построенные на фоне спектров 
мощности поля (серая линия) на краю образца для квазипериодического (a, б) и 
квазихаотического (в, г) режимов генерации лазера класса D с РОС (R = 0; ∆0 = 4; 
βL = 0,7; Г1 = 0,01; Г2 = 0,02; a, б — L = 7; в, г — L = 12) 
 

Соответствующие последовательности цугов импульсов формируются 
одной и тремя парами мод, причем все они гаснут за время порядка T1 по-
сле очередного совместного снятия инверсии в захватываемой их полем 
полосе частот активных центров. Поэтому следующий цикл сверхизлуча-
тельной неустойчивости мод начинается с малых, остаточных, значений 
поля и поляризации, что приводит к значительным различиям формы со-
седних цугов импульсов, а также к заметному нарушению периодичности 

vc t 

vc t 
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следования импульсов различных мод, которое сопровождается их бие-
ниями, свидетельствующими о хорошей когерентности этих импульсов. 
Во всех представленных примерах типичная величина корреляции состав-
ляет от нескольких до десятков процентов и существенно не уменьшается 
даже для довольно далеко отстоящих друг от друга цугов импульсов. 

3.2. Динамические спектры многомодовой генерации 
и управление цугами импульсов сверхизлучения 

Перейдем теперь к сверхизлучению мод в комбинированном резона-
торе Фабри — Перо с РОС. Наибольший интерес представляет случай не 
слишком длинных лазеров (10) с большим межмодовым частотным интер-
валом, превышающим инкремент мод даже при максимальном уровне на-
качки np. Тогда каждая из мод с инкрементом больше 2/T2 (их частоты ле-
жат вблизи запрещенной брэгговской полосы) может порождать свой не-
зависимый импульс сверхизлучения, фактически формируемый центрами 
из узкого спектрального интервала неоднородно уширенной линии актив-
ной среды, определяемого либо указанным инкрементом (который может 

достигать величины порядка cn ν ) при малых амплитудах поля моды, ли-

бо частотой Раби dE/ этого поля при больших амплитудах, либо шириной 

спектрального провала инверсии 2 2
2 2 1| |s I aΔ = Γ + Γ Γ  в случае квази-

монохроматической моды с квазистационарной амплитудой a. Последняя 
формула следует из вида профиля указанного провала инверсии  
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который находится из исходных уравнений (5) в случае заданной одной 
гармоники поля на частоте Ω . 

Наличие отражений R от торцов лазера увеличивает количество гене-
рируемых мод (ср. рис. 8, з и рис. 10, б) и делает их спектр асимметрич-
ным (причем результат зависит от фазы коэффициента отражения — ср. 
рис. 10 и 11). При этом хорошая когерентность импульсов сверхизлучения 
различных мод сохраняется, однако соответствующие «мгновенные» фазы 
соседних цугов импульсов могут заметно расходиться между собой (см. 
рис. 10, д и рис. 12, е). Существенно, что небольшое, скажем в 2—3 раза, 
изменение параметров лазера может значительно менять количество и 
спектральное расположение генерируемых мод, а следовательно, динами-
ческий спектр, форму и корреляционные свойства генерируемых цугов 
импульсов (ср., например, рис. 10 и 12). Нетрудно подобрать параметры 



 422

комбинированного резонатора так, чтобы лазер был одномодовым и гене-
рировал квазипериодическую последовательность почти одинаковых им-
пульсов сверхизлучения, как это показано на рис. 13. 

 

  

Рис. 10. Динамический спектр инверсии (a); спектр излучения (б), на котором 
звездочками отмечены положения и инкременты мод согласно линейной теории с 
n = 1; выборка цугов импульсов (в) с одним выделенным цугом, по которому по-
строена корреляционная функция (г); эволюция «мгновенной» фазы φn (в радиа-
нах) пяти соседних цугов импульсов (д) при R = 0,1; ∆0 = 4; L = 10; βL = 1; 
Г1 = 0,01; Г2 = 0,02; I = 25·10–6  

 

 
 
Рис. 11. Динамический спектр инверсии, совмещенный с осциллограммой интен-
сивности излучения (а), и спектр выходящего излучения (б) при L = 8; ∆0 = 4; βL = 
= 1; Г1 = 0,01; Г2 = 0,02; I = 25·10–6 и комплексном R = i·0,1 
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Рис. 12. Динамический спектр инверсии (a); спектр излучения (б); выборка цугов 
импульсов (в) с выделенным цугом, содержащим сверхизлучательные моды, и  
выборка из двух цугов с выделенным импульсом СИ (г), по которым построены 
соответствующие корреляционные функции (д, е) при L = 20; R = 0,1; ∆0 = 13; 

3;Lβ =  Г1 = 0,01; Г2 = 0,02; I = 2,3·10–6 

 

  
Рис. 13. Одномодовая сверхизлучательная генерация лазера класса D с комбини-
рованным резонатором Фабри — Перо с распределенной обратной связью для 
случая активной среды с сильным неоднородным уширением. Провалы в инверсии 
n (черные области на верхнем графике динамического спектра инверсии) соответ-
ствуют максимумам поля |aω (∆, t)| на динамическом спектре модуля поля (темные 
области в нижней части рисунка) и пикам поля I |a|2 на торцах образца (черная 
линия). Параметры лазера: L = 10; R = 0,1; b = 1; ∆0 = 4; Г1 = 0,01; Г2 = 0,02; np = 0,5 
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3.3. Частичная самосинхронизация мод 
при наличии сверхизлучения в комбинированном резонаторе 
Покажем теперь, что для широкой области параметров лазера в отсут-

ствие как внешней модуляции его свойств, так и каких-либо поглотителей 
в нем осуществима генерация квазирегулярной последовательности им-
пульсов излучения, имеющих длительность короче времен релаксации 
населенности энергетических уровней и поляризации активной среды. 
Дело в том, что импульсы сверхизлучения мод с наибольшими инкремен-
тами, следующие квазипериодично с периодом, близким к времени накач-
ки T1, выжигают глубокие провалы населенностей активной среды, вплоть 
до ликвидации инверсии населенностей в ней, в определенных спектраль-
ных интервалах и на определенных промежутках времени. Благодаря дан-
ному обстоятельству участвующие в генерации моды с меньшими инкре-
ментами, частоты которых отстоят дальше от запрещенной брэгговской 
полосы, оказываются способными к частичной самосинхронизации, под-
держиваемой когерентным взаимодействием со сверхизлучательными мо-
дами. При этом если отражения от торцов R не слишком малы по сравне-
нию с величиной βL, то благодаря самосинхронизации части мод в излу-
чении возникает еще одна импульсная квазипериодическая составляющая 
с периодом, примерно равным времени прохода света через резонатор. 
Сверхизлучательные моды могут давать вклад в обходящий резонатор 
импульс синхронизованного излучения. Отметим, что динамическое спон-
танное нарушение симметрии в распределении инверсии и в профилях 
мод лазера с симметричным комбинированным резонатором Фабри — 
Перо и с большим неоднородным уширением спектральной линии актив-
ной среды, как правило, выражено гораздо слабее (и лишь на небольших 
промежутках времени) по сравнению с подобным эффектом в случае од-
нородного уширения линии. Одно из проявлений такого нарушения сим-
метрии — это появление бегающего по резонатору импульса, образован-
ного частично синхронизованными модами (рис. 14). 

Интересно, что взаимная когерентность цугов импульсов сверхизлу-
чения может быть ниже, чем взаимная когерентность отдельных импуль-
сов синхронизованного излучения даже в далеко отстоящих цугах, что 
естественно для многомодовой генерации с частичной синхронизацией 
мод. Более того, в большинстве своем не сверхизлучательные квазиста-
ционарные моды вряд ли бы появились в отсутствие сверхизлучательных 
мод, поскольку согласно линейной теории не обладали бы инкрементом. 
Данное явление имеет место для широкой области параметров сверхизлу-
чающего гетеролазера (ср. рис. 10 и 12, для которых значения неоднород-
ного уширения активной среды отличаются более чем втрое). Отметим, 
что, как ясно из рис. 10, в, г и 12, в, д, степень когерентности соседних 
цугов импульсов заметно зависит от того, присутствуют или нет в них 
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несинхронизованные сверхизлучательные моды (наличие которых отчет-
ливо видно на динамических спектрах инверсии среды). 

 

 

Рис. 14. Динамический спектр инверсии (a), совмещенный с осциллограммой ин-
тенсивности излучения семи синхронизованных мод, показанных на спектре ам-
плитуды поля в; выборка цугов импульсов (б) с выделенным цугом, по которому 
построена корреляционная функция г; спектр излучения, на котором звездочками 
отмечены положения и инкременты мод согласно линейной теории n = 1 (в); пе-
риодический сигнал от синхронизованных мод на фоне выборки цугов импульсов 
(д). Параметры L = 20; R = 0,1; ∆0 = 13; βL = 2,5; Г1 = 0,01; Г2 = 0,02; I = 2,3·10–6 

 
Количество сверхизлучательных и самосинхронизованных мод, как и 

степень их синхронизации, существенно зависит от параметров гетерола-
зера, поскольку в сверхизлучательном режиме работы активной среде 
присущи внутренняя неустойчивость и импульсный характер высвечива-
ния запасаемой накачкой инверсии. Этот факт можно проиллюстрировать 
сравнением рис. 12 и 14, где брэгговские параметры βL отличаются в 
2,5 / 3  раза, а также сравнением количества генерируемых мод и режи-
мов работы лазера в зависимости от уровня накачки. Для резонаторов с 
большей «брэгговской» добротностью (см. рис. 14) цуги комбинирован-
ных импульсов сверхизлучательных и самосинхронизованных мод выра-
жены менее явно благодаря большему влиянию перепоглощения импуль-
сов отдельных мод и нелинейного уширения их спектра. На рис. 14, д про-
демонстрирована эффективная самосинхронизация части мод сверхизлу-
чающего лазера. Данный режим работы независимо от количества мод 
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всегда дает квазирегулярную последовательность импульсов. Он является 
наилучшим для генерации квазирегулярной последовательности мощных 
сверхкоротких импульсов когерентного излучения при непрерывной на-
качке в отсутствие дополнительных элементов или устройств, обеспечи-
вающих синхронизацию мод. Подобный лазер может быть реализован на 
основе гетероструктуры с субмонослойными слоями квантовых точек In-
As/GaAs и латеральной брэгговской структурой, обеспечивающей надле-
жащую селекцию лазерных продольных мод [13]. 

Заключение 

Как ясно из изложенного, динамика лазеров класса D таит в себе мно-
го удивительного и предоставляет широкие возможности изменения не-
стационарных многомодовых режимов генерации за счет перестройки тех 
или иных параметров резонатора, активной среды и накачки. Наличие не-
однородностей среды или накачки в резонаторе лазера и тем более при-
сутствие там разных сред, резонансно взаимодействующих посредством 
самосогласованного электромагнитного поля, может привести к еще более 
неожиданным динамическим последствиям и практическим приложениям. 
Возникающие нелинейные явления в лазерах класса D в отличие от стан-
дартных лазеров обусловлены коллективным радиационным поведением 
активных центров и только начинают изучаться для различных многочас-
тичных систем в физике конденсированных сред. 

Эти явления можно использовать как для создания уникальных гене-
раторов когерентного импульсного излучения с управляемыми спектраль-
но-корреляционными свойствами, так и для диагностики коллективных 
состояний ансамблей сильно взаимодействующих частиц, поскольку осо-
бенности их скоррелированного пространственного и спектрального рас-
пределения оставляют определенный отпечаток на свойствах генерируе-
мого излучения. Иными словами, регулируя параметры ансамбля частиц и 
состав горячих мод, определяемых резонатором и накачкой, можно управ-
лять генерируемым излучением, и наоборот, изучая изменение спектраль-
но-корреляционных свойств генерируемого излучения, можно судить о 
перестройке коллективного состояния той или иной многочастичной сис-
темы, в частности диагностировать фазовые переходы в ней. В результате 
нелинейная динамика сверхизлучающих лазеров самым непосредствен-
ным образом включается в современные технологии «информационной 
оптики» и диагностики состояний многочастичных систем. 

 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 12-02-00855), про-
грамм фундаментальных исследований Президиума РАН № 24 и программ 
фундаментальных исследований Отделения физических наук РАН III.7 и 
IV.12. 
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О ЛЮДЯХ НАУКИ, 
в том числе нелинейной оптики 

В. В. Рагульский 

В марте 1912 года не стало П. Н. Лебедева.  
Прошло столетие. Но его дела не забылись… 

Введение 

Российская научная школа физики в конце XIX — начале XX века 
формировалась под выраженным влиянием общеевропейских исследова-
ний. Этому способствовала свобода перемещения по Европе и доступ-
ность обучения в лучших европейских университетах. Англо-русская ли-
ния, идущая от Ньютона, Максвелла и Резерфорда к Капице, а потом и к 
их последователям, обсуждается чаще. Немецкая же — традиционная для 
России еще с петровских времен и деятельности Ломоносова, порою ока-
зывается в тени. А ведь она породила Лебедева — ярчайшего представи-
теля науки. Он вошел в историю как непревзойденный мастер экспери-
мента. Им обнаружено на опыте давление света. Именно с него началась в 
России школа профессиональной физики.  

От гениального П. Н. Лебедева через выдающихся его продолжате- 
лей — Л. И. Мандельштама, С. И. Вавилова, И. Е. Тамма и их учеников — 
развитие научных работ в России можно проследить до наших дней. 

Петр Николаевич Лебедев был не только потрясающим ученым, но и 
удивительно нетривиальным и веселым человеком, напоминающим скорее 
ироничного и спортивного «шестидесятника» 20-го века, чем традиционно 
кабинетного профессора. Он плавал по рекам, поднимался в небо и был 
кумиром думающих студентов. Пока позволяло здоровье, он был и альпи-
нистом. 

Лебедев писал: «Если мне предложат выбор между богатством индий-
ского раджи с условием оставить науку и заниматься или не заниматься 
чем угодно — и между скудным пропитанием, неудобной квартирой, но 
превосходным институтом, то у меня и мысли не может быть о колеба-
нии». К несчастью для себя, Лебедев был еще пронзительно порядочным 
человеком. В знак протеста против разгрома царским правительством в 
1911 году Московского университета его покинули многие. Среди них 
были Н. А. Умов, В. И. Вернадский, Н. Д. Зелинский, С. А. Чаплыгин,  
П. Н. Лебедев. Они ушли из университета потому, что для них понятие 
чести не было пустым словом, а требовало конкретных действий. Некото-
рые из них шли «в никуда», но в сложившихся условиях они не могли по-
ступить по-иному.  
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Лебедев потерял все: солидное положение, надежду на скорую про-
фессорскую пенсию, лабораторию, возможность заниматься любимым 
делом. Это чрезвычайно больно ударило по нему и ускорило его кончину. 
Но талантливый и справедливый, он успел собрать нетривиальных учени-
ков, также остро болеющих за судьбу российских научных работ и всей 
Отчизны, также трепетно заботящихся о своих коллегах.  

Здесь невозможно рассказать подробно о целой плеяде выдающихся 
российских ученых. Но можно привести некоторые высказывания; напом-
нить, как выглядели упомянутые люди (иные тогда, когда они были моло-
дыми, задорными и неакадемиками).  

О науке, ее методах и роли государства размышляли, конечно, не 
только наши исследователи. Для иллюстрации в этой статье приведены 
афоризмы известных людей: Юлия Цезаря, Леонардо да Винчи, Галилео 
Галилея, Исаака Ньютона и Козьмы Пруткова. Видно, что умные головы в 
разных странах и в разные времена думали одинаково. 

О создателе школы физиков в России 
Именно Лебедев основал первую в России школу физиков.  
Он впервые в мире измерил давление света на вещество 

Иногда в средствах информации рассказывают о людях науки. Зачас-
тую жизнеописания сводятся к перечислению: что ими получено, где и 
когда. Но во все времена многие научные работники не ограничивались 
только своими исследованиями. Они также думали о будущем науки и 
всего общества.  

Далее приводятся некоторые мысли Петра Николаевича Лебедева, 
мнения известных людей разных стран и поколений о науке, образовании 
и вообще о жизни. Лебедев измерил давление солнечного света и разгадал 
загадку отгибания хвостов комет в направлении от Солнца. Дело в том, 
что именно воздействие солнечного света на комету искривляет ее хвост. 

Через многие годы школа, заложенная П. Н. 
Лебедевым, способствовала созданию пер-
вых отечественных устройств на вынужден-
ных переходах. Как раз такие переходы ис-
пользуются в лазерах. Лазерные лучи могут 
вывести из строя боевую ракету или иссле-
довать комету, т. е. от наблюдения космиче-
ского пространства позволяют перейти к его 
активному изучению и изменению. 

Неофициальная фотография П. Н. Лебе-
дева хорошо отражает его характер. Он от-
нюдь не принадлежал к «кабинетным» субъ-
ектам, которых В. Маяковский в стихотво-
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рении 1915 года «Гимн ученому» хлестко описал так: «С головой, отку-
санной начисто трактатом ”О бородавках в Бразилии”». 

Лебедев без остатка тратил себя для развития науки в России. Он не 
только великий физик, но и прекрасный рассказчик. В одном из писем он 
написал: «Сейчас я собираюсь или сделать очень большую работу, или 
потерять очень много времени — и то, и другое я уже начал; неизвестно, 
чем кончу». 

Был он и интересным преподавателем. Вот его мысль: «Чтение лекций 
я считаю идеальным способом преподавания, так как всей душой люблю 
это дело и верю в его огромное значение». Петр Николаевич также напи-
сал: «Ученая сила кроется в преемственности знаний». 

В 1910 году рассказ Лебедева о давлении света слушал С. И. Вавилов, 
в то время студент физико-математического факультета Московского им-
ператорского университета. Он вспоминал: «Никогда я не слышал таких 
аплодисментов. Это был триумф великого физика, эксперимент которого 
едва ли по силе кому-нибудь другому на свете». 

Окончивший тот же факультет в 1885 году 
известный промышленник и меценат Савва Ти-
мофеевич Морозов, по воспоминаниям Алексея 
Максимовича Горького, так оценивал уровень 
Лебедева: «Он будет такой же силой в нашей 
науке, каковы Менделеев и Павлов». 

Любопытно, что до П. И. Лебедева из рос-
сиян в английское королевское общество был 
избран лишь Д. И. Менделеев. 

Но в дореволюционной стране продуктив-
ная научная деятельность была исключением, а 
не правилом. 

Владимир Иванович Вернадский, хорошо знавший как П. Н. Лебедева, 
так и положение науки в лебедевские времена, грустно тогда же отмечал: 

«Наука в России находится в пренебрежении». 
В те времена руководители не видели смыс-

ла развивать научные исследования в своем го-
сударстве. Например, по уставу Академии наук 
России (действовавшему до 1917 года) всей ог-
ромной стране для физики вполне достаточен 
«один лаборатор и один механик». Эту норму 
соизволил утвердить сам Император и Самодер-
жец Всероссийский! 

Недаром Лебедев писал: «Ученые, в боль-
шинстве случаев, дали крупные исследования не 
благодаря тем условиям, в которых они работали 
в России, а вопреки им». 
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Кто поддерживал Лебедева 

Исследования П. Н. Лебедева поддерживали 
фонды Х. С. Леденцова (фотография справа) и 
А. Л. Шанявского (его фотография немного ниже). 
В первом было больше денег, чем у Нобеля. И на 
науку этим фондом тратилось больше, чем выделя-
ло царское правительство России. 

В отличие от Нобелевских премий фондом от-
мечались не те работы, которые уже сделаны, а 
именно те, которые только в будущем, может быть, 
дадут интересные результаты. Например, деньги 
давались К. Э. Циолковскому. 

Христофор Семенович Леденцов знал 8 языков и хорошо изучил лю-
дей. Он пришел к выводу: «Средство улучшения жизни на Земле только в 
науке и в возможно полном усвоении всеми научных знаний». 

Отставной генерал Альфонс Леонович Шаняв-
ский заработал немалый капитал. На него был, в 
частности, основан Московский городской универ-
ситет. Туда мог поступать каждый, незави-симо от 
своего происхождения, национальности, образова-
ния, религиозных взглядов, пола и возраста. Ша-
нявский написал министру образова-ния России: 
«Перед страной перспектива одичания. С одними 
руками и ногами ничего не поделаешь, нужны и 
головы». 

У Лебедева не было блестящего здоровья.  
В одном из написанных им писем сказано: «Жаль, что со мною погибнет 
полезная людям очень хорошая машина для изучения природы». 

Атомная энергия 

В год смерти Лебедева, еще до начала Мировой войны 1914 года, пи-
сатель-фантаст Г. Уэллс понял, что над человечеством нависнет смертель-
ная опасность, если на основе радиоактивности будет сделана «атомная 
бомба». Именно такой термин использовал Уэллс. Он вспоминал: «В 
1914 году я напечатал роман «Освобожденный мир», где описывал кру-
шение всего общества в результате применения атомных бомб».  

Через 7 лет после романа Уэллса (в 1921 году) поэт А. Белый, окон-
чивший тот же факультет Московского университета, что и С. И. Вавилов, 
в стихах «Первое свиданье» провидчески отметил: «Мир рвался в опытах 
Кюри / Атомной лопнувшей бомбой». 

Мрачное предсказание Уэллса подтвердилось через 3 десятилетия, ко-
гда в США были созданы две первые атомные бомбы, и американские 



 435

летчики сбросили их на японские города Хиросима и Нагасаки. В резуль-
тате погибли или были искалечены сотни тысяч людей.  

Ни надежды на медицину, ни вера в промысел Божий им не помогли. 
К сожалению или к счастью для него, верующий человек полагает, что 

если усерднее молиться, то высшие силы отведут напасть. Тут уместно 
вспомнить А. П. Чехова и его слова: «Я давно растерял свою веру и только 
с недоумением поглядываю на всякого интеллигентного верующего».  

Об исключительных перспективах радиоактивности говорил с 1910 
года В. И. Вернадский. Он утверждал, что ей суждено оказать огромное 
влияние на жизнь человечества, начать новую эру его истории. 

Но только в 1940 году ему удалось расшевелить тех, чьи решения мо-
гут затронуть всю страну. В то время он заявил президиуму Академии 
наук, что уже «…есть возможность использования внутриядерной энер-
гии, хотя она и связана с рядом очень больших трудностей». В результате 
была создана комиссия по проблеме урана. В нее включены специалисты в 
различных областях, в том числе В. И. Вернадский, Л. И. Мандельштам и 
С. И. Вавилов. 

Потрясения начала XX века 

Но вернемся к рассказу о Лебедеве. Одним из его сотрудников был 
Петр Петрович Лазарев. Отзывался о нем Лебедев так: «Он, как ученый, 
крупнее меня». Редкий начальник официально признает превосходство 
над собою своего же подчиненного. 

Лазарев успешно занимался физикой и медициной, биофизикой и гео-
физикой, лекторским и издательским делом. Им организовано исследова-
ние Курской магнитной аномалии. Он также 
хорошо рисовал; был научным консультантом 
при написании романа «Гиперболоид инженера 
Гарина» А. Н. Толстым. Там ученый впервые 
столкнулся с мощным пучком света, который 
приготовил человек. Опубликован этот роман в 
1926 году. 

Как уже говорилось, вскоре после смерти 
Лебедева началась Мировая война 1914 года. 
Потом у нас — война гражданская. В стране 
развал экономики и научных связей. Но люди, 
понимавшие незаменимую роль науки, были 
всегда.  

Например, С. Ф. Ольденбург — непременный секретарь и реальный 
руководитель академии до 1917 года, а также долгое время и потом — в 
1919 году в письме Лазареву отмечал: «Уничтожение Академии наук опо-
зорит любую власть». 
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Начальник Лазарева, возглавлявший тогда Высший Совет Народного 
Хозяйства Ф. Э. Дзержинский на всесоюзной конференции 1925 года зая-
вил: «Основная задача — поднять науку на высшую ступень. Иначе мы 
экономически победить не сможем». 

Очень многое сделал для развития научных работ в СССР С. И. Вави-
лов (на фотографии — в бытность студентом). 

Про С. И. Вавилова в различные периоды 
его жизни и после нее писали разные люди, но 
все они подчеркивали исключительную роль 
этого человека в российских научных исследо-
ваниях. Англичанин Дж. Бернал подвел итог его 
деятельности так: «С. И. Вавилов, наряду с Ло-
моносовым, великий созидатель науки». 

Мнение Ольденбурга, высказанное им еще 
до того, как Вавилов стал президентом Акаде-
мии наук, звучит так: «Вот кому бы я мог с пол-
ной уверенностью за судьбу Академии передать 
управление ею».  

Не менее высока оценка А. М. Прохорова, одного из сотрудников 
С. И. Вавилова, опубликованная через 14 лет после кончины последнего: 
«Жизнь его прекрасна и трагична». 

 

Теперь мысли Вернадского и Вавилова о научных школах. 
Вернадский писал: «Высшая школа является независимым центром 

научной мысли».  
А вот слова С. И. Вавилова: «Приборы, изготовленные руками уча-

щихся, это и есть лучшая школа физики». 
Посмотрим на отношение С. И. Вавилова к научной работе. Он гово-

рил: «Экспериментаторы пытаются поставить хороший опыт; теорети- 
ки — сделать о возможных результатах опыта убедительное предположе-
ние. Если в опыте зарегистрировано именно то, что предполагают теоре-
тики — это очень хорошо. Если же что-то другое, то еще лучше». 

С. И. Вавилов обладал энциклопедическими знаниями. Он был хоро-
шо информирован о радиоактивности и об уникальной чувствительности 
глаза. В частности, поэтому Вавилов смог поставить опыт, в котором было 
открыто световое излучение, вызванное объектами, двигающимися в ве-
ществе быстрее света. Это явление у нас называют эффект Вавилова —
Черенкова. За него высшая премия СССР — Сталинская 1-й степени — 
дана Вавилову, Черенкову, Тамму и Франку. 

Но за рубежом первая фамилия из названия открытия исчезла. 
Э. В. Шпольский, хорошо знавший С. И. Вавилова, сообщал: «Сергей 
Иванович отказался от приоритетной публикации об этом эффекте, совме-



 437

стной со своим аспирантом Черенковым, дабы не помешать тому защи-
щать кандидатскую диссертацию». 

Когда Вавилов уже умер, оставшимся троим за то же сáмое присуж-
дена Нобелевская премия. 

Не раз говорилось: «С. И. Вавилов — родоначальник нелинейной оп-
тики. Его работа в этой области началась задолго до создания лазеров».  

Л. И. Мандельштам 

В отзыве о Вавилове в 1932 году Мандельштам констатировал, что 
принципиальное значение имеет вопрос: зависят ли оптические константы 
тел от интенсивности света?  

С. И. Вавилов приложил немало усилий, чтобы 
в Московском университете появился именно Лео-
нид Исаакович Мандельштам. С. И. Вавилов был 
подчиненным Мандельштама в МГУ, а потом в 
ФИАНе стал у него начальником, и поэтому он знал 
его всесторонне. Узнав о его смерти, Вавилов запи-
сал в своем дневнике: «Это самый замечательный 
человек среди ученых России». 

Исключительно большое значение имеют мно-
гие работы Мандельштама. Он придумал и впервые 
осуществил принцип временнóй развертки изобра-
жения, который теперь повсеместно используется в осциллографах, теле-
визорах и мониторах. По словам А. Ф. Иоффе, опубликованным в издании 
Академии наук до присуждения Нобелевской премии за комбинационное 
рассеяние: «Мандельштам раньше Рáмана обнаружил такое рассеяние». 
Но указанная премия за этот эффект дана только Рáману. 

Личные качества Леонида Исааковича всегда вели к созданию вокруг 
атмосферы корректности и доброжелательности. И. Е. Тамм подчеркивал: 
«Какое сочетание могучего интеллекта с поразительной человечностью!» 
Мандельштама высоко оценивали не только близкие и друзья. П. С. Эрен-
фест сказал: «У него исключительная ясность в постановке и в изучении 
проблем». 

Мандельштам во время войны написал С. И. Вавилову: «Важны, осо-
бенно в будущем, связи колебательной лаборатории ФИАН». Через одно 
десятилетие именно в ней был придуман первый отечественный мазер. 
Ученик Мандельштама В. И. Фабрикант вспоминал: «Он говорил на мно-
гие десятилетия вперед». 

В характеристике Мандельштама есть слова: «Он один из немногих, 
если не единственный физик, работы которого одинаково глубоко затра-
гивают области теоретической, экспериментальной и технической фи- 
зики». 
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Г. С. Ландсберг и И. Е. Тамм 

В 1924 году Мандельштам получил отчаянное письмо Г.С. Ландсбер-
га, в котором прочел: «Вы являетесь последней надеждой на оздоровление 
Физического института Московского университета». Мандельштам внял 
такому призыву. 

Вместе с Ландсбергом, работая уже в МГУ, он 
обнаружил, что рассеяние света может идти с из-
менением длины волны этого света. 

Ландсберг развил технику спектрального ана-
лиза, за что получил Сталинскую премию. Из соз-
данной им Комиссии по спектроскопии вырос Ин-
ститут спектроскопии.  

Лекции Ландсберга стали основой популярных 
книг «Элементарный учебник физики» и «Опти-
ка». Они широко используются как абитуриента-
ми, так и студентами, а также специалистами. 

Другой сотрудник Л. И. Мандельштама —  
И. Е. Тамм. Мандельштам и Тамм — две ярчайшие фигуры советской фи-
зики. Они вместе перестроили преподавание 
теоретической физики в Московском универси-
тете. Тамму бы в Университете не работать, ес-
ли б хорошее понимание математики когда-то 
не спасло ему жизнь. Дело было во время Граж-
данской войны. Его арестовал один из бесчис-
ленных отрядов. Командир, когда-то учившийся 
высшей математике, сказал: «Будет свобода, 
если за ночь будет решена вот такая трудная 
задача. Тогда я поверю, что попался профессио-
нальный теоретик, специа-лист по математике. 
Иначе расстрел». К сча-стью, в отпущенный 
срок с задачей Тамму удалось справиться. 

Впоследствии Тамм получил Нобелевскую премию за теорию света, 
который вызван объектом, бегущим в среде быстрее, чем свет. Он ввел 
понятие «фонон», то есть квант звука. Велик его вклад в понимание и ис-
пользование плазменных процессов.  

Он также основатель и первый руководитель теоретического отдела 
Физического института Академии наук (ФИАНа). Постоянно вносил 
в работу дух поиска, а в отдых — веселья. Даже своего английского друга 
П. Дирака привлек к туризму. Многие из учеников Тамма в трудных си-
туациях задумывались: «А как бы учитель поступил в подобном случае?» 
Интересна и многократно издана его книга «Основы теории электриче-
ства». 
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Аспиранты Л. И. Мандельштама 

Когда-то Ландсберг написал: «Среди нашей молодежи самый талант-
ливый и образованный — М. А. Леонтович». 

Учтя эту оценку и поговорив с самим Ле-
онтовичем, Мандельштам пригласил его к себе 
в аспирантуру. Они вместе построили и опуб-
ликовали первую в мире теорию туннельного 
эффекта. На эту статью ссылаются до сих 
пор. 

Михаил Александрович Леонтович с успе-
хом работал в геофизике, квантовой механи-
ке, оптике, радиофизике и в теории плазмы. 
С. И. Вавилов сообщает в его характерис- 
тике: «Лекции Леонтовича по статистической 
физике и по физической оптике пользуются 
огромной популярностью среди студенчества». 

А. П. Александров отметил: «Поистине нарицательными стали бес-
компромиссная научная принципиальность Леонтовича, сердечное отно-
шение к людям, исключительная скромность. Он наша совесть». 

Однажды на выборах в Академию наук Леонтович громоподобным 
голосом напомнил, как мешали научным исследованиям рассматриваемые 
кандидаты — начальник отдела науки ЦК КПСС и ближайший сотрудник 
всесильного тогда Лысенко. Если они в академию попадут, то вред от них 
наверняка только увеличится. После такой уничтожающей оценки этих 
претендентов в Академию не избрали. 

Леонтович был азартным человеком и заядлым туристом. Порою с 
ним в походах бывала и его сестра. Она выросла в хорошего математика, а 
ее мужем стал друг Леонтовича — Александр 
Александрович Андронов. 

Мандельштам отзывался об Андронове так: 
«Это мой любимый ученик» (фотография Анд-
ронова — времен обучения у Мандельштама). 
После учебы бывший аспирант перебрался в го-
род Горький и продуктивно там работал. 

Андронов — признанный авторитет в нели-
нейных явлениях и в динамике машин. Он от-
лично владел математикой, ввел термин «авто-
колебания». Многое сделал в механике, радио-
физике, образовании и в истории науки. 

Математик Л. С. Понтрягин рассказывал: 
«Андронов как никто другой чувствовал ответственность за все происхо-
дящее в стране и служил для меня высшим образцом человека». 
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Андронов стал прообразом главного героя — академика Дронова — 
в фильме «Все остается людям». Автор сценария этого фильма сообщает в 
своей книге, что люди, которые видели и эту картину, и Андронова, гово-
рят о совершенно точном соответствии исполнителя прообразу. В одном 
из эпизодов фильма Дронов пресекает незаконное выселение из квартиры. 
В депутатской практике Андронова был похожий случай. Его решитель-
ное вмешательство восстановило справедливость. А вот сам он в результа-
те попал в больницу. 

Под руководством М. А. Леонтовича началась научная деятельность 
Н. Г. Басова и А. М. Прохорова. Позже они вместе с Ч. Таунсом из США 
получили Нобелевскую премию. Она присуждена «за фундаментальную 
работу в области квантовой электроники, которая привела к генераторам и 
усилителям, базирующимся на мазерно-лазерном принципе».  

 

 
 
 
 
 

Слева — Николай Геннадьевич 
Басов, справа — Александр 
Михайлович Прохоров 
 
 
 
 

После появления мазеров и лазеров Л. А. Арцимович отметил: 
«Игольчатые пучки атомных радиостанций представляют собой своеоб-
разную реализацию идей “Гиперболоида инженера Гарина”». Любопытно, 
что это литературное произведение опубликовано намного раньше науч-
ных работ по лазерной тематике. 

Один из выдающихся людей 

Р. В. Хохлов — яркий представитель упомя-
нутой физической школы. Он внес большой вклад 
в изучение волновых процессов, в том числе в 
нелинейную оптику. Посмотрим на поведение 
Рема Викторовича Хохлова в разных ситуациях. 
Сначала об его отношении к предшественникам. 
В статье Хохлова 1965 года, появившейся через 
два десятилетия после смерти Мандельштама, 
есть такие слова: «У нас в стране основную роль 
в изучении нелинейных волновых процессов сыг-
рали ученые, являющиеся во втором и третьем 
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поколениях учениками Л. И. Мандельштама». Добавим, что эти ученые 
трудятся в разных местах, в том числе в Горьком — Нижнем Новгороде 
под руководством А. В. Гапонова-Грехова. К таким ученикам Р. В. Хохлов 
причисляет и себя. 

А теперь об его отношении к современникам. Он задумал эксперимен-
тально выяснить, испытывает ли свет самофокусировку? Но подходящего 
помещения и некоторых измерителей у него не было. Тогда он поговорил 
с Н. Г. Басовым, и тот выделил в ФИАНе комнату и недостающие прибо-
ры. Исследователей — аспиранта и студента — прислал Хохлов из МГУ. 
Те провели эксперимент и зарегистрировали самофокусировку лазерного 
света. Была подготовлена статья об этом. Но Хохлов отказался быть ее 
соавтором, сказав исследователям: «Вы же сами все сделали». 

Обращение волнового фронта 

В лаборатории же Басова полным ходом шли работы по квантовой 
электронике. На семинаре 1 ноября 1971 года Н. Г. Басов подытожил об-
суждение одного из докладов так: «Это новое слово в оптике». В том док-
ладе сообщалось об обнаружении эффекта обращения волнового фронта 
(ОВФ). 

Раньше о подобном говорилось только в фантастике. А именно, в од-
ном из романов Казанцева вдогонку за нашим разведчиком посылают сиг-
нал. Устройство разведчика превращает сигнал в новую волну, которая 
тут же отправляется обратно, то есть как раз туда, откуда исходная была 
послана. В упомянутом романе вернувшуюся волну именуют «обратной». 

О реальном применении обращения рассказано ниже. Лазерный луч с 
предельно малой, то есть с дифракционной расходимостью (фото а) идет в 
усилитель. При распространении сквозь него энергия луча может возрас-
ти, но одновременно за счет фазовых неоднородностей сильно вырастет и 
занимаемый этим лучом угол (б). Затем прошедший свет обращается и 
проходит обратно сквозь тот же усилитель, то есть сквозь те же фазовые 
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неоднородности. В результате этих операций искажения компенсируются 
(в), а энергия пучка возрастает, и получается мощная волна с предельно 
малой расходимостью. Это наглядно показывает сравнение фото а и в. На 
рисунке даны фотографии исходной и конечной волн, а также итог одно-
кратного прохождения исходной волной этого усилителя. Заметим, что 
масштаб всех фотографий одинаков. 

Конечной волне можно придать иную поляризацию, чем есть у исход-
ной. А тогда обе волны легко разделить, что и было сделано.  

Через несколько лет после того, как обнаружили явление обращения и 
испробовали его применение в лазерных устройствах, потребовалась ква-
лифицированная оценка сделанного. Спросили ее у Р. В. Хохлова, ведь он 
признанный специалист по нелинейным процессам (а явление обращения 
волнового фронта происходит как раз за счет нелинейного взаимодействия 
света со средой). В ответном письме Хохлова написано, что этот эффект 
«можно рассматривать как волшебное зеркало, изменяющее знак времени». 
По его словам, эффект «может найти важные применения для создания 
световых полей с максимальной направленностью и интенсивностью». 

Очевидно, что наука дает порою нежданные и интересные результаты. 
Как отмечал упомянутый ранее П. Дирак: «Всегда надо быть готовым к 
тому, что убеждения, которых придерживался в течение долгого времени, 
могут оказаться ошибочными». А француз Э. Малюс, открывший поля-
ризацию света, написал: «Новые явления приближают нас к истине, дока-
зывая недостаточность всех теорий, придуманных физиками для объясне-
ния отражения света». Эти слова полностью применимы к открытию яв-
ления обращения волнового фронта, описанного выше. 

Еще литературные комментарии по поводу обращения волнового 
фронта (и не только его). Обращать советовал еще Козьма Прутков: «Не-
престанно обращай взор свой на зады, чем сбережешь себя от знатных 
ошибок». В нашем случае «на зады» означает «на предшественников». 

Опасны ли новые результаты? В книге французского ученого  
Ж.-М. Леге сказано: «Опасность не в возможностях, возникающих из по-
знания законов физики и биологии. Опасность в отставании обществен-
ных явлений и в неумении управлять ими». 

Мысли предшественников 

В. И. Вернадский отмечал: «Достигнув нового, мы 
всегда с удивлением находим в прошлом предшест-
венников». 

Что же раньше думали, говорили и писали умные 
люди разных стран и поколений? Начнем с Мыслителя, 
которого изваял Роден. О чем он думает — непонятно, 
но думает красиво.  
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Мысль Юлия Цезаря: «Опыт всему учитель», — прошла сквозь века, 
послужив одной из идейных основ Возрождения. Срок, прошедший от 
Цезаря до нас, ничтожно мал по сравнению со временем существования 
человечества. За такой малый период коренных изменений и в психике 
людей и в технологии познания не произошло. 

Гений эпохи Возрождения Леонардо да Винчи говорил: «Единствен-
ным критерием истины является опыт». 

Френсис Бекон также полагал: «Самое лучшее из всех доказательств 
есть опыт». 

В книге Галилео Галилея читаем: «Экспериментальные результаты 
надо предпочесть всякому рассуждению, если даже оно и кажется очень 
хорошо обоснованным». 

Исаак Ньютон: «Надежнейший способ познания природы состоит в 
том, чтобы путем экспериментов тщательно оты-
скивать свойства вещей, а затем осторожно ут-
верждать объясняющие их гипотезы». 

Любопытны и слова М. В. Ломоносова: «На-
тура тем паче всего удивительна, что в простоте 
своей многохитростна, и от малого числа причин 
произносит неисчислимые образы свойств, пере-
мен и явлений». 

Справа — копия прижизненного портрета  
М. В. Ломоносова, нарисованная П. П. Лазаре-
вым. 

За изучением натуры, то есть природы, постоянно следил Лебедев. 
Вот его мысль: «Результаты опытов Рентгена рельефно показывают, что 
всякий прогресс в прикладной науке обусловлен исключительно успехами 
в области основных наук, в области чистого знания». 

В другой статье Лебедев указывал: «Прирожденный талант будет по-
буждать людей посвящать свое время разработке научных вопросов. Та-
лант, который открывает ученому необозримое поле разнообразной и в 
высшей мере увлекательной деятельности». 

Интересны мнения П. Л. Капицы и С. И. Вавилова о науке. 
Капица полагал: «Наука должна быть увлекательной и простой».  
Вавилов надеялся: «Впереди науку ждут новые открытия; мы ближе 

подойдем к истине, а техника обогатится новыми средствами». 
 

Сохранение и развитие науки немыслимо без обучения новых людей. 
Суждения многих, c большой тревогой думающих сейчас о будущем  
России, опубликованы еще в 2010 году одной из комиссий РАН: Там го-
ворится: «То, что сегодня происходит в сфере образования — позор госу-
дарства». 
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Поучительны высказывания компетентных людей о государст-
венной роли науки:  

Ф. Жолио-Кюри, который руководил когда-то ядерной программой 
Франции, отметил: «Страна, которая не развивает науку, неизбежно пре-
вращается в колонию».  

А. М. Прохоров в конце своей жизни заявил: «Без фундаментальной 
науки наша страна обречена на провал». 

 
В связи со смертью П. Н. Лебедева выдающийся физиолог И. П. Пав-

лов написал: «Разделяю скорбь утраты незаменимого Петра Николаеви-
ча Лебедева. Когда же Россия научится беречь своих выдающихся сы-
нов — истинную опору Отечества?!» 

Закончим рассказ всегда справедливыми словами Лебедева: 
 

«ЗАБОТЯСЬ ОБ УСПЕХАХ НАУКИ,  
ОБЩЕСТВО БУДЕТ ЗАБОТИТЬСЯ О СЕБЕ САМОМ». 
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ФЕНОМЕНОЛОГИЯ ФЛУКТУАЦИЙ 
ДОХОДНОСТИ АКЦИЙ НА ФОНДОВОМ РЫНКЕ1 

М. Ю. Романовский 

Введение. Экспериментальные факты, 
наблюдаемые при флуктуациях доходности ценных бумаг 
Логарифмические доходности акций и фондовых индексов S(Δt), из-

меренные на интервале времени Δt: 

 
( )

( ) ln ,
( )

Y t t
S t

Y t

+ ΔΔ =  (1) 

систематически исследуются еще со времен Л. Башелье [1] (Y(t) — цена 
акции или значение индекса в момент времени t). Экспериментальные ис-
следования доходностей на международных финансовых рынках позволи-
ли установить несколько фактов.  

Во-первых, кумулятивная функция распределения Φ(x) вероятности 
возникновения флуктуации большей, чем x, так же как и меньшей, чем –x, 
для акций крупнейших компаний США на временном интервале с 1994 по 
1995 год хорошо описывается степенной функцией вида [2] 
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Аналогичные результаты получены и для акций немецких компаний [3], 
норвежских компаний [4], французских, японских, швейцарских и англий-
ских компаний [5], а также фондовых индексов [6]. 

Российские акции («голубые фишки») демонстрируют аналогичное 
поведение (2). На рис. 1 изображено кумулятивное распределение доход-
ностей для положительных (закрашенные маркеры) и отрицательных (не 
закрашенные маркеры) флуктуаций акций Сбербанка. Прямой линией на 
рис. 1 обозначен закон x–3. По оси Y отложена кумулятивная функция рас-
пределения, по оси Х — доходность, нормированная на соответствующую 
экспериментально вычисленную среднеквадратичную доходность. Анало-
гичные зависимости мы получили и для акций других российских компа-
ний. На рис. 2 представлена функция распределения флуктуаций россий-
ского индекса РТС. Хорошо видно, что все графики кумулятивных рас-
пределений похожи друг на друга. В то же время кривые для доходностей 
с большими Δt располагаются несколько выше графиков для доходностей 
с меньшими Δt (см. также [5]). 

                                                 
1 Основано на статье П. В. Видова и М. Ю. Романовского «Неклассические 

случайные блуждания и феноменология флуктуаций доходности ценных бумаг на 
фондовом рынке» (УФН. 2011. Т. 181, вып. 7. С. 774—778). 
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Рис. 1. Кумулятивные распределения нормированных доходностей обыкновенных 
акций Сбербанка для различных Δt: □ — одноминутные положительные флуктуации; 
■ — одноминутные отрицательные флуктуации; - — часовые положительные флук-
туации; ▲ — часовые отрицательные флуктуации; ○ — дневные положительные 
флуктуации; ● —дневные отрицательные флуктуации. Прямая линия — x–3. Одноми-
нутные, часовые, дневные данные получены по результатам торгов соответственно 
10.01—10.02.2009 г., 01.09.2008—30.09.2009 гг., 23.01.2006—30.09.2009 гг. на бирже 
ММВБ 
 

 
 

Рис. 2. Кумулятивные распределения нормированных доходностей индекса РТС 
для различных Δt: ○ — дневные положительные флуктуации; ● —дневные отрица-
тельные флуктуации; ? — месячные положительные флуктуации; A — месячные 
отрицательные флуктуации. Прямая линия — x–3. Дневные данные получены по 
результатам торгов 09.01.1995—27.06.2007 гг. на бирже РТС, месячные данные —
по результатам торгов 09.01.1995—20.10.2010 гг. 
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Во-вторых, распределение количества акций, торгуемых в одной бир-
жевой сделке (одном тике), Q(x) определенно попадает в диапазон Леви, т. е. 
асимптотическая («хвостовая») часть распределения хорошо описывается 
законом вида x–ς, где 2 > ς > 0, если рассматривать кумулятивную функ-
цию распределения (см. [7] и обсуждение [8, 9]). Параметры 1,63 > ς > 1,45 
были получены при помощи различных статистических методов для од-
ной и той же выборки акций крупнейших американских компаний (см. 
также [10]), ς ~ 1,58 — для акций 85 крупнейших компаний, торгуемых на 
Лондонской фондовой бирже (LSE) в 2001—2002 годах, и ς ~ 1,53 — для 
акций 13 компаний, входящих в индекс Парижской биржи CAC-40. Для 
российских «голубых фишек» мы получили показатели в диапазоне 1,7 > ς > 
> 1,6 в зависимости от рассматриваемой ценной бумаги (рис. 3). 

 

Естественно, данные зависимости справедливы только для акций. Си-
туация с доходностями индексов несколько сложнее. Очевидно, что до-
ходности индекса могут зависеть от объема торгов акциями, входящими в 
индекс. Однако это предположение довольно сложно проверить экспери-
ментально (см. ниже). 

Наконец, известно, что процесс S(t) является дельта-коррелированным 
во времени: 

 ( ) ( ) ( ) ~ ( )B t S t S t t tΔ = + Δ δ Δ  (3) 

для всех акций [11]. Это утверждение проверялось для российских «голу-
бых фишек» при различных Δt, включая самый маленький из доступных 
нам интервалов — 1 мин. Во всех случаях был получен следующий ре-
зультат: значение корреляционной функции (3) стремится к нулю на пер-
вой ненулевой измеренной точке Δt. Аналогичная корреляционная функ-
ция для индексов имеет вид ~exp(–t/τcorr) [6], где время корреляции для 
индекса S&P500 составляет порядка 4 мин [6], а для российского индекса 
РТС — 0,85 мин [12]. Таким образом, доходность акций и индексов напо-
минает случайный процесс с независимыми приращениями.  
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Рис. 3. Кумулятивное рас-
пределение объема торгов в 
одном тике для акций Сбер-
банка 21.11.2007 г. Прямой 
линией обозначена «хвосто-
вая» зависимость x–ς, где 
ς = 1,7 
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1. Броуновское движение 
и гауссовы случайные блуждания 

Случайные блуждания являются привлекательной наглядной моделью 
случайного процесса с независимыми приращениями. Формально задача о 
случайных блужданиях ставится следующим образом. Следует найти 
плотность вероятности того, что частица, испытав N прыжков в простран-
стве некоторой размерности G, окажется от места старта (в качестве кото-
рого без ограничения общности можно взять начало координат) в интер-
вале от R до R + ΔR. Каждый i-й прыжок может быть произведен в интер-
вал длин (в модельном G-мерном пространстве) от ri до ri + Δri с вероятно-
стью τ(ri). Все прыжки являются независимыми случайными величинами.  

Схема решения этой задачи известна (схема Чандрасекара [13]). Пусть  
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При наличии всех моментов у функции плотности вероятности τ(ri) имеем 
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Положив теперь N<r2> = Dt (D — коэффициент диффузии), получим 
обычное решение для классической одномерной диффузии броуновской 
частицы, при котором средний квадрат смещения (дисперсия) ее из точки 
старта пропорционален t1/2. 

Важнейшим требованием в схеме Чандрасекара [13] является наличие 
всех моментов закона прыжков, хотя в ответ (5) входит только второй. По-
видимому, наиболее «слабо» спадающим на бесконечности законом 
прыжка, имеющим все конечные моменты, является распределение Суб-
ботина [14]: p(x) ~ exp(–xα), α > 0 (на самом деле лишь немного больше). 

2. Блуждания Леви 
Изучим одномерные случайные блуждания с законом элементарного 

прыжка τ(ri), не дающего всех конечных моментов, но обладающего нор-
мировкой. Наипростейшей аппроксимацией является степенной закон, где 
для малых прыжков (в нуле) предполагается ограниченность и гладкость: 

 ( )
1

2 2
( ) .i

i

C
r

z r
βτ =

+
 (6) 

Здесь C1 — константа, определяемая требованием нормировки 
C1 = 2Γ(β)z(2β – 1)/π1/2Γ(β – 1/2), Γ(β) — гамма-функция Эйлера, β > 1/2, z — 
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константа, имеющая смысл некоторой характерной длины прыжка. Таким 
образом, закон (6) является безмасштабным только для больших прыжков, 
когда r >> z, тогда он сводится к закону типа Парето [15] τ(ri) ~ C1/ri

2β. 
Функция распределения с законом прыжка (6) сводится к функции Леви:  

 2 1
1 2 1

0

1 (3/2 )
( ) cos( ) exp ( ) .

2 ( 1/2)
W R KR N Kz dK

∞
β −

β −

 Γ − β= − π Γ β + 
  (7) 

Требование одинаковости закона (6) для всех прыжков в принципе не 
нужно — величины z могут быть все разные (zi), в этом случае величина 
Nz2β – 1 в (7) должна быть заменена на выражение Σizi

2β – 1.  
Закон распределения блужданий Леви характеризуется медленно спа-

дающей асимптотикой, т. е. значительным количеством больших флук-
туаций. Действительно, асимптотикой (7) является 
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(8) 

т. е. асимптотика распределения Леви укладывается в диапазон от 1/ρ до 
1/ρ3. Распределение Леви обладает одним интересным свойством. Если 
поделить асимптотику (8) на асимптотику закона прыжка (6), получим 
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Это выражение означает, что большие флуктуации могут возникать по-
средством одного прыжка (R = r при N = 1). 

3. Усеченные блуждания Леви 

Главным отличием усеченных блужданий Леви [16, 17] от гауссовых 
случайных блужданий является наличие «толстых хвостов», т. е. большого 
количества сильных флуктуаций R. Закон прыжка для усеченного распре-
деления Леви тот же (6), но теперь β > 3/2 (по-прежнему рассматриваем 
одномерные блуждания). При данных условиях этот закон имеет, как ми-
нимум, второй момент. При небольших флуктуациях до (R ~ 10z) эти рас-
пределения хорошо аппроксимируются соответствующей гауссовой 
функцией:  
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1 2 2

3/2 3/2
( ) exp .GW R R

Nz Nz

β − β − = − π  
 (10) 

Этот факт является выражением центральной предельной теоремы 
(ЦПТ) для таких случайных процессов [18]: гауссова функция справедли-
ва вплоть до флуктуаций в (N ln N)1/2 раз больше характерной средней ве-
личины z [19]. Иногда этот результат называют теоремой Чебышева, он 
справедлив для любых β ≥ 2 [20]. 

Для определения поведения усеченных распределений Леви в области 
больших флуктуаций (R ≥ (N ln N)1/2z) следует определить ранее точно 
неизвестную асимптотику функции распределения. Можно показать точ-
но, что асимптотическое поведение плотности распределения усеченных 
блужданий Леви может быть описано для любого β законом (рис. 4)  
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Рис. 4. Точные нормированные функции распределения при β = 2 (сплошная линия 1), 
β = 3 (сплошная линия 2), β = 4 (сплошная линия 3), β = 5 (сплошная линия 4) в 
зависимости от длины прыжков R, нормированных на z. Пунктирные линии 
5—8 — соответствующие асимптоты при больших R 
 
Кроме того, формула (11) описывает не только бесконечно делимый [21], 
но и устойчивый процесс. Для усеченных распределений большие флук-
туации R посредством одного прыжка (9) возможны только при β = 2, в 
отличие от случая функции Леви (для любого 1/2 < β < 3/2).  

Проследим теперь зависимость среднеквадратичного отклонения от 
времени. Получим 
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Закон усеченных блужданий Леви (асимптотики (10), (11)) может 
быть нормирован на средний квадрат R (12). В этом случае все гауссовы 
асимптоты (для малых R) при любом β становятся одинаковыми. В то же 
время асимптоты (11) становятся приблизительно равны N –1/2. На рис. 5 
показана кумулятивная функция распределения усеченных блужданий 
Леви при β = 2. Хорошо видна разница между кривыми для разных значе-
ний N. Кумулятивные распределения при любых β ведут себя аналогич-
ным образом. 

 

 

Рис. 5. Кумулятивная функция распределения усеченных блужданий Леви при 
β = 2 (ось Y): a — нормированная на R = N1/2z (ось X); б — нормированная на R с 
δ = 2,7. Сплошные линии — N = 1, пунктирные линии — N = 60, точки — N = 450. 
Количество прыжков соответствует отношению между десятиминутными, часо-
выми и дневными доходностями 

4. Сравнение с экспериментальными данными 

Таким образом, форма распределения усеченного блуждания Леви, 
получающегося в результате реализации схемы с законом единичного 
прыжка (6), при β = 2 соответствует выражению (1), однако в этом случае 
имеются различия для разных значений N, что, однако, не наблюдается в 
действительности (см. введение). Для устранения этого несоответствия 
схему следует скорректировать. Сначала рассмотрим вопрос о том, что в 
эксперименте соответствует единичной сделке — так называемому тику. 
Нам необходимо ответить на вопрос, является ли тик единичным прыж-
ком в схеме случайных блужданий. 

Дисперсия при β = 2 просто равна N 1/2z. Так как экспериментально 
N ~ t, где t — частота фиксации значений доходности, должно существо-

а б 
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вать минимальное время t, которое соответствует минимально возможно-
му интервалу фиксации доходности, т. е. время между двумя последова-
тельными тиками. С одной стороны, этот интервал является случайной 
величиной. Экспериментально можно легко определить ее среднее значе-
ние. С другой стороны, это среднее значение должно соответствовать 
средней тиковой доходности, т. е. значению z с точки зрения модели (см. 
выше). Можно построить зависимость средних доходностей для различ-
ных временных интервалов t. Теоретически эта зависимость должна иметь 
вид ~t1/2 в силу (12). График этой зависимости определенно должен начи-
наться с уровня тиковой доходности. Экспериментально можно сравнить 
теоретический минимальный временной интервал, определяемый точкой 
пересечения графика среднеквадратичных доходностей и уровня средне-
квадратичной тиковой доходности (рис. 6) со средним временным интер-
валом между двумя последовательными тиками. Разница между теорети-
чески определенным минимальным временным интервалом и эксперимен-
тально измеренным средним временем между двумя тиками для акций 
Газпрома велика по сравнению с разницей для акций других компаний на 
российском рынке — 33 %. Минимальное различие данных величин на-
блюдается для акций Сбербанка и составляется всего 3 %.  

 
Рис. 6. Средняя доходность акций Газпрома для нескольких t (черные квадраты, 
соединенные сплошной линией). По оси абсцисс отложены временные интервалы 
фиксации значений доходности. Пунктирная линия — экстраполяция зависимости до 
малых значений. Горизонтальная сплошная линия определяет значение среднеквадра-
тичной тиковой доходности. Пересечение графиков дает значение t = 0,018 мин, 
среднее время между двумя последовательными тиками равно 0,024 мин, разница 
составляет 33 %. Тиковые данные получены по результатам торгов 15.01.2008 г. на 
бирже ММВБ; одноминутные, десятиминутные, часовые и дневные данные полу-
чены по результатам торгов 10.01—10.02.2009 г., 07.01—30.09.2009 г., 01.09.2008—
30.09.2009 гг., 23.01.2006—30.09.2009 гг. соответственно 
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По всей видимости, тик является единичным прыжком в схеме слу-
чайных блужданий. Первая возможность модификации модели — это по-
пытка применения схемы случайных блужданий с непрерывным временем 
(CTRW) [22]. В самом деле, временные интервалы между двумя последо-
вательными тиками могут варьироваться в широком диапазоне. Распреде-
ление этих временных интервалов для американского рынка известно [23], 
его функция спадает с уменьшением Δt как (Δt)4,4. По всей видимости, 
учет времени между транзакциями не позволяет получить новые результа-
ты в силу наличия математического ожидания величины временного ин-
тервала между тиками. Другой возможностью для модификации схемы 
усеченных случайных блужданий Леви является использование связи 
стандартного отклонения z и среднего объема сделки при помощи степен-
ного закона. Наша модификация ограничивается предположением о том, 
что каждое стандартное отклонение z в схеме (см. закон прыжка (6)) — 
случайная величина zi, пропорциональная объему сделки в i-й транзакции 
(i-м тике). Мы возвращаемся ко второму экспериментально выявленному 
свойству, описанному во введении. Практически мы используем широко 
распространенное биржевое правило о том, что «объем торгов двигает 
цену» [24]. 

Данная модификация означает, что мы вводим зависимость функции 
распределения вероятности единичных флуктуаций τi (ri) от другой слу-
чайной величины zi. В данном случае схема снова напоминает модель 
CTRW. Проблема прямого применения CTRW состоит в том, что конечная 
функция распределения для R будет зависеть от набора случайных вели-
чин {zi}. Например, функция распределения усеченных случайных блуж-
даний Леви для β = 2 получается в виде 
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Так как все величины {zi} имеют функцию распределения ~ x–δ при боль-
ших zi, где δ ~ 2,5—2,7 (δ = ς – 1), возможно усреднение (13) по каждой zi. 
Тем не менее этот результат будет неверным, так как конечный вид усред-
ненной таким образом функции (13) не будет соответствовать экспери-
ментально наблюдаемым данным, а именно не будет пропорционален R–4 
при больших R.  

Похоже, что применение простой схемы CTRW возможно, по крайней 
мере, для асимптотических значений (13), так как при больших R имеем 
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и набор случайных величин {zi} дает только одну случайную величину 
Σzi

3. К сожалению, функция плотности вероятности распределения данной 



454 

величины на «хвостах» имеет вид ~ x–2/3 – δ/3. Эта функция не имеет мате-
матического ожидания, которое необходимо для применения схемы 
CTRW [22]. На самом деле величины {zi} появляются в явном виде в вы-
ражении (13) в различных комбинациях: Σzi

2, Σzi
3 и т. д. Каждая из таких 

комбинаций сама представляет собой случайную величину. Так как асим-
птотическая функция распределения зависит от суммы кубов zi, можно 
сделать вывод, что сумма сходится к распределению Леви (см. [13]). 
Только это условие обеспечивает устойчивость величины Σzi

3 при добав-
лении новых членов в сумму.  

Поэтому метод CTRW необходимо обобщить на случай отсутствия 
условного среднего (случайной величины Σzi

3 в (14)); для случая наличия 
условного среднего см. [25]. Как и в случае распределения Леви (7), вы-
ражение (13) может быть исследовано на предмет зависимости от N, т. е. 
перенормировки. Если перенормировать величину R в (13) или соответст-
вующее асимптотическое кумулятивное распределение 
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на стандартное отклонение (Σzi
2)1/2, что мы делаем во всех экспериментах, 

возникает скейлинговая зависимость выражения (15) в виде N –1/2 в случае 
Σzi

3 ~ N (см. (11) и рис. 5, a). В то же время зависимость Σzi
3 от N имеет 

другой вид, так как функция распределения случайной величины Σzi
3 схо-

дится к распределению Леви (см. выше). Конечный результат для функ-
ции распределения Леви Σzi

3 ~ N 3/(δ–1), и конечная наблюдаемая зависи-
мость (15) от N после перенормировки реальной доходности R на экспе-
риментально полученное стандартное отклонение 
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При δ ~ 2,5—2,7 получаем зависимости (16) в диапазоне N 0,5—N 0,27 
(см. рис. 5, б). Видно, что стандартная экспериментальная перенормировка 
обеспечивает слабую зависимость всех функций распределения доходно-
сти от количества прыжков (тиков) N. Отметим, что такие зависимости 
(16) от N аналогичны экспериментальным результатам [6] и нашим ре-
зультатам, полученным для российского рынка, где имеются слабые зави-
симости от N: доходности растут при увеличении N в отличие от того, что 
наблюдается на рис. 5, a для простой схемы усеченных случайных блуж-
даний Леви.  

Отметим, что установленная зависимость от N имеет место только в 
случае доходностей акций. Возможная зависимость доходностей индекса 
от объема торгов акциями, входящими в индекс, может иметь другой вид 
(по сравнению с законом x–ς). Если этот закон не попадает в диапазон Леви 
2 > ς > 0 и ς (немного) больше 2, кумулятивное распределение доходно-
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стей индекса на больших временных интервалах (16 дней как в [6], поло-
жительные месячные доходности индекса РТС на рис. 2 — последние две 
точки) может сходиться к гауссовому случаю (см. (16) при δ ~ 3—4). Эти 
распределения будут выглядеть аналогично показанным на рис. 5, a при 
больших N, а не так, как эти же кривые на рис. 5, б [26].  

Заключение 
Введение закона прыжка типа (6) позволяет единым аналитическим 

образом рассмотреть как обычные блуждания Леви, так и усеченные блу-
ждания Леви. Усеченные блуждания Леви асимптотически проявили те же 
свойства устойчивости и масштабируемости, что и обычные. Для усечен-
ных блужданий получены аналитические асимптоты и выяснены законы 
масштабирования. Асимптотические усеченные блуждания Леви имеют 
типично безмасштабное распределение ~ R–2β, что характерно и для асим-
птот «чистых» блужданий Леви, но спадают с ростом R быстрее. Таким 
образом, усеченные блуждания Леви вместе с «чистыми» перекрывают 
весь класс распределений Парето [15]. 

Можно предположить, что закон ~1/x3 для кумулятивной функции 
распределения флуктуаций акций и индексов является универсальным. 
Такое распределение может быть получено при помощи схемы случайных 
блужданий (прыжков) с законом единичного прыжка (6) только при β = 2. 
Это означает, что закон прыжка при таком значении β  
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также является универсальным. Здесь значение zi представляет собой не-
которую характерную доходность, использующуюся для нормировки. 
Этот результат можно считать доказательством существования микроско-
пического закона флуктуаций доходностей на фондовом рынке. Таким 
образом, цены всех акций (индексы представляют собой, по сути, корзины 
акций, и их поведение аналогично) совершают «прыжки» на различные 
«дистанции» с постоянными вероятностями. Микроскопический закон 
(17) объясняет феноменологию закона ~1/x3 [2].  

По всей видимости, существование строгих законов единичного 
прыжка (16) возможно по двум причинам. Во-первых, распределения ве-
роятности флуктуаций доходности должны обладать вторым моментом, 
т. е. дисперсией. Это требование обусловлено в конечном счете ограни-
ченностью денег. Во-вторых, функция распределения должна иметь ту же 
асимптотику, что и закон прыжка, т. е. должна существовать вероятность 
возникновения больших флуктуаций посредством одного прыжка. Все 
функции Леви удовлетворяют второму требованию, но не первому. Толь-
ко функция распределения (12) при β = 2 удовлетворяет обоим условиям.  
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Простое определение величины zi как некоторой характерной величи-
ны прыжка не позволяет дать точного объяснения зависимости нормиро-
ванных функций распределения и кумулятивных распределений от N. Мо-
дификация схемы случайных блужданий обеспечивается введением зави-
симости {zi} от количества акций, торгуемых в одной сделке (тике), так 
как факт соответствия одного тика одному прыжку проверен эксперимен-
тально (см. также [12]). В этом случае функция распределения величины 
Σzi

3 сходится к функции Леви с индексом Леви (β – 1)/3. Конечная зависи-
мость кумулятивных функций распределения от количества тиков (прыж-
ков) попадает в диапазон от N 0,5 до N 0,27. Российские акции демонстриру-
ют более слабые зависимости по сравнению с акциями из США и акция-
ми, торгуемыми на LSE и на Парижской бирже. Таким образом, конечная 
схема случайных блужданий выглядит как схема CTRW при отсутствии 
условного среднего (для величины Σzi

3).  
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Семенов В. А. Нелинейный отклик атмосферной циркуляции на таяние арктиче-
ских льдов — возможная причина холодных зим XXI века // Нелинейные волны' 2012. 
Нижний Новгород : ИПФ РАН, 2013. С. 9—22. 

Глобальное потепление, наиболее сильно проявляющееся в Арктике, в последнее десяти-
летие сопровождалось аномально холодными зимами над континентами Северного полушария. 
Период с участившимися случаями формирования морозных зим совпал с резким (рекордным в 
данных инструментальных наблюдений) уменьшением площади ледового покрова в Баренце-
вом и Карском морях. В статье показано, что аномалии концентрации ледового покрова в Ба-
ренцевом и Карском морях являются важным фактором, способным приводить к похолодани-
ям, аналогичным, например, зиме 2005/2006 г. Рассмотрены результаты численных экспери-
ментов. Предложена концептуальная модель, объясняющая нелинейный отклик атмосферной 
циркуляции в регионе Баренцева и Карского морей на изменения нагрева на нижней границе 
атмосферы, вызванного аномалиями концентрации ледового покрова. 
 

Зилитинкевич С. С., Клиорин Н. И., Рогачевский И., Эльперин Т., Эзау И. Н. Энергетика 
турбулентности и теория турбулентного замыкания для устойчиво стратифицирован-
ных геофизических течений // Нелинейные волны' 2012. Нижний Новгород : ИПФ РАН, 
2013. С. 23—66. 

Предлагается теория турбулентного замыкания, основанная на уравнениях баланса для 
главных вторых моментов: кинетической энергии турбулентности, потенциальной энергии 
турбулентности, вертикального турбулентного потока количества движения и вертикального 
турбулентного потока плавучести — и включающая новое уравнение для турбулентного 
масштаба времени. Для практического использования предлагается иерархия моделей замы-
кания различной сложности — от алгебраической модели, пригодной для описания равно-
весного режима турбулентности, до нелокальных замыканий, учитывающих неградиентные 
турбулентные переносы. 
 

Иудин Д. И. Фрактальные аспекты броуновского движения // Нелинейные волны' 
2012. Нижний Новгород : ИПФ РАН, 2013. С. 67—80. 

Статья посвящена некоторым особенностям броуновского движения. Рассматриваются 
следующие вопросы: фрактальная геометрия броуновского движения, влияние флуктуаций 
на процессы конкуренции, метод показателя Хёрста. Применение метода показателя Хёрста 
обсуждается на примере броуновских пейзажей. С целью выявления особых свойств бро-
уновских пейзажей в трехмерии рассматривается квазиэлектростатика заряженного аэрозоля. 
 

Руденко О. В. О сильно нелинейных волнах и волнах с сильно выраженной слабой 
нелинейностью // Нелинейные волны' 2012. Нижний Новгород : ИПФ РАН, 2013. С. 83—97. 

В статье приводятся примеры нелинейных колебательных и волновых систем и явлений, 
обосновывающих полезность различения терминов «сильно нелинейные волны» и «волны с 
сильно выраженной слабой нелинейностью», которые могут представлять как методический, 
так и независимый интерес для физики нелинейных процессов. 
 

Кузнецов Е. А. Коллапс и колмогоровские спектры // Нелинейные волны' 2012. Ниж-
ний Новгород : ИПФ РАН, 2013. С. 98—118. 

Рассмотрена связь между коллапсами и колмогоровскими спектрами. Коллапсы приво-
дят к формированию особенностей, что дает для спектров турбулентности асимптотики сте-
пенного типа. По этой причине коллапсы играют важную роль в проблеме колмогоровских 
спектров. Приведен пример спектра Крейчнана для двумерной гидродинамической турбу-
лентности, основной вклад в который вносят резкие градиенты завихренности в виде квази-
ударных скачков. Показано, что завихренность при опрокидывании вихревых линий в трех-
мерной гидродинамике имеет колмогоровское поведение. Проведено сравнение теоретиче-
ских предсказаний с недавними результатами по численному моделированию коллапса для 
невязких жидкостей. 
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Дудченко О. А., Гурия Г. Т. Автоволновые явления в транспортных системах пери-
стальтического типа // Нелинейные волны' 2012. Нижний Новгород : ИПФ РАН, 2013. 
С. 119—135. 

В статье предложена математическая модель, позволяющая описывать процессы эстафет-
ного массопереноса в транспортных системах перистальтического типа. Показано, что режимам 
перистальтического прокачивания отвечают уединенные самоподдерживающиеся волновые 
решения — автоволны. Использование кусочно-линейной аппроксимации присутствующих в 
уравнениях модели нелинейных функций позволило аналитически исследовать задачу о суще-
ствовании перистальтических автоволн. Обсуждается биологическая значимость полученных 
результатов, а также связь между перистальтическими автоволнами, пульсовыми волнами и 
солитонами Рассела. 
 

Масленников О. В., Некоркин В. И. Дискретные модели в нейродинамике: от нейрона 
к сети // Нелинейные волны' 2012. Нижний Новгород : ИПФ РАН, 2013. С. 136—155. 

В статье обсуждаются проблемы моделирования нейронных сетей с помощью дискретных 
моделей в форме точечных отображений. Представлена модель активности нейрона в форме 
разрывного двумерного точечного отображения и дан обзор основных режимов, которые эта 
модель воспроизводит. Представлены результаты моделирования динамики сложной нейрон-
ной структуры — оливо-мозжечковой системы позвоночных, в основе которого лежит исполь-
зование описанной модели. 
 

Кузнецов С. П. Физические системы с гиперболическими хаотическими аттракто-
рами // Нелинейные волны' 2012. Нижний Новгород : ИПФ РАН, 2013. С. 156—171. 

Рассказывается о проблеме поиска и конструирования систем, допускающих физическую 
реализацию, в которых хаотическая динамика связана с присутствием однородно гиперболиче-
ских аттракторов, таких как соленоид Смейла — Вильямса и аттрактор типа Плыкина. Дан 
краткий обзор основ соответствующей математической теории. Обсуждаются модели с им-
пульсным воздействием и с периодически повторяющимися стадиями эволюции, на каждой из 
которых динамика описывается своей формой уравнений. Рассмотрены и проиллюстрированы 
методики проверки гиперболической природы аттрактора, основанные на визуализации устой-
чивых и неустойчивых многообразий, на анализе статистического распределения углов между 
многообразиями и на графическом представлении инвариантных распределений фазовой жид-
кости на аттракторе.  
 

Арансон И. С. Активные коллоиды // Нелинейные волны' 2012. Нижний Новгород : 
ИПФ РАН, 2013. С. 172—206. 

Коллоидные суспензии, неоднородные жидкости, содержащие твердые микроскопические 
частицы, играют важную роль в повседневной жизни — от пищевой и фармацевтической про-
мышленности до медицины и нанотехнологии. В статье дан обзор последних достижений в 
физике активных коллоидов, как в синтетических, так и в живых системах, для иллюстрации 
фундаментальных физических механизмов самоорганизации и коллективного поведения. 

 
Сажин М. В., Сажина О. С. Космические струны и их поиски во Вселенной // Нели-

нейные волны' 2012. Нижний Новгород : ИПФ РАН, 2013. С. 209—213. 
В работе дан обзор современного статуса космических струн (КС) в теоретической и на-

блюдательной космологии. Рассмотрены независимые методы поиска КС во Вселенной: 
поиск цепочек гравитационно-линзовых изображений специального вида в оптических обзо-
рах с помощью инструментов высокого углового разрешения; исследование структуры ани-
зотропии реликтового излучения по данным космического аппарата WMAP. Впервые полу-
чены наблюдательные ограничения на энергии одиночных КС. 
 

Беспалов П. А. Эффективное насыщение поглощения при волновых процессах в 
плазменных магнитосферных и космических мазерах // Нелинейные волны' 2012. Ниж-
ний Новгород : ИПФ РАН, 2013. С. 214—228. 

Для космической плазмы естественны неравновесные распределения надтепловых час-
тиц, ответственные за неустойчивости электромагнитных волн. При низком отношении газо-
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кинетического давления к плотности энергии магнитного поля геометрическая структура 
системы остается стабильной и выполняет роль резонатора электромагнитных волн. Законо-
мерности возбуждения электромагнитных волн и плазменные процессы в таких системах 
имеют много общего и могут быть рассмотрены на основе теории плазменного космического 
мазера. В рамках такого подхода получены важные данные о процессах в радиационных 
поясах Земли, Юпитера, Сатурна и звездных корон.  
 

Гильфанов М. Р. Проблема предшественников сверхновых Ia // Нелинейные волны' 
2012. Нижний Новгород : ИПФ РАН, 2013. С. 229—246. 

Рассмотрены различные следствия аккреционного сценария происхождения сверхновых 
типа Ia. Белый карлик, на поверхности которого происходит стационарное ядерное горение 
аккрецируемого вещества, является мощным источником мягкого рентгеновского и/или ультра-
фиолетового излучения в течение примерно нескольких миллионов лет до взрыва сверхновой. 
В режиме нестационарного ядерного горения белый карлик становится источником вспышек 
классических новых, частота которых непосредственно связана с частотой взрывов сверхновых. 
Сравнение этих предсказаний с наблюдениями близких галактик в рентгеновском, оптическом и 
ультрафиолетовом диапазонах спектра позволяет практически полностью исключить белые 
карлики из списка кандидатов в предшественники сверхновых Ia в эллиптических галактиках. 
 

Постнов К. А., Шакура Н. И., Кочеткова А. Ю., Ялмарсдоттер Л. Квазисферическая 
до-звуковая аккреция на рентгеновские пульсары // Нелинейные волны' 2012. Нижний 
Новгород : ИПФ РАН, 2013. С. 247—296. 

Рассматривается модель квазисферической дозвуковой аккреции на медленно вращаю-
щиеся замагниченные нейтронные звезды. Модель объясняет как ускорение и замедление 
вращения неравновесных пульсаров на больших временах, так и вариации частоты пульсара 
на малых временных интервалах, которые в разных системах могут коррелировать или анти-
коррелировать с наблюдаемыми флуктуациями рентгеновского потока. 

 
Костюков И. Ю., Неруш Е. Н. Нестабильность физического вакуума в сильном ла-

зерном поле // Нелинейные волны' 2012. Нижний Новгород : ИПФ РАН, 2013. С. 299—311. 
В настоящее время в мире проектируются лазерные системы, позволяющие генериро-

вать излучение с интенсивностью более 1024 Вт/см2. При такой интенсивности напряжен-
ность электрического поля в области, куда фокусируется лазерное излучение, становится 
почти на 5 порядков выше, чем напряженность атомного поля. Такое интенсивное лазерное 
излучение может быть использовано для исследования в лабораторных условиях структуры 
физического вакуума, для проверки основ квантовой электродинамики, разработки источни-
ков гамма-излучения и т. д.  В статье представлены последние результаты исследований 
нестабильности вакуума в сильных электромагнитных полях. Обсуждаются основные теоре-
тические модели, численные методы моделирования и экспериментальные результаты.  

 
Зубарев И. Г. Воспроизведение спектра возбуждающего излучения и обращение 

волнового фронта лазерных пучков при вынужденном рассеянии света — нелинейные 
эффекты параметрического взаимодействия волн // Нелинейные волны' 2012. Нижний 
Новгород : ИПФ РАН, 2013. С. 312—329. 

В статье приведен обзор работ по нелинейному поведению волн при формировании 
временной и пространственной структуры излучения при вынужденном комбинационном и 
мандельштам-бриллюэновском рассеянии лазерных пучков с широкими частотным и угло-
вым спектрами. Приведены соответствующие экспериментальные результаты и дана их тео-
ретическая интерпретация.  

 
Анашкина Е. А., Андрианов А. В., Ким А. В., Сергеев А. М. Суперконтинуум. Новые 

возможности // Нелинейные волны' 2012. Нижний Новгород : ИПФ РАН, 2013. С. 330—350. 
Дан сравнительный анализ механизмов генерации спектрального суперконтинуума в 

различных нелинейных средах. Особое внимание уделено формированию суперконтинуума в 
полностью волоконной эрбиевой лазерной системе в различных режимах, а также компрес-
сии сверхмощных импульсов со сверхширокополосным спектром в плазме до предельно 
коротких длительностей. 
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Фаддеев Л. Д. Новая жизнь полной интегрируемости // Нелинейные волны' 2012. 
Нижний Новгород : ИПФ РАН, 2013. С. 353—370. 

В статье дан краткий обзор нового развития понятия полной интегрируемости динами-
ческой системы и его квантовой версии в последние 40 лет. Описана новая техника работы с 
интегрируемыми моделями и ее главные приложения. 

 
Калачёв А. А. Источники однофотонных и перепутанных двухфотонных полей и за-

дачи квантовой информатики // Нелинейные волны' 2012. Нижний Новгород : ИПФ РАН, 
2013. С. 371—384. 

Обсуждается проблема создания эффективных источников однофотонных и перепутан-
ных двухфотонных состояний электромагнитного поля, широко используемых в современ-
ной квантовой оптике и информатике. Основное внимание уделяется источникам, основан-
ным на явлении спонтанного параметрического рассеяния света в нелинейных средах. Рас-
сматриваются принципы получения чистых однофотонных состояний, наиболее перспектив-
ные схемы создания детерминированных однофотонных источников и последние экспери-
ментальные достижения в этой области. 

 
Борисов А. Б., Рыбаков Ф. Н. Трехмерные структуры в изотропном ферромагнетике 

// Нелинейные волны' 2012. Нижний Новгород : ИПФ РАН, 2013. С. 385—397. 
Рассмотрены трехмерные солитоны в ферромагнетике (модель Гейзенберга). Обсужда-

ется топологическая классификация трехмерных магнитных структур. Приведен широкий 
класс точных решений, на основе которых предсказаны новые типы трехмерных структур в 
ферромагнетике: спиральные и кноидальные ежи. Изложены результаты вычислений трех-
мерных топологических солитонов с ненулевым инвариантом Хопфа, внутренняя структура 
которых представляет собой зацепления вихревых колец.  

 
Кочаровский Вл. В., Калинин П. А., Кочаровская Е. Р., Кочаровский В. В. Динамика ла-

зеров класса D на бозе-эйнштейновском конденсате, субмонослойных квантовых точ-
ках и других экзотических активных средах // Нелинейные волны' 2012. Нижний Новгород 
: ИПФ РАН, 2013. С. 398—428. 

Изложены современные представления о режимах генерации лазеров класса D, в кото-
рых время жизни фотона в резонаторе много меньше времени жизни поляризации активных 
центров усиливающей среды. Обсуждаются возможности управления корреляционными и 
спектрально-динамическими свойствами их излучения, а также перспективы создания по-
добных лазеров, прежде всего, на полупроводниковых структурах. Рассмотренные вопросы 
важны для физики коллективного поведения активных центров в ансамблях большой плот-
ности и для приложений в информационных оптоэлектронных технологиях. 

 
Рагульский В. В.  О людях науки, в том числе нелинейной оптики // Нелинейные 

волны' 2012. Нижний Новгород : ИПФ РАН, 2013. С. 431—444. 
Люди всегда думали о проблемах своей деятельности, а порою и о путях развития чело-

веческого общества. Первую физическую школу в нашей стране создал П. Н. Лебедев, он 
же впервые в мире измерил цветовое давление. В статье приводятся высказывания 
П. Н. Лебедева и представителей различных поколений о науке, образовании и окружающей 
действительности. Приведены их портреты. 

 
Романовский М. Ю. Феноменология флуктуаций доходности акций на фондовом 

рынке // Нелинейные волны' 2012. Нижний Новгород : ИПФ РАН, 2013. С. 445—456. 
В работе исследовались экспериментальные данные доходностей акций и фондовых ин-

дексов, полученные на международных фондовых рынках, а также на российском фондовом 
рынке. Для описания полученных результатов предложена схема случайных блужданий с 
единым законом единичного приращения (прыжка) в некотором пространстве случайных 
блужданий. Выполнено естественное обобщение случайных блужданий Леви. Полученные 
результаты сравниваются с экспериментальными данными, представляющими собой вре-
менные ряды флуктуаций доходностей различных акций и фондовых индексов. 
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NONLINEAR WAVES' 2012 
 

Edited by Academician  A. G. Litvak, Professor  V. I. Nekorkin 
 

V. A. Semenov. The nonlinear response of the atmospheric circulation on the Arctic ice 
melting — a possible cause of cold winters of the 21st century  

Global warming most pronounced in the Arctic has been accompanied by a number of anoma-
lously cold winters over the continents in the Northern hemisphere. The period with more frequent cold 
winters was accompanied by unprecedented step-wise sea ice area decline in the Barents and Kara 
Seas. It is shown that sea ice concentration anomalies in the Barents and Kara Seas are an important 
factor that can cause cold winter events similar to, e. g., the winter of 2005/2006. Results of numerical 
simulations are considered. A conceptual model describing the nonlinear circulation response to the 
change of the heating rate at the lower atmospheric boundary due to sea ice concentration anomalies in 
the Barents and Kara Seas is proposed. 

 
S. S. Zilitinkevich, N. I. Kleeorin, I. Rogachevskii, T. Elperin, and I. Esau. A hierarchy of 

energy- and flux-budget turbulence closure models for stably stratified geophysical flows 
We advance a physical background of the energy- and flux-budget turbulence closure based on 

the budget equations for the turbulent kinetic and potential energies and turbulent fluxes of momen-
tum and buoyancy, and a new relaxation equation for the turbulent dissipation time scale. For the 
use in different applications, the closure is formulated at different levels of complexity, from the 
local algebraic model relevant to the steady-state regime of turbulence to a hierarchy of non-local 
closures including simpler down-gradient models, presented in terms of the eddy-viscosity and 
eddy-conductivity, and general non-gradient model based on prognostic equations for all basic 
parameters of turbulence including turbulent fluxes.  

 
D. I. Iudin. The Brownian motion fractal aspects 
The paper is devoted to some peculiarities of the Brownian motion. The following issues are 

considered: the Brownian motion fractal geometry, the influence of fluctuations on the competition 
processes, and the Hurst exponent method. The Hurst exponent method application is discussed by 
the example of Brownian landscapes. We consider charged aerosol quasi-electrostatics to reveal 
some peculiar features of Brownian landscapes in three-dimensionality. 

 
O. V. Rudenko. On strongly nonlinear waves and waves with pronounced weak nonlinearity 
The paper gives examples of nonlinear oscillatory and wave systems and phenomena, which 

substantiate the usefulness of distinguishing the terms “strongly nonlinear waves” and “waves with 
pronounced weak nonlinearity” being of both methodical and independent interest in physics of 
nonlinear processes. 

 
E. A. Kuznetsov. Collapse and the Kolmogorov spectra 
We examine the relationship between collapses and the Kolmogov-type spectra.  Collapses lead 

to the formation of singularities, which yields power-type asymptotics for turbulent spectra.  For this 
reason, collapses play an essential role in the problem of the Kolmogorov spectra. We consider, as an 
example, the Kraichnan spectrum for two-dimensional hydrodynamic turbulence, the main contribution 
to which is made by sharp vorticity gradients in the form of quasi-shock jumps. It is shown that while 
vortex lines break in three-dimensional hydrodynamics, the vorticity has the Kolmogorov behavior. 
Theoretical predictions and recent results of the numerical modeling for inviscid fluids are compared. 

 
O. A. Dudchenko and G. Th. Guria. Autowave processes in peristaltic transport 
The paper introduces a simple “relay-race” model to describe self-sustained phenomena in bio-

logical peristalsis. To simplify the analysis, an analytically tractable version of the model is devel-
oped by means of piecewise-linear approximation of the model equations. Within the piecewise-
linear framework, explicit formulas for the velocity of peristaltic waves are derived for several 
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important limiting cases. The formulas allow one to interpret the speed of the wave in terms of the 
parameters which characterize the transport system: the viscosity of the transported fluid, the rigidi-
ty of the vessel wall, the degree to which the contractile machinery is activated, etc. Alongside with 
the discussion of the clinical significance of the results, the relationship between peristaltic waves, 
pulse waves, and Russell’s solitons is considered. 

 
O. V. Maslennikov and V. I. Nekorkin. Discrete models in neurodynamics: from neuron to the 

network 
In this paper, we discuss some problems of modeling of neural networks using discrete models 

in the form of mappings. A model for neural activity in the form of a discontinuous two-
dimensional map is presented and the main regimes reproduced by this model are reviewed. The 
results of modeling the dynamics of a complex neural structure, i.e., a vertebrate olivocerebellar 
system, are based on the described model. 

 
S. P. Kuznetsov. Physical systems with hyperbolic chaotic attractors 
The paper considers the problem of identifying and designing the systems that allow physical 

implementation of chaotic dynamics due to uniformly hyperbolic attractors, such as the Smale –
Williams solenoid and the Plykin-type attractor. A brief review of the grounds of the corresponding 
mathematical theory is given. We discuss models with pulsed kicks and periodically alternating stages 
of evolution, each described by a specific form of dynamics equations. Techniques for inspection of the 
hyperbolic nature of the attractors are discussed and illustrated, e.g., those based on visualization of 
stable and unstable manifolds, statistical analysis of the distribution of angles between the manifolds, 
and graphical representation of invariant phase fluid distributions on the attractor. 

 
I. S. Aranson. Active colloids 
A colloidal suspension is a heterogeneous fluid containing solid microscopic particles. Collo-

ids play an important role in our everyday life, from food and pharmaceutical industries to medicine 
and nanotechnology. The paper surveys the most recent developments in the physics of active collo-
ids, both in synthetic and living systems, to elucidate the fundamental physical mechanisms govern-
ing self-assembly and collective behavior. 

 
M. V. Sazhin and O. S. Sazhina. Cosmic strings and their search in the Universe 
The paper presents a review of the current status of cosmic strings (CS) in theoretical and ob-

servational cosmology. Two independent methods of CS search in the Universe are considered: 
search for chains of gravity-lens images of a special type in optical surveys using tools of high 
angular resolution; study of the CMBR anisotropy structure from the WMAP spacecraft data. The 
observational constraints on the energy of single CS were obtained for the first time. 

 
P. A. Bespalov. Effective saturation of absorption for wave processes in space plasma 

magnetospheric masers 
Nonequilibrium distributions of epithermal particles responsible for the instabilities of electro-

magnetic waves are typical of the space plasma. In the plasma with a low ratio of the gas kinetic pres-
sure to the energy density of a magnetic field, the geometric structure of the system is stable and func-
tions as a resonator of electromagnetic waves. The dynamics of electromagnetic wave excitation and 
the plasma processes in such systems have common behavior and can be studied on the basis of the 
space plasma maser theory. Within the framework of this approach, several important results on the 
processes in the Earth, Jupiter, and Saturn radiation belts and star coronas are obtained.  

 
M. R. Gilfanov. The problem of type Ia supernova progenitors 
We consider various consequences of the accretion scenario of type Ia supernova. A white 

dwarf with steady nuclear burning of the accreted material on its surface becomes a powerful source 
of soft X-ray and/or UV radiation for up to about several million years before the supernova explo-
sion. In the low mass accretion rate regime, when hydrogen fusion is unstable, the accreting white 
dwarf becomes a source of classical novae explosions, whose frequency is directly related to the 
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type Ia supernova rate. Comparison of these predictions with X-ray, optical, and UV observations of 
nearby galaxies permits to mostly exclude accreting white dwarfs from the list of feasible type Ia 
supernova progenitors. 

 
K. A. Postnov, N. I. Shakura, A. Yu. Kochetkova, and L. Yalmarsdotter. Quasi-spherical sub-

sonic accretion onto X-ray pulsars 
A theoretical model for quasi-spherical subsonic accretion onto slowly rotating magnetized 

neutron stars is considered. The model explains both the spin-up/spin-down of the pulsar frequency 
at large time scales and the irregular short-term frequency fluctuations, which can correlate or anti-
correlate with the X-ray luminosity fluctuations in different systems. 

 
I. Yu. Kostyukov and E. N. Nerush. Instability of physical vacuum in a strong laser field 
Laser systems providing the laser intensity higher than 1024 W/cm2 are now designed in world. 

At this intensity, the electric field in the region, where the laser light is focused, is almost 5 orders 
of magnitude higher than the intensity of an atomic field. Such intense laser radiation can be used to 
probe vacuum, verify QED, construct new sources of gamma-radiation, etc. The paper presents the 
latest research results of vacuum instability in strong electromagnetic fields. We discuss theoretical 
models, numerical simulations, and experimental results. 

 
I. G. Zubarev. Spectral reproduction of pumping radiation and phase conjugation of laser 

beams by light stimulated scattering. Nonlinear effects of the parametric wave interaction 
The paper overviews the work on nonlinear behavior of waves in the formation of the spatial 

and temporal structure of radiation by stimulated Raman (SRS) and Brillouin (SBS) scattering of 
laser beams with broadband frequency and angular spectra. The corresponding experimental results 
and their theoretical interpretation are given. 

 
E. A. Anashkina, A. V. Andrianov, A. V. Kim, and A. M. Sergeev. Supercontinuum. New oppor-

tunities 
A comparative analysis of mechanisms of spectral supercontinuum generation in various non-

linear media is presented. Special attention is given to the formation of supercontinuum in an all-
fiber erbium laser system in various regimes and compression of superpower pulses with an ultra-
broadband spectrum in plasma up to extremely short durations. 

 
L. D. Faddeev. New life of complete integrability 
A short survey of the new development connected with the notion of complete integrability for 

dynamical systems and their quantum counterparts for the last 40 years is given. A new technique of 
working with integrable models and their applications is described. 

 
A. A. Kalachev. Sources of single-photon and entangled two-photon states for quantum in-

formation processing 
The elaboration of effective sources of single-photon and entangled two-photon states of the elec-

tromagnetic field, which are widely used in modern quantum optics and quantum information, 
is discussed. The emphasis is on the sources based on spontaneous parametric down-conversion in 
nonlinear media. The concepts of generating pure single-photon states, the most promising schemes 
of deterministic single-photon sources, and the latest experimental achievements in this field are consi-
dered. 

 
A. B. Borisov and F. N. Rybakov. Three-dimensional structures in an isotropic ferro-magnet 
We considered three-dimensional solitons in a ferromagnet (the Heisenberg model). The topolog-

ical classification of three-dimensional magnetic structures is discussed. A wide class of exact solutions 
is given, which serve a basis for predicting new types of three-dimensional structures in the ferromag-
net, i.e., spiral and cnoidal hedgehogs. We present the results of calculations of three-dimensional 
topological solitons with nonzero Hopf invariant, the internal structure of which is the linking. 
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Vl. V. Kocharovsky, P. A. Kalinin, E. R. Kocharovskaya, V. V. Kocharovsky. Dynamics of 
class D lasers based on bose-einstein condansate, submonolayer quantum dots, and other 
exotic active media 

We describe recent achievements in the theory of the class D lasers where the photon lifetime 
in a cavity is much less than the polarization lifetime of active centers in an amplifying medium. 

We point out efficient ways for changing the correlation and spectral-dynamical properties of 
their emission, and discuss the prospects for fabrication of such lasers, in particular, based on semicon-
ductor structures. These problems are interesting for the physics of collective behavior of active centers 
in high-density ensembles and for applications in the information optoelectronics technologies. 

 
V. V. Rаgulsky. On people of science, including experts in nonlinear optics 
People always thought about problems of their activities and, sometimes, about the develop-

ment of human society. The first school of physics in our country was created by P.N. Lebedev and 
he also was the first in the world who measured color pressure. The paper quotes statements of  
P. N. Lebedev and representatives of different generations on science, education, and reality. Their 
portraits are given. 

 
M. Yu. Romanovsky. Phenomenology of fluctuations of stock returns in the stock market 
Experimental data on stock and stock-index returns obtained in both international and Russian 

stock markets are presented and discussed. A random walk process with a specific law of an ele-
mentary independent increment (jump) in a random walk space is proposed for a proper basic de-
scription. Levy flights are naturally generalized. The obtained random walk process is compared 
with the known empirical data on the above-mentioned return fluctuations of international assets 
and stock indexes.  
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