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Ê 90-ËÅÒÈÞ ÈÎÑÈÔÀ ÈÇ�ÀÈËÅÂÈ×À ÂÎ�ÎÂÈ×À21 èþíÿ 2010 ãîäà èñïîëíèëîñü 90 ëåò ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Èîñè�à Èçðàèëåâè÷àÂîðîâè÷à � âûäàþùåãîñÿ ðîññèéñêîãî ó÷åíîãî-ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà, çàìå÷à-òåëüíîãî ïåäàãîãà, ñîçäàâøåãî àâòîðèòåòíóþ â ñòðàíå è çà ðóáåæîì øêîëó ìåõà-íèêîâ.È.È. Âîðîâè÷ ðîäèëñÿ 21 èþíÿ 1920 ãîäà â íåáîëüøîì ãîðîäêå Ñòàðîäóáåâ Áðÿíñêîé îáëàñòè, ãäå è îêîí÷èë ñðåäíþþ øêîëó. Â 1937 ã. îí ïîñòóïèë â Ìîñ-êîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò íà îòäåëåíèå ìåõàíèêè, ãäå ÷èòàëè ëåêöèèáóäóùèå àêàäåìèêè Ì.Â. Êåëäûø, Ë.È. Ñåäîâ, À.Þ. Èøëèíñêèé, Þ.Í. �àáîò-íîâ. Êîãäà ìîëîäîé ñòóäåíò Âîðîâè÷ çàêîí÷èë 4-é êóðñ, íà÷àëàñü Âåëèêàÿ Îòå÷å-ñòâåííàÿ âîéíà; îí â ÷èñëå äðóãèõ ñòóäåíòîâ ìåõìàòà Ì�Ó áûë ïðèçâàí â ðÿäûÊðàñíîé Àðìèè è íàïðàâëåí íà ó÷åáó â Âîåííî-âîçäóøíóþ èíæåíåðíóþ àêàäåìèþèì. Í.Å.Æóêîâñêîãî. Â ãîäû âîéíû êóðñàíòû ïðîõîäèëè ïðîèçâîäñòâåííóþ ïðàê-òèêó íà ïðè�ðîíòîâûõ àýðîäðîìàõ. È.È. Âîðîâè÷ â 1942 ã. áûë àâèàìåõàíèêîì íàÂîëõîâñêîì �ðîíòå, çàòåì ïðèíèìàë ó÷àñòèå â âîéíå ñ ßïîíèåé íà Çàáàéêàëüñêîì�ðîíòå â êà÷åñòâå àâèàòåõíèêà è àâèàèíæåíåðàÂ 1944 ã. È.È. Âîðîâè÷, îêîí÷èâ Àêàäåìèþ ñ îòëè÷èåì, áûë íàïðàâëåí â ñòðî-åâóþ ÷àñòü. Â òî âðåìÿ Èîñè� Èçðàèëåâè÷ åùå íå çíàë, ÷òî ñòóäåíòàì, ïåðåäâîéíîé îêîí÷èâøèì 4 êóðñà Ì�Ó, Ïîñòàíîâëåíèåì Ïðàâèòåëüñòâà áûë ïðèñâîåíñòàòóñ âûïóñêíèêîâ âóçà. Òàêèì îáðàçîì, È.È. Âîðîâè÷ îêàçàëñÿ âûïóñêíèêîìäâóõ âóçîâ, ñî÷åòàíèå �óíäàìåíòàëüíîãî è èíæåíåðíîãî îáðàçîâàíèÿ â êîòîðûõñûãðàëî â åãî äàëüíåéøåé ñóäüáå âàæíóþ ðîëü. Â 1945 ã. îí â ñîñòàâå Àêàäåìèèáûë ó÷àñòíèêîì Ïàðàäà Ïîáåäû. Â 1947 ã. îí áûë îòîçâàí èç ñòðîåâîé ÷àñòè äëÿïðîäîëæåíèÿ ó÷åáû â Àêàäåìèè, ãäå ïîä ðóêîâîäñòâîì âûäàþùåãîñÿ ó÷åíîãî, áó-äóùåãî àêàäåìèêà Â.Ñ. Ïóãà÷åâà èññëåäîâàë âîçäåéñòâèå ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèéíà óñòîé÷èâîñòü è òî÷íîñòü ðàáîòû ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ; ïîìàòåðèàëàì ýòîãî èññëåäîâàíèÿ â 1950 ã. îí çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ.Â òîì æå ãîäó È.È. Âîðîâè÷ó ïðåäëîæèëè ïðåïîäàâàòåëüñêóþ ðàáîòó. Åãî âûáîðïàë íà �îñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ñ êîòîðûì îí ñ 1950 ãîäà ñâÿçàëñâîþ ñóäüáó íà äîëãèå ãîäû, ïðîéäÿ âñå ýòàïû ïåäàãîãè÷åñêîé è íàó÷íîé êàðüåðû.Â 1958 ã. È.È. Âîðîâè÷ çàùèùàåò äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ â Ëåíèíãðàäñêîìóíèâåðñèòåòå íà òåìó ¾Íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû íåëèíåéíîé òåîðèèîáîëî÷åê¿, â êîòîðîé áûëè çàëîæåíû ñòðîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû ýòîãî âàæ-íîãî ðàçäåëà ìåõàíèêè. Îí ðàçðàáîòàë òîïîëîãè÷åñêèé è âàðèàöèîííûé ïîäõîäûâ ïðîáëåìå ðàçðåøèìîñòè îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ íåëèíåéíîé òåîðèè îáîëî÷åê,äàë ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà Áóáíîâà��àëåðêèíà äëÿ ýòîé öå-ëè. Áëåñòÿùàÿ çàùèòà äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè â 1958 ãîäó ÿâèëàñü ïðåäïîñûë-êîé ñîçäàíèÿ â �îñòîâñêîì óíèâåðñèòåòå êà�åäðû òåîðèè óïðóãîñòè. Óæå íà ïåð-âûõ ýòàïàõ ñòàíîâëåíèÿ íîâîé êà�åäðû â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ ïîä ðóêîâîäñòâîìÈ.È. Âîðîâè÷à ñ�îðìèðîâàëñÿ ðÿä àêòóàëüíåéøèõ â ïåðèîä áóðíîãî ðàçâèòèÿâîåííîé òåõíèêè íàó÷íûõ íàïðàâëåíèé â ìåõàíèêå: íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ îáîëî÷åêè ïðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé, íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ ãèäðî-äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ñìåøàííûå ñòàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è òåî-ðèè óïðóãîñòè, ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ òîëñòûõ ïëèò è îáîëî÷åê, ìàòåìàòè÷åñêàÿ



8 Áåëîêîíü À.Â., Âàòóëüÿí À.Î.òåîðèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ âÿçêîóïðóãîñòè. Â ýòîì æå ãîäó íà êà�åäðå áûëçàêëþ÷åí ïåðâûé õîçÿéñòâåííûé äîãîâîð ïðàêòè÷åñêîãî õàðàêòåðà ïî èññëåäîâà-íèþ áàíäàæèðîâàííûõ êîëåñ ðåäóêòîðîâ ïðîêàòíûõ ñòàíîâ è øàõòíûõ ïîäúåìíè-êîâ, ÷òî ïîçâîëèëî íà÷àòü îñóùåñòâëåíèå ïðîãðàììû ïî âíåäðåíèþ òåîðåòè÷åñêèõðàçðàáîòîê â ïðàêòèêó. Ñî÷åòàíèå ãëóáîêèõ òåîðåòè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê è óñïåø-íûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ â 1971 ã. íà áàçå êà-�åäðû òåîðèè óïðóãîñòè ��Ó Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî èíñòèòóòà ìåõàíèêè èïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè (ÍÈÈ ÌèÏÌ ��Ó), äèðåêòîðîì êîòîðîãî áûë íàçíà÷åíÈ.È. Âîðîâè÷. Â ñòåíàõ èíñòèòóòà çà 30 ëåò åãî ðóêîâîäñòâà áûë ñîçäàí êðóï-íûé íàó÷íûé êîëëåêòèâ è áûëè âûïîëíåíû âàæíåéøèå íàó÷íûå òåìû èç ðàçëè÷-íûõ îáëàñòåé ìåõàíèêè è ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèðîäíûõ ñèñòåì. È.È. Âîðîâè÷ó áûëàñâîéñòâåííà îïðåäåëåííàÿ ïðîçîðëèâîñòü â îïðåäåëåíèè ïðèîðèòåòíûõ íàïðàâëå-íèé èññëåäîâàíèé, à òàêæå óìåíèå ñî÷åòàòü ãëóáèíó ðåøåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷ñ âèäåíèåì èõ âûõîäà â ïðèêëàäíûå îáëàñòè.Âåñîì âêëàä È.È. Âîðîâè÷à â ïîñòàíîâêó è ðåøåíèå ìíîãèõ òðóäíûõ ïðîáëåììåõàíèêè. Ñðåäè íèõ îòìåòèì àíàëèç ìíîãî÷èñëåííûõ ìîäåëåé òåîðèé îáîëî÷åêè òîëñòûõ ïëèò è ïðîáëåìó ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà îò òðåõìåðíîé çàäà÷è òåîðèèóïðóãîñòè ê äâóõìåðíîé, ãäå èì ñîâìåñòíî ñ ó÷åíèêàìè áûë ðàçðàáîòàí íîâûé âà-ðèàíò àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà, âûÿâëåí ðÿä îáùèõ çàêîíîìåðíîñòåé â ñòðóêòóðåðåøåíèé. Íà ýòîé îñíîâå ïîñòðîåíû óòî÷íåííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà ñóùåñòâåííî íåîä-íîðîäíûõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê, òåîðèè âîëíîâîäîâ, øèðîêî èñïîëüçóåìûå â ñîâðå-ìåííîé ïðàêòèêå ðàñ÷åòîâ, îñóùåñòâëåí àíàëèç íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãîñîñòîÿíèÿ â îêðåñòíîñòè êîíöåíòðàòîðîâ � ðåáåð, îòâåðñòèé. Ñóùåñòâåííûå ðå-çóëüòàòû ïîëó÷åíû È.È. Âîðîâè÷åì ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷åê; îíáûë îäíèì èç ïåðâûõ, êòî ïðèìåíèë âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû â ïðîáëåìå óñòîé-÷èâîñòè îáîëî÷åê, îñóùåñòâèë èññëåäîâàíèå, ïîñâÿùåííîå âëèÿíèþ íà÷àëüíûõíåñîâåðøåíñòâ è ñëó÷àéíûõ íàãðóçîê íà óñòîé÷èâîñòü òîíêîñòåííûõ êîíñòðóê-öèé. Â ïîñëåäóþùèå ãîäû îí ðóêîâîäèë âûïîëíåíèåì ðÿäà âàæíûõ òåì ïî ðàç-ðàáîòêå ìåòîäîâ è ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ â îáëàñòè âèáðîàêóñòèêè ñëîæíûõîáîëî÷å÷íûõ, â òîì ÷èñëå è óñèëåííûõ ðåáðàìè êîíñòðóêöèé, êîòîðûå íàõîäèëèïðèìåíåíèå â ñóäîñòðîåíèè, àâèàöèè è äðóãèõ îòðàñëÿõ.Çíà÷èòåëüíîãî ïðîäâèæåíèÿ óäàëîñü äîáèòüñÿ È.È. Âîðîâè÷ó è åãî ó÷åíèêàìâ èçó÷åíèè ñìåøàííûõ ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè. Îä-íèì èç ïåðâûõ îí íà÷àë èññëåäîâàòü ñìåøàííûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïîëóîãðàíè-÷åííûõ è îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé ñ íåãëàäêîé ãðàíèöåé, ïðåäëîæèâ ý��åêòèâíûåàñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ è âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû. Â ðàáîòàõ, ïî-ñâÿùåííûõ äèíàìè÷åñêèì çàäà÷àì òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ïîëóîãðàíè÷åííûõ îá-ëàñòåé (òèïà ïîëîñû, ñëîÿ, áåñêîíå÷íîãî öèëèíäðà), èì ïðîèçâåäåíî êà÷åñòâåííîåèññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû ðåøåíèé, ïîñòðîåíà ñòðîãàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ èçî-ëèðîâàííûõ ðåçîíàíñîâ â ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç ïîëóîãðàíè÷åííîé óïðóãîé ñðåäûè ìàññèâíîãî òåëà, è â ÷àñòíîñòè, îáîñíîâàíà âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåçî-íàíñíûõ ÷àñòîò â íèçêî÷àñòîòíîé îáëàñòè. Â ðàìêàõ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ óäàëîñüóñïåøíî ðåøèòü ðÿä âàæíûõ íàó÷íûõ ïðîáëåì, èìåþùèõ ïðèëîæåíèÿ â ãåî�èçè-êå è âèáðîñåéñìîðàçâåäêå, ãîðíîé ìåõàíèêå è �óíäàìåíòîñòðîåíèè, ñòðîèòåëüñòâåäîðîæíûõ ïîêðûòèé è äå�åêòîñêîïèè.



Ê 90-ëåòèþ Èîñè�à Èçðàèëåâè÷à Âîðîâè÷à 9Â ðÿäå ðàáîò È.È. Âîðîâè÷ ïðåäëîæèë ìåòîä èññëåäîâàíèÿ íà óñòîé÷èâîñòüêîíñòðóêöèé èç ðåîëîãè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, êîòîðûé ïîçâîëèë ðåøèòü ðÿä âàæ-íûõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðîáëåì äëÿ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé èç íîâûõ êîíñòðóêöè-îííûõ ìàòåðèàëîâ � êîìïîçèòîâ, ïîëèìåðîâ. Çíà÷èòåëåí âêëàä È.È. Âîðîâè÷àâ ïîñòàíîâêó è èññëåäîâàíèå íîâûõ ïðîáëåì ìåõàíèêè äëÿ ñâÿçàííûõ ïîëåé �â èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè, â èññëåäîâàíèåðÿäà íîâûõ îáðàòíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è ãðàíè÷íûõ çàäà÷. Â íà÷àëå 90õ-ãîäîâÈ.È. Âîðîâè÷ çàëîæèë îñíîâû íîâîãî äëÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè äå�îðìèðó-åìîãî òåëà íàïðàâëåíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ èäåíòè�èêàöèåé ðàçëè÷íûõ äèíàìè÷åñêèõîáúåêòîâ ïî äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè. Îí íåîäíîêðàòíî îáðàùàë âíèìàíèåêîëëåã è ó÷åíèêîâ íà ðÿä çàäà÷ ìåõàíèêè, â êîòîðûõ ðåøåíèå êîíêðåòíûõ çàäà÷íå ìîãëî áûòü ïîëó÷åíî ÷èñëåííî, íàïðèìåð, íà îñíîâå áóðíî ðàçâèâàþùåãîñÿ ìå-òîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ýòè çàäà÷è, ÿâëÿþùèåñÿ, êàê ïðàâèëî, íåëèíåéíûìèíåêîððåêòíûìè ïðîáëåìàìè, èíòåðåñîâàëè åãî è êàê ìåõàíèêà, è êàê ìàòåìàòèêà.Ïðîñòåéøèå çàäà÷è òàêîãî êëàññà âîçíèêàþò ïðè èäåíòè�èêàöèè ïîëèìåðíûõ ìà-òåðèàëîâ â ðàìêàõ ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé, ïðè îöåíêå ðàçìåðîâè ðàñïîëîæåíèÿ ïîëîñòåé èëè òðåùèí â òâåðäîì òåëå ïî äàííûì àêóñòè÷åñêîãîçîíäèðîâàíèÿ. Ýòî íàïðàâëåíèå èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ è ñåé÷àñ, ïîçâîëÿÿ ðå-øàòü íîâûå òèïû çàäà÷ ìåõàíèêè.Îãðîìíûé ïðàêòè÷åñêèé îïûò ðàáîòû ïî èññëåäîâàíèþ ìåõàíè÷åñêèõ ñè-ñòåì ïîçâîëèë È.È. Âîðîâè÷ó ïåðåéòè ê èññëåäîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-ëåé ïðèðîäíûõ ñèñòåì, îí ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç èíèöèàòîðîâ ðàçðàáîòêè ýêîëîãî-ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Àçîâñêîãî ìîðÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷èëà âûñîêóþ îöåíêó ó÷å-íûõ è îáùåñòâåííîñòè ñòðàíû, ïîçâîëÿÿ ïðîãíîçèðîâàòü ðàçëè÷íûå ðåæèìû ïðè-ðîäîïîëüçîâàíèÿ. Îñîáî óïîìÿíåì ñîçäàííóþ È.È. Âîðîâè÷åì êîíöåïöèþ êðèòè-÷åñêèõ ðåæèìîâ â ýêîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, ñîãëàñíî êîòîðîé ïðèáëèæåíèå ñèñòå-ìû ê êðèòè÷åñêîìó ðåæèìó â ðåçóëüòàòå âíåøíèõ âîçäåéñòâèé ïðèâîäèò ê ðåçêîìóóâåëè÷åíèþ âðåìåíè ðåëàêñàöèè ðàâíîâåñèÿ èëè ê åãî êàòàñòðî�è÷åñêîé íåóñòîé-÷èâîñòè.Â 1983 ã. çà ñîçäàíèå ýòîé ìîäåëè êîëëåêòèâó ó÷åíûõ è È.È. Âîðîâè÷ó â èõ÷èñëå áûëà ïðèñóæäåíà �îñóäàðñòâåííàÿ ïðåìèÿ ÑÑÑ�.Â 1990 ãîäó îí áûë èçáðàí äåéñòâèòåëüíûì ÷ëåíîì Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑ�.Â òðóäíûå ãîäû ïîñëå ðàñïàäà ÑÑÑ� È.È. Âîðîâè÷ ïðèëîæèë íåìàëî ñèëäëÿ ñîõðàíåíèÿ è ðàçâèòèÿ íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà èíñòèòóòà, êà�åäðû, íàóêè âñòðàíå è â ðåãèîíå. Ïðè åãî äåÿòåëüíîì ó÷àñòèè â ��Ó áûë îòêðûò äîêòîðñêèéÑîâåò ïî ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, åæåãîäíî ñ 1995 ãîäà ñòàëèïðîâîäèòüñÿ ìåæäóíàðîäíûå êîí�åðåíöèè ïî àêòóàëüíûì ïðîáëåìàì ìåõàíèêèñïëîøíîé ñðåäû.Çà öèêë ðàáîò ïî �óíäàìåíòàëüíûì ïðîáëåìàì òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèéÈ.È. Âîðîâè÷ ñ ãðóïïîé èññëåäîâàòåëåé â 1998 ã. óäîñòîåí �îñóäàðñòâåííîé ïðåìèè�îññèéñêîé Ôåäåðàöèè.Â òå÷åíèå 50 ëåò È.È. Âîðîâè÷ âåë ïðåïîäàâàòåëüñêóþ è íàó÷íóþ ðàáî-òó â �îñòîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì (Þæíîì �åäåðàëüíîì) óíèâåðñèòåòå. Áîëü-øèì àâòîðèòåòîì â �îññèè è çà åå ïðåäåëàìè ïîëüçóåòñÿ ñîçäàííàÿ èì íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêàÿ øêîëà ó÷åíûõ-ìåõàíèêîâ, ñðåäè êîòîðûõ îêîëî 50 äîêòîðîâ è áî-



10 Áåëîêîíü À.Â., Âàòóëüÿí À.Î.ëåå 130 êàíäèäàòîâ íàóê. È.È. Âîðîâè÷åì îïóáëèêîâàíî áîëåå 300 íàó÷íûõ ðàáîò,èç íèõ 16 ìîíîãðà�èé, ïîñâÿùåííûõ ðàçëè÷íûì ïðîáëåìàì ìåõàíèêè. Çà áîåâûåè òðóäîâûå çàñëóãè îí íàãðàæäåí ðÿäîì îðäåíîâ è ìåäàëåé ÑÑÑ� è �îññèéñêîéÔåäåðàöèè, óäîñòîåí ìåäàëåé àêàäåìèêîâ Ï.Ë. Êàïèöû è À.À. Áëàãîíðàâîâà.Ïîñëåäíèå ãîäû æèçíè Èîñè� Èçðàèëåâè÷ ïîñâÿòèë ñàìîìó âàæíîìó òðóäó �íàïèñàíèþ âñåîáúåìëþùåãî ó÷åáíèêà ïî ìåõàíèêå. Ê ñîæàëåíèþ, áîëüøàÿ ÷àñòüèç çàïëàíèðîâàííîãî àâòîðîì îñòàëàñü íåçàâåðøåííîé, îäíàêî ïîñëå åãî ñìåðòè,â 2004 ãîäó áëàãîäàðÿ óñèëèÿì ó÷åíèêîâ âûøëà ïåðâàÿ ÷àñòü ýòîãî ïîèñòèíå ýí-öèêëîïåäè÷åñêîãî òðóäà ¾Ëåêöèè ïî äèíàìèêå Íüþòîíà. Ñîâðåìåííûé âçãëÿä íàìåõàíèêó Íüþòîíà è åå ðàçâèòèå¿, ñîñòîÿùàÿ èç 23 ëåêöèé. Çà íåñêîëüêî ëåò ðàáî-òû êîëëåêòèâà êà�åäðû òåîðèè óïðóãîñòè è ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ ïîäãîòîâëåíàè èçäàíà â èçäàòåëüñòâå ¾Ôèçìàòëèò¿ â 2010 ãîäó âòîðàÿ ÷àñòü, ñîñòîÿùàÿ èç26 ëåêöèé. Íåñîìíåííûå äîñòîèíñòâà êíèãè � øèðîòà è ãëóáèíà îõâàòà ìàòåðèà-ëà, äîñòóïíîñòü èçëîæåíèÿ, ñòðåìëåíèå äàòü ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ, óêàçàòüóòî÷íåííûå ìåòîäû àíàëèçà ïðîáëåìû. Â íåé íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèìè ðàçäåëàìèòåîðåòè÷åñêîé è àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè ïðèñóòñòâóþò èñòîðè÷åñêèå ýêñêóðñû,ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è è ãëóáîêèå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èç ðàçíûõ îáëàñòåéìåõàíèêè è ìàòåìàòèêè (êîíòàêòíûå çàäà÷è, òðåíèå, òåîðèÿ ïîòåíöèàëà è åå ïðè-ëîæåíèÿ, áàëëèñòèêà îêîëîçåìíîãî ïðîñòðàíñòâà, ýëåìåíòû òåîðèè îòíîñèòåëüíî-ñòè, òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè è êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé).Êðîìå òîãî, â êíèãå èìåþòñÿ áèîãðà�è÷åñêèå äàííûå î âûäàþùèõñÿ ìåõàíèêàõè îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ñïðàâî÷íîãî ìàòåðèàëà.Âêëàä Èîñè�à Èçðàèëåâè÷à â ñòàíîâëåíèå è ðàçâèòèå íîâûõ ðàçäåëîâ ìåõàíè-êè îãðîìåí. Âìåñòå ñ òåì â ïàìÿòè ó÷åíèêîâ È.È. Âîðîâè÷à îñòàëèñü íå òîëüêîåãî íàó÷íûå ðåçóëüòàòû è ïðîçîðëèâîñòü, íî è óäèâèòåëüíàÿ äîáðîæåëàòåëüíîñòüè îòêðûòîñòü.Ïàìÿòü îá È.È. Âîðîâè÷å ñîõðàíèòñÿ íà äîëãèå ãîäû, åãî èìÿ íîñèò îñíîâàí-íûé èì ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Þæíîãî �åäåðàëüíîãî óíèâåð-ñèòåòà, øêîëà ìåõàíèêîâ, ñîçäàííàÿ èì, ïðîäîëæàåò èíòåíñèâíî ðàáîòàòü, ãîòî-âèòü íîâûå ïîêîëåíèÿ èññëåäîâàòåëåé. Áåëîêîíü À.Â., Âàòóëüÿí À.Î.



×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎ�ÎÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈß ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÕ ÏËÀÑÒÈÍ Ï�ÈÊÎÍÒÀÊÒÍÎÌ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÈ Ñ ÆÅÑÒÊÈÌÈ ÒÅËÀÌÈÀáðîñèìîâ Í.À., Åëåñèí À.Â., Êóëèêîâà Í.À.ÍÈÈ ìåõàíèêè Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãîÏðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿêîìïîçèòíûõ ïëàñòèí ïðè íèçêîñêîðîñòíîì ñîóäàðåíèè ñ àáñîëþòíî æåñòêèìè òåëàìè.Íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñòàëüíîãî øà-ðèêà ñ êîìïîçèòíîé ïëàñòèíîé ïîêàçàíà äîñòîâåðíîñòü äàííîãî ïîäõîäà, à òàêæå ïðî-âåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ (ñêîðîñòè è ìàññû óäàðíèêà, ñòðóêòóðûïàêåòû) íà âåëè÷èíó êîíòàêòíîé ñèëû è ïðîãèá â öåíòðå ïëàñòèíû.�àññìàòðèâàåòñÿ ïëàñòèíà òîëùèíîé h, ñîñòîÿùàÿ èç N ýëåìåíòàðíûõ ñëîåâîäíîíàïðàâëåííîãî êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà ñ òîëùèíàìè hk (k = 1, N) â äåêàð-òîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò αi (i = 1, 3), òàê, ÷òî îðò îñè α3 íàïðàâëåí ïî íîðìàëè êñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. �àñïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé ïî òîëùèíå ïëàñòèíû çàäà-åòñÿ â âèäå
ui(α1, α2, α3, t) =

1∑

n=0

(αi)
nuni (α1, α2, t) (i = 1, 2),

u3(α1, α2, α3, t) = u0
3(α1, α2, t),

(1)ãäå u0
i (α1, α2, t)(i = 1, 3) � ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè â íàïðàâëå-íèè êîîðäèíàòíûõ îñåé; u1

j(α1, α2, t)(j = 1, 2) � óãëû ïîâîðîòà ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-íèÿ ïëàñòèíû.Êîìïîíåíòû íåëèíåéíîãî òåíçîðà äå�îðìàöèé îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ-ìè [1℄
e11 = ε11 + (ε13)

2/2 + α3χ11 (1 ⇆ 2);

e12 =
1

2
(ε12 + ε13ε23 + α3χ12);

e13 =
1

2
(u1

1 + ε13),

(2)ãäå
ε11 =

∂u0
1

∂α1

; ε13 =
∂u0

3

∂α1

; χ11 =
∂u1

1

∂α1

(1 ⇆ 2);

ε12 =
∂u0

1

∂α2

+
∂u0

2

∂α1

; χ12 =
∂u1

2

∂α1

+
∂u1

1

∂α2

.



12 Àáðîñèìîâ Í.À., Åëåñèí À.Â., Êóëèêîâà Í.À.Òåíçîð íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì �óêà äëÿ îðòîòðîïíîãî òåëà
σ11 = c11e11 + c12e22 (1 ⇆ 2);

σ13 = 2c44e13;

σ23 = 2c55e23;

σ12 = 2c66e12,

(3)ãäå cij � ý��åêòèâíûå æåñòêîñòè ïàêåòà ñëîåâ, âû÷èñëÿåìûå â ðàìêàõ òåîðèèý��åêòèâíûõ ìîäóëåé [2℄.Çàäà÷à êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïëàñòèíû ñ æåñòêèì òåëîì �îðìóëèðó-åòñÿ êàê íåñâîáîäíàÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à. Àáñîëþòíî æåñòêèé óäàðíèê ìîæåòäâèãàòüñÿ òîëüêî â íàïðàâëåíèè îñè α3.Äëÿ îïèñàíèÿ ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ æåñòêîãî òåëà è ïëàñòèíû èñïîëüçó-åòñÿ óñëîâèå íåïðîíèêàíèÿ ïî íîðìàëè è âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå Äàëàìáåðà-Ëàãðàíæà, êîòîðîå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
∫∫∫

V

3∑

i,j=1

σijδeijdV +

∫∫∫

V

3∑

i=1

ρüiδuidV +

∫∫

S

λ(δu3 − δU3)dS +m
∂U3

∂t2
δU3 = 0, (4)ãäå V � îáúåì, çàíÿòûé ïëàñòèíîé â íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè; S(t) � ïî-âåðõíîñòü êîíòàêòà ïëàñòèíû ñ æåñòêèì òåëîì, ρ � óñðåäíåííàÿ ïëîòíîñòü îáî-ëî÷êè (ρ = 1/h

N∑
k=1

ρkhk, ρk � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà k-ãî ñëîÿ); δui, δU3 � ïðîèç-âîëüíûå êèíåìàòè÷åñêè äîïóñòèìûå èçìåíåíèÿ ïåðåìåùåíèé ïëàñòèíû è æåñòêî-ãî òåëà, λ � íåîïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà; m � ìàññà æåñòêîãî òåëà.Ïîäñòàâëÿÿ â (4) ñîîòíîøåíèÿ (1�3) è âûïîëíÿÿ îïåðàöèè âàðüèðîâàíèÿ (èñ-êëþ÷àÿ ïðè ýòîì çàâèñèìûå âàðèàöèè ïåðåìåùåíèé ïëàñòèíû è æåñòêîãî òåëà âçîíå êîíòàêòà) è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî òîëùèíå ïëàñòèíû, ïîëó÷èì:- óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïëàñòèíû
∂Mn

1i

∂α1
+
∂Mn

2i

∂α2
−Mn

i + pi = Anüni (i = 1, 3, n = 0, 1), (5)ãäå
Mn

ij =
3∑

l=1

Nn
ilE

0
lj ; Nn

ij =

h/2∫

−h/2

σij(α3)
n dα3 ;

E0
ij =




1 0
∂u0

3

∂α1

0 1
∂u0

3

∂α2

0 0 1


 ;

Mn
1 = nM0

31 (1 ⇆ 2); Mn
3 = nM0

33 ;

A0 = ρh ; A1 = ρh3/12 ; pi = 0 (i = 1, 2) ,



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íåñòàöèîíàðíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ïëàñòèí 13- åñòåñòâåííûå êðàåâûå óñëîâèÿ
M0

11 = M0∗
11 , M

0
12 = M0∗

12 , M
0
13 = M0∗

13 , M
1
11 = M1∗

11 , M
1
12 = M1∗

12 ,ãäå M0∗
11 , M

0∗
12 , M

0∗
13 , M

1∗
11 , M

1∗
12 - óñèëèÿ è ìîìåíòû, ïðèëîæåííûå ê ñîîòâåòñòâó-þùèì ãðàíè÷íûì ëèíèÿì;- óðàâíåíèå äâèæåíèÿ æåñòêîãî òåëà
m
∂2U3

∂t2
= F =

∫∫

S

p3 dS , (6)ãäå p3 � ïðîåêöèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ íà îñü α3 .Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (5), (6) âìåñòå ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè (2) è �èçè÷åñêèìè (3)ñîîòíîøåíèÿìè, êðàåâûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
u0
i (α1, α2, 0) = u0∗

i (α1, α2) ; u1
j(α1, α2, 0) = u1∗

j (α1, α2) ;

u̇0
i (α1, α2, 0) = u̇0∗

i (α1, α2) ; u̇1
j(α1, α2, 0) = u̇1∗

j (α1, α2) ;

(i = 1, 3) (j = 1, 2)

U3(0) = U∗
3 ; U̇3(0) = U̇∗

3ïðåäñòàâëÿþò ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, íåîáõîäèìóþ äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìè-÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ êîìïîçèòíûõ ïàëñòèí ïðè êîíòàêòíîì âçàèìîäåéñòâèèñ æåñòêèìè òåëàìè.×èñëåííîå ðåøåíèå ñ�îðìóëèðîâàííîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è îñóùåñòâëÿ-ëîñü íà îñíîâå ÿâíîé âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíîé ñõåìû [3℄.Â ðåçóëüòàòå îïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé è ïåðåìåùåíèé óçëîâ äèñêðåòíîé ìîäåëèñâîäèòñÿ ê ðåêêóðåíòíîìó ñ÷åòó ïî �îðìóëàì
(u̇ni )

j+1/2
l = (u̇ni )

j−1/2
l +

(Φ3n+i +Qi)
j
l

Φm
n

∆t (i = 1, 3 ; n = 0, 1),

(uni )
j+1
l = (uni )

j
l + (u̇ni )

j+1/2
l ∆t ,

(7)ãäå j � íîìåð âðåìåííîãî øàãà, l � íîìåð óçëà, Φ3n+i , Φm
n � îáîáùåííûå ñèëûè ìàññû, Qi � êîíòàêòíàÿ ñèëà (Qi = pi∆Sk, ∆Sk � ïëîùàäü êîíòàêòà äëÿ k-ãî óçëà); ∆t � øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè, îïðåäåëÿåìûé èñõîäÿ èç îöåíêèìàêñèìàëüíîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ïîëóäèñêðåòíîé ëèíåàðèçîâàííîé ñèòåìû [3℄.Äëÿ ïðîâåðêè äîñòîâåðíîñòè ìåòîäèêè áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâðàñ÷åòà ïî äàííîé ìåòîäèêå ñ ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â ðàáîòàõ [4,5℄. �àññìàòðè-âàëîñü äèíàìè÷åñêîå äå�îðìèðîâàíèå êîìïîçèòíîé ïëàñòèíû ñî ñâîáîäíûìè êðà-ÿìè òîëùèíîé h = 0, 0027 ì è ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè L1 = 0, 1524 ì, L2 = 0, 1016 ìïðè êîíòàêòíîì âçàèìîäåéñòâèè ñ óäàðíèêîì. Óäàðíèê èìåë ñ�åðè÷åñêóþ ãîëîâêóðàäèóñà R = 0, 00635 ì, ìàññà óäàðíèêà m1 = 8, 5 ·10−3 êã [4℄, m2 = 3, 2 ·10−2 êã [5℄.Óäàð íàíîñèëñÿ ïî öåíòðó ïëàñòèíû ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ U̇∗

3 = 3 ì/ñ. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ýëåìåíòàðíîãî ñëîÿ ïëàñòèíû ðàâíû E1 = 120 �Ïà,
E2 = 7, 9 �Ïà, ν12 = 0, 3, G12 = G13 = G23 = 5, 5 �Ïà, ρ = 1, 58 · 103 êã/ì3.Ñòðóêòóðà ïàêåòà èìååò âèä [00/450/00/− 450/00]S.



14 Àáðîñèìîâ Í.À., Åëåñèí À.Â., Êóëèêîâà Í.À.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ãðà�èêè èçìåíåíèÿ êîíòàêòíîé ñèëû âî âðåìåíè, ðàñ-ñ÷èòàííûå ïî âûøåîïèñàííîé ìåòîäèêå (ñïëîøíûå ëèíèè) è ïðèâåäåííûå â ðàáî-òàõ [4, 5℄ (øòðèõîâûå ëèíèè). Êðèâûå 1 è 2 ïîëó÷åíû äëÿ óäàðíèêîâ ìàññîé m1è m2 ñîîòâåòñòâåííî. Íàáëþäàåòñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòîâ.

�èñ. 1.Íà ïðèìåðå òðåõñëîéíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ñèììåòðè÷íîãî ñòðîåíèÿèññëåäîâàëîñü âëèÿíèå ñêîðîñòè è ìàññû óäàðíèêà íà ïðîöåññ äå�îðìèðîâàíèÿ.�àññìàòðèâàëàñü ïëàñòèíà òîëùèíîé h = 0, 003 ì (h1 = h2 = h3) ñ ëèíåéíûìè ðàç-ìåðàìè L1 = 0, 174 ì, L2 = 0, 042 ì, æåñòêî çàùåìëåííàÿ ïî êðàÿì α1 = 0, α1 = L1è ñâîáîäíàÿ ïî äðóãèì êðàÿì. Óäàð íàíîñèòñÿ ïî öåíòðó ïëàñòèíû ñ�åðè÷åñêèìóäàðíèêîì ðàäèóñîì R = 0, 0075 ì. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëîÿïëàñòèíû: E1 = 120 �Ïà, E2 = 7, 9 �Ïà, ν12 = 0, 3, G12 = G13 = G23 = 5, 5 �Ïà,
ρ = 1, 58 · 103 êã/ì3. Ñòðóêòóðà ïàêåòà èìååò âèä [00/900/00].Íà ðèñ. 2,3 ïðèâåäåíû ãðà�èêè èçìåíåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèáà ïëàñòèíû(ñïëîøíûå ëèíèè), ìàêñèìàëüíîé êîíòàêòíîé ñèëû (øòðèõîâûå ëèíèè) è âðåìåíèñîóäàðåíèÿ (øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè) â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè ñîóäàðåíèÿ ïðèâçàèìîäåéñòâèè ñ óäàðíèêîì ìàññîé m = 0, 01 êã (ðèñ. 2) è îò ìàññû óäàðíèêà ïðèñêîðîñòè ñîóäàðåíèÿ U̇∗

3 = 3 ì/ñ (ðèñ. 3).

�èñ. 2. �èñ. 3.



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íåñòàöèîíàðíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ïëàñòèí 15Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî â èññëåäîâàííîì äèàïàçîíå ïàðàìåò-ðîâ íàãðóæåíèÿ ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîíòàêòíîé ñèëû è ïðîãèáà ïëàñòèíûïðàêòè÷åñêè ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî çàâèñèò îò ñêîðîñòè ñîóäàðåíèÿ. Çàâèñèìî-ñòè êîíòàêòíîé ñèëû è ïðîãèáà â öåíòðå ïëàñòèíû íåëèíåéíî ðàñòóò ñ óâåëè÷åíè-åì ìàññû óäàðíèêà. Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòüâûâîä î äîñòîâåðíîñòè ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè è âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ äîñòàòî÷-íî øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ äèíàìè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ êîìïîçèòíûõ ïëàñòèíïðè êîíòàêòíîì âçàèìîäåéñòâèè ñ æåñòêèìè òåëàìè.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî�ïåäàãî-ãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009-2013 ãîäû, ãðàíòà Ïðåçèäåíòà�Ô äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë �Ô (ïðîåêò ÍØ-4807.2010.8), à òàêæå ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 08-01-00500-à).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Íîâîæèëîâ Â. Â. Îñíîâû íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ë.-Ì.: �îñòåõèçäàò, 1948.211 ñ.[2℄ Áîëîòèí Â.Â., Íîâè÷êîâ Þ.Í. Ìåõàíèêà ìíîãîñëîéíûõ êîíñòðóêöèé. Ì.: Ìàøè-íîñòðîåíèå, 1980. 373 ñ.[3℄ Àáðîñèìîâ Í.À., Áàæåíîâ Â. �. Íåëèíåéíûå çàäà÷è äèíàìèêè êîìïîçèòíûõ êîí-ñòðóêöèé. Í.Íîâãîðîä: Èçä-âî ÍÍ�Ó, 2002. 400 ñ.[4℄ Sun S.T., Chen J.K On the impa
t of initially stressed 
omposite laminates //Composite Materials. 1985. � 19.pp. 490-504.[5℄ Tan T.N., Sun S.T. Wave propagation in gra�ts/epoxy laminates due to impa
t //Appl. Me
h. 1985. � 52.pp. 6-12.Abrosimov N.A., Yelesin A.V., Kulikova N.A. Numeri
al modeling non-stationarydeformation of 
omposite plates under 
onta
t intera
tion with rigid bodies. A numeri
almethod for solving problems of dynami
 deformation of multi-layered 
omposite plates undera low velo
ity impa
t with perfe
tly rigid bodies is proposed. The authenti
ity of the approa
hunder 
onsideration is shown by solving the dynami
 deformation problems of the 
ompositebeams and plates under a normal impa
t with a spheri
al striker and the in�uen
e of a sta
kstru
ture and an impa
t velo
ity on the deformation pro
ess is investigated.



ÄÈÔ�ÀÊÖÈß ÑÄÂÈ�ÎÂÎÉ ÏËÎÑÊÎÉ ÂÎËÍÛ ÍÀ Ê�ÀÅÓÏ�Ó�Î�Î ÑËÎß Â ÑÎÑÒÀÂÍÎÌ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÀãàÿí Ê.Ë.Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÍÀÍ �åñïóáëèêè Àðìåíèÿ, ÅðåâàíÈññëåäóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à î äè�ðàêöèè ñäâèãîâîé ïëîñêîé âîë-íû, ïàäàþùåé èç áåñêîíå÷íîñòè ïîä íåêîòîðûì óãëîì, íà êðàé óïðóãîãî ñëîÿ, âëîæåí-íîãî â óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî è ÷àñòè÷íî ñêðåïëåííîãî ñ íèì. Ïîëó÷åíû êîíå÷íûåâûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå âîëíîâîå ïîëå â êàæäîé ÷àñòè ñëîÿ è ïðîñòðàíñòâà, à òàêæåàñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû, îïèñûâàþùèå âîëíîâîå ïîëå â äàëüíèõ çîíàõ è îêîëî êîíöîâó÷àñòêîâ êîíòàêòà.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è åå ðåøåíèå. Èññëåäîâàíèþ õàðàêòåðíûõ îñîáåí-íîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâûõ âîçäåéñòâèé ðàçëè÷íîãî ðîäà â óïðóãîì ñëîåè ïðîñòðàíñòâå ïîñâÿùåíî ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû [1℄, [2℄. Â ðàáîòàõ [3℄� [6℄ ðàñ-ñìîòðåíû çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè ñäâèãîâûõ ïëîñêèõ âîëí â ñîñòàâíîì óïðóãîìïðîñòðàíñòâå.�àññìîòðèì ñîñòàâíîå óïðóãîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåe èç óïðóãîãî ñëîÿ èäâóõ îäèíàêîâûõ óïðóãèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êî-îðäèíàò Oxyz ñëîé, ñ ìîäóëåì ñäâèãà µ0 è ïëîòíîñòüþ ρ0, çàíèìàåò îáëàñòü
Ω0(|x| < ∞, |y| < h, |z| < ∞), à ïîëóïðîñòðàíñòâî, ñ îäèíàêîâûìè õàðàêòåðè-ñòèêàìè µ è ρ � Ω1 (y > h) è Ω2 (y < −h). Ñëîé è ïðîñòðàíñòâî ïî ñâîèì ãðàíè÷-íûì ïîëóïëîñêîñòÿì (x > 0, y = ±h) ñîåäèíåíû (æåñòêèé êîíòàêò), à ïî ïëîñ-êîñòÿì (x < 0, y = ±h), íå êîíòàêòèðóþò (òðåùèíà) è ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé.Â ïîëóïðîñòðàíñòâå Ω1 ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïàäàþùàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè ïîä óãëîì
β (0 < β < π/2) çàäàííàÿ ñäâèãîâàÿ ïëîñêàÿ âîëíà (ãàðìîíè÷åñêèé ìíîæèòåëü
exp (−iωt) çäåñü è â äàëüíåéøåì îïóñêàåì, ò. å. çàäà÷à ðåøàåòñÿ â àìïëèòóäàõ)ñ àìïëèòóäîé

w(∞) (x, y) = exp (−ikx cos β − ikx sin β) (1)ãäå k = ω/c � âîëíîâîå ÷èñëî, c =
√
µ/ρ � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñäâèãîâîéâîëíû, ω �÷àñòîòà êîëåáàíèé.Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñîñòàâíîå ïðîñòðàíñòâî íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ àíòèïëîñêîéäå�îðìàöèè, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü äè�ðàãèðîâàííîå âîëíîâîå ïîëå â êàæäîé îá-ëàñòè Ωj (j = 0, 1, 2).Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è àìïëèòóäà íåèçâåñòíûõ óïðóãèõ ïåðåìåùåíèé è ñîîòâåò-ñòâåííî àìïëèòóäà ïàäàþùåé âîëíû èç (1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ñâîèõ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ÷àñòåé. Â èòîãå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê îïðå-äåëåíèþ àìïëèòóä âîëíîâûõ ïîëåé ÷åòíî è íå÷åòíî (îòíîñèòåëüíî y) ïîñòàâëåí-íûõ çàäà÷.�åøåíèå ïîñëåäíèõ, êàê è â ðàáîòàõ [3℄� [6℄, ñâåäåíî ê äâóì íåçàâèñèìûì êðàå-âûì çàäà÷àì òèïà �èìàíà íà äåéñòâèòåëüíîé îñè. �åøåíèå ýòèõ �óíêöèîíàëüíûõóðàâíåíèé ïîñòðîåíî ïî îáû÷íîé ïðîöåäóðå � ìåòîäîì �àêòîðèçàöèè [5,7℄. Â êî-íå÷íîì èòîãå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé âûøå çàäà÷è ïîëó÷åíî â âèäå:



Äè�ðàêöèÿ ñäâèãîâîé âîëíû 17â îáëàñòè Ω1 ∪ Ω2 (|y| > h)

w (x, y) =
e−ikyh

2µ∗

λ

iπ

∫ ∞

−∞

[
M̄−

1 (kx) M̄
+
1 (σ) + sign y M̄−

2 (kx) M̄
+
2 (σ)

]
×

× e−γ(|y|−h)

γh

e−iσxdσ

σ − kx + i0
+ sign y e−2kyhe−ikxx+iky|y| + w(∞) (x, y) (2)â îáëàñòè Ω0 (|y| < h)

w0 (x, y) =
e−ikyh

2µ∗

i

π

∫ ∞

−∞

[
M̄−

1 (kx) M̄
+
1 (σ)

ch (γ0y)

sh (γ0h)
+ M̄−

2 (kx) M̄
+
2 (σ)

sh (γ0y)

ch (γ0h)

]
×

× e−iσx

γ0h (σ − kx + i0)
dσ (3)

kx = k cosβ, ky = k sin β, µ∗ = (µ0 + µ) /2µ, λ = µ0/µ (4)
M̄±

1 (σ) =
h (σ ± k0) Ē

±
1 (σ)

K̄±
1 (σ)

, M̄±
2 (σ) =

√
h (σ ± k)Ē±

2 (σ)

K̄±
2 (σ)

(5)
K̄1(σ) = L1(σ)/µµ∗γe

γ0h = K̄+
1 (σ)K̄−

2 (σ)

K̄2(σ) = L2(σ)/µµ∗γ0e
γ0h = K̄+

2 (σ)K̄−
2 (σ) (6)

Ē1 (σ) =
sh (γ0h)

γ0heγ0h
= Ē+

1 (σ) Ē−
1 (σ) ; Ē2 (σ) =

ch (γ0h)

eγ0h
= Ē+

2 (σ) Ē−
2 (σ) (7)

L1 (σ) = γ0µ0 sh (γ0h) + γ µ ch (γ0h) ; L2 (σ) = γ0µ0 ch (γ0h) + γ µ sh (γ0h) (8)
γ (σ) =

√
σ2 − k2, γ0 (σ) =

√
σ2 − k2

0 (9)ßâíîå ïðåäñòàâëåíèå �àêòîðèçîâàííûõ �óíêöèé K̄±
j (α) è Ē±

2 (σ) (j = 1, 2),âõîäÿùèõ â ðåøåíèÿ (2) è (3), è ïîäðîáíîñòè îá èõ ñâîéñòâàõ ìîæíî íàéòè â [5℄.Îòìåòèì ëèøü, ÷òî ïðè k < σ < k0 �óíêöèè L1 (σ) è L2 (σ) èç (8) èìåþò äåé-ñòâèòåëüíûå êîðíè ñîîòâåòñòâåííî ±σ1m è ±σ2m, ÷èñëî è ðàñïðåäåëåíèå êîòîðûõíà âåùåñòâåííîé îñè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà h√k2
0 − k2 [5℄. Ïðè ýòîìâ ðåøåíèè (2) è (3) äåéñòâèòåëüíàÿ îñü (ëèíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ) îáõîäèò òî÷êè

−k0, −σjm, −k ñâåðõó, à òî÷êè k, σjm, k0 � ñíèçó, îáåñïå÷èâàÿ ïðè ýòîì óñëîâèåóõîäÿùåé âîëíû.Ïðîâåäåíî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ðåøåíèÿ (2) è (3). Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷å-ñêèå �îðìóëû, ïðåäñòàâëÿþùèå ðàñïðåäåëåíèå äè�ðàãèðîâàííîãî âîëíîâîãî ïîëÿâ êàæäîé ïîäîáëàñòè ñîñòàâíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïî èçëîæåííûì â [6, 8℄ ïîäõîäàì



18 Àãàÿí Ê.Ë.ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû ñ ÿâíûìè êîý��èöèåíòàìè, õàðàêòåðèçóþ-ùèìè îñîáåííîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ â äàëüíèõ çîíàõ.2. Èññëåäîâàíèå âîëíîâîãî ïîëÿ. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ îá-ëàñòè Ω0.Â ïîäîáëàñòè x < 0, |y| 6 h àìïëèòóäà ïðîõîäÿùåé âîëíû ïðåäñòàâëÿåòñÿ ââèäå:
w0 (x, y) =

2µe−ikyh

µ+ µ0

{
Ē−

1 (kx) Ē
+
1 (k0)

K̄−
1 (kx) K̄

+
1 (k0)

e−ik0x+

+
i (k0 − kx) Ē

−
1 (kx)

K̄−
1 (kx)

∞∑

m=1

(−1)m
(k0 + ξm) Ē+

1 (αm) cos
(
πym

h

)

ξm (ξm − kx) K̄
+
1 (ξm)

e−iξmx−

−
√

2k sin (β/2) Ē−
2 (kx)

hK̄−
2 (kx)

∞∑

m=1

(−1)m
√
k0 + ηmĒ

+
2 (ηm) sin

(
πy 2m−1

2h

)

ηm (ηm − kx) K̄
+
2 (ηm)

e−iηmx

} (10)
ξm =

√
k2

0 − (πm/h)2, ηm =

√
k2

0 − (π (2m− 1) /(2h))2, m = 1, 2, ... (11)Èç (10) è (11) ñëåäóåò, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì k0 ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ξm è ηmâåùåñòâåííû è, ñëåäîâàòåëüíî, â âîëíîâîäå (x < 0) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ êîíå÷íîå÷èñëî ïðîõîäÿùèõ âîëí. Ïðè ýòîì, åñëè 0 < k0 < π/(2h), òî ïî ñâîáîäíîé ÷àñòèñëîÿ (x < 0) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëüêî îäíà âîëíà, êîòîðàÿ ïðè x→ −∞ èìååò âèä
w0 (x, y) =

2µ

µ+ µ0

Ē−
1 (k cosβ) Ē+

1 (k0)

K̄−
1 (k cosβ) K̄+

1 (k0)
e−ikh sinβe−ik0x, (12)Ïðè µ = µ0, k = k0 îíà ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì [8℄.Â ïîäîáëàñòè (x > 0, |y| 6 h) âîëíîâîå ïîëå èìååò âèä

w0 (x, y) = w̃0 (x, y) + Λ (x, y)−

−A1

πλ

∫ ∞

0

α0α sinα0h cosα0y

M̄−
1 (−i τ)

[
α2

0 sin2 α0h + λ2α2 cos2 α0h
] e−τ x

kx + i τ
dτ+

+
A2

πλ

∫ ∞

0

α0α cosα0h sinα0y

M̄−
2 (−i τ)

[
α2

0 cos2 α0h+ λ2α2 sin2 α0h
] e−τ x

kx + i τ
dτ−

−iA1

πλ

∫ k

0

β0β sin β0h cosβ0y

M̄−
1 (−σ)

[
β2

0 sin2 β0h + λ2β2 cos2 β0h
] eiσ x

kx + σ
dτ+

+
iA2

πλ

∫ k

0

β0β cosβ0h sin β0y

M̄−
2 (−σ)

[
β2

0 cos2 β0h + λ2β2 sin2 β0h
] eiσ x

kx + σ
dτ (13)

α =
√
k2 + τ 2, α0 =

√
k2

0 + τ 2, β =
√
k2 − σ2, β0 =

√
k2

0 − σ2
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Λ (x, y) = iA1

N∑

m=1

R(1)
m cos (γ1my) e

i σ1 mx + A2

N1∑

m=1

R(2)
m sin (γ2my) e

iσ2 mx (14)
w̃0 (x, y) =

[
ie−ikyh cos (γxy)

λγx sin (γxh) + iky cos (γxh)
− ie−ikyh sin (γxy)

λγx cos (γxh) − iky sin (γxh)

]
e−ikxx (15)

R(j)
m =

µ
√
σ2
j m − k2

M̄−
j (−σj m)L′

j (−σj m) (σj m + kx)
, j = 1, 2

γx =
√
k2

0 − k2
x, γj m =

√
σ2
j m − k2, Aj = ie−ikyhM̄−

j (kx)Â (14) N1 = N − 1, ïðè (N − 1)π < h
√
k2

0 − k2 < (2N − 1) π/2 (L1 (σ) èìååò 2Nêîðíåé, à L2 (σ) � 2N − 1 êîðíåé), è N1 = N ïðè (2N − 1) π/2 < h
√
k2

0 − k2 < Nπ(L1 (σ) è L2 (σ) èìåþò ïî 2N êîðíåé).Îòìåòèì, ÷òî â (13) ñîñòàâëÿþùàÿ Λ (x, y) ïðåäñòàâëÿåò ñóììó ëîêàëèçîâàí-íûõ äè�ðàãèðîâàííûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïî íåñâîáîäíîé ÷àñòè ñëîÿ ïîíàïðàâëåíèþ îñè Ox. Ïðè ýòîì âîëíîâûì ÷èñëàì σ1m ñîîòâåòñòâóþò ïîâåðõíîñò-íûå âîëíû Ëÿâà. w̃0 (x, y) � ïðèõîäÿùàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè îáúåìíàÿ âîëíà, ïîë-íîñòüþ îáóñëîâëåííàÿ íåñâîáîäíîé ÷àñòüþ ñëîÿ.Îïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé â äàëüíåé çîíå ðàññìàòðèâàåìîé ïîäîáëàñòè ñâî-äèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïîâåäåíèé èíòåãðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõèç (13) ïðè x → +∞. Ýòè �îðìóëû ïîëó÷åíû ïðîñòûì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿïî ÷àñòÿì [6, 8℄ è èìåþò âèä
w0 (x, y) =


−C1

cos
(√

k2
0 − k2 y

)

sin
(√

k2
0 − k2 h

) + C2

sin
(√

k2
0 − k2 y

)

cos
(√

k2
0 − k2 h

)


 e−i(kx−π/4) (kx)−3/2 +

+O
(
x−5/2

)
+ Λ (x, y) + w̃0 (x, y) , −h 6 y 6 h, x → +∞ (16)ãäå Λ (x, y) è w̃0 (x, y) äàþòñÿ �îðìóëàìè (14) è (15), è

Cj =
e−ikyh

√
2π cos2 (β/2)

kM̄−
j (kx)√

k2
0 − k2M̄−

j (−k)
, (j = 1, 2) (17)Â îñîáûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà

h
√
k2

0 − k2 = π (N − 1) , h
√
k2

0 − k2 = π (2N − 1) /2 (N = 1, 2, ...)àìïëèòóäà îáúåìíîé âîëíû â ñëîå, ïîäîáíî îäíîðîäíîìó ñëó÷àþ, èìååò ïîðÿäîêóáûâàíèÿ O (x−1/2
) ïðè x→ +∞.
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ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Âîðîâè÷ È.È., Áàáåøêî Â.À.Äèíàìè÷åñêèå ñìåøàííûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ íåêëàññè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ì.: Íàóêà, 1979. 324 ñ.[2℄ �ðèí÷åíêî Â. T. Ìåëåøêî Â. Â. �àðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ è âîëíû â óïðóãèõ òåëàõ.Êèåâ.: Íàóêîâà äóìêà, 1981. 284 ñ.[3℄ Àãàÿí Ê.Ë., �ðèãîðÿí Ý.Õ., Äæèëàâÿí Ñ.À. Äè�ðàêöèÿ ñäâèãîâîé ïëîñêîé âîëíûâ óïðóãîì ïðîñòðàíñòâå ñ ïîëóáåñêîíå÷íûì óïðóãèì âêëþ÷åíèåì // Èçâ. ÍÀÍ �À.Ìåõàíèêà, 2003. � 4. C. 3�17.[4℄ �ðèãîðÿí Ý.Õ., Àãàÿí Ê.Ë., Äæèëàâÿí Ñ.À.Äè�ðàêöèÿ ëîêàëèçîâàííîé ñäâèãîâîéâîëíû â óïðóãîì ïðîñòðàíñòâå ñ ïîëóáåñêîíå÷íûì âêëþ÷åíèåì // Â ñá. ¾Ñìåøàí-íûå çàäà÷è ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òåëà¿. Ñàðàòîâ, 2005. 330 
.[5℄ �ðèãîðÿí Ý.Õ., Aãàÿí Ê.Ë. Èçëó÷åíèå ïëîñêîé ñäâèãîâîé âîëíû èç óïðóãîãî âîë-íîâîäà â ñîñòàâíîå óïðóãîå ïðîñòðàíñòâî // Èçâ. ÍÀÍ �À. Ìåõàíèêà, 2007. � 3.C. 23�37.[6℄ Àãàÿí Ê.Ë., �ðèãîðÿí Ý.Õ. Äè�ðàêöèÿ ñäâèãîâîé ïëîñêîé ýëåêòðîóïðóãîé âîëíûíà ïîëóáåñêîíå÷íîì ýëåêòðîäå â ïüåçîýëåêòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ ùåëüþ // Èçâ.ÍÀÍ �À. Ìåõàíèêà, 2010. � 1. C. 6�25.[7℄ Íîáë Á. Ìåòîä Âèíåðà-Õîï�à. Ì.: Ìèð, 1962. 294 ñ.[8℄ �ðèãîðÿí Ý.Õ., Àãàÿí Ê.Ë. Íîâûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ àñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóëâ çàäà÷àõ äè�ðàêöèè // ¾Ìåõàíèêà¿. Òðóäû Ìåæäóíàðîäíîé øêîëû�êîí�åðåíöèèìîëîäûõ ó÷åíûõ. Åðåâàí. 2009. Ñ. 36�43.Aghayan K. L. Di�ra
tion of shear plane wave on the edges of elasti
 layer at 
ompoundspa
e. Dynami
 
onta
t problem of di�ra
tion of a shear plane wave falling from in�nityat a 
ertain angle on the edges of the elasti
 layer embedded in an elasti
 half-spa
e andpartially bonded with it is dis
ussed. Closed form expressions are obtained whi
h determinethe wave �eld in all the parts of the strip and spa
e. Asymptoti
 expressions are providedwhi
h represent the weave �eld in the far �eld and in the neighborhood of the 
onta
t zonesends.



Ê ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ Ò�ÅÙÈÍ Â ÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÎÉÑËÎÈÑÒÎÉ Ñ�ÅÄÅÀçàðîâà Ï.À., ßâðóÿí Î.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíà çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ òðåùèíû (ìåñòîïî-ëîæåíèÿ è ðàçìåðîâ) â âÿçêîóïðóãîì îðòîòðîïíîì ñëîå ïî èçâåñòíûì (èçìåðåííûì) ïî-ëÿì ïåðåìåùåíèé íà ÷àñòè âåðõíåé ãðàíèöû â ñëó÷àå ïëîñêèõ êîëåáàíèé. Ñâîéñòâà âÿç-êîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ó÷òåíû â ðàìêàõ ïðèíöèïà ñîîòâåòñòâèÿ. Ïðÿìàÿ çàäà÷à ðåøåíàíà îñíîâå ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. �åøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ñâåäåíîê ïðîöåäóðå ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà íåâÿçêè, êîòîðàÿ îñóùåñòâëåíà ãåíåòè÷åñêèìèàëãîðèòìàìè.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåêîí-ñòðóêöèè ïàðàìåòðîâ ïðÿìîëèíåéíîé òðåùèíû, îöåíåíî âëèÿíèå âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâìàòåðèàëà íà ïðîöåäóðó èäåíòè�èêàöèè òðåùèíû.�àññìîòðèì çàäà÷ó èäåíòè�èêàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ òðåùèíû (ìå-ñòîïîëîæåíèÿ è ðàçìåðîâ) â âÿçêîóïðóãîì îðòîòðîïíîì ñëîå ïî èçâåñòíûì (èçìå-ðåííûì) ïîëÿì ïåðåìåùåíèé íà ÷àñòè âåðõíåé ãðàíèöû â ñëó÷àå ïëîñêèõ êîëåáà-íèé. Íèæíÿÿ ãðàíèöà ñëîÿ æåñòêî çàùåìëåíà, âåðõíÿÿ � ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèéçà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè ïðèëîæåíèÿ íîðìàëüíîé ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû.Ñëîé îñëàáëåí âíóòðåííåé òðåùèíîé. Òðåùèíà îïèñàíà êàê ìàòåìàòè÷åñêèéðàçðåç â îáëàñòè S ñ áåðåãàìè l±0 , íà êîòîðûõ êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèéòåðïÿò êîíå÷íûå ñêà÷êè: χj = uj|l+0 − uj|l−0 , j = 1, 2. Íà îñíîâå òåîðèè äèñëîêàöèéäåéñòâèå òðåùèíû çàìåíåíî äåéñòâèåì �èêòèâíûõ ìàññîâûõ ñèë fj ñ íîñèòåëåìíà òðåùèíå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïðîöåññå êîëåáàíèé áåðåãà òðåùèíû íå âçàè-ìîäåéñòâóþò è ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé.Ñâîéñòâà âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ó÷òåíû íà îñíîâå ïðèíöèïà ñîîòâåòñòâèÿ âðàìêàõ êîíöåïöèè êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé. Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ ãàðìîíè÷åñêèõêîëåáàíèé ìîæíî, òàê æå êàê è â óïðóãîì ñëó÷àå, èñêëþ÷èòü âðåìÿ èç óðàâíåíèéäèíàìèêè. Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ïðèíèìàåò âèä, àíàëî-ãè÷íûé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óïðóãîãî ìàòåðèàëà, íî ñ êîìïëåêñíûìè ìîäóëÿìèâÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé �óíêöèè ÷àñòîòû êîëåáà-íèé:
σij,j + ρω2ui + fi = 0, (1)

�èñ. 1.
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σij = C∗

ijkl(iω)uk,l, (2)
uj|l1 = 0; σ12|(−L,h) = 0; σ22|(−L,h) = −p; σj2|l2\(−L,h) = 0, (3)

σijn
±
j |l±0 = 0, i, j, k, l = 1, 2, (4)ãäå σij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû, C∗

ijkl(iω) � êîì-ïëåêñíûå ìîäóëè, fi = −[C∗
ijkl(iω)n+

k χlδ(ζ)],j, ζ � êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ ïîíîðìàëè ê l+0 , δ(ζ) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà ñ íîñèòåëåì íà òðåùèíå, n±
j � êîì-ïîíåíòû åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ íîðìàëåé ê ïîâåðõíîñòÿì l±0 .Çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè òðåùèíû ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ òðåùèíûïî ïîëÿì ïåðåìåùåíèé, èçìåðåííûì íà ÷àñòè âåðõíåé ãðàíèöû ïîëîñû

uj(x)|l21 = gj(x), x ∈ l21 ⊂ l2, j = 1, 2. (5)Â [1℄ ïðåäñòàâëåí ìåòîä ðåêîíñòðóêöèè òðåùèíû â ñëîå. Ïåðâûé ýòàï ñîñòîèòâ ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ïîëîñû ñ èçâåñòíîé òðåùèíîé (1)�(4). Ñïîìîùüþ �îðìóë Ñîìèëüÿíû ïîëó÷åíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëåé ïå-ðåìåùåíèé òî÷åê ñëîÿ. Ñîñòàâëåíà ñèñòåìà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèéîòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé ðàñêðûòèÿ òðåùèíû, ïîñëå íàõîæäåíèÿ êî-òîðûõ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì îïðåäåëåíèå ïîëåé ïåðåìåùåíèé ëþáîé òî÷êè ñëîÿ.Íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ðåøàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè òðå-ùèíû ïî èçâåñòíîé èí�îðìàöèè (5).Íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû òðåùèíû íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà �óíêöèî-íàëà íåâÿçêè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîçèöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ â êà÷åñòâå âõîäíûõäàííûõ çàäàþòñÿ çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ïîëåé ïåðåìåùåíèé gj(xi) â N òî÷êàõ xi ∈ l21ïðè �èêñèðîâàííîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé, à �óíêöèîíàë íåâÿçêè îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-äóþùèì âûðàæåíèåì:
Φ(Qk) =

2∑

j=1

N∑

i=1

|uj(xi, Qk) − gj(xi)|2, xi ∈ l21, (6)ãäå Qk � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû òðåùèíû.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîèäåíòè�èêàöèè òðåùèíû. Äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà ðàññìîòðåí âÿçêîóïðóãèé îð-òîòðîïíûé êîìïîçèò, ñîñòîÿùèé èç ýïîêñèäíîé ñìîëû ñ 60 ïðîöåíòàìè ãðà�èò-íûõ ïðîäîëüíûõ âîëîêîí, îïèñàííûé â [2℄. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè êîì-ïëåêñíûõ ìîäóëåé óêàçàííîãî ìàòåðèàëà â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòûêîëåáàíèé k0 =
√
ρ(C∗

22(0))−1ωh. Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ �îðìà çàïèñè êîì-ïëåêñíûõ ìîäóëåé ñ äâóìÿ èíäåêñàìè.Èç ãðà�èêîâ âèäíî, ÷òî íàèáîëüøåå çàòóõàíèå (ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìíè-ìûõ ÷àñòåé êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé) íàáëþäàåòñÿ â îêðåñòíîñòè áåçðàçìåðíîé ÷à-ñòîòû, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà ïðîìåæóòêå îò 0 äî 1. Ïðè k0 >> 1 ìíèìûå ÷àñòèêîìïëåêñíûõ ìîäóëåé ñòðåìÿòñÿ ê 0, êàê è ñëåäóåò èç îáùåé òåîðèè [3℄. Ýòî îçíà-÷àåò, ÷òî ïðè k0 > 2 ìîæíî ìàòåðèàë ñ÷èòàòü óïðóãèì ñ ìîäóëÿìè óïðóãîñòè, ðàâ-íûìè ìãíîâåííûì ìîäóëÿì âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà. Ñëåäîâàòåëüíî ïðè òàêèõ
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�èñ. 2.÷àñòîòàõ ïðîöåäóðó ðåêîíñòðóêöèè òðåùèíû ìîæíî ïðîâîäèòü â ïðåäïîëîæåíèè,÷òî ìàòåðèàë óïðóãèé.�àññìîòðèì òåïåðü ïðîöåäóðó èäåíòè�èêàöèè ïðÿìîëèíåéíîé íàêëîííîé òðå-ùèíû. Ïàðàìåòðàìè òàêîé òðåùèíû ÿâëÿþòñÿ äëèíà l, óãîë íàêëîíà ê ïîëîæè-òåëüíîìó íàïðàâëåíèþ ãîðèçîíòàëüíîé îñè θ è êîîðäèíàòû ñðåäíåé òî÷êè òðå-ùèíû x1C è x2C . Ïðè âîññòàíîâëåíèè òðåùèíû ìèíèìèçàöèÿ �óíêöèîíàëà íåâÿç-êè (6) îñóùåñòâëåíà ïðè ïîìîùè ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Íèæå ïðèâåäåíû íåêî-òîðûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû.Âîññòàíàâëèâàëàñü âåðòèêàëüíàÿ òðåùèíà (ò. å. θ = 1.57), äëèíîé l = 0.1,ñðåäíÿÿ òî÷êà êîòîðîé èìååò êîîðäèíàòû (0 ; 0.5), â ñëîå åäèíè÷íîé òîëùèíû.Åäèíè÷íàÿ íàãðóçêà p ïðèëîæåíà â òî÷êå (0 ; 1). Îáëàñòü ïîèñêà áûëà âûáðàíàñëåäóþùèì îáðàçîì: 0.01 < l < 0.25; 0 < θ < 3.14; −1 < x1C < 1; 0.3 < x2C < 0.7.Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà âûáîð òî÷åê çîíäèðîâàíèÿ. Òàê êàê òðåáóåò-ñÿ âîññòàíîâèòü 4 ïàðàìåòðà, òî íåîáõîäèìî çàäàâàòü êàê ìèíèìóì 4 ÷èñëîâûõçíà÷åíèÿ âõîäíîé èí�îðìàöèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îäíîé òî÷êå çîíäèðîâàíèÿ (âå-ùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè äâóõ êîìïîíåíò ïîëÿ ïåðåìåùåíèé). Â òàêîì ñëó÷àå,êîíå÷íî, âåëèêà âåðîÿòíîñòü âîññòàíîâèòü ïàðàìåòðû äðóãîé òðåùèíû, ïîëå ïåðå-ìåùåíèÿ îò êîòîðîé â âûáðàííîé òî÷êå çîíäèðîâàíèÿ ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì ïîëåìïåðåìåùåíèé èëè î÷åíü áëèçêî ê íåìó. Ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà òî÷åê çîíäèðîâàíèÿýòà âåðîÿòíîñòü ñíèæàåòñÿ. Ïðè ðàñ÷åòàõ áûëà ðàññìîòðåíà ðåêîíñòðóêöèÿ òðå-ùèíû â ñëó÷àå òðåõ òî÷åê çîíäèðîâàíèÿ.Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ òðåùèíû (â ïðîöåíòàõ)äëÿ ðàçíûõ áåçðàçìåðíûõ ÷àñòîò ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1. Ïîëó÷åííûå ðåçóëü-òàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î ïðèìåíèìîñòè äàííîãî ïîäõîäà ïðè èäåíòè�èêàöèè òðå-ùèíû.
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k0 0.1 0.2 0.5 1.0 1.1 1.5 2.0
εl 4 4 25 25 0 7 12
εθ 9 11 12 8 1 8 7
εx1C
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ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ ÑÎÑÒÀÂÍÎÉÏÎËÓÏËÎÑÊÎÑÒÈ Ñ ÀÁÑÎËÞÒÍÎ ÆÅÑÒÊÈÌÂÊËÞ×ÅÍÈÅÌ ÍÀ ËÈÍÈÈ �ÀÇÄÅËÀ ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂÀêîïÿí Â.Í., Ñàðãñÿí À.Î.Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÍÀÍ �åñïóáëèêè Àðìåíèÿ, ÅðåâàíÈññëåäîâàíèþ íàïðÿæåííî�äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ îäíîðîäíûõ è ñîñòàâíûõìàññèâíûõ òåë, ñîäåðæàùèõ àáñîëþòíî æåñòêèå âêëþ÷åíèÿ, ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò êàêîòå÷åñòâåííûõ, òàê è çàðóáåæíûõ èññëåäîâàòåëåé. Èç íèõ îñîáî îòìåòèì ðàáîòû [1�3℄,êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ íàñòîÿùåé ðàáîòîé.Çäåñü ðàññìîòðåíî ïëîñêî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñîñòàâíîé ïîëóïëîñêîñòè, ñî-äåðæàùåé íà ëèíèè ñòûêà ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ àáñîëþòíî æåñòêîå òîíêîå âêëþ÷åíèå,îäíà èç áîêîâûõ ñòîðîí êîòîðîãî æåñòêî ñöåïëåíà ñ ìàòðèöåé, î äðóãàÿ ñòîðîíà íàõî-äèòñÿ â óñëîâèÿõ ãëàäêîãî êîíòàêòà. Èçó÷åíî ïîâåäåíèå èñêîìûõ �óíêöèé â êîíöåâûõòî÷êàõ âêëþ÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è ïîñòðîåíî ðåøåíèå çàäà÷èìåòîäîì îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.1. �àññìîòðèì ïëîñêî�äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñîñòàâíîé ïîëóïëîñêîñòè,ñîñòîÿùåé èç áåñêîíå÷íîé óïðóãîé ïîëîñû òîëùèíû h è óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè ñêîý��èöèåíòàìè Ëÿìý µ1, λ1 è µ2, λ2, êîãäà íà ëèíèè èõ ñîåäèíåíèÿ èìååòñÿ àá-ñîëþòíî æåñòêîå òîíêîå âêëþ÷åíèå äëèíû 2a, íèæíÿÿ ñòîðîíà êîòîðîãî æåñòêîñöåïëåíà ñ óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòüþ, à âåðõíÿÿ ñòîðîíà ãëàäêî êîíòàêòèðóåò ñ ïî-ëîñîé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîñòàâíàÿ ïîëóïëîñêîñòü äå�îðìèðóåòñÿ ïîä äåéñòâèåìñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî îñè OY íîðìàëüíîé ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè P0 (x),ïðèëîæåííîé ê ñâîáîäíîé ãðàíèöå ïîëîñû y = h, è ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû Q0,ïðèëîæåííîé ê öåíòðó âêëþ÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåìó.Ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêè ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü â âèäå ñëåäóþ-ùåé ãðàíè÷íîé çàäà÷è:
σ(1)
y (x, h) = P0(x), τ (1)

xy (x, h) = 0, −∞ < x <∞; (1a)
σ

(1)
y (x, 0) = σ

(2)
y (x, 0), τ

(1)
xy (x, 0) = τ

(2)
xy (x, 0),

U1(x, 0) = U2(x, 0), V1(x, 0) = V2(x, 0),
|x| > a; (1b)

V1(x,+0) = V2(x,−0) = δ, σ(1)
xy (x,+0) = U2(x,−0) = 0, |x| < a . (1
)Çäåñü σ

(j)
y (x, y) è τ

(j)
xy (x, y) (j = 1, 2) ñîîòâåòñòâåííî íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûåêîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé ïîëîñû è ïîëóïëîñêîñòè, Uj(x, y) è Vj(x, y) � ãîðèçîí-òàëüíûå è âåðòèêàëüíûå ñìåùåíèÿ òî÷åê ïîëîñû è ïîëóïëîñêîñòè, à δ � íåèçâåñò-íàÿ ïîñòîÿííàÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ æåñòêîå ñìåùåíèå âêëþ÷åíèÿ.Ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå �óíêöèè ñêà÷êîâ

σ (x) = σ
(1)
y (x, 0) − σ

(2)
y (x, 0); τ(x) = τ

(1)
xy (x, 0) − τ

(2)
xy (x, 0);

U(x) = U1(x, 0) − U2(x, 0). (|x| < a)
(2)



26 Àêîïÿí Â.Í., Ñàðãñÿí À.Î.ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è (1) íå òðóäíî ñâåñòè ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé îïðåäåëÿ-þùåé ñèñòåìû ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:
d0

∆∗
σ(x) − l0

∆∗
u

′

(x) − d1

π∆∗

∫ a

−a

τ(s)d(s)

s− x
+

∫ a

−a
K∗

11(x− s)σ(s)ds+

+

∫ a

−a
K∗

12
(x− s)τ(s)ds+

∫ a

−a
K∗

13(x− s)U
′

(s)ds = −F1(x)

d0

∆∗
τ(x) +

d1

π∆∗

∫ a

−a

σ(s)ds

s− x
+

l2
π∆∗

∫ a

−a

u
′

(s)ds

s− x
−
∫ a

−a
K∗

21(x− s)σ(s)ds−

−
∫ a

−a
K∗

22(x− s)τ(s)ds+

∫ a

−a
K∗

23(x− s)U
′

(s)ds = F2(x)

l0
∆∗

τ(x) − l2
π∆∗

∫ a

−a

σ(s)ds

s− x
− l3
π∆∗

∫ a

−a

U
′

(s)ds

s− x
+

∫ a

−a
K∗

31
(x− s)σ(s)ds+

+

∫ a

−a
K∗

32(x− s)τ(s)ds+

∫ a

−a
K∗

33(x− s)U
′

(s)ds = −F3(x).

(3)
ãäå

ϑ
(j)
1 =

µ2
j

λj + 3µj
; ϑ

(j)
2 =

µj (λj + 2µj)

λj + 3µj
; d0 =

ϑ
(1)
1 − ϑ

(2)
1

2
; d1 =

ϑ
(1)
2 + ϑ

(2)
2

2
;

l0 = ϑ
(1)
2

(
ϑ

(1)
2 + ϑ

(2)
2

)
− ϑ

(1)
1

(
ϑ

(1)
1 − ϑ

(2)
1

)
; l1 = 2

(
ϑ

(2)
1 l0 − ϑ

(2)
2 l2

)
;

l2 = ϑ
(1)
1 ϑ

(2)
2 + ϑ

(1)
2 ϑ

(2)
1 ; l3 = 2

(
ϑ

(2)
1 l2 − ϑ

(2)
2 l0

)
; ∆∗ =

[
ϑ

(1)
2 + ϑ

(2)
2

]2
−
[
ϑ

(1)
1 − ϑ

(2)
1

]2
,a K∗

i,j (x) è Fj (x) (i, j = 1 − 3) � ðåãóëÿðíûå �óíêöèè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ çäåñü íåïðèâîäÿòñÿ.Ïðè ýòîì èñêîìûå �óíêöèè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì ðàâíîâåñèÿâêëþ÷åíèÿ è íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèé â êîíöåâûõ òî÷êàõ âêëþ÷åíèÿ, ò. å. óñëî-âèÿì ∫ a

−a
σ(x)dx = Q0;

∫ a

−a
τ(x)dx = 0;

∫ a

−a
U

′

(x)dx = 0 (4)Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñâåëîñü ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ñèí-ãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (3) ïðè óñëîâèÿõ (4).2. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-íåíèé (3) ïðè óñëîâèÿõ (4), îïðåäåëèì ïîâåäåíèå èñêîìûõ �óíêöèé â êîíöåâûõòî÷êàõ èíòåðâàëà (−a, a). Äëÿ ýòîãî ñïåðâà ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîñòàâ-ëåííîé çàäà÷è, êîãäà òîëùèíà ïîëîñû áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ, ò. å. ðàññìîòðèì íà-ïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ñîñòàâíîé ïëîñêîñòè èç äâóõ ðàçíîðîäíûõ ïîëóïëîñêîñòåé,ñîäåðæàùåé âêëþ÷åíèå íà ëèíèè èõ ñîåäèíåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (3) ïðè-íèìàåò âèä




d0
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σ(x) − l0
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π∆∗
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s− x
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σ(s)

s− x
ds+

l2
π∆∗

∫ a

−a

U
′

(s)

s− x
ds = 0

l0
∆∗

τ(x) − l2
π∆∗

∫ a

−a

σ(s)

s− x
ds− l3

π∆∗

∫ a

−a

U
′

(s)

s− x
ds = 0

(1)



Ñîñòàâíàÿ ïîëóïëîñêîñòü ñ àáñîëþòíî æåñòêèì âêëþ÷åíèåì 27Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ìåòîäîì êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ áûëà ðàñ-ñìîòðåíà â ðàáîòå [2℄, îäíàêî íå â ïîëíîì îáúåìå.Ïîñòðîèì ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ïðè óñëîâèÿõ (4). Èç ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé,ñ ó÷åòîì (4), íàéäåì
U

′

(x) = − 1

ϑ
(2)
2

(
σ(x) − MQ0

π
√
a2 − x2

) (
M = ϑ

(1)
2 ∆∗/2

)
, (2)Äàëåå, ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ �óíêöèè U ′ (x) â ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (1). Â èòîãå,äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêà÷êîâ íàïðÿæåíèé, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äâóõ ñèíãó-ëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé





σ(x) − α

π

∫ a

−a

τ(s)ds

s− x
=

Q∗
0

π
√
a2 − x2

τ(x) − β

π

∫ a

−a

σ(s)

s− x
ds = 0

(3)
∆̃ = ϑ

(1)
2

(
ϑ

(1)
2 + ϑ

(2)
2

)
−
(
ϑ

(1)
1 − ϑ

(2)
1

)2

;Q∗
0 =

l0Q0

∆̃
;α =

ϑ
(2)
1

∆̃

(
ϑ

(1)
2 + ϑ

(2)
2

)
; β =

ϑ
(2)
2

ϑ
(2)
1

.Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (3) âåðíà òîëüêî â ñëó÷àå ∆̃ 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå, ðåøèâñèñòåìó (3) ïðè óñëîâèÿõ (4), äëÿ �óíêöèé σ (x) è τ (x) ïîëó÷èì
σ (x) =

KI√
a2 − x2

+KII [ω(x) + ω(−x)] ; τ(x) = KIII [ω(x) − ω(−x)] ; (4)
KI =

2Q∗
0

π(1 + q2)

[
1 +

1

2
qtgπγ1

]
; KII =

Q0

π

[
sin πγ1 −

l0q

2(1 + q2)∆̃ cosπγ1

]
;

KIII =
Q0

π

[
sin πγ1 −

ql0

2λ∗(1 + q2)∆̃cosπγ1

]
, q =

√
αβ.

(5)
ω(x) =

(a− x)γ1−1

(x+ a)γ1
; γ1 =

ϑ1

2π
; 0 < ϑ1 = argG1 < 2π;G1 =

1 + iq

1 − iq
; g(x) =

Q∗
0

π
√
a2 − x2

.Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåíû âñå èñêîìûå �óíêöèè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ, èñïîëü-çóÿ ïîëó÷åííûå âûøå �îðìóëû, ìîæíî îïðåäåëèòü íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîåñîñòîÿíèå ñîñòàâíîé ïëîñêîñòè ïîëíîñòüþ.×òî æå êàñàåòñÿ ñëó÷àÿ ∆̃ = 0, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñî ñëó÷àåì α = −1 ðàáî-òû [2℄, òî â ýòîì ñëó÷àå, ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå U ′(x) èç (2) â ïåðâûå äâà óðàâíå-íèÿ (1), ïîëó÷èì 




1

π

∫ a

−a

τ(ξ)dξ

ξ − x
= − Q

′

0

π
√
a2 − x2

τ(x) − β

π

∫ a

−a

σ(ξ)dξ

ξ − x
= 0

(6)�åøåíèå ñèñòåìû (6), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (4), äàåòñÿ �îðìóëàìè
σ(x) = − 1

π
√
a2 − x2

{
Q

′

0

2π2β
ln2

(
a− x

a+ x

)
− A

}
(−a < x < a) ; (7)
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τ(x) =

Q
′

0 ln
(
a−x
a+x

)

π2
√
a2 − x2

; (Q
′

0 = l0/2ϑ
(2)
1 d1);

(
A = Q

′

0/3β −Q0

)
. (8)Ïðîèçâîäíàÿ æå îò �óíêöèè ñêà÷êîâ ãîðèçîíòàëüíûõ ñìåùåíèé áóäåò çàäà-âàòüñÿ �îðìóëîé

U
′

(x) = Q
′

0

[
1

2π2
ln2

(
a− x

a+ x

)
− 1

3

]
/2πϑ

(2)
1 β

√
a2 − x2 (−a < x < a) (9)3. Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3) ïðè óñëîâèÿõ (4) â ñëó-÷àå, êîãäà ∆̃ 6= 0. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì íîâûå èñêîìûå �óíêöèè ïî �îðìóëàì:

ψj(x) =
d0

∆∗
σ(x) − l0

∆∗
U

′

(x) +
µ∗
jd1

∆∗
τ(x) (j = 1, 2);

ψ3(x) =
ϑ

(1)
2

∆∗
σ(x) +

2ϑ
(2)
1 ϑ

(1)
2

∆∗
U

′

(x) ;

(
µ∗
j = (−1)j+1

√
∆̃/2d1ϑ

(2)
2

)
.

(1)Òîãäà, ïîñëå íåêîòîðûõ íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñèñòåìó (3) ìîæíî ïðèâå-ñòè ê âèäó:




−πith(πµj)ψ∗
j (t) +

∫ 1

−1

ψ∗
j (τ)

τ − t
dτ +

3∑

n=1

∫ 1

−1

R∗
nj(t− τ)ψ∗

n(τ)dτ = Q∗
j (t)

1

π

∫ 1

−1

ψ∗
3(τ)

τ − t
dτ +

3∑

n=1

∫ 1

−1

R∗
n3(t− τ)ψ∗

n(τ)dτ = Q∗
3(t)

(2)
(j = 1, 2; −1 < t < 1)Ïðè ýòîì óñëîâèÿ (4) ïðèìóò âèä:

∫ 1

−1

ψ∗
j (x)dx = Pj (j = 1, 2, 3) ;

(
P1 = P2 =

d0Q0

a∆∗
; P3 =

ϑ
(1)
2 Q0

a∆∗

)
. (3)Çäåñü R∗

nj(x) è Qj (x) � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè îò �óíêöèè Rnj(x) è Fj(x), à ïî-ñòîÿííûå µj (j = 1, 2) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé thµjπ = i(−1)jq−1. Èñïîëüçóÿðåçóëüòàòû ðàáîòû [4℄, ðåøåíèå ñèñòåìû (2) ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçëîæåíèé
ψ∗
j (x) =

∞∑

k=0

X
(j)
k P

(γj ,σj)
k (x)

ωj(x)
; (ωj(x) = (1 − x)−γj (1 + x)−σj ) (4)

ψ∗
3(x) =

∞∑

k=0

X
(3)
k Tk(x)√
1 − x2

; (γj = −1

2
− iµj; σj = −1

2
+ iµj; j = 1, 2) (5)ãäå P (jj ,σj)

k (x) (j = 1, 2; k = 0, 1, 2, ...) ìíîãî÷ëåíû ßêîáè, Tk(x) (k = 0, 1, 2, ..) �ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà, à ïîñòîÿííûå X(j)
k (j = 1, 2, 3; k = 0, 1, 2, ..)íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ. Äëÿ êîý��èöèåíòoâ X(j)

0

(j = 1, 2, 3) èç (3) ñðàçó íàõîäèì
X

(j)
0 =

Pjch(πµj)

π
(j = 1, 2); X

(3)
0 =

P3

π
. (6)



Ñîñòàâíàÿ ïîëóïëîñêîñòü ñ àáñîëþòíî æåñòêèì âêëþ÷åíèåì 29Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèé ψj(x) (j = 1, 2, 3) èç (4) è (5) â (2),ïî îáû÷íîé ïðîöåäóðå [4℄ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ X
(j)
k (j = 1, 2, 3;

k = 1, 2, ...) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó èç òðåõ ñèñòåì áåñêîíå÷íûõ àëãåáðàè-÷åñêèõ óðàâíåíèé:
X(j)
m = h(j)

m

[
3∑

n=1

∞∑

k=1

A
(j,n)
mk X

(n)
k + C(j)

m

]
(j = 1, 2, 3; m = 1, 2, ...) (7)Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (7) êâàçèâïîëíå ðåãóëÿðíà [4℄, Ïîñëå íàõîæ-äåíèÿ �óíêöèé ψj (x) (j = 1 − 3) ñêà÷êè íàïðÿæåíèé è ïðîèçâîäíàÿ ñêà÷êà ãîðè-çîíòàëüíûõ ñìåùåíèé îïðåäåëÿòñÿ ïî �îðìóëàì:

σ(x) =
ϑ

(2)
1 ∆∗

∆̃
[ψ1(x) + ψ2(x) − ν0ψ3(x)] ; τ(x) =

∆∗
2µ1d1

[ψ1(x) − ψ2(x)] ;

U
′

(x) = −∆∗

2∆̃

[
ψ1(x) + ψ2(x) −

2d0

ϑ
(1)
2

ψ3(x)

]
;

(
ν0 = −l0/ϑ(2)

1 ϑ
(1)
2

)
.
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ontainingrigid thin in
lusion on the interfa
e of di�erent materials is 
onsidered. Governing system ofsingular integral equations of the problem is derived, when one of the sides of in
lusion isrigidly fastened with the matrix, and the other side is in smooth 
onta
t. The behavior ofthe unknown fun
tions at the endpoints of in
lusion depending on the physi
al parameters isstudied and solution of the problem by the method of orthogonal polynomials is 
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ted.



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕÏ�ÎÖÅÑÑÎÂ Â ØÅËÜÔÎÂÎÉ ÇÎÍÅ ÌÎ�ß Â ØÒÎ�ÌÎÂÛÕÓÑËÎÂÈßÕÀëåêñååâ Ä.Â., Èâàíîâ Â.À., Èâàí÷à Å.Â., Ôîìèí Â.Â.,×åðêåñîâ Ë.Â.Ìîðñêîé ãèäðî�èçè÷åñêèé èíñòèòóò ÍÀÍ Óêðàèíû, ÑåâàñòîïîëüÑ èñïîëüçîâàíèåì òðåõìåðíîé íåëèíåéíîé ÷èñëåííîé ìîäåëè èññëåäóþòñÿ ïðîöåññû�îðìèðîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé è ïåðåíîñà èìè ïàññèâíîé ïðèìåñè è ìåëêî-äèñïåðñíûõ äîííûõ îñàäêîâ íà ñåâåðî-çàïàäíîì øåëü�å ×åðíîãî ìîðÿ. Äèíàìè÷åñêèåïðîöåññû â âîäíîé ñðåäå ãåíåðèðóþòñÿ îäèíî÷íûìè èíòåíñèâíûìè àòìîñ�åðíûìè öèê-ëîíàìè. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûñîêîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàçðåøåíèÿ â ìîäåëè ïðèìåíÿ-åòñÿ ïðîöåäóðà âëîæåííûõ ñåòîê. Ïðîàíàëèçèðîâàíà âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ïîëåé óðîâíÿìîðÿ, ñêîðîñòåé òå÷åíèé, êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè è âçìó÷åííûõ äîííûõ îñàäêîâ.1. Àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìû. Èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íàñåâåðî-çàïàäíîì øåëü�å ×åðíîãî ìîðÿ ïðåäñòàâëÿåò êàê íàó÷íûé, òàê è ïðè-êëàäíîé èíòåðåñ, êîòîðûé îáóñëîâëåí èíòåíñè�èöèðîâàâøåéñÿ õîçÿéñòâåííîé äå-ÿòåëüíîñòüþ â äàííîì ðåãèîíå. Ñþäà âõîäÿò ãèäðîòåõíè÷åñêîå è ðåêðåàöèîííîåñòðîèòåëüñòâî, ñóäîõîäñòâî, ðûáîëîâñòâî, äîáû÷à ãàçà èç îòêðûòûõ íà øåëü�å ìå-ñòîðîæäåíèé. Àíòðîïîãåííàÿ íàãðóçêà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ îïàñíîñòè ïðèðîä-íûõ è òåõíîãåííûõ êàòàñòðî�. Îñîáåííî ýòà îïàñíîñòü âîçðàñòàåò â øòîðìîâûõóñëîâèÿ. Íàä ×åðíûì ìîðåì íàáëþäàåòñÿ äâà îñíîâíûõ òèïà øòîðìîâûõ ñèíîï-òè÷åñêèõ ñèòóàöèé. Ïåðâûé òèï âîçíèêàåò, êîãäà òðàåêòîðèè ñðåäèçåìíîìîðñêèõöèêëîíîâ ïðîõîäÿò ÷åðåç þã ×åðíîãî ìîðÿ. Äðóãîé òèï ñèíîïòè÷åñêèõ ñèòóàöèéñâÿçàí ñ âûõîäîì ñðåäèçåìíîìîðñêèõ öèêëîíîâ íà çàïàä è ñåâåð ×åðíîãî ìîðÿ,à òàê æå ñî ñìåùåíèåì îáëàñòåé íèçêîãî äàâëåíèÿ ñ Áàëòèéñêîãî ìîðÿ è þæíîéÑêàíäèíàâèè.Â ñèëó ìîð�îëîãè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé (ìåëêîâîäíîñòü, ñëîæíûé ðåëüå�,ïåñ÷àíî-èëèñòàÿ ñ äîáàâëåíèåì ðàêóøå÷íèêà ñòðóêòóðà äíà, íàëè÷èå îñòðîâîâè êîñ) ñåâåðî-çàïàäíûé øåëü� ×åðíîãî ìîðÿ ÿâëÿåòñÿ ðàéîíîì èíòåíñèâíûõ ìîð-�îäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ (ðèñ. 1). Ïîä âëèÿíèåì ïðèðîäíûõ �àêòîðîâ, à òàêæåâ ðåçóëüòàòå äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà ìåíÿþòñÿ êîí�èãóðàöèÿ áåðåãîâ, ðåëüå� äíà,ïëîùàäü, î÷åðòàíèÿ è äàæå ÷èñëî îñòðîâîâ. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷àïðîãíîçà âëèÿíèÿ øòîðìîâ íà ïåðåíîñ äîííûõ îñàäêîâ.Ý��åêòèâíûì è �èçè÷åñêè îïðàâäàííûì ìåòîäîì äèàãíîçà è ïðîãíîçà ïà-ðàìåòðîâ ìîðñêîé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Ñ èñïîëüçî-âàíèåì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â Ìîðñêîì ãèäðî�èçè÷åñêîì èíñòèòóòå ÍÀÍÓêðàèíû èññëåäîâàëèñü ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû íà ñåâåðî-çàïàäíîì øåëü�å×åðíîãî ìîðÿ è èõ âëèÿíèå íà òðàíñïîðò çàãðÿçíÿþùåé ïðèìåñè, ýðîçèþ, ïåðåíîñè ñåäèìåíòàöèþ ìåëêîäèñïåðñíûõ äîííûõ îñàäêîâ ïðè ïðîõîæäåíèè öèêëîíîâ.2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîä ðåøåíèÿ. Ââåäåì äåêàð-òîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ îñÿìè x, y, z, íàïðàâëåííûìè ñîîòâåòñòâåííî íà âîñòîê,
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с.ш.

в.д.�èñ. 1. Áàòèìåòðèÿ ñåâåðî-çàïàäíîãî øåëü�à ×åðíîãî ìîðÿ (ì), ðèìñêèìè öè�ðàìèîáîçíà÷åíû: I � Îäåññêèé çàëèâ, II � Äíåïðî-Áóãñêèé ëèìàí, III � Òåíäðîâñêàÿ êîñà,IV � î. Äæàðûëãà÷, V � Êàðêèíèòñêèé çàëèâ, VI � Áàêàëüñêàÿ áàíêà.ñåâåð è âåðòèêàëüíî ââåðõ. Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ìîðñêîé âîäû âîñïîëüçóåìñÿíåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðè-áëèæåíèè ãèäðîñòàòèêè [1℄:
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p = pa + gρ (η − z) , (3)
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0, (4)ãäå {u, v, w} � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè âäîëü îñåé x, y, z; t � âðåìÿ; d/dt = ∂/∂t +

u∂/∂x+v∂/∂y+w∂/∂z; f � ïàðàìåòð Êîðèîëèñà; p � äàâëåíèå; ρ = 1015 êã/ì3 �ïëîòíîñòü âîäû; g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè; AM � êîý��èöèåíò ãîðèçîíòàëü-íîé òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè, âû÷èñëÿåìûé ïî �îðìóëå Ñìàãîðèíñêîãî [1℄; KM �êîý��èöèåíò âåðòèêàëüíîé òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî èñ-ïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ Ìåéëîðà-ßìàäû [1℄; pa � àòìîñ�åðíîå äàâëåíèå; η(x, y, t) �îòêëîíåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îò íåâîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ.Â îñíîâå áëîêà ðàñ÷åòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàññèâíîé çàãðÿçíÿþùåé ïðèìåñè ëå-æèò óðàâíåíèå ïåðåíîñà-äè��óçèè
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, (5)ãäå ϕ � êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè; Aϕ = 10 ì2/ñ è Kϕ = 10−5 ì2/ñ � êîý��èöèåíòûãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé òóðáóëåíòíîé äè��óçèè ïðèìåñè.Äëÿ ðàñ÷åòà êîíöåíòðàöèè âçâåøåííûõ äîííûõ îñàäêîâ C, ñîñòîÿùèõ èç ÷à-ñòèö îäíîãî òèïà, çàïèøåì óðàâíåíèå ïåðåíîñà-äè��óçèè-îñàæäåíèÿ [2℄
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32 Àëåêñååâ Ä.Â., Èâàíîâ Â.À., Èâàí÷à Å.Â., Ôîìèí Â.Â., ×åðêåñîâ Ë.Â.Çäåñü ws = 10−5 ì/ñ � ñêîðîñòü îñåäàíèÿ âçâåñè; AC = 10 ì2/ñ è KC = 10−4 ì2/ñ �êîý��èöèåíòû ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé òóðáóëåíòíîé äè��óçèè âçâåñè.Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (z = η(x, y, t)) äîëæíû áûòü âûïîëíåíû êèíåìàòè-÷åñêîå è äèíàìè÷åñêèå óñëîâèÿ [1℄:
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)1/2 {Wx,Wy} . (7)Â (7) ρa = 1, 2 êã/ì3 � ïëîòíîñòü âîçäóõà; {Wx,Wy} � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêî-ðîñòè âåòðà W; CA = k2
{
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]}−2 � êîý��èöèåíò ïîâåðõ-íîñòíîãî òðåíèÿ [3℄, ãäå W0 = 1 ì/ñ, k = 0, 4 � ïîñòîÿííàÿ Êàðìàíà.Â ìåñòàõ ðàñïîëîæåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ èñòî÷íèêîâ çàãðÿçíÿþùåé ïðèìåñè çà-äàåòñÿ ïîñòîÿííûé ïîòîê Q = 10−7 êã/ì2ñ, à ïîòîê âçâåñè íà ïîâåðõíîñòè ñ÷èòà-åòñÿ ðàâíûì íóëþ
Kϕ

∂ϕ

∂z
= Q, −wsC −KC

∂C

∂z
= 0. (8)Íà äíå (z = −H(x, y)) ðàâíà íóëþ íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè, êà-ñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ñâÿçàíû ñî ñêîðîñòüþ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòüþ [1℄ èîòñóòñòâóåò ïîòîê ïðèìåñè
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= 0, ρKM

{
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∂z
,
∂v
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}
= ρCD

√
u2 + v2 {u, v}, Kϕ

∂ϕ

∂z
= 0. (9)Â (9) CD � êîý��èöèåíò äîííîãî òðåíèÿ, êîòîðûé íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå:

CD = k2 [ln (zb/z0)]
−2, ãäå zb � ðàññòîÿíèå îò äíà, z0 = 0,001 ì � ìàñøòàá øå-ðîõîâàòîñòè äîííîé ïîâåðõíîñòè [1℄.Ïîòîê âçìó÷åííûõ îñàäêîâ ñî äíà îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ïîòîêîâ ýðîçèè Feè ñåäèìåíòàöèè Fd:

−wsC −KC
∂C

∂z
= Fe − Fd. (10)Ñëåäóÿ [2℄, áóäåì ñ÷èòàòü Fe è Fd �óíêöèÿìè ïðèäîííûõ ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé

τb = ρCD(u2 + v2). ×òîáû ó÷åñòü ý��åêò èñòîùåíèÿ âçìó÷èâàåìîãî âåùåñòâà,ââåäåì âåëè÷èíó çàïàñà îñàäêîâ, íàõîäÿùèõñÿ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè íà äíå
B(x, y, t). Ñåäèìåíòàöèÿ è ýðîçèÿ ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷èâàþò è óìåíüøàþò ýòîòçàïàñ.Ïîòîê ýðîçèè îòëè÷åí îò íóëÿ, êîãäà ïðèäîííûå ñäâèãîâûå íàïðÿæåíèÿ ïðå-âûøàþò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå τce = 0, 13 Í/ì2 è B áîëüøå íóëÿ

Fe =

{
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(
τb
τce

− 1
)
, åñëè τb ≥ τce è B > 0;

0, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ, (11)ãäå M0 = 10−5 êã/ì2ñ � êîý��èöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé èíòåíñèâíîñòü âçìó÷è-âàíèÿ.Ïîòîê ñåäèìåíòàöèè îïðåäåëÿåòñÿ êîíöåíòðàöèåé ó äíà Cb è îòëè÷åí îò íóëÿ,êîãäà ïðèäîííûå íàïðÿæåíèÿ ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ τcd = 0, 1 Í/ì2

Fd =

{
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(
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)
, τb < τcd;

0, τb ≥ τcd.
(12)



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ 33Íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ äëÿ ñêîðîñòåé è óñëî-âèå îòñóòñòâèÿ ïîòîêà ïðèìåñè â íàïðàâëåíèè âíåøíåé íîðìàëè.Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè öèêëîí íàõîäèòñÿ çà ïðåäåëàìè àêâàòîðèè, äâè-æåíèå æèäêîñòè îòñóòñòâóåò, à ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü ãîðèçîíòàëüíà. Ïðè ýòîìêîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè è âçâåñè ðàâíà íóëþ, à ðàñïðåäåëåíèå çàïàñà îñàäêîâ íàäíå ïðåäïîëàãàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíî îäíîðîäíûì B(x, y, 0) = 0, 3 êã/ì2.Â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ (1)�(6) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (7)�(10) îñóùåñòâëÿåòñÿïåðåõîä îò êîîðäèíàòû z ê σ-êîîðäèíàòå: σ = (z−η)/(H+η) [1℄. Äàëåå, ïîëå ãîðè-çîíòàëüíûõ ñêîðîñòåé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ: ñðåäíåéïî ãëóáèíå êîìïîíåíòû è îòêëîíåíèÿ îò íåå. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî óðàâíåíèÿ äâè-æåíèÿ ðàñùåïëÿþòñÿ íà äâå ñèñòåìû. Èç ïåðâîé îïðåäåëÿþòñÿ îñðåäíåííûå ãî-ðèçîíòàëüíûå ñêîðîñòè è óðîâåíü ìîðÿ. Èç âòîðîé � îòêëîíåíèÿ ãîðèçîíòàëüíûõñêîðîñòåé îò èõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé è âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü. Îïåðàòîðû ïåðåíî-ñà àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñõåìû Superbee, îòíîñÿùåéñÿ ê êëàññó TVD-ñõåì [4℄. Óðàâíåíèÿ (5), (6) ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ðàñùåïëåíèÿ. Ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿïðîñòðàíñòâåííîãî ðàçðåøåíèÿ â ìîäåëè ðåàëèçîâàíà ïðîöåäóðà âëîæåííûõ ñå-òîê. Äëÿ ëó÷øåãî ðàçðåøåíèÿ âáëèçè äíà è ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ðàñ÷åòíûåóðîâíè ñãóùàëèñü.3. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì îïèñàííîé òðåõìåðíîé áàðîòðîï-íîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè èññëåäîâàíà ýâîëþöèÿ ïîëÿ óðîâíÿ ìîðÿ è ïî-ëåé ñêîðîñòè íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé, ãåíåðèðóåìûõ öèêëîíîì, ïåðåìåùàþùèì-ñÿ ñ çàïàäà íà âîñòîê ñî ñêîðîñòüþ 5 ì/ñ. Âîçäåéñòâèå ïåðåäíåé ÷àñòè öèêëîíàïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ óðîâíÿ ïî âñåé àêâàòîðèè ñåâåðî-çàïàäíîãî øåëü�à ×åð-íîãî ìîðÿ. Êîãäà íàä øåëü�îì ðàñïîëàãàåòñÿ öåíòðàëüíàÿ ÷àñòü àòìîñ�åðíîãîâîçìóùåíèÿ, íà çàïàäå âîçíèêàåò îïóñêàíèå óðîâíÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùååñÿ íà âñþàêâàòîðèþ ïðè ïðîõîæäåíèè òûëîâîé ÷àñòè öèêëîíà. Ïîëÿ ñêîðîñòåé íåñòàöèî-íàðíûõ òå÷åíèé òðèæäû ïåðåñòðàèâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëÿìè âåòðà â ïåðåä-íåé, öåíòðàëüíîé è òûëîâîé ÷àñòÿõ öèêëîíà.Äëÿ Îäåññêî-Äíåïðîâñêîãî ðåãèîíà èçó÷åíà ýâîëþöèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè çàãðÿçíÿþùåé ïðèìåñè îò äåéñòâóþùèõ äëèòåëüíîåâðåìÿ èñòî÷íèêîâ â ïîëå íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé. Âõîæäåíèå öèêëîíà íà àê-âàòîðèþ ìîðÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ íàêîïëåíèåì ïðèìåñè ó áåðåãà âáëèçè äëèòåëüíîäåéñòâóþùèõ èñòî÷íèêîâ â Îäåññêîì çàëèâå è â ðàéîíå Îäåññêîé áàíêè. Âî âðåìÿóõîäà àòìîñ�åðíîãî îáðàçîâàíèÿ ïðèìåñü îò áåðåãà óíîñèòñÿ òå÷åíèÿìè íà þãî-âîñòîê. Â Äíåïðî-Áóãñêîì ëèìàíå íàëè÷èå çàãðÿçíåíèÿ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ èñ-òî÷íèêà ïðîñëåæèâàåòñÿ ïî âñåé åãî øèðèíå. Îáùàÿ çàêîíîìåðíîñòü óìåíüøåíèÿãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿ ïðèìåñè ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò èñòî÷íèêà è ïðè ïðèáëè-æåíèè ê ïåðè�åðèè çàãðÿçíåííîãî ðàéîíà íàðóøàåòñÿ â Äíåïðî-Áóãñêîì ëèìàíåâñëåäñòâèå âîçíèêàþùèõ òàì ëîêàëüíûõ êîëåáàíèé.Äëÿ èçó÷åíèÿ çàâèñèìîñòè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îáëà-ñòåé ýðîçèè è ñåäèìåíòàöèè äîííûõ îñàäêîâ îò íàïðàâëåíèÿ è ñêîðîñòè äâèæå-íèÿ öèêëîíîâ ïðîâåäåíû äâå ñåðèè ÷èñëåííûõ ïðîãíîñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ.Â êàæäîé èç íèõ àòìîñ�åðíûå âîçìóùåíèÿ ïåðåìåùàëèñü ïî òðåì ïðÿìîëèíåé-íûì òðàåêòîðèÿì: íà ñåâåðî-âîñòîê, þãî-âîñòîê è íà âîñòîê. Ýòî ñîîòâåòñòâóåòòðàåêòîðèÿì äâèæåíèÿ öèêëîíîâ â çèìíå-âåñåííèé ïåðèîä. Â ïåðâîé ñåðèè ÷èñ-



34 Àëåêñååâ Ä.Â., Èâàíîâ Â.À., Èâàí÷à Å.Â., Ôîìèí Â.Â., ×åðêåñîâ Ë.Â.ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñêîðîñòü ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ öèêëîíîâ ñîñòàâëÿëà5 ì/ñ, âî âòîðîé � 15 ì/ñ.Ïåðåìåùåíèå öèêëîíîâ ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì âîçíèêíîâåíèåìè èñ÷åçíîâåíèåì îáëàñòåé ýðîçèè, ÷òî ñâÿçàíî ñ ïåðåñòðîéêîé ïîëåé íåñòàöèî-íàðíûõ òå÷åíèé, îáóñëîâëåííîé ïðîõîæäåíèåì ïåðåäíåé, öåíòðàëüíîé èëè òûëî-âîé ÷àñòåé öèêëîíîâ. Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ ýðîçèè ïîäâåðæåíû îáëàñòèó çàïàäíîãî ïîáåðåæüÿ, âäîëü Òåíäðîâñêîé êîñû, ó îñòðîâà Äæàðûëãà÷, â ðàéîíåÎäåññêîé è Áàêàëüñêîé áàíîê è â Äíåïðî-Áóãñêîì ëèìàíå. Â öåíòðàëüíîé ÷à-ñòè àêâàòîðèè ñ ãëóáèíàìè 40�50 ì ýðîçèÿ ïðîèñõîäèò ïðè äâèæåíèè öèêëîíîââ çîíàëüíîì íàïðàâëåíèè ñî ñêîðîñòÿìè 5 è 15 ì/ñ è íà þãî-âîñòîê ñî ñêîðî-ñòüþ 15 ì/ñ. Ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âçâåñü äîñòèãàåò ñ çàïàçäûâàíèåì ïî âðåìåíèîò äåñÿòêîâ äî ñîòåí ÷àñîâ îòíîñèòåëüíî ìîìåíòà íà÷àëà âçìó÷èâàíèÿ. Ýòî çàïàç-äûâàíèå òåì ñóùåñòâåííåå, ÷åì â áîëåå ãëóáîêîâîäíûõ ðàéîíàõ ïðîèñõîäèò ýðî-çèÿ. Â öåíòðàëüíûõ ÷àñòÿõ âñåõ îñíîâíûõ îáëàñòåé ýðîçèè çàïàñ äîííûõ îñàäêîâñóùåñòâåííî èñòîùàåòñÿ. Èç îáëàñòåé âçìó÷èâàíèÿ âçâåñü âûíîñèòñÿ íåñòàöèî-íàðíûìè òå÷åíèÿìè, íî íàïðàâëåíèÿ äàííûõ òå÷åíèé èçìåíÿþòñÿ â ïðîöåññå ïå-ðåìåùåíèÿ öèêëîíîâ, ÷òî ïðåïÿòñòâóåò çàìåòíîìó óâåëè÷åíèþ êîíöåíòðàöèè âíåðàéîíîâ ýðîçèè. Ïîýòîìó ïðåâûøåíèå çàïàñà äîííûõ îñàäêîâ îòíîñèòåëüíî ïåðâî-íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ âñëåäñòâèå ñåäèìåíòàöèè èìååò ìåñòî òîëüêî âáëèçè ãðàíèöðàéîíîâ âçìó÷èâàíèÿ. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Blumberg A.F., Mellor G. L. A des
ription of three dimensional 
oastal o
ean 
ir
ulationmodel in Three-Dimensional Coast O
ean Models // Coastal and Estuarine S
ien
e.1987. �4. pp. 1�16.[2℄ Bur
hard H., Bolding K., Villareal M.R. Three-dimensional modeling of estuarineturbidity maxima in a tidal estuary // O
ean Dynami
s. 2004. 54, � 2. pp. 250�265.[3℄ Hsu S.A. A me
hanism for the in
rease of wind stress 
oe�
ient with wind speed overwater surfa
e: A parametri
 model // J. Phys. O
eanogr. 1986. �16. pp. 144�150.[4℄ Sweby P.K. High resolution s
hemes using �ux limiters for hyperboli
 
onservationlaws // Journal on Numeri
al Analysis. 1984. �21. pp. 995�1011.Alekseev D.V., Ivanov V.A., Ivan
ha E.V., Fomin V.V., Cherkesov L.V.Mathemati
al simulation of dynami
al pro
esses on the sea shelf zone in the storm 
onditions.By using of nonlinear 3-D numeri
al model the pro
esses of formation of time-dependent
urrents and transportation of passive admixture and �ne sediments by them on the North-West Shelf of the Bla
k Sea are studied. Dynami
al pro
esses are generated by singleintensive atmospheri
 
y
lones. To provide high spa
e resolution the nested grid te
hniqueis implemented. Temporal evolution of �elds of sea level, 
urrent velo
ities, admixture
on
entration and suspended sediment one are analyzed.
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∗∗Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÑ ïîìîùüþ ñêàíèðóþùåé çîíäîâîé ìèêðîñêîïèè (ÑÇÌ) èññëåäîâàíû ìåõàíè÷åñêèåñâîéñòâà íàíîòðóáêè èç õðèçîòèëîâîãî àñáåñòà ñ âíåøíèì äèàìåòðîì îêîëî 30 íì èâíóòðåííèì � îêîëî 5 íì. Îïðåäåëåíà æåñòêîñòü íàíîìîñòèêà. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèåýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàìêàõ êîíòèíóàëüíîé òåî-ðèè óïðóãîñòè. �àññìîòðåíû êàê ïðîñòåéøèå êëàññè÷åñêèå ìîäåëè èçîòðîïíûõ áàëîê,òàê è íåêëàññè÷åñêèå òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûå ìîäåëè. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òîâ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïîäõîä Òèìîøåíêî��åéññíåðà ñóùåñòâåííî óòî÷íÿåò òåîðèþÊèãõãî�à�Ëÿâà è äàåò ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå òðåõìåðíîé òåîðèè äëÿòåë èç òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ñ ìàëîé æåñòêîñòüþ íà ñäâèã â íàïðàâ-ëåíèè òîëùèíû áàëêè. Åùå áîëåå òî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîéçàäà÷å ìîæíî ïîëó÷èòü çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà,êîòîðàÿ êðîìå ïîïåðå÷íûõ ñäâèãîâ ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ñëîèñòóþ ñòðóêòóðó àñáåñòà.Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ê íà-íîîáúåêòàì óæå íåñêîëüêî ëåò îáñóæäàåòñÿ ó÷åíûìè [1�3℄. Â ðàáîòå [1℄ ïðè àíàëè-çå ¾ïðîñòåéøåé ìîäåëè àòîìàðíûõ ñëîåâ¿ ïîëó÷åíî, ÷òî ïðè ÷èñëå ñëîåâ áîëüøå 10èçãèáíàÿ æåñòêîñòü äâóìåðíîãî ìîíîêðèñòàëëà ìîæåò ïðèáëèæàòüñÿ ê çíà÷åíèþ,èñïîëüçóåìîìó â òåîðèè êëàññè÷åñêîé óïðóãîñòè. Â ðàáîòå [3℄ îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ìå-õàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå íàíîðàçìåðíûì ñòðóêòóðíûì ýëå-ìåíòàì, òàêèì êàê áàëêè è ïëàñòèíêè ìîãóò îòëè÷àòñÿ îò ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòå-ðèñòèê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóêòóðàì èç òîãî æå ìàòåðèàëà, èìåþùèì ¾îáû÷íûå¿ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû. Â äàííîé ðàáîòå ñäåëàíà ïîïûòêà îïèñàòü ìîäåëÿìè òåî-ðèè áàëîê è îáîëî÷åê ïîâåäåíèå íàíîòðóáêè èç õðèçîòèëîâîãî àñáåñòà, çàïîëíåí-íîé òåëëóðîì. Ñ ïîìîùüþ ñêàíèðóþùåé çîíäîâîé ìèêðîñêîïèè (ÑÇÌ) áûëà èç-ìåðåíà æåñòêîñòü íàíîòðóáêè ñ âíåøíèì äèàìåòðîì îêîëî 30 íì è âíóòðåííèì �îêîëî 5 íì, âíóòðåííÿÿ ïîëîñòü êîòîðîé áûëà çàïîëíåíà òåëëóðîì. Ïîä æåñò-êîñòüþ ïîíèìàëîñü îòíîøåíèå ïðèëîæåííîé ñèëû ê âåëè÷èíå ïðîãèáà ìîñòèêà,ñ�îðìèðîâàííîãî íàíîòðóáêîé, ïåðåêðûâàþùåé îòâåðñòèå â ïîðèñòîé ïîäëîæêå.Â ðàáîòå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñ ðåçóëüòàòàìè ìî-äåëèðîâàíèÿ â ðàìêàõ êîíòèíóàëüíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Êàê îòìå÷àåòñÿ â [4℄,êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ Áåðíóëëè�Êèðõãî�à�Ëÿâà (ÁÊË) õîðîøî ðàáîòàåò äëÿ áà-ëîê ñïëîøíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ èç îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà, íî ìîæåò äàâàòüñóùåñòâåííûå ïîãðåøíîñòè äëÿ ìíîãîñëîéíûõ áàëîê. Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîéíàíîòðóáêå â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè íàáëþäàåòñÿ ñèëüíàÿ àíèçîòðîïèÿ ìåõàíè-÷åñêèõ ñâîéñòâ � âíóòðåííÿÿ ïîëîñòü òðóáêè çàïîëíåíà òåëëóðîì, à ñàìà òðóáêàñîñòîèò èç àñáåñòà. Ïîýòîìó äëÿ àíàëèòè÷åñêîé îöåíêè ïðîãèáîâ íàíîòðóáîê êàê



36 Àíêóäèíîâ À.Â., Áàóýð Ñ.Ì., Åðìàêîâ À.Ì., Êàøòàíîâà Ñ.Â., Ìîðîçîâ Í.Ô.áàëîê èñïîëüçîâàëàñü òåîðèÿ Òèìîøåíêî��åéññíåðà (Ò�). Â èçîòðîïíîì ñëó÷àåòåîðèÿ Ò�, ó÷èòûâàþùàÿ ñäâèã, íåñóùåñòâåííî óòî÷íÿåò êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ,íî äëÿ òåë èç òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ¾ïðè óìåðåííî ìàëîé ïî-ïåðå÷íîé æåñòêîñòè íà ñäâèã¿ òåîðèÿ Ò� ñóùåñòâåííî óòî÷íÿåò òåîðèþ ÁÊË èäàåò ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå òðåõìåðíîé òåîðèè [6℄. Òåëà ¾ñóìåðåííî ìàëîé ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòüþ íà ñäâèã¿, ýòî òîíêèå òåëà, äëÿ êîòîðûõìàëûé ïàðàìåòð g = G′/E (ãäå E � ìîäóëü Þíãà â òàíãåíöèàëüíîì íàïðàâ-ëåíèè, G′ � ìîäóëü óïðóãîñòè ïðè ïîïåðå÷íîì ñäâèãå) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-íèþ µ2 << g << 1. Åùå áîëåå òî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ â ðàññìàòðèâàå-ìîé çàäà÷å ìîæíî ïîëó÷èòü çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà [5℄, êîòîðàÿ êðîìå ïîïåðå÷íûõ ñäâèãîâ ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ñëîèñòóþ ñòðóê-òóðó àñáåñòà (ðèñ. 1) è öèëèíäðè÷åñêóþ àíèçîòðîïèþ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å.

�èñ. 1. Ñå÷åíèå àñáåñòîâîé íàíîòðóáêè.Òî åñòü çàïîëíåííàÿ àñáåñòîâàÿ íàíîòðóáêà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òðàíñâåð-ñàëüíî-èçîòðîïíîå òåëî ñ ìàëîé ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòüþ íà ñäâèã, òàê êàê, äàæååñëè êàæäûé îòäåëüíûé ñëîé íå ìåíÿåò ñâîåé ñòðóêòóðû, òî èíòåãðàëüíûé ìî-äóëü ñäâèãà â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ìîæåò ñóùåñòâåííî ìåíÿòüñÿ. Êðîìå òîãî, ïðèèñïîëüçîâàíèè òåîðèè �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååòìåñòî æåñòêèé êîíòàêò íà ïëîñêîñòè ñîïðÿæåíèÿ ñëîåâ, ïîñëå ÷åãî ââîäÿòñÿ íåèç-âåñòíûå óñèëèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñëîÿìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèéñîïðÿæåíèÿ ñëîåâ ïî ïåðåìåùåíèÿì (êàê îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ äëÿ îòíîñèòåëü-íî òîëñòûõ îáîëî÷åê). Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êîððåêòíîå êà÷åñòâåííîåîïèñàíèå íàáëþäàåìîãî ÿâëåíèÿ.Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåí ïðèìåð ìîäåëèðîâàíèÿ èçãèáà íàíîòðóáêèèç õðèçîòèëîâîãî àñáåñòà, çàïîëíåííîãî òåëëóðîì. Â ýêñïåðèìåíòå òðóáêà îïè-ðàëàñü äâóìÿ êîíöàìè íà ëàâñàíîâóþ ìåìáðàíó (ðèñ. 2), îáðàçóÿ ¾ìîñòèê¿ íàäïîðîé â ìåìáðàíå. Íàíîòðóáêà íàãðóæàëàñü ïîïåðå÷íûìè óñèëèÿìè ðàçëè÷íîéâåëè÷èíû â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ è èçìåðÿëñÿ ïðîãèá.Äèàìåòð íàíîòðóáêè � 32 ± 2 íì, äëèíà ïðîâèñàþùåé ÷àñòè îêîëî 490 íì,ìîäóëü Þíãà E = 7.72 ∗ 1010 Ïà, êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν = 0.3, à ðàññ÷èòàííîå
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�èñ. 2. ÀÑÌ òîïîãðà�èÿ (3D èçîáðàæåíèå) ó÷àñòêà ìåìáðàíû ñ ïîðîé ïåðåêðûòîéìîñòèêîì èç àñáåñòîâîé íàíîòðóáêè, íàïîëíåííîé òåëëóðîì.çíà÷åíèå ìîäóëÿ ñäâèãà G′ = 2.3 ∗ 107 Ïà. Íà ãðà�èêå (ðèñ. 3) ïðåäñòàâëåíûðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, äàííûõ ïîëó÷åííûõ ïî òåîðèèÒ� è äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ïî òåîðèè �Ò×.

�èñ. 3. Ñðàâíåíèå äàííûõ èç ýêñïåðèìåíòà, äàííûõ ïîëó÷åííûõ ïî òåîðèè Ò� èäàííûõ, ïîëó÷åííûõ ïî òåîðèè �Ò×.Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïî-âèäèìîìó è äëÿ îïèñàíèÿ ìå-õàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ íàíîòðóáîê èñïîëüçîâàíèå êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé òåîðèèóïðóãîñòè ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îïðàâäàííûì. Îäíàêî âûáîð ñîîòâåòñòâóþùåé êîí-òèíóàëüíîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíûìè óñëîâèÿìè çàäà÷è. Â ïðèâåäåí-íîì ïðèìåðå íàèáîëåå êîððåêòíûé ðåçóëüòàò óäàëîñü ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ òåîðèþ�Ò×, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ó÷åñòü íå òîëüêî àíèçîòðîïèþ, ïîïåðå÷íûå ñäâèãè, íî èìíîãîñëîéíîñòü àñáåñòîâîé íàíîòðóáêè.�àáîòà ïîääåðæàíà �îññèéñêèì �îíäîì �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé(ãðàíò �09-01-00623-à).
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ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Åðåìååâ Â.À., Èâàíîâà Å.À., Ìîðîçîâ Í.Ô. Ìåõàíè÷åñêèå ïðîáëåìû â íàíîòåõíî-ëîãèè // Èçâåñòèÿ Ñàðàòîâñêîãî óí-òà, Ñåðèÿ Ìàòåìàòèêà, Ìåõàíèêà, Èí�îðìàòè-êà. 2008. ò. 8(3). Ñ. 25.[2℄ Èâàíîâà Å.À., Èíäåéöåâ Ä.À., Ìîðîçîâ Í.Ô. Ê âîïðîñó îá èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâæåñòêîñòè // ÆÒÔ 2006. ò. 76(10). Ñ. 74.[3℄ Ronald E. Miller, Vijay B. Shenoy Size-dependent elasti
 properties of nanosizedstru
tural elements // Nanote
hnology 11. 2000. pp. 139�147.[4℄ Äîííåëë Ë.�. Áàëêè, ïëàñòèíû è îáîëî÷êè. Ì.: Íàóêà, 1982.[5℄ �îäèîíîâà Â.À., Òèòàåâ Á.Ô., ×åðíûõ Ê.Ô. Ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ àíèçîòðîïíûõïëàñòèí è îáîëî÷åê. Ñ-Ïá: Èçä-âî ÑÏá�Ó, 1996.[6℄ Òîâñòèê Ï. Å. Îá àñèìïòîòè÷åñêîì õàðàêòåðå ïðèáëèæåííûõ ìîäåëåé áàëîê, ïëà-ñòèí è îáîëî÷åê // Âåñòíèê Ñ.-Ïá. Óí-òà Ñåð. 1 2007. ò. 3. Ñ. 49.Ankudinov A.V., Bauer S.M., Ermakov A.M., Kashtanova S.V., Morozov N.F.On me
hani
al properties of asbestos nanotubes. Me
hani
al properties of asbestos nanotubeswith di�erent materials for �lling are investigated based on 
lassi
al me
hani
s approa
hes.The obje
ts under 
onsideration are the multilayer tubes with isotropi
 
enters, therefore thetheories 
onsidering the share modulus have to be used. Results of 
al
ulations under thetheory of Timoshenko�Reissner and theory of Rodionova�Cherny
h.



ÔÀÊÒÎ�ÈÇÀÖÈÎÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ Â ��ÀÍÈ×ÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕÌÅÕÀÍÈÊÈ ÑÏËÎØÍÛÕ Ñ�ÅÄÁàáåøêî Â.À., Åâäîêèìîâà Î.Â., Áàáåøêî Î.Ì.Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ÊðàñíîäàðÂ äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ìåõàíèêèñïëîøíûõ ñðåä, â òîé èëè èíîé �îðìå èñïîëüçóþùèå èäåè �àêòîðèçàöèè. Ïåðâîíà÷àëü-íî âîçíèêøèå äëÿ èçó÷åíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, â íàñòîÿùåå âðåìÿ îíè ïîëó÷è-ëè ðàçâèòèå äëÿ èçó÷åíèÿ è ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîêàçûâàåòñÿ ðàçëè÷èå è ñâÿçü �àêòðèçàöèîííûõìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ (äè��åðåíöèàëüíûé ìå-òîä �àêòîðèçàöèè) è èíòåãðàëüíûõ (èíòåãðàëüíûé ìåòîä �àêòîðèçàöèè) óðàâíåíèé, àòàêæå ñâÿçü �àêòîðèçàöèîííûõ ìåòîäîâ ñ äðóãèìè ïîäõîäàìè. Èçëàãàåòñÿ òåîðèÿ áëî÷-íûõ ñòðóêòóð è áëî÷íîãî ýëåìåíòà, îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíîñòè ýòèõ ïîäõîäîâ äëÿ èñ-ñëåäîâàíèÿ çàäà÷ ñåéñìîëîãèè, ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè, �èçèêè,è äðóãèõ îáëàñòåé.1. Âîçíèêøåå â òåîðèè ãðà�îâ íàçâàíèå ¾�àêòîðèçàöèÿ¿, ïðèìåíÿåìîå äëÿðàçëîæåíèÿ ãðà�à íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïî ðåáðàì ïîäãðà�û áûëî èñïîëüçîâàíîÍ. Âèíåðîì è Å. Õîï�îì [1℄ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ àíàëèòè÷åñêèõìíîãîîáðàçèé, ðåãóëÿðíûõ îòäåëüíî â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ. Â äàëü-íåéøåì, ðàçäåëåíèå ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿêîìïîíåíòû â âèäå ñóììû èëè ïðîèçâåäåíèå ñòàëè íàçûâàòü �àêòîðèçàöèåé.Â óêàçàííîé âûøå ðàáîòå ðàññìàòðèâàâøàÿñÿ çàäà÷à ïðèâåëà ê èíòåãðàëüíî-ìó óðàâíåíèþ, íà ïîëóîñè, íàçâàííîìó óðàâíåíèåì Âèíåðà�Õîï�à. Â äàëüíåéøåì,ìåòîä �àêòîðèçàöèè â èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ èñïîëüçîâàëñÿ â ñàìûõ ðàçíûõçàäà÷àõ. Í.È. Ìóñõåëèøâèëè, È.Í. Âåêóà, Â.À. Ôîê, Ì.�. Êðåéí, Ë.À. �àëèí,Ô.Ä. �àõîâ, Â.Ì. Àëåêñàíäðîâ, �.ß. Ïîïîâ, Â.Â. Êàëèí÷óê, Æ. Àõåíáàõ, Å. Êîé-òåð, Ë. Ëåâèí, Â. Âèëüÿìñ � ýòî äàëåêî íå ïîëíûé ñïèñîê èññëåäîâàòåëåé, â òîéèëè èíîé ñòåïåíè èñïîëüçîâàâøèõ ìåòîäû �àêòîðèçàöèè â èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-íèÿõ.Ïîïûòêè èñïîëüçîâàíèÿ èäåè �àêòîðèçàöèè äëÿ èññëåäîâàíèÿ è ðåøåíèÿ íåïî-ñðåäñòâåííî ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷èñëåïåðâûõ áûëè ïðåäïðèíÿòû Ì.È. Âèøèêîì è �.È. Ýñêèíûì [2℄. Îäíàêî, îãðà-íè÷èâøèñü ëèøü ãëàâíûì àñèìïòîòè÷åñêèì ÷ëåíîì ñèìâîëà ïñåâäîäè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé, îíè íå ñìîãëè çàìåòèòü ñâÿçü ýòèõ çàäà÷ ñ àâòîìîð�èçìîììíîãîîáðàçèé. Ïåðâûé ðåçóëüòàò áåçîòíîñèòåëüíî ê àâòîìîð�èçìó ïî ïîñòðîå-íèþ ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è áûë ïîëó÷åí â [3℄.Â ðàáîòàõ À.Î. Âàòóëüÿíà è ó÷åíèêîâ ýòè óðàâíåíèÿ èññëåäîâàëèñü ñ ïðèìåíå-íèåì òåîðèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷, ãäå áûëè ïîëó÷åíû èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû [4℄.Ñâÿçü ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ñ àâòîìîð�èçìîì ìíîãîîáðàçèé, �àêòîðèçàöèåé, âíåøíèìàíàëèçîì áûëà óñòàíîâëåíà â ðàáîòàõ [5�7℄. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà �àêòîðèçàöèè âñëó÷àå ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îêàçàëîñü ñóùåñòâåí-íî îòëè÷íûì îò ñëó÷àÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó ýòîò ìåòîä â îòëè÷èå



40 Áàáåøêî Â.À., Åâäîêèìîâà Î.Â., Áàáåøêî Î.Ì.îò èíòåãðàëüíîãî ìåòîäà �àêòîðèçàöèè áûë íàçâàí äè��åðåíöèàëüíûì ìåòîäîì�àêòîðèçàöèè.2. Èíòåãðàëüíûé ìåòîä �àêòîðèçàöèè, ñîçäàííûé â ðàáîòàõ Í. Âèíåðà èÅ. Õîï�à [1℄, âîçíèê ïðè èññëåäîâàíèè è ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èëèèõ ñèñòåì, çàäàííûõ íà ïîëóîñè, ñ ðàçíîñòíûì ÿäðîì. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
∞∫

0

k(x− ξ)q(ξ)dξ = f(x), x > 0, (1)ïðîäîëæåííîå íà îòðèöàòåëüíóþ ïîëóîñü âåêòîð��óíêöèåé e(x), ïðèìåíåíè-åì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñâîäèòñÿ ê âåêòîðíîìó �óíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþÂèíåðà�Õîï�à âèäà [8℄
K(α)Q+(α) = F+(α) + E_(α). (2)Çäåñü �óíêöèè, îáîçíà÷åííûå áîëüøèìè áóêâàìè, îçíà÷àþò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-ðüå îò ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèé, îáîçíà÷åííûõ ìàëûìè, à çíàêè âíèçó � ñâîé-ñòâà ðåãóëÿðíîñòè àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé â âåðõíåé (ïëþñ) è â íèæíåé (ìèíóñ)êîìïëåêñíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ. Ñâîéñòâà ðåãóëÿðíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ íîñèòåëÿìèâåêòîð��óíêöèé f(x), e(x) � ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñÿìè. �å-øàþùóþ ðîëü äëÿ ðåøåíèÿ �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âèíåðà�Õîï�à èãðàåò�àêòîðèçàöèÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ �óíêöèè ìàòðèöû��óíêöèè K(α)

K(α) = K−(α)K+(α), (3)ýëåìåíòû êîòîðîé â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ñóììîé ïîëèíîìèàëüíîé ñîñòàâëÿ-þùåé è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñóììèðóåìûõ �óíêöèé. Çäåñü ìàòðèöà��óíêöèÿ
K+(α) ðåãóëÿðíà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è åå îïðåäåëèòåëü íå èìååò òàì íóëåé,òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò ìàòðèöà��óíêöèÿ K−(α) â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè.Òåõíèêà ðåøåíèÿ �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ èëè ðàçëè÷íûõ åãî ìîäè�èêàöèéèçëîæåíà â ðàáîòàõ [8℄ è çäåñü íå ïîâòîðÿåòñÿ.Çàìåòèì, ÷òî â ïðèëîæåíèÿõ áîëåå âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå óðàâíå-íèÿ (1), çàäàííûå íå íà ïîëóîñè, à íà êîíå÷íûõ îòðåçêàõ [9�12℄. Ïðèìåíåíèåì�óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) óðàâíåíèÿ (1) íà êîíå÷íûõ îòðåçêàõ ñâîäÿòñÿ êèíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà.3. Äè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä �àêòîðèçàöèè [5�7℄, ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïîëó÷å-íèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè â ñëîæíûõ îáëàñòÿõ èïðîäèêòîâàí íåîáõîäèìîñòüþ èññëåäîâàíèÿ ïðåæäå âñåãî çàäà÷ ñåéñìîëîãèè. Åãîîñíîâó ñîñòàâëÿþò ñëåäóþùèå ïîëîæåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðû. Îáëàñòü çà-äàíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðà-åì. Àâòîìîð�èçì, ò. å. òîïîëîãè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà ñåáÿ,ïîðîæäàåò ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé, èçîìîð�íûå íåêîòîðûì ãðóïïàì íåâûðîæ-äåííûõ ìàòðèö. Ïîñëåäíèå ïîðîæäàþò ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ãðóïï, îïèñûâàåìûåâ îáùåì ñëó÷àå ñëîæíûìè ñïåöèàëüíûìè �óíêöèÿìè. Äè��åðåíöèàëüíîå âûðà-æåíèå, â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùåå â ïîñòàíîâêó êðàåâîé çàäà÷è, ðàññìàò-ðèâàåòñÿ êàê äè��åðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå íà ìíîãîîáðàçèå âåêòîðíîãî ïîëÿ,



Ôàêòîðèçàöèîííûå ìåòîäû â ãðàíè÷íûõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä 41çàäàííîãî íà ýòîì æå ìíîãîîáðàçèè. Îíî ïðèâîäèò ê �óíêöèîíàëüíîìó óðàâíå-íèþ, îòëè÷àþùåìóñÿ îò (2). Îáåñïå÷åíèå àâòîìîð�èçìà ïðèâîäèò ê íåîáõîäè-ìîñòè èññëåäîâàíèÿ �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì �àêòîðèçàöèè. Â òîìñëó÷àå, êîãäà ïîðîæäàåìûå ïðè àâòîìîð�èçìå ñïåöèàëüíûå �óíêöèè îêàçûâàþò-ñÿ èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî äè��åðåíöèðóåìîãî îòîáðàæåíèÿ, èññëåäîâàíèå�óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ îêàçûâàåòñÿ îñîáåííî ïðîñòûì, ïîñêîëüêó ãðàíè÷-íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíî �îðìóëèðóþòñÿ íà êîîðäèíàòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Â îáùåìñëó÷àå äëÿ îáåñïå÷åíèÿ àâòîìîð�èçìà ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ëîêàëüíûå êîîð-äèíàòû, ïðèìåíÿÿ òîïîëîãè÷åñêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû.4. Â ðàáîòàõ [5�7℄, à òàêæå â ðàáîòàõ, íà êîòîðûå èìåþòñÿ â íèõ ññûëêè,ðàññìîòðåíû âàðèàíòû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà �àêòîðèçàöèè ê êðàåâûì çàäà÷àì âðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ. Â ðåçóëüòàòå ýòèõ èññëåäîâàíèé ñ�îðìèðîâàëèñü àëãî-ðèòìû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà äè��åðåíöèàëüíîé �àêòîðèçàöèè äëÿ èññëåäîâàíèÿ èðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-èçâîäíûõ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ, äîñòàòî÷íîîáùóþ, çàïèñàííóþ â îïåðàòîðíîì âèäå, êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû P äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà äè��åðåíöèðîâàíèÿ â âûïóêëîé òðåõìåðíîé îáëàñòè Ω.
K(∂x1, ∂x2, ∂x3)ϕ =

M∑
m=1

N∑
n=1

K∑
k=1

P∑
p=1

Aspmnkϕ
(m)(n)(k)
p, x1 x2 x3 = 0,

s = 1, 2, ..., P, Asqmnk = const, ϕ = {ϕ1, ϕ2, ..., ϕP}.
ϕ = {ϕs} , ϕ (x) = ϕ (x1, x2, x3) , x = {x1, x2, x3} , x ∈ Ω. (4)Íà ãðàíèöå ∂Ω çàäàþòñÿ ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

R(∂x1, ∂x2, ∂x3)ϕ =
M1∑
m=1

N1∑
n=1

K1∑
k=1

P∑
p=1

Bspmnkϕ
(m)(n)(k)
p, x1 x2 x3 = fs,

s = 1, 2, ..., s0 < P, x ∈ ∂Ω, M1 < M, N1 < N, K1 < K.

(5)Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíî èçëîæåííîìó âûøå èíòåãðàëüíîìó ìåòîäó �àêòîðèçàöèè, âäè��åðåíöèàëüíîì ìåòîäå �àêòîðèçàöèè ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ òî÷íî, åñëè
Ω ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòðàíñòâîì.Òðåõìåðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå âèäà

Φn (α) =

∫∫∫

Ω

ϕn (x) ei<αx>dx ≡ Fϕn, Φm = Fϕm.îíà ñâîäèòñÿ ê �óíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ âèäà
K(α)Φ =

∫∫

∂Ω

ω, K (α) ≡ −K (−iα1, − iα2, − iα3) = ‖knm(α)‖ , (6)Çäåñü K(α) � ïîëèíîìèàëüíàÿ ìàòðèöà��óíêöèÿ ïîðÿäêà P .Âåêòîð âíåøíèõ �îðì ω èìååò â êà÷åñòâå êîìïîíåíò äâóìåðíûå �óíêöèè âèäà
ω = {ωs} , s = 1, 2, ..., P

ωs = P12sdx1Λdx2 + P13sdx1Λdx3 + P23sdx2Λdx3 (7)



42 Áàáåøêî Â.À., Åâäîêèìîâà Î.Â., Áàáåøêî Î.Ì.Ïðèìåíÿÿ â �óíêöèîíàëüíîì óðàâíåíèè �àêòîðèçàöèþ ìàòðèöû- �óíêöèè K (α)�àêòîðèçàöèþ (3) è âû÷èñëÿÿ �îðìû-âû÷åòû Ëåðå, ïîëó÷àåì ïñåâäîäè��åðåí-öèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà
P∑
p=1

∫∫
∂Ω

ωpZmp(z
ν
s−)=0, s− = 1, 2, ..., G−,

Zmm(αν3) = −Q(αν3).

(8)Äîïóñòèì, óäàëîñü ðåøèòü ñèñòåìó ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (8).Âíåñåì íàéäåííûå ñîñòàâëÿþùèå â âåêòîð âíåøíèõ �îðì (7) è èñïîëüçóåì òðåõ-ìåðíîå îáðàùåíèå Ôóðüå ê �óíêöèè Φ(α). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèåðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è â âèäå
ϕ(xν) =

1

8π3

∞∫∫∫

−∞

K−1
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(9)Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëèë ïîñòðîèòü òåîðèþ áëî÷íûõ ñòðóêòóð è ðàçâèòü ìåòîä áëî÷-íîãî ýëåìåíòà [13, 14℄.Îòäåëüíûå �ðàãìåíòû ðàáîòû âûïîëíåíû ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ (09-08-00170), (08-08-00468), (09-08-00171), (08-08-00669), ïðîãðàììû Þã �îññèè, ïðî-åêòû (09-01-96500), (09-01-96503), (09-08-96522), (09-08-96527), (09-08-00294), ïðî-åêòà ÍØ-3765.2010.1, ïðîåêòà ÔÖÏ 2009-1.5-503-004-006, �ðàíòà Ïðåçèäåíòà ÌÄ-1554.2009.1, ïðîãðàìì îòäåëåíèÿ ÝÌÌÏÓ è Ïðåçèäèóìà �ÀÍ, âûïîëíÿåìûõÞæ-íûì íàó÷íûì öåíòðîì �ÀÍ.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Wiener N., Hopf E. Uber eine Klasse singularer Integralglei
hungen // S. B. Preuss.A
ad. Wiss. 1932. pp. 696�706.[2℄ Ýñêèí �.È. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Ì.:Íàóêà, 1973. 232 ñ.[3℄ Áàáåøêî Â.À. Ê ïðîáëåìå èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ òðåùèíîâàòûõòåë // Äîêë. ÀÍ. 1989. Ò. 304. � 2. Ñ. 318�321.



Ôàêòîðèçàöèîííûå ìåòîäû â ãðàíè÷íûõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä 43[4℄ Âàòóëüÿí À.Î. Î ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ 1-ãî ðîäà â äèíàìè÷åñêèõçàäà÷àõ àíèçîòðîïíîé òåîðèè óïðóãîñòè // Äîêë.ÀÍ. 1993. Ò. 333. � 3. Ñ. 312�314.[5℄ Áàáåøêî Â.À., Áàáåøêî Î.Ì. Ìåòîä �àêòîðèçàöèè ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êðàåâûõçàäà÷ // ÄÀÍ. 2003. Ò. 389. � 2. Ñ. 184�188.[6℄ Áàáåøêî Â.À., Áàáåøêî Î.Ì.Èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ìåòîä �àêòîðèçàöèèâ êðàåâûõ çàäà÷àõ // ÄÀÍ. 2005. Ò. 403. � 6. Ñ. 28�32.[7℄ Áàáåøêî Â.À., Áàáåøêî Î.Ì. Ôîðìóëû �àêòîðèçàöèè íåêîòîðûõ ìåðîìîð�íûõìàòðèö-�óíêöèé // Äîêë. �ÀÍ. 2004. Ò. 399. � 1. C. 26�28.[8℄ Íîáë Á. Ìåòîä Âèíåðà�Õîï�à. Ì.: ÈË, 1962. 280 ñ.[9℄ Âîðîâè÷ È.È., Áàáåøêî Â.À. Äèíàìè÷åñêèå ñìåøàííûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ íåêëàññè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ì., 1979. 320 ñ.[10℄ Âîðîâè÷ È.È., Àëåêñàíäðîâ Â.Ì., Áàáåøêî Â.À.Íåêëàññè÷åñêèå ñìåøàííûå çàäà÷èòåîðèè óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1974. 456 ñ.[11℄ Âîðîâè÷ È.È., Áàáåøêî Â.À., Ïðÿõèíà Î.Ä. Äèíàìèêà ìàññèâíûõ òåë è ðåçîíàíñ-íûå ÿâëåíèÿ â äå�îðìèðóåìûõ ñðåäàõ. Ì.: Íàó÷íûé Ìèð, 1999. 246 ñ.[12℄ Êàëèí÷óê Â.Â., Áåëÿíêîâà Ò.È. Äèíàìèêà ïîâåðõíîñòíûõ íåîäíîðîäíûõ ñðåä. Ì.:Ôèçìàòëèò, 2009. 312 ñ.[13℄ Áàáåøêî Â.À, Åâäîêèìîâà Î.Â, Áàáåøêî Î.Ì., Çàðåöêàÿ Ì.Â., Ïàâëîâà À.Â. Äè�-�åðåíöèàëüíûé ìåòîä �àêòîðèçàöèè äëÿ áëî÷íîé ñòðóêòóðû // ÄÀÍ. 2009. Ò. 424.� 1. Ñ. 36�39.[14℄ Áàáåøêî Â.À, Áàáåøêî Î.Ì., Åâäîêèìîâà Î. Â Î ïèðàìèäàëüíîì áëî÷íîì ýëåìåí-òå // ÄÀÍ. 2009. Ò. 428. � 1. Ñ. 30�34.Babeshko V.A., Evdokimova O.V., Babeshko O.M. Fa
torization methods inboundary-value problems of 
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hani
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hes. The theory of blo
k stru
tures and blo
k element is stated.



ÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÀËÜÍÎ�ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ È ÇÀÊ�ÈÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÏÎÂÅÄÅÍÈßÓÏ�Ó�ÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÁÎËÎ×ÅÊ Â�ÀÙÅÍÈß Ï�ÈÓÄÀ�ÍÎÌ ÍÀ��ÓÆÅÍÈÈÁàæåíîâ Â. �., Êèáåö À.È., Ïàâëåíêîâà Å.Â.,Áàðàíîâà Ì.Ñ.ÍÈÈ ìåõàíèêè Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãîÄîêëàä ïîñâÿùåí îáçîðó ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé óñòîé-÷èâîñòè è çàêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ óïðóãèõ è óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ îáîëî÷åê âðàùå-íèÿ ïðè îñåâîì óäàðíîì íàãðóæåíèè. Ïðåäñòàâëåíû òàêæå íîâûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâà-íèÿ ìíîãîñòàäèéíîãî íåîñåñèììåòðè÷íîãî âûïó÷èâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ öèëèíäðè-÷åñêèõ îáîëî÷åê ïðè ïðîäîëüíîì óäàðå.Ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ óäàåòñÿ îöåíèòü äëèíó ïîëóâîëíû âûïó-÷èâàíèÿ è ñâÿçàííîå ñ íåé êðèòè÷åñêîå âðåìÿ èëè êðèòè÷åñêóþ ñêîðîñòü óäàðà,à òàêæå âûÿâèòü íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóùèå �îðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ïî-ëóáåñêîíå÷íûõ òîíêèõ óïðóãèõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, ïîäâåðæåííûõ îñåâîìóóäàðó ïî òîðöó áåñêîíå÷íî áîëüøîé ìàññîé. Äëÿ âñåõ ýòèõ èññëåäîâàíèé õàðàê-òåðíà èäåàëèçàöèÿ ðåàëüíîãî ïðîöåññà, ÷àñòè÷íûé èëè ïîëíûé îòêàç îò ó÷åòàâîëíîâîãî õàðàêòåðà ðàñïðîñòðàíåíèÿ íàïðÿæåíèé.Îòìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû îñåñèììåò-ðè÷íîãî è íåîñåñèììåòðè÷íîãî âûïó÷èâàíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê îäèíàêî-âû, ïîýòîìó òåîðåòè÷åñêè ïðåäñêàçàòü ïðåîáëàäàþùóþ �îðìó èçãèáà íå ïðåä-ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Áîëåå ïîëíóþ êàðòèíó äèíàìè÷åñêîãî âûïó÷èâàíèÿ îáî-ëî÷åê ñ ó÷åòîì ïåðåõîäíîãî âîëíîâîãî ïðîöåññà ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ÷èñëåííîìðåøåíèè çàäà÷è â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòüïðîñëåäèòü âåñü ïðîöåññ âûïó÷èâàíèÿ îáîëî÷åê êîíå÷íîé äëèíû ïðè ðåàëüíûõíà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.Êðèòåðèè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷åê ïðè äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçêàõ îïðåäå-ëåíû íå òàê õîðîøî, êàê ïðè ñòàòè÷åñêèõ, è òðåáóþò îöåíêè íåóñòàíîâèâøåéñÿðåàêöèè îáîëî÷åê ïðè ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ âîçäåéñòâèÿ. ×àùå âñåãî ïðèìåíÿåìûåäèíàìè÷åñêèå êðèòåðèè îñíîâûâàþòñÿ íà ïîñòðîåíèè çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíîéàìïëèòóäû âûïó÷èâàíèÿ îò ïàðàìåòðîâ íàãðóæåíèÿ. Êðèòè÷åñêîé ñ÷èòàåòñÿ òà-êàÿ íàãðóçêà, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðåçêîå âîçðàñòàíèå àìïëèòóä ïðîãèáîâ.Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìè÷åñêîãî âûïó÷èâàíèÿ îáîëî÷åê ÷àùåâñåãî ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé èëè ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âñî÷åòàíèè ñ ÿâíîé ñõåìîé ¾êðåñò¿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè. Ýòè ñõåìû àë-ãîðèòìè÷íû è óäîáíû â ðàñ÷åòàõ, íî, ÿâëÿÿñü óñëîâíî óñòîé÷èâûìè, èìåþò ìà-ëûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè. Ýòè æå ñõåìû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ è äëÿèññëåäîâàíèÿ êâàçèñòàòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ âûïó÷èâàíèÿ îáîëî÷åê. Ïðè ýòîì âðå-ìÿ âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà íàãðóæåíèÿ. Âàðüèðóÿ èì, ìîæíî óïðàâëÿòü



Ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷åê 45âêëàäîì ñèë èíåðöèè â ðåøåíèå çàäà÷è. Âûïó÷èâàíèå óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ öèëèí-äðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ïðè ïðîäîëüíîì óäàðíîì ñæàòèè ïðîèñõîäèò ëèáî ïî îñåñèì-ìåòðè÷íûì �îðìàì ñ îáðàçîâàíèåì êîëüöåâûõ ñêëàäîê âáëèçè òîðöîâ, ëèáî ïîíåîñåñèììåòðè÷íûì, êîãäà â ïðîöåññå äå�îðìèðîâàíèÿ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷åê ïî-êðûâàåòñÿ ðÿäàìè âìÿòèí, íàïîìèíàþùèõ ðîìáû. Òàêîå âîëíîîáðàçîâàíèå èìååòìåñòî è äëÿ ñòàòè÷åñêîãî ïðîäîëüíîãî ñæàòèÿ, îäíàêî ïðè äèíàìè÷åñêîì ïðèëîæå-íèè íàãðóçêè âûïó÷èâàíèå ïðîèñõîäèò ïî áîëåå âûñîêèì �îðìàì. �åàëèçàöèÿ òîéèëè èíîé êàðòèíû âîëíîîáðàçîâàíèÿ çàâèñèò îò ìíîãèõ �àêòîðîâ: ñêîðîñòè óäàðà,ñîîòíîøåíèÿ ìàññ óäàðÿþùåãî òåëà è îáîëî÷êè, ãåîìåòðèè è ìàòåðèàëà îáîëî÷êè.Îäíèì èç ãëàâíûõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ �îðìó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè îáî-ëî÷åê ñðåäíåé äëèíû, ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ðàäèóñà êðèâèçíû ñåðåäèííîé ïîâåðõ-íîñòè ê òîëùèíå îáîëî÷êè. Äëÿ òîíêèõ îáîëî÷åê ïðè óìåðåííûõ ñêîðîñòÿõ óäàðàîñåñèììåòðè÷íàÿ ñòàäèÿ äå�îðìèðîâàíèÿ è åå òðàíñ�îðìàöèÿ â íåîñåñèììåòðè÷-íûå ïðîòåêàþò óïðóãî [1℄. Ïëàñòè÷åñêèå äå�îðìàöèè îáðàçóþòñÿ â çàêðèòè÷åñêîéñòàäèè íà ëèíèÿõ èçãèáàíèÿ ïîâåðõíîñòè, îíè íå âëèÿþò íà �îðìû âûïó÷èâàíèÿòîíêèõ îáîëî÷åê, à ëèøü �èêñèðóþò îêîí÷àòåëüíóþ êàðòèíó âîëíîîáðàçîâàíèÿ.�àçðàáîòàííàÿ â [1℄ ìåòîäèêà ïîçâîëèëà òåîðåòè÷åñêè ñìîäåëèðîâàòü âñå ñòà-äèè ïðîöåññà óäàðíîãî âûïó÷èâàíèÿ òîíêèõ èçîòðîïíûõ è îðòîòðîïíûõ öèëèíäðè-÷åñêèõ è êîíè÷åñêèõ îáîëî÷åê: ïðîäîëüíûé âîëíîâîé ïðîöåññ � îñåñèììåòðè÷íîåâûïó÷èâàíèå � òðàíñ�îðìàöèÿ îñåñèììåòðè÷íûõ �îðì â íåîñåñèììåòðè÷íûå �ðàñïðîñòðàíåíèå ïðîöåññà âîëíîîáðàçîâàíèÿ îò êðàåâ âäîëü îáîëî÷êè. Èññëåäî-âàíà ðîëü êðàåâûõ ý��åêòîâ, íåëèíåéíîñòè äîêðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ, ñâÿçàííî-ñòè îñåñèììåòðè÷íûõ è íåîñåñèììåòðè÷íûõ �îðì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Ïîëó÷åí-íûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ èçâåñòíûìè ýêñïåðèìåíòàëüíû-ìè äàííûìè ïî óäàðíîìó âûïó÷èâàíèþ òîíêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê êàê âçîíå êðàåâîãî ý��åêòà, òàê è â ñðåäíåé ÷àñòè îáîëî÷êè. Ïðè÷åì îñåñèììåòðè÷íîå�îðìîèçìåíåíèå âáëèçè óäàðÿåìîãî êðàÿ îáîëî÷êè ïðèâîäèò ê ý��åêòó óâåëè÷å-íèÿ äëèíû íåîñåñèììåòðè÷íîé âûïó÷èíû � óìåíüøåíèþ èõ ÷èñëà â îêðóæíîìíàïðàâëåíèè ïðè óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè óäàðà. Â ñðåäíåé ÷àñòè îáîëî÷êè èìååò ìå-ñòî ïðîòèâîïîëîæíàÿ òåíäåíöèÿ � ÷èñëî âûïó÷èí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè ðàñ-ò¼ò. Ïðè ýòîì èõ àìïëèòóäà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì â çîíå êðàåâîãî ý��åêòà.Äåòàëüíî èññëåäîâàíû ïðîöåññû âûïó÷èâàíèÿ óïðóãèõ èçîòðîïíûõ è îðòîòðîï-íûõ öèëèíäðè÷åñêèõ è êîíè÷åñêèõ îáîëî÷åê [2℄, à òàêæå âîïðîñû ïðèìåíèìîñòèãèïîòåç Êèðõãî�à äëÿ îáîëî÷åê ñ íèçêîé ñäâèãîâîé æåñòêîñòüþ.Âîçíèêíîâåíèå ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé ñóùåñòâåííî èçìåíÿåò îñåñèììåò-ðè÷íûé ïåðåõîäíûé âîëíîâîé ïðîöåññ, òàê êàê íàïðÿæåíèÿ îãðàíè÷åíû äèàãðàì-ìîé äå�îðìèðîâàíèÿ, à âîëíû äîãðóçêè èìåþò ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ çíà-÷èòåëüíî ìåíüøóþ ñêîðîñòè óïðóãèõ âîëí. �àçâèòèå èçãèáíûõ ïëàñòè÷åñêèõ äå-�îðìàöèé â çîíå êîëüöåâîé âûïó÷èíû çàìåòíî óìåíüøàåò ïðîäîëüíóþ æåñòêîñòüîáîëî÷êè. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ îáðàçîâàíèå îäíîé çàìåòíîé ñêëàäêè âáëèçè òîðöà èçàìîðàæèâàíèå ðîñòà ïðîãèáîâ â îñòàëüíîé ÷àñòè îáîëî÷êè. Ïðè ñêîðîñòÿõ óäà-ðà âûøå êðèòè÷åñêèõ âîçìîæíà ìíîãîñòàäèéíàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, êîãäà îäíàñêëàäêà çàìûêàåòñÿ, îáðàçóåòñÿ âòîðàÿ, çàòåì òðåòüÿ è ò. ä. Ïðè ýòîì íà çàêëþ-÷èòåëüíîé ñòàäèè ïðîöåññà âûïó÷èâàíèÿ äàæå äëÿ îáîëî÷åê ñðåäíåé òîëùèíûíàáëþäàëàñü ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïî íèçøåé íåîñåñèììåòðè÷íîé �îðìå âíå çîíûîñåñèììåòðè÷íîãî âûïó÷èâàíèÿ.



46 Áàæåíîâ Â. �., Êèáåö À.È., Ïàâëåíêîâà Å.Â., Áàðàíîâà Ì.Ñ.�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîñåñèììåòðè÷íîãî âûïó÷èâàíèÿ öè-ëèíäðè÷åñêîé óïðóãîïëàñòè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì èìïóëüñíîé ñæèìàþ-ùåé íàãðóçêè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1 â âèäå êèíîãðàììû ïðîöåññà äå�îðìèðîâà-íèÿ. Îáðàçöû èçãîòàâëèâàëèñü èç ñòàëè Õ18Í10Ò è èìåëè ðàçìåðû ðàáî÷åé ÷àñòè:íàðóæíûé äèàìåòð D = 3 · 10−2 ì, äëèíó L = 9, 2 · 10−2 ì, òîëùèíó h = 1 · 10−3 ì.Îáîëî÷êà ïîäâåðãàëàñü ðàâíîìåðíîìó îñåâîìó ñæàòèþ ñî ñêîðîñòüþ 60 ì/ñ. �åî-ìåòðè÷åñêîå íåñîâåðøåíñòâî çàäàâàëîñü â âèäå íà÷àëüíîé ïîãèáè, èìåþùåé âèä
w = A cos(β) sin(πx/L), ãäå A = 0, 1h, 00 ≤ β ≤ 900 � êîîðäèíàòà ïî óãëó ïîâîðî-òà, 0 ≤ x ≤ L � êîîðäèíàòà âäîëü îáðàçóþùåé, L � ïðîäîëüíàÿ äëèíà îáîëî÷êè.Ñæàòèå ïðîèçâîäèëîñü äî âåëè÷èíû îñàäêè ∆L = 4, 2 ñì. Ñíà÷àëà â ïðîöåññåäå�îðìèðîâàíèÿ âáëèçè òîðöîâ îáðàçîâàëèñü îñåñèììåòðè÷íûå âûïó÷èíû, çàòåìðîñò ñêëàäêè âáëèçè ïîäâèæíîãî òîðöà ïðåêðàòèëñÿ, è â äàëüíåéøåì óâåëè÷èâà-ëàñü âûïó÷èíà òîëüêî ó íåïîäâèæíî îïåðòîãî òîðöà. Åå ðàçâèòèå øëî ïî îñåñèì-ìåòðè÷íîé �îðìå, ÷åìó ñïîñîáñòâîâàë êðàåâîé ý��åêò æåñòêîé çàäåëêè. Ïîñëåçàìûêàíèÿ ó íåïîäâèæíîãî òîðöà ïåðâîé ñêëàäêè âáëèçè íåãî íà÷àëîñü îáðàçîâà-íèå âòîðîé. Òàê êàê âëèÿíèå êðàåâîãî ý��åêòà îò æåñòêî çàäåëàííîãî òîðöà áûëîîñëàáëåíî ïåðâîé ñêëàäêîé, ðàçâèòèå âòîðîé øëî óæå ïî íåîñåñèììåòðè÷íîé �îð-ìå. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïðèîáðåëî ýëëèïòè÷åñêóþ �îðìó, à çàòåì îáðàçîâàëàñüãëóáîêàÿ âìÿòèíà. Äàëüíåéøåå ñæàòèå ïðèâåëî ê çàìûêàíèþ íåîñåñèììåòðè÷íîéâûïó÷èíû è ê ñõëîïûâàíèþ ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè âûøå íåå. Ïîñëå ýòîãî íà÷à-ëîñü îáðàçîâàíèå òðåòüåé ñêëàäêè. Åå ïîïåð÷åííîå ñå÷åíèå áûëî ïîâåðíóòûì íà
900 îòíîñèòåëüíî ñå÷åíèÿ âòîðîé âûïó÷èíû.

�èñ. 1.×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îñóùåñòâëÿëîñü íà îñíîâå ïàêåòà ïðîãðàìì ¾Äèíà-ìèêà-3¿ [3℄ ñ èñïîëüçîâàíèåì áèëèíåéíûõ ìîìåíòíûõ îáîëî÷å÷íûõ êîíå÷íûõ ýëå-ìåíòîâ, ó÷èòûâàþùèõ äå�îðìàöèþ ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñðàâíèâàëèñü ñ äàííûìè íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà, ïîëó-÷åííûìè íà óñòàíîâêå �Ñ� Äåìåíêî Ï.Â. è Ëàïòåâûì Ï.Â. Îäèí èç òîðöîâ îá-ðàçöà ñâîáîäíî îïèðàëñÿ íà ìåðíûé ñòåðæåíü, ïî äðóãîìó òîðöó áèë óäàðíèêìàññîé 5,4 êã ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ V0 = 11,93 ì/ñ. Óäàðíèê è ìåðíûé ñòåðæåíüâûïîëíåíû èç ñòàëè è â ðàñ÷åòàõ ïðåäïîëàãàëèñü óïðóãèìè. Âåëè÷èíà îñàäêèîáðàçöà â ðàñ÷åòå ñîñòàâèëà 11, 5h, â ýêñïåðèìåíòå � 12h, ãäå h � òîëùèíà îáî-ëî÷êè. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíî �îðìîèçìåíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáðàçöà èåãî ðàñ÷åòíîé ìîäåëè ïîñëå îêîí÷àíèÿ äå�îðìèðîâàíèÿ. Íà ðèñ. 3, 4 èçîáðàæå-íû îñòàòî÷íûå ïðîãèáû âäîëü îáðàçóþùåé ðàáî÷åé ÷àñòè. Òî÷êàìè íà ðèñóíêàõîáîçíà÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóä âûïó÷èí.
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�èñ. 2.

�èñ. 3. �èñ. 4. �èñ. 5.Çàâèñèìîñòü âåëè÷èí ïðîãèáîâ â òî÷êàõ I, II, III (ðèñ. 2) îò àìïëèòóäû íà÷àëü-íîé ïîãèáè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 5. Êàê ïîêàçûâàþò ãðà�èêè, âûïó÷èíà â òî÷êå Iíå çàâèñèò îò àìïëèòóäû ïîãèáè è ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ïî çíà÷åíèþ ñ îñåñèì-ìåòðè÷íîé âåëè÷èíîé ñêëàäêè. Ïðîãèáû â òî÷êàõ II è III ñèëüíî çàâèñÿò îò àì-ïëèòóäû ãåîìåòðè÷åñêîãî íåñîâåðøåíñòâà â äèàïàçîíå A ≤ 0, 1h. Ïðè äàëüíåéøåìóâåëè÷åíèè ïîãèáè ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê íåé óìåíüøàåòñÿ.Íåîñåñèììåòðè÷íàÿ �îðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè íà÷èíàåò ðàçâèâàòüñÿ, êîãäàïðîãèá îñåñèììåòðè÷íîé ñêëàäêè ïðåâûøàåò òîëùèíó îáîëî÷êè. Â ïîñëåäóþùåìçà ñêëàäêîé îáðàçóåòñÿ âìÿòèíà, è ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå îáîëî÷êè â ýòîé îáëàñòèïðèîáðåòàåò ýëëèïòè÷åñêóþ �îðìó.Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ èçó÷àëèñü ïàðàìåòðû Ëîäå è òðà-åêòîðèè äå�îðìàöèè, ïîñòðîåííûå â äåâèàòîðíîì ïðîñòðàíñòâå À.À. Èëüþøè-íà. Íàèáîëåå ñóùåñòâåííî ñëîæíîå íàãðóæåíèå ïðîÿâëÿåòñÿ íà íàðóæíûõ âîëîê-íàõ îáîëî÷êè, ãäå â ìîìåíò îáðàçîâàíèÿ ñêëàäêè ïàðàìåòðû Ëîäå ïî íàïðÿæå-íèÿì è äå�îðìàöèÿì èçìåíÿþòñÿ ïî÷òè â ïðîòèâî�àçå. Â çîíàõ àêòèâíîãî íà-ãðóæåíèÿ òðàåêòîðèè äå�îðìàöèé äîñòàòî÷íî ïëàâíûå. Ñîãëàñíî êëàññè�èêàöèèÀ.À. Èëüþøèíà, òðàåêòîðèè äå�îðìàöèé ñëåäóåò îòíåñòè ê êëàññó òðàåêòîðèéìàëîé è ñðåäíåé êðèâèçíû. Ïðîöåññ äå�îðìèðîâàíèÿ íà çàêðèòè÷åñêîé ñòàäèèèäåò ïî òðàåêòîðèÿì ìàëîé êðèâèçíû.Ïî ðåçóëüòàòàì ïðåäñòàâëåííûõ èññëåäîâàíèé ìîæíî ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå, ÷òî,íåñìîòðÿ íà ñëîæíûé õàðàêòåð íàãðóæåíèÿ ïðè óïðóãîïëàñòè÷åñêîì âûïó÷èâà-íèè öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, ÷èñëåííî ðàññ÷èòàííûå èíòåãðàëüíûå ïàðàìåòðû



48 Áàæåíîâ Â. �., Êèáåö À.È., Ïàâëåíêîâà Å.Â., Áàðàíîâà Ì.Ñ.ïðîöåññà: ïðîãèáû, óñèëèÿ � óäîâëåòâîðèòåëüíî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëü-íûìè äàííûìè äàæå ïðè áîëüøîé âåëè÷èíå îñàäêè (äî 40%) è ìíîãîñòàäèéíîéïîòåðå óñòîé÷èâîñòè. Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî íåîñåñèììåòðè÷íûå �îðìû ïîòå-ðè óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê â óïðóãîïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè ðåàëè-çóþòñÿ ïðè ÷èñëå âîëí â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè n = 2; 3 êàê ïðè ñòàòè÷åñêîì, òàêè ïðè äèíàìè÷åñêîì íàãðóæåíèÿõ. Ïîýòîìó òåîðèÿ ïîëîãèõ îáîëî÷åê ïðèìåíèìàòîëüêî äëÿ èññëåäîâàíèÿ âûïó÷èâàíèÿ òîíêèõ óïðóãèõ îáîëî÷åê ïðè n ≥ 4, íî íåóïðóãîïëàñòè÷åñêèõ, ãäå íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü îáùóþ òåîðèþ îáîëî÷åê. Âåëèêàòàêæå ðîëü êðàåâûõ ý��åêòîâ íà ïðîöåññ îñåñèììåòðè÷íîãî è íåîñåñèììåòðè÷íî-ãî âûïó÷èâàíèÿ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ, îñîáåííî â çàäà÷àõ äèíàìèêè, êîãäà íàãðóçêàïðåâûøàåò êðèòè÷åñêóþ.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî�ïåäàãî-ãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009-2013 ãîäû, ãðàíòà Ïðåçèäåíòà�Ô äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë �Ô (ïðîåêò ÍØ-4807.2010.8), à òàêæå ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêòû 08-01-00500-à, 09-08-97034-ð_ï_à). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áàæåíîâ Â. �., Èãîíè÷åâà Å.Â. Íåëèíåéíûå ïðîöåññû óäàðíîãî âûïó÷èâàíèÿ óïðó-ãèõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé â âèäå îðòîòðîïíûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ. Í.Íîâãîðîä:ÍÍ�Ó, 1991. 132 ñ.[2℄ Àáðîñèìîâ Í.À., Áàæåíîâ Â.�. Íåëèíåéíûå çàäà÷è äèíàìèêè êîìïîçèòíûõ êîí-ñòðóêöèé: Ìîíîãðà�èÿ. Í.Íîâãîðîä: Èçä-âî ÍÍ�Ó, 2002. 400 ñ.[3℄ Àáðîñèìîâ Í.À., Áàæåíîâ Â. �., Êèáåö À.È., Ñàäûðèí À.È., ×åêìàðåâ Ä.Ò. Íåëè-íåéíûå çàäà÷è äèíàìèêè êîíñòðóêöèé // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. 2000.Ò. 12. � 6. Ñ. 47�50.Bazhenov V.G., Kibets A.I., Pavlenkova E.V., Baranova M.S. The experimental-theoreti
al study of the stability and post-
riti
al behavior of elasti
-plasti
 shells of revolutionunder impa
t loading . The report reviews experimental and theoreti
al studies of the stabilityand post-
riti
al behavior of elasti
 and elasti
-plasti
 shells of revolution under axial impa
tloading. New results and also re
ent of investigation the multistage non-axisymmetri
albu
kling of elasti
-plasti
 
ylindri
al shells under longitudinal impa
t are presented.



Ñ�ÀÂÍÈÒÅËÜÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎ�Î ÏÎÂÅÄÅÍÈßÂÈÁ�ÎÓÄÀ�ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ �ÀÇÍÛÕ ÒÈÏÎÂÁàæåíîâ Â.À., Ïîãîðåëîâà Î.Ñ., Ïîñòíèêîâà Ò. �.Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò ñòðîèòåëüñòâà è àðõèòåêòóðûÀíàëèçèðóåòñÿ âëèÿíèå èçìåíåíèÿ êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíûõ äâóõ-ìàññîâûõ âèáðîóäàðíûõ ñèñòåì ðàçíûõ òèïîâ ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà õàðàêòåðèõ äâèæåíèÿ. Óäàð ìîäåëèðóåòñÿ ñèëîé êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, îïèñàííîé çàêîíîì�åðöà. Ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà ñ óäàðîì î òâåðäûé îãðàíè÷èòåëü óñòîé÷èâåå ê èçìåíåíèþïàðàìåòðîâ. Ñèñòåìà ñ óäàðîì î ìÿãêèé îãðàíè÷èòåëü ïðè èçìåíåíèè åå ïàðàìåòðîâ ìå-íÿåò õàðàêòåð êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ îò îäíîóäàðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî äî ìíîãîóäàð-íûõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ.Îäíîé èç ãëàâíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïîäãîòîâêîé ñîâðåìåííûõ îáðàçîâàí-íûõ èíæåíåðîâ-èññëåäîâàòåëåé è èíæåíåðîâ-�èçèêîâ, îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìîñòüäàòü èì â ðóêè ¾èíñòðóìåíòû¿, ïîçâîëÿþùèå ðàññìîòðåòü èçó÷àåìûå îáúåêòû ñåäèíîé òî÷êè çðåíèÿ: ¾ìîäåëü (íàïðèìåð, äè��åðåíöèàëüíîå èëè îïåðàòîðíîåóðàâíåíèå) � ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà � ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ � êîððåêòíàÿ è âîñïðîèç-âîäèìàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåøåíèÿ¿ [1℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîò ïóòü ïðîéäåí äëÿäâóõìàññîâûõ íåëèíåéíûõ âèáðîóäàðíûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû äâóõðàçíûõ òèïîâ, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.Ïåðâàÿ ìîäåëü âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû ñ òâåðäûì îãðàíè÷èòåëåì êîëåáàíèé ÿâëÿ-åòñÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ ñèñòåìû, ïðèñîåäèíåííîå òåëî êîòîðîé ìîæåò ñëóæèòüóäàðíûì ãàñèòåëåì êîëåáàíèé. Âòîðàÿ ìîäåëü ñ ìÿãêèì îãðàíè÷èòåëåì êîëåáà-íèé ñîîòâåòñòâóåò âèáðîóäàðíîé ïëîùàäêå, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ óïëîòíåíèÿ áå-òîííûõ ñìåñåé è �îðìîâàíèÿ áåòîííûõ èçäåëèé áîëüøîé ìàññû, êîòîðàÿ øèðîêîïðèìåíÿåòñÿ â ñòðîèòåëüíîì ïðîèçâîäñòâå.Êîëåáàíèÿ â âèáðîóäàðíûõ ñèñòåìàõ õàðàêòåðèçóþòñÿ ðåçêèìè èçìåíåíèÿìèñêîðîñòè â íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè, ïî ýòîé ïðè÷èíå èõ èíîãäà íàçûâàþò ðàç-ðûâíûìè, è ýòî æå îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé íåëèíåéíîñòè òàêèõ ñèñòåì.Â ëèòåðàòóðå ïðåäëàãàþòñÿ ïðèíöèïû êëàññè�èêàöèè âèáðîóäàðíûõ ñèñòåì ïîðàçëè÷íûì àñïåêòàì, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âèä îãðàíè÷èòåëÿ êîëåáàíèé [2℄.Êëàññè�èêàöèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ óäàðàìè ïî îòíîøåíèþ ê âèäó îãðàíè÷èòå-ëÿ ñâÿçàíà ñ âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè ìîäåëèðîâàíèÿ óäàðà. �åøàþùèì �àêòîðîìòóò ÿâëÿåòñÿ êîý��èöèåíò æåñòêîñòè: áûñòðîòå÷íîñòü óäàðà è åãî ñèëà îïðåäå-ëÿþòñÿ æåñòêîñòüþ êîíòàêòèðóþùèõ òåë. Â ñèñòåìàõ ñ òâåðäûì îãðàíè÷èòåëåììîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòü óäàðà áåñêîíå÷íî ìàëà è êîý��èöèåíòâîññòàíîâëåíèÿ èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, ïîýòîìó â òàêèõ ñèñòåìàõ óäàð ìî-æåò áûòü ñìîäåëèðîâàí ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì êîý��èöèåíòàâîññòàíîâëåíèÿ; òàêæå åãî ìîæíî ìîäåëèðîâàòü íåëèíåéíîé ñèëîé êîíòàêòíîãîâçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îïèñàíà ðàçíûìè çàêîíàìè [3℄. Â ñèñòåìàõñ ìÿãêèì îãðàíè÷èòåëåì äîïóùåíèå î ìãíîâåííîñòè óäàðà íå ñîîòâåòñòâóåò äåé-ñòâèòåëüíîñòè, óäàð ñëåäóåò ìîäåëèðîâàòü òîëüêî êîíòàêòíîé ñèëîé [4℄. Ïîýòîìó
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�èñ. 1. Ñõåìû âèáðîóäàðíûõ ñèñòåìâ ñèñòåìàõ îáîèõ òèïîâ ìû ìîäåëèðóåì óäàð íåëèíåéíîé ñèëîé êîíòàêòíîãî âçà-èìîäåéñòâèÿ è îïèñûâàåì åå çàêîíîì �åðöà [5℄:
Fcon(t) = Kα(t)3/2,ãäå α(t) = h− (y0 − y1) � îòíîñèòåëüíîå ñáëèæåíèå òåë,

K =
4

3

q

(δ0 + δ1)
√
A+B

, δ0 =
1 − µ0

2

E0π
, δ1 =

1 − µ1
2

E1π
,

µi, Ei � êîý��èöèåíòû Ïóàññîíà è ìîäóëè Þíãà äëÿ îáîèõ òåë, A, B è q � êîí-ñòàíòû, õàðàêòåðèçóþùèå ìåñòíóþ ãåîìåòðèþ çîíû êîíòàêòà. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäå-íû ñõåìû äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé âèáðîóäàðíûõ ñèñòåì. Íà îñíîâíîå òåëîïåðâîé ñèñòåìû è íà íèæíåå òåëî âòîðîé äåéñòâóåò ïåðèîäè÷åñêàÿ âîçáóæäàþùàÿñèëà F (t) = F0 cos(ωt+ ϕ).Âåðõíåå òåëî âòîðîé ñèñòåìû èìååò îãðîìíóþ ìàññó (ýòî �îðìà ñ áåòîíîì), âïðîöåññå êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ îíî îòðûâàåòñÿ îò ïðîêëàäêè è ¾ïîäïðûãèâà-åò¿, çàòåì ïàäàåò íà ìÿãêóþ, ïîäàòëèâóþ ïðîêëàäêó, ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò óäàð îìÿãêèé îãðàíè÷èòåëü êîëåáàíèé.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïåðâîé ñèñòåìû èìåþò âèä:





ẍ1 = −2ξ1ω1ẋ1 − ω2
1x1 − 2ξ2ω2µ(ẋ1 − ẋ2) − ω2

2χ(x1 − x2 +D)+

+
1

m1
[F (t) − Fcon(t)],

ẍ2 = −2ξ2ω2(ẋ2 − ẋ1) − ω2
2(x2 − x1 −D) +

1

m2
Fcon(t).

(1)Äëÿ âòîðîé ñèñòåìû èìååì òðè ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ: ñîâìåñòíîå äâè-æåíèå òåë äî ïåðâîãî îòðûâà âåðõíåãî òåëà




ÿ0 = −g + ω2
0 [h− (y0 − y1)] − 2(ξ0 + ξ2)ω0ẏ0,

ÿ1 = gχ− ω2
1y1 − ω2

0χ [h− (y0 − y1)] − 2ξ1ω1ẏ1 + 2ξ0ω0χẏ0+

+
F0

m1
cos(ωt+ ϕ);

(2)ðàçäåëüíîå äâèæåíèå òåë




ÿ0 = −g − 2ξ2ω0ẏ0,

ÿ1 = gχ− ω2
1y1 − 2ξ1ω1ẏ1 +

F0

m1
cos(ωt+ ϕ);

(3)



Äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå âèáðîóäàðíûõ ñèñòåì 51ñîâìåñòíîå äâèæåíèå òåë â ïåðèîä óäàðà ïîñëå ïàäåíèÿ âåðõíåãî òåëà íàïðîêëàäêó 




ÿ0 = −g − 2(ξ0 + ξ2)ω0ẏ0 +
Fcon(t)

m0
,

ÿ1 = gχ− ω2
1y1 − 2ξ1ω1ẏ1 + 2ξ0ω0χẏ0−

−Fcon(t)
m1

+
F0

m1

cos(ωt+ ϕ).

(4)Ïðèíÿòû ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ: ω1 =

√
k1

m1
, ω2 =

√
k2

m2
; ξ1 =

c1
2m1ω1

,
ξ2 =

c2
2m2ω2

, χ =
m2

m1
. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè îáîèõ ñèñòåì, áîëåå ïîäðîþá-íîå èõ îïèñàíèå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ óðàâíåíèé (1)�(4) äàíû â [3, 4℄.Ïðèìåíåíèå óäàðíûõ ïðîöåññîâ â âèáðîóäàðíûõ ìàøèíàõ ðàññìàòðèâàåìûõäâóõ òèïîâ ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì òîíêèõ äèíàìè÷åñêèõ ý��åêòîâ, ñîïðîâîæ-äàþùèõ ñîóäàðåíèå òåë. Êàê ïðè �îðìîâàíèè áåòîííîé ñìåñè òåõíîëîãè÷åñêèéý��åêò äîñòèãàåòñÿ áëàãîäàðÿ óäàðàì, òàê è ïðè ðàáîòå óäàðíîãî âèáðîãàñèòåëÿåãî ý��åêòèâíîñòü òàêæå âñåöåëî îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðîì âèáðîóäàðíûõ ðåæè-ìîâ äâèæåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî íàäî èçó÷èòü äèíàìèêó ìàøèíû äëÿ òîãî, ÷òîáûíàó÷èòüñÿ åå ¾íàñòðàèâàòü¿ è äîáèòüñÿ åå ý��åêòèâíîé ðàáîòû [6℄.×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äàåò âîçìîæíîñòü ïðîñëåäèòüâëèÿíèå èçìåíåíèé êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ íà äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå âèá-ðîóäàðíûõ ñèñòåì îáîèõ òèïîâ. Â ðàáîòå èññëåäîâàíî âëèÿíèå òàêèõ ïàðàìåòðîâ:ìàññà îäíîãî èç òåë è æåñòêîñòü îãðàíè÷èòåëÿ. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà çàâèñè-ìîñòü ïîëóðàçìàõîâ êîëåáàíèé: îñíîâíîãî òåëà îò ìàññû ïðèñîåäèíåííîãî äëÿ ìî-äåëè ñ òâåðäûì îãðàíè÷èòåëåì; âåðõíåãî òåëà (�îðìû ñ áåòîíîì) îò åãî ìàññûäëÿ ìîäåëè ñ ìÿãêèì îãðàíè÷èòåëåì.

�èñ. 2. Êðèâûå ìàññû à) äëÿ ìîäåëè ñ òâåðäûì îãðàíè÷èòåëåì m = λm2; á) äëÿìîäåëè ñ ìÿãêèì îãðàíè÷èòåëåì m = λm0.Ñóáãàðìîíè÷åñêèé (èëè ãàðìîíè÷åñêèé) ðåæèì êîëåáàíèé ïåðèîäà nT ñ k óäà-ðàìè çà öèêë íàçûâàåì (n, k)-ïåðèîäè÷åñêèì, çäåñü T � ïåðèîä âíåøíåé íàãðóç-êè [7℄. Êàê âèäíî èç ãðà�èêîâ, îäíîóäàðíûé ãàðìîíè÷åñêèé ðåæèì � (1,1)-ïåðèî-äè÷åñêèé � ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû ñ ìÿãêèì îãðàíè÷è-òåëåì ñìåíÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèìè 2T -ïåðèîäè÷åñêèìè ðåæèìàìè ñ äâóìÿ è îä-íèì óäàðîì çà öèêë. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ïîëóðàçìàõîâ êîëåáàíèé:
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�èñ. 3. Êðèâûå æåñòêîñòè à) äëÿ ìîäåëè ñ òâåðäûì îãðàíè÷èòåëåì k = λk2; á) äëÿìîäåëè ñ ìÿãêèì îãðàíè÷èòåëåì k = λk0.îñíîâíîãî òåëà îò æåñòêîñòè ñîåäèíÿþùåé ïðóæèíû äëÿ òâåðäîãî îãðàíè÷èòåëÿè âåðõíåãî òåëà îò æåñòêîñòè ïðîêëàäêè äëÿ âòîðîé ìîäåëè.Êàê âèäíî èç ãðà�èêîâ, è çäåñü îäíîóäàðíûé ãàðìîíè÷åñêèé ðåæèì � (1,1)-ïå-ðèîäè÷åñêèé � ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ âèáðîóäàðíîé ñèñòåìû ñìåíÿåòñÿ ìíî-ãîóäàðíûìè ñóáãàðìîíè÷åñêèìè ðåæèìàìè.Äëÿ àíàëèçà âëèÿíèÿ æåñòêîñòè èññëåäîâàëàñü òàêæå çàâèñèìîñòü êîëåáàòåëü-íûõ ðåæèìîâ è èõ õàðàêòåðèñòèê îò èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ óïðóãîñòè êîíòàêòèðóþ-ùèõ òåë. Â ñèñòåìå ñ òâåðäûì îãðàíè÷èòåëåì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî îñíîâíîå òåëîè ïðèñîåäèíåííîå (ãàñèòåëü) â çîíå êîíòàêòà èìåþò îäèíàêîâûé ìàòåðèàë è, ñî-îòâåòñòâåííî, îäèíàêîâûå ìîäóëè óïðóãîñòè. Èññëåäîâàíèÿ, âûïîëíåííûå äëÿ 4-õðàçíûõ ìàòåðèàëîâ (ñòàëü, ìåäü, àëþìèíèé è êàó÷óê), ïîêàçàëè, ÷òî ðåæèì êîëå-áàíèé îñòàåòñÿ îäíîóäàðíûì ãàðìîíè÷åñêèì, èçìåíåíèå ìîäóëÿ óïðóãîñòè âëèÿåòíà âåëè÷èíó êîíòàêòíîé ñèëû è ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåò âåëè÷èí ïîëóðàçìà-õîâ êîëåáàíèé. Íàïðèìåð, ìîäóëü óïðóãîñòè ó êàó÷óêà â 26000 ðàç ìåíüøå, ÷åìó ñòàëè, êîíòàêòíàÿ ñèëà ìåíüøå â 60 ðàç, à ïîëóðàçìàõ îñíîâíîãî òåëà óâåëè-÷èëñÿ ëèøü â 1,14 ðàçà! Â ñèñòåìå ñ ìÿãêèì îãðàíè÷èòåëåì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî�îðìà âñåãäà ñòàëüíàÿ, à ìîäóëü óïðóãîñòè ïðîêëàäêè èçìåíÿåòñÿ. Èññëåäîâàíèÿïîêàçàëè, ÷òî â íåêîòîðîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé ìîäóëÿ óïðóãîñòè ïðîêëàäêè îä-íîóäàðíûé ãàðìîíè÷åñêèé ðåæèì ñìåíÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèì äâóõóäàðíûì �(3,2)-ïåðèîäè÷åñêèì ðåæèìîì.Ïîäâîäÿ èòîã ñêàçàííîìó, ïîä÷åðêíåì, ÷òî âèáðîóäàðíàÿ ñèñòåìà ñ òâåðäûìîãðàíè÷èòåëåì óñòîé÷èâåå ê èçìåíåíèþ êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåððåæèìîâ åå êîëåáàíèé ìåíÿåòñÿ ðåæå, â òî âðåìÿ êàê ñèñòåìà ñ óäàðîì î ìÿã-êèé îãðàíè÷èòåëü ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ÷àùå ìåíÿåò õàðàêòåð ðåæèìîâ êî-ëåáàíèé � îò îäíîóäàðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî äî ìíîãîóäàðíûõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ.Îòìåòèì, ÷òî ïðè èçìåíåíèè àìïëèòóäû è ÷àñòîòû âíåøíåé íàãðóçêè â íåêîòî-ðûõ äèàïàçîíàõ çíà÷åíèé ýòèõ âåëè÷èí â ñèñòåìå ñ ìÿãêèì îãðàíè÷èòåëåì ðåæèìäâèæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ õàîòè÷åñêèì.
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∗∗Êèøèíåâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñâîáîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ óïðóãîé èçîòðîïíîéïîëîñû â óñëîâèÿõ åå ðàñòÿæåíèÿ (ñæàòèÿ) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè ïî ïîïåðå÷íî-ìó ñå÷åíèþ óñèëèÿìè çàäàííîé èíòåíñèâíîñòè. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèåçàäà÷è äëÿ ïîëîñû îäíîâðåìåííî ñëóæèò òî÷íûì ðåøåíèåì ýòîé æå çàäà÷è è äëÿ ïðÿ-ìîóãîëüíûõ ïëàñòèí êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ãåíåðèðóåìûõ èíâà-ðèàíòíîñòüþ ïîëîñû îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû àñèìïòîòè÷åñêîãîàíàëèçà ðåøåíèÿ çàäà÷è.1. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñâîáîäíûõ ãàðìîíè÷å-ñêèõ êîëåáàíèÿõ èçîòðîïíîé óïðóãîé ïîëîñû øèðèíîé h, óïðóãèìè ìîäóëÿìè λ, µè ïëîòíîñòüþ ìàòåðèàëà ïîëîñû ρ. Ïîëîñà ïîäâåðæåíà îäíîðîäíîìó ðàñòÿæåíèþ(ñæàòèþ) èíòåíñèâíîñòè p, ïðè ýòîì çíà÷åíèå p ïîëîæèòåëüíî ïðè ðàñòÿæåíèè èîòðèöàòåëüíî ïðè ñæàòèè. Èíòåãðàëüíîå çíà÷åíèå ðàñòÿãèâàþùèõ (ñæèìàþùèõ)óñèëèé P è çíà÷åíèå p ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì P = ph. Äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèéïîëîñû ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, îñü ox êîòîðîé íàïðàâèì ïàðàëëåëü-íî êðîìêàì âäîëü îñåâîé ëèíèè ïîëîñû, à îñü oy � âåðòèêàëüíî ââåðõ, òàê ÷òîâåðõíÿÿ è íèæíÿÿ êðîìêè ïîëîñû îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè y = ±h/2. Ââåäåìîáîçíà÷åíèÿ u(x, y), v(x, y) äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíò âåêòî-ðà ïåðåìåùåíèÿ è ω � äëÿ ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïîëîñû.Èìååì
(λ+ 2µ)

∂2u

∂x2
+ p

∂2u

∂x2
+ µ

∂2u

∂y2
+ (λ+ µ)

∂2v

∂x∂y
+ ρω2u = 0,

µ
∂2v

∂x2
+ p

∂2v

∂x2
+ (λ+ 2µ)

∂2v

∂y2
+ (λ+ µ)

∂2u

∂x∂y
+ ρω2v = 0. (1)

τxy(x,±h/2) = 0, σy(x,±h/2) = 0, (2)ãäå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé τxy è σy ñâÿçàíû ñ äå�îðìàöèÿìè èçâåñòíûìè ñîîò-íîøåíèÿìè
τxy = µ(

∂u

∂y
+
∂v

∂x
), σy = λ

∂u

∂x
+ (λ+ 2µ)

∂v

∂y
. (3)Ïðè îòñóòñòâèè îñåâûõ óñèëèé (p = 0) ñîîòíîøåíèÿ (1)�(3) îïèñûâàþò çàäà÷óî ñâîáîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ïðÿìîëèíåéíîé óïðóãîé ïîëîñû, èçó÷àâ-øóþñÿ �ýëååì [1℄ è Ëýìáîì [2℄, à ïðè ω = 0 è ïðè p < 0 � çàäà÷ó îá óñòîé÷è-âîñòè óïðóãîé ïîëîñû, îáñóæäàâøóþñÿ À.Þ. Èøëèíñêèì [3℄. Ïðè ω = 0 èìååìçàäà÷ó óïðóãîé óñòîé÷èâîñòè [4, 5℄. Îòìåòèì, ÷òî âñå îïèñûâàþùèå åå ñîîòíî-øåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ñäâèãà x = x → d (d � ïðîèçâîëüíîå ÷èñ-ëî), îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âè-äå u(x, y) = u(y) cos(γx), v(x, y) = v(y) sin(γx). Ïðè âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ ïà-ðàìåòðà γ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïîëîñû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé



Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ è óñòîé÷èâîñòü ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîé ïîëîñû 55ïåðèîäè÷åñêóþ âäîëü îñè ïîëîñû ñòðóêòóðó. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç l äëèíó ïîëóâîëíûýòîé ñòðóêòóðû, ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ γl = π. Ñ ó÷åòîì èñïîëüçóåìîãî ïðåäñòàâ-ëåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(3) ïåðåïèøåòñÿ ââèäå
µ
d2u

dy2
+ γ(λ+ µ)

dv

dy
+ (ρω2 − (p+ (λ+ 2µ))γ2)u = 0,

(λ+ 2µ)
d2v

dy2
− γ(λ+ µ)

du

dy
+ (ρω2 − (p+ (λ+ µ))γ2)v = 0, (4)

u′(±h/2) + γv(±h/2) = 0, (λ+ 2µ)v′(±h/2) − γλu(±h/2) = 0. (5)Îòìåòèì, ÷òî âñå ñîîòíîøåíèÿ ñïðåêòðàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è (4), (5) èíâàðèàíò-íû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé y → −y, u → u, v → −v; y → −y, u → −u,
v → v, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âñå åå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ðàçáèòû íà ñèììåòðè÷íûåè àíòèñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ, õàðàêòåðèçóåìûå ñâîéñòâîì ÷åòíîñòè êîìïîíåíòâåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ

us(y) = us(−y), va(y) = −va(−y); ua(y) = −ua(−y), vs(y) = vs(−y). (6)�åøåíèå ñèñòåìû (4) èìååò âèä
u(y) = A cosh(χ1γy) +B sinh(χ1γy) + Cχ2 cosh(χ2γy) +Dχ2 sinh(χ2γy),

v(y) = χ1A sinh(χ1γy) + χ1B cosh(χ1γy) + C sinh(χ2γy) +D cosh(χ2γy), (7)ãäå A, B, C, D � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, à
χ1 =

√
1 − χ

λ+ 2µ
, χ2 =

√
1 − χ

µ
, χ = ρc2 − p, ω = cγ. (8)Íèæå âñå ñîîòíîøåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîé äå�îðìàöèè. Äëÿ ñëó-÷àÿ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñëåäóåò ñäåëàòü èçâåñòíóþ çàìåíó λ→ λ∗,

µ → µ, ρ → ρδ (λ∗ = λµ/(λ + 2µ), δ � òîëùèíà ïëàñòèíêè). Â ÷àñòíîñòè, äëÿðåøåíèé êëàññà AS A = 0, C = 0, è îáùåå ðåøåíèå (7) ïðèíèìàåò �îðìó
ua(y) = B sinh(χ1γy)+Dχ2 sinh(χ2γy), v

s(y) = χ1B cosh(χ1γy)+D cosh(χ2γy). (9)Èç òðåáîâàíèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ðåøåíèÿ (9) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (5) ïðèõîäèì êñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ B, D
2χ1B cosh(χ1γh/2) + (χ2

2 + 1)D cosh(χ2γh/2) = 0,

((λ+ 2µ)χ2
1 − λ)B sinh(χ1γh/2) + 2µχ2D sinh(χ2γh/2) = 0. (10)Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (10) (îáðàùåíèÿåå îïðåäåëèòåëÿ â íîëü) ïðèâîäèò ê òðàíñöåíäåíòíîìó óðàâíåíèþ äëÿ îïðåäåëå-íèÿ çàâèñèìîñòè χ = χ(γh/2). Àíàëîãè÷íî, äëÿ ðåøåíèé êëàññà SA èìååì ïðåä-ñòàâëåíèå äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ

us(y) = A cosh(χ1γy)+χ2C cosh(χ2γy), v
a(y) = χ1A sinh(χ1γy)+C sinh(χ2γy), (11)



56 Áàíè÷óê Í.Â., Áàðñóê À.À., Èâàíîâà Ñ.Þ.ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ A, C
2χ1A sinh(χ1γh/2) + (χ2

2 + 1)C sinh(χ2γh/2) = 0,

((λ+ 2µ)χ2
1 − λ)A cosh(χ1γh/2) + 2µχ2C cosh(χ2γh/2) = 0 (12)è òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè χ = χ(γh/2). Ïðè îò-ñóòñòâèè îñåâûõ íàïðÿæåíèé (p = 0) òðàíñöåíäåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñîáîé èçâåñòíûå äèñïåðñèîííûå çàâèñèìîñòè �ýëåÿ�Ëýìáà äëÿ ÷àñòîò ñâîáîäíûõãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé óïðóãîé ïîëîñû.2. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç äëÿ çíà÷åíèé γh/2 ≪ 1 è γh/2 ≫ 1. Ïðè-âåäåì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè γh/2 → 0 âåëè÷èí χ1 =

√
1 − χ0

λ+2µ
= λ

λ+2µ
,

χ2 =
√

1 − χ0

µ
= i
√

3λ+2µ
λ+2µ

, 1− χ0

2µ
= − λ

λ+2µ
è ñîáñòâåííûõ �îðì us(y) ≡ C, va(y) = 0.Ïðîàíàëèçèðóåì âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé χ(γ), îáðàùàþùèõñÿ â áåñ-êîíå÷íîñòü ïðè γh→ 0. Áóäåì èìåòü√χ

µ
γh
2

= nπ, n = 0, 1, 2, ... . Ñ ó÷åòîì ñâÿçè (8)ìåæäó ÷àñòîòàìè ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé, îñåâûìè óñèëèÿìè è ïàðàìåòðîì χ ïðè
γ → 0 ïðèõîäèì ê çíà÷åíèÿì ÷àñòîò ñâîáîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïîëîñû,îòâå÷àþùèõ íåðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ ìîäàì (γ = 0)

√
ρ

µ

ωh

2
= nπ,

√
ρ

λ+ 2µ

ωh

2
= (2n+ 1)

π

2
, n = 0, 1, 2, ... (13)Çíà÷åíèÿì ÷àñòîò (13) îòâå÷àþò àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ�îðì

us2n(y) = 0, va2n(y) = C1 sin
2nπy

h
; us2n+1(y) = C2 cos

(2n+ 1)πy

h
, va2n+1(y) = 0 (14)(C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå). Èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ÷à-ñòîò ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ïîëîñû è îòâå÷àþùèõ èì ñîáñòâåííûõ �îðì ïðè

γh/2 ≫ 1. Ïðîâîäÿ àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç, ïðèõîäèì ê àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåä-ñòàâëåíèÿì äëÿ çàâèñèìîñòåé χ(γ):
χ2n(γ)

µ
≈ 1 +

(2n)2π2

γ2h2
+ ...,

χ2n+1(γ)

λ+ 2µ
≈ 1 +

(2n+ 1)2π2

γ2h2
+ ...,

γh

2
≫ 1 (15)è îòâå÷àþùèì èì àñèìïòîòè÷åñêèì âûðàæåíèÿì äëÿ ñîáñòâåííûõ �îðì (14).3. Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ è óñòîé÷èâîñòü ïîëîñû êîíå÷íîé äëèíû. �àñ-ñìîòðèì ñâîáîäíûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â ñâîåé ïëîñêîñòè ñæèìàåìîé (ðàñ-òÿãèâàåìîé) ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíêè øèðèíîé h è äëèíîé l. Óðàâíåíèÿ êîëåáà-íèé îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (1). Ïðèìåì, ÷òî ïðîäîëüíûå ñòîðîíû ïëàñòèíêèñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé, à íà ïîïåðå÷íûõ ñòîðîíàõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

∂u(0, y)

∂x
=
∂u(l, y)

∂x
= 0, v(0, y) = v(l, y) = 0. (16)Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (16) ïðåäñòàâèì èñêîìûå �óíêöèè u(x, y)è v(x, y) â âèäå

u(x, y) =

∞∑

n=0

un(y) cos
nπx

l
, v(x, y) =

∞∑

n=1

vn(y) sin
nπx

l
. (17)
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µ
d2un
dy2

+ γn(λ+ µ)
dvn
dy

+ (ρω2 − (p+ (λ+ 2µ))γ2
n)un = 0, γn =

πn

l
,

(λ+ 2µ)
d2vn
dy2

− γn(λ+ µ)
dun
dy

+ (ρω2 − (p+ (λ+ µ))γ2
n)vn = 0, n = 0, 1, 2, ... (18)

u′n(±h/2)+γnvn(±h/2) = 0, (λ+2µ)v′n(±h/2)−γnλun(±h/2) = 0, n = 0, 1, 2, ... (19)Ïðîàíàëèçèðóåì ñëó÷àé n = 0 (γ0 = 0). Ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ�îðì è îòâå÷àþùèõ èì ÷àñòîò è îòìåòèì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ðàçáè-òû íà äâà êëàññà � ñèììåòðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷íûå � ïî ñâîéñòâó ÷åòíîñòèñîáñòâåííûõ �îðì
us0n(y) = Cs

0n cos
2nπy

h
, ωs0n =

1

h

√
µ

ρ
2πn, n = 0, 1, 2, ... , (20)

ua0n(y) = Ca
0n cos

(2n+ 1)πy

h
, ωa0n =

1

h

√
µ

ρ
(2n+ 1)π, n = 0, 1, 2, ... . (21)Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè n = 0 us00(y) ≡ Const, ωs00 = 0, è, òàêèì îáðàçîì, ýòîðåøåíèå îòâå÷àåò ãîðèçîíòàëüíîìó ïåðåìåùåíèþ ïëàñòèíêè áåç äå�îðìàöèé. Íè-æå ïðè ïîñòðîåíèè è àíàëèçå ðåøåíèé ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ áóäåì ïîëàãàòü n 6= 0.Äëÿ êëàññà ðåøåíèé AS çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îò îñåâûõóñèëèé îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ. Àíàëî-ãè÷íûì îáðàçîì äëÿ êëàññà ðåøåíèé SA èìååì òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå è ñî-îòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå �îðìû

usnk(y) = C

[
coshχ1kγny

sinh(χ1kγnh/2)
− χ1kχ2k coshχ2kγny

1 − 1
2µ
χsank cosh(χ2kγnh/2)

]
,

vsnk(y) = χ1kC

[
sinhχ1kγny

sinh(χ1kγnh/2)
− χ1kχ2k sinhχ2kγny

1 − 1
2µ
χsank sinh(χ2kγnh/2)

]
, (22)

χsank = ρ
(ωsank)

2

γ2
n

− p, χ1k =

√
1 − χsank

λ+ 2µ
, χ2k =

√
1 − χsank

µ
,ãäå χsank � êîðåíü òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ, à ωsank � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòîòàñâîáîäíûõ êîëåáàíèé.Ïðèìåì òàêæå, ÷òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà nπh/l ≪ 1, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ðàñ-ñìàòðèâàþòñÿ êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû ñ ÷àñòîòàìè èç íèæíåé ÷àñòè ñïåêòðà ÷àñòîò.Òîãäà ïðè ωasn0 = 0 ïðèõîäèì ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ êðèòè÷åñêèõñæèìàþùèõ óñèëèé

pn = −4

3

µ(λ+ µ)

λ+ 2µ

(
nπh

2l

)2
[
1 − 27λ+ 34µ

15(λ+ 2µ)

(
nπh

2l

)2

+ ...

]
, n = 1, 2, ...,

nπh

l
≪ 1.(23)



58 Áàíè÷óê Í.Â., Áàðñóê À.À., Èâàíîâà Ñ.Þ.Îòìåòèì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû, îòâå÷àþùååçíà÷åíèþ n = 1, ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòå À.Þ. Èøëèíñêîãî [3℄ è èìååò âèä
p1 = −4

3

µ(λ+ µ)

λ+ 2µ

(
πh

2l

)2
[
1 +

3λ− 4µ

15(λ+ 2µ)

(
πh

2l

)2

+ ...

]
. (24)Îáðàòèìñÿ ê àíàëèçó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïðè γnh/2 = nπ/(2l) ≫ 1, îòêóäà ïðè-õîäèì ê àñèìïòîòè÷åñêèì çàâèñèìîñòÿì äëÿ ÷àñòîò ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé

(ωsan,2k−1)
2(γ) ≈ 1

ρ

[
p+

(
1 +

(2k − 1)2l2

n2h2
+ ...

)
(λ+ 2µ)

](nπ
l

)2

,

(ωsan,2k+1)
2(γ) ≈ 1

ρ

[
p+

(
1 +

(2k)2l2

n2h2
+ ...

)
µ

](nπ
l

)2 (25)è îòâå÷àþùèõ èì àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì äëÿ ñîáñòâåííûõ �îðì
usn,2k−1(y) = 0, van,2k−1(y) = C1 sin

(2k − 1)πy

h
; usn,2k(y) = C2 cos

2kπy

h
, vsn,2k−1(y) = 0.(26)Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî, êàê âûøå ïîêàçàíî, â ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíêå ïðèóêàçàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî êîëåáàíèé ñ ëîêà-ëèçîâàííûìè �îðìàìè â îêðåñòíîñòè ñâîáîäíûõ ïðîäîëüíûõ ñòîðîí.Äàííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ �08-08-00025à, Ïðî-ãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÎÝÌÌÏÓ �ÀÍ �13 è Ïðîãðàììû ïîä-äåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ãðàíò �169.2008.1).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Rauleigh J.W.On the Free Vibration in an In�nite Plate of Homogenous Isotropi
 Elasti
Matter // Pro
. Math. Sos. London, 1889. � 20.[2℄ Lamb H. On Waves in an Elasti
 Plate // Pro
. Roy. Sos. London, 1916. � 93A.[3℄ Èøëèíñêèé À.Þ. Ïðèêëàäíûå çàäà÷è ìåõàíèêè. Êí. 2. Ì.: Íàóêà, 1986. 416 ñ.[4℄ Áîëîòèí Â. Â. Íåêîíñåðâàòèâíûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîé óñòîé÷èâîñòè. Ì.:�ÈÔÌË, 1961. 332 ñ.[5℄ Âàñèäçó Ê. Âàðèàöèîííûå ìåòîäû â òåîðèè óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè. Ì.: Ìèð,1987. 541 ñ.Bani
huk N.V., Barsuk A.A., Ivanova S.Yu. Free vibrations and stability ofpreliminary stressed band . The problem of free vibrations of elasti
 isotropi
 band is 
onsideredfor the 
ase of its stret
hing (
ompression) by equally distributed for
es. It has been shownthat obtained solution of the problem is the rigorous solution for the 
onsidered band and forthe re
tangular plate of �nite sizes with the boundary 
onditions generated by the invariabilitywith respe
t to shifts. The results of asymptoti
 analysis of problem solution are given.



ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÀÑÏÅÊÒÛ ÏÎÍßÒÈß �È�ÈÄÍÎÑÒÈ �ËÀÇÀÁàóýð Ñ.Ì., Âîðîíêîâà Å.Á., Ñåìåíîâ Á.Í.Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÂ î�òàëüìîëîãèè ïîä ðèãèäíîñòüþ ãëàçà ïîíèìàþò íåêîòîðûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðè-çóþùèé çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ îáúåìà ãëàçà ïðè èçìåíåíèè äàâëåíèÿ âíóòðè �èáðîçíîéîáîëî÷êè ãëàçà. Ïîíÿòèå ðèãèäíîñòè ãëàçà ëåæèò â îñíîâå êëèíè÷åñêîé òîíîìåòðèè èòîíîãðà�èè. Êðîìå òîãî, çíàíèå çàâèñèìîñòè, ñâÿçûâàþùåé èçìåíåíèå âíóòðèãëàçíî-ãî äàâëåíèÿ (Â�Ä) è âíóòðèãëàçíîãî îáúåìà, ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü èçìåíåíèå Â�Äïðè ââåäåíèè âíóòðèãëàçíûõ èíúåêöèé, ÷òî èìååò î÷åíü áîëüøîå çíà÷åíèå, òàê êàê äàæåêðàòêîâðåìåííîå óâåëè÷åíèå Â�Ä âûøå îïðåäåëåííîãî èíäèâèäóàëüíîãî óðîâíÿ ìîæåòïðèâåñòè ê íàðóøåíèþ êðîâîîáðàùåíèÿ íà ñåò÷àòêå è â äèñêå çðèòåëüíîãî íåðâà. Ìà-òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìîæåò ïîìî÷ü îöåíèòü, êàêèå ïàðàìåòðû ãëàçà îêàçûâàþòíàèáîëüøåå âëèÿíèå íà êîý��èöèåíò ðèãèäíîñòè, ïîìî÷ü â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àåîöåíèòü âîçìîæíûé óðîâåíü èçìåíåíèÿ Â�Ä â ðåçóëüòàòå èíúåêöèè è ðèñê äëÿ îòäåëü-íîãî ïàöèåíòà.Áîëüøóþ ÷àñòü íàðóæíîé îáîëî÷êè ãëàçà (> 90%) ñîñòàâëÿåò ñêëåðà. Äëÿ ãëàç ñíîðìàëüíûì çðåíèåì ñêëåðà èìååò �îðìó áëèçêóþ ê ñ�åðè÷åñêîé, äëÿ ãëàç ñ ìèîïèåéèëè ãèïåðìåòðîïèåé ñêëåðà ÷àùå èìååò �îðìó âûòÿíóòîãî èëè ñïëþñíóòîãî ýëëèïñîèäà.Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ýëëèïñîèäàëüíûõ èçîòðîïíûõ è îðòîòðîïíûõ îáîëî÷åê âðàùå-íèÿ ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè ¾îáúåì�äàâëåíèå¿ ïî ëèíåéíîé áåçìîìåíòíîé òåîðèè îáîëî-÷åê, ïî óòî÷íåííîé ïðèêëàäíîé òåîðèè àíèçîòðîïíûõ îáîëî÷åê �îäèîíîâîé�Òèòàåâà�×åðíûõà, à òàêæå âûïîëíåíî êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è â ïðîãðàììíîìïàêåòå ANSYS. Ïîñòðîåííûå ìîäåëè ïîçâîëÿþò îöåíèòü âëèÿíèå �îðìû îáîëî÷êè (ñòå-ïåíü åå îòêëîíåíèÿ îò ñ�åðè÷åñêîé), à òàêæå ñòåïåíü àíèçîòðîïèè (ðàçëè÷èå ìîäóëåéóïðóãîñòè â ìåðèäèîíàëüíîì è îêðóæíîì íàïðàâëåíèè) íà êîý��èöèåíò ðèãèäíîñòè,õàðàêòåðèçóþùèé çàâèñèìîñòü ¾îáúåì�äàâëåíèå¿. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ,ïîëó÷åííûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçíûõ ìîäåëåé, ñ èìåþùèìèñÿ êëèíè÷åñêèìè äàííû-ìè.Ïîíÿòèå ¾ðèãèäíîñòü ãëàçà¿, êîòîðîå èñïîëüçóþò â î�òàëüìîëîãèè, ëåæèò âîñíîâå òîíîìåòðèè è òîíîãðà�èè. Îäíàêî íåñìîòðÿ íà øèðîêîå èñïîëüçîâàíèåýòîãî ïîíÿòèÿ, îíî îñòàåòñÿ ¾îäíîé èç ñàìûõ çàïóòàííûõ îáëàñòåé â î�òàëüìîëî-ãèè¿ [1℄. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ¾ðèãèäíîñòü ãëàçà¿ ñâÿçûâàþò ñ íåêîòîðûì ïàðàìåòðîì,õàðàêòåðèçóþùèì çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ îáúåìà ãëàçà ïðè èçìåíåíèè âíóòðèã-ëàçíîãî äàâëåíèÿ [1℄� [3℄. Â Ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì èññëåäîâàíèå âîïðîñà î òîì,êàêèå ïàðàìåòðû ãëàçà îêàçûâàþò íàèáîëüøåå âëèÿíèå íà êîý��èöèåíò ðèãèä-íîñòè, ÷òîáû, íàïðèìåð, òî÷íåå îöåíèòü âîçìîæíûé óðîâåíü èçìåíåíèÿ Â�Ä âðåçóëüòàòå èíúåêöèè è ðèñê äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî ïàöèåíòà. Áîëüøóþ ÷àñòüíàðóæíîé îáîëî÷êè ãëàçà (> 90%) ñîñòàâëÿåò ñêëåðà. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ãëàç ñíîðìàëüíûì çðåíèåì ñêëåðà èìååò �îðìó áëèçêóþ ê ñ�åðè÷åñêîé, äëÿ ãëàç ñ ìè-îïèåé èëè ãèïåðìåòðîïèåé ñêëåðà ÷àùå èìååò �îðìó âûòÿíóòîãî èëè ñïëþñíóòîãîýëëèïñîèäà.Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ýëëèïñîèäàëüíûõ èçîòðîïíûõ è îðòîòðîïíûõ îáîëî-÷åê âðàùåíèÿ ñòðîÿòñÿ çàâèñèìîñòè ¾îáúåì�äàâëåíèå¿ ïî ëèíåéíîé áåçìîìåíò-íîé òåîðèè îáîëî÷åê, ïî óòî÷íåííîé ïðèêëàäíîé òåîðèè àíèçîòðîïíûõ îáîëî÷åê



60 Áàóýð Ñ.Ì., Âîðîíêîâà Å.Á., Ñåìåíîâ Á.Í.�îäèîíîâî�Òèòàåâà�×åðíûõà [4℄, à òàêæå âûïîëíåíî êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëè-ðîâàíèå çàäà÷è â ïðîãðàììíîì ïàêåòå ANSYS.Èñïîëüçóåìûå ìîäåëè â øèðîêîì äèàïàçîíå ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõïàðàìåòðàõ ïðè äàâëåíèÿõ äî 100 ìì ðò. ñò., (÷òî ïðåâîñõîäèò ðåàëüíûå çíà÷å-íèÿ âíóòðèãëàçíîãî äàâëåíèÿ äàæå ïðè ââåäåíèè èíúåêöèé) äàþò î÷åíü áëèçêèåðåçóëüòàòû. ×òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàâèñè-ìîñòè ¾îáúåì�äàâëåíèå¿ äëÿ ðåàëüíîãî ãëàçà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñðàâíèòåëüíîïðîñòûå ñîîòíîøåíèÿ áåçìîìåíòíîé òåîðèè îáîëî÷åê. Êðîìå òîãî, åñëè ïðåäïîëà-ãàòü, ÷òî â ýòîì äèàïàçîíå ñêëåðà ïîä÷èíÿåòñÿ ëèíåéíîìó çàêîíó óïðóãîñòè, òî èçàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ îáúåìà îò èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé.Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòè èçìåíåíèÿ îáúåìà îò Â�Ä ñ�å-ðè÷åñêîé îðòîòðîïíîé îáîëî÷êè ïðè ðàçíîé ñòåïåíè àíèçîòðîïèè, òî åñòü ïðè ðàç-íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìîäóëåé óïðóãîñòè â ìåðèäèàíàëüíîì (Em) è îêðóæíîì (Ec)íàïðàâëåíèè. Íàèìåíüøèé êîý��èöèåíò ðèãèäíîñòè, êàê âèäíî èç ðèñ. 1, ñîîò-âåòñòâóåò òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè.
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�èñ. 1. Îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå îáúåìà îðòîòðîïíîé ñ�åðûÏðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîçâîëÿþò îöåíèòü òàêæå âëèÿíèå �îðìû îáîëî÷êè(ñòåïåíü åå îòêëîíåíèÿ îò ñ�åðè÷åñêîé) íà êîý��èöèåíò ðèãèäíîñòè. Íà ðèñ. 2ïðåäñòàâëåíû èçìåíåíèÿ îáúåìà òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ýëëèïñîèäàëüíûõîáîëî÷åê, èìåþùèõ ïåðâîíà÷àëüíî îäèíàêîâûé îáúåì, íî ðàçíûå ñîîòíîøåíèÿ
R2/R1, ïðè íàãðóæåíèè ýòèõ îáîëî÷åê âíóòðåííèì äàâëåíèåì 45 ìì ðò. ñò. Çäåñü
2R2 � âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ äëèíó ïåðåäíåå-çàäíåé îñè ãëàçà, R1 � âåëè-÷èíà ýêâàòîðèàëüíîãî ðàäèóñà.Âèäíî, ÷òî íàèìåíüøèé êîý��èöèåíò áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñ�åðè÷åñêîé îáî-ëî÷êå (÷òî îáû÷íî ñîîòâåòñòâóåò ãëàçó ñ íîðìàëüíûì çðåíèåì), ïðè óâåëè÷åíèèîòíîøåíèÿ R2/R1 (ñëó÷àé ìèîïèè), òî êîý��èöèåíò ðèãèäíîñòè òàêæå íåçíà÷è-òåëüíî âîçðàñòàåò. (Ñëåäóåò, ïðàâäà, îòìåòèòü, ÷òî â ðåàëüíîì ñëó÷àå îáû÷íî ãëà-çà ñ ìèîïèåé èìåþò áîëüøèé îáúåì, ÷åì ãëàçà ñ ýììåòðîïèåé). Åñëè æå îòíîøå-



Ìåõàíè÷åñêèå àñïåêòû ïîíÿòèÿ ðèãèäíîñòè ãëàçà 61
æ

æ

æ
æ æ æ æ æ æ

0.5 1.0 1.5 2.0
R2�R1

0.01

0.02

0.03

0.04
DV �V

�èñ. 2. Îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå îáúåìà ýëëèïñîèäàëüíîé îáîëî÷êèíèå R2/R1 óìåíüøàåòñÿ, òî ýòî ïðèâîäèò ê ðåçêîìó óâåëè÷åíèþ êîý��èöèåíòàðèãèäíîñòè.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñðàâíèâàëèñü òàêæå ñ êëèíè÷åñêèìè äàííûìè, ïðåäñòàâ-ëåííûìè â ðàáîòå [5℄, è ñîîòâåòñòâóþùèìè èçìåíåíèþ äàâëåíèÿ ïðè ââåäåíèèâíóòðèñêëåðàëüíûõ èíúåêöèé (ñì. ðèñ. 3). Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òîîïèñàííûå ìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè àäåêâàòíî îïèñûâàþò ïðîöåññ äå�îðìàöèè ñêëå-ðû.

�èñ. 3. Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ è êëèíè÷åñêèõ äàííûõ�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ, ãðàíò � 09-01-00140a.
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ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ White O.M. O
ular elasti
ity // Ophthalmology. 1990. � 9. pp. 1092�1094.[2℄ Purslow P., Karwatowsky W. S. Is engineering sti�ness a more useful 
hara
terizationparameter than o
ular rigidity // Ophthalmology. 1996. � 10. pp. 1686�1692.[3℄ Êîòëÿð Ê.Å., Êîøèö È.Í. �èãèäíîñòü ãëàçà. Áèîìåõàíè÷åñêèå è êëèíè÷åñêèå àñ-ïåêòû // Áèîìåõàíèêà ãëàçà. Òðóäû êîí�åðåíöèè. Ìîñêîâñêèé ÍÈÈ ãëàçíûõ áî-ëåçíåé èì �åëüìãîëüöà. 2009. Ñ. 121�126.[4℄ �îäèîíîâà Â.À., Òèòàåâ Á.Ô., ×åðíûõ Ê.Ô. Ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ àíèçîòðîïíûõïëàñòèí è îáîëî÷åê. ÑÏá.: Èçä-âî ÑÏá�Ó, 1996, 280 ñ.[5℄ Kotliar K., Maier M., Bauer S.M., Feu
ht N., Lohmann C., Lanzl I. E�e
t of intravitrealinje
tions and volume 
hanges on intrao
ular pressure: 
lini
al results and biome
hani
almodel // A
ta Ophthalmologi
a S
andinavi
a. 2007. � 7. pp. 777�781.Bauer S.M., Voronkova E. B., Semenov B.N. Me
hani
al aspe
ts of o
ular rigidity .O
ular rigidity is a very 
ommon 
on
ept in ophthalmology, but parameter of o
ularrigidity is always 
onne
ted with relation ¾intrao
ular pressure�volume of eye¿. In this workthe di�erent me
hani
al models des
ribing the relation ¾pressure�volume¿ for a human eyeare 
onsidered, to reveal whi
h me
hani
al 
hara
teristi
s of s
lera, su
h as their anisotropyand de�e
tions in their spheri
al shapes, a�e
t the most signi�
antly on this relation.The relation ¾pressure�volume¿ is obtained for three di�erent models, for whi
h s
leraare assumed to be soft shell; s
lera are assumed to be transversal-isotropi
 shells with smallmodules of elasti
ity in the thi
kness dire
tion, for this model 
al
ulations were made due toapplied shell theory by Rodionova�Titaev�Chernykh, and in the third 
ase s
lera is modeledas 3D elasti
 solids, the last 
ase is analyzed numeri
ally by means of FEM pa
kage ANSYS.The results are obtained for numerous sets of parameters for all me
hani
al models andwere 
ompared to 
lini
al data.Transversal isotropi
 shells of revolution of di�erent shapes (modeling the s
lera) withequal initial volumes showed linear pressure-volume relationship, while proportionality fa
tor(
oe�
ient of o
ular rigidity) is minimal for a spheri
al shell (emmetropi
 eye). If the ratioof the axial length (AL) and the equator diameter of the shell (D) in
reases (the 
ase of amyopi
 eye), then the 
oe�
ient of o
ular rigidity in
rease up to 5-10%. If the ratio AL/Dde
reases (for hyperopi
 eye), then the 
oe�
ient of o
ular rigidity in
rease up to 100%.Both the ortotropi
 properties of the s
lera (the ratio of two tangential modulus ofelasti
ity) of the s
lera have a signi�
ant e�e
t on the 
hara
ter of the pressure�volumerelationship and, thus, on the rigidity of the human eye.



ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÄÂÓÌÅ�ÍÎÉ ÌÎÄÅËÈÏÎËÈÊ�ÈÑÒÀËËÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÅ�ÍÅÒÎÝËÅÊÒ�ÈÊÎÂÁåëîêîíü À.Â., �åðàñèìåíêî Ò.Å., Ñêàëèóõ À.Ñ.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíà äâóìåðíàÿ ìîäåëü, ïîçâîëÿþùàÿ íàõîäèòü ïîëÿ îñòàòî÷íîé ïîëÿðèçà-öèè è äå�îðìàöèè â ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëàõ ïðè âîçäåé-ñòâèè ñèëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàëûõ ìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé. Èçâåñòíûé ìåòîä Äæèëà�Àòåðòîíà äëÿ îäíîìåðíûõ çàäà÷ ïîëÿðèçàöèè îáîáùàåòñÿ íà äâóìåðíóþ ïîñòàíîâêó.Ìîäåëü ìîæåò ñëóæèòü â êà÷åñòâå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé â äè��åðåíöèàëüíîé�îðìå.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòèöà èëè ïðåäñòà-âèòåëüíûé îáúåì, êîòîðûé çíà÷èòåëüíî ìåíüøå îáùåãî îáúåìà, íî êîòîðûé ñî-äåðæèò, â ñâîþ î÷åðåäü, î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî äîìåíîâ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêîãî ìà-òåðèàëà. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà íà ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì âîçäåéñòâóåò ýëåêòðè-÷åñêîå ïîëå çíà÷èòåëüíîé èíòåíñèâíîñòè ïðè ìàëûõ ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèÿõ,òðåáóåòñÿ íàéòè ïîëÿ îñòàòî÷íîé è èíäóöèðîâàííîé ïîëÿðèçàöèè, à òàêæå ïîëåîñòàòî÷íîé äå�îðìàöèè â äâóìåðíîì ñëó÷àå.Ìåòîä ðåøåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîçüìåì çà îñíîâó ìåòîä Äæèëà�Àòåðòîíà, êîòîðûé áûë ðàçðàáîòàí äëÿ �åððîìàãíåòèêîâ è ïîçäíåå ïðèìåíåíäëÿ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ â [1,2℄. Â îòëè÷èå îòèññëåäîâàíèé àâòîðîâ óêàçàííûõ ðàáîò áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâóìåðíûé ñëó÷àé.Ïðè òàêîì ïîäõîäå îäíà êîìïîíåíòà âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè ðàâíà íóëþ.Îáùàÿ ñõåìà ïðèìåíÿåìîé ìåòîäèêè ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ýòàïîâ. Íà ïåð-âîì ýòàïå ñòðîèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó âåêòîðîì ïî-ëÿðèçàöèè è âåêòîðîì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà âëèÿíèåì ñîñåä-íèõ äîìåíîâ äðóã íà äðóãà ïðåíåáðåãàåòñÿ (òàê íàçûâàåìûé èäåàëüíûé ñëó÷àé).Íà ñëåäóþùåì ýòàïå ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ýíåðãèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïîâîðîòà äîìå-íà. Äàëåå îöåíèâàþòñÿ ïîòåðè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ðåàëüíîì è èäåàëüíîì ñëó-÷àå. Ïîñëå ýòîãî ñîñòàâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèÿ, ó÷èòûâàþùåå ïîòåðèâ ðåàëüíîì ïðîöåññå ïîëÿðèçàöèè, ïîòåðè â èäåàëüíîì ñëó÷àå è ýíåðãèþ, íåîáõî-äèìóþ äëÿ ñëîìà ìåõàíèçìîâ çàïèðàíèÿ äîìåííûõ ñòåíîê. Èç ýòîãî áàëàíñíîãîñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ çàâèñèìîñòü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé äè��åðåíöèàëüíûéîïåðàòîð ãèñòåðåçèñíîãî òèïà. Ïîñëåäíèì øàãîì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïîëÿ îñòà-òî÷íûõ äå�îðìàöèé ïî íàéäåííîìó âåêòîðó îñòàòî÷íîé ïîëÿðèçàöèè, äëÿ ÷åãîèñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè îñòàòî÷íûõ äå�îðìàöèé.Äëÿ âûâîäà ïðåäåëüíîé çàâèñèìîñòè â âûøåóêàçàííûõ ðàáîòàõ ââîäèòñÿ ý�-�åêòèâíîå ïîëå Âåéññà, Eef = E +αP 0, ó÷èòûâàþùåå èñêàæåíèå ðåàëüíîãî ïîëÿïðè íàëè÷èè îñòàòî÷íîé ïîëÿðèçàöèè, è ñòàòèñòèêà Áîëüöìàíà, ñîãëàñíî êîòîðîéðàñïðåäåëåíèå îñåé äîìåíîâ â ý��åêòèâíîì ïîëå îòëè÷àåòñÿ îò èõ ðàñïðåäåëåíèÿáåç ïîëÿ íà âåëè÷èíó e− U
kT . Çäåñü U � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÿ÷åéêè â ïîëå Eef ,

k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T � òåìïåðàòóðà. Îäíàêî àíàëèç ïåðåêëþ÷åíèé äî-ìåíîâ, ïðîèñõîäÿùèé â ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëàõ



64 Áåëîêîíü À.Â., �åðàñèìåíêî Ò.Å., Ñêàëèóõ À.Ñ.çàñòàâèë íàñ íåñêîëüêî èçìåíèòü ý��åêòèâíîå ïîëå. Íàìè áûëî ââåäåíî âëèÿíèåêîýðöèòèâíîãî ïîëÿ íà ïðîöåññ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, íà íàø âçãëÿä âëè-ÿíèå êîýðöèòèâíîãî ïîëÿ ñêàçûâàåòñÿ íåîäèíàêîâî ïðè âîçðàñòàíèè è óáûâàíèèïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû âíåñëè ñëåäóþùèå ïîïðàâêè. Â êà÷åñòâå êîýðöèòèâíîãîâçÿëè çíà÷åíèå E∗
c = Ec

ps−|p0|
ps

, ãäå Ec � ïàðàìåòð, ñâÿçàííûé ñ êîýðöèòèâíûìïîëåì ìîíîêðèñòàëëà, èç êîòîðîãî èçãîòîâëåíà êåðàìèêà, ps � ïîëÿðèçàöèÿ íà-ñûùåíèÿ äëÿ êåðàìèêè, p0 � âåêòîð îñòàòî÷íîé ïîëÿðèçàöèè ïðåäñòàâèòåëüíîãîîáúåìà. Äàëåå ïðè âîçðàñòàþùåì ïîëå d|E| ≥ 0 ñ÷èòàåì ïðè 0 ≤ |E| 6 E∗
c çíà-÷åíèå Eef = αP 0, à ïðè E∗

c < |E| çíà÷åíèå Eef = E − Ec
ps−|p0|

ps
nE + αP 0, ãäå

nE - åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ. Ïðè óáûâàíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
d|E| 6 0 ïðèíèìàåì Eef = E + αP 0. Âûðàæåíèå äëÿ ïðåäåëüíîé çàâèñèìîñòèïîëó÷àåì ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì, êàê óêàçàíî â [3℄

P∞ −
∫ 2π

0
e

E
ef
1 cos ϕ+E

ef
2 sin ϕ

a psdϕ

∫ 2π

0
e

E
ef
1

cos ϕ+E
ef
2

sin ϕ

a dϕ

.Çäåñü a � íåêîòîðûé ïàðàìåòð ïîäëåæàùèé îïðåäåëåíèþ.Ñëåäóþùèé øàã ñâÿçàí ñ îïðåäåëåíèåì ýíåðãèè, íåîáõîäèìîé äëÿ ïîâîðîòàäîìåíà, êîãäà åãî âåêòîð ñïîíòàííîé ïîëÿðèçàöèè ìåíÿåò ñâîå íàïðàâëåíèå ñ psíà p
′

s. Ïîëàãàÿ, ÷òî ý��åêòèâíîå ïîëå ïîëó÷àåò ïðèðàùåíèå dEef , ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî ýíåðãèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ñëîìà ìåõàíèçìîâ çàïèðàíèÿ äîìåíà, ïðîïîðöèî-íàëüíà ïðèðàùåíèþ ýíåðãèè äîìåíà â ý��åêòèâíîì ïîëå, òîãäà áóäåì èìåòü
∆U∗ = C(p

′

s − ps) · dEef .Îïðåäåëÿÿ êîíñòàíòó C èç óñëîâèÿ ïîâîðîòà äîìåíà íà 1800, è ó÷èòûâàÿ ñðåäíèåõàðàêòåðèñòèêè, ïîëó÷èì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îáúåìà
∆U =

∫

Ω

k
dP 0 · dEef

|dEef |
,ãäå k � êîíñòàíòà òàêæå ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ.Äàëåå îöåíèì ðàáîòó ïîëÿ â ïîëÿðèçàöèîííîì ïðîöåññå

∆A =

∫

Ω

E · dP dΩ.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè öèêëè÷åñêîì èçìåíåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ çà ïîòåðèîòâå÷àåò ñëåäóþùèé èíòåãðàë
∆Ac = −

∫

Ω

P 0 · dEefdΩ.À ïîòåðè â èäåàëüíîì ñëó÷àå ïîëó÷èì, çàìåíÿÿ P 0 íà P∞, ò. å.
∆A∞ = −

∫

Ω

P∞ · dEefdΩ.



Îá îäíîé äâóìåðíîé ìîäåëè 65Òåïåðü èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ âèäå
∆Ac = ∆A∞ + ∆U.Ñ ó÷åòîì ïðîèçâîëüíîñòè îáúåìà èíòåãðèðîâàíèÿ è ïðèðàùåíèÿ ý��åêòèâíîãîïîëÿ, èìååì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå â äè��åðåíöèàëàõ

P 0 = P∞ − k
dP 0

|dEef |
.Ïåðåïèøåì åãî â âèäå

dP 0 =
1

k
|dEef |(P∞ − P 0)è çàìåòèì, ÷òî îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå â äè��åðåíöèàëàõ îòíîñèòåëü-íî dP 0. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò åãî ðåøàòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-áëèæåíèé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëíîé ïîëÿðèçàöèè çàìåòèì, ÷òî îíà ñêëàäûâàåòñÿèç îñòàòî÷íîé è èíäóöèðîâàííîé, ò. å.

P = P 0 + P e.Èíäóöèðîâàííóþ ñîñòàâëÿþùóþ, êîòîðàÿ âîçíèêàåò âñëåäñòâèå äå�îðìèðîâàíèÿäîìåííûõ ñòåíîê, áóäåì ìîäåëèðîâàòü ÷åðåç ïðåäåëüíóþ è îñòàòî÷íóþ ïîëÿðèçà-öèþ, à òàêæå ÷åðåç ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â âèäå
P e = c(P∞ − P 0) + βE.Â ýòîì ñîîòíîøåíèè ÷ëåí ñ êîý��èöèåíòîì β áûë ââåäåí íàìè. Êàê ïîêàçàëèäàëüíåéøèå ðàñ÷åòû èìåííî áëàãîäàðÿ ýòîìó êîý��èöèåíòó óäàåòñÿ ¾íàêëîíÿòü¿ãèñòåðåçèñíûå ïåòëè äèýëåêòðè÷åñêîãî îòêëèêà, ÷òî ïîçâîëÿåò áîëåå òî÷íî ïðè-áëèæàòü èõ ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì.Ïîñëåäíèé øàã ñâÿçàí ñ îïðåäåëåíèåì ïîëÿ îñòàòî÷íîé äå�îðìàöèè. Ïóñòüäëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ ïëîñêîé äå�îðìàöèè. Ïðè ìàëûõìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèÿõ â ëîêàëüíûõ îñÿõ, êîãäà îäíà èç îñåé

e2 =
P 0

|P 0|íàïðàâëåíà ïî âåêòîðó îñòàòî÷íîé ïîëÿðèçàöèè, èìååì äå�îðìàöèè ðàñòÿæåíèÿâ òîì æå íàïðàâëåíèè. À èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî íåñæèìàåìîñòè îñòàòî÷íûõ äå�îð-ìàöèé, ïîëó÷àåì
ε0 = εs(e2e2 − e1e1).×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Ïðåäñòàâëåííàÿ ìîäåëü ïîëÿðèçàöèè ïðåäíàçíà÷å-íà äëÿ îïèñàíèÿ ïîëåé îñòàòî÷íîé è ïîëíîé ïîëÿðèçàöèè è îñòàòî÷íîé äå�îðìà-öèè äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïüåçîêåðàìèê. Îíà èìååò ñåìü ïàðàìåòðîâ α, a, k, c, ps,

Ec, β, êîòîðûå ïîäáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëü-íûõ çàâèñèìîñòåé, íàïðèìåð ïåòåëü ãèñòåðåçèñà äèýëåêòðè÷åñêîãî îòêëèêà. Â êà-÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì èçìåíåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âäîëü îäíîéèç îñåé è ïðèâåäåì áîëüøóþ ïåòëþ ãèñòåðåçèñà, ò. å. èçìåíåíèå ïîëÿðèçàöèè âäîëü



66 Áåëîêîíü À.Â., �åðàñèìåíêî Ò.Å., Ñêàëèóõ À.Ñ.ýòîé æå îñè, êîãäà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå èçìåíÿåòñÿ öèêëè÷åñêè. Ýêñïåðèìåíòàëü-íàÿ êðèâàÿ äëÿ êåðàìèêè ÖÒÑ-19 áûëà ëþáåçíî ïðåäîñòàâëåííà íàì ñîòðóäíèêîìÍÈÈ ìåõàíèêè ÞÔÓ �îæêîâûì Å.Â. Íà ðèñóíêå 1 îíà èçîáðàæåíà êðàñíûì öâå-òîì. Íà ýòîì æå ðèñóíêå ÷åðíûì öâåòîì ïîêàçàíà ðàñ÷åòíàÿ êðèâàÿ, íàëîæåííàÿíà ýêñïåðèìåíòàëüíóþ. Äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ âûáðàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû ìî-äåëè (ñèñòåìà ÑÈ) α = 7.3 · 106, a = 9.79 · 105, k = 4.9 · 105, c = 0.1, ps = 0.432,
β = 1.4 · 10−8, Ec = 2.0 · 105.

�èñ. 1. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ è ðàñ÷åòíàÿ ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà.Âòîðîé ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò ñðàâíåíèå ìàëûõ ïåòåëü äèýëåêòðè÷åñêîãî ãè-ñòåðåçèñà. Â êà÷åñòâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ âçÿòû ðåçóëüòàòû çàðóáåæíûõàâòîðîâ [4℄, à ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâûå ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 2. Íà ðèñóíêå 3 ïî-êàçàíû ðàñ÷åòíûå êðèâûå. Ïîëó÷åíî êà÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèå äëÿ ñëåäóþùåãîíàáîðà ïàðàìåòðîâ α = 6.1 · 106, a = 8.79 · 105, k = 6.9 · 105, c = 0.15, ps = 0.55,
β = 0.8 · 10−9, Ec = 6.0 · 105. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî êàæäûé èç ïàðàìåòðîâ îòâå÷à-åò çà ïîâåäåíèå êðèâûõ. Ýòî äàåò óâåðåííîñòü âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ îï-òèìèçàöèîííûõ ìåòîäîâ, ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íîå ñîâïàäåíèå ýòèõ êðèâûõ.Â êà÷åñòâå òàêèõ ìåòîäîâ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ãèíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû.

�èñ. 2. Ìàëûå ïåòëè ãèñòåðåçèñà (ýêñ-ïåðèìåíò). �èñ. 3. Ìàëûå ïåòëè ãèñòåðåçèñà (ìî-äåëü).



Îá îäíîé äâóìåðíîé ìîäåëè 67Â çàâåðøåíèå ïðèâåäåì ïåòëþ äå�îðìàöèîííîãî ãèñòåðåçèñà, ò. å. çàâèñèìîñòüîñòàòî÷íîé äå�îðìàöèè îò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïîêàçàííóþ íà ðèñóíêå 4, ðàñ-ñ÷èòàííóþ ïî óêàçàííîé âûøå ìåòîäèêå.Âûâîäû. Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïîëÿ îñòàòî÷íîé ïîëÿðè-çàöèè è äå�îðìàöèè ïðè âîçäåéñòâèè íà ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèå ñåãíåòîýëåêòðè÷å-ñêèå ìàòåðèàëû ñèëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé ïðè ìàëûõ ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæå-íèÿõ. Ýòè ïîëÿ íåîáõîäèìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ óïðóãèõ, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ è äè-ýëåêòðè÷åñêèõ êîíñòàíò ëîêàëüíî íåîäíîðîäíî ïîëÿðèçîâàííîé êåðàìèêè.

�èñ. 4. Áîëüøàÿ äå�îðìàöèîííàÿ ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà òèïà ¾áàáî÷êà¿.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îíäà �ÔÔÈ (ãðàíò 08-01-00828-à) è ÔÖÏ(�îñêîíòðàêò � Ï-487). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Massad J. E., Smith R.C. A domain wall model for hysteresis in ferroele
tri
 materials //Journal of Intelligent Material Systems and Stru
tures, V. 14, 2003, pp. 455�471.[2℄ Smith R.C., Ounaies Z. A Domain Wall Model for Hysteresis in Piezoele
tri
Materials // Journal of Intelligent Material Systems and Stru
tures, Vol. 11, �1, 2000,pp. 62�79.[3℄ Òàìì È.Å. Îñíîâû òåîðèè ýëåêòðè÷åñòâà. Ì.:Íàóêà, 1966, 624 ñ.[4℄ M. Selten, G.A. S
hneider, V. Knoblau
h, R.M. M
Meeking On the evolution of thelinear material properties of PZT during loading history � an experivental study // Int.Journal of Solid and Stru
tures. 2005. Vol. 42, pp. 3953�3966.Belokon A.V., Gerasimenko T. E., Skaliukh A. S. A two-dimensional model ofpoly
rystalline ferroele
tri
s. The two-dimensional model to �nd the �eld of remanentpolarization and remanent strain in poly
rystalline ferroele
tri
 materials under the in�uen
eof strong ele
tri
al and small me
hani
al �elds are presented. A well-known one-dimensionalJile�Atherton's method of polarization is generalized to two-dimensional 
ase. Model 
an serveas the 
onstitutive relations in di�erential form.



ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÑËÎÈÑÒÎ-ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕÈ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ ��ÀÄÈÅÍÒÍÛÕ Ñ�ÅÄÁåëÿíêîâà Ò.È., Êàëèí÷óê Â.Â.Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-ÄîíóÍà ïðèìåðå ðÿäà êîíêðåòíûõ çàäà÷ äëÿ ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíûõ ñðåä äåìîíñòðè-ðóþòñÿ âîçìîæíîñòè óñîâåðøåíñòâîâàííûõ ìåòîäîâ èçó÷åíèÿ îñîáåííîñòåé äèíàìè-êè ñëîèñòî-íåîäíîðîäíûõ è �óíêöèîíàëüíî ãðàäèåíòíûõ ïîëóîãðàíè÷åííûõ òåë. Äëÿñëîèñòî-íåîäíîðîäíûõ ñòðóêòóð ïîäõîäû áàçèðóþòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè óñîâåðøåíñòâî-âàííûõ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè �ðèíà, ïîçâîëÿþùèõ èçó-÷àòü òîíêèå âîïðîñû âëèÿíèÿ ñòðóêòóðû ñðåäû (ìåõàíè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðà-ìåòðû, íàëè÷èå íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû) íà ñòðóêòóðó ïîâåðõíîñò-íîãî âîëíîâîãî ïîëÿ. Â ñëó÷àå �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðåäëà-ãàåòñÿ óñîâåðøåíñòâîâàííàÿ äâóõòî÷å÷íàÿ ñõåìà ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè �ðè-íà, ïîçâîëÿþùàÿ èçó÷àòü âëèÿíèå èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ è ãåîìåòðèè íåîäíîðîäíîé ñðåäû,à òàêæå íåîäíîðîäíîãî íà÷àëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ íà èçìåíåíèå åå äèíàìè÷å-ñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé.Íåîáõîäèìîñòü îáåñïå÷åíèÿ ïðî÷íîñòè äåòàëåé, âûïîëíåííûõ èç ñîâðåìåííûõêîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ è ðàáîòàþùèõ â óñëîâèÿõ ïîñòîÿííûõ äèíàìè÷åñêèõíàãðóçîê è âîçäåéñòâèÿ ïîëåé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, îáóñëàâëèâàåò íåîáõîäèìîñòüñîçäàíèÿ àäåêâàòíûõ ìîäåëåé, îòðàæàþùèõ âëèÿíèå âíåøíèõ âîçäåéñòâèé íà èç-ìåíåíèå äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà ñðåäû. �åøåíèå ýòîé ïðîáëåìûîïèðàåòñÿ íà âîçìîæíîñòü ý��åêòèâíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñàìèõ íåîäíîðîäíûõ ìà-òåðèàëîâ, èõ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ è âîëíîâûõ ïîëåé, âîçíèêàþùèõ ïîä äåé-ñòâèåì âíåøíèõ äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê. Îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò âåðè�èêàöèÿ ðå-çóëüòàòîâ è âîçìîæíîñòü ñîïîñòàâëåíèÿ ðàáîòû ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé.�àññìàòðèâàþòñÿ êîëåáàíèÿ ñëîèñòî íåîäíîðîäíîé ñðåäû ïîä äåéñòâèåì ïî-âåðõíîñòíîé íàãðóçêè q (x1, x2) e
−iω t, ðàñïðåäåëåííîé â îáëàñòè Ω. Ñðåäà ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî ïàêåò îäíîðîäíûõ ñëîåâ |x1| , |x2| 6 ∞, hk+1 6 x3 6 hk,

k = 1, 2, ...,M − 1, ëèáî ñëîé |x1| , |x2| 6 ∞, 0 6 x3 6 h ñ èçìåíÿþùèìèñÿ ïî ãëó-áèíå ñâîéñòâàìè, ñöåïëåííûå ñ îäíîðîäíûì óïðóãèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì x3 6 0.Âñå âåëè÷èíû â ñòðóêòóðå, îòíîñÿùèåñÿ ê m-ñëîþ îáîçíà÷èì èíäåêñîì n = m,ê ïîëóïðîñòðàíñòâó � èíäåêñîì n = M . Ìàòåðèàë ñðåäû ïîëàãàåòñÿ ïåðâîíà-÷àëüíî èçîòðîïíûì ãèïåðóïðóãèì, èìåþùèì óïðóãèé ïîòåíöèàë.Êðàåâàÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ ñëîèñòî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ óðàâ-íåíèÿìè äâèæåíèÿ:
∇ · Θ(n) = ρ(n)∂

2u(n)

∂t2
(1)ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ïîâåðõíîñòè è íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä

x3 = h1 : N · Θ(1) =

{
q (x1, x2, t) , x1, x2 ∈ Ω
0, x1, x2 /∈ Ω

(2)
x3 = hn : u(n) = u(n+1), N ·Θ(n) = N · Θ(n+1), n = 2, . . .M − 1 (3)



Îñîáåííîñòè äèíàìèêè ñëîèñòî-íåîäíîðîäíûõ è ãðàäèåíòíûõ ñðåä 69Çàìûêàþò çàäà÷ó óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè:
u(M) → 0 ïðè x3 → −∞ (4)Çäåñü u(n) = {u(n)

1 , u
(n)
2 , u

(n)
3 } � âåêòîð ïåðåìåùåíèé ïðîèçâîëüíîé òî÷êè,

q = {q1, q2, q3} � âåêòîð íàãðóçêè, N � âåêòîð íîðìàëè, Θ(n) � òåíçîð íàïðÿ-æåíèé m-ãî ñëîÿ (n = m) èëè ïîëóïðîñòðàíñòâà (n = M). Êîìïîíåíòû òåíçîðîâ
Θ(n) â âûðàæåíèÿõ (1) � (3) ïðåäñòàâëÿþòñÿ �îðìóëîé

θ
(n)
pl = χ

(n)
plmsu

(n)
s,m (5)Çäåñü χ(n)

pmls � óïðóãèå êîíñòàíòû, îïðåäåëÿþùèå çàêîí ñîñòîÿíèÿ ñëîÿ èëè ïîëó-ïðîñòðàíñòâà. Â ñëó÷àå èçîòðîïíîé ñðåäû îíè èìåþò âèä
χ

(n)
pmls = (δplδms + δmlδps)µ

(n)(x3) + δpmδlsλ
(n)(x3)

χ
(M)
pmls = (δplδms + δmlδps)µ

(M) + δpmδlsλ
(M)

(6)ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.Ïîëàãàÿ ðåæèì êîëåáàíèé óñòàíîâèâøèìñÿ, ðàññìîòðèì çàäà÷ó â ãàðìîíè÷å-ñêîé ïîñòàíîâêå. Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è (1)�(4) î êîëåáàíèÿõ íåîäíîðîäíîé,â òîì ÷èñëå ñëîèñòî-íåîäíîðîäíîé è �óíêöèîíàëüíî ãðàäèåíòíîé, ïîëóîãðàíè-÷åííîé ñðåäû â êîìïîíåíòíîé �îðìå, è ñõåìà åå ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû â [1�3℄. Ñëå-äóÿ òðàäèöèîííîé ñõåìå ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåì ê çàäà÷å (1)�(4) äâóìåðíîå ïðåîáðà-çîâàíèå Ôóðüå ïî êîîðäèíàòàì x1, x2 (α1, α2 � ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàíèÿ). Â ñëó-÷àå, êîãäà ñîñòàâëÿþùèå ñðåäû âûïîëíåíû èç îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà, ðåøåíèåïîëó÷åííîé çàäà÷è èùåì â âèäå (U (n)
p , p = 1, 2, 3 � òðàíñ�îðìàíòû Ôóðüå âåêòîðàñìåùåíèé ñðåäû u(n)):

U
(n)
l =

3∑
k=1

f
(n)
l k

[
g

(n)
k shσ

(n)
k x3 + d

(n)
k chσ

(n)
k x3

]
, l = 1, 2

U
(n)
3 =

3∑
k=1

f
(n)
3k

[
g

(n)
k chσ

(n)
k x3 + d

(n)
k shσ

(n)
k x3

]
, n = 1, . . . ,M − 1

(7)
U

(M)
l =

3∑

k=1

f
(M)
lk g

(M)
k eσ

(M)
k

x3 , l = 1, 2, 3 (8)
σ

(n)
k óäîâëåòâîðÿþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì:

(
σ

(n)
1

)2

− α2 + ρ(n)
(
λ(n) + 2µ(n)

)−1
χ2

2 = 0
(
σ

(n)
k

)2

− α2 + ρ(n)
(
µ(n)

)−1
χ2

2 = 0, (n = 1, . . . ,M ; k = 2, 3)
(9)Â ñëó÷àå, êîãäà îäèí èëè íåñêîëüêî ñëîåâ âûïîëíåíû èç ìàòåðèàëà ñ ïåðåìåí-íûìè ïî ãëóáèíå ñâîéñòâàìè, ðåøåíèå èùåì â âèäå:

U
(n)
k = Y

(n)
k =

6∑

m=1

c(n)
m (α1, α2 ) ykm (α1, α2, x3), k = 1, 2, ..., 6 (10)
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Y

(n)
k = Θ

(n)
k3 , Y

(n)
k+3 = U

(n)
k , k = 1, 2, 3 íîâûå íåèçâåñòíûå, îïðåäåëÿåìûå èç ðåøåíèÿñèñòåìû

Y(n)′ = M(n) (α1, α2, x3)Y
(n) (11)

M(n) � ìàòðèöû ðàçìåðà 6 × 6, ýëåìåíòû êîòîðûõ ïðèâåäåíû â [1�3℄.Íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû g
(n)
k , d

(n)
k è c(n)

k îïðåäåëÿòñÿ ïðè óäîâëåòâîðåíèè ãðà-íè÷íûõ óñëîâèé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîíñòàíò ïîëó÷àåìñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ â ìàòðè÷íîì âèäå ìîæíîïðåäñòàâèòü:
A · C = Q (12)Çäåñü â ðàìêàõ ïðèíÿòûõ â [1�3℄ îáîçíà÷åíèé C � âåêòîð íåèçâåñòíûõ êîíñòàíò,

Q � âåêòîð çàäàííîé íàãðóçêè (Q =↑ {Q∗
1, Q

∗
2, Q

∗
3, 0, . . . , 0}), ìàòðèöà A ïðåäñòà-âèìà â âèäå

A =

(
B(1) (h1) 0

A(1) (h2,...,M) B(M) (hM)

) (13)ïðè÷åì B(1) (h1) è B(M) (hM ) � ìàòðèöû ðàçìåðà 3×6 è 6×3, âèä êîòîðûõ ïîëíî-ñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè âåðõíåãî ñëîÿ è ïîäñòèëàþùåãî ïîëóïðîñòðàíñòâàñîîòâåòñòâåííî, è íå çàâèñèò îò ñâîéñòâ è êîëè÷åñòâà âîçìîæíûõ ïðîìåæóòî÷íûõñëîåâ [2, 3℄. Ìàòðèöû A è A(1) (h2,...,M) � êâàäðàòíûå, ðàçìåð îïðåäåëÿåòñÿ ãåî-ìåòðèåé çàäà÷è è ðàâåí ñîîòâåòñòâåííî 6 (M − 1) + 3 è 6 (M − 1). Ïðåäñòàâëåíèåìàòðèö (13) è âèä f (n)
mk ìîæíî íàéòè â [1 � 3℄. Òàêèì îáðàçîì, äèñïåðñèîííîå óðàâ-íåíèå çàäà÷è èìååò âèä (12), èññëåäóÿ ñâîéñòâà êîðíåé êîòîðîãî ìîæíî èçó÷àòüîñîáåííîñòè ñòðóêòóðû ïîâåðõíîñòíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ ñëîèñòî-íåîäíîðîäíîãî ïî-ëóïðîñòðàíñòâà.Ïðèìåíÿÿ ê ðåøåíèþ (7), (8), (10) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ðåøåíèåêðàåâîé çàäà÷è (1)�(4) ìîæåì çàïèñàòü â òðàäèöèîííîì âèäå:

u(n)(x1, x2, x3) =
1

8π2µ(1)

∫∫

Ω

k(n) (x1 − ξ, x2 − η, x3)q (ξ, η) dξdη (14)
k(n) (s, t, x3) =

∫

Γ1

∫

Γ2

K(n) (α1, α2, x3) e
−i(α1s+α2t)dα1dα2

K(n) (α1, α2, x3) =
∥∥∥K(n)

lp

∥∥∥
3

l,p=1Êîìïîíåíòû ìàòðèöû-�óíêöèè �ðèíà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìèíîðû ìàòðè-öû (13) [3℄.Èññëåäîâàíèå òàêèõ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñðåäû, êàê åå äèíàìè÷åñêàÿæåñòêîñòü, îñîáåííîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé â çîíå êîíòàêòà âîçìîæíîëèøü íà îñíîâå ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ êîíòàêòíûõ çàäà÷, êîòîðûå â ñâîþ î÷å-ðåäü ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâ-íåíèé òèïà (14) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõíàïðÿæåíèé ïðè çàäàííûõ ñìåùåíèÿõ â çîíå êîíòàêòà.Íà ïðèìåðå òðåõñëîéíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ æåñòêèì âêëþ÷åíèåì ïîêàçà-íî âëèÿíèå èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ âíåøíåãî ñëîÿ íà äèñïåðñèîííûå õàðàêòåðèñòè-êè, ñòðóêòóðó ïîâåðõíîñòíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ è äèíàìè÷åñêóþ æåñòêîñòü ñðåäû.



Îñîáåííîñòè äèíàìèêè ñëîèñòî-íåîäíîðîäíûõ è ãðàäèåíòíûõ ñðåä 71Íà ðèñ. 1 è 2 ïðèâåäåíû ãðà�èêè, èëëþñòðèðóþùèå âëèÿíèå ïîäàòëèâîñòè âíåø-íåãî ñëîÿ íà äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâàK(1)
33 (α, χ2) (ðèñ. 1) è îòíîñèòåëüíûå �àçîâûåñêîðîñòè (ðèñ. 2) â ñëó÷àå çàäà÷è î âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèÿõ òðåõñëîéíîãî ïîëó-ïðîñòðàíñòâà, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ãåîìåòðèÿ çàäà÷è (h1 = 1, h2 = 0.5, h3 = 0)è îòíîøåíèå ïàðàìåòðîâ âíóòðåííåãî ñëîÿ è ïîëóïðîñòðàíñòâà (µ(2)/µ(3) = 7

)�èê-ñèðîâàíû, ìåíÿåòñÿ òîëüêî îòíîøåíèå µ(1)/µ(3). Îíî ðàâíî 1 äëÿ ðèñ. à, 0.5 äëÿðèñ. á è 0.3 äëÿ ðèñ. â.
�èñ. 1. Âëèÿíèå ïîäàòëèâîñòè âíåøíåãî ñëîÿ òðåõñëîéíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ æåñòêèìâêëþ÷åíèåì íà äèñïåðñèîííûå êðèâûå.

�èñ. 2. Âëèÿíèå ïîäàòëèâîñòè âíåøíåãî ñëîÿ òðåõñëîéíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ æåñòêèìâêëþ÷åíèåì íà îòíîñèòåëüíûå �àçîâûå ñêîðîñòè.Êàê ñëåäóåò èç ãðà�èêîâ, óìåíüøåíèå æåñòêîñòè âåðõíåãî ñëîÿ ïðè �èêñèðî-âàííîé æåñòêîñòè âêëþ÷åíèÿ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êîëè÷åñòâà ìîä ïîâåðõíîñò-íûõ âîëí è ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèé ÷àñòîò èõ âîçíèêíîâåíèÿ.Èç ãðà�èêîâ ñëåäóåò, ÷òî èçìåíåíèå ïîäàòëèâîñòè âíåøíåãî ñëîÿ ñóùåñòâåííîâëèÿåò êàê íà äèàïàçîí èñ÷åçíîâåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé âîëíû, òàê è íà äèñïåðñèþñêîðîñòè. Â ÷àñòíîñòè ïðè çíà÷åíèÿõ γ1 = µ(1)/µ(3) ðàâíûõ 1 è 0.5 ñêîðîñòü ïî-âåðõíîñòíîé âîëíû ñíà÷àëà âîçðàñòàåò, äîñòèãàÿ ñêîðîñòè V
(3)
S , çàòåì èñ÷åçàåò(ñòàíîâèòñÿ êîìïëåêñíîé), à ïîòîì âíîâü ïîÿâëÿåòñÿ è óáûâàåò äî çíà÷åíèÿ V ï∗Rðýëååâñêîé âîëíû ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ïàðàìåòðàìè âíåøíåãî ñëîÿ. Óâåëè÷åíèåïîäàòëèâîñòè âíåøíåãî ñëîÿ ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïàðàìåò-ðîâ ïðèâîäèò ê ñóæåíèþ äèàïàçîíà èñ÷åçíîâåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé âîëíû è ê óìåíü-øåíèþ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ �àçîâîé ñêîðîñòè, ïðè γ1 = 0.3 ïåðâàÿ âîëíà íåèñ÷åçàåò.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ãðà�èêè èëëþñòðèðóþùèå âëèÿíèå ïîäàòëèâîñòè âíåøíå-ãî ñëîÿ òðåõñëîéíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ æåñòêèì âêëþ÷åíèåì íà âåùåñòâåííóþ(ðèñ. à) è ìíèìóþ (ðèñ. á) ñîñòàâëÿþùèå äèíàìè÷åñêîé æåñòêîñòè ñðåäû Q (χ2).
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�èñ. 3. Âëèÿíèå ïîäàòëèâîñòè âíåøíåãî ñëîÿ òðåõñëîéíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ æåñòêèìâêëþ÷åíèåì íà äèíàìè÷åñêóþ æåñòêîñòü ñðåäû.Öè�ðàìè 1, 2, 3 íà ðèñóíêàõ îòìå÷åíû êðèâûå äèíàìè÷åñêîé æåñòêîñòè, ðàñ-ñ÷èòàííûå äëÿ γ1 = 1, γ1 = 0.5 è γ1 = 0.3. Äëÿ ñðàâíåíèÿ öè�ðîé 0 îòìå÷åíàäèíàìè÷åñêàÿ æåñòêîñòü îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà.Êàê ñëåäóåò èç ãðà�èêîâ, óâåëè÷åíèå ïîäàòëèâîñòè (ñìÿã÷åíèå) âíåøíåãî ñëîÿñóùåñòâåííî óñèëèâàåò îñöèëëÿöèþ êàê ðåàëüíîé, òàê è ìíèìîé ñîñòàâëÿþùåéäèíàìè÷åñêîé æåñòêîñòè ñðåäû, íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíûé ñäâèã êðèâûõ â íèç-êî÷àñòîòíóþ îáëàñòü.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (09-01-00695, 09-08-01065,09-08-96527-þã), Ïðåçèäèóìà �ÀÍ (íàïðàâëåíèå � 12 ïðîãðàììû � 4Ï �ÀÍ, ïðî-ãðàììû � 11Ï �ÀÍ). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Êàëèí÷óê Â.Â., Áåëÿíêîâà Ò.È. Äèíàìè÷åñêèå êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ ïðåäâàðè-òåëüíî íàïðÿæåííûõ òåë. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2002. 240 ñ.[2℄ Êàëèí÷óê Â.Â., Áåëÿíêîâà Ò.È. Äèíàìè÷åñêèå êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ ïðåäâàðè-òåëüíî íàïðÿæåííûõ ýëåêòðîóïðóãèõ òåë. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2006. 272 
.[3℄ Êàëèí÷óê Â.Â., Áåëÿíêîâà Ò.È.Äèíàìèêà ïîâåðõíîñòè íåîäíîðîäíûõ ñðåä. Ì.: Ôèç-ìàòëèò, 2009. 312 ñ.Belyankova T. I., Kalin
huk V.V. Dynami
s features of layered inhomogeneous andfun
tionally gradient media. By example of spe
i�
 problems for stru
turally inhomogeneousmedia, the 
apabilities of improved methods are demonstrated for analysis of dynami
sfeatures for layered heterogeneous and fun
tionally gradient semi-bound bodies. For layeredheterogeneous stru
tures, the approa
hes are based upon improved numeri
ally analyti
almethods of a Green fun
tion 
onstru
tion. In the 
ase of fun
tionally gradient half-spa
e, animproved two-point s
heme is proposed for numeri
al 
onstru
tion of a Green fun
tion. A
omparative analysis of various models is 
arried out.



ÌÍÎ�ÎÊ�ÀÒÍÛÅ ÏÅ�ÅÎÒ�ÀÆÅÍÈß ÂÛÑÎÊÎ×ÀÑÒÎÒÍÛÕÂÎËÍ Â ÇÀÄÀÍÍÎÉ ÄÅÊÀ�ÒÎÂÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ ÊÎÎ�ÎÄÈÍÀÒÁîåâ Í.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèè íà îñíîâå èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé�èçè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèè Êèðõãî�à ïîëó÷åíà ÿâíàÿ �îðìóëà äëÿ àìïëèòóäû ïðî-äîëüíîé âûñîêî÷àñòîòíîé âîëíû, ìíîãîêðàòíî ïåðåîòðàæåííîé îò ñêîïëåíèÿ ïîëîñòåé,íàõîäÿùèõñÿ â áåñêîíå÷íîé óïðóãîé ñðåäå. Òðàåêòîðèÿ ëó÷à, âäîëü êîòîðîãî èññëåäó-åòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâåííóþ ëîìàíóþ ëèíèþ èðàññìàòðèâàåòñÿ â íåêîòîðîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Ââåäåíèå. Â óëüòðàçâóêîâîì íåðàçðóøàþùåì êîíòðîëå (ÓÇÍÊ) îñíîâíàÿ÷àñòü ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ è ðåêîíñòðóêöèè �îðìû äå�åêòîâ âóïðóãèõ ìàòåðèàëàõ îñíîâàíà íà îçâó÷èâàíèè äå�åêòîâ è èõ ñêîïëåíèé âîëíàìèðàñòÿæåíèÿ�ñæàòèÿ [3℄. Â ñâÿçè ñ ýòèì âàæíûì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ðàññåÿ-íèÿ ïðîäîëüíûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòÿõ ñêîïëåíèÿ ïðåïÿòñòâèé â óïðóãèõ ñðåäàõ ñó÷åòîì èõ ïåðåîòðàæåíèé.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü èç òî÷êè x0 áåñêîíå÷íîé óïðóãîé ñðåäû íà ãðà-íè÷íóþ ïîâåðõíîñòü íàõîäÿùåéñÿ â íåé ïîëîñòè ïàäàåò ñ�åðè÷åñêàÿ ìîíîõðîìà-òè÷åñêàÿ âûñîêî÷àñòîòíàÿ âîëíà.Âîëíà ïîðîæäàåòñÿ ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êå x0ñèëîé Qe−iωt, ãäå ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé. Ïðè ýòîì ïåðåìåùåíèÿ â òî÷êå y óïðó-ãîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöåé Êóïðàäçå [4℄.
U

(k)
j (y, x0) = U

(k)
jp (y, x0) + U

(k)
js (y, x0), k, j = 1, 2, 3, (1)

U
(k)
jp (y, x0) = − 1
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(
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)
, R0 = |x0 − y|,

U
(k)
js (y, x0) =

1

4πρω2

(
k2
sδkj

(
eiksR0

R0

)
+

∂2

∂yk∂yj

(
eiksR0

R0

))
.Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü, λ, µ � êîý��èöèåíòû Ëÿìý, kp = ω

cp
, ks = ω

cs
, cp, cs �âîëíîâûå ÷èñëà è ñêîðîñòè ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé âîëí, δkj � ñèìâîëû Êðî-íåêåðà. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå àìïëèòóäû N ðàç ïåðåîòðàæåííîéïðîäîëüíîé âîëíû îò ïîâåðõíîñòåé ñêîïëåíèÿ ïîëîñòåé â óïðóãîé ñðåäå.Ìåòîä ðåøåíèÿ. Çàâèñèìîñòü õàðàêòåðèñòèê çàäà÷è îò âðåìåíè ìîíîõðî-ìàòè÷åñêàÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïåðåìåùåíèé â óïðóãîé ñðåäå îíà èìååò âèä:

u(x1, x2, x3, t) = Re (u(x1, x2, x3)exp(−iωt)). Ìàòðèöà Êóïðàäçå îïðåäåëÿåò â òî÷-êå y â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè q = x0y

|x0y| íåíóëåâûå ïåðåìåùåíèÿ â ïðîäîëüíîé(p -âîëíå) è ïîïåðå÷íîé (s -âîëíå) âîëíàõ.
u(p)
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k2
p
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2
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− 2
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)
eikpR0

R0
, Qq = (Q, q),
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u(s)

q1
(y) = Qq1q1

k2
s

4πρω2

(
1 − i

1

ksR0
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(ksR0)2

)
eiksR0

R0
, Qq1 = (Q, q1).Òàíãåíöèàëüíîå íàïðàâëåíèå q1 ïåðïåíäèêóëÿðíî q; Qq è Qq1 � ïðîåêöèè ñèëû

Q íà íàïðàâëåíèÿ q è q1. Â âûñîêî÷àñòîòíîì ðåæèìå êîëåáàíèé ïðè kp → ∞ è
ks → ∞ â íàïðàâëåíèÿõ q è q1 èìååì àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåìåùå-íèé â ïàäàþùåé âîëíå
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q (y) = Qqq
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u(s)
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(y) = Qq1q1
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s

4πρω2

eiksR0

R0

(
1 +O

(
1

ksR0

))
, (3)Êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé â îòðàæåííîé îò ñâîáîäíîé ãðàíè÷íîé ïîâåðõ-íîñòè âîëíå â òî÷êå x óïðóãîé ñðåäû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì èíòåãðàëîì Ñî-ìèëüÿíû [5℄

Uk(x) =

∫∫

S

Ty(U
(k)(y, x))u(y)dSy, (4)

Ty(U
(k)(y, x)) = 2µ

∂U(k)

∂n
+ λndiv(U(k)) + µ(n× rot(U(k))), (5)ãäå ìàòðèöà Êóïðàäçå U(k)(y, x) ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû U(k)(y, x0) (1) çàìåíîé x0íà x è R0 íà R = |y−x|, Ty � âåêòîð ñèëû â òî÷êå y, u(y) � âåêòîð ïîëíîãî ïîëÿïåðåìåùåíèé íà ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè, n � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S. Âûäåëèìâ âåêòîðàõ ïîëíîãî ïåðåìåùåíèÿ íà ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè è â âåêòîðå ñèëû Tyâ òî÷êå y ñëàãàåìûå, îïðåäåëÿåìûå ïðîäîëüíîé (p) è ïîïåðå÷íîé (s) âîëíàìè.�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ãåîìåòðèÿ ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè òàêîâà, ÷òî òðàåêòî-ðèÿ ëó÷à x0 − y∗1 − y∗2 − ... − y∗N − xN+1 ïðèâîäèò ê p − p− p − ... − p îòðàæåíèþ.Ïðÿìîå èñïîëüçîâàíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (4) ïî âñåé çîíå ¾ñâåòà¿ äëÿîòðàæåííûõ âîëí íåâîçìîæíî [1℄, òàê êàê îíî íå îïèñûâàåò ìíîãîêðàòíî îòðàæåí-íûõ âîëí. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìíîãîêðàòíîì ïåðåîòðàæåíèè áóäåì èñõîäèòü èçìîäè�èêàöèè [1℄ èíòåãðàëüíîé �îðìóëû (4). Àìïëèòóäà ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùå-íèÿ N ðàç îòðàæåííîãî ëó÷à â òî÷êå xN+1 îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíîé ñ�åðè÷åñêîéñèñòåìû êîîðäèíàò r, θ, ψ â òî÷êå y∗N ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ èí-òåãðàëîì
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u

(p)
θ (xN+1) = 0, u

(p)
ψ (xN+1) = 0,

ϕp = |x0 − y1| + |y1 − y2| + ... + |yN−1 − yN | + |yN − yN+1|,
L0 = |x0 − y∗1|, Ln−1 = |y∗n−1 − y∗n|, n = 2, ..., N ;LN = |y∗N − xN+1|,



Ìíîãîêðàòíûå ïåðåîòðàæåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ âîëí 75ãäå L0 � ðàññòîÿíèå ìåæäó èçëó÷àòåëåì x0 è ïåðâîé òî÷êîé çåðêàëüíîãî îòðàæå-íèÿ y∗1, LN � ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðèåìíèêîì xN+1 è ïîñëåäíåé òî÷êîé çåðêàëü-íîãî îòðàæåíèÿ y∗N , Ln−1(n = 2, 3...N) � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè çåðêàëüíîãîîòðàæåíèÿ y∗n−1 è yn. S∗
1 , S

∗
2 , ..., S

∗
N � îêðåñòíîñòè òî÷åê çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ,

Vpp(y
∗
n) � êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ p � âîëíû [2℄ â òî÷êàõ çåðêàëüíîãî îòðàæå-íèÿ y∗n, n = 1, 2, ..., N . q0

n � îðò íàïðàâëåíèÿ ïàäåíèÿ âîëíû è in, jn,kn � îðòîíîð-ìèðîâàííûé áàçèñ ëîêàëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â òî÷êå y∗n, êîòîðûåçàäàíû êîîðäèíàòàìè â îñíîâíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðèìåíÿÿ äëÿîöåíêè ïðè kp → ∞ 2N êðàòíîãî èíòåãðàëà Ñîìèëüÿíû (6) ìåòîä ìíîãîìåðíîé(2N êðàòíîé) ñòàöèîíàðíîé �àçû[6℄, ïîëó÷àåì àìïëèòóäó ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùå-íèÿ â N ðàç ïåðåîòðàæåííîé p � âîëíå.
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∗
N , ó÷àñòâóþ-ùèõ â îòðàæåíèè ëó÷à. Ôîðìóëà (7) äëÿ ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ â îòðàæåííîéâîëíå óñòàíàâëèâàåò åãî çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, êîòîðûå îïðåäåëÿþò-ñÿ ãëàâíûìè êðèâèçíàìè, ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó òî÷êàìè çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ,óäàëåíèåì èñòî÷íèêà âîëíû îò ïåðâîé òî÷êè îòðàæåíèÿ, óäàëåíèåì òî÷êè ïðèåìà



76 Áîåâ Í.Â.îò ïîñëåäíåé òî÷êè îòðàæåíèÿ, íàïðàâëåíèÿìè ïàäàþùèõ è îòðàæåííûõ âîëí,êîý��èöèåíòàìè îòðàæåíèÿ Vpp(y∗n) p � âîëíû â òî÷êàõ çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ
y∗n, n = 1, 2, ..., N . Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü �îðìóëû (7) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðå-ìåùåíèå â îòðàæåííîé ïðîäîëüíîé âîëíå â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëàå¼ ïåðåîòðàæåíèé ïîëó÷åíî â çàìêíóòîì âèäå. Ïðàêòè÷åñêàÿ âàæíîñòü �îðìó-ëû (7) îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî âû÷èñëåíèå àìïëèòóäû ïåðåìåùåíèÿ â ïåðåîòðàæåí-íîé N ðàç ïðîäîëüíîé âîëíå ñâåäåíî ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëèòåëÿ ñèììåòðè÷íîéëåíòî÷íîé ìàòðèöû �åññå ïîðÿäêà 2N ñ øèðèíîé ëåíòû, ðàâíîé ñåìè, êîòîðûé íàñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðàõ âû÷èñëÿåòñÿ â ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè. Òàêèì îá-ðàçîì, â ðàáîòå ïîëó÷åí ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ïåðåìåùåíèé â ïåðåîòðàæåí-íîé ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ïðîäîëüíîé âîëíå îò ïîâåðõíîñòåé ñèñòåìûïîëîñòåé, íàõîäÿùèõñÿ â áåñêîíå÷íîé óïðóãîé ñðåäå. Ôîðìóëà (7) äëÿ àìïëèòó-äû ïåðåìåùåíèÿ N ðàç ïåðåîòðàæåííîé p � âîëíû îòëè÷àåòñÿ îò �îðìóëû äëÿàìïëèòóäû äàâëåíèÿ â N ðàç ïåðåîòðàæåííîé àêóñòè÷åñêîé âîëíå, ïðèñóòñòâèåìíåñóùåñòâåííîãî ìíîæèòåëÿ è ïðîèçâåäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ Vpp(y

∗
n)

p � âîëíû â òî÷êàõ çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ y∗n, n = 1, 2, ..., N .Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ 10-01-00557à.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áîðîâèêîâ Â.À., Êèíáåð Á.Å. �åîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ äè�ðàêöèè. Ì.: Ñâÿçü, 1978.248 ñ.[2℄ �ðèí÷åíêî Â.Ò., Ìåëåøêî Â.Â. �àðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ è âîëíû â óïðóãèõ òåëàõ.Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1981. 284 ñ. Åðìîëîâ È.Í. Òåîðèÿ è ïðàêòèêà óëüòðàçâóêîâîãîêîíòðîëÿ. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1981. 240 ñ.[3℄ Êóïðàäçå Â.Ä. Ìåòîäû ïîòåíöèàëà â òåîðèè óïðóãîñòè. Ì.: Ôèçìàòãèç, 1963. 472 ñ.[4℄ Íîâàöêèé Â. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Ìèð, 1975. 872 ñ.[5℄ Ôåäîðþê Ì.Â. Ìåòîä ïåðåâàëà. Ì.: Íàóêà, 1977. 368 ñ.Boev N.V. Multiple high frequen
y waves re�e
tions in provided 
artesian 
oordinates.Expli
it formula, based on Kir
hho� physi
al di�ra
tion theory's integral representation, ofamplitude of high frequen
y longitudinal wave multiply re�e
ted from a number of planes,whi
h are 
ontained in in�ntely elasti
 environment, is derived in terms of geometri
al theoryof di�ra
tion.Tra
k of the ray,along whi
h distribution of the wave is probed, is a widespreadbroken line, and it is examined in some 
artesian 
oordinates.



Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ ÁÈÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎ�Î ÀÍÀËÈÇÀ Ê ÄÀÍÍÛÌ×ÈÑËÅÍÍÎ�Î ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß ÂÎËÍÎÂÛÕ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂÂ �ÈÏÅ�ÇÂÓÊÎÂÎÌ ÓÄÀ�ÍÎÌ ÑËÎÅÁóíòèí Ä.À., Ïîïëàâñêàÿ Ò.Â.Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêèèì. Ñ.À. Õðèñòèàíîâè÷à ÑÎ �ÀÍ, ÍîâîñèáèðñêÍîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÁèñïåêòðàëüíûé àíàëèç áûë ïðèìåíåí ê ðåçóëüòàòàì ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-âàíèÿ íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ãèïåðçâóêîâîì óäàðíîì ñëîå íà ïëàñòèíå ïîäâîçäåéñòâèåì ëîêàëèçîâàííûõ âîçìóùåíèé òèïà âäóâ�îòñîñ, ââîäèìûõ â óäàðíûé ñëîéñ ïîâåðõíîñòè ìîäåëè.1. Îáúåêò èññëåäîâàíèé. Ïðè äâèæåíèè ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ñ âûñîêîéñêîðîñòüþ â âåðõíèõ ñëîÿõ àòìîñ�åðû ðåæèì âÿçêîãî óäàðíîãî ñëîÿ (ÂÓÑ) ðåà-ëèçóåòñÿ äàæå íà çíà÷èòåëüíîì ðàññòîÿíèè îò ïåðåäíèõ êðîìîê. Âÿçêèé óäàðíûéñëîé ñîñòîèò èç òîëñòîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è òîíêîé çîíû íåâÿçêîãî òå÷åíèÿ çàãîëîâíîé óäàðíîé âîëíîé. Èññëåäîâàíèå ðàçâèòèÿ âîçìóùåíèé è ïîíèìàíèå ìå-õàíèçìîâ íåóñòîé÷èâîñòè âÿçêîãî óäàðíîãî ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåìðàçðàáîòêè ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ ëàìèíàðíî-òóðáóëåíòíûì ïåðåõî-äîì ïðè ãèïåðçâóêîâîì îáòåêàíèè ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ. Àíàëèç ëàìèíàðíî-òóðáóëåíòíîãî ïåðåõîäà â ïîãðàíè÷íîì ñëîå òðàäèöèîííî íà÷èíàþò ñ çàäà÷è âîñ-ïðèèì÷èâîñòè, ò. å. âîçáóæäåíèÿ âîëí íåóñòîé÷èâîñòè. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâ-ëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ëîêàëèçîâàííîé âîñïðèèì÷èâîñòè, ò. å. èññëåäîâàíèå õàðàê-òåðèñòèê âîçìóùåíèé, ãåíåðèðóåìûõ â ãèïåðçâóêîâîì óäàðíîì ñëîå íà ïëàñòèíåïîä óãëîì àòàêè âîçäåéñòâèåì âîçìóùåíèé, ââîäèìûõ â óäàðíûé ñëîé ëîêàëüíî ñïîâåðõíîñòè ìîäåëè. Äëÿ îáðàáîòêè äàííûõ èñïîëüçîâàëñÿ áèñïåêòðàëüíûé àíà-ëèç, êîòîðûé âïåðâûå ïðèìåíåí ê äàííûì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.2. Ìåòîäèêà. �àñ÷åòíîå èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòàïðîãðàìì, ñîçäàííîãî â ÈÒÏÌ ÑÎ �ÀÍ, íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïîëíûõ äâóìåðíûõíåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåì ñêâîçíîãî ñ÷åòàâûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè [1℄. Âîçìóùåíèÿ òèïà ïåðèîäè÷åñêîãî âäóâà�îòñîñà,ãåíåðèðóåìûå íà ïîâåðõíîñòè òåëà âáëèçè ïåðåäíåé êðîìêè, ìîäåëèðîâàëèñü çàäà-íèåì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ ïîïåðå÷íîãî ìàññîâîãî ðàñõîäà íà íåêîòîðîì ó÷àñò-êå ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû [2℄.Äëÿ âàëèäàöèè ðàñ÷åòíûõ äàííûõ èñïîëüçîâàëèñü ýêñïåðèìåíòàëüíûå èçìå-ðåíèÿ ïóëüñàöèé ïëîòíîñòè, âûïîëíåííûå â ãèïåðçâóêîâîé àçîòíîé àýðîäèíàìè-÷åñêîé òðóáå Ò-327À ÈÒÏÌ ÑÎ �ÀÍ ïðè ÷èñëå Ìàõà Ì = 21, �èêñèðîâàííîìåäèíè÷íîì ÷èñëå �åéíîëüäñà Re1 = 6 ∗ 105 è òåìïåðàòóðå òîðìîæåíèÿ T0 = 1200Êìåòîäîì ýëåêòðîííî-ïó÷êîâîé �ëþîðåñöåíöèè [2℄. Äëÿ âûÿâëåíèÿ ý��åêòîâ íåëè-íåéíîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå è äàííûå ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-íèÿ àíàëèçèðîâàëèñü ïðè ïîìîùè ñïåêòðîâ áèêîãåðåíòíîñòè. Ìåòîä áèêîãåðåíò-íîñòè ïîçâîëÿåò íå òîëüêî âûÿâèòü íåëèíåéíûå ïðîöåññû, íî îïðåäåëèòü íåêî-òîðûå õàðàêòåðèñòèêè íåëèíåéíûõ âçàèìîäåéñòâèé: àìïëèòóäó âçàèìîäåéñòâèé è



78 Áóíòèí Ä.À., Ïîïëàâñêàÿ Ò.Â.÷àñòîòû âîëí, ó÷àñòâóþùèõ âî âçàèìîäåéñòâèÿõ. Ìåòîä áèêîãåðåíòíîñòè âïåðâûåáûë ïðèìåíåí äëÿ àíàëèçà ðàñ÷åòíûõ äàííûõ. Äëÿ ýòîãî ìåòîä áûë íåñêîëüêîóñîâåðøåíñòâîâàí.3. �åçóëüòàòû. Â ðàñ÷åòàõ èçó÷àëîñü ïîâåäåíèå ïóëüñàöèé ïëîòíîñòè è ïóëü-ñàöèé äàâëåíèÿ â óäàðíîì ñëîå íà ïëàñòèíå ñ èçìåíåíèåì óãëà àòàêè. Ïðîâåäåíûïàðàìåòðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, âêëþ÷àþùèå âàðèàöèè èíòåíñèâíîñòè è ïîëîæå-íèÿ èñòî÷íèêà âîçìóùåíèé. Òàêàÿ èí�îðìàöèÿ âàæíà äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿèíòåíñèâíîñòüþ ïóëüñàöèé â óäàðíîì ñëîå ñ ïîìîùüþ âäóâà�îòñîñà. Íà îñíîâåÔóðüå-àíàëèçà ðàñ÷åòíûõ äàííûõ áûëè ïîëó÷åíû ñïåêòðàëüíûå àìïëèòóäû âîç-ìóùåíèé ïëîòíîñòè íà ãðàíèöå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Íà ðèñóíêàõ 1 è 2 ïðèâåäå-íû çíà÷åíèÿ ýòèõ àìïëèòóä ïóëüñàöèé ïëîòíîñòè äëÿ îñíîâíîé ÷àñòîòû è ïåðâîéãàðìîíèêè â çàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ. Âèäíî, ÷òî íåëè-íåéíîñòü íà îñíîâíîé ÷àñòîòå íå ïðîÿâëÿåòñÿ (ðèñ. 1), â òîæå âðåìÿ íàáëþäàåòñÿíåëèíåéíûé ðîñò ïåðâîé ãàðìîíèêè (ðèñ. 2).

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû îñíîâ-íîé âîëíû îò àìïëèòóäû ââîäèìûõâîçìóùåíèé �èñ. 2. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ãàðìî-íèêè îò àìïëèòóäû ââîäèìûõ âîçìó-ùåíèéÏî ñïåêòðàì áèêîãåðåíòíîñòè îïðåäåëåíî, ÷òî ãàðìîíèêà ââîäèìûõ âîçìóùå-íèé, êàê äëÿ ýêñïåðèìåíòà, òàê è äëÿ ðàñ÷åòíûõ äàííûõ, ðàñòåò áëàãîäàðÿ íåëè-íåéíîìó âçàèìîäåéñòâèþ. Âûÿâëåíû äðóãèå íåëèíåéíûå âçàèìîäåéñòâèÿ, íå âè-äèìûå â ÿâíîé �îðìå íà ñïåêòðàõ ïóëüñàöèé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîìîùè ìåòî-äà áèêîãåðåíòíîñòè îáíàðóæåíà ãåíåðàöèÿ âòîðîé ãàðìîíèêè ââîäèìûõ âîçìóùå-íèé (ðèñ. 3). Íà ðèñóíêå âûäåëÿþòñÿ äâà ïèêà: (f1, f2) = (38,4 ê�ö, 38,4 ê�ö),
f3 = f1 + f2 = 76,8 ê�ö = 2f0 (ãåíåðàöèÿ ïåðâîé ãàðìîíèêè îñíîâíîé âîëíû);
(f1, f2) = (38,4 ê�ö, 76,8 ê�ö), f3 = f1 + f2 = 115,2 ê�ö = 3f0 (ãåíåðàöèÿ âòîðîéãàðìîíèêè îñíîâíîé âîëíû).Áèñïåêòðàëüíûé àíàëèç òàêæå ïîêàçàë, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè óãëà àòàêè àì-ïëèòóäà ââîäèìûõ âîçìóùåíèé ïàäàåò, íî êàðòèíà íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ ïîõîæàíà ñëó÷àé íóëåâîãî óãëà àòàêè ïðè ñóùåñòâåííî áîëüøèõ àìïëèòóäàõ ââîäèìûõâîçìóùåíèé.
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�èñ. 3. Ñïåêòð áèêîãåðåíòíîñòè ðàñ÷åòíûõ äàííûõ äëÿ ñëó÷àÿ âîçäåéñòâèÿ âîç-ìóùåíèÿ âäóâ�îòñîñ ñ f = 38.4 ê�öÂ ðàáîòå òàêæå ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïóëüñàöèé â ÂÓÑ, ñîçäàâà-åìûõ ìíîãî÷àñòîòíûì íåñòàöèîíàðíûì ïåðèîäè÷åñêèì èñòî÷íèêîì íà ïîâåðõíî-ñòè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èí�îðìàöèè î íåëèíåéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âîëíîâîé êàðòèíûâ ÂÓÑ âíîâü áûë ïðèìåíåí áèñïåêòðàëüíûé àíàëèç (ðèñ. 4). Ìíîãî÷èñëåííûå ïè-êè íà ðèñ. 4 ïîêàçûâàþò íåëèíåéíóþ ãåíåðàöèþ ãàðìîíèê îñíîâíûõ âîëí (6 ê�öè 7,3 ê�ö), à òàêæå âîëí ñ ðàçëè÷íûìè êîìáèíàöèîííûìè ÷àñòîòàìè.

�èñ. 4. Ñïåêòð áèêîãåðåíòíîñòè ðàñ÷åòíûõ äàííûõ äëÿ äâóõ èñòî÷íèêîâ âîçìó-ùåíèé ñ f1 = 6 ê�ö è f2 = 7,3 ê�ö



80 Áóíòèí Ä.À., Ïîïëàâñêàÿ Ò.Â.4. Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ïðèâåäåíû äàííûå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàç-âèòèÿ âîçìóùåíèé â ãèïåðçâóêîâîì óäàðíîì ñëîå íà ïëàñòèíå ïîä óãëîì àòàêè ïðèáîëüøèõ ÷èñëàõ Ìàõà (M = 21) è óìåðåííûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà ReL = 1.44×105.Âïåðâûå äëÿ âîçìóùåíèé â ãèïåðçâóêîâûõ óäàðíûõ ñëîÿõ âûïîëíåí áèñïåê-òðàëüíûé àíàëèç ìàññèâîâ ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ âûÿâëå-íèÿ íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âîçìóùåíèé.Â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ ÂÓÑ ñ íà÷àëüíûìè âîçìóùåíèÿìè âûñîêîé àìïëèòó-äû îäíîâðåìåííî íà äâóõ ÷àñòîòàõ ïîêàçàíî ïîÿâëåíèå êîìáèíàöèîííûõ ÷àñòîò �ñóììàðíûõ è ðàçíîñòíûõ � è èõ âçàèìîäåéñòâèå äðóã ñ äðóãîì.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò �09-08-00679),ÀÖÂÏ (ïðîåêòà �2.1.1/3963) è ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðå-çèäèóìà �ÀÍ �11 (ïðîåêò �9).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Êóäðÿâöåâ À.Í., Ïîïëàâñêàÿ Ò.Â., Õîòÿíîâñêèé Ä.Â. Ïðèìåíåíèå ñõåì âûñîêîãîïîðÿäêà òî÷íîñòè ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåñòàöèîíàðíûõ ñâåðõçâóêîâûõ òå÷åíèé //Ìàò. Ìîäåëèðîâàíèå. 2007. Ò. 19. � 7, C. 39�55.[2℄ Êóäðÿâöåâ À.Í., Ìèðîíîâ Ñ. �., Ïîïëàâñêàÿ Ò.Â., Öûðþëüíèêîâ È.Ñ. Ýêñïåðèìåí-òàëüíîå èññëåäîâàíèå è ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ âîçìóùåíèé ââÿçêîì óäàðíîì ñëîå íà ïëîñêîé ïëàñòèíå // ÏÌÒÔ. 2006. Ò.47. � 5. Ñ. 3�15.Bountin D., Poplavskaya T. Bispe
tral analysis appli
ation to 
al
ulation result ofwaves evolution in hypersoni
 sho
k layer . Results of 
al
ulation resear
h of nonlinear wavepro
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k layer on a �at plate with introdu
tion of thearti�
ial disturban
es (blowing-su
tion type) entered into a sho
k layer from a surfa
e. Fornonlinear intera
tion dete
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ÈÒÅ�ÀÖÈÎÍÍÛÅ Ï�ÎÖÅÑÑÛ Â ÎÁ�ÀÒÍÛÕÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕÂàòóëüÿí À.Î.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÞæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ, ÂëàäèêàâêàçÎáñóæäåíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû îðãàíèçàöèè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ïðè ðåøåíèèíåëèíåéíûõ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ïî âîññòàíîâëåíèþ íåîäíîðîäíûõ õàðàêòåðèñòèê òâåð-äûõ òåë ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû àêóñòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ. Ïåðâûé èç íèõ îïèðàåòñÿíà òðàäèöèîííóþ ïðîöåäóðó òèïà Íüþòîíà è âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ïî Ôðåøå îò èñ-õîäíûõ îïåðàòîðîâ. Òàêîé ïîäõîä ñî÷åòàåò ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ ïðÿìûõ çàäà÷ è îáðàùå-íèå âïîëíå íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà À. Í. Òèõîíîâà. Âòîðîé ïîäõîäîñíîâàí íà ñî÷åòàíèè ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è è çàäà÷è Êîøè äëÿ äè��åðåíöèàëüíî-ãî îïåðàòîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîäõîäîâ, ïðåäñòàâëåíïðèìåð î íàõîæäåíèè ìîäóëÿ ñäâèãà â ñëîå.1. Ââåäåíèå. Ìîäåëè íåîäíîðîäíûõ ñðåä âñå ÷àùå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ìîäå-ëèðîâàíèè â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè [1, 2℄. Ïðè ýòîì ðàñ-÷åòû �èçè÷åñêèõ ïîëåé â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ òðåáóþò èñïîëüçîâàíèÿ íå òîëü-êî ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé, íî è çíàíèÿ �óíêöèé , çàäàþùèõíåîäíîðîäíîñòü. Èäåíòè�èêàöèÿ íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ òâåðäûõ òåë ïî äàííûìàêóñòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ-îäíà èç âàæíåéøèõ çàäà÷ ñîâðåìåííîé ìåõàíèêè ìà-òåðèàëîâ è òåõíè÷åñêîé äèàãíîñòèêè. Ïðèìåðàìè ìàòåðèàëîâ, äëÿ êîòîðûõ ñó-ùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ó÷åò íåîäíîðîäíîñòè è ìèêðîñòðóêòóðû, ÿâëÿþòñÿ êîìïî-çèòû ðàçëè÷íîãî òèïà, ãåîëîãè÷åñêèå ïîðîäû, òâåðäûå ïîðèñòûå è ïåíèñòûå ìà-òåðèàëû,íàíîñòðóêòóðû, áèîëîãè÷åñêèå òêàíè, �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûå ìà-òåðèàëû.Äëÿ íèõ õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè, à êîý��èöèåíòûäè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ìîäóëè óïðóãîñòè, ïëîòíîñòü, òåïëî�èçè÷åñêèåõàðàêòåðèñòèêè, ïüåçîìîäóëè) îïðåäåëÿþòñÿ ÷àùå âñåãî íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïðî-ñòåéøèõ îäíîìåðíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ñòåðæíåâûõ èëè ñëîèñòûõ ñòðóêòóð.Ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè, äëÿ êîòîðûõ ïî-ëó÷åíû ðåçóëüòàòû ïî ðåêîíñòðóêöèè îäíîìåðíûõ íåîäíîðîäíîñòåé, îòìåòèì îïå-ðàòîðû ëèíåéíîé èçîòðîïíîé òåîðèè óïðóãîñòè [3�5℄, òåïëîïðîâîäíîñòè [6℄, îáûê-íîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, îïèñûâàþùèå êîëåáàíèÿ ñòåðæíåé ïðèïðîäîëüíûõ, êðóòèëüíûõ è èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõ [7, 8℄. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èñ-êîìûõ �óíêöèé êîîðäèíàò, õàðàêòåðèçóþùèõ ñâîéñòâà ñðåäû, òðåáóåòñÿ ðåøàòüîáðàòíûå êîý��èöèåíòíûå çàäà÷è äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ [3,8℄. Íàè-áîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ñïîñîáîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèç äèíàìè÷åñêîãîîòêëèêà íà âîçìóùåíèå, ÷òî ïðèâîäèò ê àíàëèçó êðàåâûõ çàäà÷, îïèñûâàþùèõêîëåáàíèÿ èññëåäóåìîãî îáúåêòà ïðè âàðüèðîâàíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ÷àñòîòûêîëåáàíèé.Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå èñõîäíîé èí�îðìàöèè âûñòóïàþò äàííûå èçìåðå-íèé ãðàíè÷íûõ èëè âíóòðåííèõ ïîëåé â íåêîòîðîì íàáîðå òî÷åê ïðè âàðüèðîâàíèè



82 Âàòóëüÿí À.Î.ðåæèìà íàãðóæåíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ�îðìóëèðîâàíû ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâ-êè îáðàòíûõ çàäà÷, ïðåäëîæåíû èòåðàöèîííûå ñõåìû èññëåäîâàíèÿ, ðàçðàáîòàíûýêîíîìè÷íûå âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé, îñíîâàííûå íà ðå-ãóëÿðèçîâàííûõ ïîäõîäàõ [9, 10℄.Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëüøóþ ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñòðîåíèå îïåðà-òîðíûõ óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ èñêîìûå è èçìåðÿåìûå �óíêöèè. �àçëè÷èå âõàðàêòåðå äîñòóïíîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé èí�îðìàöèè�çàäàíèå ïîëåé âíóòðè îá-ëàñòè èëè íà ÷àñòè åå ãðàíèöû, ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì ïîñòàíîâêàì, êàðäèíàëüíîîòëè÷àþùèìñÿ äðóã îò äðóãà. Îòìåòèì, ÷òî ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè äîñòàòî÷íî ïî-äðîáíî èçó÷åíà ïðîñòåéøàÿ ïîñòàíîâêà, â êîòîðîé èçâåñòíû êîìïîíåíòû ïîëÿ âñþ-äó âíóòðè îáëàñòè [9℄. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà ïðèâîäèò ê ïðîñòûì ëèíåéíûì îïåðàòîð-íûì ñîîòíîøåíèÿì ïðè èññëåäîâàíèè îáðàòíîé çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðîé ñòðîèòñÿíà îñíîâå ëèáî àíàëèçà çàäà÷è Êîøè, ëèáî íà îñíîâå êîíå÷íîìåðíûõ àïïðîêñè-ìàöèé è ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè. �ëàâíóþ òðóäíîñòü íà ýòîì ïóòè â ïðàêòè÷åñêîìïëàíå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âû÷èñëåíèå íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ îò �óíêöèé,çàäàííûõ â äèñêðåòíîì íàáîðå òî÷åê. Îáû÷íî ïðîñòåéøèì ñïîñîáîì ïðåîäîëåíèÿýòîé âû÷èñëèòåëüíîé òðóäíîñòè ÿâëÿåòñÿ òåõíèêà ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèé.Äðóãàÿ ïîñòàíîâêà, â êîòîðîé èçâåñòíû ëèøü ãðàíè÷íûå ïîëÿ â íåêîòîðîì äèà-ïàçîíå èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû, ãîðàçäî áîëåå ñëîæíà, ïðèâîäèò ê íåëèíåéíûì îïåðà-òîðíûì óðàâíåíèÿì, êîòîðûå ñîäåðæàò ïðîìåæóòî÷íûå ïåðåìåííûå-êîìïîíåíòû�èçè÷åñêèõ ïîëåé. Çàäà÷è â òàêîé ïîñòàíîâêå ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû ëèøü íàîñíîâå íåêîòîðûõ èòåðàòèâíûõ ïðîöåäóð, îñíîâíûå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ êîòî-ðûõ îïèðàþòñÿ íà ìåòîä ëèíåàðèçàöèè è îáîáùåííîå ñîîòíîøåíèå âçàèìíîñòè,ëèáî íà ñëàáóþ ïîñòàíîâêó [9℄.Îäíàêî êîìáèíèðîâàíèå èäåé ïî îáðàùåíèþ ñîîò-âåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ, âîçíèêàþùèõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðè èññëåäîâàíèèïåðâîé è âòîðîé ïîñòàíîâîê ïîçâîëÿåò �îðìèðîâàòü íîâûå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿèòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çàäà÷àõ, ÷òî è èçëîæåíî âíàñòîÿùåé ðàáîòå.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïîñòðîåíèå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.�àññìîòðèì â îáëàñòè V ⊂ Rn, n = 2, 3 
 êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé S îïåðà-òîðíîå óðàâíåíèå äèâåðãåíòíîãî òèïà, õàðàêòåðèçóþùåå ðåæèì óñòàíîâèâøèõñÿêîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé ω
σij,j + ρω2ui = 0, (1)
σmj = Cmjkluk,l,

ui |Su= 0, σijnj |Sσ= piÇäåñü Cijkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà óïðóãèõ ìîäóëåé, ÿâëÿþùèåñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè êîîðäèíàò è óäîâëåòâîðÿþùèå îáû÷íûì óñëîâèÿìñèììåòðèè è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè, ρ � ïëîòíîñòü, nj � êîìïîíåíòûåäèíè÷íîãî âåêòîðà âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S . Îòìåòèì, ÷òî ïîñòàíîâ-êà (1) ïðè èçâåñòíûõ çàêîíàõ èçìåíåíèÿ ìîäóëåé è ïëîòíîñòè åñòü êëàññè÷åñêàÿñìåøàííàÿ çàäà÷à íåîäíîðîäíîé òåîðèè óïðóãîñòè â ñëó÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëå-áàíèé è äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷åíà â ëèòåðàòóðå â ðàìêàõ îáùèõ ñïåêòðàëüíûõïîñòàíîâîê äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ñ ïàðàìåòðîì. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ ðàçðà-áîòàíû ý��åêòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ, îïèðàþùèåñÿ íà êîíå÷íîýëå-ìåíòíûå è ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè. Â îáðàòíîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü



Èòåðàöèîííûå ïðîöåññû â îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çàäà÷àõ 83íå òîëüêî ïîëÿ ñìåùåíèé, íî è çàêîíû èçìåíåíèÿ ìîäóëåé óïðóãîñòè (èíîãäà èïëîòíîñòè) ïî íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè, â ÷àñòíîñòè, ïî ñëåäàì ðå-øåíèé (ñìåùåíèé) íà ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ, ïîêîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ðåêîíñòðóêöèÿ íåèçâåñòíûõ �èçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê,ïðåäñòàâèìà â �îðìå
ui |Sσ= fi(x, ω), ω ∈ [ω−, ω+] (2)è çàäàåò îáùóþ èí�îðìàöèþ î ãðàíè÷íûõ ïîëÿõ ñìåùåíèé, êîòîðûå äîñòóïíûäëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî èçìåðåíèÿ â íåêîòîðîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå(âîçìîæíî, âäèñêðåòíîì íàáîðå òî÷åê). Ñîâìåñòíàÿ ïîñòàíîâêà (1)�(2) ïðèâîäèò â ïðîñòåéøåéñèòóàöèè ê îáðàòíîé çàäà÷å îá îòûñêàíèè �óíêöèé ñìåùåíèé ui(x) è λ(x), µ(x) �ïàðàìåòðîâ Ëÿìå.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ çàäàííûå è èñêî-ìûå �óíêöèè â îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çàäà÷àõ, êîòîðûå, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿ-þòñÿ íåëèíåéíûìè, ðàíåå íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ëèíåàðèçàöèè [3,4℄,ïðè÷åì äëÿ ðåàëèçàöèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî îáðàùàòü äè��åðåí-öèàëüíûå îïåðàòîðû â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè,÷òî ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âèäîâ çàâèñèìîñòåé. Îáðàòèìâíèìàíèå íà ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî. Îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò âåêòîðà ñìåùå-íèé îïåðàòîð çàäà÷è åñòü îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà, à îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ�óíêöèé Ëÿìå � ïåðâîãî. Ýòî ñîîáðàæåíèå ïîçâîëÿåò ïðåäëîæèòü ñëåäóþùóþðåàëèçàöèþ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Îïèøåì äâóõýòàïíóþ ïðîöåäóðó åãî ðåàëè-çàöèè äëÿ çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè. Çàäàåòñÿ íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå�óíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ çàêîíû èçìåíåíèÿ ìîäóëåé Ëÿìå λ(0), µ(0), ó÷èòûâà-þùåå àïðèîðíóþ èí�îðìàöèþ î èõ âåðõíèõ è íèæíèõ ãðàíèöàõ, êîòîðûå îáû÷íîèçâåñòíû (÷àñòî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå âûáèðàåòñÿ è ñðåäè ëèíåéíûõ �óíêöèé,êîý��èöèåíòíû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëàíåâÿçêè). Íà ïåðâîì ýòàïå ðåøàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò ïåðå-ìåùåíèé u(n)

i ñ èçâåñòíûìè �óíêöèÿìè Ëÿìå (âîçìîæíî ïîñòîÿííûìè), íî ñ èíûìãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà ÷àñòè Sσ
σ

(n)
ij,j + ρω2

nu
(n)
i = 0, σ

(n)
mj = λ(n−1)u

(n)
k,kδmj + µ(n−1)(u

(n)
j,m) + u

(n)
m,j), (3)

u
(n)
i |Su= 0, u

(n)
i |Sσ= fi(x, ωn)Íà ñëåäóþùåì ýòàïå ïðè èçâåñòíûõ êîìïîíåíòàõ ñìåùåíèé u(n)

i , íàéäåííûõ íàïðåäûäóùåì ýòàïå, ðåøàåòñÿ çàäà÷à Êîøè , ÷òî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé â÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, îòíîñèòåëüíî λ(n), µ(n)ñëåäóþùåãî âèäà
(λ(n)u

(n)
k,kδmj + µ(n)(u

(n)
j,m + u

(n)
m,j)),j + ρω2

nu
(n)
i = 0 (4)

(λ(n)u
(n)
k,kδmj + µ(n)(u

(n)
j,m + u

(n)
m,j))nj |Sσ= pmÅ¼ ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî êàê àíàëèòè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè íà îñíîâå íà-õîæäåíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ [11℄, òàê è ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíûõ àïïðîê-ñèìàöèé. �ëàâíàÿ ñëîæíîñòü íà ýòîì ýòàïå�âû÷èñëåíèå ãðàäèåíòîâ �óíêöèé, íàé-äåííûõ ÷èñëåííî â íàáîðå òî÷åê.Îáû÷íî ðåãóëÿðèçîâàííîå âû÷èñëåíèå íåîãðàíè-÷åííûõ îïåðàòîðîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèé [13℄.
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∂

∂x1
(µ
∂u

∂x1
) +

∂

∂x2
(µ
∂u

∂x2
) + ρω2u = 0 (5)

u |x2=0= 0;µ
∂u

∂x2
|x2=h= p; u |x2=h= f(x1, ω);ω ∈ [ω−, ω+]Ïðèìåíÿÿ ê çàäà÷å ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî êîîðäèíàòå x1 è äàëåå ïîëàãàÿ ïà-ðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâíûì íóëþ,è îáåçðàçìåðèâàÿ è ââîäÿ g(x) = µ(x)µ−1

0 ,
U(x, k) = ũ(0, x2, ω)h−1, k2 = ρ0ω

2h2µ−1
0 , ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó îòíîñèòåëüíîïàðû �óíêöèé U(x, k), g(x)

(g(x)U ′(x, k))′ + k2U(x, k) = 0 (6)
U(0, k) = 0; g(1)U ′(1, k) = 1, U(1, k) = f(k), k ∈ [k−, k+]Â ýòîì ñëó÷àå ðåàëèçàöèÿ äâóõýòàïíîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà â ñîîòâåòñòâèè ñîáùåé ñõåìîé (3), (4) îñíîâàíà íà èññëåäîâàíèè äâóõ çàäà÷, èç êîòîðûõ ïåðâàÿ-êðàåâàÿ çàäà÷à

(gn−1(x)U
′
n(x))

′ + k2
nr(x)Un(x) = 0;Un(0, k) = 0;Un(1) = f(kn) (7)à âòîðàÿ � çàäà÷à Êîøè

(gn(x)U
′
n(x))

′ + k2
nr(x)Un(x) = 0; gn(1)U ′

n(1) = 1 (8)êîòîðàÿ â ýòîì ñëó÷àå èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
gn(x) = (U ′

n(x))
−1(1 + k2

n

∫ 1

x

r(ξ)Un(ξ)dξ) (9)Çäåñü k1 < k2 < ... < kn íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç îòðåçêà
[k−, k+].�åàëèçàöèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà íà îñíîâå (7),(9)ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ðå-øåíèå îáðàòíîé çàäà÷è.Çàìå÷àíèå. Îáû÷íî ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ èìååòñÿ àïðèîðíàÿ èí�îð-ìàöèÿ âèäà g− ≤ g(x) ≤ g+ ;òîãäà â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåêîìåí-äóåòñÿ âûáèðàòü g0 = g+.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò 10-01-00194-à ) è ÔÖÏ ¾Íà-ó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû(ãîñêîíòðàêò �Ï596). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ñàí÷åñ-Ïàëåíñèÿ Ý. Íåîäíîðîäíûå ñðåäû è òåîðèÿ êîëåáàíèé. Ì.: Ìèð, 1984.472 ñ.[2℄ Îëåéíèê Î. À., Èîñè�üÿí �. À., Øàìàåâ À. Ñ.Ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèèñèëüíî íåîäíîðîäíûõ óïðóãèõ ñðåä. Ì.: Èçä. Ì�Ó, 1990.312 ñ.



Èòåðàöèîííûå ïðîöåññû â îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çàäà÷àõ 85[3℄ Âàòóëüÿí À. Î.Îáðàòíûå çàäà÷è â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òå-ëà.Ì.: Ôèçìàòëèò, 2007. 223 ñ.[4℄ Âàòóëüÿí À. Î. Î âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çà-äà÷ äëÿ óïðóãèõ òåë //Äîêëàäû �ÀÍ.2008. Ò. 422. � 2.Ñ. 182�184.[5℄ Chen J. and Go
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h M. J. A variational method for re
overing planar Lamemoduli // Math. Me
h. Solids 2002.� 7.P. 191�202.[6℄ Âàòóëüÿí À. Î.,Íåñòåðîâ Ñ. À. Êîý��èöèåíòíûå îáðàòíûå çàäà÷è òåðìî-óïðóãîñòè äëÿ íåîäíîðîäíûõ òåë //Ýêîëîãè÷åñêèé âåñòíèê íàó÷íûõ öåíòðîâ×ÝÑ. 2009.� 3. Ñ. 24-30[7℄ Jimenez R. D., Santos L. C., Kuhl N. M., Egana J. C., Soto R. L. Aninverse eigenvalue pro
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tion in rods // J.Computers andMathemati
s with Appli
ations. 2004. V. 47. � 4-5. pp. 643-657.[8℄ Áî÷àðîâà Î. Â., Âàòóëüÿí À. Î. Î ðåêîíñòðóêöèè ïëîòíîñòè è ìîäóëÿ Þíãàäëÿ íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ //Àêóñòè÷åñêèé æóðíàë 2009. Ò.55. � 3.Ñ. 281�288.[9℄ Âàòóëüÿí À. Î. Î íåêîòîðûõ ïîñòàíîâêàõ îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çà-äà÷ äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ // Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ñåâ. êàâê. ðåã. Ñåð Åñòåñòâíàóêè, ñïåöâûïóñê ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè¿. 2009 . Ñ. 50�54.[10℄ Òèõîíîâ À. Í., Àðñåíèí Â. ß. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷.Ì.: Íà-óêà, 1986. 287 ñ.[11℄ �þíòåð Í. Ì. Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðî-èçâîäíûõ . Ì.-Ë.: �ÈÒÒË, 1934. 181 ñ.[12℄ Áàêóøèíñêèé À. Á., �îí÷àðñêèé À. Â. Èòåðàòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîð-ðåêòíûõ çàäà÷. Ì.: Íàóêà, 1989. 128 ñ.[13℄ Ìîðîçîâ Â. À. �åãóëÿðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Ì.: Íàóêà,1987. 240 ñ.Vatulyan A.O. Iterative pro
esses in inverse 
oe�
ient problems. Various methods oforganization of iterative pro
esses at the solution of nonlinear ill-
onditioned problems onre
overy of nonuniform 
hara
teristi
s of rigid bodies by means of pro
edure of a
ousti
alsounding are 
onsidered. First of them rely on traditional pro
edure of type of Newton ands
aling of derivatives on Fre
het from initial operators. Su
h approa
h 
ombines pro
edure ofthe solution of dire
t problems and a reversion of a 
ompletely 
ontinuous operator withthe help of A.N. Tikhonov's regularization pro
edure. The se
ond approa
h based on a
ombination of the solution of a dire
t problem and the solution of a Cau
hy problem fora di�erential operator of the �rst order. The 
omparative analysis of approa
hes is 
arriedout, various instan
es are presented.



Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈÏ�ÅÄÂÀ�ÈÒÅËÜÍÛÕ ÍÀÏ�ßÆÅÍÈÉÂàòóëüÿí À.Î., Äóäàðåâ Â.Â., Íåäèí �.Ä., Ñààêÿí ß. �.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðåäñòàâëåíû ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ îá èäåíòè�èêàöèè ñóùåñòâåííî íåîäíî-ðîäíîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæ¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ êàíîíè÷åñêèõ ìîäå-ëåé â ðåæèìå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé (ïëîñêàÿ äå�îðìàöèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî áðóñà,èçãèá áàëêè, îñåñèììåòðè÷íàÿ äå�îðìàöèÿ êðóãîâîé îáëàñòè). Èçëîæåíû ðàçëè÷íûåñïîñîáû �îðìèðîâàíèÿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ, îñíîâàííûå êàê íà òðàäèöèîííîé ñõå-ìå òèïà Íüþòîíà, òàê è íà ïîïåðåìåííîì ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è è çàäà÷è Êîøè äëÿäè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðåêîíñòðóêöèè,îáñóæäåíû íåêîòîðûå àñïåêòû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè.Ââåäåíèå. Çàäà÷è îá èäåíòè�èêàöèè ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæ¼ííîãî ñîñòî-ÿíèÿ îòíîñÿòñÿ ê êîý��èöèåíòíûì îáðàòíûì çàäà÷àì è èìåþò ïðèëîæåíèÿ â ñî-âåðøåíñòâîâàíèè ìåòîäèê íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ: ãîð-íîé ìåõàíèêå è ãåî�èçèêå, áèîìåõàíèêå, èäåíòè�èêàöèè ñëîæíûõ êîìïîçèöèîí-íûõ ìàòåðèàëîâ, ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêå ìÿãêèõ òêàíåé è îïðåäåëåíèè óðîâíÿïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â àâàðèéíûõ êîíñòðóêöèÿõ [1�3℄. Ïðè ýòîì îòìå-òèì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ óðîâíÿ îäíîðîäíîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæ¼ííîãî ñî-ñòîÿíèÿ ðàçðàáîòàíî ìíîæåñòâî ìåòîäîâ, òàêèõ êàê ìåòîä îòâåðñòèé, ãîëîãðà�è-÷åñêèé, òåíçîìåòðè÷åñêèé, ðåíòãåíîâñêèé ìåòîäû è ìåòîäû àêóñòîóïðóãîñòè [4℄.Â ñëó÷àå æå íåîäíîðîäíîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæ¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ, êî-òîðîå âîçíèêàåò â îáëàñòè ðàçëè÷íûõ äå�åêòîâ (ïîëîñòåé, òðåùèí, âêëþ÷åíèé),ïðîáëåìà èäåíòè�èêàöèè îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåé-íîé íåêîððåêòíîé çàäà÷åé [3℄. Ïðè ýòîì ãëàâíàÿ òðóäíîñòü ñîñòîèò â äîñòàòî÷íîñëîæíîé ïðîöåäóðå ïîñòðîåíèÿ îáùèõ îïåðàòîðíûõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõèñêîìûå, õàðàêòåðèçóþùèå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ïðåäâàðè-òåëüíûõ íàïðÿæåíèé, è èçìåðÿåìûå â õîäå ýêñïåðèìåíòà �óíêöèè � àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè òî÷åê òåëà íà ãðàíèöå. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ íå ïðåäî-ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ïîñòðîèòü â ÿâíîì âèäå äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäñòàâëåíèéðåøåíèé èç-çà ïåðåìåííîñòè êîý��èöèåíòîâ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ïî-ýòîìó îñíîâó ðåøåíèÿ ïðÿìûõ çàäà÷ ñîñòàâëÿþò ëèáî àïïàðàò èíòåãðàëüíûõ óðàâ-íåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà (äëÿ ñòåðæíåâûõ è ïëàñòèí÷àòûõ êîíñòðóêöèé),ëèáî êîíå÷íîýëåìåíòíûå èëè êîíå÷íîðàçíîñòíûå òåõíîëîãèè (â ñëó÷àå áîëåå ñëîæ-íûõ îáúåêòîâ). Ïðè ýòîì äëÿ ý��åêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷èñïîëüçóþòñÿ èòåðàöèîííûå ñõåìû, îñíîâàííûå îáû÷íî íà ìåòîäå ëèíåàðèçàöèèâ îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî íàïðÿæ¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ.Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â êà÷åñòâå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ ðàññìîòðèìíåêîòîðîå óïðóãîå òåëî îáú¼ìà V îãðàíè÷åííîå ïîâåðõíîñòüþ S = Su∪Sσ ñ ïîñòî-ÿííûìè Ëàìå λ, µ è ïëîòíîñòüþ ρ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íåì èìååòñÿ íåêîòîðîåíåîäíîðîäíîå ïðåäâàðèòåëüíîå íàïðÿæ¼ííîå ñîñòîÿíèå, õàðàêòåðèçóþùååñÿ êîì-ïîíåíòàìè òåíçîðà íàïðÿæåíèé σ0
ij . Ïóñòü êîëåáàíèÿ âûçûâàþòñÿ íàãðóçêîé pjeiωt,



Î íåêîòîðûõ çàäà÷àõ èäåíòè�èêàöèè ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé 87ïðèëîæåííîé íà ÷àñòè Sσ, à ÷àñòü Su çàêðåïëåíà. Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ êî-ëåáàíèé ïîñëå îòäåëåíèÿ âðåìåííîãî ìíîæèòåëÿ èìåþò âèä [1, 3℄:
Tij,j + ρω2ui = 0, Tij = σij + ui,mσ

0
mj (1)

σij = λuk,kδij + 2µǫij(u), ui|Su = 0, Tijnj |Sσ = pi (2)ãäå ǫij(u) = 0.5(ui,j + uj,i) � êîìïîíåíòû òåíçîðà ìàëûõ äå�îðìàöèé.Â îñíîâó ïðîöåäóðû èäåíòè�èêàöèè ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé σ0
ij ìîæåòáûòü ïîëîæåíî èçìåíåíèå àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê òî÷åê òåëà. Â êà-÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè â îáðàòíîé çàäà÷å ïðåäëàãàåòñÿ âîñïîëüçî-âàòüñÿ äàííûìè îá èçìåðÿåìûõ íà ãðàíèöå Sσ êîìïîíåíò ïîëÿ ñìåùåíèé fi â çà-âèñèìîñòè îò ÷àñòîòû êîëåáàíèé ω ∈ [ω1, ω2].Ïëîñêàÿ çàäà÷à. Èñïîëüçóÿ îáû÷íóþ òåõíèêó, íà îñíîâå îáùåé ïîñòàíîâêèçàäà÷è (1)�(2) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñëàáàÿ �îðìóëèðîâêà äëÿ äâóìåðíîé îáëà-ñòè Ω â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæ¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ:

∫

Ω

(λ∗uk,kvk,k + 2µǫij(u)ǫij(v) + ui,mσ
0
mjvi,j − ρω2uivi)dΩ −

∫

lσ

pividl = 0 (3)ãäå l = lu ∪ lσ � ãðàíèöà îáëàñòè Ω, v(v1, v2) � ïðîáíûé âåêòîð, êîìïîíåíòûêîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ vi|lu = 0, λ∗ = 2λµ
λ+2µ

.1. Çàäà÷à äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà.Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ðàññìîò-ðèì çàäà÷ó î êîëåáàíèÿõ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè Ω = [0, l] × [−0.5h, 0.5h] ñ ïðè-ëîæåííîé íà âåðõíåé ãðàíè ðàñïðåäåë¼ííîé íîðìàëüíîé íàãðóçêîé q = q(x1) èçàùåìë¼ííîé ëåâîé ãðàíèöåé (ñì. �èñ. 1). Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìååò-ñÿ îäíîîñíîå ïðåäâàðèòåëüíîå íàïðÿæ¼ííîå ñîñòîÿíèå σ0
11 = σ0

11(x2). Íà îñíîâåñëàáîé �îðìóëèðîâêè (3) îñóùåñòâëåíî ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ êî-íå÷íîýëåìåíòíîãî ïàêåòà FreeFem++. Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ïîñòðîåíîàíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ òîíêîãî ñòåðæíÿ ïðÿìî-óãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ïðè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Óðàâíåíèÿ êîëåáàíèéè ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áûëè ïîëó÷åíû â [5℄:
J(E + σ0

11)w
IV − Fσ0

11w
′′ − ρFω2w = −q̃ (4)

q x e( )1

i tw

h

l

s
11

0

( )x2

x2

x1

5 10*
-3

2.5 10*
-4

1.25*10
-4

5 10*
-5

2.5 10*
-5

1.25*10
-5

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

d%

0.22 0.43 0.65 0.87 1.081.08 1.30 w�èñ. 1. Ñëåâà � èññëåäóåìàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü Ω. Ñïðàâà � ãðà�èê âëèÿíèÿ âåëè-÷èíû îäíîðîäíîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ íà ñìåùåíèå u2(l, 0) â îáëàñòè äî 1-ãîðåçîíàíñà (ïðè l
h = 5, q(x1) = const)
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w(0) = w′(0) = w′′(l) = 0, (J(E + σ0

11)w
′′′ − Fσ0

11w
′)|x1=l = 0 (5)ãäå b � øèðèíà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, J = bh3

12
� îñåâîé ìîìåíò èíåðöèè, E �ìîäóëü Þíãà, F = bh � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, q̃ = qb � âåëè÷èíà ðàñïðå-äåë¼ííîé íàãðóçêè.Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç äâóõ ðåøåíèé ïðÿìîé çàäà÷è ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ÷àñòîò,íàõîäÿùèõñÿ íèæå âòîðîãî ðåçîíàíñà, îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü â óçëàõ êîíå÷-íîýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ u2(x1, 0) è àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ w(x1) ñîñòàâëÿåò ìå-íåå 0.15% ïðè ñåòêå ðàçáèåíèÿ 100 × 20. Àíàëèç âëèÿíèÿ âåëè÷èíû îäíîîñíîãîïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ íà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîêà-çàë, ÷òî îíî íàèáîëåå ñóùåñòâåííî â ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå äî ïåðâîãî ðåçîíàíñà,à òàêæå ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì ðåçîíàíñàìè (ñì. ðèñ. 1).Ñ�îðìóëèðîâàííàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à îá èäåíòè�èêàöèè ïðåäâàðèòåëüíîãî íà-ïðÿæ¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé çàäà÷åé, ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿêîòîðîé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, îñíîâàííûé íà ìåòî-äå ëèíåàðèçàöèè. Íåîáõîäèìîå îïåðàòîðíîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå èñêîìûåïîïðàâêè äëÿ êîìïîíåíò ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé σ0

ij è çàäàííûå �óíêöèèïîëÿ ñìåùåíèé fi áûëî ïîëó÷åíî â [3℄. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïðÿìîóãîëüíîé îá-ëàñòè èìååì:
0.5h∫

−0.5h

K(x2, ω)δσ0
11(x2)dx2 = R(ω), ω ∈ [ω1;ω2] (6)ãäå K(x2, ω) =

l∫
0

((u1,1(x1, x2, ω))2 + (u2,1(x1, x2, ω))2)dx1, R(ω) =
l∫

0

q(x1)(f2(x1, ω) −
u2(x1, 0.5h, ω))dx1Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ áûë îðãàíèçîâàí èòåðàöèîííûé ïðîöåññäëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîïðàâêè δσ0

11 ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîìó íà÷àëüíîìó ñîñòîÿ-íèþ. Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (6) åñòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 1-ãîðîäà, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîãî áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà.Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî âîññòàíîâ-ëåíèþ ñëåäóþùèõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî îäíîîñíîãî íàïðÿæå-íèÿ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � èñõîäíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿ-æåíèÿ, ïóíêòèð � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, òî÷êè � âîññòàíîâëåííûé çàêîí): 1)ñëåâà σ0
11(x2) = (1+0.5( y

h
)2)103, íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå σ0

11(x2) = 1160+16y, êîëè-÷åñòâî èòåðàöèé � 2; 2) ñïðàâà σ0
11(x2) = (1+0.6sin(πy

h
)103, íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå

σ0
11(x2) = 1350, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé � 4. Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷¼òîâ ðàññìàòðèâàë-ñÿ ÷àñòîòíûé äèàïàçîí ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì ðåçîíàíñàìè; ðåçóëüòàòû âû÷èñ-ëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñâèäåòåëüñòâóþò î äîñòàòî÷íî ý��åêòèâíîé ïðîöåäóðåðåêîíñòðóêöèè.2. Çàäà÷à äëÿ êðóãà. �àññìîòðèì îñåñèììåòðè÷íóþ çàäà÷ó îá óñòàíîâèâ-øèõñÿ êîëåáàíèÿõ êðóãîâîé îáëàñòè Ω ðàäèóñà a ïîä äåéñòâèåì ðàñïðåäåë¼ííîéíàãðóçêè p, ïðèëîæåííîé íà âñåé ãðàíèöå. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ïî-ëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èç êîìïîíåíò òåíçîðà ïðåäâàðèòåëüíûõ íàïðÿæåíèéîòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü êîìïîíåíòû σ0

rr è σ0
ϕϕ. Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ,ïîëàãàÿ ur = u(r), uϕ = 0 . Òîãäà íåíóëåâûìè áóäóò ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû òåí-çîðà T : Trr = σrr + ur,r σ

0
rr, Tϕϕ = σϕϕ + 1

r
uσ0

ϕϕ, à óðàâíåíèå äâèæåíèÿ è ãðàíè÷íîå
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�èñ. 2. Ïðèìåðû âîññòàíîâëåíèÿ σ0
11(x2) (ïðè l

h = 5, q(x1) = const)óñëîâèå ïîñëå ââåäåíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ è �óíêöèé ïðèìóò âèä:
(1 + g)U ′′ + (g′ +

1 + g

ξ
)U ′ − (

1 + g

ξ2
+
g′

ξ
− χ2)U = 0 (7)

(1 + g′)U ′ +
λ

λ+ 2µ

U

ξ
|ξ=1 = p∗ (8)

U |ξ=1 = f(χ), χ ∈ [χ−, χ+] (9)ãäå ξ = r
a
∈ [0; 1], u(r) = U(ξ)a, χ2 = ρω2a2

λ+2µ
åñòü áåçðàçìåðíîå âîëíîâîå ÷èñëî, �óíê-öèÿ g(ξ) = σ0

rr

λ+2µ
õàðàêòåðèçóåò çàêîí èçìåíåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ,

p∗ = pa
λ+2µ

, ñîîòíîøåíèå (9) âûñòóïàåò â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè îïîëå ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöå ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è.Äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è îá èäåíòè�èêàöèè ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæå-íèÿ σ0
rr ìîæåò áûòü ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ: 1) íà ïåð-âîì ýòàïå âûáèðàåòñÿ íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå σ0

rr, 2) äàëåå ðåøàåò-ñÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à (7)�(9) ïî îïðåäåëåíèþ �óíêöèè ñìåùåíèÿ U ïðè íåêîòîðîì
χ1 ∈ [χ−, χ+], 3) ðåøàåòñÿ çàäà÷à (7)�(8) ïî îïðåäåëåíèþ �óíêöèè g ïðè âû-÷èñëåííîé �óíêöèè U , 4) ïðîöåññ âîçîáíîâëÿåòñÿ äëÿ ñëåäóþùåãî çíà÷åíèÿ ïà-ðàìåòðà χ2 ∈ [χ−, χ+] : χ2 > χ1. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îñíîâíàÿ òðóäíîñòü âïðåäëîæåííîé ñõåìå ñîñòîèò â ïðîöåäóðå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî è 2-ãî ïî-ðÿäêà.3. Çàäà÷à äëÿ ñòåðæíÿ. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç âàæíåéøèõ ïðèìåðîâ ïîñòàâ-ëåííîé ïðîáëåìû ðàíåå â ðàáîòàõ [5, 6℄ áûëà èçó÷åíà çàäà÷à îá óñòàíîâèâøèõ-ñÿ èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõ ïðÿìîëèíåéíîãî óïðóãîãî èçîòðîïíîãî ñòåðæíÿ äëèíû
l ïîä äåéñòâèåì ïîïåðå÷íîé ñèëû P ñ îäíîîñíûì ïðåäâàðèòåëüíûì íàïðÿæ¼í-íûì ñîñòîÿíèåì σ0

11. �åøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è îñóùåñòâëåíî ïóò¼ì ñâåäåíèÿ ê èí-òåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Íà îñíîâå òàêîãî ïîäõîäà áûëïðîâåä¼í àíàëèç âëèÿíèÿ âåëè÷èíû îäíîðîäíîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿíà ðåçîíàíñíûå õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî ýòî âëèÿíèå ñóùåñòâåííîäëÿ çíà÷åíèé σ0
11

E
≥ 10−4. Â õîäå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðè ðåøåíèè îáðàòíîéçàäà÷è áûëà ðåàëèçîâàíà ïðîöåäóðà ðåêîíñòðóêöèè ìîíîòîííûõ �óíêöèé èçìå-íåíèÿ σ0

11. Íà êàæäîì ýòàïå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîïðàâîê δσ0
11 íàõîäèëîñü ðåøåíèå



90 Âàòóëüÿí À.Î., Äóäàðåâ Â.Â., Íåäèí �.Ä., Ñààêÿí ß.�.èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåãóëÿðèçà-öèè À.Í. Òèõîíîâà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñ-ïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè äîñòàòî÷íóþ ý��åêòèâíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíîãîíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ ïî ïðîåêòó 10-01-00194 è ÔÖÏ ¾Íà-ó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû(ãîñêîíòðàêò �Ï596).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �óçü À.Í. Óïðóãèå âîëíû â ñæèìàåìûõ ìàòåðèàëàõ ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿ-ìè è íåðàçðóøàþùèé óëüòðàçâóêîâîé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ äâóõñëîéíûõ îñòàòî÷íûõíàïðÿæåíèé // Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà. 1994. Ò. 30, � 1. Ñ. 3�17.[2℄ ×åðíûøåâ �.Í., Ïîïîâ À.Ë., Êîçèíöåâ Â.Ì., Ïîíîìàðåâ È.È. Îñòàòî÷íûå íàïðÿ-æåíèÿ â äå�îðìèðóåìûõ òâåðäûõ òåëàõ. Ì.: Íàóêà, 1996. 240 ñ.[3℄ Âàòóëüÿí À.Î. Ïðîáëåìû èäåíòè�èêàöèè íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ òâ¼ðäûõ òåë //Âåñòí. Ñàìàð. óí-òà. 2007. Âûï. 54, � 4. Ñ. 93�103.[4℄ �óçü À.Í., Ìàõîðò Ô. �., �óùà Î.È. Ââåäåíèå â àêóñòîóïðóãîñòü. Êèåâ: Íàóê. äóì-êà, 1977. 152 ñ.[5℄ Âàòóëüÿí À.Î., Äóäàðåâ Â.Â. Î íåêîòîðûõ ïðîáëåìàõ ðåêîíñòðóêöèè íåîäíîðîä-íîãî ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæ¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ â óïðóãèõ òåëàõ // Èçâ. Ñàðàò. óí-òà.2009. Ò. 9, Âûï. 4, ×. 2. Ñ. 25�32.[6℄ Âàòóëüÿí À.Î., Äóäàðåâ Â.Â. Î ðåêîíñòðóêöèè íåîäíîðîäíîãî ïðåäâàðèòåëüíî íà-ïðÿæ¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ â ñòåðæíå // Ýêîëîãè÷åñêèé âåñòí. íàó÷íûõ öåíòðîâ ×ÝÑ.2009. � 3. Ñ. 18�23.Vatulyan A.O., Dudarev V.V., Nedin R.D., Saakyan Ya.G. On some problemsof identi�
ation of residual stresses. Di�erent statements of identi�
ation essentiallyinhomogeneous prestressed state problem for a di�erent 
anoni
al models in the regime ofstationary vibrations are represented (plane deformation of a re
tangular beam, bending ofa beam, axisymmetri
 deformation of a 
ir
ular area). Di�erent ways of iterative pro
essforming, based on both the traditional s
heme of Newton type and the alternate forwardsolution and the Cau
hy problem solution for �rst order di�erential operators, are expounded.Examples of re
onstru
tion are presented, some aspe
ts of numeri
al implementation aredis
ussed.



ÄÈÑËÎÊÀÖÈÈ Â ÖÈËÈÍÄ�Å Ñ ÂÈÍÒÎÂÎÉ�ÎÌÁÎÝÄ�È×ÅÑÊÎÉ ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÈÅÉÂàòóëüÿí Ê.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíû çàäà÷è î âèíòîâîé äèñëîêàöèè è êëèíîâîé äèñêëèíàöèè äëÿ ïîëîãîöèëèíäðà ñ âèíòîâîé ðîìáîýäðè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé. Îáå çàäà÷è íà ñå÷åíèè ñâîäÿòñÿê ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èíòå-ãðèðîâàíèå ïîëó÷åííûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ðàçëè÷íûõ óãëîâ êðóòêè âèíòîâîé ëèíèè èðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî ðàäèóñîâ öèëèíäðà. Ïîñòðîåíûãðà�èêè íàïðÿæåíèé â çàâèñèìîñòè îò τ (òàíãåíñà óãëà êðóòêè) ïðè �èêñèðîâàííîìðàäèóñå è íàîáîðîò, â çàâèñèìîñòè îò ðàäèóñà ïðè �èêñèðîâàííîì τ .�àáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷ î äèñëîêàöèè è äèñêëèíàöèè Âîëüòåððû äëÿïîëîãî öèëèíäðà ñ âèíòîâîé ðîìáîýäðè÷åñêîé àíèçîòðîïèåé. �åøåíèå ïîñòðîåíîñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îäíîòèïíûõ êðàåâûõ çàäà÷ íà ñå÷åíèè âñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé òåîðèåé çàäà÷ Ñåí-Âåíàíà, èçëîæåííîé â ìîíîãðà�èè [1℄.Äðóãèå çàäà÷è Ñåí-Âåíàíà äëÿ öèëèíäðà ñ òàêèì æå òèïîì àíèçîòðîïèè èññëåäî-âàíû ðàíåå â [2℄� [4℄.�àññìîòðèì ðàâíîâåñèå óïðóãîãî ïîëîãî öèëèíäðà äëèíû L ñ âíóòðåííèì ðà-äèóñîì r1 è âíåøíèì ðàäèóñîì r2. Ñ ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì îäíîãî èç òîðöîâöèëèíäðà ñîâìåñòèì íà÷àëî äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox1x2x3, íàïðàâèâ îñü
Ox3 ïî îñè öèëèíäðà. Ýòó ñèñòåìó êîîðäèíàò áóäåì íàçûâàòü îñíîâíîé. Äëÿ îïèñà-íèÿ âèíòîâîé àíèçîòðîïèè ââåäåì âèíòîâóþ öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
(r, θ, z), ñâÿçàííóþ ñ îñíîâíîé ñîîòíîøåíèÿìè:

x1 = r cos(θ + τ z), x2 = r sin(θ + τ z), x3 = z, (1)ãäå τ = const, τ = tgα, α-óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê âèíòîâîé ëèíèè ê îñèöèëèíäðà. Ïðè r = const, θ = const ñîîòíîøåíèÿ (1) ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìèóðàâíåíèÿìè âèíòîâîé ëèíèè.Ìàòåðèàë öèëèíäðà îáëàäàåò òðèãîíàëüíîé ñèíãîíèåé êëàññà 32 èëè 3m [5℄.Ìàòðèöà óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ â ýòîì ñëó÷àå ïðèâåäåíà â [4℄. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîáîêîâûå ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé. �àññìîòðèì äâå çàäà÷è.1. Çàäà÷à î âèíòîâîé äèñëîêàöèè.�àññìîòðèì âèíòîâóþ äèñëîêàöèþ, âîçíèêàþùóþ â ðåçóëüòàòå ðàçðåçà öèëèí-äðà ïî àêñèàëüíîé ïëîñêîñòè è ñäâèãà ïîâåðõíîñòåé ðàçðåçà äðóã îòíîñèòåëüíîäðóãà âäîëü îñè x3 íà âåëè÷èíó Cz.Âåêòîð ñìåùåíèé ïðè îáõîäå ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó, îõâàòûâàþùåìóöåíòð êîëüöà, ïðåòåðïåâàåò ñêà÷îê, à êîìïîíåíòû òåíçîðîâ äå�îðìàöèé è íàïðÿ-æåíèé îñòàþòñÿ îäíîçíà÷íûìè �óíêöèÿìè.�åøåíèå ñ�îðìóëèðîâàííîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå u = a0θ + a1, ãäå
a0 =

(
0, 0,

Cz
2π

)
, a1 = (ar(r), 0, 0)



92 Âàòóëüÿí Ê.À.Òîãäà íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé íàõîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñçàêîíîì �óêà:
σrr = C

′

11∂rar + C
′

12
ar

r
− C

′

13τ
Cz

2π
+ C

′

14
Cz

r2π

σθθ = C
′

12∂rar + C
′

22
ar

r
− C

′

23τ
Cz

2π
+ C

′

24
Cz

r2π

σzz = C
′

13∂rar + C
′

23
ar

r
− C

′

33τ
Cz

2π
+ C

′

34
Cz

r2π

σθz = C
′

14∂rar + C
′

24
ar

r
− C

′

34τ
Cz

2π
+ C

′

44
Cz

r2π

(2)ïðè÷åì óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè C ′

ij çàâèñÿò îò êðóòêè τ è ðàäèóñà r è ïðèâåäåíûâ [4℄.Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, à òàê-æå çàêîí �óêà (2), äëÿ îïðåäåëåíèÿ ar èìååì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó
Lar = p1,
Mar|r=r1,2

= t1,2
(3)ãäå

Lar =
d

dr

(
rC

′

11

dar
dr

+ C
′

12ar

)
− C

′

12

dar
dr

− ar
r
C

′

22

p1 =
Cz
2π

(
d

dr
(C

′

13rτ − C
′

14) − τC
′

23 + C
′

24

)

Mar|r=r1,2
= C

′

11

dar
dr

+ C
′

12

ar
r

∣∣∣∣
r=r1,2

(4)
t1,2 =

Cz
2π

(
C

′

13τ − C
′

14

1

r

)∣∣∣∣
r=r1,22. Çàäà÷à î êëèíîâîé äèñêëèíàöèè.�àññìîòðèì çàäà÷ó î ðàâíîâåñèè öèëèíäðà ïðè íàëè÷èè êëèíîâîé äèñêëè-íàöèè, âîçíèêàþùåé â ðåçóëüòàòå ðàçðåçà öèëèíäðà ïî àêñèàëüíîé ïëîñêîñòè èâñòàâêè êëèíîâèäíîãî êóñî÷êà òîãî æå ìàòåðèàëà.Äëÿ ýòîé çàäà÷è âåêòîð ñìåùåíèé áóäåì îòûñêèâàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

u = a0θ + a2, a0 = (0, r, 0), a2 = (ar(r), 0, 0)Àíàëîãè÷íî èçëîæåííîìó âûøå, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ar ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó (3)ñ äðóãèìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè:
Lar = p2,
Mar|r=r1,2

= f1,2
(5)ãäå

p2 =
Cθ
2π

(
d

dr

(
C

′

14r
2τ − C

′

12r
)
− C

′

22 + C
′

24τr

) (6)
f1,2 =

Cθ
2π

(
−C ′

12 + C
′

14τr
)∣∣∣∣
r=r1,2Îòìåòèì, ÷òî (3) è (5) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíîòèïíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìèè èõ ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ëèøü ÷èñëåííî.



Äèñëîêàöèè â öèëèíäðå ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé 933.×èñëåííûå ðåçóëüòàòûÄëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (3) ñâåäåì êðàåâóþ çàäà÷ó ê èíòåãðèðîâàíèþ êàíîíè-÷åñêîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, äëÿ ÷åãî ââåäåìñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: y1 = ar, y2 = rσrr/C11. Òîãäà ïîëó÷èì
{
ẏ1 − s11y1 − s12y2 = q11
ẏ2 − s21y1 − s22y2 = q12

(7)ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ
s11 = − C

′

12

rC
′

11

, s12 =
1
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11

, s21 =
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′

11C
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22 − C
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, s22 =
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′

12

rC
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11

,

q11 =
Cz
2π
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C

′

13τr − C
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) 1

rC
′

11

, q12 =
Cz
2π

[
C

′

12

C
′

11

(
C

′

13τ −
1

r
C

′

14

)
−
(
C

′

23τ −
1

r
C

′

24

)]
.�åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû íàõîäèëîñü ìåòîäîì ïðîãîíêè. �àñ÷å-òû ïðîâîäèëèñü äëÿ ìàòåðèàëà ñî ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè ìîäóëåé óïðóãî-ñòè (109 Ïà) [5℄:

C11 = 86, 8; C33 = 105, 75; C44 = 58, 2; C12 = 7, 04; C13 = 11, 91; C14 = −18, 04.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ãðà�èêè êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé σzz è σzθ, îòíåñåííûõ ê
Cz â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ξ = r

r2
ïðè �èêñèðîâàííîì óãëå êðóòêè α.

�èñ. 1.Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â ïåðâîé çàäà÷å ïîêàçàëè, ÷òî êîìïîíåíòàòåíçîðà íàïðÿæåíèé σzz èìååò ýêñòðåìóì, à êîìïîíåíòà σzθ- ìîíîòîííî óáûâàåò.Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí ãðà�èê êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé σzθ, îòíåñåííîé ê Cz, âçàâèñèìîñòè îò óãëà α ïðè �èêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå ξ = r1 + 0, 8(r2 − r1). Ïîãðà�èêó âèäíî, ÷òî îíà íåìîíîòîííà.
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�èñ. 2.Àíàëîãè÷íûé ÷èñëåííûé àíàëèç ïðîâåäåí äëÿ çàäà÷è 2. Êðàåâóþ çàäà÷ó (5)ïðèâîäèì ê àíàëîãè÷íîé ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðóãèìè ïðà-âûìè ÷àñòÿìè:
q21 =

Cθ
2πC

′

11

(C
′

14τr − C
′

12), q22 =
Cθ
2π

(
C

′

22 − C
′

24τr +
C

′

12(C
′

14τr − C
′

12)

C
′

11

)Ïîëó÷åííûå ãðà�èêè êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé σzz è σzθ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåò-ðà ξ, îòíåñ¼ííûõ ê Cθ, ìîíîòîííû.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåí ãðà�èê êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé σzθ â çàâèñèìîñòè îò ïàðà-ìåòðà α ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ òåêóùåãî ðàäèóñà. Êàê ìû âèäèì, êîìïîíåíòàíàïðÿæåíèÿ σzθ íå ìîíîòîííà.

�èñ. 3.



Äèñëîêàöèè â öèëèíäðå ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé 95�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò 09-01-00065à).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Óñòèíîâ Þ.À. Çàäà÷è Ñåí-Âåíàíà äëÿ ïñåâäîöèëèíäðîâ. Ì.: Ôèçìàòëèò. 2003.128 ñ.[2℄ Âàòóëüÿí Ê.À., Óñòèíîâ Þ.À. Çàäà÷à Ñåí-Âåíàíà äëÿ ãðà�èòîâûõ ñòåðæíåé è óã-ëåðîäíûõ íàíîòðóáîê // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. ÒðóäûX ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè. �îñòîâ-íà-Äîíó, 5-9 äåêàáðÿ 2006 ã. ÖÂÂ�. 2007.Ñ. 299�303[3℄ Âàòóëüÿí Ê.À., Óñòèíîâ Þ.À. Çàäà÷à Ñåí-Âåíàíà êðó÷åíèÿ öèëèíäðè÷åñêîãîàíèçîòðîïíîãî ñòåðæíÿ // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, âû÷èñëèòåëüíàÿ ìåõà-íèêà è ãåî�èçèêà. Òðóäû V øêîëû-ñåìèíàðà. �îñòîâ-íà-Äîíó, 18-21 äåêàáðÿ 2006 ã.ÖÂÂ�. 2007. Ñ. 56�58[4℄ Âàòóëüÿí Ê.À., Óñòèíîâ Þ.À. Çàäà÷à Ñåí-Âåíàíà äëÿ òåë ñ âèíòîâîé ðîìáîýäðè-÷åñêîé àíèçîòðîïèåé. Çàäà÷è ðàñòÿæåíèÿ�êðó÷åíèÿ // ÏÌÒÔ. 2010. Òîì 51. � 1.Ñ. 125�133[5℄ Øàñêîëüñêàÿ Ì.Ï. Êðèñòàëëîãðà�èÿ. Ì.:Íàóêà. 1984.Vatulyan K.A. Dislo
ations in the 
ylinder with s
rew rhombohedral anisotropy .Problems about s
rew dislo
ation and wedge dis
linations for the hollow 
ylinder with s
rewrhombohedral anisotropy are observed. Both problems on 
ross-se
tion are redu
ed to systemof di�erential �rst-order equations. The numeri
al integration of the gained boundary valueproblems for various angles of twist of spiral line and various values of the ration of interiorand exterior radiuses of 
ylinder is spent. Graphs of stresses depending on τ (an angle tangenttwist) are builted at the �xed radius and on the 
ontrary, depending on radius at �xed τ .
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∗Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-Äîíó
∗∗∗Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðåäëîæåíû ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîðèñòûõ ìàòåðèà-ëîâ (íèçêîïîðèñòûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ïåí) íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðÿäà ìî-äåëüíûõ çàäà÷ äëÿ ñïëîøíûõ òåë è êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîðèñòûõ ìà-òåðèàëîâ â êîìïëåêñå ACELAN. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè ðàçðàáîòàíî ñïåöèàëüíîåïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå. Ïðîâåäåíû òåñòîâûå ðàñ÷åòû íà îñíîâå êîòîðûõ ïîñòðîåíûïîëèíîìèàëüíûå çàâèñèìîñòè ý��åêòèâíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè îò ïðîöåíòà ïîðèñòîñòè.1. Ââåäåíèå. Êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷-íûõ îáëàñòÿõ ïðîìûøëåííîñòè, ýòî îáóñëàâëèâàåò èíòåðåñ îòå÷åñòâåííûõ è çàðó-áåæíûõ èññëåäîâàòåëåé ïî èçó÷åíèþ èõ ý��åêòèâíûõ ñâîéñòâ è õàðàêòåðèñòèêêîíñòðóêöèé è ïðèáîðîâ ñ èõ èñïîëüçîâàíèåì. Îäíèì èç ïóòåé ïîëó÷åíèÿ íîâûõñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ äèçàéí íîâûõ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, ñîñòî-ÿùèõ èç íåñêîëüêèõ �àç. Ïîðèñòûå ìàòåðèàëû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç âèäîâ êîì-ïîçèòîâ è ïðîÿâëÿþò â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ áîëåå âûñîêèå õàðàêòåðèñòèêè,÷åì ñïëîøíûå (íàïðèìåð, ïîðèñòàÿ ïüåçîêåðàìèêà). Åùå îäíèì ïåðñïåêòèâíûììàòåðèàëîì äëÿ ñîâðåìåííîãî àâèà- è ìàøèíîñòðîåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìåòàëëè÷åñêèåïåíû. Ïîýòîìó ïðîáëåìû ïîëó÷åíèÿ, äèçàéíà, ìîäåëèðîâàíèÿ ïåí è êîíñòðóêöèéíà èõ îñíîâå âåñüìà àêòóàëüíû â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðàñ÷åòà êîí-ñòðóêöèé ñîäåðæàùèõ êîìïîçèòíûå ìàòåðèàëû ÿâëÿåòñÿ èõ çàìåíà íåêîòîðûìèñïëîøíûìè ìàòåðèàëàìè ñ ý��åêòèâíûìè ñâîéñòâàìè. �åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿïåí ïîäûòîæåíû â ðÿäå êíèã [1℄� [8℄. Çäåñü ðàññìàòðèâàëèñü êàê âîïðîñû ïîëó-÷åíèÿ, òàê è ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ïåí, ðàññìàòðèâàëèñü ìåõàíè÷åñêèåñâîéñòâà, ðåøàëèñü íåêîòîðûå çàäà÷è, â ÷àñòíîñòè, èçãèáà òðåõñëîéíûõ ïàíåëåé(ñýíäâè÷åé) [1℄, [4℄.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ õàðàê-òåðèñòèê ïîðèñòûõ ìàòåðèàëîâ (íèçêîïîðèñòûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ïåí) íà îñíîâåàíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðÿäà ìîäåëüíûõ çàäà÷ äëÿ ñïëîøíûõ òåë è êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîðèñòûõ ìàòåðèàëîâ â êîìïëåêñå ACELAN. Äëÿ äî-ñòèæåíèÿ ýòîé öåëè ðàçðàáîòàíî ñïåöèàëüíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå.2. Ìîäåëèðîâàíèå â ACELAN.�àññìîòðèì íèçêîïîðèñòóþ ìåòàëëè÷åñêóþïåíó, êîòîðóþ áóäåì îïèñûâàòü â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè [9℄. Ïðè ìîäå-ëèðîâàíèè ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà, ïîðû áóäåì ñâÿçûâàòü ñ îòäåëüíûìè êîíå÷íûìèýëåìåíòàìè, ìîäóëü óïðóãîñòè â êîòîðûõ, íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ (îïèñûâàåòñÿêîý��èöèåíòîì ïîíèæåíèÿ ñâîéñòâ) íèæå, ÷åì â ìàòåðèàëå. Ïðè òàêîì ñïîñîáåìîäåëèðîâàíèÿ ïåðâûì øàãîì ðàñ÷åòîâ ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå âåëè÷èíû êîý�-�èöèåíòà ïîíèæåíèÿ (îáû÷íî 10−4 − 10−5) è ðàçìåðà êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè
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�èñ. 1. �àñïðåäåëåíèå ïîð â 15.7% �óíêöèîíàëüíî ãðàäèåíòíîì êîìïîçèòå.

�èñ. 2. �àñïðåäåëåíèå âåðòèêàëüíîãî ñìåùåíèÿ íà äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè îáëàñòè.(çàâèñèò îò âûáðàííîãî ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà èëè êîíñòðóêöèè), ïðè êîòîðûõíà ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà íå âëèÿþò çíà÷åíèå ýòîãî êîý��èöèåíòà è âèäà êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðàçáèåíèÿ. Íà ðèñ.1, ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïîð â �óíêöèî-íàëüíî ãðàäèåíòíîì êîìïîçèòå (îêíî âèçóàëèçàöèè êîìïîçèòà â ACELAN), à íàðèñ. 2 ðàñïðåäåëåíèå âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèÿ ïðè èçãèáå (îê-íî ïîñòïðîöåññîðà ACELAN).�àçëè÷àþò äâà òèïà ñòðóêòóð ïåí: îòêðûòûå è çàêðûòûå ÿ÷åéêè. Äëÿ âûñî-êîïîðèñòûõ ïåí ñ óêàçàííûìè ñòðóêòóðíûìè ðàçëè÷èÿìè â ëèòåðàòóðå èçâåñòíûñëåäóþùèå ýìïèðè÷åñêèå �îðìóëû:â ñëó÷àå îòêðûòûõ ÿ÷ååê
Ef
Es

= c ·
(
ρf
ρs

)2 (1)â ñëó÷àå çàêðûòûõ ÿ÷ååê
Ef
Es

= Φ2

(
ρf
ρs

)2

+ (1 − Φ)
ρf
ρs

(2)ãäå Ef � ìîäóëü Þíãà ïåíû, Es � ìîäóëü Þíãà ìàòåðèàëà, ρf � ïëîòíîñòü ïåíû,
ρs � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, ýìïèðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû c ≈ 1, Φ = 0.6 − 0.8.�àññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå è ìîäè�èêàöèþ �îðìóëû (2) äëÿ ïîðèñòîãî ìå-òàëëè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ îáúåìíûì ïðîöåíòíûì ñîäåðæàíèåì ïîð äî 40%. äëÿñëó÷àÿ ïîðèñòîãî êîìïîçèòà íåðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû. Ïîëîæåíèå ïîð ñ÷èòàåò-ñÿ ñëó÷àéíûì ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïî îáúåìó ìàòåðèàëà. Êîíå÷íî-



98 Âåðíèãîðà �.Ä., Åðåìååâ Â.À., Ñîëîâüåâ À.Í.ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå ïîðèñòîãî êîìïîçèòà ïðîâîäèòñÿ â ñïåöèàëèçèðîâàí-íîì êîìïëåêñå ACELAN, ïðåäíàçíà÷åííîì äëÿ ðàñ÷åòà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ óñò-ðîéñòâ, êîòîðûå ìîäåëèðóþòñÿ ñîñòàâíûìè óïðóãèìè, ýëåêòðîóïðóãèìè è àêóñòè-÷åñêèìè ñðåäàìè. Ñòðóêòóðà êîìïëåêñà òàêîâà, ÷òî èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âñòðàè-âàòü ïîëüçîâàòåëüñêèå �ðåøàòåëè�. �åàëèçîâàííûå â ðàáîòå ðåøàòåëè ïîçâîëÿþòìîäåëèðîâàòü íåðåãóëÿðíûå êîìïîçèòû.3. Îïðåäåëåíèå ý��åêòèâíûõ ñâîéñòâ.Â êà÷åñòâå çàäà÷è, èìåþùåé àíà-ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ðàññìàòðèâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêèé èçãèá ïëàñòèíû øàðíèðíîîïåðòîé ïî äâóì ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ðàâíî-ìåðíîãî äàâëåíèÿ; ýòà êðàåâàÿ çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì äè��åðåíöèàëü-íûì óðàâíåíèåì
D∆2w = Q (3)è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:ïðè x = 0 w = 0, Mx = 0; ïðè x = l w = 0, Mx = 0ãäå w � ïðîãèá, D =

Ef ·h3

12(1−µ2)
� öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü, Q � ðàâíîìåðíî ðàñ-ïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà, Ef � ìîäóëü Þíãà ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà, h � òîëùèíàïëàñòèíû, µ � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà Mx = D ∂2w

∂x2 � ìîìåíò.�åøåíèå çàäà÷è â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîãî èçãèáà èùåòñÿ â âèäå: w = w (x) èèìååò âèä
w = −Q · x · (µ2 − 1) (x3 − 2lx2 + l3)

2Efh3
(4)Ïðîãèá â öåíòðå ïëàñòèíû ïðè x = l/2 èìååò âèä

w = − 5

13
· Q · (µ2 − 1) · l4

Ef · h3
(5)Ñîîòíîøåíèå (5) ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøàþùèì äëÿ íàõîæäåíèÿ ý��åêòèâíîãî ìî-äóëÿ Þíãà ïðè çàäàííîì êîý��èöèåíòå Ïóàññîíà. Äëÿ îäíîâðåìåííîãî îïðåäåëå-íèÿ ý��åêòèâíûõ ìîäóëÿ Þíãà è êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà âîçìîæíî ðàññìîòðåòüçàäà÷ó ðàñòÿæåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ïëèòû ïðè ïðèëîæåíèè ðàâíîìåðíîãî íàïðÿ-æåíèÿ ê åå òîðöó.Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá èçãèáå ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè (ïëîñêàÿ äå-�îðìàöèÿ) ñ íåðåãóëÿðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïîð, åå ðåøåíèå ïðîâîäèòñÿ â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì êîìïëåêñå ACELAN äëÿ äâóõ ìàòåðèàëîâ ïîðèñòîé ïëàñòèíû � àëþ-ìèíèÿ è òèòàíà. Ïðè ýòîì, h = 10−1ì, l = 1ì, Q = 1000Ïà, äëÿ àëþìèíèÿ µ = 0.3,

Ee = 6.9 · 1010Ïà, äëÿ òèòàíà µ = 0.32, Ee = 11.2 · 1010Ïà.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñîîòíîøåíèÿ Ef/Es äëÿ ðàçëè÷íîãî ïðîöåíòíîãî ñîäåðæà-íèÿ ïîð íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ (5) è êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðàñ÷åòà ïðîãèáà ïëàñòè-íû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3 (êðèâûå 1 è 2 äëÿ àëþìèíèÿ è òèòàíà ñîîòâåòñòâåííî).Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ýòîé îáëàñòè ñîîòíîøåíèÿ (2) ïðèâîäÿò ê çíà÷èòåëüíûìïîãðåøíîñòÿì (êðèâûå 3 è 4 íà ðèñ. 3 ïðè Φ = 0.6 è Φ = 0.8).Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü Ef/Es îò êîý��èöèåíòà ïîðèñòîñòèìîæíî îïèñàòü ïðè ïîìîùè �óíêöèè
Ef
Es

= F (X (k)) = A ·X3 (k) +B ·X (k) (6)
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�èñ. 3. �àñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ Ef/Es è íàéäåííûå ïî �îðìóëå (2).

�èñ. 4. Àïïðîêñèìàöèÿ Ef/Es êóáè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì (6).ãäå X (k) = 1− k
100
; k � êîý��èöèåíò ïîðèñòîñòè â ïðîöåíòàõ; A, B � êîý��èöè-åíòû ìíîãî÷ëåíà, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè è àïïðîêñèìèðîâàííûå ïî �îð-ìóëå (6) ñîîòíîøåíèÿ Ef/Es (êðèâûå 1. . . 4) è âû÷èñëåííûå ïî �îðìóëå (2) ïðè

Φ = 0.7 (êðèâàÿ 5).4. Âûâîäû.Íà îñíîâå ñî÷åòàíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ î öèëèíäðè-÷åñêîì èçãèáå ïëàñòèí è êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì ðåøåíèåì çàäà÷ äëÿ ïîðèñòûõ òåëðàçðàáîòàí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîðèñòîãî ìàòåðèà-ëà. Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ íèçêîïîðèñòûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ïåíñ îáúåìíûì ïðîöåíòíûì ñîäåðæàíèåì ïîð äî 40% ñ èõ ñëó÷àéíûì ðàâíîìåðíûìðàñïðåäåëåíèåì. Íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîñòðîåíû ïðèáëèæåííûå ïîëè-íîìèàëüíûå çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ Þíãà îò îáúåìíîé äîëè ìåòàëëà. Ïðåäëîæåíûñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ ìîäóëÿÞíãà è êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà íà îñ-
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∗∗Helmut-Shmidt Universität, �àìáóðã, �åðìàíèÿÂ ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèéðàñïðîñòðàíåíèÿ è äè�ðàêöèè âîëí Ëýìáà, âîçáóæäàåìûõ ïîâåðõíîñòíûìè ïüåçîàêòóà-òîðàìè, â ñëîèñòûõ óïðóãèõ ìàòåðèàëàõ, ñîäåðæàùèõ òðåõìåðíûå âíóòðåííèå è ïîâåðõ-íîñòíûå íåîäíîðîäíîñòè (äå�åêòû). Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîãî ïîëÿ, îòðàæåííî-ãî ïðåïÿòñòâèåì, ñâîäèòñÿ ê ãðàíè÷íûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì (�ÈÓ) ñ ìàòðè÷íûìÿäðîì � ñëîèñòûì ýëåìåíòîì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óïðóãîãî âîëíîâîäà. Â ñëó÷àå ïî-âåðõíîñòíîé íåîäíîðîäíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ �ÈÓ èñïîëüçóåòñÿ âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíûéïîäõîä ñ îñåñèììåòðè÷íîé ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèåé íåèçâåñòíîé âåêòîð-�óíêöèè. �åøå-íèå �ÈÓ äëÿ âíóòðåííåãî ïðåïÿòñòâèÿ ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè ìåòîäà ãðà-íè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðîâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ äàííûìè ýêñïåðè-ìåíòàëüíûõ èçìåðåíèé, ïîêàçàâøåå ý��åêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè; îïðåäåëåíûîïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû ïüåçîèñòî÷íèêîâ.1. Îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ íåðàçðóøàþùåãî êîí-òðîëÿ êîíñòðóêöèé èç ñëîèñòûõ óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìå-òîäîâ, îñíîâàííûõ íà ïðèìåíåíèè óïðóãèõ âîëí Ëýìáà. Îíè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íàáîëüøîå ðàññòîÿíèå îò èñòî÷íèêà êîëåáàíèé ïðàêòè÷åñêè áåç çàòóõàíèÿ è âçàè-ìîäåéñòâóþò ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè ëþáîãî âèäà, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóäèòü î íàëè÷èè èõàðàêòåðå ïîâðåæäåíèé â èññëåäóåìîé ñòðóêòóðå. Â êà÷åñòâå óñòðîéñòâ, ïîçâîëÿ-þùèõ âîçáóæäàòü è óëàâëèâàòü âîëíû Ëýìáà, â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêîå ðàñïðî-ñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ïüåçîêåðàìè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàòåëè. Èõ ìàëàÿ òîëùèíà è âåñïîçâîëÿþò îñóùåñòâèòü èõ ìîíòàæ íà ïîâåðõíîñòü èññëåäóåìîãî îáðàçöà, íå íà-ðóøàÿ åãî ñòðóêòóðû è öåëîñòíîñòè. Êðîìå òîãî, â êà÷åñòâå óñòðîéñòâ, ðåãèñòðè-ðóþùèõ ïîâåðõíîñòíûå óïðóãèå âîëíû, õîðîøî çàðåêîìåíäîâàëè ñåáÿ ëàçåðíûåâèáðîìåòðû, èñïîëüçóþùèå ý��åêò Äîïëåðà.2. �àññìàòðèâàþòñÿ óïðóãèå êîëåáàíèÿ èçîòðîïíîãî ñëîÿ òîëùèíû h, çàíèìàþ-ùåãî â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x, y, z) ïîëóáåñêîíå÷íóþ îáëàñòü D : {−∞ < x, y <∞,
−h ≤ z ≤ 0}. Èñòî÷íèêîì êîëåáàíèé ñëóæèò òîíêèé âåðòèêàëüíî ïîëÿðèçîâàííûéïüåçîàêòóàòîð, êîíòàêòèðóþùèé ñ ïîâåðõíîñòüþ z = 0 ïî îáëàñòè Ω ñ öåíòðîì âíà÷àëå êîîðäèíàò (ðèñ. 1). Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè è îáðàòíî-ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F−1

t íåñòàöèîíàðíûå ïåðåìåùåíèÿ ñëîÿ u(x, t) ìîãóòáûòü âûðàæåíû ÷åðåç ãàðìîíè÷åñêèå u(x, ω)e−iωt (÷àñòîòíûé ñïåêòð). Êîìïëåêñ-íàÿ àìïëèòóäà ïåðåìåùåíèé u(x, ω) = {ux, uy, uz} (çäåñü è äàëåå ãàðìîíè÷åñêèéìíîæèòåëü e−iωt îïóùåí) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Ëàìå [1℄. Âíåøíèå ïîâåðõ-íîñòè âîëíîâîäà z = 0 è z = −h ïðåäïîëàãàþòñÿ ñâîáîäíûìè îò íàïðÿæåíèé
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�èñ. 1. Âèä ñáîêó è âèä ñâåðõó íà óïðóãóþ ïëàñòèíó ñ êðóãëûì ïüåçîàêòóàòîðîì, öè-ëèíäðè÷åñêèìè ïðåïÿòñòâèÿìè è òî÷êàìè íàáëþäåíèÿ A1 è A2.
τ = {τxz, τyz , σz} çà èñêëþ÷åíèåì îáëàñòè Ω, â êîòîðîé äåéñòâèå àêòóàòîðà ìîäåëè-ðóåòñÿ íàãðóçêîé q0, è îáëàñòåé êîíòàêòà S+ è S− (â îáùåì ñëó÷àå, ìíîãîñâÿçíûõ)ñ ïðåïÿòñòâèÿìè, ðàñïîëîæåííûìè íà ïîâåðõíîñòÿõ z = 0 è z = −h, ñîîòâåòñòâåí-íî. Ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîé âåðè�èêàöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè â êà÷åñòâå ïðå-ïÿòñòâèé èñïîëüçîâàëîñü äâà ïîñòîÿííûõ ìàãíèòà îòíîñèòåëüíî áîëüøîé ìàññû,êîëåáàíèÿ êîòîðûõ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðåìåùåíèÿìè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ìàëû.Â öåëîì, íàëè÷èå ïüåçîàêòóàòîðà è ïîâåðõíîñòíûõ ïðåïÿòñòâèé ìîäåëèðîâàëîñüñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

τ |z=0 =





q0, (x, y) ∈ Ω
q+
s , (x, y) ∈ S+

0, (x, y) /∈ Ω ∪ S+
, τ |z=−h =

{
q−
s , (x, y) ∈ S−

0, (x, y) /∈ S− (1)
u|z=0 = 0, (x, y) ∈ S+, u|z=−h = 0, (x, y) ∈ S− (2)Â êà÷åñòâå âíóòðåííèõ îáúåìíûõ íåîäíîðîäíîñòåé, îãðàíè÷åííûõ êóñî÷íî-ãëàä-êîé ïîâåðõíîñòüþ S, ðàññìàòðèâàëèñü ïîëîñòè (τ |x∈S = 0) èëè íåäå�îðìèðóåìûåìàññèâíûå âêëþ÷åíèÿ (u|x∈S = 0). Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èçìåðåíèÿ ïðîâîäèëèñüâ ñðàâíèòåëüíî íèçêî÷àñòîòíîì äèàïàçîíå (äî ïåðâîé ÷àñòîòû îòñå÷êè). Ñîïî-ñòàâëåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëî, ÷òî íà òàêèõ ÷àñòîòàõ äåéñòâèå êðó-ãîâîãî ïüåçîàêòóàòîðà (Ω : r =

√
x2 + y2 6 a) õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ðàäè-àëüíûìè êàñàòåëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè, ñîñðåäîòî÷åííûìè íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω:

τr = p0δ(r − a) [2℄.Â ðàìêàõ ðàçðàáîòàííîãî È.È. Âîðîâè÷åì è åãî ó÷åíèêàìè èíòåãðàëüíîãî ïîä-õîäà [3, 4℄ ïîëå u0, âîçáóæäàåìîå ïüåçîàêòóàòîðîì â âîëíîâîäå áåç ïðåïÿòñòâèé(ïîëå èñòî÷íèêà), ïðåäñòàâèìî â âèäå
u0(x) =

∫∫

Ω

k+(x−ξ)q0(ξ)dξ =
1

4π2

∫

Γ1

∫

Γ2

K+(α1, α2, z)Q0(α1, α2)e
−i(α1x+α2y)dα1dα2,(3)ãäå K+(α1, α2, z) è Q0(α1, α2) � Ôóðüå-ñèìâîëû ìàòðèöû �ðèíà k+(x) äëÿ ñëîè-ñòîé óïðóãîé ñðåäû ñ çàäàííûìè íà ïîâåðõíîñòè z = 0 íàïðÿæåíèÿìè è íàãðóçêè

q0(x) ñîîòâåòñòâåííî.



�àñïðîñòðàíåíèå âîëí Ëýìáà â óïðóãèõ âîëíîâîäàõ ñ ïðåïÿòñòâèÿìè 103Ïðè íàëè÷èè ïðåïÿòñòâèé âîëíîâîå ïîëå u èùåòñÿ â âèäå ñóììû u = u0 +usc,ãäå usc � ïîëå, ðàññåÿííîå íåîäíîðîäíîñòÿìè. Â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòíûõ ïðåïÿò-ñòâèé äëÿ ïîëÿ usc ñïðàâåäëèâî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, àíàëîãè÷íîå (3), íîñ íåèçâåñòíûìè âåêòîð-�óíêöèÿìè êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé q+
s , q−

s

usc(x) =

∫∫

S+

k+(x − ξ)q+
s (ξ)dξ +

∫∫

S−

k−(x − ξ)q−
s (ξ)dξ (4)Ïîäñòàíîâêà ñîîòíîøåíèé (3) è (4) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) ïðèâîäèò ê ñèñòå-ìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåêòîð-�óíêöèé q+
s , q−

s . Äëÿ ðåøåíèÿ�ÈÓ èñïîëüçóåòñÿ âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíûé ïîäõîä ñ îñåñèììåòðè÷íîé ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèåé [4℄.Â ñëó÷àå îáúåìíîé íåîäíîðîäíîñòè îòðàæåííîå ïîëå usc èùåòñÿ â âèäå:
usc =

∫∫

S

l(x − ξ)c(ξ)dξ (5)Çäåñü l(x) � ñëîèñòûé ýëåìåíò [5℄, òî åñòü ìàòðèöà 3×3, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿ-þòñÿ ïåðåìåùåíèÿ, âûçâàííûå â ðàññìàòðèâàåìîì âîëíîâîäå áåç äå�åêòà ýëåìåí-òàðíûìè ñîñðåäîòî÷åííûìè èñòî÷íèêàìè çàäàííûìè â òî÷êå ξ; c(x) � íåèçâåñò-íàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè �ÈÓ, âîçíèêàþ-ùåãî ïîñëå ïîäñòàíîâêè ñîîòíîøåíèé (3) è (5) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè
S, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ìîäè�èêàöèè, ïðåäëîæåííîéâ ðàáîòå [6℄. Äèñêðåòèçàöèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (5) ïðèâîäèò ê ðàçëî-æåíèþ ïî áàçèñíûì �óíêöèÿì � ñëîèñòûì ýëåìåíòàì lj :

usc ≈
N∑

j=1

lj(x)cj (6)Íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ cj îïðåäåëÿþòñÿ ìåòîäîì êîëëîêàöèéèëè ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèîííîé ñõåìû �àëåðêèíà.3. Äëÿ âåðè�èêàöèè ðàçðàáîòàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîâîäèëîñü ñîïî-ñòàâëåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. �àññìàòðèâà-ëèñü íåñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì êðóãëîãî ïüåçîàêòóàòîðà ðàäèóñà
a = 8 ìì óïðóãîé àëþìèíèåâîé ïëàñòèíû (vs = 3122 ì/ñ, ν = 0.33, h = 1 ìì), íàïîâåðõíîñòÿõ êîòîðîé ðàñïîëîæåíû äâà ïîñòîÿííûõ ìàãíèòà â �îðìå öèëèíäðîâñ òîëñòûìè ñòåíêàìè: S± : {a1 ≤ rs ≤ a2}, rs =

√
(x− xs)2 + (y − ys)2, a1 = 3.5ìì, a2 = 7 ìì, (xs, ys) = (75, 75) ìì (ðèñ. 1). Ïüåçîêòóàòîð ïðèâîäèëñÿ â äåéñòâèåäâóõöèêëîâûìè ìîäóëèðîâàííûìè ñèíóñîèäàëüíûìè ïîñûëêàìè

V (t) =

{
sin(ωct) sin(ωct/4), 0 6 t 6 2T

0, t > 2T
, T = 2π/ωc (7)ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ öåíòðàëüíîé êðóãîâîé ÷àñòîòû ωc â äèàïàçîíå âîçáóæ-äåíèÿ äâóõ ïåðâûõ (�óíäàìåíòàëüíûõ) ìîä. Â êà÷åñòâå óñòðîéñòâà ðåãèñòðàöèè



104 �ëóøêîâ Å.Â., �ëóøêîâà Í.Â., Ëàììåðèíã �., Åðåìèí À.À., Íîéìàíí Ì.-Í.êîëåáàíèé èñïîëüçîâàëñÿ ëàçåðíûé âèáðîìåòð. Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ �îðì ñèã-íàëà (çíà÷åíèé ωc) è òî÷åê íàáëþäåíèÿ Am òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûåðåçóëüòàòû ñîâïàëè ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ãðà�èêè âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòûñêîðîñòè u̇z(x, y,−h, t) â òî÷êàõ A1 è A2, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå èñïîëüçóåìîé ìî-äåëè è èçìåðåííûå ëàçåðíûì âèáðîìåòðîì ïðè ωc = 0.2. �åçóëüòàòû ïðèâîäÿòñÿâ áåçðàçìåðíîì âèäå â åäèíèöàõ, âûðàæåííûõ ÷åðåç òðè õàðàêòåðíûå âåëè÷èíû:äëèíó l0 = h, ñêîðîñòü v0 = vs è ïëîòíîñòü ρ0 = ρ. Ïðè ýòîì áåçðàçìåðíàÿ êðó-ãîâàÿ ÷àñòîòà ω = 2πfl0/v0, ãäå f � ðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà â ãåðöàõ. Ïðèâåäåííûéïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü äîñòîâåðíî îïèñûâàåò íå òîëüêîïîëå èñòî÷íèêà u0 (îñíîâíîé âîëíîâîé ïàêåò), íî è îòðàæåííîå ïîëå usc (ñëåäóþ-ùèé çà íèì ïàêåò ìåíüøåé àìïëèòóäû). Â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè áûëè îïðåäåëåíûîïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû ïüåçîèñòî÷íèêà (ðàçìåð, öåíòðàëüíàÿ ÷àñòîòà è äð.).
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t�èñ. 2. Íîðìèðîâàííûå âåðòèêàëüíûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè u̇z(t), âû÷èñëåííûå (ñïëîø-íûå ëèíèè) è èçìåðåííûå (ïóíêòèðíûå ëèíèè) â òî÷êàõ A1 (a) è A2 (b).4. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùåãî äè�ðàêöèþ íà âíóòðåííèõ òðåõìåð-íûõ íåîäíîðîäíîñòÿõ, íà ðèñ. 3 ïðèâîäèòñÿ ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû âåðòèêàëü-íûõ ñìåùåíèé |uz(x, y, 0, ω)| ïîâåðõíîñòè ñëîÿ, ñîäåðæàùåãî íåïîäâèæíîå âêëþ-÷åíèå â �îðìå ýëëèïñîèäà S : x2/a2 + y2/b2 + (z − zc)
2/c2 = 1, a = b = 0.7,

c = 0.1, zc = −0.5. Èñòî÷íèê êîëåáàíèé � âåðòèêàëüíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ íàãðóçêà
q0 = {0, 0, δ(x+ 6, y + 6, 0)}; ω = 2. Çäåñü èñïîëüçîâàíî N = 180 ñëîèñòûõ ýëåìåí-òîâ â ðàçëîæåíèè (6). Ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòè íàä âêëþ÷åíèåì ìèíèìàëüíû, à çàâêëþ÷åíèåì íàáëþäàåòñÿ çîíà òåíè.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà ÀÂÖÏ Ìèíîáðíàóêè �Ô � 2.1.1/1231.
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�èñ. 3. Àìïëèòóäà âåðòèêàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ñìåùåíèé uz ïîâåðõíîñòè ñëîÿ, ñîäåð-æàùåãî ýëëèïñîèäàëüíîå íåïîäâèæíîå âêëþ÷åíèå; ω = 2.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ëàíäàó Ë.Ä., Ëè�øèö Å.Ì. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà. 1987.[2℄ Crawley E. F., de Luis J. Use of piezoele
tri
 a
tuators as elements of intelligentstru
tures // AIAA J. 1987. � 25. pp. 1373�1385.[3℄ Âîðîâè÷ È.È., Áàáåøêî Â.À. Äèíàìè÷åñêèå ñìåøàííûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ íåêëàññè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ì.: Íàóêà, 1979.[4℄ Áàáåøêî Â.À., �ëóøêîâ Å.Â., Çèí÷åíêî Æ.Ô. Äèíàìèêà íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíî-óïðóãèõ ñðåä. Ì.: Íàóêà, 1989. 344 
.[5℄ �ëóøêîâ Å.Â., �ëóøêîâà Í.Â., Åðåìèí À.À., Ìèõàñüêèâ Â.Â. Ìåòîä ñëîèñòûõ ýëå-ìåíòîâ â äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè. ÏÌÌ. 2009. � 4. C. 622�634.[6℄ Glushkov E., Glushkova N., Ekhlakov A., Shapar E. An analyti
ally based 
omputermodel for surfa
e measurements in ultrasoni
 
ra
k dete
tion // Wave Motion 2006.� 43. pp. 458�73.Glushkov E.V., Glushkova N.V., Lammering R., Eremin A.A.,Neumann M.N. Lamb wave ex
itation and propagation in layered elasti
 waveguideswith surfa
e and internal inhomogeneities.The paper presents the results of theoreti
al andexperimental investigations of Lamb waves propagation and di�ra
tion in layered elasti
waveguides with 3D surfa
e and hidden obsta
les. Unknown wave �elds s
attered by obsta
lesare derived from the boundary integral equations (BIE) with laminate element kernels. In the
ase of surfa
e inhomogeneity the BIEs are solved by the variational-di�erential method withaxisymmetri
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tions. With buried obsta
les theboundary element te
hnique is used. Comparison of numeri
al results with the experimentaldata has proved high e�
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y of the analyti
ally-based 
omputer model developed.



ÂËÈßÍÈÅ ÏÎ�ÈÑÒÎÑÒÈ ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂÍÀ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈ ÁÅ�ÓÙÈÕ ÂÎËÍ Â ÑËÎÈÑÒÛÕÂÎËÍÎÂÎÄÀÕ�ëóøêîâ E.Â., �ëóøêîâà Í.Â., Ôîìåíêî Ñ.È.Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîäàð�àññìàòðèâàþòñÿ ïîðèñòî-óïðóãèå �ëþèäîíàñûùåííûå ìíîãîñëîéíûå âîëíîâîäû,äâèæåíèå ÷àñòèö êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Áèî-Ôðåíêåëÿ äëÿ äâóõ�àçíûõñðåä. Àíàëèçèðóåòñÿ âëèÿíèå ïîðèñòîé ìèêðîñòðóêòóðû íå òîëüêî íà âèä äèñïåðñèîí-íûõ êðèâûõ, íî è íà àìïëèòóäíûå õàðàêòåðèñòèêè âîçáóæäàåìûõ áåãóùèõ âîëí êàê âñëîèñòûõ ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ, òàê è â öèëèíäðè÷åñêèõ ñêâàæèííûõ âîëíîâîäàõ. Ïîêà-çàíî, ÷òî àìïëèòóäà äîïîëíèòåëüíûõ ìîä, âîçíèêàþùèõ èç-çà íàëè÷èÿ ìèêðîñòðóêòó-ðû, ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî áîëüøå àìïëèòóäû îñíîâíûõ ìîä, êîòîðûå ïðèñóòñòâóþòâ âîëíîâîäå ñ ÷èñòî óïðóãèìè (îäíî�àçíûìè) ñëîÿìè.1. Íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ïîðèñòûõ ñðåäàõ, íàñû-ùåííûõ æèäêîñòüþ èëè ãàçîì (�ëþèäîì) îáóñëîâëåíà íå òîëüêî ïðèêëàäíûìèïðîáëåìàìè ìåõàíèêè ãðóíòîâ, ãåî�èçèêè è âèáðîñåéñìîðàçâåäêè, ñòðîèòåëüíîé,íå�òÿíîé è ãàçîâîé èíäóñòðèè, íî è ïîÿâëåíèåì íîâûõ çåðíèñòî-ïîðîøêîâûõ èãóá÷àòûõ ìàòåðèàëîâ, èñïîëüçóåìûõ, íàïðèìåð, äëÿ òåðìî- è âèáðîèçîëÿöèè ðàç-ëè÷íûõ êîíñòðóêöèé. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îáùåïðèçíàííûì èíñòðóìåíòîì òåî-ðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëèíåéíûõ âîëí â ïîðèñòûõ �ëþèäî-íàñûùåííûõ ñðåäàõ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Áèî-Ôðåíêåëÿ [1,2℄. Ó÷åò âçàèìíîãî âëè-ÿíèÿ ìåæäó êîëåáàíèÿìè ÷àñòèö óïðóãîãî ñêåëåòà è ïîðîâîé æèäêîñòè ïðèâîäèòêàê ê èçìåíåíèþ ñêîðîñòè ïðîäîëüíîé (P1) è ïîïåðå÷íîé (S) îáúåìíûõ âîëí òàêè ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíîé ìåäëåííîé ïðîäîëüíîé âîëíû èëè âîëíû Áèî (P2),àìïëèòóäà êîòîðîé ñðàâíèòåëüíî ìàëà [3℄. Ìåíÿþòñÿ íå òîëüêî õàðàêòåðèñòèêèâîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü ãðàíèö, íî íåðåäêî è èõ ÷èñëî: ïðè íàëè÷èè ïî-ðèñòîñòè è âîäîíàñûùåííîñòè ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå áåãóùèå âîëíû [4, 5℄.Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îïðåäåëåíèå ðåàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó àìïëèòó-äàìè ðàçëè÷íûõ âîëí, âîçáóæäàåìûõ çàäàííûìè èñòî÷íèêàìè. Ïîäîáíûé àíà-ëèç ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííîé È. È. Âîðîâè÷åìè åãî ó÷åíèêàìè òåõíèêè èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, â ðàìêàõ êîòîðîé âîëíî-âîå ïîëå ñòðîèòñÿ â âèäå êîíòóðíûõ èíòåãðàëîâ îò ïðîèçâåäåíèÿ Ôóðüå-ñèìâîëîâìàòðèöû �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé è âåêòîðà çàäàííîé íàãðóçêè [6℄. Â íàñòîÿ-ùåé ðàáîòå äàííûé ïîäõîä, õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøèé ñåáÿ äëÿ ìíîãîñëîéíûõóïðóãèõ ñðåä [7℄, îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïîðèñòî-óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ è íà ýòîéîñíîâå àíàëèçèðóþòñÿ àìïëèòóäíûå õàðàêòåðèñòèêè âîëí, âîçáóæäàåìûõ çàäàí-íûìè èñòî÷íèêàìè. Â ÷àñòíîñòè, ñòàâèòñÿ çàäà÷à âûÿñíèòü, ìîæåò ëè àìïëèòóäàäîïîëíèòåëüíûõ ïîâåðõíîñòíûõ è êàíàëîâûõ âîëí, îáóñëîâëåííûõ ìèêðîñòðóê-òóðîé (ïîðèñòîñòüþ), áûòü, â îòëè÷èå îò âîëíû P2, ñîèçìåðèìîé ñ àìïëèòóäîéîñíîâíûõ âîëí ðýëååâñêîãî òèïà.



Âëèÿíèå ïîðèñòîñòè ìàòåðèàëîâ íà õàðàêòåðèñòèêè áåãóùèõ âîëí ... 1072. Äëÿ àíàëèçà âëèÿíèÿ âîäîíàñûùåííîñòè è ïîðèñòîñòè ε ðàññìàòðèâàþòñÿäâå âîëíîâîäíûå ñòðóêòóðû: N-ñëîéíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî (ðèñ. 1, ñëåâà) è ïðî-ñòðàíñòâî ñ öèëèíäðè÷åñêèìè ãðàíèöàìè (ñêâàæèíà) (ðèñ. 1, ñïðàâà). Â ñêâàæè-íîé ñòðóêòóðå âíóòðåííèé öèëèíäð çàïîëíåí àêóñòè÷åñêîé æèäêîñòüþ. Ïðåäïî-ëàãàåòñÿ, ÷òî â îáåèõ ñòðóêòóðàõ ìàòåðèàë ñëîåâ ìîæåò áûòü êàê äâóõ�àçíûìïîðèñòî-óïðóãèì (ñðåäà Áèî), òàê è ÷èñòî óïðóãèì, ò. å. áåç ìèêðîñòðóêòóðû. Èñ-òî÷íèêîì êîëåáàíèé â ïîëóïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíàÿ íàãðóçêà q, àâ öèëèíäðè÷åñêîé ñòðóêòóðå � ñîñðåäîòî÷åííîå äàâëåíèå â ñêâàæèííîé æèäêî-ñòè p0δ(x, y, z).
�èñ. 1. �åîìåòðèÿ çàäà÷.Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé Áèî îñðåäíåííûå ïî ýëåìåíòàðíîìó îáúåìó ñìåùåíèÿïîðèñòîãî ìàòåðèàëà u = (1 − ε)us + εuf , ñêëàäûâàþòñÿ èç ñìåùåíèé óïðóãîãîñêåëåòà us è ïîðîâîé æèäêîñòè uf ,êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì [1, 2℄:

∇[(λ+ 2µ) divus +Q div uf ] + µ∆us − ρ11ü
s − ρ12ü

f − bẇ = 0,

∇[Q div us +R div uf ] − ρ12ü
s − ρ22ü

f + bẇ = 0.Êîíñòàíòû λ, µ,R,Q � ìîäóëè óïðóãîñòè ïîðèñòîé ñðåäû, ρ11, ρ12, ρ22 � èíåðöè-îííûå êîý��èöèåíòû, ñâÿçàííûå ñ ïëîòíîñòÿìè óïðóãîé è æèäêîé �àçû ρs è ρfñîîòíîøåíèÿìè: ρ11 = (1 − ε)ρs − ρ12, ρ22 = ερf − ρ12, ρ12 = ε(1− α̃)ρf , ãäå α̃ �êîý��èöèåíò èçâèëèñòîñòè ïîð; ñòîÿùèé ïðè ẇ êîý��èöèåíò b çàäàåò óðîâåíüäèññèïàöèè âîëíîâîé ýíåðãèè (àíàëîã âÿçêîñòè ñðåäû). Äàëåå ïîëàãàåòñÿ b = 0.3. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î âîçáóæäåíèè ãàðìîíè÷åñêîãî âîëíîâîãî ïîëÿ ue−iωtçàäàííûìè èñòî÷íèêàìè qe−iωt (ïîëóïðîñòðàíñòâî) è p0e
−iωt (ñêâàæèíà) èñïîëü-çóåòñÿ òåõíèêà èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Âîëíîâîå ïîëå â ïîëóïðî-ñòðàíñòâå íàõîäèòñÿ â �îðìå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîãîðèçîíòàëüíûì êîîðäèíàòàì îò ïðîèçâåäåíèÿ Ôóðüå-ñèìâîëîâ ìàòðèöû �ðèíà

K(α1, α2, z) = Fxy[k] è âåêòîðà çàäàííîé íàãðóçêè Q(α1, α2) = Fxy[q]:
u(x) = F−1

xy [KQ] ≡ 1

2π

∫

Γ1

∫

Γ2

KQ e−i(α1 x+α2 y)dα1dα2, x = (x, y, z).�åøåíèå çàäà÷è äëÿ ñêâàæèíû â ñèëó îñåâîé ñèììåòðèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäåîäíîêðàòíîãî èíòåãðàëà îò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòå zâåêòîðà ñìåùåíèé U(r, α3) = Fz[u] [8℄:
u(r, z) = F−1

z [U] ≡ 1

2π

∫

Γ3

Ue−iα3 zdα3.



108 �ëóøêîâ E.Â., �ëóøêîâà Í.Â., Ôîìåíêî Ñ.È.Îïèñàíèå ðàçðàáîòàííûõ íà îñíîâå îáùåãî ìàòðè÷íîãî ïîäõîäà [7℄ è ðåàëèçî-âàííûõ â âèäå ïàêåòîâ ïðîãðàìì ý��åêòèâíûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ Ôóðüå-ñèìâîëîâ �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîðèñòî-óïðóãèõ âîë-íîâîäîâ ïðèâåäåíî â [9℄.Êîíòóðû Γ1,Γ2 è Γ3 â èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ èäóò âäîëü âåùåñòâåííîéîñè, îòêëîíÿÿñü îò íåå â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ïðè îáõîäå ïîëþñîâ ζn ïîäûíòå-ãðàëüíûõ �óíêöèé. Âû÷åòû â ýòèõ ïîëþñàõ îïèñûâàþò ïîâåðõíîñòíûå èëè êàíà-ëîâûå âîëíû â ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ ñòðóêòóðàõ
un(x) ∼ an(ϕ, z)e

iζnr/
√
r, r/l ≫ 1èëè ñêâàæèííûå âîëíû â öèëèíäðè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ

un(x) ∼ bn(r)e
iζn|z|, |z|/l ≫ 1,

l � õàðàêòåðíàÿ äëèíà âîëíû, r, ϕ � ïîëÿðíûå ðàäèóñ è óãîë: x = r cosϕ, y =
r sinϕ.4. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âëèÿíèÿ âîäîíàñûùåííîñòè è óïðóãèõ ñâîéñòâ ïîðèñòîéñðåäû íà âîëíîâûå õàðàêòåðèñòèêè íèæå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû äëÿ ñëåäóþùèõñðåä: äâóñëîéíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ âåðõíèì ïîðèñòûì ñëîåì ñ çàêðûòûìè íàïîâåðõíîñòè ïîðàìè è ñîñðåäîòî÷åííîé âåðòèêàëüíîé íàãðóçêîé (òàáë. 1a) è ÷å-òûðåõñëîéíàÿ ñêâàæèííàÿ ñòðóêòóðà ñ ïîðèñòîé ïðîñëîéêîé (òàáë. 1á). Ñâîéñòâàìàòåðèàëîâ â ðàçìåðíîñòè ÑÈ äàíû â òàáë. 1â. Çäåñü ν � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà,
Ks è Kf � êîý��èöèåíòû îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ óïðóãîé è æèäêîé �àçû, ρs, ρf ,
ε è α̃ ñì. âûøå. Ïðèâåäåííûå äëÿ ïîðèñòîé ñðåäû ïàðàìåòðû Ks, Kf , à òàêæå
Kb (êîý��èöèåíò îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ ìàòåðèàëà ñ ïóñòûìè ïîðàìè) ñâÿçàíûñ ìîäóëÿìè óïðóãîñòè λ, µ,R,Q ñîîòíîøåíèÿìè [2℄:
µ = 3

2
Kb(1 − 2ν)/(1 + ν), λ = Kb − 2

3
µ+Q2/R, R = ε2Λ1, Q = ε(Λ0 − ε)Λ1;

Λ0 = 1 −Kb/Ks, Λ1 = K2
sKf/[Kf(Ks −Kb) + εKs(Ks −Kf)].a) ïîëóïðîñòðàíñòâî á) ñêâàæèíà� ìàòåðèàë òîëùèíà1 ïîðèñòûé 12 ãðóíò ∞

� ìàòåðèàë òîëùèíà1 æèäêîñòü 0.062 ñòàëü 0.023 ïîðèñòûé 0.024 ãðóíò ∞â) ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâìàòåðèàë ν Ks, ×109 Kf , ×109 ρs ρf ε α̃ïîðèñòûé 0.2 36 2.35 2650 1000 0.3 1.25ãðóíò 0.1 2.64 2500æèäêîñòü 0.5 2.19 1000ñòàëü 0.3 164.5 7900Òàáëèöà 1. Ïàðàìåòðû âîëíîâîäîâ.



Âëèÿíèå ïîðèñòîñòè ìàòåðèàëîâ íà õàðàêòåðèñòèêè áåãóùèõ âîëí ... 109Íà ðèñóíêàõ 2à (ïîëóïðîñòðàíñòâî) è 3à (ñêâàæèíà) ïðèâîäÿòñÿ ãðà�èêè çà-âèñèìîñòè ìåäëåííîñòè âîëí sn = ζn/ω îò îòíîøåíèÿ Kb/Khs, ãäå Kb � îáúåìíîåðàñøèðåíèå ïîðèñòîé ñðåäû, à Khs � êîý��èöèåíò îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ íèæíå-ãî ïîëóïðîñòðàíñòâà è äëÿ âíåøíåé ñðåäû ñêâàæèíû ñîîòâåòñòâåííî. Ôàêòè÷åñêèèçìåíÿþòñÿ òîëüêî Kb è µ, îñòàëüíûå ïàðàìåòðû, â òîì ÷èñëå è Khs, �èêñèðîâà-íû, ÷àñòîòà f = 50 ãö. Íà ðèñóíêàõ 2á è 3á ïðèâîäÿòñÿ àìïëèòóäû âîçáóæäàåìûõçàäàííûìè èñòî÷íèêàìè ïîâåðõíîñòíûõ èëè ñêâàæèííûõ âîëí (ñïëîøíûå ëèíèè1 è 2). Øòðèõ-ïóíêòèðíîé ëèíèåé 3 îáîçíà÷åíû õàðàêòåðèñòèêè åäèíñòâåííîéâîëíû ðåëååâñêîãî òèïà, âîçáóæäàåìîé â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðå áåç ó÷åòàïîðèñòîñòè, ò.å êîãäà ε = 0 è Kb = Ks.

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ìåäëåííîñòåé (à) è àìïëèòóä ïîâåðõíîñòíûõ âîëí (á) îò óïðóãèõñâîéñòâ âåðõíåãî ïîðèñòîãî ñëîÿ äâóõñëîéíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà íà ÷àñòîòå f = 50 ãö;ëèíèè 1 è 2 � âîçáóæäàåìûå ïîâåðõíîñòíûå âîëíû, 3 � âîëíà â îòñóòñòâèè ïîðèñòîñòèñëîÿ, 4 � ìåäëåííàÿ P2-âîëíà, 5 � S-âîëíà íèæíåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà.

�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü ìåäëåííîñòåé (à) è àìïëèòóä ñêâàæèííûõ âîëí (á) îò óïðóãèõñâîéñòâ ïîðèñòîãî ñëîÿ ÷åòûðåõñëîéíîé öèëèíäðè÷åñêîé ñòðóêòóðû, f = 50 ãö; ëèíèè 1è 2 � âîçáóæäàåìûå ñêâàæèííûå âîëíû, 3 � âîëíà â îòñóòñòâèè ïîðèñòîñòè ñëîÿ, 4 �
P2-âîëíà ñëîÿ, 5 � ïðîäîëüíàÿ âîëíà â ñêâàæèííîé æèäêîñòè.Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãîñëîéíûõ ñòðóêòóðàõ ïîðèñòîñòü (âî-äîíàñûùåííîñòü) îòäåëüíûõ ñëîåâ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ áåãó-ùèõ âîëí. Àìïëèòóäû äîïîëíèòåëüíûõ âîëí ìîãóò áûòü ñîèçìåðèìû ñ àìïëè-



110 �ëóøêîâ E.Â., �ëóøêîâà Í.Â., Ôîìåíêî Ñ.È.òóäîé îñíîâíîé ìîäû. Â çàäà÷å äëÿ ñêâàæèíû ýòî íàáëþäàåòñÿ, åñëè çíà÷åíèÿ�àçîâûõ ñêîðîñòåé P2-âîëíû â ïîðèñòîé ñðåäå è P -âîëíû â ñêâàæèííîé æèäêî-ñòè áëèçêè äðóã ê äðóãó (ðèñ. 3, ïðè Kb ≈ 12Khs). Èíòåðåñíî, ÷òî â äâóõñëîéíîìïîëóïðîñòðàíñòâå â ñëó÷àå ìÿãêîãî ñëîÿ (Kb < 1.8Khs), ò. å. êîãäà ñêîðîñòü P2-âîëíû ìåíüøå ñêîðîñòè S-âîëíû íèæíåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà (ðèñ. 2à, øòðèõîâûåëèíèè 4 è 5), äîïîëíèòåëüíàÿ âîëíà èìååò äàæå á�îëüøóþ àìïëèòóäó, ÷åì îñíîâ-íàÿ ìîäà (ðèñ. 2á).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Àíàëèòè÷åñêîé âåäîìñòâåííîé öåëåâîé ïðî-ãðàììû (ïðîåêò � 2.1.1/1231). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Biot M.A. Theory of propagation of elasti
 waves in a �uid-saturated porous solid. I.Low-frequen
y range. II. Higher-frequen
y range // J. A
oust. So
. Am. 1956. V. 28(2).pp. 168�178.[2℄ Ìîëîòêîâ Ë.À. Èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïîðèñòûõ è òðåùèíîâàòûõñðåäàõ íà îñíîâå ý��åêòèâíûõ ìîäåëåé Áèî è ñëîèñòûõ ñðåä. ÑÏá.: Íàóêà, 2001.248 ñ.[3℄ Kelder O., Smeulders D.M. J. Observation of the Biot slow wave in water-saturatedNivelsteiner sandstone // Geophys. 1997. 62(6). pp. 1794�1796.[4℄ Feng S., Johnson D. L. High-frequen
y a
ousti
 properties of a �uid/porous solidinterfa
e I. New surfa
e mode // J. A
oust. So
. Amer. 1983. 74, �3. Ñ. 906�914.[5℄ �îðîäåöêàÿ Í.Ñ. Âîëíû â ïîðèñòî-óïðóãèõ íàñûùåííûõ æèäêîñòüþ ñðåäàõ // Àêó-ñòè÷íèé âiñíèê. 2007. Ò. 10. N 2. Ñ. 43�63.[6℄ Âîðîâè÷ È.È., Áàáåøêî Â.À. Äèíàìè÷åñêèå ñìåøàííûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ íåêëàññè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ì.: Íàóêà, 1979. 320 ñ.[7℄ Áàáåøêî Â.À., �ëóøêîâ Å.Â., �ëóøêîâà Í.Â. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû �ðè-íà ñòðàòè�èöèðîâàííîãî óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà // Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîéìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. 1987. Ò. 27. N 1. Ñ. 93�101.[8℄ �ëóøêîâ Å.Â., �ëóøêîâà Í. Â., Ôîìåíêî Ñ.È. �àñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ñåéñìîàêó-ñòè÷åñêîãî ñêâàæèííîãî èñòî÷íèêà â ïîðèñòî-óïðóãîì âîäîíàñûùåííîì ãðóíòå //Àêòóàëüíûå àñïåêòû �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Àêóñòèêà è âîëíû. Êèåâ:Íàóê. äóìêà, 2007. Ñ. 73-82.[9℄ Ôîìåíêî Ñ.È. �àñïðîñòðàíåíèå è äè�ðàêöèÿ âîëí â ñëîèñòûõ ïîðèñòî-óïðóãèõ ñðå-äàõ ñ ïëîñêîïàðàëëåëüíûìè è öèëèíäðè÷åñêèìè ãðàíèöàìè. Äèñ. êàíä. �èç.-ìàò.íàóê, 01.02.04 . Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 2008, 130 ñ.Glushkov E.V., Glushkova N.V., Fomenko S. I. In�uen
e of the porosity on normalmode 
hara
teristi
s in multilayered waveguides. Porous elasti
 layered waveguides fullysaturated by �uid are 
onsidered. Displa
ements of porous solid are governed by the Biot-Frenkel equations. In�uen
e of the porosity on wave velo
ity and amplitudes of normal modesthat ex
ited by given sour
es in the both halfspa
e and borehole multilayered stru
tures isstudied. Additional normal modes appear in the 
onsidered wavegides be
ause of the porosity.Amplitudes of the additional and main modes are 
ommensurable for some range of porouslayer elasti
 properties.



×ÀÑÒÍÛÅ �ÅØÅÍÈß ÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎÉ ÇÀÄÀ×ÈÏ�ÎÒÅÊÀÍÈß ÈÄÅÀËÜÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ�îâîðóõèí Â.Í.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ äîêëàäå ïðèâåäåíû ïðèìåðû àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ñòàöèîíàðíîéçàäà÷è ïðîòåêàíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ñêâîçü ïðÿìîóãîëüíûé êàíàë ñ ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè Þäîâè÷à. Íàéäåíû ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì çàñòîéíûõçîí è ðàçëè÷íîé �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ çàâèõðåííîñòè îò �óíêöèè òîêà. Ïðî-âåäåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå èõ óñòîé÷èâîñòè.Çàäà÷à ïðîòåêàíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ñêâîçü çàäàííóþ îáëàñòü èçó÷àåòñÿìíîãî äåñÿòèëåòèé. Èçâåñòíî [6℄, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå îíà ðàçðåøèìà ïî âðå-ìåíè, à êîððåêòíîñòü èìååò ìåñòî, åñëè, êðîìå íîðìàëüíîé ñêîðîñòè íà ãðàíèöå,íà âõîäå â îáëàñòü çàäàíà êàñàòåëüíàÿ êîìïîíåíòà âèõðÿ èëè ñêîðîñòè [3℄. Äëÿäâóìåðíîãî ñëó÷àÿ óñòàíîâëåíî [1℄, ÷òî ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à ïðîòåêàíèÿ ñ çàäàí-íûì íà âõîäå âèõðåì èìååò îáîáù¼ííîå ðåøåíèå ïðè ëþáûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ, àñîîòâåòñòâóþùåå òå÷åíèå æèäêîñòè â ýòîì ñëó÷àå ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà ïðîòî÷íóþ èçàñòîéíóþ çîíû. Â [2,7℄ ÷èñëåííî áûëè îáíàðóæåíû íåòðèâèàëüíûå ñòàöèîíàðíûåðåæèìû ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì çàñòîéíûõ çîí. Â äîêëàäå ïðèâåäåíû íîâûå òå÷åíèÿ,ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèìè è ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.1. Äèíàìèêà èäåàëüíîé æèäêîñòè. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðîòåêàíèÿæèäêîñòè ñêâîçü êàíàë D :
D = {(x, y) : 0 6 x 6 a; 0 6 y 6 b}. (1)Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äâèæåíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â òåðìèíàõ âèõðÿòå÷åíèÿ ω è �óíêöèè òîêà ψ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

ωt + ψyωx − ψxωy = 0; (2)
−△ψ = −(ψxx + ψyy) = ω; (3)Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïîñòàâëåííûå â [6℄:

ψ|x=0 = ψ|x=a = ψw(y), ψw(y) > 0, y ∈ [0, b]; (4)
ψ|y=0 = 0;ψ|y=b = ψw(b); (5)
ω|x=0 = ωw(y). (6)Òî åñòü, æèäêîñòü âòåêàåò â êàíàë ÷åðåç ñå÷åíèå x = 0 è âûòåêàåò èç íåãî ÷å-ðåç ñå÷åíèå x = a ñ íîðìàëüíîé ñêîðîñòüþ vw(y) = ∂ψw

∂y
. Â ïðåäñòàâëåííûõ íèæåðåçóëüòàòàõ ψw = q1y+ q2y

2 + q3y
3 ïðè q1 = 0.03, q2 = 0.21, q3 = −0.14, ÷òî ñîîòâåò-ñòâóåò ïàðàáîëè÷åñêîìó ïðî�èëþ ñêîðîñòè ïðîòåêàíèÿ vw.Äëÿ çàâèõðåííîñòè çàäàåòñÿ óñëîâèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè:
ω|t=0 = ω0(x, y) (7)



112 �îâîðóõèí Â.Í.2. Ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à ïðîòåêàíèÿ. Äëÿ ïîèñêà íå çàâèñÿùèõ îò âðåìåíèðåøåíèé çàäà÷à (2)�(7) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé
{
ψyωx − ψxωy = 0

−△ψ = ω
(8)ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (4)�(6).Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ ω = F (ψ), ãäå F ìî-æåò áûòü ëþáîé äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé. Ñ îäíîé ñòîðîíû ñóùåñòâîâàíèåíåêîòîðîé �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ω îò ψ ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ñòàöèîíàð-íîñòè ðåøåíèÿ, à ñ äðóãîé äàåò ñïîñîá ïîèñêà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé. Òî åñòü,ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

−△ψ = F (ψ) (9)ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Åñòåñòâåííî [4, 5℄ çàäàòü íåêîòîðóþèçâåñòíóþ çàâèñèìîñòü ω = F (ψ), à çàòåì ðåøàòü (9). Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòåìû îãðàíè÷èìñÿ òðåìÿ ñëó÷àÿìè: ω = kψ, ω = kψ2, ω = kψ3.3. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ω = kψ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ïðî-ñòåéøàÿ çàâèñèìîñòü ω îò ψ � ëèíåéíàÿ, òî åñòü, ω = kψ, ãäå k � ïàðàìåòð.Óðàâíåíèå (9) ïðèíèìàåò âèä:
−△ψ = kψ (10)ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (4),(5) äëÿ �óíêöèè òîêà. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (10) áóäåì ðàçûñêèâàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

ψ(x, y) = q1y + q2y
2 + q3y

3 +
∞∑

i,j=1

Ci,j sin
iπx

a
sin

jπy

b
, (11)ãäå Ci,j � ïîñòîÿííûå êîý��èöèåíòû. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (11) â (10) ïîëó÷àåìâûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ

Ci,j =
4 k b3a2(−1)j (−1+(−1)i)
π2i j (π2(i2b2+j2a2)−ka2b2)

q1 +
4 b3a2 (kb2(π2j2−6)+6π2j2)(−1)j(−1+(−1)i)

π4i j3(π2(i2b2+j2a2)−ka2b2)
q3+

+
4 a2b2(kb2(2+(π2j2−2)(−1)j)+2π2j2((−1)j−1))(−1+(−1)i)

π4i j3(π2(i2b2+j2a2)−ka2b2)
q2

(12)Òî åñòü, íàéäåíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ âè-äà (11)�(12), îïðåäåëÿåìîå ïàðàìåòðîì k. Ýòè ðåæèìû ìîãóò áûòü ïðîòî÷íûìè,ìîãóò ñîñòîÿòü èç ïðîòî÷íîé è ðàçíîãî ÷èñëà çàñòîéíûõ çîí. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíûïîëÿ çàâèõðåííîñòè è ëèíèè òîêà ðåæèìîâ ïðè ðàçíûõ k. Íà ðèñ. 1a èçîáðàæåíïîëíîñòüþ ïðîòî÷íûé ðåæèì, íà ðèñ. 1b ñ îäíîé çàñòîéíîé çîíîé, íà ðèñ. 1
,däâà ðàçëè÷íûõ ðåæèìà ñ òðåìÿ çàñòîéíûìè çîíàìè, à ðåæèìû ñ áîëüøèì ÷èñëîìðàçëè÷íûõ çàñòîéíûõ çîí è ïðîòî÷íîé çîíîé ñëîæíîé �îðìû äàíû íà ðèñ. 1e,f.Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè íàéäåííûõ ñòàöèîíàðíûõ ðå-æèìîâ. Ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé (11)�(12) ñèñïîëüçîâàíèåì ñïåêòðàëüíûõ èëè ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ çàòðóäíèòåëüíî â ñè-ëó èõ ñëîæíîé �îðìû. Îäíèì èç àëüòåðíàòèâíûõ ïóòåé àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè
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0 1 2 3�èñ. 1. Ïîëÿ çàâèõðåííîñòè è ëèíèè òîêà ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ ïðè ω = kψ. a) k =

−20, b) k = 5, 
) k = 18, d) k = 21, e) k = 51, f) k = 212.âèõðåâûõ êîí�èãóðàöèé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñì., íàïðèìåð, [8,9℄. Ñïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàþò âëèÿíèå íàèññëåäóåìûé ðåæèì âîçìóùåíèé ðàçëè÷íîãî âèäà. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàòü êëàññè-÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ è êðèòåðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âèõðåâûõ ñòðóê-òóð íå óäàåòñÿ, è ïðèõîäèòñÿ èõ çàìåíÿòü èíûìè. Â äàííîé ðàáîòå ïðèíÿò äîâîëü-íî ïðîñòîé 'êðèòåðèé' óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà: áóäåì ñ÷èòàòü åãîóñòîé÷èâûì ê íåêîòîðîìó âîçìóùåíèþ, åñëè ñòðóêòóðà íåâîçìóùåííîãî ðåæèìàñîõðàíÿåòñÿ íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåíàõ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè. Åñëè æåðåæèì ðàñïàäàåòñÿ çà ýòî âðåìÿ, òî áóäåì åãî ñ÷èòàòü íåóñòîé÷èâûì.Ïðèìåíèì îïèñàííûé ïîäõîä ê àíàëèçó óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé (11)�(12) èçîá-ðàæåííûõ íà ðèñ.1. Â êà÷åñòâå âîçìóùåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà áóäåì ðàññìàò-ðèâàòü âû÷èñëèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü, à äëÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è (2)�(7) íà âðåìåíàõ t ∈ [0, 300] èñïîëüçóåì âàðèàíò ìåòîäà ÷àñòèö â ÿ÷åéêàõ [2, 7℄.Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ðåæèìû ïðè k = −20, 5, 21 îêàçàëèñü óñòîé÷èâûìè, àîñòàëüíûå ðåæèìû ñ ðèñ. 1 � íåóñòîé÷èâûìè. Íà ðèñ.2 äàíû çàâèñèìîñòü ω(ψ) âíà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû âðåìåíè. Âèäíî, ÷òî ïðè k = 21 ëèíåéíàÿ çàâè-ñèìîñòü ñîõðàíÿåòñÿ, à äëÿ k = 18, 51 �óíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü îòñóòñòâóåòïðè t = 300. Íà ðèñ.3 ïðåäñòàâëåíû êîíå÷íûå (ïðè t = 300) âèõðåâûå êîí�èãóðà-öèè äëÿ k = 18, 51. Âèäíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ðàñïàäà ðåæèìà ñ òðåìÿ çàñòîéíûìèçîíàìè (ðèñ.1
) ðåàëèçîâàëñÿ áëèçêèé ê ñòàöèîíàðíîìó ðåæèì ñ äâóìÿ çîíàìè, àèç ðåæèìà ñ øåñòüþ çàñòîéíûìè çîíàìè (ðèñ.1e) � ñ òðåìÿ âàëàìè.4. Íåëèíåéíûå çàâèñèìîñòè ω îò ψ. Â ñëó÷àå ω = kψ2 è ω = kψ3 íåóäàåòñÿ ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì �àëåðêèíàè ïàêåòîì Maple. �åøåíèå áóäåì ðàçûñêèâàòü â âèäå:
ψ(x, y) = q1y + q2y

2 + q3y
3 +

n∑

i,j=1

ci,jx
i(x− a) yj(y − b). (13)
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�èñ. 2. ω(ψ) ïðè t = 0 (òî÷êè) t = 300 (êðóæêè) äëÿ: a) k = 21, b) k = 18, 
) k = 51.

�èñ. 3. Ïîëÿ çàâèõðåííîñòè è ëèíèè òîêà ðåæèìà ïðè t = 300 äëÿ: a) k = 18, b) k = 51.

�èñ. 4. Ïîëÿ çàâèõðåííîñòè è ëèíèè òîêà ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ: a) ω = kψ2 ïðè k = 45;b) ω = kψ3 ïðè k = 460.

�èñ. 5. Çàâèñèìîñòü ω îò ψ äëÿ íà÷àëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà (òî÷êè) è ðåæèìàäëÿ t = 400 (êðóæêè) ïðè: a) ω = kψ2 è k = 45; b) ω = kψ3 è k = 460.Â ðàñ÷åòàõ ïðèíèìàëèñü n = 6, 7. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (13) â (9) è îïåðàöèé ïðîåê-òèðîâàíèÿ ïîëó÷èì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëü-íî ci,j, êîòîðóþ ðåøàåì ÷èñëåííî.



×àñòíûå ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ïðîòåêàíèÿ 115Äëÿ îáîèõ âèäîâ çàâèñèìîñòåé óäàëîñü íàéòè ðåæèìû ñîñòîÿùèå èç ïðîòî÷íîéè îäíîé çàñòîéíîé çîíû, ñì. ðèñ. 4. Ïîëó÷åííûå ñ ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà �àëåðêèíàðåæèìû îêàçàëèñü óñòîé÷èâûìè ïî ïðåäëîæåííîìó âûøå êðèòåðèþ. Íà ðèñ. 5äàíû çàâèñèìîñòü ω(ψ) â íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû âðåìåíè. Âèäíî, ÷òîâèä �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ñîõðàíÿåòñÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ ãðàíò � 08-01-00895.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àëåêñååâ �.Â. Îá èñ÷åçàþùåé âÿçêîñòè â äâóìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷àõ ãèä-ðîäèíàìèêè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè // Äèíàìèêà ñïëîøíîé ñðåäû. Íîâîñèáèðñê.1972. Âûï.10. Ñ. 5�28.[2℄ �îâîðóõèí Â.Í., Ìîðãóëèñ À.Á., Þäîâè÷ Â.È. �àñ÷åò äâóìåðíûõ ðåæèìîâ ïðîòå-êàíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñêâîçü ïðÿìîóãîëüíûé êàíàë // ÄîêëàäûÀêàäåìèè Íàóê, 2007, ò. 412, �4, Ñ. 1�5.[3℄ Êàæèõîâ À.Â. Çàìå÷àíèå ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïðîòåêàíèÿ äëÿ óðàâíåíèé èäåàëü-íîé æèäêîñòè // Ïðèêë. ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà, 1980. Ò.44. � 5. Ñ. 947�949.[4℄ Ëàìá �èäðîäèíàìèêà. Ì.: Íàóêà, 1979. 320 ñ.[5℄ ×àïëûãèí Ñ.À. Îäèí ñëó÷àé âèõðåâîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè // Òðóäû îòä. �èç.íàóê Èìïåðàò. Ìîñê. îáù. ëþáèòåëåé åñòåñòâîçíàíèÿ, 1903, ò.11, �2, Ñ. 11�14.[6℄ Þäîâè÷ Â.È. Äâóìåðíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à î ïðîòåêàíèè èäåàëüíîé íåñæèìà-åìîé æèäêîñòè ÷åðåç çàäàííóþ îáëàñòü // Ìàò. ñá. 1964. Ò.64. � 4. Ñ. 562�588.[7℄ Govorukhin V.N., Ilin K. I. Numeri
al study of an invis
id in
ompressible �uid througha 
hannel of �nite length // Int. J. Numer. Meth. Fluids. 2009. Vol. 60. � 12. pp. 1315�1333.[8℄ Velas
o Fuentes O.U. Evolution of a Lamb quadrupolar vortex // Fluid Dynami
sResear
h, 26, 2000, pp. 13�33.[9℄ Walther J.H., Guenot M., Ma
hefaux E., Rasmussen J. T., Chatelain P., Okulov V. L.,Sorensen J.N., Bergdorf M. and Koumoutsakos P. A numeri
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÁÎËÜØÈÕÓÏ�Ó�ÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÉ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÎ�Î �ÀÇËÎÆÅÍÈß�îëîâàíîâ À.È., Ñóëòàíîâ Ë.Ó.Êàçàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÏðèâîäèòñÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ äå�îðìàöèé ãèïåðóïðóãèõ òåë â òåêóùåé êîí-�èãóðàöèè ïðè ìóëüòèïëèêàòèâíîì ïðåäñòàâëåíèè ãðàäèåíòà äå�îðìàöèé. Êèíåìàòèêàñðåäû îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëåâîãî òåíçîðà Êîøè��ðèíà è â òåðìèíàõ ãëàâíûõ óäëè-íåíèé. Íàðÿæåííîå ñîñòîÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ òåíçîðîì èñòèííûõ íàïðÿæåíèé Êîøè�Ýéëåðà. Ïîëó÷åíî ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå â ñêîðîñòÿõ. �åøåíèå îñíîâàíî íà èíêðåìåí-òàëüíîì ìåòîäå. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ îñíîâàíà íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè-âîäèòñÿ ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷è.1. Êèíåìàòèêà ñðåäû. Ïðèâîäèòñÿ êèíåìàòèêà êîíå÷íûõ äå�îðìàöèé ïðèìóëüòèïëèêàòèâíîì ðàçëîæåíèè òåíçîðà ãðàäèåíòà ïîëíûõ äå�îðìàöèé â âèäåïðîèçâåäåíèÿ ãðàäèåíòà óïðóãèõ è ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé ñ èñïîëüçîâàíèåìëåâîãî òåíçîðà Êîøè�Ýéëåðà è â òåðìèíàõ ãëàâíûõ óäëèíåíèé. Ïðè òàêîì ðàçëî-æåíèè ââîäèòñÿ ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîñòîÿíèþ ïðè ñíÿ-òèè íàãðóçêè. Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ ââîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìåðû äå�îðìà-öèé. Ïðèâîäÿòñÿ òåíçîðû, îïèñûâàþùèå êèíåìàòèêó äâèæåíèÿ ñðåäû: ïðîñòðàí-ñòâåííûé ãðàäèåíò ñêîðîñòåé, òåíçîð äå�îðìàöèè ñêîðîñòè è òåíçîð ñêîðîñòè ïî-âîðîòà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì ðàçëîæåíèåì èñïîëüçóþòñÿ àíàëîãèòåíçîðîâ ïðîñòðàíñòâåííîãî ãðàäèåíòà ñêîðîñòåé, äå�îðìàöèè ñêîðîñòè è ñêîðî-ñòè ïîâîðîòà äëÿ óïðóãèõ è ïëàñòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé.2. Ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ.Îïèñûâàåòñÿ ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé. Íàïðÿæåííîåñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ òåíçîðîì èñòèííûõ íàïðÿæåíèé Êîøè�Ýéëåðà, êîòîðûéîïðåäåëÿåòñÿ â àêòóàëüíîì ñîñòîÿíèè. Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷åíî èçâòîðîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè äëÿ èçîòåðìè÷åñêîãî ïðîöåññà, çàïèñàííîãî äëÿòåíçîðà íàïðÿæåíèé Êèðõãî�à â èñõîäíîé êîí�èãóðàöèè, èç êîòîðîãî ïîëó÷å-íî ëèíåàðèçîâàííûå �èçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïëàñòè÷åñêèõäå�îðìàöèé èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ òå÷åíèÿ, ãäå êðèòåðèåì ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿñëóæèò �óíêöèÿ òåêó÷åñòè.3. Àëãîðèòì ðàñ÷åòà. Àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ îñíîâàí íà ìåòîäå ïîñëåäî-âàòåëüíûõ íàãðóæåíèé. Â êà÷åñòâå áàçîâîãî óðàâíåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ óðàâíåíèåìîùíîñòåé â àêòóàëüíîì ñîñòîÿíèè. Ïîñëå ëèíåàðèçàöèè è íåêîòîðûõ ïðåîáðà-çîâàíèÿõ ïîëó÷åíî ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ãäå íåèçâåñòíûìÿâëÿåòñÿ ïðèðàùåíèå ïåðåìåùåíèé â òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå, ðåøåíèå êîòîðîéäàåò ïðèðàùåíèå ïåðåìåùåíèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî îïðåäåëèòü êîí�èãó-ðàöèþ íà ñëåäóþùåì øàãå. Ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäóþùåãî ÍÄÑ îñíîâàíàíà èòåðàöèîííîì ïðîöåññå. Âû÷èñëÿþòñÿ ïðîáíûå ìåðû óïðóãèõ äå�îðìàöèé, ïîêîòîðûì îïðåäåëÿþòñÿ òåíçîðû íàïðÿæåíèé. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ïëàñòè÷íî-ñòè ïðîáíûå íàïðÿæåíèÿ è ìåðû äå�îðìàöèé ñ÷èòàþòñÿ èñòèííûìè. Â ïðîòèâíîì



×èñëåííîå èññëåäîâàíèå áîëüøèõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé 117ñëó÷àå, èñïîëüçóÿ �óíêöèþ òåêó÷åñòè è óðàâíåíèå ñòàöèîíàðíîñòè, îïðåäåëÿåò-ñÿ ñêîðîñòü ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ òåíçîðìåðû äå�îðìàöèè è òåíçîð íàïðÿæåíèé äëÿ òåêóùåãî íîìåðà èòåðàöèè. Ïî äîñòè-æåíèè ñõîäèìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ÍÄÑ. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ îñíîâàíà íà ìåòîäåêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ è ñîîòíîøåíèÿ àïðîêñèìèðóþòñÿ íàáàçå âîñüìèóçîâîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà.4. ×èñëåííûå ïðèìåðû. �àññìîòðåí ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñî-îòíîøåíèé äëÿ ñëàáîñæèìàåìîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà. Ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøå-íèÿ ïîëó÷åíû â âèäå âûðàæåíèÿ ïðîèçâîäíîé Òðóñäåëëà íàïðÿæåíèé Êîøè�Ýéëåðà ÷åðåç äå�îðìàöèè ñêîðîñòè. Òàêæå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ðàñ÷åòà ¾ãèïî-óïðóãîãî¿ ìàòåðèàëà. Äëÿ ïîëó÷åííûõ ìåòîäèê ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ïðè-âîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ òåñòîâûõ è ìîäåëüíûõ çàäà÷.5. Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ïîñòðîåíà ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ãè-ïåðóïðóãèõ òåë. Êèíåìàòèêà ñðåäû îïèñàíà ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ òåíçîðîâ. Ïðè-âîäèòñÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåâîãî òåíçîðàÊîøè��ðèíà è â òåðìèíàõ ãëàâíûõ óäëèíåíèé. Ïîëó÷åíû ëèíåàðèçîâàííûå îïðå-äåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ è ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ îñíî-âàíà íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà áàçå âîñüìèóçëîâîãî ïîëèëèíåéíîãî ýëå-ìåíòà. �åøåííûå çàäà÷è äåìîíñòðèðóþò ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïîëó÷åííîé ìåòîäèêèèññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíî óïðóãèõ çàäà÷. Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ çàäà÷èî êîíå÷íûõ äå�îðìàöèÿõ ãèïåðóïðóãèõ òåë â òåðìèíàõ ãëàâíûõ óäëèíåíèé ÿâëÿ-åòñÿ ðàáîòîñïîñîáíîé, äàåò õîðîøóþ òî÷íîñòü íà äîñòàòî÷íî ¾ãðóáûõ¿ ñåòêàõ èìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ñîçäàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé âû÷èñëèòåëüíîé èí�îð-ìàöèîííîé ñèñòåìû. Åå äîñòîèíñòâîì ñëóæèò îäèíàêîâàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ,êàê êîìïîíåíò òåíçîðîâ äå�îðìàöèé, òàê è êîìïîíåíò òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé. Äåé-ñòâèòåëüíî, îïðåäåëèâ çíà÷åíèÿ ãëàâíûõ óäëèíåíèé è íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâãëàâíîãî áàçèñà, âñå òåíçîðû âû÷èñëÿþòñÿ â âèäå ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðà-öèé. Íåêîòîðûì íåäîñòàòêîì ìîæíî ñ÷èòàòü ïîâûøåííóþ òðóäîåìêîñòü âû÷èñ-ëåíèé, ÷òî, îäíàêî, êîìïåíñèðóåòñÿ ïîñòîÿííûì ðîñòîì ìîùíîñòè ñîâðåìåííîéâû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Áîëåå òîãî, ïðîöåññ âû÷èñëåíèé õîðîøî ïîääàåòñÿ ðàñ-ïàðàëëåëèâàíèþ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü êëàñòåðû è ðàñïðåäåëåííûå âû÷èñ-ëèòåëüíûå ñèñòåìû.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ �08-01-00546.
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Î ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÈ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂÕÈÌÈÊÎ�ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎ�Î ÏÎËÈ�ÎÂÀÍÈß�îëüäøòåéí �.Â., Îñèïåíêî Í.Ì.Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî �ÀÍ, ÌîñêâàÕèìèêî-ìåõàíè÷åñêîå ïîëèðîâàíèå (ÕÌÏ) (�èñ. 1à) ïðåäñòàâëÿåò õàðàêòåðíûé ïðè-ìåð âçàèìîäåéñòâèÿ íàíî- ìèêðî- è ìàêðîìàñøòàáîâ â òåõíîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå. Äåé-ñòâèòåëüíî, ðàçìåðû àáðàçèâíûõ ÷àñòèö âàðüèðóþòñÿ â äèàïàçîíå 7 íì � 100 íì, èõ àã-ðåãàòîâ äî 10 ìêì, ñêîðîñòü ïîëèðîâàíèÿ � îò 1�5 íì/ìèí äî 500 íì/ìèí, çàçîð ìåæäóîáðàáàòûâàåìîé ïîâåðõíîñòüþ è ïîëèðîâàëüíèêîì � îò 10 ìêì äî 50 ìêì. Óíèêàëüíàÿêîìáèíàöèÿ õèìè÷åñêîãî è ìåõàíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ ïðèâîäèò ê ý��åêòèâíîìó âûðàâ-íèâàíèþ (ïëàíàðèçàöèè) îäíîðîäíûõ (êðåìíèé) è ñîñòàâíûõ (êðåìíèé-ìåòàëë) ïëîñêèõäåòàëåé ïðè âûñîêîé ÷èñòîòå ïîëó÷àåìûõ ïîâåðõíîñòåé [1, 2℄. Ïîíèìàíèå ñîâîêóïíîñòèÿâëåíèé, ïðîèñõîäÿùèõ â ðàáî÷åé çîíå ïîëèðîâàíèÿ, è ðàçðàáîòêà ìîäåëåé, àäåêâàòíûõòåõíîëîãè÷åñêèì ïðîöåññàì ÕÌÏ, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì íàó÷íûì íàïðàâëåíèåì [3, 4℄.�àçâèòà ìîäåëü ïðîöåññà ÕÌÏ ñ ó÷åòîì êîìïëåêñà ðàññìàòðèâàåìûõ ÿâëåíèé ðàç-ëè÷íîãî ìàñøòàáà, îïðåäåëÿþùèõ â ñîâîêóïíîñòè ñêîðîñòü ïðîöåññà ïîëèðîâàíèÿ, òà-êèõ êàê ìåõàíè÷åñêîå äàâëåíèå, äè��óçèÿ àêòèâíîé ðàáî÷åé æèäêîñòè â ïîâåðõíîñòíûéñëîé, îãðàíè÷åíèå ýêñïîçèöèè õèìè÷åñêîé îáðàáîòêè ìåõàíè÷åñêè íàãðóæåííûì øåðî-õîâàòûì ïîëèðîâàëüíèêîì, è îáîáùàþùàÿ ýìïèðè÷åñêèé çàêîí Ïðåñòîíà.Ñêîðîñòü óäàëåíèÿ ìàòåðèàëà dh/dt ïðè (ÕÌÏ) îáû÷íî îöåíèâàþò ñîîòíîøå-íèÿìè, àíàëîãè÷íûìè óðàâíåíèþ Ïðåñòîíà [2, 3℄
dh/dt = Kp (ds/dt); p = N/A (1)ãäå h � òîëùèíà îáðàáàòûâàåìîé ïëàñòèíû, N � ñèëà ïðèæàòèÿ ïîëèðîâàëüíèêàê îáðàáàòûâàåìîé ïëàñòèíå, A � ïëîùàäü ðàáî÷åé ïîâåðõíîñòè ïîëèðîâàëüíè-êà, p � íîðìàëüíîå äàâëåíèå íà îáðàáàòûâàåìóþ ïîâåðõíîñòü, ds/dt � ñêîðîñòüîòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ èíñòðóìåíòà è äåòàëè, K � ïîñòîÿííàÿ Ïðåñòîíà.Â ñëó÷àå óïðóãîãî êîíòàêòà ìåæäó ëîêàëüíûì èíäåíòîðîì (÷àñòèöåé àáðàçè-âà) è ïëîñêîé îáðàáàòûâàåìîé ïîâåðõíîñòüþ (çàäà÷à �åðöà) K = (2E)−1 [2, 5℄.Çàìåòèì, ÷òî ìîäåëü Ïðåñòîíà è åå àíàëîãè â ñóùíîñòè îïèñûâàþò òîëüêî àáðà-çèâíûé èçíîñ îáðàáàòûâàåìîé ïîâåðõíîñòè è íå ó÷èòûâàþò â ÿâíîì âèäå îñîáåííî-ñòè òåõíîëîãèè. Íàáëþäàåìûå ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿîò ïðåäñêàçûâàåìûõ ýòîé ìîäåëüþ (ïðèìåð íà ðèñ. 1á [1℄).�àñøèðèì äèàïàçîí ìîäåëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ó÷åòîì âëèÿíèÿ íåêîòîðûõ ëî-êàëüíûõ ïðîöåññîâ �èçè÷åñêîé è ìåõàíè÷åñêîé ïðèðîäû, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ ñòå-ïåííûõ �óíêöèé âëèÿíèÿ.1. Ïîëèðîâàíèå â îáñòàíîâêå õèìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ ðàáî÷åé æèäêîñòè ïðî-èñõîäèò ïóòåì óäàëåíèÿ ñ ïîâåðõíîñòè äåòàëè òîíêîãî îñëàáëåííîãî ñëîÿ. Áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî õàðàêòåðíûå âðåìåíà ðåàêöèé, ïðèâîäÿùèõ ê íåîáõîäèìîìó îñëàáëå-íèþ ïðî÷íîñòè ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ, ìàëû (îöåíêà ñêîðîñòè ïîëèðîâàíèÿ ñâåðõó),òàê ÷òî ý��åêò ñíèæåíèÿ ïðî÷íîñòè öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ ïðîöåññîì äè��óçèè
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à) á)�èñ. 1. Õèìèêî-ìåõàíè÷åñêîå ïîëèðîâàíèå. à � ñõåìà ïðîöåññà, á � ïðèìåð íàáëþäàå-ìîãî ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ [1℄.àêòèâíîãî êîìïîíåíòà ðàáî÷åé æèäêîñòè â îáðàáàòûâàåìûé ìàòåðèàë. Ïðè îò-íîñèòåëüíî ìàëîé êîíöåíòðàöèè äè��óíäèðóþùåãî âåùåñòâà â ðàñòâîðå ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî êîý��èöèåíò äè��óçèè D íå çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà Cè ïðîöåññ ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Ôèêà

∂C/∂τ = D (∂2C/∂x2) (2)Äè��óçèÿ ïðîèñõîäèò ñ ïîâåðõíîñòè (x = 0). �åøåíèå óðàâíåíèÿ (2) ïðè τ > 0èìååò âèä
C(x, τ) = C0erf

[
x
(
2
√
Dτ
)] (3)�ðàäèåíò êîíöåíòðàöèè íà ðàññòîÿíèè x îò ãðàíèöû

∂C

∂x
(x, τ) =

C0√
πDτ

e−
x2

4Dτ (4)Íà ãðàíèöå îáðàáàòûâàåìîé ïîâåðõíîñòè
∂C

∂x
(0, τ) =

C0√
πDτ

(5)Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî, åñëè òîëùèíà äè��óçèîííîãîñëîÿ, δD ∼
√
πDτ , ãäå çàìåòíû âàðèàöèè êîíöåíòðàöèè, ñóùåñòâåííî ìåíüøå òîë-ùèíû ñëîÿ àêòèâíîé æèäêîñòè.Ïðèìåì, ÷òî ïîòîê àêòèâíîãî âåùåñòâà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà (îáðàáàòû-âàåìóþ ïîâåðõíîñòü) ïðîïîðöèîíàëåí ãðàäèåíòó êîíöåíòðàöèè, à ñêîðîñòü ðîñòàîáðàáîòàííîãî ñëîÿ ∂h/∂τ , ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ òîëùèí, áëèçêèõ ê ìîíîìîëå-êóëÿðíûì, ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå ïîòîêà àêòèâíîãî âåùåñòâà. Ïîýòîìó, èñ-ïîëüçóÿ (5), ìîæíî çàïèñàòü ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü ïîëèðîâàíèÿ êàê ñêîðîñòüóâåëè÷åíèÿ òîëùèíû îáðàáîòàííîãî ñëîÿ

∂h/∂τ ∼ ∂C/∂x (0, τ) = C0/
√
πDτ (6)Çäåñü â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî âðåìåíè τ = τ ∗ âûñòóïàåò îïðåäåëåííûé íèæå (11)ñðåäíèé èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó äâóìÿ ýïèçîäàìè êîíòàêòà ÷àñòèö àáðàçèâà ñ îá-ðàáàòûâàåìîé ïîâåðõíîñòüþ íà îäíîé è òîé æå ïëîùàäêå.



Î ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ õèìèêî�ìåõàíè÷åñêîãî ïîëèðîâàíèÿ 121Åñëè ðàçìåð èíäèâèäóàëüíîãî ïÿòíà êîíòàêòà ÷àñòèöû àáðàçèâà ñ ïîâåðõíî-ñòüþ äåòàëè ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè óïðóãîãî êîíòàêòà (ìîäåëü �åðöà)
a∗ = 2

(
3pir

4E∗

)1/3

,
1

E∗ =
1 − ν2

1

E1

+
1 − ν2

2

E2

(7)ãäå pi � óñèëèå, ïðèõîäÿùååñÿ íà îäíó ÷àñòèöó, r � ðàäèóñ ý��åêòèâíîé ñ�åðè-÷åñêîé àáðàçèâíîé ÷àñòèöû, E1, ν1 è E2, ν2 ìîäóëè óïðóãîñòè è êîý��èöèåíòûÏóàññîíà äåòàëè è àáðàçèâíîé ÷àñòèöû ñîîòâåòñòâåííî.Âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíîé ïëîùàäè êîíòàêòà, ïðèõîäÿùåéñÿ íà îäíó àêòèâíóþ÷àñòèöó
(Si/S) ∼ n∗ (a∗/r)2 ; n∗ ∼ b

(
n2/3

) (8)ãäå S � îáðàáàòûâàåìàÿ ïëîùàäü, Si � ñðåäíÿÿ ïëîùàäü åäèíè÷íîãî êîíòàêòà,
n � ïëîòíîñòü àáðàçèâíûõ ÷àñòèö â ðàáî÷åé æèäêîñòè, b≪ 1 � êîý��èöèåíò.�àññòîÿíèå äî ñëåäóþùåé îáëàñòè ëîêàëüíîãî êîíòàêòà è èíòåðâàë âðåìåíè äîêîíòàêòà íà òîé æå ïëîùàäêå îöåíèâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñîîòíîøåíèÿìè

L ∼ (S/Si) 2a∗, τ ∗ ∼ L/v (9)ãäå v = ds/dt � ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ èíñòðóìåíòà è äåòàëè.Îöåíèì óäåëüíóþ íàãðóçêó íà îäíó àêòèâíóþ ÷àñòèöó, èñïîëüçóÿ (7)
pi ∼ Nr2/R2n∗ = πσr2/bn2/3, σ ≈ N/πR2 (10)ãäå σ � ñðåäíåå äàâëåíèå íà ïîëèðîâàëüíèê, R � ðàäèóñ îáëàñòè ïðèæàòèÿ.Îòñþäà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé m ïîðÿäêà åäèíèöû

a∗ = 2

(
3pir

4E∗

)1/3

∼ mr
( σ

E∗bn2/3

)1/3

; τ ∗ ∼ L

v
∼ rE∗1/3

n4/9σ1/3v
(11)Ñîîòíîøåíèÿ (11) îòðàæàþò èçìåíåíèå ñêîðîñòè ïîëèðîâàíèÿ ïðè âàðèàöèè êîí-öåíòðàöèè ÷àñòèö àáðàçèâà � ïðè åå âîçðàñòàíèè óìåíüøàåòñÿ èíòåðâàë âðåìåíèäî ïîâòîðíîãî âîçäåéñòâèÿ àáðàçèâà íà îäèí è òîò æå ó÷àñòîê.Îêîí÷àòåëüíî èç (11) è (6) ïîëó÷èì ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé

Vr ∼ C0n
2/9v1/2 (σ/E∗)1/6 (Dr)−1/2 (12)2. �àññìîòðèì âëèÿíèå ëîêàëüíîé ãåîìåòðè â îáëàñòè êîíòàêòà íà ñêîðîñòüïîëèðîâàíèÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìÿãêîãî øåðîõîâàòîãî ïîëèðîâàëüíèêà ïðîöåñ-ñû àêòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àáðàçèâîì è ïîëèðóåìîé ïëàñòèíîé ñîñðåäî-òî÷åíû â îñíîâíîì íà âûñòóïàõ îòäåëüíûõ øåðîõîâàòîñòåé. Äîñòóï õèìè÷åñêèõðåàãåíòîâ ê îáðàáàòûâàåìîé ïîâåðõíîñòè ïðè ñëàáîì ïðèæàòèè íå çàòðóäíåí [2℄.Îáðàáàòûâàåìóþ ïëàñòèíó áóäåì ñ÷èòàòü æåñòêîé, à øåðîõîâàòîñòü îêðóãëîé ñõàðàêòåðíûì ðàäèóñîì êðèâèçíû ïðè âåðøèíå R1 è ðàäèóñîì ïðîåêöèè îñíîâàíèÿíà ïëîñêîñòü ïîëèðîâàëüíèêà R0 > R1. Äëÿ òàêîé ñèñòåìû èç óñëîâèé óïðóãîãîêîíòàêòà ìîæíî çàïèñàòü

Si ∼ π(3F1R1/4Eef)
2/3;F1 ≈ πσ(R0)

2;S0 ≈ π(R0)
2;Si/S0 ∼ (3πσR1/4EefR0)

2/3 (13)



122 �îëüäøòåéí �.Â., Îñèïåíêî Í.Ì.ãäå Eef ìîäóëü óïðóãîñòè ïîëèðîâàëüíèêà, F1 � óñèëèå âäàâëèâàíèÿ, ïðèõîäÿùå-åñÿ íà îäíó øåðîõîâàòîñòü. Ñîîòâåòñòâåííî,
p ∼ σ(S0/Si) ≈ σ1/3(4EefR0/3πR1)

2/3 (14)Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà âëèÿíèÿ åäèíè÷íîé øåðîõîâàòîñòè ñ�åðè÷åñêîé �îðìûíà ñêîðîñòü ïîëèðîâàíèÿ.
VR ∼ σ13/18v1/2(3πR1/4EefR0)

5/9 (15)Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïðè σ (13/18) çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó åãîçíà÷åíèåì (2/3) â [6℄ è (5/6), óïîìèíàåìûì, íàïðèìåð, â [2℄.Ïî ìåðå ðîñòà äàâëåíèÿ ïðèæàòèè ïîëèðîâàëüíèêà ê îáðàáàòûâàåìîé ïëàñòèíåñíà÷àëà óâåëè÷èâàåòñÿ ïëîùàäü êîíòàêòà àáðàçèâíûõ ÷àñòèö. Â ñîîòâåòñòâèè ñìîäåëüþ óïðóãîãî êîíòàêòà [5℄ îòíîøåíèå ïëîùàäè êîíòàêòà ê îáùåé ïëîùàäè,ïðèõîäÿùåéñÿ íà îäèí êîíòàêò, èìååò âèä àíàëîãè÷íûé (13). Îáëàñòè, äîñòóïíûåäëÿ õèìè÷åñêîé îáðàáîòêè, ìåíüøå âñåé îáðàáàòûâàåìîé ïëîùàäè íà âåëè÷èíóñóììû ïëîùàäåé êîíòàêòà, ÷òî ïðîïîðöèîíàëüíî óìåíüøàåò ñêîðîñòü ïîëèðîâà-íèÿ. Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ìåæäó ðàñïðåäåëåíèåì ÷àñòèö â ðàáî÷åì çàçîðå è èõ êîí-öåíòðàöèåé n â âèäå r/L ∼ (n∗)1/3, ïîëó÷èì
VR ∼ mσ1/6v1/2(1 − 3πσ(n∗)1/3/4Eef)

2/3 (16)Ñîîòíîøåíèå (16) äàåò íåìîíîòîííóþ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòüþ ïîëèðîâà-íèÿ è äàâëåíèåì ñî ñòîðîíû ïîëèðîâàëüíèêà. Ìàêñèìóì ñêîðîñòè ïîëèðîâàíèÿîæèäàåòñÿ â îáëàñòè äàâëåíèé
σ∗ ∼ kEef/(n

∗)1/3; k ≈ 4/15π (17)Â áîëüøèíñòâå âàðèàíòîâ òåõíîëîãèè σ(n∗)1/3/Eefk ≪ 1 (ñì., íàïðèìåð, [2℄), ïî-ýòîìó ïðàêòè÷åñêè âàæíà òîëüêî âîñõîäÿùàÿ âåòâü (16).Ïðè äàëüíåéøåì ïîâûøåíèè äàâëåíèÿ ïðîèñõîäèò ñìûêàíèå ïîâåðõíîñòåé ïî-ëèðîâàëüíèêà è äåòàëè. Äîñòóïíûìè äëÿ õèìè÷åñêîé îáðàáîòêè îñòàþòñÿ òîëüêîíàðóøåíèÿ êîíòàêòà â îêðåñòíîñòè îòäåëüíûõ àáðàçèâíûõ ÷àñòèö.Îáëàñòü íàðóøåíèÿ êîíòàêòà ìîæíî óïîäîáèòü ý��åêòèâíîé òðåùèíå íîð-ìàëüíîãî ðàçðûâà, ñæàòîé îäíîðîäíûì äàâëåíèåì, è ðàñêëèíèâàåìîé àáðàçèâíîé÷àñòèöåé, â êîíöåâûõ ÷àñòÿõ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïëàâíîãî ñìûêàíèÿ
K1(σ) +K1(r) ≡ 0 (18)ãäå K1(σ) ≈ σ

√
πl � êîý��èöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé îò îäíîðîäíîãîñæàòèÿ, K1(r) ≈ Eefr

√
2l/π � òî æå îò ïðèñóòñòâèÿ êëèíà òîëùèíîé 2r [7℄.Èç (18) ïîëó÷èì èñêîìûé ðàçìåð îáëàñòè íàðóøåíèÿ êîíòàêòà

ℓ ≈ π−1
√

2Eef/σ; ℓ < L (19)Îöåíêà âçàèìîñâÿçè ñêîðîñòè ïîëèðîâàíèÿ è âíåøíåãî äàâëåíèÿ ìîæåò áûòü ñäå-ëàíà â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèÿ î ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñêîðîñòè ïîëèðîâàíèÿ è îò-íîøåíèÿ ðàçìåðà ëîêàëüíûõ îáëàñòåé íàðóøåíèÿ êîíòàêòà êî âñåé ïëîùàäè êîí-òàêòà, òî åñòü Vr ∼ ℓ/L. Ïðè îïèñàííîì êîíòàêòå ïîëèðîâàëüíèêà ñ ïëàñòèíîéèìååì ñ ó÷åòîì (12), (19)
Vr ∼ n5/9v1/2(Eef/σ)5/6(Dr)−1/2 (20)



Î ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ õèìèêî�ìåõàíè÷åñêîãî ïîëèðîâàíèÿ 123Ñêîðîñòü ïîëèðîâàíèÿ ñíèæàåòñÿ ñ ðîñòîì äàâëåíèÿ.Ïðèâåäåííûå âàðèàíòû âîñïðîèçâîäÿò óñëîâèÿ ñìåíû îïðåäåëÿþùèõ ìåõàíèç-ìîâ ïðîöåññà ïîëèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î íåîáõîäèìîñòè ïîñòðîåíèÿäèàãðàìì ýòèõ ìåõàíèçìîâ èëè ñöåíàðèåâ ðàáî÷åãî ïðîöåññà ÕÌÏ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèéÏðåçèäèóìà �ÀÍ �13 è �ðàíòà Ïðåçèäåíòà �Ô íà ïîääåðæêó âåäóùèõ íàó÷íûõøêîë �îññèè (ÍØ - 134.2008.1).
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ÈÇÍÎÑÎÊÎÍÒÀÊÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÒÅË�îðÿ÷åâà È. �.Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî �ÀÍ, ÌîñêâàÏîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ àíàëèçà �îðìîèçìåíåíèÿ íåîäíîðîäíîãîóïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé â óñëîâèÿõ òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ.Äàíû ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è î �îðìîèçìåíåíèè ïðè èçíàøèâàíèè íåîäíîðîäíîãîìàòåðèàëà â êîíòàêòå ñ âÿçêîóïðóãèì òåëîì, à òàêæå çàäà÷è îá èçíàøèâàíèè òîíêîãîóïðóãîãî ïîêðûòèÿ, íàíåñåííîãî íà ïîâåðõíîñòü óïðóãîãî òåëà, îáëàäàþùåãî ðåãóëÿð-íûì ðåëüå�îì. Èçó÷åíà êèíåòèêà èçìåíåíèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ è �îðìû ïîâåðõíî-ñòè êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà â ïðîöåññå èçíàøèâàíèÿ.Èçíàøèâàíèå êîìïîçèöèîííûõ è íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ, à òàêæå ìàòå-ðèàëîâ, ïîâåðõíîñòü êîòîðûõ ïîäâåðãíóòà ëîêàëüíîìó óïðî÷íåíèþ, ïðîèñõîäèòíåðàâíîìåðíî, âñëåäñòâèå ÷åãî èõ ïåðâîíà÷àëüíî ïëîñêàÿ ðàáî÷àÿ ïîâåðõíîñòüñòàíîâèòñÿ âîëíèñòîé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿàíàëèçà �îðìîèçìåíåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ïåðèîäè-÷åñêîé ñòðóêòóðîé â óñëîâèÿõ òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñî-çäàíà ïðè ïîìîùè ëîêàëüíîãî óïðî÷íåíèÿ ïîâåðõíîñòè ìàòåðèàëà, êîòîðûé ïîñëåóïðî÷íåíèÿ îáëàäàåò ïåðåìåííûì ïî ïîâåðõíîñòè êîý��èöèåíòîì èçíîñîñòîéêî-ñòè. �åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè ïîêàçûâàþò, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè âîçíèêàåòýêñïëóàòàöèîííàÿ âîëíèñòîñòü, ïàðàìåòðû êîòîðîé çàâèñÿò îò êîý��èöèåíòîâ èç-íîñà óïðî÷íåííîé è íå óïðî÷íåííîé çîí è èõ õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ.Â ðàáîòå äàíû ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è î �îðìîèçìåíåíèè ïðè èçíàøè-âàíèè íåîäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà â êîíòàêòå ñ âÿçêîóïðóãèì òåëîì. Óñòàíîâëåíî,÷òî âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà �îðìèðîâàíèåðåëüå�à ïîâåðõíîñòè ïðè èçíàøèâàíèè, ïðè÷åì èçíîøåííàÿ �îðìà ïîâåðõíîñòèçàâèñèò îò ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ è â îïðåäåëåííîì èíòåðâàëå ñêîðîñòåé ÿâëÿåò-ñÿ íåñèììåòðè÷íîé. Òàêæå ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá èçíàøèâàíèè òîíêîãî óïðóãîãîïîêðûòèÿ, íàíåñåííîãî íà ïîâåðõíîñòü óïðóãîãî òåëà, îáëàäàþùåãî ðåãóëÿðíûìðåëüå�îì. Âñëåäñòâèå íåîäíîðîäíîñòè òîëùèíû ïîêðûòèÿ ïðîèñõîäèò ïåðåðàñ-ïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ äàâëåíèé è íåðàâíîìåðíîå èçíàøèâàíèå ïîâåðõíîñòè.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ òðåíèÿ ïîâûñèòüòðèáîòåõíè÷åñêèå ñâîéñòâà ñîïðÿæåíèé, ïîëó÷èòü æåëàåìûé ðåëüå� îáðàáàòû-âàåìîé ïîâåðõíîñòè, îïòèìèçèðîâàòü ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòíûõ ñëîåâ; îáåñïå÷èòüñîçäàíèå ñâîåîáðàçíûõ êàðìàíîâ íà ïîâåðõíîñòè òðåíèÿ, ïîâûøàþùèõ åå ìàñëî-åìêîñòü è îãðàíè÷èâàþùèõ ïðèñóòñòâèå ïðîäóêòîâ èçíàøèâàíèÿ â çîíå òðåíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû � 09-08-01229-à, 10-08-90047 Áåë-à).Gorya
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ÎÁ ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÈ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÑÒÅ�ÆÍÅÉÄåíèíà Î.Â.Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè ïî àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûì õàðàêòå-ðèñòèêàì ïðè ñîâìåñòíîì àíàëèçå ïðîäîëüíûõ, èçãèáíûõ è êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé òðåõíåîäíîðîäíûõ õàðàêòåðèñòèê ñòåðæíÿ: ìîäóëÿ Þíãà, ìîäóëÿ ñäâèãà è ïëîòíîñòè. Äëÿèäåíòè�èêàöèè íåèçâåñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîñòðîåíû èòåðàöèîííûå ïðîöåññû, îñíî-âàííûå íà àïïàðàòå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 1-ãî è 2-ãî ðîäà. �àññìîòðåíûêîíêðåòíûå ïðèìåðû âîññòàíîâëåíèÿ èñêîìûõ õàðàêòåðèñòèê.Ïðàêòè÷åñêè âñå çàäà÷è íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ îáúåêòîâ ðàçëè÷íîãî íà-çíà÷åíèÿ îòíîñÿòñÿ ê îáðàòíûì çàäà÷àì ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà.Ñòåðæíåâûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ýëåìåíòîâìàøèí, ìåõàíèçìîâ è ñòðîèòåëüíûõ îáúåêòîâ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ðàçðàáîòêà è ðå-àëèçàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî îáîñíîâàííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷è ïðàêòè÷åñêèõ ìåòîäèê îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâ íåîäíîðîäíûõ ñòåðæíåé ÿâëÿåòñÿàêòóàëüíîé çàäà÷åé.Îòìåòèì, ÷òî ðàçëè÷íûå àñïåêòû îáðàòíûõ çàäà÷ îá îïðåäåëåíèè ìîäóëÿ Þí-ãà è ïëîòíîñòè â ñòåðæíå áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [1, 2℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòåðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè òðåõ íåîäíîðîäíûõ õàðàêòåðèñòèêñòåðæíÿ: ìîäóëÿ Þíãà, ìîäóëÿ ñäâèãà è ïëîòíîñòè ïî àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûì õà-ðàêòåðèñòèêàì ïðè ñîâìåñòíîì àíàëèçå ïðîäîëüíûõ, èçãèáíûõ è êðóòèëüíûõ êî-ëåáàíèé ñòåðæíÿ.Êðàåâûå çàäà÷è, îïèñûâàþùèå ðàçëè÷íûå òèïû êîëåáàíèé êîíñîëüíî çàêðåï-ëåííîãî ñòåðæíÿ äëèíû l ïåðåìåííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïîä äåéñòâèåì íàãðóç-êè íà òîðöå, ïîñëå îòäåëåíèÿ âðåìåííîãî ìíîæèòåëÿ èìåþò âèä [3℄:ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ
d

dx

(
E(x)F (x)

du(x, ω)

dx

)
+ ω2ρ(x)F (x)u(x, ω) = 0 (1)

u(0, ω) = 0, E(l)F (l)
du

dx
(l, ω) = −Pèçãèáíûå êîëåáàíèÿ

d2

dx2

(
E(x)J(x)

d2w

dx2
(x, ω)

)
− ω2F (x)ρ(x)w(x, ω) = 0 (2)

w (0, ω) = 0,
dw

dx
(0, ω) = 0

(
JE

d2w

dx2

)
(l, ω) = 0,

d

dx

((
JE

d2w

dx2

))
(l, ω) = −P
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d

dx

(
G(x)Jp(x)

dv(x, ω)

dx

)
+ ω2Jp(x)ρ(x)v(x, ω) = 0 (3)

v(0, ω) = 0, G(l)Jp(x)
dv

dx
(l, ω) = −MÇäåñü E(x), G(x), ρ(x) � íåèçâåñòíûå ïîëîæèòåëüíûå �óíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèåçàêîíû èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ Þíãà, ìîäóëÿ ñäâèãà è ïëîòíîñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòüêàê ãëàäêèìè �óíêöèÿìè, òàê è èìåòü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçðûâîâ ïåðâîãî ðîäà;

F (x), J(x), Jp(x) � ñîîòâåòñòâåííî ïëîùàäü, îñåâîé è ïîëÿðíûé ìîìåíòû èíåðöèèïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçâåñòíà äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ îá àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêå òîðöà ñòåðæíÿ ñëåäóþùåãî âèäà:
u(l, ω) = f1(ω), ω ∈ [ω1, ω2], (4)
w(l, ω) = f2(ω), ω ∈ [ω3, ω4], (5)
v(l, ω) = f3(ω), ω ∈ [ω5, ω6], (6)ïî êîòîðîé òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûå �óíêöèè E(x),G(x),ρ(x).Çàäà÷à (1)�(6), ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé îáðàòíóþ êîý��èöèåíòíóþ çàäà÷ó îáîïðåäåëåíèè òðåõ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé, ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé è íåêîððåêòíîéïðîáëåìîé [4℄ è òðåáóåò ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ ïðè ðåøåíèè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé ïðåäëîæåíà ñëåäó-þùàÿ ñõåìà: íà ïåðâîì ýòàïå íà îñíîâå ñîâìåñòíîãî àíàëèçà ïðîäîëüíûõ è èçãèá-íûõ êîëåáàíèé îïðåäåëåíû �óíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå çàêîíû èçìåíåíèÿ ìîäóëÿÞíãà è ïëîòíîñòè; íà âòîðîì ýòàïå ïðè èçâåñòíîé �óíêöèè ïëîòíîñòè èç àíàëèçàêðóòèëüíûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿëàñü �óíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ çàêîí èçìåíå-íèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà.Èñõîäíûå çàäà÷è áûëè îáåçðàçìåðåíû:

x = lz, u(x) = lũ(z), w(x) = lw̃(z), v = lṽ(z), E(x) = E∗Ẽ(z), ρ(x) = ρ∗ρ̃(z),

F (x) = F ∗F̃ (z), G(x) = G∗G̃(z), J(x) = J∗J̃(z), Jp(x) = J∗
p J̃(z), z ∈ [0, 1]

E∗ = maxE(x)
x∈[0,l]

, ρ∗ = max ρ(x),
x∈[0,l]

F ∗ = maxF (x)
x∈[0,l]

, J∗ = max J(x)
x∈[0,l]

, J∗
ρ = max J(x)

x∈[0,l]

G∗ = maxG(x)
x∈[0,l]

, χ2 =
ω2l2ρ∗

E∗ , λ4 =
ω2ρ∗F ∗l4

E∗J∗ , χ2 =
ω2l2ρ∗

G∗Äàëåå äëÿ âñåõ �óíêöèé çíàê òèëüäû íàä íèìè îïóñêàëñÿ.Ïðÿìûå çàäà÷è áûëè ðåøåíû ñ ïîìîùüþ ñâåäåíèÿ èñõîäíûõ êðàåâûõ çàäà÷ êèíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà [1, 2℄. Íà îñíîâå àïïàðàòà èíòå-ãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 1-ãî è 2-ãî ðîäà áûëè ïîñòðîåíû èòåðàöèîííûåïðîöåññû äëÿ èäåíòè�èêàöèè íåèçâåñòíûõ �óíêöèé, ïîçâîëÿþùèå îñóùåñòâèòüðàñùåïëåíèå èñõîäíîé îáðàòíîé çàäà÷è íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ äâóõ òèïîâ �ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè è îïðåäåëåíèå ïîïðàâîê



Îá îïðåäåëåíèè íåîäíîðîäíûõ õàðàêòåðèñòèê ñòåðæíåé 127íà îñíîâå ðåøåíèÿ ñòàíäàðòíîé íåêîððåêòíîé çàäà÷è � îáðàùåíèÿ èíòåãðàëüíîãîóðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà ñ ãëàäêèì ÿäðîì.Ïåðâûé ýòàï èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà òðåáóåò çíàíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæå-íèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå E0(z) ñòðîèëîñü â êëàññå ëèíåé-íûõ ïîëîæèòåëüíûõ îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé âèäà E0(z) = a0 + a1z. Èç àïðèîðíîéèí�îðìàöèè îá îãðàíè÷åííîñòè ìîäóëÿ óïðóãîñòè 0 < E− 6 E0(z) 6 E+ áû-ëè ïîëó÷åíû îãðàíè÷åíèÿ íà êîíñòàíòû a0 è a1, êîòîðûå îïðåäåëèëè êîìïàêòíîåìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ (a0, a1). Çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ a0è a1 íàõîäèëèñü èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà íåâÿçêè íà ïîñòðîåííîì êîì-ïàêòíîì ìíîæåñòâå [1, 2℄.Òàêèì îáðàçîì, íà ïåðâîì ýòàïå çàäà÷è, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ Þíãà è ïëîò-íîñòè, íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî ðåøàòü ñèñòåìó èíòå-ãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà (7):
1∫

0

(
du(n−1)(z, χ)

dz

)2

F (z)E(n)(z)dz − χ2

1∫

0

(u(n−1)(z, χ))2F (z)ρ(n)(z)dz =

= P (f1(χ) − u(n−1)(1, χ)), χ ∈ [χ1, χ2] (7)
1∫

0

(
d2w(n−1)(z, λ)

dz2

)2

J(z)E(n)(z)dz − λ4

1∫

0

(w(n−1)(z, λ))2F (z)ρ(n)(z)dz =

= −P (f2(λ) − w(n−1)(1, λ)), λ ∈ [λ3, λ4]Îòìåòèì, ÷òî ÿäðà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà âû÷èñëÿëèñüâ ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è.Íà âòîðîì ýòàïå çàäà÷è äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà íà êàæäîì øàãåèòåðàöèîííîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî ðåøàòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà1-ãî ðîäà (8):
1∫

0

(
dv(n−1)(z, χ)

dx

)2

Jp(z)G
(n)(z)dz = M(f3(χ) − v(n−1)(1, χ)), χ ∈ [χ5, χ6] (8)Âûõîä èç ïîñòðîåííûõ ïðîöåññîâ ïðîèçâîäèëñÿ, êîãäà çíà÷åíèå �óíêöèîíàëàíåâÿçêè ñòàíîâèëîñü ìåíüøå ïîãðåøíîñòè âõîäíûõ èçìåðåíèé [5℄.Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ áåçðàçìåðíîé �óíêöèè,õàðàêòåðèçóþùåé èçìåíåíèå ìîäóëÿ Þíãà, ïðè àíàëèçå ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé,â ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíà àïðèîðíàÿ èí�îðìàöèÿ î çàêîíàõ èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòèè ìîäóëÿ ñäâèãà, íà ïåðâîì, òðåòüåì è ïÿòîì øàãàõ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà äëÿñëåäóþùèõ çàêîíîâ ρ(z) = 2+0.5z3, E(z) = 1+z3. Â ñåðèè ðàñ÷åòîâ áûëî ïðèíÿòî

χ1 = 2, χ2 = 3, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòíîìó äèàïàçîíó, ðàñïîëîæåííîìó ìåæäó1-îé è 2-îé ðåçîíàíñíûìè ÷àñòîòàìè; èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü äëÿ ïÿòè ÷àñòîòâíóòðè âûáðàííîãî äèàïàçîíà.Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ áåçðàçìåðíûõ �óíêöèé,õàðàêòåðèçóþùèõ çàêîíû èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè, ìîäóëÿ Þíãà è ìîäóëÿ ñäâèãà
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�èñ. 1. Âîññòàíîâëåíèå ìîäóëÿ Þíãà íà ðàçëè÷íûõ øàãàõ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà

�èñ. 2. Âîññòàíîâëåíèå òðåõ íåîäíîðîäíûõ õàðàêòåðèñòèê ñòåðæíÿäëÿ ñëåäóþùèõ çàêîíîâ ρ(z) = 2 − z3, E(z) = 1 + z3, G(z) = 1 + 2z3. Ïðè ïðî-äîëüíûõ, èçãèáíûõ è êðóòèëüíûõ êîëåáàíèÿõ ðàññìàòðèâàëèñü ÷àñòîòíûå îòðåçêè
χ ∈ [2, 3], λ ∈ [2, 3], χ ∈ [2, 3.8], íàõîäÿùèåñÿ ìåæäó 1-îé è 2-îé ðåçîíàíñíûìè÷àñòîòàìè, èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü äëÿ ïÿòè ÷àñòîò âíóòðè âûáðàííîãî äèàïà-çîíà. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî 5-òè èòåðàöèé.Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ âîññòàíîâëåíèè �óíêöèè, õàðàêòåðèçóþùåé çà-êîí èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íåîáõîäèìîçíàíèå àïðèîðíîé èí�îðìàöèè î çíà÷åíèè �óíêöèè â ìåñòå çàùåìëåíèÿ ñòåðæíÿ.Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèè íà çàùåìëåííîì êîíöåñîñòàâëÿåò îêîëî 20%.



Îá îïðåäåëåíèè íåîäíîðîäíûõ õàðàêòåðèñòèê ñòåðæíåé 129Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîêàçàë ñâîþ ðàáîòîñïîñîáíîñòü â äîñòàòî÷íî ïðåä-ñòàâèòåëüíîé ñåðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè âîññòàíîâëåíèè ãëàäêèõíåîäíîðîäíîñòåé (äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ (ìîíîòîííûõ è íåìîíîòîííûõ), òðèãî-íîìåòðè÷åñêèõ, ïîêàçàòåëüíûõ �óíêöèé ñ áîëüøèì ãðàäèåíòîì). Îòìåòèì, ÷òîíåîäíîðîäíîñòè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ðàçðûâîâ ïåðâîãî ðîäà (íàïðèìåð, êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå) âîññòàíàâëèâàþòñÿ çíà÷èòåëüíî õóæå è íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé ñõå-ìû äàþò áëèçêèå ê èñêîìûì â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì. Òàêæå íóæíî îòìåòèòü, ÷òîïðîöåäóðà ðåêîíñòðóêöèè áîëåå ý��åêòèâíà, åñëè äëÿ åå îñóùåñòâëåíèÿ âûáèðà-þòñÿ ÷àñòîòíûå äèàïàçîíû, ðàñïîëîæåííûå, ëèáî äî ïåðâîãî ðåçîíàíñà, ëèáî ìåæ-äó ïåðâûì è âòîðûì ðåçîíàíñîì, ïðè÷åì èõ ãðàíèöû äîëæíû íàõîäèòüñÿ âäàëèîò ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò.Òàêæå áûëè ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû îá îïðåäåëåíèè âëèÿ-íèÿ ïîãðåøíîñòè âõîäíûõ äàííûõ íà òî÷íîñòü âîññòàíàâëåíèÿ èñêîìûõ õàðàêòå-ðèñòèê. Èõ ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè âíåñåíèè âî âõîäíóþ èí�îðìàöèþ ïî-ãðåøíîñòè, íå ïðåâûøàþùåé 2%, ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ èñêîìûõ �óíêöèéíå ïðåâîñõîäèò 10%.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò 10-01-00194-à) èÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò �Ï596).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áî÷àðîâà Î.Â., Âàòóëüÿí À.Î. Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ óïðóãîãî íåîäíîðîäíîãîñòåðæíÿ // Èçâåñòèÿ Âóçîâ. Ñåâåðî-Êàâêàçñêèé ðåãèîí. Ñåð. Åñòåñòâåííûå íàóêè.2008. �3. Ñ. 33�37.[2℄ Áî÷àðîâà Î.Â., Âàòóëüÿí À.Î. Î ðåêîíñòðóêöèè ïëîòíîñòè è ìîäóëÿ Þíãà äëÿíåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ // Àêóñòè÷. æóðí. 2009. Ò.55. �.3. Ñ. 275�282.[3℄ Ôèëèïïîâ À.Ï. Êîëåáàíèÿ äå�îðìèðóåìûõ ñèñòåì. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1970.[4℄ Äåíèñîâ À.Ì. Ââåäåíèå â òåîðèþ îáðàòíûõ çàäà÷. Ì.: Ì�Ó, 1994. 206 ñ.[5℄ Âàòóëüÿí À.Î. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ â îáðàòíûõ çàäà÷àõ îïðåäåëåíèÿ êîý�-�èöèåíòîâ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ òåîðèè óïðóãîñòè //Äîêëàäû �ÀÍ 2005.Ò.405. �3. Ñ. 343�345.Denina O.V. Dis
overing inhomogeneous properties of rods. The inverse problem
on
erning the re
onstru
tion of the following inhomogeneous properties of the rod via
ombined analysis of rod's longitudinal, bending and torsion vibrations using amplitude-frequen
y 
hara
teristi
s is 
onsidered: Young modulus, shear modulus and density. Therepetitive algorithms based on the apparatus of Fredholm integral equations of the �rst andthe se
ond kind are 
onstru
ted to identify unknown properties of the material. Some spe
i�
examples of re
onstru
tion the properties sought-for are 
onsidered.



�ÀÂÍÎÂÅÑÈÅ ÍÅËÈÍÅÉÍÎ ÓÏ�Ó�ÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÊÈÑ �ÀÑÏ�ÅÄÅË�ÍÍÛÌÈ ÄÈÑËÎÊÀÖÈßÌÈÈ ÄÈÑÊËÈÍÀÖÈßÌÈÄåðåçèí Ñ.Â., Çóáîâ Ë.Ì.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàìêàõ îáùåé íåëèíåéíîé òåîðèè îáîëî÷åê òèïà Êèðõãî�à-Ëÿâà ðàññìàòðèâàåòñÿçàäà÷à ñèëüíîãî èçãèáà óïðóãîé ïëàñòèíêè, ñîäåðæàùåé â ïëîñêîì ñîñòîÿíèè íåïðåðûâ-íî ðàñïðåäåë¼ííûå ïîëÿ êðàåâûõ äèñëîêàöèé è êëèíîâûõ äèñêëèíàöèé, à òàêæå äðóãèåèñòî÷íèêè ñîáñòâåííûõ (âíóòðåííèõ) íàïðÿæåíèé. Â îòëè÷èå îò ìîäåëè ïëàñòèíîê Êàð-ìàíà äå�îðìàöèè â ïëîñêîì íàïðÿæ¼ííîì ñîñòîÿíèè íå ñ÷èòàþòñÿ ìàëûìè. Âûâåäåíàñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùàÿ â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ �óíêöèé íîðìàëü-íûé ïðîãèá ïëàñòèíêè è êîý��èöèåíòû ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû äå�îðìèðîâàííîéñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíêè. Êðîìå óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ, âûðàæàþùèõ áàëàíññèë è ìîìåíòîâ äëÿ ëþáîé ÷àñòè ïëàñòèíêè, äàííàÿ ñèñòåìà âêëþ÷àåò íåëèíåéíîå óñëî-âèå íåñîâìåñòíîñòè ìåòðè÷åñêèõ äå�îðìàöèé, ñîäåðæàùåå ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé è äèñ-êëèíàöèé. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îïèñûâàåò, â ÷àñòíîñòè, èçãèá ïëàñòèíêè ïðèîòñóòñòâèè âíåøíèõ íàãðóçîê çà ñ÷¼ò ðåëàêñàöèè âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé, îáóñëàâëè-âàþùèõ ïëîñêîå íàïðÿæ¼ííîå ñîñòîÿíèå. Â ñëó÷àå âåñüìà òîíêîé ïëàñòèíêè (ìåìáðà-íû), íå ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ èçãèáó, è ïîëîæèòåëüíîé ïëîòíîñòè äèñêëèíàöèé äîêàçàíîñóùåñòâîâàíèå, íàðÿäó ñ ïëîñêèì íàïðÿæ¼ííûì ñîñòîÿíèåì, òàêæå è èçîãíóòîé �îð-ìû ðàâíîâåñèÿ, ïåðåõîäÿ â êîòîðóþ ìåìáðàíà ïîëíîñòüþ îñâîáîæäàåòñÿ îò âíóòðåííèõíàïðÿæåíèé.1. Îáùèå óðàâíåíèÿ. Ïóñòü q1, q2 � íåêîòîðûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïëà-ñòèíêè, îðòîãîíàëüíîé îðòó i3; rα, rβ � ñîîòâåòñòâóþùèå îñíîâíîé è âçàèìíûéáàçèñû íà ïëîñêîñòè. Çäåñü è äàëåå ãðå÷åñêèå èíäåêñû òðàäèöèîííî ïðèíèìàþòçíà÷åíèÿ 1, 2. Äå�îðìàöèÿ ïëàñòèíêè, ðàññìàòðèâàåìîé êàê äâóìåðíûé êîíòèíó-óì, çàäà¼òñÿ â âèäå
R(q1, q2) = ρ(q1, q2) + i3w(q1, q2), ρ · i3 = 0. (1)Â (1) �óíêöèÿ w � ïðîãèá ïëàñòèíêè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîâåðõíîñòü èçîãíóòîéïëàñòèíêè îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà ïëîñêîñòü. Èç (1) èìååì

∇R = ∇ρ + ∇w i3, G = ∇R · ∇RT = ∇ρ · ∇ρT + ∇w∇w, (2)ãäå ∇ = rα
∂

∂qα
� îïåðàòîð ãðàäèåíòà â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ íà ïëîñêîñòè,

G = Gαβr
αrβ � ìåðà ìåòðè÷åñêîé äå�îðìàöèè ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíêè. Ñîãëàñ-íî (2) ìîæíî çàïèñàòü

G = G∗ + ∇w∇w, G∗ = ∇ρ · ∇ρT .



�àâíîâåñèå íåëèíåéíî óïðóãîé ïëàñòèíêè ñ äèñëîêàöèÿìè 131Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ïëàñòèíêà â ïëîñêîì íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿ-íèè çàíèìàåò ìíîãîñâÿçíóþ îáëàñòü. Ñ÷èòàÿ, ÷òî òåíçîð G è ïðîãèá w (à ñëåäî-âàòåëüíî, è òåíçîð G∗) ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íûìè è ãëàäêèìè �óíêöèÿìè, ïîñòà-âèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ïëîñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ρ ïî çàäàííîìó îäíîçíà÷íîìóòåíçîðíîìó ïîëþ G∗. Ñëåäóÿ ìåòîäó ðàáîòû [1℄, ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ïëîñêèåäå�åêòû � êðàåâûå äèñëîêàöèè è êëèíîâûå äèñêëèíàöèè, à òàêæå ïåðåéä¼ì îòäèñêðåòíîãî íàáîðà äå�åêòîâ ê èõ íåïðåðûâíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷èì óñëîâèå íåñîâìåñòíîñòè ïëîñêîé íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè
∇ ·
[
I
−1/2
2 ε ·U · (∇ · ε · U)

]
= ∇ ·

(
I
−1/2
2 ε · G · η0

)
+ β, (3)

U =
√

G∗ =

√
I2g + G∗

√
2
√
I2 + I1

, I1 = trG∗, I2 =
1

2
(tr2G∗ − trG∗2),

ε = −E × i3, g = E − i3i3.Çäåñü E � òð¼õìåðíûé åäèíè÷íûé òåíçîð, g � ïëîñêèé åäèíè÷íûé òåíçîð, ε �ïëîñêèé äèñêðèìèíàíòíûé òåíçîð, η0 � âåêòîð ïëîòíîñòè êðàåâûõ äèñëîêàöèé,
β � ïëîòíîñòü êëèíîâûõ äèñêëèíàöèé. Óðàâíåíèå (3) îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíå-íèÿ (23) èç [1℄ òåì, ÷òî âìåñòî U íàäî ïîäñòàâèòü òåíçîð (G −∇w∇w)

1
2 .Ê óðàâíåíèþ íåñîâìåñòíîñòè íàäî ïðèñîåäèíèòü óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïëà-ñòèíêè ( [2℄, ñòð.138)

∇α(ν
αβ − µαδBβ

δ ) − Bβ
δ∇αµ

αδ + F β = 0, (β = 1, 2) (4)
∇α∇βµ

αβ +Bαβ(ν
αβ − Bα

δ µ
δβ) + F = 0. (5)

χ

√
G

g
ναβ = 2

∂W

∂Gαβ

, −χ
√
G

g
µαβ = 2

∂W

∂Bαβ

, (6)
G = G11G22 −G2

12, g = g11g22 − g2
12, χ =

{
1, α = β,
2, α 6= β.Â �îðìóëàõ (4)�(6) ∇α � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ìåòðèêå Gαβ , ναβ � òåíçîðìåìáðàííûõ íàïðÿæåíèé, µαβ � òåíçîð èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ, Bαβ � êîý��èöè-åíòû âòîðîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû äå�îðìèðîâàííîé ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, F β,

F � ïîâåðõíîñòíûå ïëîòíîñòè âíåøíèõ ñèë, W = W (Gαβ, Bαβ) � óäåëüíàÿ ïîòåí-öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äå�îðìàöèÿ ïëàñòèíêè. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
Bαβ =

∇α∇βw√
1 + ∇w · ∇w

. (7)Ñ ó÷¼òîì (7) óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (4), (5) è óðàâíåíèå íåñîâìåñòíîñòè (3) îáðà-çóþò ñèñòåìó ÷åòûð¼õ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ w, Gαβ.2. Óñëîâèå íåñîâìåñòíîñòè. Ïðèâåä¼ì ÿâíóþ �îðìó óñëîâèÿ íåñîâìåñòíî-ñòè äå�îðìàöèé â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ x1, x2, îïóñòèâ äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà



132 Äåðåçèí Ñ.Â., Çóáîâ Ë.Ì.âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè è çàâèñÿùèå îò ïîâåðõíîñòíûõ ïëîòíîñòåéäå�åêòîâ, à òàêæå äðóãèõ èñòî÷íèêîâ âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé (íàïðèìåð, ñâÿ-çàííûõ ñ ðîñòîì òêàíåé â áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ [9℄).
R∗

1212 = R1212 + 2(G11G22 −G2
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.Çäåñü R1212 � ñòàíäàðòíîå âûðàæåíèå èç [2℄ (�îðìóëà (1.4.8) íà ñòð. 29)

R1212 = (G11G22 −G2
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.

[w,w] � îïåðàòîð Ìîíæà�Àìïåðà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ [6℄
[w,w] =

∂2w

∂x2
1

∂2w

∂x2
2

−
( ∂2w

∂x1∂x2

)2

.
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1212 è R1212 ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè êðèâèçíàìè (ñ òî÷íîñòüþ äî êîý�-�èöèåíòà) äâóìåðíîãî êîíòèíóóìà, âû÷èñëåííûìè â ìåòðèêàõ G∗ è G.3. ×àñòíûå ñëó÷àè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. 1. Áåçìîìåíòíàÿ (âåñüìà òîíêàÿ)ïëàñòèíêà � ìåìáðàíà. Â ýòîì ñëó÷àå â óðàâíåíèÿõ (4), (5) íàäî ïîëîæèòü µαβ = 0,à óäåëüíóþ ýíåðãèþ W ñ÷èòàòü çàâèñÿùåé òîëüêî îò Gαβ : W = W (Gαβ). Íà êðàþìåìáðàíû çàäà¼òñÿ �óíêöèÿ ïðîãèáà w è âåêòîð óñèëèé Nαν

αβ , ãäå N � âåêòîðíîðìàëè ê ãðàíèöå ïîâåðõíîñòè äå�îðìèðîâàííîé ìåìáðàíû.2. Ïóñòü âíåøíèå è êîíòóðíûå ñèëû îòñóòñòâóþò. Òîãäà èìåþòñÿ äâà ðåøå-íèÿ: à) ïëîñêîå íàïðÿæ¼ííîå ñîñòîÿíèå ìåìáðàíû, îáóñëîâëåííîå ðàñïðåäåë¼í-íûìè äå�åêòàìè, â êîòîðîì w = 0; á) íåíàïðÿæ¼ííîå ñîñòîÿíèå ìåìáðàíû, âêîòîðîì ναβ = 0, w 6= 0. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (4), (5) è ñèëîâûå ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿþòñÿ. Èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ìåìáðàíû òå-ïåðü âûòåêàåò Gαβ = gαβ . Ïîäñòàâëÿÿ ýòî óñëîâèå â óðàâíåíèå íåñîâìåñòíîñòè (8),ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî òîëüêî îäíîé íåèçâåñòíîé �óíêöèè w, êîòîðîåîêàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèåì Ìîíæà-Àìïåðà [6℄. Äëÿ ñëó÷àÿ ïëàñòèíîê,îïèñûâàåìûõ òåîðèåé Êàðìàíà, ïîäîáíûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â ðàáîòàõ [3,4℄.Åñëè êðàåâûå äèñëîêàöèè îòñóòñòâóþò, òî çíàê ïëîòíîñòè äèñêëèíàöèé β â êîí-êðåòíîé òî÷êå îïðåäåëÿåò çíàê ãàóññîâîé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè ìåìáðàíû â ýòîéòî÷êå. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì À.Â. Ïîãîðåëîâà [6℄ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿÌîíæà-Àìïåðà ðàçðåøèìà ïðè íåïðåðûâíîé è ïîëîæèòåëüíîé ïðàâîé ÷àñòè, ò. å.äëÿ ïîëîæèòåëüíîé ïëîòíîñòè äèñêëèíàöèé.�åøåíèå á) îïèñûâàåò ÿâëåíèå ðåëàêñàöèè [5℄ âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé â ìåì-áðàíå, îáóñëîâëåííûõ ðàñïðåäåë¼ííûìè äå�åêòàìè. Ïåðåõîäÿ â òðåòüå èçìåðåíèå,ò. å. ïðèîáðåòàÿ èçîãíóòóþ �îðìó, ìåìáðàíà îñâîáîæäàåòñÿ îò óêàçàííûõ âíóòðåí-íèõ íàïðÿæåíèé. Çàäà÷à á) ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîé. Â å¼ �îðìóëèðîâêåíå ó÷àñòâóþò íè ïàðàìåòðû �èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ óïðóãîãî ìàòåðèàëà, íè òîëùè-íà ìåìáðàíû, à òîëüêî ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé è äèñêëèíàöèé. �åøåíèå çàäà÷è á)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåàëèçàöèþ äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðèâèçíîé è êðó÷åíè-åì â âèäå ïîâåðõíîñòè â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì ãëàäêîñòü âëîæåíèÿïîâåðõíîñòè â òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âèäà ïðàâîé ÷à-ñòè.Îòìåòèì èíòåðåñíûå ïðèëîæåíèÿ ðàçâèâàåìîé òåîðèè â çàäà÷àõ îïèñàíèÿñòðóêòóð �óëëåðåíîâ è äðóãèõ óãëåðîäíûõ íàíîñòðóêòóð [7℄, [8℄. Ââåäåíèå ïî-ëîæèòåëüíûõ äèñêëèíàöèé ïðèâîäèò ê ðåëàêñàöèè ãðà�èòîâîé ïëîñêîñòè è ïî-ÿâëåíèþ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Îäíàêî, ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ìîãóòñóùåñòâîâàòü è ñòðóêòóðû ñ îòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíîé. Òàêèå ñòðóê-òóðû íàáëþäàëèñü âïåðâûå ïðè ñèíòåçå îäíîñòåíî÷íûõ óãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê.Ïîâåðõíîñòü ñ îòðèöàòåëüíûìè äèñêëèíàöèÿìè â ðàáîòå [7℄ ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþàïïðîêñèìèðîâàëàñü ïîâåðõíîñòüþ îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ �åäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûå èíàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîí-òðàêò �Ï596).
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 plates: A
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h.Phys. Sol. 2009. V.57. pp. 458�471.Derezin S.V., Zubov L.M. Equilibrium of a nonlinearly elasti
 plate with distributeddislo
ations and dis
linations. In the framework of general nonlinear shell theory of Kir
hho��Love type we 
onsider a bu
kling problem for an elasti
 plate 
ontaining 
ontinuouslydistributed �elds of edge dislo
ations and wedge dis
linations as well as other sour
es ofeigen-(internal) stresses. To di�er from the von Karman plate model the tangential strainsare not supposed to be small. We obtain a system of nonlinear partial di�erential equationswith respe
t to the transverse de�e
tion and the 
oe�
ients of the �rst fundamental form.In addition to the equilibrium equations whi
h postulate the balan
e of elasti
 for
es andmoments for any part of the plate the system 
ontains a nonlinear in
ompatibility 
onditionfor the metri
s in
luding densities of dislo
ations and dis
linations. The system des
ribes inparti
ular the bending of the plate due to relaxation of internal stresses with no externalfor
es applied. In the 
ase of very thin plate (membrane) that doesn't resist to bending andhas a positive dis
lination density it was proven that there exists along with the plane stressstate solution also the bent form whi
h 
orresponds to the relaxed state of the membrane.



Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÝËÅÊÒ�Î�ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÒÅ×ÅÍÈÉÂ ÊÂÀÇÈÄÂÓÌÅ�ÍÛÕ ÎÁËÀÑÒßÕÆóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðèâåäåíà ïðîöåäóðà îñðåäíåíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿýëåêòðîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé â ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñìåñÿõ â êâàçèäâóìåðíûõ îá-ëàñòÿõ, â ÷àñòíîñòè, â æèäêèõ ïîäâåøåííûõ ïëåíêàõ.Ââåäåíèå. Â ðàáîòàõ [1℄� [3℄ ïîñòðîåíà è èññëåäîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü,îïèñûâàþùàÿ âðàùàòåëüíîå ýëåêòðîãèäðîäèíàìè÷åñêîå (Ý�Ä) òå÷åíèå â òîíêîé,ñâîáîäíî ïîäâåøåííîé æèäêîé ïëåíêå ñ ïëîñêèìè ãðàíèöàìè. Â ðàáîòàõ [1℄� [2℄ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðèâåäåíà áåç âûâîäà îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé, à ðàáîòà [3℄ñîäåðæèò òàêîé âûâîä ëèøü ñõåìàòè÷íî. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ëèêâèäèðóåò äàííûéïðîáåë � âûâîä îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé ïðèâåäåí ïîëíîñòüþ, à èñïîëüçîâàííàÿòåõíèêà ïîçâîëèò â äàëüíåéøåì ñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè Ý�Ä òå÷åíèé,íàïðèìåð, äëÿ ïëåíîê ñ äå�îðìèðóåìûìè ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè.1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ Ý�Ä òå÷åíèÿâ ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñìåñè áåç ó÷åòà ïîíäåðîìîòîðíûõ ñèë 1
2
ρE2∇ε â ðàçìåðíûõïåðåìåííûõ, èìååò âèä

ρ
∂v

∂t
+ ρv · ∇v = −∇p+ νρ∆v + qE, div v = 0, (1)

div(εE) = q, q = F
∑

k

ekck, E = −∇ϕ, (2)
∂ck
∂t

+ v · ∇ck + div ik = 0, ik = −Dk∇ck + ekγkckE, (3)ãäå v � ñêîðîñòü, p � äàâëåíèå, ϕ, E � ïîòåíöèàë è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêî-ãî ïîëÿ, ck, ik � êîíöåíòðàöèÿ è ïëîòíîñòü ïîòîêà êîíöåíòðàöèè, ρ � ïëîòíîñòü,
Dk, γk, ek � êîý��èöèåíò äè��óçèè, ïîäâèæíîñòü â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå è óäåëü-íûé çàðÿä, q � ïëîòíîñòü çàðÿäà, ε � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü, F � ÷èñëîÔàðàäåÿ, ν � êîý��èöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè.Â ñëó÷àå êâàçèïëîñêèõ îáëàñòåé (ñì. ðèñ. 1), òîëùèíà êîòîðûõ ìíîãî ìåíüøåõàðàêòåðíîãî ðàçìåðà â ïëîñêîñòè, íàïðèìåð, òîíêîé ïëåíêè ñ ïëîñêèìè ãðàíèöà-ìè, óäîáíî îñóùåñòâèòü ñëåäóþùèé ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì (â äàëü-íåéøåì êâàçèïëîñêèå îáëàñòè äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ïëåíêîé)

[x, y] = a, [z] = h, [t] = T , [u, v] =
a

T , [w] =
h

T , γ =
FEa
RT

,

[ck] = C, [E] = E , [ϕ] = Ea, [q] = FC, [p] = FCEaδ2,

T 2 =
ρa

FCEδ2
, δ2 =

h2

a2
, ν =

ν∗T
a2

, Dk =
D∗
kT
a2

, ε =
ε∗E
aFC .
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z

x y
z=+1 (+h)

z=−1 (−h)
z=0

�èñ. 1. Êâàçèïëîñêàÿ îáëàñòü (ïëåíêà)Çäåñü a � õàðàêòåðíûé ðàçìåð â ïëîñêîñòè ïëåíêè; h � õàðàêòåðíàÿ ïîëóòîë-ùèíà ïëåíêè; ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè; T , P, C � õàðàêòåðíûå âðåìÿ, äàâëåíèå,ìîëÿðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ; FC � õàðàêòåðíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà; F � ÷èñëî Ôàðà-äåÿ; R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ êîíñòàíòà; T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà ñìåñè;
aE � õàðàêòåðíàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ â íàïðàâëåíèè x, δ � îòíîñèòåëüíàÿ ïî-ëóòîëùèíà ïëåíêè; ν∗, D∗

k, ε∗ � õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè,êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè, äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè æèäêîñòè.Ñèñòåìà óðàâíåíèé â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþùàÿ ýëåêòðîãèäðî-äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé æèäêîñòè, èìååò âèä (äëÿ îáî-çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí ñîõðàíåíû òå æå ñèìâîëû, ÷òî è äëÿ ðàçìåðíûõ)
δ2du

dt
= −δ2∇0p+ δ2ν∆0u + ν∂zzu − q∇0ϕ, (4)

δ4dw

dt
= −δ2∂zp+ δ4ν∆0w + νδ2∂zzw − q∂zϕ, (5)

div0 u + ∂zw = 0,
d

dt
= ∂t + u · ∇0 + w∂z, (6)

ε
(
δ2∆0ϕ+ ∂zzϕ

)
= −δ2q, q =

∑
k

zkck, (7)
δ2dck
dt

+ δ2 div0 ik + ∂zIk = 0, (8)
ik = −Dk(∇0ck + zkγck∇0ϕ), Ik = −Dk(∂zck + zkγck∂zϕ). (9)

Γ = (σ13, σ23, 0) = ν(∂zu + δ2∇0w), ∇0 = (∂x, ∂y), ∆0 = ∂xx + ∂yy. (10)Çäåñü v = (u, w) � ñêîðîñòü, u = (u, v) � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ â ïëîñêîñòè ïëåíêè,
ik � ïëîòíîñòü ïîòîêà êîíöåíòðàöèè â ïëîñêîñòè ïëåíêè, Ik � ïëîòíîñòü ïîòîêàêîíöåíòðàöèè ïîïåðåê ïëåíêè, zk � çàðÿäíîñòè êîìïîíåíò, γ � ïàðàìåòð, õàðàêòå-ðèçóùèé îòíîøåíèå èíòåíñèâíîñòè ïåðåíîñà êîíöåíòðàöèè ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåìê ïåðåíîñó çà ñ÷åò äè��óçèè, δ � îòíîñèòåëüíàÿ ïîëóòîëùèíà ïëåíêè, Γ� âåêòîðêàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (σ13, σ23 � êîìïîíåíòû òåíçîðà âÿçêèõ íàïðÿæåíèé).Íà ãðàíèöàõ ïëåíêè z = ∓1 çàäàäèì óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ, óñëîâèÿ îòñóò-ñòâèÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, óñëîâèÿ íåïðîíèöàåìîñòè ãðàíèö äëÿ êîíöåíòðà-öèé è óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

w
∣∣
z=∓1

= 0, Γ
∣∣
z=∓1

= ν∂zu
∣∣
z=∓1

= 0, Ik
∣∣
z=∓1

= 0, ∂zϕ
∣∣
z=∓1

= 0. (11)



Óðàâíåíèÿ Ý�Ä òå÷åíèé â êâàçèäâóìåðíûõ îáëàñòÿõ 137Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî êðàåâûõ óñëîâèé (11) äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíå-íèé, îñðåäíåííûõ ïî òîëùèíå îáëàñòè. Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ îñðåäíåííîé ìîäåëèìîãóò áûòü ïîñòàâëåíû íåçàâèñèìî îò óñëîâèé (11).2. Ïðîöåäóðà îñðåäíåíèÿ. Ââåäåì îïåðàöèþ îñðåäíåíèÿ ïî òîëùèíå
f(x, y, t) =

1

2

1∫

−1

f(x, y, z, t) dz, f̃ = f − f. (12)�åøåíèå çàäà÷è (4)�(11) ðàçûñêèâàåì â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì δ2

{u, w, p, q, ck, ϕ} =
∑

m=0

{um, wm, pm, qm, cmk , ϕ
m}δ2m=

=
∑

m=0

{um, wm, pm, qm, cmk , ϕ
m}δ2m +

∑

m=0

{ũm, w̃m, p̃m, q̃m, c̃mk , ϕ̃
m}δ2m. (13)Îñðåäíÿÿ (4), (6)�(9), ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé (11) ïîëó÷èì òî÷íóþ, íîíåçàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

δ2(∂tu + u∇0u) + δ2 div0(ũ ⊗ ũ) = −δ2∇0p+ δ2ν∆0u − q∇0ϕ− q̃∇0ϕ̃, (14)
div0 u = 0, (15)
ε∆0ϕ = −q, (16)

∂tck + u∇0ck + div0(ũc̃k) +Dk div0 ik = 0, (17)
ik = −Dk(∇0ck + zkγck∇0ϕ+ zkγc̃k∇0ϕ̃). (18)Äëÿ çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ O(δ4) äîñòàòî÷íî, èñïîëüçóÿðàçëîæåíèÿ (13), âû÷èñëèòü ÷ëåíû

ũ ⊗ ũ = ũ0 ⊗ ũ0 +O(δ2), (19)
q̃∇0ϕ̃ = (q̃0 + δ2q̃1)∇0(ϕ̃0 + δ2ϕ̃1) +O(δ4), (20)

ũc̃k = (ũ0 + δ2ũ1)(c̃0k + δ2c̃1k) +O(δ4), (21)
c̃k∇0ϕ̃ = (c̃0k + δ2c̃1k)∇0(ϕ̃0 + δ2ϕ̃1) +O(δ4). (22)Äëÿ ãëàâíûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (13) èç óðàâíåíèé (5), (7)�(9) è óñëîâèé (11)èìååì

(q0 + q̃0)∂zϕ̃
0 = 0, q0 + q̃0 =

∑

k

zk(c
0
k + c̃0k), (23)

∂z Ĩ
0
k = 0, I

0

k + Ĩ0
k = ∂z c̃

0
k + zkγ(c

0
k + c̃0k)∂zϕ̃

0, (I
0

k + Ĩ0
k)
∣∣
z=∓1

= 0. (24)Èç (23), (24) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ ∂zϕ̃0 = 0, ∂z Ĩ0
k = 0, Ĩ0

k = ∂z c̃
0
k. Î÷åâèäíî, ÷òîåñëè ∂zf̃ = 0, òî f̃ = 0 è f = f . Òîãäà

ϕ̃0 = 0, c̃0k = 0, q̃0 = 0, ϕ0 = ϕ0, c0k = c0k, q0 = q0. (25)
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q̃∇0ϕ̃ = O(δ4), ũc̃k = δ2ũ0c̃1k +O(δ4), c̃k∇0ϕ̃ = O(δ4).Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ũ0 èç (4) ñ ó÷åòîì (25) èìååì óðàâíåíèå

ν∂zzũ
0 − q0∇0ϕ

0 = 0.Âåëè÷èíà ũ0 òðåáóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷ëåíà (19) ñ òî÷íîñòüþ O(δ2). Â ÷àñòíîñòè,ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîïóñòèìû çàìåíû q = q0 + O(δ2), ϕ = ϕ0 + O(δ2) è âåëè÷èíû
w̃0, ũ0 îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè

ν∂zzũ
0 − q∇0ϕ = 0, div0(u

0 + ũ0) + ∂zw̃
0 = 0 (26)ñ êðàåâûì óñëîâèåì

w0 + w̃0 = 0, z = ∓1. (27)Ïîòðåáóåì w0 = 0. Èíòåãðèðóÿ (26), (27), ïîëó÷èì
ũ0 = g′(z)U , w̃0 = −g(z) div0 U , νU = q∇0ϕ, (28)

div0 u0 = 0, g(z) =
1

6
(z3 − z), g(z) = 0, g′(z) = 0.Çäåñü U � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè, èíäóöèðîâàííàÿ ïåðåíîñîì çàðÿäà

q ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì íàïðÿæåííîñòè ∇0ϕ.Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íà ãðàíèöàõ z = ∓1 äëÿ âåëè÷èíû ũ0 íå ñëåäóåòòðåáîâàòü âûïîëíåíèå êðàåâîãî óñëîâèÿ ν∂zu∣∣z=∓1
= 0 èç (11). Ýòî óñëîâèå äîëæ-íî áûòü âûïîëíåíî ëèøü äëÿ ũ. Ñîîòíîøåíèå ∂zũ0 = 0 ïðè z = ∓1 íåìåäëåííîïîâëåêëî áû ðàâåíñòâî U = 0. Çàìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèå w0 = 0 ÿâëÿåòñÿ ýâ-ðèñòè÷åñêèì è ìîòèâèðîâàíî ëèøü �èçè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè � îòñóòñòâèåìñðåäíåãî äâèæåíèÿ âñåé ïëåíêè â öåëîì.Èñïîëüçóÿ (28), äëÿ (19) èìååì

ũ ⊗ ũ = g′2(z)(U ⊗ U) +O(δ2), g′2(z) =
1

45
.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ũc̃k òðåáóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå äëÿóðàâíåíèé (7)�(9)

∂tc
0
k + u0 · ∇0c

0
k + w0∂zc

0
k + div0 i0

k + ∂zI
1
k = 0, i0

k = −Dk

(
∇0c

0
k + zkγc

0
k∇0ϕ

0
)
,

I1
k = −Dk

(
∂zc

1
k + zkγ(c

1
k∂zϕ

0 + c0k∂zϕ
1)
)
, ε

(
∆0ϕ

0 + ∂zzϕ
1
)

= −q0.Èëè ñ ó÷åòîì (25)
∂tc

0
k + (u0 + ũ0) · ∇0c

0
k + div0 i0

k + ∂zI
1
k = 0, i0

k = −Dk

(
∇0c

0
k + zkγc

0
k∇0ϕ

0
)
,

I1
k = −Dk

(
∂z c̃

1
k + zkγc

0
k∂zϕ̃

1
)
, ε

(
∆0ϕ

0 + ∂zzϕ̃
1
)

= −q0.



Óðàâíåíèÿ Ý�Ä òå÷åíèé â êâàçèäâóìåðíûõ îáëàñòÿõ 139Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ∂zzϕ̃1 íå çàâèñèò îò z, è äëÿ îïðåäåëåíèÿ c̃1kèìååì óðàâíåíèå ñ êðàåâûì óñëîâèåì, âûòåêàþùèì èç (11)
ũ0 · ∇0c

0
k −Dk∂zz c̃

1
k = 0, ∂z c̃

1
k

∣∣
z=∓1

= 0. (29)Ïðè âû÷èñëåíèè ũc̃k â óðàâíåíèè (29) äîïóñòèìà çàìåíà ck = c0k + O(δ2), ò. ê.äëÿ (21) òðåáóåòñÿ òî÷íîñòü O(δ2). Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîèíòåãðèðîâàòü çàäà÷ó (29)
Dkc̃

1
k =

(
g0(z) − g0(z)

)
U · ∇0ck, g0(z) =

z2

12

(
1

2
z2 − 1

)
.Îêîí÷àòåëüíî èìååì

ũ0c̃1k = −αkU(U · ∇0ck), αk = − 1

Dk

(
g′(z)

(
g0(z) − g0(z)

))
=

4

945Dk
.3. Îñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ äëÿ êâàçèäâóìåðíûõ îáëàñòåé. Â çàêëþ÷å-íèå ïðèâåäåì îñðåäíåííûå äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïðîöåññû â òîí-êîé ïëåíêå ñ ñîõðàíåíèåì ÷ëåíîâ ïîðÿäêà O(δ2), è èñïîëüçîâàííûå â [1℄� [3℄

δ2d0u

dt
+ β∇0(U ⊗ U) = −δ2∇0p+ δ2ν∆0u − νU , div0 u = 0,

ε∆0ϕ = −q, q =
∑

k

zkck,

d0ck
dt

− αkδ
2 div0(U(U · ∇0ck)) + div0 ik = 0, ik = −Dk

(
∇0ck + zkγck∇0ϕ

)
,

d0

dt
= ∂t + u · ∇0, νU = q∇0ϕ, β =

δ2

45
, αk =

4

945Dk

.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïàðàìåòð δ2 òåïåðü íå ñëåäóåò óñòðåìëÿòü ê íóëþ, ýòî òàêîé æåðàâíîïðàâíûé ïàðàìåòð êàê ν, ε, γ è äð.�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÀÂÖÏ 2.1.1/6095 è 2.1.1/554 è �ÔÔÈ 10-01-00452, 08-01-00895, 10-05-00646, CRDF-�ÔÔÈ 09-01-92504-ÈÊ, è ãðàíòîì Ôåäå-ðàëüíîãî àãåíòñòâà ïî íàóêå è èííîâàöèÿì �Ô (ãîñêîíòðàêò � 02.740.11.5189).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Âëàäèìèðîâ Â.À., Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå Ý�Ä òå÷å-íèÿ â òîíêîé ïëåíêå // Èçâåñòèÿ ÑÊÍÖ ÂØ. Åñòåñòâåííûå íàóêè. 2009. Ñïåöâûïóñê¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè¿. Ñ. 46�50.[2℄ Æóêîâ Ì.Þ., Øèðÿåâà Å.Â. Âðàùàòåëüíîå Ý�Ä òå÷åíèå â ïîäâåøåííîé æèäêîéïëåíêå // Èçâåñòèÿ ÑÊÍÖ ÂØ. Åñòåñòâåííûå íàóêè. 2009. � 5. Ñ. 18�23.[3℄ Shiryaeva E.V., Vladimirov V.A., Zhukov M.Yu. Theory of rotating ele
trohydrody-nami
 �ows in a liquid �lm // Phys. Rev. E. 2009. Vol. 80. � 4, pp. 041603-1�041603-15.Zhukov M.Yu., Shiryaeva E.V. The ele
trohydrodynami
 �ows equations in quasi-two-dimensional domains. The equations des
ribing ele
trohydrodynami
 �ows in multi
omponentmixtures in quasi-two-dimensional domains are obtained with help of depth-averagingmethod.



ÂÈÁ�ÀÖÈÎÍÍÀß ÊÎÍÂÅÊÖÈß Â ÑËÎÅ ÁÈÍÀ�ÍÎÉ ÑÌÅÑÈÑ Ó×ÅÒÎÌ ÝÔÔÅÊÒÀ ÑÎ�ÅÇåíüêîâñêàÿ Ñ.Ì., Ïðîçîðîâ Î.À., Øëåéêåëü À.Ë.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÍà îñíîâå àíàëèçà îñðåäíåííîé çàäà÷è èññëåäîâàíà äâóõäè��óçèîííàÿ êîíâåêöèÿÌàðàíãîíè â ñëîå áèíàðíîé ñìåñè ïðè äåéñòâèè âûñîêî÷àñòîòíîé âèáðàöèè. �àññìîòðåíòàêæå ñëó÷àé, êîãäà ó÷èòûâàåòñÿ òåðìîäè��óçèÿ. ×èñëåííî è àñèìïòîòè÷åñêè èçó÷åíûñïåêòðàëüíûå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè, ïîñòðîåíû íåéòðàëüíûå êðèâûå.�àññìàòðèâàåòñÿ äåéñòâèå âûñîêî÷àñòîòíîé ïîñòóïàòåëüíîé âèáðàöèè íà âîç-íèêíîâåíèå êîíâåêöèè â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå áèíàðíîé ñìåñè, îãðàíè÷åííîì ñâî-áîäíîé äå�îðìèðóþùåéñÿ ïîâåðõíîñòüþ è òâåðäîé ñòåíêîé. Îñíîâíîå âíèìàíèåóäåëÿåòñÿ àíàëèçó âëèÿíèÿ âèáðàöèè è òåðìîäè��óçèè íà âîçíèêíîâåíèå êîíâåê-öèè Ìàðàíãîíè. Â äàííîé ðàáîòå òàêæå, êàê è â [1℄, èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ íàîñíîâå àíàëèçà îñðåäíåííîé çàäà÷è. Ê èñõîäíîé çàäà÷å ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä îñðåä-íåíèÿ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðàçûñêèâàòü ðåøåíèå â âèäå ñóììû ïëàâíûõ è áûñòðûéñîñòàâëÿþùèõ, ïîëó÷èòü çàäà÷ó äëÿ ïëàâíûõ êîìïîíåíò è âûðàæåíèÿ äëÿ áûñò-ðûõ ÷åðåç ïëàâíûå. Îñíîâíîå îãðàíè÷åíèå ìåòîäà îñðåäíåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîñêîðîñòü âèáðàöèè ω äîëæíà áûòü âåëèêà, à àìïëèòóäà ñêîðîñòè êîíå÷íà, òàê÷òî çàêîí êîëåáàíèé èìååò âèä x3 = b/ωf(ωt), ãäå f � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿñ íóëåâûì ñðåäíèì, ω � ÷àñòîòà, b � àìïëèòóäà ñêîðîñòè âèáðàöèè. Êîëåáàíèÿïðîèñõîäÿò âäîëü âåêòîðà s = (cosϕ, 0, sinϕ). Â ðåçóëüòàòå îñðåäíåíèÿ â ñëó÷àåîäíîðîäíîé æèäêîñòè ïðèõîäèì ê çàäà÷å [1℄� [2℄
dv

dt
= −∇q + ∆v, div v = 0,

dT

dt
= Pr−1∆T,

dC

dt
= Sc−1(∆C − ε∆T ), (1)

w = −∇Φ + s, div w = 0.Êðàåâûå óñëîâèÿ íà îñðåäíåííîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè x3 =ξ(x1, x2, t) èìåþò âèä
(v, ℓ) =

∂ξ

∂t
, ℓ =

(
− ∂ξ

∂x1

,− ∂ξ

∂x2

, 1

)
,

τiknk −
(
q +Gaξ − Re2

(
w2

2
+
∂Φ

∂z
(w, ℓ)

))
ni = (2)

= 2K

(
Cp −

Ma1

Pr
T − Ma2

Sc
C

)
ni +

Ma1

Pr

∂T

∂xi
+
Ma2

Sc

∂C

∂xi
, i = 1, 2, 3,

∂T

∂n
− Bi1T = δ11,

∂C

∂n
− Bi2C = δ12, Φ = 0.Íà òâåðäîé ñòåíêå x3 = 1 óñëîâèÿ ñëåäóþùèå

∂T

∂x3
+B01T = δ21,

∂C

∂x3
+B02T = δ22, wn = 0. (3)



Âèáðàöèîííàÿ êîíâåêöèÿ â ñëîå áèíàðíîé ñìåñè ñ ó÷åòîì ý��åêòà Ñîðå 141Çäåñü v′, q, T , C � ñêîðîñòü, äàâëåíèå, òåìïåðàòóðà, êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè ñî-îòâåòñòâåííî. Çàäà÷à ñîäåðæèò áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû: Pr, Sc, Ga, Ma1, Ma2,
Bi1, Bi2, Cp � ÷èñëà Ïðàíäòëÿ, Øìèäòà, �àëèëåÿ, Ìàðàíãîíè òåïëîâîå è êîí-öåíòðàöèîííîå, äâà ÷èñëà Áèî, áåçðàçìåðíûé êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íà-òÿæåíèÿ è âèáðàöèîííûé ïàðàìåòð Re2 =

b2h2

ν2
〈f ′2〉, êîòîðûé âõîäèò â êðàåâûåóñëîâèÿ. Îñðåäíåííàÿ çàäà÷à (1)�(3) èìååò ðåøåíèå

v0 = 0, T0 = z, C0 = z, q0 =
Re2

2
cos2 ϕ,

w0 = (cosϕ, 0, 0), Φ0 = x3 sinϕ, ξ0 = 0.
(4)Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ ïðèõîäèì ê ñïåêòðàëüíîé çà-äà÷å äëÿ íîðìàëüíûõ âîçìóùåíèé. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òåðìîäè��óçè-îííóþ êîíâåêöèþ. Â ýòîì ñëó÷àå ãðàäèåíò êîíöåíòðàöèé ñîçäàåòñÿ íå âíåøíèìèóñëîâèÿìè, à ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ý��åêòà òåðìîäè��óçèè Ñîðå. Â ñëó÷àå ñëîÿ ñòâåðäûìè ñòåíêàìè âèáðàöèîííàÿ êîíâåêöèÿ ñ ó÷åòîì ý��åêòà Ñîðå ðàññìîòðåíàâ [3℄.Â îòñóòñòâèå âèáðàöèè äâóõäè��óçèîííàÿ êîíâåêöèÿ Ìàðàíãîíè èçó÷àëàñüâî ìíîãèõ ðàáîòàõ, íàïðèìåð, â [4℄, [5℄. Äåéñòâèå âûñîêî÷àñòîòíîé âèáðàöèè ðàñ-ñìîòðåíà â [6℄, íî â ýòîé ðàáîòå èññëåäîâàëàñü òîëüêî ìîíîòîííàÿ íåóñòîé÷è-âîñòü. Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìîíîòîííàÿ, òàê è êîëåáàòåëüíàÿíåóñòîé÷èâîñòü. Ïðè ýòîì áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïîñòðîåíèþ äëèííîâîë-íîâîé àñèìïòîòèêè, êîòîðàÿ äàåò âîçìîæíîñòü âûÿñíèòü ðîëü �èçè÷åñêèõ ïàðà-ìåòðîâ, à òàêæå ìîæåò ñëóæèòü õîðîøèì íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ ðàñ÷åòàíåéòðàëüíûõ êðèâûõ ìîíîòîííîé è êîëåáàòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè. Ñîîòâåòñòâó-þùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à èìååò âèä

λLv = L2v, λPrθ = Lθ − v, λScC = L(C − SrT ) − SrLev,

z = 0 : v = λPrδ, D2v + α2v = Maα2(θ + C + δ(1 + Sr)),
Cr((3α2 + λ)Dv −D3v) = α2 (α2 +BO + µα thα) δ,
Dθ − Bi(θ + δ) = 0, DC − SrDT = 0,

(5)
z = 1 : v = Dv = 0, B1Dθ +B0θ = 0, DC − SrDT = 0.Ýòà çàäà÷à ñîäåðæèò áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû: Pr =

ν

χ
, Sc =

ν

D
� ÷èñëàÏðàíäòëÿ è Øìèäòà, Sr = −ασ2

σ1
� ÷èñëî Ñîðå, Le =

Sc

Pr
� ÷èñëî Ëüþèñà,

Ma =
A1σ1h

2

ρ0χν
� ÷èñëî Ìàðàíãîíè, Cr = (PrCp)

−1 � êàïèëëÿðíûé ïàðàìåòð,
BO =

Ga

Cp
� ãðàâèòàöèîííîå ÷èñëî Áîíäà, µ = Re2 sinϕ2C−1

p � âèáðàöèîííîå÷èñëî Áîíäà, λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð.Ìîíîòîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, äëèííîâîëíîâàÿ àñèìïòîòèêà.Â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì λ = 0 è íåèçâåñòíûå ðàçûñêèâàåì â âèäå
θ = θ0 (z) + α2θ1 (z) + . . . , C = C 0 (z) + α2

C1 (z) + . . . , Ma = M0 + α2M1 + . . .
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M0 = 48

BO(Bi(B1 +B0) +B0)

SrLeBO (Bi(B1 +B0) +B0) + 72CrB0(Sr + 1)
.�àññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè ýòîé �îðìóëû.

B1 = 0, B0 = 1, Bi 6= 0, M0 = 48
BO (1 +Bi)

SrLeBOBi+ SrLeBO + 72Cr + 72CrSr
,

B1 = 1, B0 = 0, Bi 6= 0, M0 = 48
1

SrLe
,

B1 = 0, B0 = 1, Bi = 0, M0 = 48
PrBO

(72CrPr + ScBO)Sr + 72CrPr
,

B1 = 1, B0 = 0, Bi = 0, M0 = 48
PrBO

(ScBO + 72PrCrPrBO)Sr + 72PrCr + PrBO
.Íèæå ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïðè �èêñè-ðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: µ = 2.247, Sc = 1.000, Pr = 0.010,BO = 0.005,

Cr = 0.033, Sr = 0.01.
B1 = 1.0, B0 = 0.0, Bi = 0.0, α = 0.0010, M0 = 0.6243889, Ma = 0.624390,

B1 = 0.0, B0 = 1.0, Bi = 0.0, α = 0.0010, M0 = 0.0617485, Ma = 0.061787,

B1 = 0.0, B0 = 1.0, Bi = 0.1, α = 0.0010, M0 = 0.0674892, Ma = 0.067531,

B1 = 1.0, B0 = 0.0, Bi = 0.1, α = 0.0010, M0 = 0.9600000, Ma = 0.959860.Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííûõ �îðìóë, ïðè óâåëè÷åíèè Sr > 0 ÷èñëî M0 óìåíüøàåò-ñÿ, ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î äåñòàáèëèçèðóþùåì âëèÿíèè òåðìîäè��óçèè, äàæå âîòñóòñòâèå âèáðàöèè. Äåéñòâèå âèáðàöèè ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè BO = 0, êîãäà M0 = 0,à âòîðîé ÷ëåí M1

M1 =
2

3

(1 + µ)

Cr(1 + Sr)

Bi(B1 +B0) +B0

B0
, B0 6= 0.Åñëè Bi = 0, òî M1 =

2

3

(1 + µ)

1 + Sr
. Åñëè 1 + Sr < 0, òî M1 < 0.Èç ýòîé �îðìóëû âèäíî, ÷òî âèáðàöèÿ îêàçûâàåò ñòàáèëèçèðóþùåå âëèÿíèåïðè B0 6= 0.Íà ðèñ. 1� 2 ïðèâåäåíû ãðà�èêè íåéòðàëüíûõ êðèâûõ Ma(α) ïðè Bi = 0.1,

Sc = 1.0, Pr = 0.01, Le = 100, BO = 0.0049, Cr = 0.033, Sr = 0.01, èç êîòîðûõâèäíî ñòàáèëèçèðóþùåå âëèÿíèå âèáðàöèè. Â ñëó÷àå ìîíîòîííîé íåóñòîé÷èâî-ñòè íåòðóäíî ïîëó÷èòü �îðìóëó äëÿ ÷èñëà Ìàðàíãîíè â óïðîùåííîì âèäå, òàê,íàïðèìåð, â ñëó÷àå B1 = 0, B0 = 1, Bi = 0.
Ma =

KPrN1

D1
,ãäå

K = α2 (α2 +BO + µα th (α)) , N1 = −2α2 sh (2α) (2α− sh (2α)) ,

D1 = K ((D1SSc+D1PPr)Sr +D2Pr) +D3CrPr (Sr + 1) ,

D1S = − ch (α)
(
2 sh (α)α + sh (α)α3 − α2 ch (α) − (ch (α))3 + ch (α)

)
,

D1P = − sh (α)
(
α3 ch (α) − sh (α) (ch (α))2 + sh (α)

)
,

D2 = − sh (α)
(
α3 ch (α) − sh (α) (ch (α))2 + sh (α)

)
, D3 = 8α7 ch (α) sh (α) .
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�èñ. 1. B1 = 0, B0 = 1, ðàçëè÷íûå µ.
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�èñ. 2. B1 = 1, B0 = 0, ðàçëè÷íûå µ.Èç ýòîé �îðìóëû ñëåäóåò êîðîòêîâîëíîâàÿ àñèìïòîòèêà
Ma = 8

α2

(1 + Le)Sr + 1
+O(1), α → ∞.Â ñëó÷àå êîëåáàòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïîëàãàåì λ = ic è ñòðîèì àñèìïòîòèêóïðè α → 0 âèäà

c = c0 + c1α
2 + . . . , Ma =

M0

α2
+M1 + α2M2 + . . . . (6)Äëÿ íåèçâåñòíîãî êîý��èöèåíòà c0 ïîëó÷åíî òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå, à äëÿ

M0 � ÿâíàÿ �îðìóëà, â ãëàâíûå ÷ëåíû c0 è M0 âèáðàöèîííûé ïàðàìåòð µ íå âõî-äèò. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ãðà�èêè íåéòðàëüíûõ êðèâûõ âáëèçè òî÷êè ìàêñèìóìàäëÿ ðàçëè÷íûõ Sr.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé � íîìåð ïðîåêòà 09-01-00658-à.
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�èñ. 3. Êîëåáàòåëüíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, ðàçëè÷íûå Sr.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Çåíüêîâñêàÿ Ñ.Ì., Øëåéêåëü À.Ë. Âëèÿíèå ïðèìåñè è òåðìîäè��óçèè íà âèáðàöè-îííóþ êîíâåêöèþ Ìàðàíãîíè // XIII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûåïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû¿, �îñòîâ-íà-Äîíó, 13-15 îêòÿáðÿ 2009 ã.[2℄ Çåíüêîâñêàÿ Ñ.Ì., Øëåéêåëü À.Ë. Âëèÿíèå âûñîêî÷àñòîòíîé âèáðàöèè íà âîçíèê-íîâåíèå êîíâåêöèè Ìàðàíãîíè â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå æèäêîñòè // ÏÌÌ. 2002.Ò. 66. Ñ. 573�583.[3℄ Gershuni G. Z., Kolesnikov A.K., Legros J. C., Myznikova B. I. On the vibrational
onve
tive instability of a horizontal binarymixture layer with Soret e�e
t // J. FluidMe
h. 1997 Vol. 330, pp. 251�269.[4℄ Javanta K. Bhatta
harjee Marangoni 
onve
tion in binary liquids // Physi
al ReviewE. 1994. Vol. 50, � 2, pp. 1198�1205.[5℄ A. Bergeon, D. Henry, H. Benhadid, L. S. Tu
kerman Marangoni 
onve
tion in binarymixtures with Soret e�e
t // Journal of Fluid Me
hani
s. 1998, Vol. 375, pp. 143�177.[6℄ Çåíüêîâñêàÿ Ñ.Ì., Øëåéêåëü À.Ë. Âëèÿíèå âûñîêî÷àñòîòíîé âèáðàöèè íà âîçíèê-íîâåíèå êîíâåêöèè Ìàðàíãîíè â ñëîå áèíàðíîé ñìåñè ñ ó÷åòîì ý��åêòà Ñîðå //Òðóäû VII �îññèéñêîãî ñèìïîçèóìà ¾Ìåõàíèêà íåâåñîìîñòè¿. Ìîñêâà. 2000. Ñ. 248�261.Zenkovskaya S.M., Prozorov O.A., Shleykel A. L. On the onset of 
onve
tionin a vibrating layer of binary liquid with Soret e�e
t . Soret 
onve
tion in a binarymixture layer under the a
tion of high-frequen
y vibration is investigated on the basisof averaged problem. Spe
tral problems of stability arising are investigated numeri
allyand asymptoti
ally, neutral 
urves are plotted.



ÓÍÈÂÅ�ÑÀËÜÍÛÅ �ÅØÅÍÈß ÄËß ÈÇÎÒ�ÎÏÍÛÕÍÅÑÆÈÌÀÅÌÛÕ ÌÈÊ�ÎÏÎËß�ÍÛÕ ÒÅËÇóáîâ Ë.Ì.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÓíèâåðñàëüíûìè äå�îðìàöèÿìè (óíèâåðñàëüíûìè ðåøåíèÿìè) äëÿ äàííîãî êëàññàìàòåðèàëîâ â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû íàçûâàþò òàêèå äå�îðìàöèè, êîòîðûå óäîâëå-òâîðÿþò óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ äëÿ ëþáîãî ìàòåðèàëà èç ýòîãî êëàññà ïðè îòñóòñòâèèìàññîâûõ íàãðóçîê. Çíà÷åíèå óíèâåðñàëüíûõ ðåøåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî èõ ìîæíîý��åêòèâíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿìàòåðèàëà. Â íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðîñòûõ (íåïîëÿðíûõ) ìàòåðèàëîâ èçâåñò-íû [1�5℄ ïÿòü ñåìåéñòâ íåîäíîðîäíûõ äå�îðìàöèé, ÿâëÿþùèõñÿ óíèâåðñàëüíûìè ðåøå-íèÿìè óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ îäíîðîäíûõ íåñæèìàåìûõ èçîòðîïíûõ òåë.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíû óíèâåðñàëüíûå êîíå÷íûå äå�îðìàöèè äëÿ íåñæèìà-åìûõ èçîòðîïíûõ ìèêðîïîëÿðíûõ ìàòåðèàëîâ, ò. å. òåë ñ ìîìåíòíûìè íàïðÿæåíèÿìèè âðàùàòåëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñòèö. Ìîäåëü ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû (êîíòèíóóìàÊîññåðà) ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ êîìïîçèòîâ, ïîëèìåðîâ, íàíîñòðóêòóðíûõ, âûñîêî-ïîðèñòûõ, ìàãíèòíûõ è äðóãèõ ìàòåðèàëîâ. Â ñèëó êèíåìàòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ïîëÿâðàùåíèé êîíòèíóóìà Êîññåðà îò ïîëÿ ñìåùåíèé íàáîð óíèâåðñàëüíûõ ðåøåíèé ìèê-ðîïîëÿðíîé óïðóãîñòè çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ìíîæåñòâî óíèâåðñàëüíûõ äå�îðìàöèéêëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè íåïîëÿðíûõ ìàòåðèàëîâ.Ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ íåëèíåéíî óïðóãîé ìèêðîïîëÿðíîé íåñæèìàå-ìîé ñðåäû ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë è ìîìåíòîâ ñîñòîèò [6-10℄ èç óðàâíåíèéñòàòèêè äëÿ íàïðÿæåíèé (1), îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (2) è ãåîìåòðè÷åñêèõñîîòíîøåíèé (3), (4). DivT = 0, DivM + T× = 0. (1)

T = FT · τ · H− pI, M = FT · µ · H

τ =
∂W (E,L)

∂E
, µ =

∂W (E,L)

∂L

(2)

F = gradR, E = F · H, L × I = −(gradH) · HT (3)

detF = detE = 1 (4)Â (1)�(4) T � òåíçîð íàïðÿæåíèé Êîøè, M � òåíçîð ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèéòèïà Êîøè, F � ãðàäèåíò äå�îðìàöèè, R � âåêòîð ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû òåëà âäå�îðìèðîâàííîé êîí�èãóðàöèè,H� ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûé òåíçîð ìèêðîïî-âîðîòà, õàðàêòåðèçóþùèé âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû ÷àñòèö ìèêðîïîëÿðíîãîòåëà, E � ìåðà äå�îðìàöèè, L � òåíçîð èçãèáíîé äå�îðìàöèè, I � åäèíè÷íûéòåíçîð, W � óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äå�îðìàöèè, Div � îïåðàòîð äè-âåðãåíöèè â ýéëåðîûõ êîîðäèíàòàõ, grad � îïåðàòîð ãðàäèåíòà â ëàãðàíæåâûõêîîðäèíàòàõ, p � äàâëåíèå â íåñæèìàåìîé ñðåäå, êîòîðîå íå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç



146 Çóáîâ Ë.Ì.äå�îðìàöèþ, ñèìâîë T× îçíà÷àåò âåêòîðíûé èíâàðèàíò òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà:
T× = (TskR

s ⊗ Rk)× = TskR
s × Rk, ãäå Rs(s = 1, 2, 3) � âåêòîðíûé áàçèñ. Â èçî-òðîïíîé óïðóãîé ñðåäå òåíçîðû τ è µ � èçîòðîïíûå �óíêöèè òåíçîðîâ E è L, ò. å.óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì

τ (QT ·E · Q, εQT · L · Q) = QT · τ (E,L) ·Q, ε = detQ

µ(QT · E · Q, εQT · L · Q) = εQT · µ(E,L) · Q (5)Çäåñü Q � ïðîèçâîëüíûé îðòîãîíàëüíûé òåíçîð. Â (5) ó÷òåíî, ÷òî âåëè÷è-íû E è τ ÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè òåíçîðàìè âòîðîãî ðàíãà, â òî âðåìÿ êàê L è
µ � ïñåâäîòåíçîðû âòîðîãî ðàíãà. Äå�îðìàöèþ ñïëîøíîé ñðåäû áóäåì çàäàâàòüïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ UM(um), ãäå um(m = 1, 2, 3) � íåêîòîðûå êðèâîëè-íåéíûå êîîðäèíàòû â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè òåëà (ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû),
UM(M = 1, 2, 3) � íåêîòîðûå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå (ýéëåðî-âû êîîðäèíàòû). Â äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå êîîðäèíàòíûåñèñòåìû: äåêàðòîâà � u1 = x1, u

2 = x2, u
3 = x3;U

1 = X1, U
2 = X2, U

3 = X3; öè-ëèíäðè÷åñêàÿ � u1 = r, u2 = ϕ, u3 = z;U1 = R,U2 = Φ, U3 = Z; ñ�åðè÷åñêàÿ �
u1 = r, u2 = ϕ(äîëãîòà), u3 = θ(øèðîòà); U1 = R,U2 = Φ, U3 = Θ. Â ïîëþñàõ ñ�å-ðû θ = ±π

2
. Äëÿ ýòèõ îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàò óäîáíî ïðèìåíÿòü îðòîíîðìèðî-âàííûå âåêòîðíûå áàçèñû, âåêòîðû êîòîðûõ êàñàòåëüíû ê êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì.Îðòû äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò îáîçíà÷èì i1, i2, i3. Îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû, àñ-ñîöèèðîâàííûå ñ öèëèíäðè÷åñêèìè ëàãðàíæåâûìè è ýéëåðîâûìè êîîðäèíàòàìè,îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî er, eϕ, ez è eR, eΦ, eZ . Îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû, àñ-ñîöèèðîâàííûå ñ ñ�åðè÷åñêèìè ëàãðàíæåâûìè è ýéëåðîâûìè êîîðäèíàòàìè, îáî-çíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî er, eϕ, eθ è eR, eΦ, eΘ.Ïåðå÷èñëåííûå íèæå óíèâåðñàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîéèçîòðîïíîé ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû îáðàçóþò øåñòü ñåìåéñòâ äå�îðìàöèé. Êàæäîåñåìåéñòâî õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííîé çàâèñèìîñòüþ UM = UM(um), çàäàþùåéïîëå ïåðåìåùåíèé ÷àñòèö òåëà è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ íåñæèìàåìîñòè (4).Ïîñêîëüêó â ìèêðîïîëÿðíîì òåëå ïîëå ìèêðîïîâîðîòîâ êèíåìàòè÷åñêè íåçàâè-ñèìî îò ïîëÿ ïåðåìåùåíèé, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñðåäû íåîáõîäèìî åùåçàäàòü ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíîå òåíçîðíîå ïîëå H(um). Ïî ýòîé ïðè÷èíå êàæäîåèç óïîìÿíóòûõ øåñòè ñåìåéñòâ íåîäíîðîäíûõ óíèâåðñàëüíûõ äå�îðìàöèé ñîñòî-èò èç íåñêîëüêèõ ïîäñåìåéñòâ, ðàçëè÷àþùèõñÿ ïîëÿìè ìèêðîïîâîðîòîâ. Äëÿ âñåõïîäñåìåéñòâ ïðèâîäÿòñÿ âûðàæåíèÿ òåíçîðîâ E è L.1. Öèëèíäðè÷åñêèé èçãèá ïðÿìîóãîëüíîé ïëèòû

R =

√
2x1

αk
+ A, Φ = kx2, Z = αx3. (6)

F = (αkR)−1i1 ⊗ eR + kRi2 ⊗ eΦ + αi3 ⊗ i3. (7)Çäåñü α, k, A � ïîñòîÿííûå.Ïîäñåìåéñòâî 1a): H = i1 ⊗ eR + i2 ⊗ eΦ + i3 ⊗ i3

E = (αkR)−1i1 ⊗ i1 + kRi2 ⊗ i2 + αi3 ⊗ i3, L = ki2 ⊗ i3
(8)



Óíèâåðñàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ èçîòðîïíûõ íåñæèìàåìûõ ìèêðîïîëÿðíûõ òåë 147Ïîäñåìåéñòâî 1b): H = i1 ⊗ eR − i2 ⊗ eΦ − i3 ⊗ i3

E = (αkR)−1i1 ⊗ i1 − kRi2 ⊗ i2 − αi3 ⊗ i3, L = −ki2 ⊗ i3
(9)Ïîäñåìåéñòâî 1
): H = −i1 ⊗ eR − i2 ⊗ eΦ − i3 ⊗ i3

E = −(αkR)−1i1 ⊗ i1 + kRi2 ⊗ i2 − αi3 ⊗ i3, L = −ki2 ⊗ i3
(10)Ïîäñåìåéñòâî 1d): H = −i1 ⊗ eR − i2 ⊗ eΦ + i3 ⊗ i3

E = −(αkR)−1i1 ⊗ i1 − kRi2 ⊗ i2 + αi3 ⊗ i3, L = ki2 ⊗ i3
(11)2. Âûïðÿìëåíèå ñåêòîðà ïîëîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà

X1 = (2αη)−1r2 +B, X2 = ηϕ, X3 = αz (12)

F = (αη)−1rer ⊗ i1 + ηr−1eϕ ⊗ i2 + αi3 ⊗ i3. (13)Ïîäñåìåéñòâî 2a): H = er ⊗ i1 + eϕ ⊗ i2 + i3 ⊗ i3

E = (αη)−1rer ⊗ er + ηr−1eϕ ⊗ eϕ + αi3 ⊗ i3

L = −r−1eϕ ⊗ i3

(14)Ïîäñåìåéñòâî 2b): H = −er ⊗ i1 + eϕ ⊗ i2 − i3 ⊗ i3

E = −(αη)−1rer ⊗ er + ηr−1eϕ ⊗ eϕ − αi3 ⊗ i3

L = −r−1eϕ ⊗ i3

(15)Ïîäñåìåéñòâî 2
): H = er ⊗ i1 − eϕ ⊗ i2 − i3 ⊗ i3

E = (αη)−1rer ⊗ er − ηr−1eϕ ⊗ eϕ − αi3 ⊗ i3

L = −r−1eϕ ⊗ i3

(16)Ïîäñåìåéñòâî 2d): H = −er ⊗ i1 − eϕ ⊗ i2 + i3 ⊗ i3

E = −(αη)−1rer ⊗ er − ηr−1eϕ ⊗ eϕ + αi3 ⊗ i3

L = −r−1i3 ⊗ i3

(17)3. ×èñòûé èçãèá èëè âûâîðà÷èâàíèå ñåêòîðà ïîëîãî êðóãîâîãî öè-ëèíäðà
R =

√
r2

αχ
+D, Φ = χϕ, Z = αz. (18)

F = (αχR)−1rer ⊗ eR + r−1Rχeϕ ⊗ eΦ + αi3 ⊗ i3. (19)Ïîäñåìåéñòâî 3a): H = er ⊗ eR − eϕ ⊗ eΦ + i3 ⊗ i3

E = (αχR)−1rer ⊗ er + r−1Rχeϕ ⊗ eϕ + αi3 ⊗ i3,
L = (χ− 1)r−1eϕ ⊗ i3.

(20)Ïîäñåìåéñòâî 3b): H = −er ⊗ eR + eϕ ⊗ eΦ − i3 ⊗ i3

E = −(αχR)−1rer ⊗ er + r−1Rχeϕ ⊗ eϕ − αi3 ⊗ i3,
L = −(1 + χ)r−1eϕ ⊗ i3.

(21)
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): H = er ⊗ eR − eϕ ⊗ eΦ − i3 ⊗ i3

E = (αχR)−1rer ⊗ er − r−1Rχeϕ ⊗ eϕ − αi3 ⊗ i3,
L = −(1 + χ)r−1eϕ ⊗ i3.

(22)Ïîäñåìåéñòâî 3d): H = −er ⊗ eR − eϕ ⊗ eΦ + i3 ⊗ i3

E = −(αχR)−1rer ⊗ er − r−1Rχeϕ ⊗ eϕ + αi3 ⊗ i3,
L = (χ− 1)r−1eϕ ⊗ i3.

(23)4. Âûïðÿìëåíèå è èçãèá ñåêòîðà ïîëîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà
R =

√
G− r2

st
, Φ = sz, Z = tϕ. (24)Ïðè äå�îðìàöèè âèäà (24) ñåêòîð öèëèíäðà âûïðÿìëÿåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíûéáëîê, êîòîðûé çàòåì èçãèáàåòñÿ â äðóãîé ïëîñêîñòè, ïðåâðàùàÿñü â ñåêòîð öèëèí-äðà ñ îñüþ, îðòîãîíàëüíîé îñè ïåðâîíà÷àëüíîãî öèëèíäðà.Ïîäñåìåéñòâî 4a): H = er ⊗ eR + eϕ ⊗ i3 − i3 ⊗ eΦ

E = −(stR)−1rer ⊗ er + r−1teϕ ⊗ eϕ − sRi3 ⊗ i3,
L = si3 ⊗ eϕ − r−1eϕ ⊗ i3

(25)Ïîäñåìåéñòâî 4b): H = er ⊗ eR − eϕ ⊗ i3 + i3 ⊗ eΦ

E = −(stR)−1rer ⊗ er − r−1teϕ ⊗ eϕ + sRi3 ⊗ i3,
L = −si3 ⊗ eϕ − r−1eϕ ⊗ i3

(26)Ïîäñåìåéñòâî 4
): H = −(er ⊗ eR + eϕ ⊗ i3 + i3 ⊗ eΦ)
E = (stR)−1rer ⊗ er − tr−1eϕ ⊗ eϕ − sRi3 ⊗ i3,

L = −si3 ⊗ eϕ − r−1eϕ ⊗ i3

(27)Ïîäñåìåéñòâî 4d): H = −er ⊗ eR + eϕ ⊗ i3 + i3 ⊗ eΦ

E = (stR)−1rer ⊗ er + tr−1eϕ ⊗ eϕ + sRi3 ⊗ i3,
L = si3 ⊗ eϕ − r−1eϕ ⊗ i3

(28)5. �àäèàëüíî-ñèììåòðè÷íàÿ äå�îðìàöèÿ ïîëîãî øàðà
R =

3
√
r3 +K, Φ = ϕ, Θ = θ, K = const (29)Ïîäñåìåéñòâî 5a): H = I = er ⊗ er + eϕ ⊗ eϕ + eθ ⊗ eθ

E = R−2r2er ⊗ er + r−1R(eϕ ⊗ eϕ + eθ ⊗ eθ), L = 0
(30)Ïîäñåìåéñòâî 5b): H = er ⊗ er − eϕ ⊗ eϕ − eθ ⊗ eθ

E = R−2r2er ⊗ er − r−1Reϕ ⊗ eϕ − r−1Reθ ⊗ eθ,
L = 2r−1(eθ ⊗ eϕ − eϕ ⊗ eθ)

(31)6. Âûâîðà÷èâàíèå ñåêòîðà ïîëîãî øàðà
R =

3
√
C − r3, Φ = ϕ, Θ = −θ, C = const (32)

F = −R−2r2er ⊗ eR + r−1R(eϕ ⊗ eΦ − eθ ⊗ eΘ)



Óíèâåðñàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ èçîòðîïíûõ íåñæèìàåìûõ ìèêðîïîëÿðíûõ òåë 149Ïîäñåìåéñòâî 6a): H = −er ⊗ eR + eϕ ⊗ eΦ − eθ ⊗ eΘ

E = R−2r2er ⊗ er + r−1R(eϕ ⊗ eϕ + eθ ⊗ eθ),
L = 2r−1(eθ ⊗ eϕ − eϕ ⊗ eθ)

(33)Ïîäñåìåéñòâî 6b): H = −er ⊗ eR − eϕ ⊗ eΦ + eθ ⊗ eΘ

E = R−2r2er ⊗ er − r−1R(eϕ ⊗ eϕ + eθ ⊗ eθ), L = 0
(34)Ïðè ïîìîùè (2), (5) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1) óäîâëåòâîðÿ-þòñÿ äëÿ âñåõ äâàäöàòè ïîäñåìåéñòâ (6)�(34) äå�îðìàöèé ìèêðîïîëÿðíîãî íåñæè-ìàåìîãî èçîòðîïíîãî òåëà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 09-01-00459) è ÔÖÏ ¾Íàó÷-íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû(ãîñêîíòðàêò �Ï596). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Eri
ksen J. L. Deformations possible in every isotropi
, in
ompressible, perfe
tly elasti
body // Zeits
h. Angew. Math. und Phys. (ZAMP) 1954. V. 5. pp. 466�489.[2℄ Truesdell C., Noll W. The Nonlinear Field Theories of Me
hani
s // Handbu
h derPhysik. Ed. by S. Flügge. B.: Springer, 1965. V. 3/3. pp. 1�602.[3℄ Òðóñäåëë Ê. Ïåðâîíà÷àëüíûé êóðñ ðàöèîíàëüíîé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä. Ì.:Ìèð, 1975. 592 ñ.[4℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1980. 512 ñ.[5℄ Çóáîâ Ë.Ì. Óíèâåðñàëüíûå êâàçèñòàòè÷åñêèå äå�îðìàöèè äëÿ èçîòðîïíûõ íåñæè-ìàåìûõ òåë ñ ïàìÿòüþ // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. ÌÒÒ. 1979. �3. Ñ. 57�62.[6℄ Toupin R.A. Theory of elasti
ity with 
ouple stresses // Ar
h. Ration. Me
h. and Anal.V 17. 1964. �2. pp. 85�112.[7℄ Øêóòèí Ë.È. Ìåõàíèêà äå�îðìàöèé ãèáêèõ òåë. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1988. 127 ñ.[8℄ Zubov L.M. Nonlinear Theory of Dislo
ation and Dis
linations in Elasti
 Bodies. B.:Springer, 1997. 205 p.[9℄ Nikitin E., Zubov L.M. Zubov Conservation Laws and Conjugate Solutions in TheElasti
ity of Simple Materials and Materials With Couple Stress // J. Elasti
ity. 1998.V. 51. pp. 1�22.[10℄ Eringen A.C. Mi
ro
ontinuum Field Theories. I. Foundations and Solids. B.: Springer,1999. 325 p.[11℄ �ðèí À., Àäêèíñ Äæ. Áîëüøèå óïðóãèå äå�îðìàöèè è íåëèíåéíàÿ ìåõàíèêà ñïëîø-íîé ñðåäû. Ì.: Ìèð, 1965. 455 ñ.Zubov L.M. Universal solutions for isotropie in
ompressible mi
ropolar bodies. Twenty
lasses of �nite deformations are presented. These deformations are possible for every isotropi
in
ompressible mi
ropolar body.



×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÌÀÒ�ÈÖ ��ÈÍÀ ÒÅÎ�ÈÈÓÏ�Ó�ÎÑÒÈ È ÝËÅÊÒ�ÎÓÏ�Ó�ÎÑÒÈÈãóìíîâ Ë.À., Ëèòâèí÷óê Ñ.Þ., Ïåòðîâ À.Í.ÍÈÈ ìåõàíèêè Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãîÍà îñíîâå åäèíîé �îðìàëèçàöèè äëÿ ìàòðèö �ðèíà òðåõìåðíûõ òåîðèé àíèçîòðîï-íîé óïðóãîñòè è ýëåêòðîóïðóãîñòè ïðåäñòàâëåíû äâà ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö �ðèíà.Ñïåöè�èêîé ïåðâîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ìàòðèö �ðèíà â âèäå èíòåãðàëüíîãîïðåäñòàâëåíèÿ, à ñïåöè�èêîé âòîðîãî ìåòîäà � â âèäå àíàëèòè÷åñêîé �îðìóëû. Äëÿêîíêðåòíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ÷èñëåííî ïîñòðîåíû êîìïîíåíòû ïîëó÷åííûõ ïðåäñòàâ-ëåíèé ìàòðèö �ðèíà. Äàíû ñðàâíåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ. Ïðåäñòàâëåíàâèçóàëèçàöèÿ êîìïîíåíò ìàòðèö �ðèíà â âèäå ïîâåðõíîñòåé.Ââåäåíèå. Ïîëó÷åíèå óïðóãîñòàòè÷åñêîé ìàòðèöû �ðèíà â òðåõìåðíîé ïîñòà-íîâêå èìååò ñâîþ èñòîðèþ. Èç ñîîòâåòñòâóþùåãî êîðïóñà ïóáëèêàöèé âûäåëèìðàáîòû ñëåäóþùèõ àâòîðîâ: Freedholm (1900), Lifshitz è Rozenzweig (1947), Kroner(1953), Synge(1957), Willis (1965), Mura è Kinoshita (1971), Pan è Chou (1976), Wang(1997). Ññûëêè íà ïåðâûå ðàáîòû ïî äåòàëüíîìó îáñóæäåíèþ óïðóãîñòàòè÷åñêèõìàòðèö �ðèíà äëÿ àíèçîòðîïíîãî ñëó÷àÿ ìîæíî íàéòè â îáçîðå Ba
on è äð. (1978),à òàêæå â ðàáîòàõ Mura (1987) è Ting (1996). Ìàòðèöû �ðèíà ýëåêòðîóïðóãîñòèìîæíî íàéòè, ê ïðèìåðó, ó Pan (2002). Îïðåäåëåííûå èòîãè ïîäâåäåíû â [1℄.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäà÷è àíèçîòðîïíîé òåîðèè óïðó-ãîñòè è ýëåêòðîóïðóãîñòè ðàññìàòðèâàòü ñ åäèíûõ ïîçèöèé ãðóïïèðóåì áàçîâûåêîìïîíåíòû ñëåäóþùèì îáðàçîì [2�4℄:
ûi =

{
ui, i = 1, 2, 3,

φ, i = 4,
ε̂ij =

{
εij, i = 1, 2, 3,

−Ej , i = 4,
F̂j =

{
Fj, j = 1, 2, 3,

−Q, j = 4,

σ̂ij =

{
σij , j = 1, 2, 3,

Di, j = 4,
Ĉijkl =





Cijkl, j, k = 1, 2, 3,

elij , j = 1, 2, 3, k = 4,

eikl, j = 4, k = 1, 2, 3,

−εil, j, k = 4.ãäå σij , Di ñîîòâåòñòâåííî êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ è âåêòîðà ýëåêòðè-÷åñêîãî ñìåùåíèÿ; Fi, Q � êîìïîíåíòû ïëîòíîñòåé îáúåìíîé ñèëû è ïëîòíîñòèýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà; ãäå εij � êîìïîíåíòû òåíçîðà äå�îðìàöèè, Ej � êîìïî-íåíòû âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; Cijlm, eijk è ε̃ij � óïðóãèå ìîäóëè, ýëåêòðî-óïðóãèå êîý��èöèåíòû, äèýëåêòðè÷åñêèå êîíñòàíòû; ui è φ � óïðóãîå ñìåùåíèåè ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë.2. Ïîëó÷åíèå �îðìóë ïðåäñòàâëåíèé ìàòðèö �ðèíà. Ñîäåðæàíèå ïåð-âîãî ïîäõîäà ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö �ðèíà Gjk(j, k = 1, 3) íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ�àäîíà äëÿ àíèçîòðîïíîé òåîðèè óïðóãîñòè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì [5℄:
Gjk =

1

8π2

∫

S2

(
Mzz

jk (zi)
)−1

δ(ziri)ds(zi) =
1

8π2r

∫

S2

(
Mzz

jk (zi)
)−1

δ(zir
0
i )ds(zi),
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r0
i =

ri
r
, δ(ziri) = δ(rzir

0
i ) =

1

r
δ(zir

0
i ),M

zz
jk = Ĉijklzizl.Ïðåîáðàçóåì ê èíòåãðàëó ïî ïåðåñå÷åíèþ ñ�åðû ñ ïëîñêîñòüþ zir

0
i :

Gjk =
1

8π2r

2π∫

0

(
Mzz

jk (zi(φ))
)−1

dφ. (1)Ñîäåðæàíèå âòîðîãî ïîäõîäà áàçèðóåòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè (Mzz
jk (z)

)−1 ÷åðåçìàòðèöó àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé Ajk(z) è îïðåäåëèòåëü D(z) [3, 6℄:
Gjk =

1

8π2

∫

S2

Ajk(zi)

D(zi)
δ(ziri)dS(zi) =

1

4π2r

+∞∫

−∞

Ajk(p+ ζq)

D(p+ ζq)
dζ. (2)Ïðèìåíÿÿ òåîðèþ âû÷åòîâ ê èíòåãðàëó (2), ïîëó÷àåì:

Gjk(x) = − Im

2πr

4∑

m=1

Ajk(p+ ζmq)

a9(ζm − ζ∗m)
4∏

k=1,k 6=m
(ζm − ζk)(ζm − ζ∗k)

(3)ãäå ζm � êîðíè D(p + ζq) � ìíîãî÷ëåí âîñüìîé ñòåïåíè îò ζ ; a9 � êîý��èöèåíòïðè ζ8; Imζm > 0, m = 1, 4; ζ∗m � ñîïðÿæåííîå ê ζm.Èòàê, â îòëè÷èå îò èíòåãðàëà (1), âòîðîé ñïîñîá äàåò ÿâíóþ �îðìóëó (3), ÷òîãàðàíòèðóåò ý��åêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ è òî÷íîñòü ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ.3. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû è âèçóàëèçàöèÿ. Äëÿ èçîòðîïíîãî óïðóãîãîìàòåðèàëà ìàòðèöà �ðèíà ìîæåò áûòü íàéäåíà àíàëèòè÷åñêè è ÷èñëåííî. Ñðàâíå-íèå ÷èñëåííî ïîñòðîåííûõ êîìïîíåíò ìàòðèöû �ðèíà ñ àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷åííû-ìè çíà÷åíèÿìè äàþò îøèáêó ñóùåñòâåííî ìåíüøóþ 1%. Âûñîêàÿ òî÷íîñòü ïîëó-÷åíà äëÿ òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîãî ýëåêòðîóïðóãîãî ìàòåðèàëà, äëÿ êîòîðîãîòàêæå èçâåñòíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ìàòðèö [7℄. Èññëåäóÿ òðàíñâåðñàëü-íî èçîòðîïíóþ ïüåçîêåðàìèêó (PZT-4) [8℄, ïîëó÷àåì òàêæå îøèáêó ñóùåñòâåííîìåíüøóþ 1%.Ìàòðèöó �ðèíà ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè íà îñíî-âå èíòåðïîëÿöèîííîé ñõåìû âû÷èñëåíèÿ [4, 6℄. Ôóíêöèè Gjk(x) çàâèñÿò îò òðåõïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x1, x2 è x3. Ïåðåõîä ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì
(r,Θ1 ,Θ2 ) ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ÷èñëî ïàðàìåòðîâ, åñëè ïîëîæèòü r=1, è ïîñòðî-èòü êîìïîíåíòû ìàòðèöû �ðèíà.Íà ðèñ. 1�3 ïðåäñòàâëåíû ïðèâåäåííûå êîìïîíåíòû àíèçîòðîïíîé ìàòðèöû�ðèíà äëÿ ãðà�èòî-ýïîêñèäíîãî ìîíîêëèíè÷åñêîãî ìàòåðèàëà [6℄. Íà ðèñ. 4�6ïðåäñòàâëåíû êîìïîíåíòû ýëåêòðîóïðóãîé ìàòðèöû �ðèíà äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-ãî èçîòðîïíîãî ïüåçîêåðàìèêà (PZT-4) [8℄.



152 Èãóìíîâ Ë.À., Ëèòâèí÷óê Ñ.Þ., Ïåòðîâ À.Í.

�èñ. 1. Êîìïîíåíòà G11 �èñ. 2. Êîìïîíåíòà G13

�èñ. 3. Êîìïîíåíòà G22 �èñ. 4. Êîìïîíåíòà G11, ì

�èñ. 5. Êîìïîíåíòà G14, ì �èñ. 6. Êîìïîíåíòà G24, ìÂûïîëíåíî â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàä-ðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû, ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò �10-08-01017-à).
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 material properties. Comparison is made with theresults of other authors. The visualization of the 
omponents of Green's matri
es in the formof surfa
es is presented.



ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê �ÅØÅÍÈÞ ÇÀÄÀ×ÈÎ�ÈÅÍÒÀÖÈÈÈëþõèí À.À.Òàãàíðîãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóòÂ çàäà÷àõ îðèåíòàöèè òâåðäûõ òåë îñíîâíûìè ïàðàìåòðàìè, îïðåäåëÿþùèìèâçàèìíîå ïîëîæåíèå äâóõ ñèñòåì êîîðäèíàò, ñëóæàò íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû. Âû-÷èñëåíèå íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ ÷åðåç èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîéïðîáëåìîé îðèåíòàöèè, ðåøåíèå êîòîðîé çàâèñèò, êàê îò âûáîðà èçìåðÿåìûõ âåëè-÷èí, òàê è ïðîìåæóòî÷íûõ ïàðàìåòðîâ. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòîò âûáîð ñóùåñòâåííîâëèÿåò íà àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ [1℄. Ê ÷èñëó ïðîìå-æóòî÷íûõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå èíîãäà ìîãóò âûñòóïàòü è â êà÷åñòâå îñíîâíûõ,îòíîñÿòñÿ ðàçëè÷íûì îáðàçîì ââîäèìûå óãëû, ïàðàìåòðû �îäðèãà��àìèëüòîíà,Êåéëè�Êëåéíà è äð. [2℄. Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ îäíèì èç ãëàâíûõ òðåáîâàíèé,ïðåäúÿâëÿåìûõ ê èçìåðÿåìûì ïàðàìåòðàì è âû÷èñëèòåëüíîìó àëãîðèòìó, ÿâëÿ-åòñÿ òðåáîâàíèå ïðîâåäåíèÿ ìèíèìóìà îïåðàöèé ïðè îïðåäåëåíèè ïîëîæåíèÿ òåëàïî äàííûì èçìåðåíèé. Ýòî ñíèæàåò çàïàçäûâàíèå â ðåøåíèè çàäà÷ îðèåíòàöèè.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàäà÷è îðèåíòàöèè íåïðåðûâíî ñâÿçàíû ñ ðåøåíèåì çàäà÷íàáëþäåíèÿ, òàê êàê ïðè ëþáîì àëãîðèòìå âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ îðèåíòàöèèíåîáõîäèìî çàäàíèå íå ìåíåå òðåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â ñâîþ î÷åðåäü, ê ðåøå-íèþ çàäà÷ íàáëþäåíèÿ îáÿçàòåëüíî ïðèâëåêàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâè-æåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, â îïðåäåëåíèè óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ òåëà ïðÿìî èëè êîñâåí-íî ó÷àñòâóþò è äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïîñòàâèòüçàäà÷ó îðèåíòàöèè òàê, ÷òîáû â åå ðåøåíèè ñ ñàìîãî íà÷àëà èñïîëüçîâàëèñü äè-íàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâà ñèëîâîãî ïîëÿ.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ïîëîæåíèÿ òâåðäîãî òåëà âîñïîëüçóåì-ñÿ óðàâíåíèÿìè äëÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà. Ýòè óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò âû÷èñ-ëèòü íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ÷åðåç êîìïîíåíòû âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòàâ ïîäâèæíûõ îñÿõ è íåêîòîðîãî âåêòîðà, �èêñèðîâàííîãî â ñèñòåìå êîîðäèíàò,ñâÿçàííîé ñ òåëîì [3℄. Äâèæåíèå îêîëî íåïîäâèæíîé òî÷êè òâåðäîãî òåëà èëè òå-ëà, íåñóùåãî âðàùàþùèåñÿ ìàõîâèêè, îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé [4℄ (
M + λ̄

)∗
+ ω̄ ×

(
M + λ̄

)
= L̄, (1)ãäå ω̄ � àáñîëþòíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òåëà (ëèáî òåëà íîñèòåëÿ), M �âåêòîð-ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ òåëà, λ̄ � ãèäðîñòàòè÷åñêèé ìîìåíò, L � ìî-ìåíò âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé òî÷êè. Çâåçäî÷êà â óðàâíåíèÿõ (1)îáîçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå â îñÿõ, ñâÿçàííûõ ñ òåëîì. Åñëè òåëî äâèæåòñÿ âïîòåíöèàëüíîì îñåñèììåòðè÷íîì ñèëîâîì ïîëå, òî

L = grad γ̄U(γ̄) × γ̄.Åäèíè÷íûé âåêòîð γ̄ îñè ñèììåòðèè íàçûâàåòñÿ åùå âåêòîðîì ìåñòíîé âåðòèêà-ëè. Äëÿ çàâåðøåííîñòè êîíå÷íûõ �îðìóë îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíîãî



Äè��åðåíöèàëüíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è îðèåíòàöèè . . . 155îñåñèììåòðè÷íîãî ïîëÿ. Òîãäà ê óðàâíåíèÿì (1) íåîáõîäèìî äîáàâèòü óðàâíåíèÿ,îïðåäåëÿþùèå íàïðàâëåíèå âåêòîðà â ïîäâèæíûõ îñÿõ
γ̄∗ = γ̄ × ω̄. (2)Äîïóñòèì, ÷òî èçìåðÿþòñÿ êîìïîíåíòû Mi âåêòîðà M â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîð-äèíàò, áàçèñíûå âåêòîðû êîòîðîé áóäåì îáîçíà÷àòü ý̄i (â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ÷àùåâñåãî èçìåðÿåìûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè,îäíàêî âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ÷åðåç èçìåðÿåìûå âåëè÷è-íû íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà).Â ÷àñòíîì ñëó÷àå

L = grad γ̄U(γ̄) × γ̄ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1), (2) äîïóñêàåò òðè èíòåãðàëà
1

2
M · ω̄ − U = h,

(
M + λ̄

)
· γ̄ = k, γ̄ · γ̄ = 1, (3)èç êîòîðûõ ìîæíî îïðåäåëèòü âåêòîð γ̄, èçáàâèâøèñü îò íåîáõîäèìîñòè èíòåãðè-ðîâàòü óðàâíåíèÿ (2). Çàìåòèì,÷òî èç âñåõ âåêòîðîâ, ó÷àñòâóþùèõ â îñíîâíûõñîîòíîøåíèÿõ, òîëüêî êîìïîíåíòû ýòîãî âåêòîðà âõîäÿò â êàæäûé èç èíòåãðàëîâ.Íàïðèìåð, êîãäà ñèëîâîå ïîëå îäíîðîäíî, òî ýòà çàâèñèìîñòü èìååò âèä

γ =
[
(k − µp)

(
M + λ̄

)
− (kp− µν)τ +D1/2

(
M + λ̄

)
× τ̄
]
/(ν − p2), (4)ãäå, ñëåäóÿ Â. �åññó [6℄, îáîçíà÷åíî

p =
(
M + λ̄

)
· τ̄ ,

ν =
(
M + λ̄

)2
,

µ =
(
M · ω̄ − 2h

)
/2P,

D = (1 − µ2)(ν − p) − (k − µp)2.Åäèíè÷íûé âåêòîð τ̄ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íàïðàâëåí èç íåïîäâèæíîéòî÷êè â öåíòð ìàññ òåëà, à P ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ âåñà òåëà íà ðàññòîÿíèå îòíåïîäâèæíîé òî÷êè äî öåíòðà ìàññ òåëà.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà M +λ̄ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàòââåäåì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ áàçèñîì:
ēρ =

M + λ̄− [(M + λ̄) · γ̄] · γ̄
|(M + λ̄) × γ̄|

ēα =
γ̄ × (M + γ̄)

γ̄ × (M + γ̄)
, ēζ = γ̄.

(5)Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ âûâîäîì �îðìóë äëÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â ðàáîòå [3℄ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà (M + λ̄):
Mζ = (M + λ̄) · γ̄,
Mρ =

[
(M + λ̄) × γ̄

]
,

dα

dt
=

{[(M + λ̄) · γ̄] · γ̄}grad γ̄U
[γ̄ × (M + λ̄)]2

= − ēρ · grad γ̄U
M2

ρ
.

(6)



156 Èëþõèí À.À.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ñèëîâîå ïîëå îäíîðîäíî, ðàâåíñòâà (6) ñîâïàäàþò ñóðàâíåíèÿìè óïðóãîé ëèíèè ïðè P 6= 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ý̄i áàçèñíûå âåêòîðûíåèçìåííî ñâÿçàííîé ñ òåëîì ñèñòåìû êîîðäèíàò, è íàéäåì êîìïîíåíòû ýòèõ âåê-òîðîâ â áàçèñå ēρ, ēα, ēζ :ýiρ = ýi · ēρ = ýi · {M + λ̄− [(M + λ̄) · γ̄] · γ̄}/Mρ =
= {Mi + λi − [(M + λ̄) · γ̄] · γi}/Mρ

(7)ýiα = ýi · ēα = ýi · [γ̄ × (M + λ̄)]/Mρ =

=
3∑
j=1

3∑
i=1

εijk · γ(Mk + λk)/Mρ,
(8)ýiζ = ýi · ēζ = ýi · γ = γi, (9)ãäå εijk � ñèìâîë Ëåâè-×èâèòà. Âõîäÿùèå â ðàâåíñòâà (7)�(9) ñêàëÿðíûå ïðîèç-âåäåíèÿ â ñèëó èõ èíâàðèàíòíîñòè ìîæíî âû÷èñëÿòü â òåõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò,âêîòîðûõ èçâåñòíû ðàçëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ. Â �îðìóëàõ (5)�(9) âû-ðàæåíèå (M + λ̄) · γ̄ ìîæíî çàìåíèòü åãî çíà÷åíèåì èç èíòåãðàëà ïëîùàäåé â (3).Âûáåðåì íåïîäâèæíóþ äåêàðòîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ååòðåòüÿ îñü áûëà áû íàïðàâëåíà âäîëü âåêòîðà γ̄. Åñëè ēi � áàçèñíûå âåêòîðû ýòîéñèñòåìû êîîðäèíàò, òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

ē1 = eρ · cosα− eα sinα, ē2 = eρ · sinα− eα cosα, ē3 = ēζ = γ̄. (10)×òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ ýij, ñïðîåêòèðóåìâåêòîðû ýi íà íàïðàâëåíèå âåêòîðîâ ýi è ó÷òåì ñîîòíîøåíèÿ (7)�(10):ý11 = {(M1 + λ1 − kγ1) cosα− [γ2(M3 + λ3) − γ3(M2 + λ2)] · sinα} /Mρ,ý21 = {(M2 + λ2 − kγ2) cosα− [γ3(M1 + λ1) − γ1(M3 + λ3)] · sinα} /Mρ,ý21 = {(M3 + λ3 − kγ3) cosα− [γ1(M2 + λ2) − γ2(M1 + λ1)] · sinα} /Mρ,ý12 = {(M1 + λ1 − kγ1) sinα + [γ2(M3 + λ3) − γ3(M2 + λ2)] · cosα} /Mρ,ý22 = {(M2 + λ2 − kγ2) sinα + [γ3(M1 + λ1) − γ1(M3 + λ3)] · cosα} /Mρ,ý32 = {(M3 + λ3 − kγ3) sinα + [γ1(M2 + λ2) − γ2(M1 + λ1)] · cosα} /Mρ,ý13 = γ1, ý23 = γ2, ý33 = γ3.

(11)
Ïîëó÷åííûå �îðìóëû äëÿ íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ ñîäåðæàò ïåðåìåííûå,âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1) è (2). Âûâîä ýòèõ �îðìóë íå ñâÿçàí ñî ñâîé-ñòâàìè ñèëîâîãî ïîëÿ, è ëèøü íà ýòàïå âû÷èñëåíèÿ óãëà α â (6) áûëî èñïîëüçîâàíîäîïóùåíèå îá îñåñèììåòðè÷íîñòè ñèëîâîãî ïîëÿ.�àññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àé âðàùåíèÿ òåëà ïî èíåðöèè. Óðàâíåíèÿ äâèæå-íèÿ (1) ïðèìóò âèä: (

¯̀
I + λ̄

)∗
+ ω̄ ×

(
¯̀
I + λ̄

)
= 0. (12)Ýòè óðàâíåíèÿ îòðàæàþò èçâåñòíûé �àêò: âåêòîð � ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿñâîáîäíî âðàùàþùåãîñÿ òåëà ñîõðàíÿåò âåëè÷èíó è íàïðàâëåíèå â èíåðöèàëüíîì



Äè��åðåíöèàëüíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è îðèåíòàöèè . . . 157ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ïîçâîëÿåò íàïðàâèòü îäíó èç îñåé íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîð-äèíàò âäîëü âåêòîðà ¯̀
I + λ̄. Çàäàäèì íàïðàâëåíèå â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàòâåêòîðà ◦

a1:
◦
a1 = (

¯̀
I + λ̄)/| ¯̀I + λ̄|,

◦
a1 =

◦
a11 ý1+

◦
a12 ý2+

◦
a13 ý3

(13)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ý1 ââîäèì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîð-äèíàò ñ áàçèñîì ◦
a1ζ =

◦
a1,

◦
aρ1 ,

◦
aα1 :

◦
aα1 = (

◦
a1 × ý1)/

√
1− ◦

a2
11,

◦
aρ1 =

[
ý1 − (

◦
a1 · ý1)

◦
a1

]
/

√
1− ◦

a2
11.

(14)Óãîë α1 ìåæäó âåêòîðàìè ◦
aρ1 è ◦

a2 âû÷èñëèì àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëî âûâåäåíîñîîòíîøåíèå (6):
√

1− ◦
a2

11

dα1

dt
=
dý1

dt
· ◦
aα1 =

(
◦
a1 × ý1) · (ω × ý1)√

1− ◦
a2

11èëè
dα1

dt
=
e12ω2 + e13ω3

e12 + e13
. (15)Êîìïîíåíòû âåêòîðà ý1 â íåïîäâèæíîì áàçèñå èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

ý11 =
◦
a11, ý12 =

√
◦
a2

12+
◦
a2

13 cosα1, ý13 =

√
◦
a2

12+
◦
a2

13 sinα1. (16)Àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò âåê-òîðîâ ý2 è ý3 â áàçèñå ēi. Îäíàêî íåò íåîáõîäèìîñòè ïîâòîðÿòü ïðåäøåñòâóþùèåâû÷èñëåíèÿ, òàê êàê íóìåðàöèÿ ïîäâèæíûõ îñåé íå áûëà ïðèâÿçàíà ê êàêèì-ëèáîèçìåðÿåìûì âåëè÷èíàì. Ýòî ïîçâîëÿåò ñðàçó çàïèñàòü âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíòâåêòîðîâ ý2 è ý3

ý21 =
◦
a12, ý22 =

√
◦
a2

11+
◦
a2

13 cosα2, ý23 =

√
◦
a2

11+
◦
a2

13 sinα2

ý31 =

√
◦
a2

11+
◦
a2

12 cosα3, ý33 =

√
◦
a2

11+
◦
a2

13 sinα3.

(17)Çíà÷åíèÿ óãëîâ α2 è α3 ïîëó÷àþòñÿ èç (15) ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíîé èíäåêñîâó ◦
a1ê è ωê:

dα2

dt
=

◦
a12 ω1+

◦
a13 ω3

◦
a2

11+
◦
a2

13

dα3

dt
=

◦
a11 ω1+

◦
a12 ω2

◦
a2

11+
◦
a2

12

(18)



158 Èëþõèí À.À.Óñëîâèå íîðìèðîâêè ìàòðèöû ‖ýij‖ âûïîëíÿåòñÿ. Äëÿ îðòîãîíàëüíîñòè ñòðîêíåîáõîäèì îïðåäåë¼ííûé âûáîð ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ â (12). Â ñèëó òîãî,÷òî â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó ◦
a1, ïàðà îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ ◦

a2è ◦
a3 âûáðàíà ïðîèçâîëüíî, ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â (12) òàêæå ìîæåò ïðè-íèìàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ, òîãäà êàê íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ óãëîâ α2 è α3äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ ÷åðåç íå¼.Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò âûáèðàåòñÿ çàðàíåå, ïî-ýòîìó, ìîæåò âîçíèêíóòü íåîáõîäèìîñòü ïåðåðàñ÷¼òà íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ ýij ,çàäàííûõ â ñïåöèàëüíî âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îäíàêî ïðîèçâîë â âûáîðåâåêòîðîâ ◦

a2 è ◦
a3, äà¼ò âîçìîæíîñòü óïðîñòèòü ìàòðèöó ïåðåõîäà. Â ðàññìàòðè-âàåìîé çàäà÷å íåò íåîáõîäèìîñòè â âû÷èñëåíèè êîìïîíåíò ý3j ïî �îðìóëàì (16)è (17), òàê êàê ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì ý3 = ý1 × ý2. Òîãäà äëÿ ðåøå-íèÿ çàäà÷è îðèåíòàöèè òâ¼ðäîãî òåëà â ñëó÷àå âðàùåíèÿ ïî èíåðöèè äîñòàòî÷íîâû÷èñëèòü äâå êâàäðàòóðû äëÿ óãëîâ α1 è α2.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Longuski J.M. Solution of Euler's equations of motion and Eulerian angels for nearsymmetri
 rigid bodies subje
t to 
onstant moments // AIAA Pap., 1980, � 1642,pp. 117�132.[2℄ Èøëèíñêèé À.Þ. Îðèåíòàöèÿ, ãèðîñêîïû è èíåðöèàëüíàÿ íàâèãàöèÿ // Ì.: Íàóêà,1976. 670 ñ.[3℄ Èëþõèí À.À. Äâà ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ òâåðäîãî òåëà. //Òðåòüå ðåñïóáëèêàíñêîå ñîâåùàíèå ïî ïðîáëåìàì äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà. Äîíåöê:1981, ñ. 23.[4℄ Èëþõèí À.À. Ïðîñòðàíñòâåííûå çàäà÷è íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãèõ ñòåðæíåé //Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1979. 219 ñ.[5℄ Õàðëàìîâ Ï.Â. Ëåêöèè ïî äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà // Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî Í�Ó,1965, 221 ñ.[6℄ Hess W. Uber die Euleris
hen Bewegungsglei
hungen und uber eine neue partikulareLosung des Problems der Bewegung eines starren s
hweren Korpers um einen festenPunkt // Ibid, 1890, B. 37, H. 2, S. 153�181.Ilyukhin A.A. The di�erential approa
h to the solving of orientation problems solving.The new method of de�nition of parameters of the orientation, using the di�erential equationsof movement of obje
t is o�ered. As intermediate variables between measured angular speedof movement and dire
ting 
osinuses, de�ning angular position of a body, 
omponents of thekineti
 moment are used.



ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÂËÈßÍÈß ÒÅÏËÎÂÎ�Î ØÓÌÀ ÍÀÏÎ��ÅØÍÎÑÒÈ ÈÇÌÅ�ÅÍÈß ÀÒÎÌÍÎ-ÑÈËÎÂÎ�ÎÌÈÊ�ÎÑÊÎÏÀÊàðïèíñêèé Ä.Í., Øèøêèí À.Í.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÄèíàìè÷åñêàÿ àòîìíî-ñèëîâàÿ ìèêðîñêîïèÿ (ÄÀÑÌ) èñïîëüçóåò âçàèìîäåéñòâèåâåðøèíû çîíäà ìèêðîêîíñîëè ñ ïîâåðõíîñòüþ èññëåäóåìîãî îáðàçöà äëÿ òîãî, ÷òîáûèçìåíèòü äèíàìèêó ìèêðîêîíñîëè (àìïëèòóäó êîëåáàíèé, ðåçîíàíñíóþ ÷àñòîòó, �àçó) èïîëó÷èòü èçîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè îáðàçöà ñ íàíîìàñøòàáíûì ðàçðåøåíèåì.�àñ÷åòû àìïëèòóäû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ïðÿìîóãîëüíîé è V-îáðàçíîé �îðì ìèêðî-êîíñîëåé çà ñ÷åò òåïëîâîãî øóìà ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü îöåíêè äëÿ óñëîâèé ïðèìåíèìî-ñòè ìàëîàìïëèòóäíûõ ðåæèìîâ â ÄÀÑÌ. Îäíàêî â ýòèõ ðàñ÷åòàõ íå ó÷òåíû âëèÿíèå íàâåðøèíó çîíäà âíåøíèõ (ëèíåéíûõ) ñèë, à òàêæå íå ðàññìîòðåíà âîçìîæíîñòü èñïîëü-çîâàíèÿ ÄÀÑÌ â ðåæèìå, êîãäà òåïëîâûå �ëóêòóàöèè ìèêðîêîíñîëè âûïîëíÿþò ðîëüâíåøíåé âîçìóùàþùåé ñèëû. �åøåíèþ ýòèõ çàäà÷ ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.Äèíàìè÷åñêàÿ àòîìíî-ñèëîâàÿ ìèêðîñêîïèÿ (ÄÀÑÌ) èñïîëüçóåò âçàèìîäåé-ñòâèå âåðøèíû çîíäà ìèêðîêîíñîëè ñ ïîâåðõíîñòüþ èññëåäóåìîãî îáðàçöà äëÿ òî-ãî, ÷òîáû èçìåíèòü äèíàìèêó ìèêðîêîíñîëè (àìïëèòóäó êîëåáàíèé, ðåçîíàíñíóþ÷àñòîòó, �àçó) è ïîëó÷èòü èçîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè îáðàçöà ñ íàíîìàñøòàáíûìðàçðåøåíèåì. Ñóùåñòâóåò òðè îñíîâíûõ ðåæèìà ÄÀÑÌ: êîíòàêòíûé, ïîëóêîí-òàêòíûé è áåñêîíòàêòíûé. Â êîíòàêòíîì ðåæèìå ÄÀÑÌ ñêàíèðóåò çàîñòðåííûìêîíöîì çîíäà ïîâåðõíîñòü, íàõîäÿñü ïîä äåéñòâèåì ñèë îòòàëêèâàíèÿ. Â ïîëóêîí-òàêòíîì ðåæèìå (tapping mode) âåðøèíà çîíäà ïåðèîäè÷åñêè êàñàåòñÿ (ïîñòóêè-âàåò) ïîâåðõíîñòè îáðàçöà. Â áåñêîíòàêòíîì ðåæèìå âåðøèíà çîíäà ñîâåðøàåòêîëåáàíèÿ â îáëàñòè äåéñòâèÿ ñèë ïðèòÿæåíèÿ (ñèëû âàí äåð Âààëüñà). Â ïåðâîìè òðåòüåì ðåæèìàõ àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîé (< 1 íì), â òî âðå-ìÿ êàê â ïîëóêîíòàêòíîì ðåæèìå àìïëèòóäà êîëåáàíèé çîíäà äîñòèãàåò 10 íì. Âîâñåõ ðåæèìàõ âåëè÷èíà àìïëèòóäû êîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ áëèçîñòüþ âîçáóæäà-þùåé ÷àñòîòû ê ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå ìèêðîêîíñîëè. Áîëüøàÿ àìïëèòóäà êîëå-áàíèé â ïðåðûâèñòîì ðåæèìå ñîîòâåòñòâóåò íåëèíåéíîìó âçàèìîäåéñòâèþ çîíä� îáðàçåö, ÷òî ïðèâîäèò ê òðóäíîñòÿì àíàëèçà, êîòîðûå íå âñåãäà óäàåòñÿ ïðå-îäîëåòü. ×òî êàñàåòñÿ ìàëîàìëèòóäíûõ ðåæèìîâ, òî îíè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè èèõ àíàëèç çíà÷èòåëüíî ïðîùå, íî èìååòñÿ ïðåïÿòñòâèå äëÿ áîëåå øèðîêîãî èõ èñ-ïîëüçîâàíèÿ â ÄÀÑÌ. Ýòî ïðåïÿòñòâèå ñâÿçàíî ñ âëèÿíèåì òåïëîâûõ �ëóêòóàöèéíà êîëåáàòåëüíûé ðåæèì � ¾çàøóìëåíèå¿ ìàëîàìïëèòóäíîãî ðåæèìà, ïðè êîòî-ðîì ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ àìïëèòóäà òåïëîâûõ �ëóêòóàöèé 0.1 íì ïðè êîìíàòíîéòåìïåðàòóðå è æåñòêîñòè ìèêðîêîíñîëè 0.4 Í/ì äàåò çàìåòíûé âêëàä â êîëåáà-íèÿ ìèêðîêîíñîëè. Çàøóìëåíèå ìîæíî íå ó÷èòûâàòü ïðè ðàáîòå ìèêðîêîíñîëè âïîëóêîíòàêòíîì ðåæèìå.�àñ÷åòû àìïëèòóäû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ïðÿìîóãîëüíîé [1℄ è V-îáðàçíîé [2℄�îðì ìèêðîêîíñîëåé çà ñ÷åò òåïëîâîãî øóìà ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü îöåíêè äëÿóñëîâèé ïðèìåíèìîñòè ìàëîàìïëèòóäíûõ ðåæèìîâ â ÄÀÑÌ. Îòìåòèì, ÷òî âïåð-âûå èäåÿ îá èñïîëüçîâàíèè òåïëîâîãî øóìà äëÿ êàëèáðîâêè ìèêðîêîíñîëåé äëÿ



160 Êàðïèíñêèé Ä.Í., Øèøêèí À.Í.ÄÀÑÌ áûëà ïðåäëîæåíà â [3℄. Â [4℄ ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü òåïëîâîé øóì âêà÷åñòâå åäèíñòâåííîãî èñòî÷íèêà âîçìóùàþùåé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ìèêðî-êîíñîëü. Ýòî ïðåäëîæåíèå èìååò õîðîøóþ ïåðñïåêòèâó, ò. ê. ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòüìèíèìàëüíóþ âåëè÷èíó àìïëèòóäû êîëåáàíèé (<0.1 íì) ïðè êîìíàòíîé òåìïåðà-òóðå.Âàæíûé ýòàï â èññëåäîâàíèè âëèÿíèÿ òåïëîâûõ øóìîâ ñâÿçàí ñ îáíàðóæåíèåìïðîñòðàíñòâåííûõ ìîä â ìèêðîêîíñîëÿõ íà îïûòå. Â [5℄ ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþ-äàëèñü ïåðâûå 4 ìîäû êîëåáàíèé, êîòîðûå îáóñëîâëåíû òîëüêî òåïëîâûì øóìîì(âíåøíÿÿ âîçìóùàþùàÿ ñèëà îòñóòñòâóåò). Êîëåáàòåëüíûå ìîäû áîëåå âûñîêîãîïîðÿäêà íà îïûòå íå îáíàðóæèâàþòñÿ ïîòîìó, ÷òî èõ àìïëèòóäà ìåíüøå âåëè÷èíûïðèáîðíîãî �îíîâîãî øóìà.Â [1, 2℄ ïðåäïîëàãàëàñü ñïðàâåäëèâîé òåîðåìà ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ êàæ-äîé ìîäû êîëåáàíèé ìèêðîêîíñîëè, à ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü â îêðåñòíîñòè ðå-çîíàíñíûõ ÷àñòîò èìåëà âèä Ëîðåíöîâñêîé êðèâîé. Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ ïîçâîëèëèïîëó÷èòü ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè âëèÿíèÿ òåïëîâîãî øóìà íà êîëåáàòåëü-íûé ðåæèì ìèêðîêîíñîëè ÄÀÑÌ. Îäíàêî â ðàñ÷åòàõ [1, 2℄ íå ó÷òåíî âëèÿíèå íàâåðøèíó çîíäà âíåøíèõ (ëèíåéíûõ) ñèë.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû òðåõìåðíîãî ðàñ÷åòà ýâîëþöèèâ áåñêîíòàêòíîì ðåæèìå ïðÿìîóãîëüíîé â ïëàíå ìèêðîêîíñîëè ÄÀÑÌ ìåòîäîìêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ó÷åòîì äåéñòâèÿ ñèë âàí äåð Âààëüñà ìåæäó âåðøèíîé çîí-äà è îáðàçöîì, à òàêæå â êîíòàêòíîì ðåæèìå ïîä äåéñòâèåì êîðîòêîäåéñòâóþùèõñèë.Âûáåðåì óêàçàííûå ñèëû àíàëîãè÷íî [6℄
fn = knv, ft = ktu. (1)Â (1) kn è kt � êîý��èöèåíòû æåñòêîñòè ñèë, äåéñòâóþùèõ íà âåðøèíó çîí-äà ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè îáðàçöà è âäîëü ïîâåðõíîñòè îáðàçöà, v, u � âåð-òèêàëüíàÿ è ãîðèçîíòàëüíàÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé âåðøèíû çîíäàìèêðîêîíñîëè.×èñëåííûå çíà÷åíèÿ kn è kt äàíû â òàáëèöå 1.ðåæèì D(íì) kn(Í/ì) kt (Í/ì)íåò âçàèìîäåéñòâèÿ 1.0 0 0ïðèòÿæåíèå 0.5 -7.9 0îòòàëêèâàíèå 0.08 35 58Òàáëèöà 1. Ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ çîíä�îáðàçåö. D � ðàññòîÿíèå ìåæäó çîíäîì èîáðàçöîì.Äðóãèå âåëè÷èíû â ðàñ÷åòå èñïîëüçîâàíû èç [6℄: äëèíà ìèêðîêîíñîëè

L = 125 ìêì, øèðèíà w = 30 ìêì, òîëùèíà h = 4 ìêì; ìàòåðèàë ìèêðîêîíñî-ëè � êðåìíèé (ïëîòíîñòü ρ = 2330 ê�/ì3, ìîäóëü Þíãà E = 1, 5 · 105 ÌÏà).�àñ÷åò ïðåäïîëàãàåò äåéñòâèå òåïëîâîãî øóìà íà ìèêðîêîíñîëü çà ñ÷åò ñëó-÷àéíûõ òåïëîâûõ �ëóêòóàöèé ïåðåìåùåíèÿ δu(t). Àíàëîãè÷íî [7,8℄ ïðåäïîëîæèì,÷òî âåëè÷èíû �ëóêòóàöèé δu(t) ðàñïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó
δu =

√
< δu >2N(0, 1) (2)



Îöåíèâàíèå âëèÿíèÿ òåïëîâîãî øóìà íà ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ ÀÑÌ 161Â (2) ñðåäíèé êâàäðàò �ëóêòóàöèè ïåðåìåùåíèÿ âû÷èñëåí êàê ìèíèìàëüíàÿ ðà-áîòà ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû ïðè èçãèáå áàëêè æåñòêî çàùåìëåííîé íà îäíîì èçêîíöîâ [9℄, N(0, 1) - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ ïî íîðìàëüíîìó ðàñïðå-äåëåíèþ ñî ñðåäíèìM(δu) = 0 è äèñïåðñèåé D(δu) = 1. Ïðîìåæóòêè ìåæäó �ëóê-òóàöèÿìè ïî çàêîíó Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì τ0 = 10−13 ñ. Ýâîëþöèÿ êîëåáëþùåé-ñÿ ìèêðîêîíñîëè îïðåäåëÿåòñÿ ñîâìåñòíûì äåéñòâèåì âíåøíåãî ïåðèîäè÷åñêîãîïåðåìåùåíèÿ u0(t) îñíîâàíèÿ ìèêðîêîíñîëè, âíåøíèìè ñèëàìè çîíä-îáðàçåö (1)è ñëó÷àéíûìè ïåðåìåùåíèÿìè (íîðìàëüíûìè ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ìèêðî-êîíñîëè) δu(t). Ïîñëåäíÿÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïåðåìåùåíèÿ ïðåäïîëàãàåò ó÷åò ëèøüèçãèáíûõ ìîä êîëåáàíèé.�àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî òèïè÷íûå âåëè÷èíû √< δu(t) >2 ïîðÿäêà 0.1 íì ñóùå-ñòâåííî âëèÿþò íà ýâîëþöèþ ìèêðîêîíñîëè ÄÀÑÌ è ñðàâíèìû ñ âêëàäîì âíåø-íèõ âîçìóùàþùèõ ïåðåìåùåíèé îñíîâàíèé ìèêðîêîíñîëè.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Butt H. J.,Jas
hke M. Cal
ulation of thermal noise in atomi
 for
e mi
ros
opy //Nanote
hnology, V. 6 , (1995), pp. 1�7.[2℄ Stark R.W., Drobek T., He
kl W.M. Thermome
hani
al noise of a free V-shaped
antilever for atomi
-for
e mi
ros
opy // Ultrami
ros
opy, V.86 (2001), pp. 207�215.[3℄ Hutter J., Be
hhoefer J. Calibration of atomi
 for
e mi
ros
ope tips // Rev. S
i. Instrum.,V.64, (1993), pp. 1868�1873.[4℄ Gannepalli A., Sebastian A., Cleveland J., Salapaka M. Thermally driven non-
onta
tatomi
 for
e mi
ros
opy // Appl. Phys. Lett., V.87, (2005) 111901.[5℄ Paolino P., Tiribilli B., Bellon L. Dire
t measurement of spatial modes of ami
ro
antilever from thermal noise //J. Appl. Phys., V.106, (2009) 094313.[6℄ Øèøêèí À.Í. �àñ÷åò àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê êîíñîëè àòîìíî-ñèëî-âîãî ìèêðîñêîïà // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Òðóäû ÕIIIìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè, ã. �îñòîâ-íà-Äîíó, 12�15 îêòÿáðÿ 2009 ã. Ò.II. �îñòîâí/Ä: Èçä-âî ÞÔÓ, 2009. Ñ. 196�200.[7℄ Àçàðîâ Ä. Â., Êàðïèíñêèé Ä.Í., Øèõìàí Ä.Å. Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ òåïëîâûõ�ëóêòóàöèé íà ðàñêðûòèå è çàëå÷èâàíèå òðåùèí ìåòîäîì ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåí-òà // Èçâåñòèÿ ÑÊÍÖ ÂØ. Åñòåñòâåííûå íàóêè, �1, 1989, Ñ. 44�48.[8℄ Àçàðîâ Ä.Â., Êàðïèíñêèé Ä.Í. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè ìèêðîòðåùèíûïîä äåéñòâèåì òåïëîâûõ �ëóêòóàöèé // �ðàíèöû ðàçäåëà, ïðî÷íîñòü è ðàçðóøåíèåêîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, Ë.: Èçä-âî ÔÒÈ èì. À.Ô.Èî��å ÀÍ ÑÑÑ�, 1989.Ñ. 201�206.[9℄ Ëàíäàó Ë.Ä., Ëè�øèö Å.Ì. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà. Ì., 1976. 584 ñ.Karpinskiy D.N., Shishkin A.N. Evaluating the e�e
t of thermal noise on themeasurement error of AFM . The 
al
ulations of free os
illations amplitude of mi
ro
antileverdue to thermal noise do not 
onsider the impa
t of external for
es on the top of the AFMprobe. The possibility of using the mi
ros
opy in su
h a mode when thermal �u
tuations ofthe probe a
t as an external perturbing for
e, is also not observed. The paper is devoted tothe solution of these problems.



�ÀÂÍÎÂÅÑÈÅ È ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÍÅËÈÍÅÉÍÎ-ÓÏ�Ó�ÎÉÏÀÍÅËÈ Ï�È ×ÈÑÒÎÌ ÈÇ�ÈÁÅÊàðÿêèí Ì.È., Øóá÷èíñêàÿ Í.Þ.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÏðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è î ðàâíî-âåñèè èçãèáàåìîé íåëèíåéíî-óïðóãîé ïàíåëè. Äëÿ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ìàòåðèàëîâóñòàíîâëåíî, ÷òî äèàãðàììà èçãèáà èìååò òî÷êó ìàêñèìóìà, çà êîòîðîé ñëåäóåò ïàäà-þùèé ó÷àñòîê. Äëÿ èçó÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè èñïîëüçîâàí áè�óðêàöèîííûé ïîäõîä, îñ-íîâàííûé íà ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî òî÷êè áè�óðêàöèèìîãóò ñóùåñòâîâàòü è íà âîçðàñòàþùåì ó÷àñòêå äèàãðàììû èçãèáà.Ââåäåíèå. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè èç-ãèáàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà â öèëèíäðè÷åñêóþ ïàíåëü. Àêòóàëü-íîñòü èññëåäîâàíèÿ ñâÿçàíà, ïðåæäå âñåãî, ñ òåì, ÷òî äå�îðìàöèÿ ÷èñòîãî èçãèáà(íàðÿäó ñ ðàñòÿæåíèåì è êðó÷åíèåì) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç áàçîâûõ ïðè ýêñïåðèìåí-òàëüíîì îïðåäåëåíèè è âåðè�èêàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè óïðóãîãî, â ÷àñòíîñòè �íåëèíåéíî-óïðóãîãî, ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ. Â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëåíèå õàðàê-òåðèñòèê ýòèõ ìîäåëåé � è �óíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé, è èõ ïàðàìåòðîâ �îñîáåííî àêòóàëüíî â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàçðàáàòûâàòü àäåêâàòíûå ìîäå-ëè ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ áèîìàòåðèàëîâ è èõ èñêóññòâåííûõ çàìåíèòåëåé èçâûñîêîýëàñòè÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Äðóãàÿ ïðè÷èíà, îáúÿñíÿþùàÿ èíòåðåñ ê êëàññè-÷åñêèì, íà ïåðâûé âçãëÿä, çàäà÷àì, ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ìàò-ðèöó ñ îòíîñèòåëüíî æåñòêèìè âîëîêíàìè. Â ýòîì ñëó÷àå, íàïðèìåð, ïðè ðàñ÷åòàõíà ïðî÷íîñòü, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âîçìîæíîñòü ðàçðóøåíèÿ êîìïîçèòà âñëåä-ñòâèå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, â òîì ÷èñëå è ïðè èçãèáå, îòäåëüíûìè âîëîêíàìè [1℄.Çàäà÷à î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ïðè èçãèáå â ðàìêàõ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòèìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ è äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ òåîðèé è ÷èñëåííûõñõåì èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ òðóá, îñíîâûâàþùèõñÿ, êàê ïðàâèëî, íàðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ òåîðèè îáîëî÷åê [2℄.Äèàãðàììà èçãèáà íåëèíåéíî-óïðóãîé ïàíåëè. Â ðàìêàõ ïëîñêîé äå�îð-ìàöèè ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá èçãèáå ïàíåëè ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿøèðèíîé h è òîëùèíîé a òîðöåâûìè ìîìåíòàìè. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñå÷åíèåì äå-�îðìèðîâàííîé ïàíåëè áóäåò ñåêòîð êðóãîâîãî êîëüöà, â êà÷åñòâå êîîðäèíàò îò-ñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè âûáåðåì äåêàðòîâû êîîðäèíàòû (x, y, z), à òåêóùåé � öè-ëèíäðè÷åñêèå (R,Φ, Z), çàäàäèì äå�îðìàöèþ ïîëóîáðàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì âèäà
R = P (x) , Φ = By, Z = z, (1)â êîòîðîì P (x) îïèñûâàåò èçìåíåíèå òîëùèíû ñå÷åíèÿ ïàíåëè ïîñëå äå�îðìàöèè,à ïàðàìåòð B = γh/a õàðàêòåðèçóåò ñîîòíîøåíèå øèðèíû ïàíåëè è óãëà ðàñòâîðà

γ ñåêòîðà, â êîòîðûé äå�îðìèðóåòñÿ ïàíåëü (ðèñ. 1).
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�èñ. 1. Äå�îðìàöèÿ ïàíåëèÄëÿ îïèñàíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ïàíåëè áóäåì èñïîëüçîâàòü äâå ìî-äåëè � ïîëóëèíåéíûé ìàòåðèàë Äæîíà è ìàòåðèàë Áëåéòöà è Êî, îïðåäåëÿþ-ùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëà êîòîðûõ èìåþò ñîîòâåòñòâåííîâèä [3℄: D = (λs1 − 2µ)A+ 2µC, (2)D = µ
[
(1 − β)

(
I1G−G2 − I2I

−1
3 E+ I

1
2
3 E)+ β

(G− I
− 1

2
3

)]
·G−1 ·C. (3)Çäåñü µ, β, λ � ìàòåðèàëüíûå ïàðàìåòðû, Ik = Ik (G) � ãëàâíûå èíâàðèàíòû ìåðûäå�îðìàöèè Êîøè G = C · CT , C = U ·A � ãðàäèåíò äå�îðìàöèè Êîøè, U �ëåâûé òåíçîð èñêàæåíèé, A � òåíçîð ïîâîðîòà, s1 = tr (U−E), E � åäèíè÷íûéòåíçîð.Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ∇̇ ·D = 0, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëóîáðàòíîìó ïðåäñòàâëå-íèþ (1), äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó îáûêíîâåííîìó äè��åðåí-öèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ �óíêöèè P (x), ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ êîòîðîãîñëóæàò ðàâåíñòâà íóëþ íàïðÿæåíèé íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ.Äëÿ ïîëóëèíåéíîãî ìàòåðèàëà êðàåâàÿ çàäà÷à ðàâíîâåñèÿ èìååò âèä:

Ṕ´− B2P + 2B
λ + µ

λ+ 2µ
= 0,

λ (BP + P´− 2) + 2µ (P´− 1)|x=± a
2

= 0.

(4)Íåëèíåéíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî çàïèñûâàåòñÿ êàê:
Ṕ´=

(β − 1) (P 2B2Ṕ 2 (B2P 2 − 2) + P 2B2) − βB4P 4Ṕ 2

P (β − 1) (P 2B2 − 1) + βṔ 2P 3B2
,

µβP´2B2P 2 + µ+ µB2P 2 − µβ − µβB2P 2|x=± a
2

= 0.

(5)Çäåñü è íèæå øòðèõîì îáîçíà÷åíî äè��åðåíöèðîâàíèå ïî x. �åøåíèå íåëèíåé-íîé êðàåâîé çàäà÷è (4) ìîæåò áûòü íàéäåíî àíàëèòè÷åñêè. Óðàâíåíèå (5) ìîæåòáûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî â êâàäðàòóðàõ ëèøü ïðè β = 0, íî è â ýòîì ñëó÷àå ïîñòðî-åííîå ðåøåíèå íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ êðàåâîéçàäà÷è. Ïîýòîìó âî âñåõ ñëó÷àÿõ àíàëèç çàäà÷è (5) îñóùåñòâëÿëñÿ ÷èñëåííî.
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü èçãèáàþùåãî ìîìåíòà îò ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî îòíîøå-íèå øèðèíû ïàíåëè ê óãëó ðàñòâîðà ñåêòîðà � äå�îðìèðîâàííîé ïàíåëè äëÿ ìàòåðèëàÁëåéòöà è Êî ïðè β = 0.8 1) è ïîëóëèíåéíîãî ìàòåðèàëà 2)Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè èçãèáàþùåãî ìîìåíòà
M =

a
2∫

− a
2

DyΦPP d́x (6)îò ïàðàìåòðà B. Íà îáîèõ ãðà�èêàõ îò÷åòëèâî âèäíà òî÷êà ìàêñèìóìà, çà êîòîðîéñëåäóåò ïàäàþùèé ó÷àñòîê, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î âîçìîæíîé ïîòåðè óñòîé÷èâî-ñòè.Óñòîé÷èâîñòü èçãèáà. Ñîîáùèì òî÷êàì óïðóãîãî òåëà ìàëîå ïåðåìåùåíèåR → R0 + εw èç èçâåñòíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ R0 ïóòåì èçìåíåíèÿ ïîëóîá-ðàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:




R = P (x) + εU (x, y) ,
Φ = By + εV (x, y) ,
Z = z,

(7)(ε � ìàëûé ïàðàìåòð). Óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ èìåþò âèä
∇̇ · Ḋ = 0, (8)ãäå Ḋ =

d

dε
D (R0 + εw)|ε=0 .�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ (8) âûãëÿäÿò êàê:

ḊxR

(
±a

2
, y
)

= 0, ḊxΦ

(
±a

2
, y
)

= 0; (9)
ḊyR

(
x,±h

2

)
= 0, V

(
x,±h

2

)
= 0. (10)Ñîîòíîøåíèÿ (10) îçíà÷àþò ñêîëüçÿùóþ çàäåëêó íà òîðöàõ ïàíåëè.



�àâíîâåñèå è óñòîé÷èâîñòü íåëèíåéíî-óïðóãîé ïàíåëè ïðè ÷èñòîì èçãèáå 165Ñèñòåìà (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñò-íûõ ïðîèçâîäíûõ. Çàìåíîé
V (x, y) = v (x) sin (αny) , U (x, y) = u (x) cos (αny) , (11)ãäå

αn =
πn

h
, n ∈ Z, (12)îíà ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,ïðè÷åì áëàãîäàðÿ (12) êðàåâûå óñëîâèÿ (10) âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Â ñëó-÷àå ïîëóëèíåéíîãî ìàòåðèàëà ýòà ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä:

u´́ =
(P´+BP ) [6Bαnv + 3u (α2

n +B2)] − 4αn (v´+ uαn +Bv)

3 (P´+BP )
,

v´́ =
αnBP [3vPBαn − 4u (1 +B)] + 4P [́(u´− v)αn − v ]́ + 3P´2 (B2 − α2

nv)

3 (P´+ 2BP ) − 4 (BP + P )́ + 3B2P 2
+

2αnBP [́3uP´+ 4 (u+ vB)] + PB3 [v (3PB − 4) + 6αnuP ]

3 (P´+ 2BP ) − 4 (BP + P )́ + 3B2P 2
− (13)

4Bv (P´+ P´́) + 6PBP [2uBαn + v (́α2
n +B2)]

3 (P´+ 2BP ) − 4 (BP + P )́ + 3B2P 2
,à êðàåâûå óñëîâèÿ (9) äëÿ íåå ñ ó÷åòîì (11) çàïèøóòñÿ êàê:

(P´+BP ) (uαn +Bv + 3v́) − 4 (uαn +Bv + v )́
∣∣
x=± a

2
= 0,

3u´+ vαn +Bu
∣∣
x=± a

2
= 0.

(14)Äëÿ ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî àíàëîãè÷íàÿ ñèñòåìà î÷åíü ãðîìîçäêà è çäåñü ïðè-âåäåíà íå áóäåò.Èçó÷åíèå âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû âè-äà (13), (14) ïðîâîäèëîñü ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Îáùåå ðåøåíèå ðàçûñêèâàëîñü ââèäå:
u = C1u1 + C2u2, v = C1v1 + C2v2, (15)ãäå uk, vk, (k = 1, 2) � ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå �óíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ðå-øåíèÿ çàäà÷ Êîøè äëÿ (13), ó êîòîðûõ ïåðâàÿ ïàðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé èìååòâèä:

u1 (−a/2) = 1, v1 (−a/2) = 0,
u2 (−a/2) = 0, v2 (−a/2) = 1,

(16)à âòîðàÿ � äëÿ ïðîèçâîäíûõ u ḱ (−a/2) , v ḱ (−a/2) � ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèåì ïî-ñëåäíèõ èç ðàâåíñòâ (14) â òî÷êå x = −a/2 ñ ó÷åòîì (16).Óäîâëåòâîðåíèå êðàåâûì óñëîâèÿì (14) â òî÷êå x = a/2 ïðèâîäèò ê äâóì ðà-âåíñòâàì âèäà
[
(3BP + 3P ′ − 4)v′1

(a
2

)
+ (BP + P ′ − 4)

(
αnu1

(a
2

)
+Bv1

(a
2

))]
C1+

[
(3BP + 3P ′ − 4)v′2

(a
2

)
+ (BP + P ′ − 4)

(
αnu2

(a
2

)
+Bv2

(a
2

))]
C2 = 0,
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[
3u′1

(a
2

)
+Bu1

(a
2

)
+ αnv1

(a
2

)]
C1+

[
3u′2

(a
2

)
+Bu2

(a
2

)
+ αnv2

(a
2

)]
C2 = 0,ÿâëÿþùèìèñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ C1 è C2. Êðèòè÷å-ñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà B íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿýòîé ñèñòåìû.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ýòîé ñõåìå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2, ãäå êðóæêè íàãðà�èêàõ ñîîòâåòñòâóþò òðåì ïåðâûì (íàèìåíüøèì) çíà÷åíèÿì âåëè÷èíû êðè-òè÷åñêîãî ïàðàìåòðà èçãèáàíèÿ B. Âèäíî, ÷òî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðè èçãèáåíàñòóïàåò ñóùåñòâåííî ðàíüøå äîñòèæåíèÿ òî÷êè ìàêñèìóìà íà äèàãðàììå íà-ãðóæåíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ �åäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûå èíàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîí-òðàêò �Ï596).
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�ÀÑÏ�ÎÑÒ�ÀÍÅÍÈÅ ÂÎËÍ Â ÇÀÏÎËÍÅÍÍÛÕ ÆÈÄÊÎÑÒÜÞÌÍÎ�ÎÑËÎÉÍÛÕ ÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÈÕ Ò�ÓÁÊÀÕ:ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇÊèçèëîâà Í.Í., ×èñòèíà Ý.Î.Õàðüêîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â.Í. ÊàðàçèíàÂ ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ìàëûõ âîçìóùåíèé â çàïîëíåííûõâÿçêîé æèäêîñòüþ òðåõñëîéíûõ òðóáêàõ, îáðàçîâàííûõ àíèçîòðîïíûìè âÿçêîóïðóãèìèñëîÿìè ñ ðàçëè÷íûìè òîëùèíàìè è ðåîëãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëü-òàòû ðàñ÷åòîâ ïðî�èëåé ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â òðóáêàõ â âèäå ðàçëîæåíèé ïî ìàëîìóïàðàìåòðó, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ ñòåíêè êî âíóò-ðåííåìó ðàäèóñó òðóáêè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ ðàçëè÷íû äëÿ óñòîé÷èâûõè íåóñòîé÷èâûõ ìîä è äëÿ ïåðåõîäíûõ ðåæèìîâ. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ñëèÿíèÿ ìîä.Îáñóæäàþòñÿ ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê òå÷åíèþ êðîâè â àð-òåðèÿõ êàê ìíîãîñëîéíûõ òðóáêàõ, à òàêæå ê òå÷åíèÿì æèäêîñòåé â áèîìåäèöèíñêèõóñòðîéñòâàõ è â òðóáêàõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì.Òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïî äå�îðìèðóþùèìñÿ òðóáêàì àêòèâ-íî èññëåäóåòñÿ â ñâÿçè ñ òå÷åíèåì êðîâè â àðòåðèÿõ, âëèÿíèåì ãèäðîäèíàìè÷å-ñêèõ ïàðàìåòðîâ íà ðàçâèòèå ñîñóäèñòûõ ïàòîëîãèé, ðàñ÷åòàìè øóíòîâ è ñòåí-òîâ, èçãîòàâëèâàåìûõ èç àóòîòðàíñïëàíòàòîâ è äðóãèìè àêòóàëüíûìè çàäà÷àìèáèîëîãèè è ìåäèöèíû [1, 2℄. Ñóùåñòâåííî, ÷òî àðòåðèè ÿâëÿþòñÿ ìíîãîñëîéíûìèâÿçêîóïðóãèìè òðóáêàìè, ïðè÷åì îòäåëüíûå ñëîè îòëè÷àþòñÿ ïî ðåîëîãè÷åñêèìñâîéñòâàì è �óíêöèÿì. Ñðåäíèé ñëîé îáðàçîâàí ìåõàíî÷óâñòâèòåëüíûìè êëåò-êàìè, êîòîðûå ðåàãèðóþò íà èçìåíåíèÿ ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ è ñêîðîñòèñäâèãà íà ñòåíêå. Âíóòðåííèé ñëîé îáðàçîâàí ãëàäêîìûøå÷íûìè êëåòêàìè, ñîêðà-ùåíèå/ðàññëàáëåíèå êîòîðûõ âåäåò ê óìåíüøåíèþ/óâåëè÷åíèþ ïðîñâåòà òðóáêè,÷òî ïðèâîäèò ê ñîîòâåòñòâóþùèì èçìåíåíèÿì îáúåìíîãî ðàñõîäà êðîâè. Íàðóæ-íûé ñëîé ñîñòîèò èç ñîåäèíèòåëüíîé òêàíè è àðìèðîâàí äâóìÿ ñåìåéñòâàìè ðàñ-ïîëîæåííûõ ñïèðàëüíî âîëîêîí êîëëàãåíà. Ïðè ðàçâèòèè ñîñóäèñòûõ ïàòîëîãèéìîãóò èçìåíÿòüñÿ òîëùèíû, ìîäóëè óïðóãîñòè è âÿçêîñòü ñëîåâ [1℄.Âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè ïî ìíîãîñëîéíûìòðóáêàì èññëåäîâàëèñü â [3℄ äëÿ ñëó÷àåâ çàêðåïëåííîé è íåíàãðóæåííîé ñòåí-êè. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàçíûõ ðåæèìîâ òå÷åíèé è ïàðàìåòðîâ ñòåíêè ñó-ùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà íåóñòîé÷èâàÿ æèäêîñòíàÿ ìîäà, ïðè÷åì çà ñ÷åòíàäëåæàùåãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ ñëîåâ ñòåíêè ìîæíî äîáèòüñÿ ñòàáèëèçàöèè ýòîéìîäû, ïåðåâåñòè àáñîëþòíóþ íåóñòîé÷èâîñòü â êîíâåêòèâíóþ è, òàêèì îáðàçîì,óïðàâëÿòü òå÷åíèåì [4℄. Âëèÿíèå òèïà àíèçîòðîïèè ñëîåâ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íàóñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû æèäêîñòü-ñòåíêà ïîäðîáíî èññëåäîâàëîñü â [5℄.Èññëåäîâàíèå òå÷åíèé êðîâè ïî àðòåðèÿì êàê ìíîãîñëîéíûì âÿçêîóïðóãèìòðóáêàì ïðèâåëî ê âàæíûì äëÿ òåõíè÷åñêèõ è áèîìåäèöèíñêèõ ïðèëîæåíèé ðå-øåíèÿì ïî ñòàáèëèçàöèè òå÷åíèé, óñòðàíåíèþ íåæåëàòåëüíûõ âûñîêî÷àñòîòíûõîñöèëëÿöèé ñòåíêè, øóìîãåíåðàöèè, ñíèæåíèþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñèñòåìû (îáú-åìíîãî ðàñõîäà ïðè çàäàííîì ïåðåïàäå äàâëåíèé). Îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ



168 Êèçèëîâà Í.Í., ×èñòèíà Ý.Î.âîëí â ìíîãîñëîéíûõ òðóáêàõ èññëåäîâàëèñü â [3, 6℄. Äëÿ ñëó÷àÿ çàêðåïëåííîéñòåíêè âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â æèäêîñòè, ïåðåìåùåíèé è äàâëåíèéâ ñòåíêå áûëè ïîëó÷åíû ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó äëÿ îäíîñëîé-íîé [6℄ è ìíîãîñëîéíîé ñòåíêè [3℄. Äëÿ ïðèëîæåíèé âàæíû èññëåäîâàíèÿ ïåðåõîäîâîò óñòîé÷èâîãî ê íåóñòîé÷èâîìó ðåæèìàì òå÷åíèé è âîçìîæíîñòè êîàëåñöåíöèèìîä, ïðîäåìîíñòðèðîâàííîé â [4, 5℄.Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è î òå÷åíèè æèäêîñòè â òðåõñëîéíîéòðóáêå ïðè óñëîâèè íåíàãðóæåíèÿ âíåøíåé ïîâåðõíîñòè òðóáêè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåòïîâåðõíîñòíî ðàñïîëîæåííûì àðòåðèÿì è òðóáêàì ìíîãèõ áèîìåäèöèíñêèõ àïïà-ðàòîâ è òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.�àññìîòðèì òðóáêó êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì R0, îáðàçîâàí-íóþ òðåìÿ ñëîÿìè, òîëùèíû êîòîðûõ H1, H2, H3. Ñëîè èñïûòûâàþò ïåðåìåùåíèÿ
u(j) =

(
u

(j)
r , 0, u

(j)
x

), ãäå j = 1, 2, 3 � íîìåð ñëîÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæåíèÿ ñëîåââ ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îïèñûâàþòñÿ ðàäèóñàìè:
R1 (t, x) = R0 + ur (t, R0, x),
R2 (t, x) = R0 +H1 + ur (t, R0 +H1, x),
R3 (t, x) = R0 +H1 +H2 + ur (t, R0 +H1 +H2, x),
R4 (t, x) = R0 +H1 +H2 +H3 + ur (t, R0 +H, x)

(1)ãäå H = H1 +H2 +H3 � íà÷àëüíàÿ òîëùèíà ñòåíêè.Óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà äëÿ æèäêîñòè è êëàññè÷åñêîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòèäëÿ íåñæèìàåìîé ñòåíêè òðóáêè èìåþò âèä:
div(v) = 0,

∂v

∂t
+ (v∇) v = − 1

ρf
∇p+ ν∆v,

div(u(j)) = 0, ρ(j)
s

∂2u(j)

∂t2
= −∇p(j) + div(σ̂(j))

(2)ãäå v = (vr, 0, vx) è p � ñêîðîñòü è ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå â æèäêîñòè, ρf è
(ρj) � ïëîòíîñòè æèäêîñòè è ñëîåâ, p(j) è σ̂(j) � ãèäðîñòàòè÷åñêèå äàâëåíèÿ èòåíçîðû íàïðÿæåíèé ñëîåâ.Äëÿ ìàòåðèàëà ñëîåâ ïðèìåì ðåîëîãè÷åñêóþ ìîäåëü Êåëüâèíà�Ôîéõòà:

λ
(j)
1

∂σ(j)

∂t
+ σ(j) = 2G(j)

(
e(j) + λ

(j)
2

∂e(j)

∂t

) (3)ãäå G(j) � ìîäóëü ñäâèãà, λ(j)
1 è λ

(j)
2 � ðåîëîãè÷åñêèå êîý��èöèåíòû, èìåþùèåñìûñë âðåìåí ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâëåíû óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè ñêîðîñòåé, íîð-ìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà æèäêîñòü� ñòåíêà è ìåæ-äó ñëîÿìè ñòåíêè:

r = 0 : |vx| <∞, vr = 0 (4)
r = R1 : vr =

∂u
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(1)
x
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(5)
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r = Ri, i = 2, 3 : u(i−1)
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) (10)Íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè òðóáêè çàäàíî óñëîâèå íåíàãðóæåíèÿ
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(11)Íà âõîäå â òðóáêó çàäàíà âõîäíàÿ âîëíà äàâëåíèÿ
x = 0 :

2

R2
1

R1∫

0

rp (t, r, 0)dr = p0 (t) (12)Íà êîíöå òðóáêè çàäàíî óñëîâèÿ îòðàæåíèÿ âîëíû, êîòîðûå ÿâëÿåòñÿ ñëåä-ñòâèåì óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè äàâëåíèÿ è îáúåìíîãî ðàñõîäà íà êîíöå òðóáêè
x = L : Yt

R∫

0

rp (t, r, 0) dr = πR2
1

R1∫

0

rvx (t, r, x) dr, Yt =
Q

〈p〉 (13)2. �åøåíèå çàäà÷è.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàäèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ñëîåâ ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ âíóò-ðåííèì ðàäèóñîì òðóáêè R0/L ≡ ε, u∗r/R0 ≡ ε << 1. �åøåíèå çàäà÷è (1)�(13)áóäåì èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó f = f (0) + εf (1) + ε2f (2) + ...,



170 Êèçèëîâà Í.Í., ×èñòèíà Ý.Î.ãäå f = {vr, vx, p, ur, ux, ps} � íàáîð íåèçâåñòíûõ çàäà÷è. Äëÿ íóëåâîãî ïðèáëèæå-íèÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (çíà÷-êè (0) ïðè íåèçâåñòíûõ îïóùåíû):
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Ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

r = 0 : |vx| <∞, vr = 0,

r = 1 : vr =
∂u

(1)
r

∂t
, vx =

∂u
(1)
x

∂t
,

(
1 + α

(1)
1

∂

∂t

)(
p(1)
s − p

)
= 0,

Γ(1)

(
1 + α

(1)
2

∂

∂t

)
∂u

(1)
x

∂r
= 0,

r = 1 +Hi, i = 1, 2 : u(i)
r = u(i+1)

r , u(i)
x = u(i+1)

x ,(
1 + α

(i+1)
1

∂

∂t

)(
1 + α

(i)
1

∂

∂t

)(
p(i+1)
s − p(i)

s

)
= 0,

Γ(i)

(
1 + α

(i)
2

∂

∂t

)(
1 + α

(i+1)
1

∂

∂t

)
∂u

(i)
x

∂r
=

= Γ(i+1)

(
1 + α

(i+1)
2

∂

∂t

)(
1 + α

(i)
1

∂

∂t

)
∂u

(i+1)
x

∂r
,

r = R4 : u(3)
r = 0, u(3)

x = 0

(15)
Âî íà÷àëüíîì ñå÷åíèè òðóáêè çàäàíà âõîäÿùàÿ âîëíà, à íà êîíöå òðóáêè �óñëîâèå îòðàæåíèÿ âîëí:

x = 0 : 2

1∫

0

rpdr = p0 (t) , x = 1 : yt

1∫

0

rpdr =

1∫

0

rvxdr�åøåíèå çàäà÷è (14)�(15) íàéäåíî â âèäå áåãóùåé âîëíû. Âûðàæåíèÿ äëÿ àì-ïëèòóä íåèçâåñòíûõ f (0) âû÷èñëåíû â êâàäðàòóðàõ. Âûïèñàíà òàêæå ñèñòåìà óðàâ-íåíèé äëÿ ïðèáëèæåíèé 1-ãî ïîðÿäêà è ïîëó÷åíî åå ðåøåíèå â àíàëèòè÷åñêîé�îðìå.



�àñïðîñòðàíåíèå âîëí â çàïîëíåííûõ æèäêîñòüþ ìíîãîñëîéíûõ òðóáêàõ 1713. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.Ïóòåì ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïî ïîëó÷åííûì âûðàæåíèÿì ïðîâåäåíû ðàñ÷åòûïðî�èëÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè â òðóáêå, ïåðåìåùåíèé ñëîåâ ñòåíêè, àìïëèòóä ïà-äàþùåé è îòðàæåííîé âîëí, íàïðÿæåíèÿ ñäâèãà íà ñòåíêå. Îöåíåíà ïîãðåøíîñòüðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïî êîìïîíåíòàì íóëåâîãî ïîðÿäêà. Èññëåäîâàíû óñòîé÷è-âûå æèäêîñòíûå è ñòåíî÷íûå ìîäû, ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà êîòîðûõ áûëèâû÷èñëåíû â [3, 5, 6℄. Ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ äëÿ ïåðåõîäíûõ ðå-æèìîâ è ñëó÷àåâ ñëèÿíèÿ ìîä. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ñòàáèëèçàöèè òå÷åíèÿ çàñ÷åò ïîäáîðà ìîäóëåé ñäâèãà, âÿçêîñòåé, ïëîòíîñòåé è òîëùèí ñëîåâ ñòåíêè òðóá-êè. Ïðîâåäåíà îöåíêà âëèÿíèÿ ðåàêòèâíûõ èçìåíåíèé ïàðàìåòðîâ ñòåíêè àðòåðèé,âûçâàííûõ ðàçâèòèåì ðàçëè÷íûõ ïàòîëîãèé, íà ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ è åãî óñòîé-÷èâîñòü. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê äëÿ ëó÷øåãî ïî-íèìàíèÿ âëèÿíèÿ èçìåíåíèé ãåìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà ñåðäöå è ñîñóäà,à òàêæå äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ áèîìåäèöèíñêèõ àïïàðàòîâ è ñèñòåì,îñíîâàííûõ íà ïðîêà÷èâàíèè áèîæèäêîñòåé ïî âÿçêîóïðóãèì òðóáêàì.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Milnor W.R. Hemodynami
s. Baltimore: Williams and Wilkins. 1989. 408 p.[2℄ Pedley T. J. Blood �ow in arteries and veins // Perspe
tives in Fluid dynami
s. Bat
helorG.K., Mofatt H.K., Worster M.G. (eds.). Cambridge: Cambridge Univ. Press. 2000.pp. 105�158.[3℄ Hamadi
he M., Kizilova N.N. Temporal and spatial instabilities of the �ow in theblood vessels as multi-layered 
ompliant tubes. //Intern.J.Dynam.Fluids. 2005. Vol.1, N1.pp. 1�23.[4℄ Kizilova N., Hamadi
he M., Gad-el-Hak M. Flow in Compliant Tubes: Control andStabilization by Multilayered Coatings // Intern. J. Flow Control. 2009. v.1, N3.pp. 199�211.[5℄ Hamadi
he M., Kizilova N., Gad-el-Hak M. Suppression of Absolute Instabilities in theFlow inside a Compliant Tube // Communi
ations in Numeri
al Methods in Engineering.2009. vol.25,N5. pp. 505�531.[6℄ Êèçèëîâà Í.Í. �àñïðîñòðàíåíèå âîëí äàâëåíèÿ â çàïîëíåííûõ æèäêîñòüþ òðóáêàõèç âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà // Èçâåñòèÿ �ÀÍ. ÌÆ�. 2006. N3. C. 122�136.Kizilova N.N., Chistina E.O. Wave propagation in the �uid-�lled multilayervis
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ÌÍÎ�ÎÔÀÇÍÛÅ ÌÎÄÅËÈ �ÀÑÒÓÙÈÕ ÁÈÎËÎ�È×ÅÑÊÈÕÑÏËÎØÍÛÕ Ñ�ÅÄÊèçèëîâà Í.Í.∗, Øòåéí À.À.∗∗
∗Õàðüêîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â.Í. Êàðàçèíà

∗∗ÍÈÈ ìåõàíèêè Ìîñêîâñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â. ËîìîíîñîâàÎáñóæäàþòñÿ ìåòîäû êîíòèíóàëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñòóùèõ áèîëîãè÷åñêèõ òêà-íåé êàê ìíîãî�àçíûõ ñðåä. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ äè��åðåíöèàëüíî ðàñòóùèåñðåäû, â êîòîðûõ èìåþòñÿ ïîäñèñòåìû, ðàçëè÷àþùèåñÿ çàêîíàìè ðîñòà. Ïðè ìàêðîñêî-ïè÷åñêîì îïèñàíèè ñîñåäñòâóþùèå òêàíè ìîãóò çàíèìàòü îäèí è òîò æå ïðîñòðàíñòâåí-íûé îáúåì. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ââîäèòü íåñêîëüêî ðàñòóùèõ êîíòèíóóìîâ ñî ñâîè-ìè çàêîíàìè äâèæåíèÿ è äå�îðìàöèîííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè è ñ îáÿçàòåëüíûì ó÷åòîìðàñïðåäåëåííûõ ñèë ìåæ�àçíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Íà ïðèìåðå ñðåäû, îáðàçîâàííîé äâó-ìÿ êëåòî÷íûìè ïîïóëÿöèÿìè ñ ðàçíûìè çàêîíàìè äåëåíèÿ, ïðîàíàëèçèðîâàíà çàäà÷à îáóñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííîãî ðîñòà �àç.Êîíòèíóàëüíûå ìîäåëè, èñïîëüçóåìûå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ îáúåì-íîãî ðîñòà áèîëîãè÷åñêèõ òêàíåé, ïî áîëüøåé ÷àñòè îäíî�àçíûå. Ïî ñóùåñòâó, ýòîìîäåëè âÿçêîóïðóãèõ ñðåä ìàêñâåëëîâñêîãî òèïà [1, 2℄, ñòðóêòóðà êîòîðûõ îïðå-äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè âèäà
C = Ce + Ci, Di =

dCi

dt
= Di(T), Ce = Ce(T), (1)ãäå C, Ce, Ci � òåíçîðû ïîëíûõ, óïðóãèõ è íåóïðóãèõ äå�îðìàöèé ñîîòâåòñòâåí-íî, Di � òåíçîð ñêîðîñòåé íåóïðóãèõ (ðîñòîâûõ) äå�îðìàöèé, à T � òåíçîð íà-ïðÿæåíèé â ñðåäå. Ïðèñóòñòâèå ðîñòîâîé äå�îðìàöèè ïðîÿâëÿåòñÿ äâóìÿ ïðèí-öèïèàëüíûìè îáñòîÿòåëüñòâàìè: âî-ïåðâûõ, àêòèâíàÿ (ýíåðãîçàòðàòíàÿ) ïðèðîäàäå�îðìàöèé èñêëþ÷àåò èñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíûõ äëÿ ïàññèâíûõ âÿçêîóïðóãèõñðåä òåðìîäèíàìè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íà �îðìó îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, è,âî-âòîðûõ, ïðèñóòñòâóåò îáúåìíûé ïðèòîê ìàññû, êîòîðûé ìîæåò âû÷èñëÿòüñÿ ñèñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè.Êðóã çàäà÷, ðåøàåìûõ íà îñíîâå óðàâíåíèé âèäà (1) î÷åíü îãðàíè÷åí. Ôèçè÷å-ñêè ïðèòîê ìàññû îçíà÷àåò íàëè÷èå ðàñïðåäåëåííîé äîñòàâêè ìàòåðèàëà, îáåñïå-÷èâàåìîé ïåðåìåùàþùèìèñÿ íà ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå æèäêîñòÿìè. Â ðàìêàõìîäåëåé âÿçêîóïðóãîãî òèïà íå ìîãóò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàíû ý��åêòû, ñâÿçàí-íûå ñ ó÷åòîì ìåõàíèçìîâ ìàññîïåðåíîñà è ñòðóêòóðíîé íåîäíîðîäíîñòè æèâîéòêàíè. Àíàëèç âçàèìîäåéñòâèÿ òðàíñïîðòíûõ è ðîñòîâûõ ïðîöåññîâ òðåáóåò ââåäå-íèÿ æèäêèõ �àç ÿâíî. ×òîáû ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùèå âîïðîñû, íåîáõîäèìîïðåäñòàâèòü ðàñòóùóþ òêàíü êàê ìíîãî�àçíóþ, ñîäåðæàùóþ òâåðäûå è æèäêèå�àçû.Ïðèìåðîì òàêîãî ðîäà ìîäåëè ìîæåò ñëóæèòü òðåõ�àçíàÿ ìîäåëü ðàñòóùåéðàñòèòåëüíîé òêàíè, â êîòîðîé ñðåäà ìîäåëèðóåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ îäíîé òâåðäîé



Ìíîãî�àçíûå ìîäåëè ðàñòóùèõ áèîëîãè÷åñêèõ ñïëîøíûõ ñðåä 173�àçû (êëåòî÷íûå ñòåíêè) è äâóõ æèäêèõ (âíóòðèêëåòî÷íîé è âíåêëåòî÷íîé), ïðè-÷åì êèíåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, îïðåäåëÿþùèå ðîñòîâóþ äå�îðìàöèþ òêà-íè, ñâÿçûâàþòñÿ ñ òâåðäîé �àçîé. Òàêèì îáðàçîì, ëèøü îäíà �àçà îêàçûâàåòñÿñîáñòâåííî ðàñòóùåé. Îáùàÿ ñòðóêòóðà îïðåäåëÿþùåãî ðîñò óðàâíåíèÿ (1) ïðèýòîì ñîõðàíÿåòñÿ, íî òåïåðü çàêîí äâèæåíèÿ è äå�îðìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêèîòíîñÿòñÿ ê òâåðäîé �àçå, à íå êî âñåé ñðåäå, è ïîïîëíÿåòñÿ ñïèñîê àðãóìåíòîâîïðåäåëÿþùèõ �óíêöèé:
Di = Di(T, p, χk), Ce = Ce(T, p, χk). (2)Çäåñü p � äàâëåíèå âî âíóòðèêëåòî÷íîé æèäêîé �àçå, à χk � äîïîëíèòåëüíûå�èçèêî-õèìè÷åñêèå è ñòðóêòóðíûå õàðàêòåðèñòèêè òêàíè, îòâå÷àþùèå çà óïðàâ-ëåíèå ðîñòîâîé äå�îðìàöèåé (â ïåðâóþ î÷åðåäü ê èõ ÷èñëó îòíîñÿòñÿ êîíöåí-òðàöèè ðàçëè÷íûõ âåùåñòâ, ðàñïðåäåëåííûõ â �àçàõ). Ïðèñóòñòâèå â (2) äàâëå-íèÿ ëèøü â îäíîé èç äâóõ æèäêèõ �àç ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ðàñòèòåëüíîé òêàíèâíóòðèêëåòî÷íîå äàâëåíèå íàìíîãî ïðåâîñõîäèò âíåêëåòî÷íîå è ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûìâíóòðåííèì ìåõàíè÷åñêèì ïàðàìåòðîì, óïðàâëÿþùèì ðîñòîì. �àçóìååòñÿ, ïîÿâ-ëåíèå íîâûõ àðãóìåíòîâ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè âêëþ÷åíèÿ â ðàññìîòðåíèåóðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ òå÷åíèå æèäêîñòè â êàæäîé èç æèäêèõ �àç è ìàññîîá-ìåí ìåæäó �àçàìè, êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðåãóëèðóåìûé ñîîòíîøåíèÿìè ìåì-áðàííîãî òèïà ìàññîîáìåí ìåæäó âíóòðèêëåòî÷íîé è âíåêëåòî÷íîé æèäêîñòÿìèè ïåðåíîñ ìàññû èç âíóòðèêëåòî÷íîé æèäêîñòè â òâåðäóþ �àçó (îòêëàäêó íîâîãîìàòåðèàëà). Óðàâíåíèÿ äîëæíû ðàçäåëüíî îïèñûâàòü òðàíñïîðò âîäû è ÿâíî ó÷è-òûâàåìûõ õèìè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ (èëè îáîáùåííîãî õèìè÷åñêîãî êîìïîíåíòà).Ñòðóêòóðà òàêèõ ìîäåëåé îïèñàíà â [1℄.Ìíîãî�àçíûå ìîäåëè îïèñàííîãî òèïà ñõîäíû ñ îäíî�àçíûìè â òîì îòíîøå-íèè, ÷òî îíè îòñëåæèâàþò ëèøü îäèí çàêîí äâèæåíèÿ

xi = xi(ξk, t),ãäå xi è ξk � êîîðäèíàòû ÷àñòèöû òâåðäîé �àçû â ñèñòåìå íàáëþäàòåëÿ è ñîïóò-ñòâóþùèå ñîîòâåòñòâåííî, à t � âðåìÿ. Ïåðåìåùåíèå æèäêèõ �àç õàðàêòåðèçóåòñÿïîëÿìè èõ ñêîðîñòåé, è ñóäüáó îòäåëüíîé æèäêîé ÷àñòèöû (â ïðèíöèïå âû÷èñëÿ-åìóþ) íå íóæíî çíàòü äëÿ îïèñàíèÿ ðîñòîâîé äå�îðìàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ëèøüîäíà �àçà îêàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííî ðàñòóùåé.Âìåñòå ñ òåì, ïðè ðîñòå ÷àñòî âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ, êîãäà ðàçëè÷íûå òêàíèðàñòóò ïî ñâîèì ñîáñòâåííûì çàêîíàì, íî âûíóæäåíû êîîðäèíèðîâàòü ñâîè ïå-ðåìåùåíèÿ è äå�îðìàöèè ñ ñîñåäíèìè òêàíÿìè. Ïðè ìàêðîñêîïè÷åñêîì îïèñà-íèè ñîñåäñòâóþùèå òêàíè ìîãóò çàíèìàòü îäèí è òîò æå ïðîñòðàíñòâåííûé îáú-åì. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ïðîâîäÿùèõ òðóáîê (æèëîê) â ëèñòå ðàñòåíèÿ,ðàñïðåäåëåííàÿ ïðè äîñòàòî÷íî ãðóáîì îñðåäíåíèè â òîì æå ïðîñòðàíñòâå, ÷òîè âíóòðåííÿÿ òêàíü (ïàðåíõèìà). Äðóãîé ïðèìåð � äâå ïåðåìåøàííûå ïîïóëÿ-öèè ðàçíûõ êëåòîê (íàïðèìåð, íîðìàëüíûõ è çëîêà÷åñòâåííûõ), ñîñóùåñòâóþùèõâ ñîñòàâå îäíîé òêàíè. Â òàêîãî ðîäà ñðåäàõ (äè��åðåíöèàëüíî ðàñòóùèõ), â îòëè-÷èå îò îäíî�àçíûõ ñðåä èëè ñðåä ñîñòîÿùèõ èç åäèíñòâåííîé ¾ðàñòóùåé¿ �àçûè çàïîëíÿþùèõ åå æèäêîñòåé, ñóùåñòâåííû çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ âçàèìíûì ïå-ðåìåùåíèåì �àç è âîçíèêàþùèìè â ïðîöåññå òàêîãî ïåðåìåùåíèÿ ìåæ�àçíûìèñèëàìè.



174 Êèçèëîâà Í.Í., Øòåéí À.À.Äëÿ äè��åðåíöèàëüíî ðàñòóùèõ ñðåä ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü íåñêîëüêîðàñòóùèõ êîíòèíóóìîâ ñî ñâîèìè çàêîíàìè äâèæåíèÿ
xiN = xiN(ξkN , t),ãäå N � íîìåð ðàñòóùåé �àçû, è ïîðîæäàåìûìè ýòèìè çàêîíàìè äâèæåíèÿ äå-�îðìàöèîííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.Äëÿ ñðåäû, ñîñòàâëåííîé íåñêîëüêèìè òâåðäûìè êîíòèíóóìàìè, êàæäûé èçíèõ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìàòåðèàë, îïèñûâàåìûé óðàâíåíèÿìè âèäà (1) èëè (2),à ìåæ�àçíàÿ ñèëà óïðóãàÿ èëè âÿçêîóïðóãàÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñòåñòâåííî ðàññìîò-ðåòü ìåæ�àçíóþ ñèëó f ¾ìàêñâåëëîâñêîãî¿ òèïà, îáåñïå÷èâàþùóþ (ïðè ñîîòâåò-ñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êîý��èöèåíòû) ïîñòåïåííîå çàòóõàíèå ïåðâîíà÷àëüíîâîçíèêøåé óïðóãîé ñèëû èç-çà òêàíåâîé ïåðåñòðîéêè:
df

dt
+ Kf = L

dw

dt
,ãäå êîý��èöèåíòû K è L, âîîáùå ãîâîðÿ, òåíçîðíûå, àw � âåêòîð îòíîñèòåëüíîãîñìåùåíèÿ �àç.Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ñòðóêòóðà ìîäåëè ìîæåò áûòü èíîé: íàïðèìåð, äîñòàòî÷íîðàçðåæåííóþ êëåòî÷íóþ ïîïóëÿöèþ åñòåñòâåííî ïðåäñòàâèòü êàê ñðåäó ÷àñòèö âî÷åíü âÿçêîé æèäêîñòè, îáðàçîâàííîé êëåòêàìè ìíîãî÷èñëåííîé ïîïóëÿöèè.�àññìîòðèì ñðåäó, ñîñòîÿùóþ èç êëåòîê äâóõ òèïîâ (îïóõîëåâûõ è íîðìàëü-íûõ). Ââåäåì äâà ïîñòîÿííûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîý��èöèåíòà ki, õàðàêòåðèçóþ-ùèõ ñêîðîñòü ðîæäåíèÿ íîâîãî îáúåìà êëåòîê êàæäîé ïîïóëÿöèè â åäèíèöå ååîáúåìà. Çäåñü è äàëåå èíäåêñ i ðàâåí 1 äëÿ îïóõîëåâûõ è 2 äëÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê.Îïóõîëåâûå êëåòêè ðàñòóò áûñòðåå, ò. å. k1 > k2. Ñêîðîñòè �àç îáîçíà÷èì vi, à èõîáúåìíûå êîíöåíòðàöèè ni. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïóõîëåâûõ êëåòîê ïåðâîíà÷àëü-íî ìàëî, òàê ÷òî îíè ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê ÷àñòèöû â ñðåäå, îáðàçîâàííîéíîðìàëüíûìè êëåòêàìè. Áóäåì ó÷èòûâàòü ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ è âûòàëêèâàþùóþâ �îðìå òðàäèöèîííîé äëÿ ìåõàíèêè ñóñïåíçèé, à òàêæå õàîòè÷åñêîå äâèæåíèåêëåòîê (¾äè��óçèþ¿). Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé â ïðåíåáðåæåíèè èíåðöèàëüíû-ìè ÷ëåíàìè è ñ ó÷åòîì �îðìû ìåæ�àçíîé ñèëû fij, äåéñòâóþùåé ñî ñòîðîíû j-îé�àçû íà i-óþ, ïðèíèìàåò âèä

∂ni
∂t

+ div (nivi) = kini,

n1 + n2 = 1,

−∇(pn1) + f12 − b1∇n1 = 0, (3)
−∇(pn2) + µ∆v2 + f21 − b2∇n2 = 0,

fij = −fji = p∇ni + s(vj − vi), i 6= j,



Ìíîãî�àçíûå ìîäåëè ðàñòóùèõ áèîëîãè÷åñêèõ ñïëîøíûõ ñðåä 175ãäå p � äàâëåíèå â íåñóùåé �àçå, à êîý��èöèåíòû âÿçêîñòè íåñóùåé �àçû µè ìåæ�àçíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ s, à òàêæå êîý��èöèåíòû bi, îïðåäåëÿþùèå ñèëó,ñìåùàþùóþ êëåòêè â îáëàñòü èõ ìåíüøåé êîíöåíòðàöèè, ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîëî-æèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè.Â äè��åðåíöèàëüíî ðàñòóùèõ ñðåäàõ âîçìîæåí íîâûé, ïðèíöèïèàëüíî âàæ-íûé áèîëîãè÷åñêè, òèï íåóñòîé÷èâîñòè. Êîíòèíóóìû, ñîñòàâëÿþùèå ñðåäó, ìîãóòðàñòè ñèíõðîííî, òî åñòü ñ ñîâïàäàþùèìè çàêîíàìè äâèæåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî,ñ íóëåâîé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ, èëè àñèíõðîííî, ïðîñêàëüçûâàÿ îäèí îòíî-ñèòåëüíî äðóãîãî. Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äîïóñêàþò ñèí-õðîííûé ðîñò, à îí, òåì íå ìåíåå, îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Ïðè òàêîì òèïåíåóñòîé÷èâîñòè ïðîèñõîäèò ðàñõîæäåíèå ÷àñòèö ñîñòàâëÿþùèõ êîíòèíóóìîâ, íà-ïðèìåð, êëåòêè îäíîé èç ïîïóëÿöèé ïîñòåïåííî îêðóæàþò äðóãóþ.Ïðîèëëþñòðèðóåì âîçìîæíîñòü òàêîé íåóñòîé÷èâîñòè íà ïðèìåðå äâóõ ñîñó-ùåñòâóþùèõ êëåòî÷íûõ ïîïóëÿöèé, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìîé (3). �àññìîòðèì çà-äà÷ó îá îäíîìåðíîì ðîñòå îáúåêòà. Ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä, ìàëî îòëè÷àþùèéñÿîò îáùåé �îðìû (3): âåêòîðû çàìåíÿþòñÿ íà èõ åäèíñòâåííóþ îòëè÷íóþ îò íóëÿïðîåêöèþ â íàïðàâëåíèè îñè x (â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîðû ∇ è div � íà ÷àñòíóþïðîèçâîäíóþ ∂/∂x, à îïåðàòîð ∆ � íà âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ∂2/∂x2).Ïóñòü ïåðâîíà÷àëüíî òêàíü çàíèìàåò îòðåçîê äëèíû 2R0. �àñïîëîæèì íà÷àëîêîîðäèíàò x = 0 â ñåðåäèíå ýòîãî îòðåçêà è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèììåòðè÷íûéïðîöåññ, ïðè êîòîðîì ÷àñòèöû â òî÷êå x = 0 îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè. Òàêèìîáðàçîì, â ýòîé òî÷êå ïðèíèìàåì óñëîâèÿ ñèììåòðèè
vi = 0 (i = 1, 2),

∂n1

∂x
= 0. (4)Íà âíåøíåé (ïîäâèæíîé èç-çà ðîñòà îáúåêòà) ãðàíèöå x = ±R(t) (R(0) = R0)çàäàäèì óñëîâèÿ çàäàííîãî âíåøíåãî äàâëåíèÿ è ñîãëàñîâàííîãî ïåðåìåùåíèÿ ïî-ïóëÿöèé

p = p0, v1 = v2. (5)Ïðèìåì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò èìåëî ìåñòî îäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå êîí-öåíòðàöèé n = n0.Íåòðóäíî âèäåòü ÷òî ïåðåïèñàííàÿ â îäíîìåðíîé �îðìå ñèñòåìà (3) ñ ãðà-íè÷íûìè óñëîâèÿìè (4) è (5) âñåãäà äîïóñêàåò ðåøåíèå, â êîòîðîì èìååò ìåñòîñèíõðîííûé ðîñò (ò. å. v1 ≡ v2), îäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîõðàíÿåòñÿ è áûñòðååðàñòóùàÿ äèñïåðãèðîâàííàÿ ïîïóëÿöèÿ (îïóõîëåâàÿ) çàìåùàåò ìåäëåííî ðàñòó-ùóþ íåñóùóþ: n1 → 1, n2 → 0. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ðåøåíèå �èçè÷åñêèîïèñûâàåò òîëüêî òåíäåíöèþ, òàê êàê ïðè ñóùåñòâåííîì âîçðàñòàíèè êîíöåíòðà-öèè îïóõîëåâûõ êëåòîê èõ óæå íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê ñðåäó ÷àñòèö â íåñó-ùåé �àçå, îáðàçîâàííîé íîðìàëüíûìè êëåòêàìè, è ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñòàíîâèòñÿíåïðèìåíèìîé.Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü òàêîãî ïðîöåññà. Äëÿ ýòîãî ïåðå�îðìóëèðóåì çàäà÷óâ ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñîïóòñòâóþùåé íåñóùåé �àçå. Â ýòîé ñèñòåìå ïðîñòðàíñòâåí-íàÿ êîîðäèíàòà ξ íà ãðàíèöå îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé ξ = R0 è, ÷òî îñîáåííî âàæíî,ñèíõðîííîå ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûì îòíîñèòåëüíî ïå-ðåìåííûõ ni, p è xξ = ∂x/∂ξ.



176 Êèçèëîâà Í.Í., Øòåéí À.À.Ïðåîáðàçîâàíèÿ è îêîí÷àòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ãðîìîçäêè è çäåñü íå ïðèâî-äÿòñÿ. Çàäà÷ó î ðàçâèòèè ìàëûõ âîçìóùåíèé ñèíõðîííîãî ðåøåíèÿ óäàåòñÿ ïðåä-ñòàâèòü äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé Ak(ξ, t) â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ âèäà∑
m

Akm(t) cos(2πmξ/R) èëè ∑
m

Akm(t) sin(2πmξ/R). Äëÿ �óíêöèé âðåìåíè Akm(t)ïîëó÷àþòñÿ íåëèíåéíûå îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ýòèõ óðàâíåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè t → ∞ âîçìó-ùåíèÿ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò, ïðè÷åì ñ ðàçíîé ñêîðîñòüþ âîçðàñòàíèÿ â çà-âèñèìîñòè îò ìîäû, ÷òî ïðèâîäèò ê �îðìèðîâàíèþ íåîäíîðîäíûõ ðàñïðåäåëåíèéïåðåìåííûõ, ò. å. ê íåóñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííîãî ðîñòà. Ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå îïîâåäåíèè îáúåêòà òðåáóåò äåòàëüíîãî àíàëèçà íà êîíå÷íûõ âðåìåíàõ è ñîïîñòàâ-ëåíèÿ õàðàêòåðíûõ âðåìåí ðàçâèòèÿ âîçìóùåíèé ñ õàðàêòåðíûìè âðåìåíàìè âîç-ìóùàåìîãî ïðîöåññà. Êðîìå òîãî, â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò îêàçàòüñÿ íåîáõîäèìûìèññëåäîâàíèå ðåøåíèÿ â ñëó÷àå êîíå÷íûõ âîçìóùåíèé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 09�01�90403-Óêð_�_à) èÄÔÔÄ Óêðàèíû (ïðîåêò � Ô28.1/011).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Øòåéí À.À. Ïðèëîæåíèå ìåòîäîâ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû ê ìîäåëèðîâàíèþðîñòà áèîëîãè÷åñêèõ òêàíåé // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû áèîìåõàíèêè. Âûï. 10. Ì.:Èçäàòåëüñòâî Ì�Ó, 2000. Ñ. 148�173.[2℄ Êàíòîð Á.ß., Êèçèëîâà Í.Í. Áèîìåõàíèêà ðàçâèâàþùåéñÿ ðàñòèòåëüíîé òêàíè //Ïðîáë. ìàøèíîñòðîåíèÿ. 2002. Ò. 5. � 2. Ñ. 96�103.Kizilova N.N., Stein A.A. Multiphase Models of Growing Biologi
al Continua.Methods of 
ontinuum modeling of growing biologi
al tissues as multiphase media aredis
ussed. In parti
ular, di�erentially growing media whi
h 
ontain subsystems with di�erentgrowth laws are 
onsidered. Within the framework of ma
ros
opi
al des
ription, neighboringtissues may o

upy the same spatial volume. In this 
ase, several growing 
ontinua, with theirown laws of motion and deformation 
hara
teristi
s and ne
essary a

ount for distributedinterphase for
es, should be introdu
ed. With referen
e to a medium formed by two 
ellpopulations with di�erent division laws, the problem of stability of syn
hronous phase growthis analyzed.
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∗Ìîñêîâñêèé ãîðîäñêîé óíèâåðñèòåò óïðàâëåíèÿ Ïðàâèòåëüñòâà Ìîñêâû

∗∗Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÂ ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé �èçè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ ñ ïîìîùüþ òåîðèè âàðèàöèîííûõãåîìåòðè÷åñêèõ ñèììåòðèé äåéñòâèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ñâÿçàííîé ìîäåëè ãè-ïåðáîëè÷åñêîãî òåðìîóïðóãîãî ìèêðîïîëÿðíîãî êîíòèíóóìà (HMPTE, â ÷àñòíîñòè, êîí-òèíóóìà Êîññåðà) è âûâîä êàíîíè÷åñêèõ òåíçîðîâ ýíåðãèè�èìïóëüñà ñâÿçàííîãî äèíà-ìè÷åñêîãî ìèêðîïîëÿðíîãî GNII-òåðìîóïðóãîãî ïîëÿ ñ ó÷åòîì õàðàêòåðíîé äëÿ ìèêðî-ìåõàíèêè êîíòèíóóìà íåëîêàëüíîñòè ïëîòíîñòè ëàãðàíæèàíà è õàðàêòåðíîé äëÿ GNII-òåðìîóïðóãîñòè êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëîâîãî ñèãíàëà êàê âîëíû¾âòîðîãî çâóêà¿. Ñ�îðìóëèðîâàí îáùèé ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ñâÿçàííîãî ãè-ïåðáîëè÷åñêîãî ìèêðîïîëÿðíîãî òåðìîóïðóãîãî ïîëÿ (GNII-MPTE) è äàíû êàíîíè÷å-ñêèå óðàâíåíèÿ ïîëÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà ëàãðàíæèàí �àêòè÷åñêè çàâèñèò îò ãðàäèåí-òîâ ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ âûñîêîãî ïîðÿäêà. Èñïîëüçóÿ ìåòîäû è àëãîðèòìû ãðóïïîâîãîàíàëèçà, â ðàáîòå ïðîâåäåíû âû÷èñëåíèÿ òîêîâ Íåòåð è òåíçîðîâ ýíåðãèè�èìïóëüñà äëÿòðåõ ñëó÷àåâ, êîãäà ëàãðàíæèàí çàâèñèò îò ãðàäèåíòîâ ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ ïîðÿäêà,íå ïðåâîñõîäÿùåãî 1, 2, 3. Äëÿ êàæäîãî èç óêàçàííûõ ñëó÷àåâ ïðèâîäÿòñÿ ÿâíûå �îð-ìóëû äëÿ êîìïîíåíò êàíîíè÷åñêîãî òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà. Ïîñòðîåí òåíçîð ýíåð-ãèè�èìïóëüñà äëÿ ìèêðîïîëÿðíûõ òåðìîóïðóãèõ òåë, ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà âêîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ îáîáùåííûì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãîàíàëèòè÷åñêîãî òèïà. Â óðàâíåíèÿõ ìèêðîïîëÿðíîãî òåðìîóïðóãîãî ïîëÿ âûïîëíåí ó÷åòâîçìîæíûõ îãðàíè÷åíèé íà ìèêðîïîâîðîòû. Íàéäåíû èíâàðèàíòíûå èíòåãðàëû, âûðà-æàþùèå ñîõðàíåíèå ýíåðãèè�èìïóëüñà ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñâÿçàííîãî ìèêðîïîëÿðíîãîòåðìîóïðóãîãî ïîëÿ.1. Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ. Òåîðèÿ ïîëÿ è ìåòîäû òåîðèè âàðèàöèîííûõ ñèì-ìåòðèé [1,2℄ ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ý��åêòèâíûì ñîâðåìåííûì èíñòðóìåíòîì ðàçâèòèÿòåîðèè è ìåõàíèêè ñïëîøíûõ äå�îðìèðóåìûõ ñðåä. Â ðàáîòàõ [3℄� [6℄ ìåòîäû òåî-ðèè ïîëÿ áûëè ââåäåíû â êëàññè÷åñêèå îáëàñòè ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåð-äîãî òåëà è ïðèìåíåíû ê èññëåäîâàíèþ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ òåïëîïðîâîäíîñòè âòâåðäûõ òåëàõ, äëÿ ïîëåâîãî îïèñàíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà îáîáùåííîéòåðìîóïðóãîñòè [7,8℄. Ïîñëåäíÿÿ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçâèòà â îáùåé íåëèíåé-íîé �îðìå â òðåõ âàðèàíòàõ GNI, GNII, GNIII: â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïåðâûéâàðèàíò ïðèâîäèò ê çàêîíó òåïëîïðîâîäíîñòè Ôóðüå è ïàðàáîëè÷åñêîìó óðàâíå-íèþ òåïëîïðîâîäíîñòè, âòîðîé âàðèàíò ïðåäëàãàåò ðàññìàòðèâàòü ðàñïðîñòðàíå-íèå òåïëà êàê âîëíîâîé íåäèññèïàòèâíûé ïðîöåññ è ïðèâîäèò ê ãèïåðáîëè÷åñêî-ìó óðàâíåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà, òðåòèé âàðèàíò � ñìåøàííûé � âêëþ÷àåòïåðâûå äâà â êà÷åñòâå ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ. ßâëåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ïîñðåä-ñòâîì ðàñïðîñòðàíåíèÿ (ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ) íåçàòóõàþùèõ òåðìè÷åñêèõ âîëíïîëó÷èëî íàçâàíèå ¾âòîðîãî çâóêà¿. Òåîðèÿ GNII-òåðìîóïðóãîñòè (GNII-TE) áû-ëà ïðåäëîæåíà â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíîãî ïîäõîäà ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëè-



178 Êîâàëåâ Â.À., �àäàåâ Þ.Í.ðîâàíèþ ïðîöåññà òåïëîïðîâîäíîñòè â òâåðäûõ òåëàõ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé ãè-ïåðáîëè÷åñêîãî àíàëèòè÷åñêîãî òèïà, îáåñïå÷èâàþùèõ êîíå÷íóþ ñêîðîñòü ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ òåïëîâîãî ñèãíàëà. Òåîðåòèêî-ïîëåâàÿ �îðìóëèðîâêà ñâÿçàííîé GNII-òåðìîóïðóãîñòè äàíà â [9℄. Öåëüþ ïðåäñòàâëÿåìîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèåìåòîäàìè òåîðèè ïîëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìîäåëåé òåïëîïðîâîäíîñòè â ìèêðîïîëÿð-íûõ òåðìîóïðóãèõ òåëàõ (GNII-MPTE).2. Òåîðåòèêî-ïîëåâîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìîäåëè ìèêðîïîëÿðíîéãèïåðáîëè÷åñêîé òåðìîóïðóãîñòè. Â ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè êîíå÷-íàÿ äå�îðìàöèÿ òåëà, ïðåäñòàâëÿåìàÿ ïðåîáðàçîâàíèåì x = x(X, t) ïîëîæåíèÿ Xîòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè â ñîîòâåòñòâóþùåå àêòóàëüíîå ìåñòî x, ñîïðîâîæäàåò-ñÿ ðîòàöèîííîé ìèêðîäå�îðìàöèåé φ = φ(X, t), ãäå φ�âåêòîð ìèêðîâðàùåíèÿ(ïîëÿðíûé âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé êîíå÷íûé ïîâîðîò ëîêàëüíîãî òðèýäðà, ñâÿçàí-íîãî ñ ìèêðîýëåìåíòîì). Ñ äîïîëíèòåëüíûìè ðîòàöèîííûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,êîòîðûìè íàäåëÿåòñÿ ìèêðîýëåìåíò, ñâÿçàíà è äîïîëíèòåëüíàÿ èíåðöèÿ, èìïóëüñ
pmicro è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ Kmicro: pmicro = ρRI · φ̇, Kmicro = 1

2
ρRφ̇ · I · φ̇, ãäå

I�òåíçîð èíåðöèè, òî÷êîé îáîçíà÷àåòñÿ ÷àñòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíèïðè �èêñèðîâàííîì ïîëîæåíèè X.Ñòàâÿ ñâîåé öåëüþ âûâîä óðàâíåíèé ïîëÿ, îïèñûâàþùèõ äå�îðìàöèþ è ìèê-ðîäå�îðìàöèþ ìèêðîïîëÿðíîãî òåðìîóïðóãîãî òåëà (MPTE) ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìîáîáùåííûì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè â äóõå òåîðèè GNII, âîñïîëüçóåìñÿïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ è �îðìàëèçìîì òåîðèè ïîëÿ. Â êà÷åñòâå îïðå-äåëÿþùèõ ïåðåìåííûõ ñëåäóåò ïðèíÿòü ãðàäèåíò äå�îðìàöèè F = ∇R⊗x, ïîëÿð-íûé âåêòîð ìèêðîâðàùåíèÿ φ è åãî ãðàäèåíò ∇R ⊗ φ, ãðàäèåíò òåìïåðàòóðíîãîñìåùåíèÿ ∇Rϑ è ñêîðîñòü òåìïåðàòóðíîãî ñìåùåíèÿ ϑ̇. Òåìïåðàòóðíîå ñìåùåíèå
ϑ ââîäèòñÿ êàê ïåðâîîáðàçíàÿ ïî âðåìåíè (ïðè �èêñèðîâàííûõ Ëàãðàíæåâûõ ïå-ðåìåííûõ) îò òåìïåðàòóðû θ.Â äåêàðòîâûõ Ëàãðàíæåâûõ Xα (α = 1, 2, 3) è Ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ xj(j = 1, 2, 3) åñòåñòâåííàÿ ïëîòíîñòü (íà åäèíèöó îáúåìà â îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè)ìèêðîïîëÿðíîãî òåðìîóïðóãîãî òåëà èìååò �îðìó ðàçíîñòè ïëîòíîñòè êèíåòè÷å-ñêîé ýíåðãèè è ñâîáîäíîé ýíåðãèè �åëüìãîëüöà
L(Xα, φj, ẋj , φ̇j, ϑ̇, ∂αxj , ∂αφj , ∂αϑ) =

1

2
ρR(Xα)ẋkẋk +

1

2
ρR(Xα)φ̇jIjkφ̇k−

−ψ(Xα, φj, ϑ̇, ∂αxj , ∂αφj, ∂αϑ).
(1)Âàðèàöèîííûé èíòåãðàë ìèêðîïîëÿðíîãî òåðìîóïðóãîãî äåéñòâèÿ, ñëåäîâàòåëüíî,áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä (α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3):

ℑ =

∫

D

L(Xα, φj, ẋj, φ̇j, ϑ̇, ∂αxj , ∂αφj, ∂αϑ)dX1dX2dX3dt, (2)ãäå D�äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå òðåõìåðíîé îáëàñòè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (îò-ñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè òåëà) è èíòåðâàëà âðåìåíè ñ ãðàíèöàìè t1, t2.Ïðåæäå ÷åì ñ�îðìóëèðîâàòü óðàâíåíèÿ ïîëÿ êàê óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàí-æà äëÿ �óíêöèîíàëà (2) ðàññìîòðèì îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ ìèêðîïîëÿðíîãîòåðìîóïðóãîãî êîíòèíóóìà. Â ðàìêàõ Ëàãðàíæåâà ïîëåâîãî �îðìàëèçìà îïðåäå-ëÿþùèå óðàâíåíèÿ âûñòóïàþò ïðîñòî êàê îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,



�èïåðáîëè÷åñêèé òåðìîóïðóãèé êîíòèíóóì Êîññåðà êàê òåîðèÿ ïîëÿ 179êîòîðûå ââîäÿòñÿ â öåëÿõ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè óðàâíåíèé ïîëÿ:
Sα··j =

∂ψ

∂(∂αxj)
, Mα·

·j =
∂ψ

∂(∂αφj)
, Aj = − ∂ψ

∂φj
, s = −∂ψ

∂ϑ̇
, jαR = − ∂ψ

∂(∂αϑ)
, (3)ãäå α = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3; èëè â ¾ïðÿìîé¿ òåíçîðíîé çàïèñè

S =
∂ψ

∂F
, M =

∂ψ

∂(∇R ⊗ φ)
, A = −∂ψ

∂φ
, s = −∂ψ

∂ϑ̇
, jR = − ∂ψ

∂(∇Rϑ)
.Óêàæåì íà ñìûñë ñèìâîëîâ, ó÷àñòâóþùèõ â çàïèñè îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé:

ψ�ïëîòíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè �åëüìãîëüöà (â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó îáúåìà â îò-ñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè), F = ∇R ⊗ x� ãðàäèåíò äå�îðìàöèè, S�ïåðâûé òåíçîð íà-ïðÿæåíèé Ïèîëà�Êèðõãî�à, M�òåíçîð ìèêðîíàïðÿæåíèé, A�ìîìåíò (ñîïðÿ-æåííûé ìèêðîâðàùåíèÿì), s� ïëîòíîñòü ýíòðîïèè (â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó îáúåìàâ îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè), jR �âåêòîð ïîòîêà ýíòðîïèè (â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåçåäèíèöó ïëîùàäè â îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè), ϑ�òåìïåðàòóðíîå ñìåùåíèå.Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ �óíêöèîíàëà (2) ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (3)åñòåñòâåííî ðàçäåëÿþòñÿ íà òðè ãðóïïû è èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
∂αS

α·
·j − ρRẍj = 0 (α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂αMα·
·j + Aj − ρRIjkφ̈k = 0 (α = 1, 2, 3; j, k = 1, 2, 3),

∂αj
α
R + ṡ = 0 (α = 1, 2, 3).

(4)Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèè áàëàíñà ýíòðîïèè îòñóòñòâóåò ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè.Óðàâíåíèÿ ïîëÿ (4) â ¾ïðÿìîé¿ òåíçîðíîé çàïèñè èìåþò �îðìó
∂(ρRv)

∂t

∣∣∣∣
X

− ∇R · S = 0,
∂(ρRI · φ̇)

∂t

∣∣∣∣∣
X

− ∇R · M = A,

ṡ+ ∇R · jR = 0.

(5)Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ òåîðèè ïîëÿ [6℄ ìîæíî âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû òåíçîðàýíåðãèè� èìïóëüñà; îíè ðàñïàäàþòñÿ íà ñëåäóþùèå ÷åòûðå ãðóïïû:
i : (λ, µ = 1, 2, 3) T µ··λ = Lδµλ + Sµ··l (∂λxl) + Mµ·

·l (∂λφl) − jµR(∂λϑ);

ii : (λ = 4; µ = 1, 2, 3) T µ··4 = Sµ··l ẋl + Mµ·
·l φ̇l − jµRϑ̇;

iii : (λ = 1, 2, 3; µ = 4) T 4·
·λ = −ρR(∂λxl)ẋl − ρR(∂λφl)Ilkφ̇k − s(∂λϑ);

iv : (λ = 4; µ = 4) T 4·
·4 = L − ρRẋlẋl − ρRIlkφ̇lφ̇k − sϑ̇.Êîìïîíåíòû ãðóïïû (i) òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà ïîëÿ, âçÿòûå ñ ïðîòèâîïî-ëîæíûì çíàêîì, �îðìèðóþò òåíçîð íàïðÿæåíèé Ýøåëáè −P = LI + S ·FT + M ·

(∇R ⊗ φ)T − jR ⊗ (∇Rϑ); èç êîìïîíåíò (ii) îáðàçóåòñÿ âåêòîð Óìîâà�Ïîéíòèíãà
Γ = S ·v+M · φ̇− θjR; êîìïîíåíòû (iii) îïðåäåëÿþò âåêòîð ïñåâäîèìïóëüñà ïîëÿ
P = −ρRF · v − ρR(∇R ⊗ φ) · I · φ̇ − s∇Rϑ; êîìïîíåíòà (iv) òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà åñòü (ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì) ïëîòíîñòü ãàìèëüòîíèàíà T 4·

·4 = −H.3. �èïåðáîëè÷åñêèé òåðìîóïðóãèé êîíòèíóóì Êîññåðà. �àññìîòðèì äà-ëåå ïîñòðîåíèå òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà â òîì ñëó÷àå, êîãäà èìåþòñÿ îãðàíè÷å-íèÿ íà ìèêðîâðàùåíèÿ. Íàèáîëåå èíòåðåñíîé â ýòîì àñïåêòå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ãè-ïîòåçà Êîññåðà: âåêòîð ìèêðîâðàùåíèÿ φ ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì, îïðåäåëÿþùèì



180 Êîâàëåâ Â.À., �àäàåâ Þ.Í.¾êîíå÷íûé¿ ïîâîðîò ýëåìåíòà òåëà ïðè åãî äå�îðìàöèè èç îòñ÷åòíîãî ñîñòîÿíèÿâ àêòóàëüíîå. ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì âåêòîð φ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîìäå�îðìàöèè F. Ëàãðàíæèàí â òàêîì ñëó÷àå áóäåò ñîäåðæàòü ãðàäèåíòû âòîðîãîïîðÿäêà îò ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ: ∂µ∂λxk, ∂λẋk.Ïëîòíîñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìèêðîâðàùåíèÿ è ñâîáîäíîé ýíåðãèè çàäà-þòñÿ â �îðìå Kmicro = K(Xα, ∂αẋj , ∂αxj), ψ = ψ(Xα, ϑ̇, ∂αxj , ∂β∂αxj , ∂αϑ), ïðè÷åìïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìèêðîâðàùåíèÿ êâàäðàòè÷íî çàâèñèò îò ∂λẋk.Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òåðìîóïðóãîãî êîíòèíóóìà Êîñ-ñåðà èìåþò âèä
Sα··j =

∂ψ

∂(∂αxj)
, Σα·

·j =
∂K

∂(∂αxj)
, Mβα·

··j =
∂ψ

∂(∂β∂αxj)
, Sα··j =

∂K
∂(∂αẋj)

,

s = −∂ψ
∂ϑ̇

, jαR = − ∂ψ

∂(∂αϑ)
,

(6)ãäå α, β = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3; óðàâíåíèÿ ïîëÿ ñ ó÷åòîì (6) íàõîäÿòñÿ â âèäå
∂α(S

α·
·j − Σα·

·j ) + ∂αṠα··j − ∂α∂βMβα·
··j − ρRẍj = 0 (α, β = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂αj
α
R + ṡ = 0 (α = 1, 2, 3).Êîìïîíåíòû êîíîíè÷åñêîãî òåíçîðà ýíåðãèè� èìïóëüñà ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ïîñëåäóþùèì ÷åòûðåì ãðóïïàì:

i : (λ, µ = 1, 2, 3)
T µ··λ = Lδµλ + Sµ··l (∂λxl) − Σµ·

·l (∂λxl) − jµR(∂λϑ)+

+ Mνµ·
··l (∂ν∂λxl) − (∂λxl)∂νMνµ·

··l ;

ii : (λ = 4; µ = 1, 2, 3)
T µ··4 = Sµ··l ẋl − Σµ·

·l ẋl − jµRϑ̇+ (∂ν ẋl)Mνµ·
··l − ẍlSµ··l −

− ẋl∂νMνµ·
··l + ẋlṠµ··l ;

iii : (λ = 1, 2, 3; µ = 4) T 4·
·λ = −ρR(∂λxl)ẋl − s(∂λϑ) −−(∂ν∂λxl)Sν··l + (∂λxl)∂νSν··l ;

iv : (λ = 4; µ = 4) T 4·
·4 = L − ρRẋlẋl − (∂ν ẋl)Sν··l − sϑ̇+ ẋl∂νSν··l .Êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè� èìïóëüñà ñëóæèò èñòî÷íèêîì ïîñòðîåíèÿ èíâà-ðèàíòíûõ èíòåãðàëîâ ïîëÿ. Â ñëó÷àå ïðåíåáðåæèìî ìàëîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèèäâèæåíèÿ è èíåðöèè ìèêðîâðàùåíèÿ è ïðè îòñóòñòâèè òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ïî-ìîùüþ äàííîé âûøå òåîðèè ìîæíî ñðàçó óêàçàòü èíâàðèàíòíûé èíòåãðàë äëÿêîíòèíóóìà Êîññåðà

Jλ =

∮
(Lδµλ + Sµ··l (∂λxl) + Mνµ·

··l (∂ν∂λxl) − (∂λxl)∂νMνµ·
··l )nµ dΣ,êîòîðûé íå çàâèñèò îò âûáîðà â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè,îõâàòûâàþùåé äå�åêò (èëè â øèðîêîì ñìûñëå � ìåñòî â îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè,ãäå íàðóøàåòñÿ ðåãóëÿðíîñòü ïîëÿ).�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ôåäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûå èíàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ (�Ê 02.741.12.2173) è ïðè÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò �10-01-00184-à ¾Âîëíîâûå çàäà÷è ñâÿçàííîéãèïåðáîëè÷åñêîé òåðìîóïðóãîñòè¿).
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ÂÛÏ�ßÌËÅÍÈÅ ÂÛÑÎÊÎÝËÀÑÒÈ×ÍÎÉ Ê�ÈÂÎÉ Ò�ÓÁÛÂÍÓÒ�ÅÍÍÈÌ ÄÀÂËÅÍÈÅÌÊîëåñíèêîâ À.Ì.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâíîâåñèè âûñîêîýëàñòè÷íîé òîíêîñòåííîé êðè-âîëèíåéíîé òðóáû, íàãðóæåííîé âíóòðåííèì äàâëåíèåì. Êðèâèçíà òðóáû âäîëü å¼ îá-ðàçóþùåé ïîñòîÿííà. Òðóáà èìååò êðóãîâîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå. Ïðè ðàçäóâàíèè òðóáàèçìåíÿåò �îðìó ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è êðèâèçíó. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âëè-ÿíèÿ âíóòðåííîãî äàâëåíèÿ íà êðèâèçíó íàäóòîé òðóáû.Êîíñòðóêöèþ ìîäåëèðóåì îáîëî÷êîé èç âûñîêîýëàñòè÷íîãî ìàòåðèàëà. Â íåäå�îðìè-ðîâàííîì ñîñòîÿíèè ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåêòîð òîðà ñ êðóãîâûìñå÷åíèåì. �åøåíèå çàäà÷è ñòàòèêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîëóîáðàòíûì ìåòîäîì. Ïîëàãàåì,÷òî äå�îðìèðîâàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåêòîðîì òîðà ñ íîâîé êðèâèç-íîé. Ôîðìà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îñòà¼òñÿ íåèçâåñòíîé. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñòàòèêèîáîëî÷êè ñâîäèòñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé íà ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè. �åøåíèå äàííîé ñèñòåìû îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷èñëåííûììåòîäîì.1. Ââåäåíèå�àññìîòðèì òîíêîñòåííóþ îáîëî÷êó, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåêòîð òîðà.Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå îáîëî÷êè çàìêíóòîå. Òàêóþ îáîëî÷êó áóäåì íàçûâàòü êðè-âîé òðóáîé. Ìàòåðèàë, èç êîòîðîãî èçãîòîâëåíà îáîëî÷êà, ñ÷èòàåì íåñæèìàåìûì,âûñîêîýëàñòè÷íûì è èçîòðîïíûì. Ïóñòü îáîëî÷êà íàãðóæåíà òîëüêî ðàâíîìåðíîðàñïðåäåë¼ííûì âíóòðåííèì äàâëåíèåì. Ïîä äåéñòâèåì äàâëåíèÿ êðèâàÿ òðóáàèçìåíÿåò ñâîþ êðèâèçíó. Äàííóþ äå�îðìàöèþ ìîæíî îòíåñòè ê äå�îðìàöèè ÷è-ñòîãî èçãèáà. Ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è ÷èñòîãî èçãèáà ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [1℄è [2℄. Îí îñíîâûâàåòñÿ íà âîçìîæíîñòè ðàçëîæåíèÿ äå�îðìàöèè íà äâå ñîñòàâëÿ-þùèõ: äå�îðìàöèþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è åãî ïîâîðîò îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîéîñè. Ñ ïîìîùüþ ïîëóîáðàòíîãî ìåòîäà Ñåí-Âåíàíà äàííîå ðàçëîæåíèå ïîçâîëÿåòñâåñòè óðàâíåíèÿ ñòàòèêè îáîëî÷êè ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé.Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ íà âûïðÿìëåíèåêðèâîé òðóáû.2. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿÎáîçíà÷èì ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè â íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè o. �àäèóñ-âåê-òîð r òî÷êè å¼ ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ïîìî-ùüþ äâóõ ãàóññîâûõ êîîðäèíàò q1, q2 ñëåäóþùèì îáðàçîì
r = χ1(q

1)i1 + χ2(q
1)e2, e2 = sin βq2i2 + cosβq2i3.Çäåñü i1, i2, i3 � îðòû äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïàðà-ìåòð β ìîæíî òðàêòîâàòü êàê êðèâèçíó îáðàçóþùåé ñåêòîðà òîðà, áóäåì åãî íà-çûâàòü êðèâèçíîé òðóáû.



Âûïðÿìëåíèå âûñîêîýëàñòè÷íîé êðèâîé òðóáû âíóòðåííèì äàâëåíèåì 183Ïóñòü îáîëî÷êó íàãðóæåíà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûì íîðìàëüíûì äàâëå-íèåì ξ, è ïîñëå äå�îðìàöèè ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè O ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñåêòîðîìòîðà. Îáîçíà÷èì êðèâèçíó äå�îðìèðîâàííîé òðóáà B. Òîãäà, ðàññìàòðèâàÿ ïàðà-ìåòðû q1 è q2 êàê ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû, ïîëîæåíèå òî÷êè äå�îðìèðîâàííîéïîâåðõíîñòè ìîæíî çàäàòü ðàäèóñ-âåêòîðîì R ñëåäóþùèì îáðàçîì
R = X1(q

1)i1 + X2(q
1)E2, E2 = sin Bq2i2 + cos Bq2i3. (1)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ òàêîé çàäà÷è êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ íåäå-�îðìèðîâàííîé è äå�îðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòåé îáîëî÷êè íå çàâèñÿò îò êîîð-äèíàòû q2 è îáðàçóþò äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó [3℄

g11 = χ′2
1 + χ′2

2 , g12 = 0, g22 = β2χ2
2,

G11 = X′2
1 + X′2

2 , G12 = 0, G22 = B2X2
2,

B11 =
X′′

1X
′
2 − X′′

2X
′
1√

X′2
1 + X′2

2

, B12 = 0, B22 =
B2X2X

′
1√

X′2
1 + X′2

2

.Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îáîëî÷êè ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå îáûêíîâåí-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [3℄:
∂L11

∂q1
+ L11(2Γ1

11 + Γ2
21) + L22Γ1

22 + ξ1 = 0,

ξ2 = 0, L11B11 + L22B22 + ξ = 0.
(2)Çäåñü Lαβ � êîìïîíåíòû òåíçîðà óñèëèé òèïà Êîøè, Γµαβ � ñèìâîëû Êðè-ñòî��åëÿ âòîðîãî ðîäà [3℄. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îáîëî÷êè ïîñòîÿí-íîé òîëùèíû h èç íåñæèìàåìîãî ãèïåðóïðóãîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ìîæíîïðåäñòàâèòü ÷åðåç �óíêöèþ óäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè W ñëåäóþùèì îá-ðàçîì [4℄

Lαβ =
2h

η

√
g11g22

G11G22

∂W

∂Gαβ
, η =

{
1, α = β,
2, α 6= β.Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèè λ1(q

1), λ2(q
1) è ψ(q1)
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√
G11
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, λ2(q
1) =

√
G22

g22

, tgψ(q1) =
X′

2

X′
1

.Òîãäà óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
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1
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184 Êîëåñíèêîâ À.Ì.Â ñëó÷àå çàìêíóòîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà íåèçâåñò-íûå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ èõ ïåðèîäè÷íîñòè.Äå�îðìàöèÿ âèäà (1) ÿâëÿåòñÿ îáùèì ïðåäñòàâëåíèåì äå�îðìàöèè ÷èñòîãîèçãèáà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ òàêîé äå�îðìàöèè ãëàâíûé âåêòîð è ãëàâíûéìîìåíò â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû q2. Áîëåå òîãî ãëàâíûéâåêòîð ðàâåí íóëþ, à ãëàâíûé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî öåíòðà òÿæåñòè ïîïåðå÷íîãîñå÷åíèÿ Y2C ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå [3℄
M = M1i1 = i1

∮ √
G11G22L

22(Y2C − X2)dq
1.Ïî óñëîâèþ âíåøíåé íàãðóçêîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîåäàâëåíèå íà ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãëàâíûé ìîìåíò â ñå÷åíèèäîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäó-þùåå òðåáîâàíèå: M1 = 0.Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé (3) ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì ïðèñòðåëêè, èñïîëüçîâàííûì ðàíååäëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áîëüøèõ äå�îðìàöèé ÷èñòîãî èçãèáà öèëèíäðè÷åñêîé îáî-ëî÷êè [3℄.3. �åçóëüòàòû�àññìîòðèì êðèâóþ òðóáó èç íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà ñ ïàðàìåòðîì µ = 1 [3℄ïîñòîÿííîé òîëùèíû h = 0,001 êðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ðàäèóñà r0 = 1

χ1(q
1) = r0 sin q1, χ2(q

1) = β−1 − r0 cos q1, q1 ∈ [0; π] .Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ìåæäó êðèâèçíîé ðàçäóòîé êðèâîéòðóáû è âíóòðåííèì äàâëåíèåì â îáîëî÷êå. Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåíà îò-íîñèòåëüíàÿ êðèâèçíà B∗ = Bβ−1. Ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòëîæåíî áåçðàçìåðíîåäàâëåíèå p∗ = pr0h
−1µ−1. �åçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû äëÿ íà÷àëüíûõ êðèâèçí βðàâíûõ 0,05, 0,1 è 0,2. Èç ãðà�èêà âèäíî, ÷òî ðîñò âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ïðè-âîäèò ê âûïðÿìëåíèþ òðóáû, äàííàÿ çàâèñèìîñòü èìååò íåëèíåéíûé õàðàêòåð è

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü ìåæäó êðèâèçíîé ðàçäóòîé òðóáû è âíóòðåííèì äàâëåíèåì.



Âûïðÿìëåíèå âûñîêîýëàñòè÷íîé êðèâîé òðóáû âíóòðåííèì äàâëåíèåì 185èìååò ìàêñèìóì íà âåëè÷èíó äàâëåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè íåîãóêîâñêî-ãî ìàòåðèàëà. Êðîìå òîãî, äëÿ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèåêðèâèçíû òðóáû ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îòíà÷àëüíîé êðèâèçíû.Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ, êîòîðîå âûäåðæèâàåò òðóáàèç íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà, è âåëè÷èíà å¼ îòíîñèòåëüíîé êðèâèçíû äàíû â òàáëè-öå . Ïåðâàÿ ñòðîêà ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷è î ðàçäóâàíèè ïðÿìîëèíåéíîé öèëèíäðè-÷åñêîé îáîëî÷êè êðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Äëÿ ðàññìîòðåííûõ êðèâûõ òðóáïðè èçìåíåíèè íà÷àëüíîé êðèâèçíû â 4 ðàçà èçìåíåíèå çíà÷åíèé ìàêñèìàëüíîãîâíóòðåííåãî äàâëåíèÿ è îòíîñèòåëüíîé êðèâèçíû îêàçûâàþòñÿ â ïðåäåëàõ 1,5%.Ñ ðîñòîì íà÷àëüíîé èçîãíóòîñòè íàáëþäàåòñÿ íåçíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå âåëè-÷èíû ìàêñèìàëüíîãî äàâëåíèÿ.
β B∗ p∗max0 � 0,7500,05 0,681 0,7490,1 0,683 0,7490,2 0,692 0,745Òàáëèöà 1. Ìàêñèìàëüíîå âíóòðåííåå äàâëåíèå.Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòè óñèëèé â îáîëî÷êå ïðè äàâ-ëåíèè p∗ = 0, 69. Íîìåðà ãðà�èêîâ 1, 2 è 3 ñîîòâåòñòâóþò β ðàâíûì 0,05, 0,1 è 0,2 ,ñîîòâåòñòâåííî. Ïî âåðòèêàëüíîé îñÿì íà ðèñóíêå 2 îòëîæåíû îáåçðàçìåðåííûåóñèëèÿ, çàäàâàåìûå ñîîòíîøåíèÿìè
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�èñ. 2. Óñèëèÿ â îáîëî÷êå äëÿ ðàçëè÷íûõ β ïðè äàâëåíèè p∗ = 0, 69.Ìàêñèìàëüíûå óñèëèÿ L∗
1 äîñòèãàþòñÿ â òî÷êå q1 = 0. Ìàêñèìàëüíûå óñèëèÿ

L∗
2 äîñòèãàþòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè q1 = π/2. Õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ óñèëèé íå



186 Êîëåñíèêîâ À.Ì.èçìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè íà÷àëüíîé êðèâèçíû è âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ. Óâåëè-÷åíèå íà÷àëüíîé êðèâèçíû ïðèâîäèò ê ðîñòó íåîäíîðîäíîñòè óñèëèé â ðàçäóòîéêðèâîé òðóáå.4. Çàêëþ÷åíèå�àññìîòðåíà çàäà÷à î ðàçäóâàíèè òîíêîñòåííîé îáîëî÷êè â âèäå ñåêòîðà òîðà,ñäåëàííîé èç ðåçèíîïîäîáíîãî ìàòåðèàëà. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ íåîãóêîâñêàÿ ìî-äåëü âûñîêîýëàñòè÷íîãî íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà. Ïðè îòñóòñòâèè äðóãèõ âíåø-íèõ âîçäåéñòâèé íà îáîëî÷êó, êðîìå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîãî íîðìàëüíîãîäàâëåíèÿ íà å¼ âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè, îáîëî÷êà íà÷èíàåò âûïðÿìëÿòüñÿ ñ ðî-ñòîì âåëè÷èíû äàâëåíèÿ. Ïðè ýòîì å¼ ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå îñòà¼òñÿ ïðàêòè÷åñêèêðóãîâûì.Âëèÿíèå íà÷àëüíîé èçîãíóòîñòè òðóáû íà äå�îðìàöèþ ìàëî. �àçìåðû äå�îð-ìèðîâàííîãî ñå÷åíèÿ è îòíîñèòåëüíàÿ êðèâèçíà (êðèâèçíà äå�îðìèðîâàííîé òðó-áû, îòíåñ¼ííàÿ ê íà÷àëüíîé êðèâèçíå) ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíîé êðè-âèçíû òðóáû äëÿ ðàññìîòðåííîãî äèàïàçîíà êðèâèçí.Äëÿ íåîãóêîâñêîãî ìàòåðèàëà çàâèñèìîñòü ìåæäó îòíîñèòåëüíîé êðèâèçíîé èäàâëåíèåì èìååò ìàêñèìóì íà âåëè÷èíó äàâëåíèÿ. Äàííûé ìàêñèìóì ñâÿçàí ñíåóñòîé÷èâîñòüþ ìàòåðèàëà ïðè äâóîñíîì ðàñòÿæåíèè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäà-ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 09�01�00459) è ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò�Ï596). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Libai A., Simmonds J. S. The Nonlinear Theory of Elasti
 and Shells. 2nd ed. CambridgeUniv. Press., Cambridge. 1998. 542 p.[2℄ Zubov L.M. Semi-inverse solution in non-linear theory of elasti
 shells // Ar
hives ofMe
hani
s. 53. �4�5. 2001. pp.599�610.[3℄ Kolesnikov A.M., Zubov L.M. Large bending deformations of a 
ylindri
al membranewith internal pressure // Z. Angew. Math. Me
h. 89. �4. 2009. pp.288�305.[4℄ Çóáîâ Ë.Ì. Ìåòîäû íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè â òåîðèè îáîëî÷åê. �îñòîâ-í/Ä:�îñò. óíèâ., 1982. 144 ñ.Kolesnikov A.M. Straightening of hyperelasti
 
urved tube by internal pressure. We arestudy in this paper the nonlinear behavior of 
urved tubes of 
ir
ular 
ross se
tion, subje
t byinternal pressure. In the referen
e 
on�guration the 
urved tube is a se
tor of torus. We assumethat the deformed tube is also toroidal. It allows us to de
ompose the deformation into twoparts: an in-plane deformation of meridional 
ross se
tion, plus a rigid rotation of ea
h of thesemeridional planes about some axis by linearly varying angels. In this 
ase the equilibriumequations redu
e to ordinary di�erential equations. These equations are solved by numeri
almethod. Our aim in this work is to study the in�uen
e of the internal pressure to the bendingof 
urved tubes. The relation between the internal pressure and the 
urvature of 
urved tubeis obtained.



ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÝËÅÌÅÍÒÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÊÎÍÒÀÊÒÍÎ�ÎÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß Â ÏÎÄØÈÏÍÈÊÅ ÑÊÎËÜÆÅÍÈßÑ Ó×ÅÒÎÌ ÒÅÏËÎÂÛÄÅËÅÍÈß ÎÒ Ò�ÅÍÈßÊîëîñîâà Å.Ì.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷à ÞÔÓ,�îñòîâ-íà-ÄîíóÑ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ïàêåòà ANSYS îñóùåñòâëåíî ìîäåëèðîâàíèå êîí-òàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ïîäøèïíèêå ñêîëüæåíèÿ ñ ó÷åòîì òåïëîâûäåëåíèÿ îò òðåíèÿ.Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòèî âäàâëèâàíèè óïðóãîãî âàëà â óïðóãèé öèëèíäðè÷åñêèé ñëîé, æåñòêî çàêðåïëåííûé ïîâíåøíåé ïîâåðõíîñòè. Â çîíå êîíòàêòà ó÷èòûâàåòñÿ òðåíèå. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ-÷åòîâ êîíòàêòíûõ è ýêâèâàëåíòíûõ íàïðÿæåíèé è ïîëÿ òåìïåðàòóðû â çàâèñèìîñòè îòêîý��èöèåíòà òðåíèÿ.1. Ïîñòàíîâêà êîíòàêòíîé çàäà÷è. Â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
Orϕ ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðóãèé öèëèíäðè÷åñêèé ñëîé {R1 6 r 6 R2, 0 6 ϕ 6 2π}è øòàìï â �îðìå êðóãà ðàäèóñà R0 = R1 − h, öåíòð êîòîðîãî O1 ñäâèíóò îò-íîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò O íà âåëè÷èíó h ïî âåðòèêàëè. Öèëèíäðè÷åñêèéñëîé æåñòêî çàêðåïë¼í ïî ãðàíèöå r = R2. Â òî÷êå ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòà-ìè (0, R0 − h) äåéñòâóåò âåðòèêàëüíî âíèç ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà P , à â òî÷êàõñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (−R0,−h) è (R0,−h) ïðèêëàäûâàþòñÿ äâå ñîñðåäî-òî÷åííûå ñèëû P1, äåéñòâóþùèå âåðòèêàëüíî âíèç è ââåðõ ñîîòâåòñòâåííî, òàêèìîáðàçîì, íà âàë äåéñòâóåò ìîìåíò, ðàâíûé M = 2R0P1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âçîíå êîíòàêòà èìåþòñÿ ñèëû òðåíèÿ ñ êîý��èöèåíòîì òðåíèÿ µ. Íà âíóòðåííåéãðàíèöå ñëîÿ è âíåøíåé ãðàíèöå âàëà çàäàíû óñëîâèÿ êîíâåêòèâíîãî òåïëîîá-ìåíà. Âñëåäñòâèå òðåíèÿ â îáëàñòè êîíòàêòà ïðîèñõîäèò âûäåëåíèå êîëè÷åñòâàòåïëà [1℄ Q = υµq(ϕ), ãäå υ � ýêâèâàëåíò ëèíåéíîé ñêîðîñòè òî÷åê â çîíå êîí-òàêòà, q(ϕ) = −σr(R1, ϕ) (ϕ1 6 ϕ 6 ϕ2 � çîíà êîíòàêòà) � êîíòàêòíîå äàâëåíèå.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1à.2. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå. Â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòàðèÿ ïðèìîäåëèðîâàíèè êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èñïîëüçóåòñÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûéïàêåò ANSYS è åãî êîìàíäíûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ APDL. Ïîñòðîåíèåäâóìåðíîé òâåðäîòåëüíîé ìîäåëè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî òåõíîëîãèè ìîäåëèðîâàíèÿ¾ñíèçó-ââåðõ¿, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé: çàäà-íèå îïîðíûõ òî÷åê; ïîñòðîåíèå äóã è ïðÿìûõ ëèíèé, ñîåäèíÿþùèõ îïîðíûå òî÷êè;îïðåäåëåíèå îáëàñòåé ïî îïîðíûì òî÷êàì; ñâÿçûâàíèå ñ ðàçëè÷íûìè îáëàñòÿìèçàäàííûõ �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ. Ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà-÷åíèÿ ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò: äëÿ ñëîÿ � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν1, ìîäóëü Þí-ãà E1, êîý��èöèåíò òðåíèÿ µ, êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè λ1, êîý��èöèåíòòåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ α1; äëÿ âàëà � ν2, E2, λ2, α2, ñîîòâåòñòâåííî.�åøåíèå çàäà÷è ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ðåøàåòñÿçàäà÷à óïðóãîñòè, ïî ðåçóëüòàòàì êîòîðîé �îðìèðóåòñÿ ìàññèâ êîíòàêòíûõ äàâ-
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�èñ. 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü.ëåíèé. Íà âòîðîì ýòàïå ðåøàåòñÿ òåìïåðàòóðíàÿ çàäà÷à ñ çàäàíèåì óñëîâèé êîí-âåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà íà âíóòðåííåé ãðàíèöå ñëîÿ è âíåøíåé ãðàíèöå âàëà ñêîý��èöèåíòîì òåïëîîòäà÷è α è òåìïåðàòóðîé îêðóæàþùåé ñðåäû T0 è çàäàíèåìïîòîêà òåïëà â çîíå êîíòàêòà, ðàâíîìó Q = υµq(ϕ), ãäå q(ϕ) � êîíòàêòíûå äàâëå-íèÿ, âû÷èñëåííûå íà ïåðâîì ýòàïå. Òðåòèé ýòàï � ýòî ðåøåíèå çàäà÷è óïðóãîñòèñ ìàññîâûìè ñèëàìè, îïðåäåëÿåìûìè ïîëåì òåìïåðàòóð èç âòîðîãî ýòàïà.Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ òâåðäîòåëüíóþ ìîäåëü, îñóùåñòâëÿëîñü àâòîìàòè÷å-ñêîå ïîñòðîåíèå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè. Ïðè ýòîì ïëîñêèå êîíå÷íûå ýëåìåí-òû íàñëåäîâàëè �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõîáëàñòåé. Äëÿ ðåøåíèÿ óïðóãîé çàäà÷è â îáëàñòÿõ, çàíèìàåìûõ óïðóãèìè ìàòå-ðèàëàìè âàëà è ñëîÿ, èñïîëüçîâàëèñü ïëîñêèå âîñüìèóçëîâûå ñòðóêòóðíûå êîíå÷-íûå ýëåìåíòû PLANE82 ñ îïöèåé ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ. Íà ãðàíèöå ïðåä-ïîëàãàåìîãî êîíòàêòà ñëîÿ àâòîìàòè÷åñêè �îðìèðîâàëèñü êîíòàêòíûå êîíå÷íûåýëåìåíòû CONTA175, à íà ãðàíèöå ïðåäïîëàãàåìîãî êîíòàêòà âàëà � êîíòàêòíûåýëåìåíòû TARGE169 [2℄. Äëÿ ðåøåíèÿ òåïëîâîé çàäà÷è èñïîëüçîâàëèñü ïëîñêèåâîñüìèóçëîâûå òåìïåðàòóðíûå ýëåìåíòû PLANE77. Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðå-çóëüòàòîâ â ñîîòâåòñòâèå ñ ìåòîäîëîãèåé ðåøåíèÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ ïî ìåòîäóêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñòðîÿòñÿ êàíîíè÷åñêèå ðàçáèåíèÿ â ïðåäïîëàãàåìîé çîíå êîí-òàêòà ñëîÿ è âàëà. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü çàäà÷è èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1á.3. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Íà ðèñ. 2�3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû êîíå÷íî-ýëå-ìåíòíûõ âû÷èñëåíèé êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé q(ϕ) = −σr(R1, ϕ) è ý��åêòèâíûõíàïðÿæåíèé σe(R1, ϕ) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòà òðåíèÿ µ â çàâèñè-ìîñòè îò óãëîâîé êîîðäèíàòû ϕ (íà ãðà�èêå ϕ = 0 îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå r âåð-òèêàëüíî âíèç) â òåðìîóïðóãîé (à) è óïðóãîé (á) çàäà÷àõ. Ïðè ðàñ÷åòàõ ïðèíèìà-ëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: ïðèëîæåííàÿ ñèëà P = 1 ÌÍ, ðàäèóñû R1 = 2.5·10−2 ì,
R2 = 3.1 · 10−2 ì, R0 = 2.49 · 10−2 ì; ïðèëîæåííûå ñèëû P1 = 57150 Í ïðè µ = 0.1,
P1 = 151440 Í ïðè µ = 0.3 è P1 = 232650 Í ïðè µ = 0.5; ýêâèâàëåíò ëèíåéíîé ñêî-ðîñòè υ = 2 ì/ñ. Êîý��èöèåíòû Ïóàññîíà è ìîäóëè Þíãà ñëîÿ è âàëà ïîëàãàëèñüðàâíûìè ñîîòâåòñòâåííî ν1 = 0.3 è E1 = 105 ÌÏà, ν2 = 0.3 è E2 = 2.1 · 105 ÌÏà.Êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ñëîÿ è âàëà λ1 = λ2 = 44 Bò/ìÊ, êîý��èöè-
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�èñ. 2. �ðà�èêè ðàñ÷åòîâ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé â òåðìîóïðóãîé (à) è óïðóãîé (á)çàäà÷àõ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîý��èöèåíòà òðåíèÿ µ.

�èñ. 3. �ðà�èêè ðàñ÷åòîâ ý��åêòèâíûõ íàïðÿæåíèé â çîíå êîíòàêòà â òåðìîóïðóãîé(à) è óïðóãîé (á) çàäà÷àõ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîý��èöèåíòà òðåíèÿ µ.åíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ � α1 = α2 = 11.5 ·10−6 1/K. Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ïðèó÷åòå òåïëîâûäåëåíèÿ îò òðåíèÿ êîíöåíòðàöèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ìåíüøå,à ý��åêòèâíûõ íàïðÿæåíèé áîëüøå, ÷åì áåç ó÷åòà òåïëà.Ïðîàíàëèçèðîâàâ ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé σr(r, ϕ) â òåðìîóïðóãîé çàäà÷å ñóâåëè÷åíèåì êîý��èöèåíòà òðåíèÿ µ, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îáëàñòü ñ ìàê-ñèìàëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè σr(r, ϕ) ñìåùàåòñÿ ñ çîíû êîíòàêòà ñëîÿ è âàëà íàâíåøíþþ ãðàíèöó öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ è ïðîèñõîäèò èõ óâåëè÷åíèå â ñëîå ïîñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íûìè íàïðÿæåíèÿìè â çàäà÷å áåç ó÷åòà òåïëà. Â êà÷åñòâåèëëþñòðàöèè íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé σr(r, ϕ) â òåðìîóïðó-ãîé (à) è óïðóãîé (á) çàäà÷àõ, à íà ðèñ. 5 � ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â âàëå èâ ñëîå ïðè êîý��èöèåíòå òðåíèÿ µ = 0.5.
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�èñ. 4. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé σr(r, ϕ) â òåðìîóïðóãîé (à) è óïðóãîé (á) çàäà÷àõïðè êîý��èöèåíòå òðåíèÿ µ = 0.5.
�èñ. 5. �àñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ïîäøèïíèêå ïðè êîý��èöèåíòå òðåíèÿ µ = 0.5.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðî�åññîðó Íàñåäêèíó À.Â. çà ïîìîùü è âíè-ìàíèå ê ðàáîòå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå èíàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîí-òðàêò � Ï1184). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àëåêñàíäðîâ Â.Ì., Àííàêóëîâà �.Ê. Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè ñ ó÷åòîìèçíîñà è òåïëîâûäåëåíèÿ îò òðåíèÿ // Òðåíèå è èçíîñ. 1990. T. 11. � 1 Ñ. 24�28.[2℄ Áàñîâ Ê.À. ANSYS: ñïðàâî÷íèê ïîëüçîâàòåëÿ. Ì.: ÄÌÊ Ïðåññ, 2005. 640 ñ.Kolosova E.M. Finite element simulation of 
onta
t intera
tion in the bearing withregard to heat from the fri
tion. Simulation of the 
onta
t intera
tion in the bearing withregard to heat from fri
tion is e�e
ted by means of �nite-element pa
kage ANSYS. Themathemati
al model of stati
 thermoelasti
ity problem of indentation of an elasti
 shaft inan elasti
 
ylindri
al layer, rigidly �xed on the outer surfa
e, is 
onsidered. In the zone of
onta
t fri
tion is presented. The results of 
al
ulations of 
onta
t and equivalent stresses,temperatures, depending on the 
oe�
ient of fri
tion are given.



ÇÀÄÀ×À Ñ�ÅÒÅÍÑÊÎ�Î ÄËß ÖÈËÈÍÄ�À Ñ ÓÏ�Ó�ÈÌÈÄÍÈÙÀÌÈÊîíîíîâ Þ.Í., Äèäîê Í.Ê.Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåòÂ ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ ïîä äåéñòâè-åì óïðóãîé ñèëû öèëèíäðè÷åñêîãî ñîñóäà ñ èäåàëüíîé æèäêîñòüþ è óïðóãèìè äíèùàìè.Íà îñíîâàíèè ìîäàëüíîãî àíàëèçà ïîëó÷åíà ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äàííîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, âûâåäåíî ÷à-ñòîòíîå óðàâíåíèå è ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.�àññìîòðèì çàäà÷ó î ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ öèëèíäðè÷åñêîãî ñîñóäà ïðîèç-âîëüíîãî ñå÷åíèÿ Ω ñ èäåàëüíîé æèäêîñòüþ ïîä äåéñòâèåì âîçâðàùàþùåé ñèëûóïðóãîé ïðóæèíû (çàäà÷à Ë.Í. Ñðåòåíñêîãî). Áîêîâûå ñòåíêè ñîñóäà Σ áóäåìñ÷èòàòü àáñîëþòíî æåñòêèìè, à îñíîâàíèÿ � óïðóãèìè, è ìîäåëèðîâàòü èõ èçî-òðîïíûìè ïëàñòèíêàìè ñ èçãèáíîé æåñòêîñòüþ Dl (l = 1, 2). Æèäêîñòü ïîëíîñòüþçàïîëíÿåò öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä, äíèùà æåñòêî çàùåìëåíû ïî êîíòóðó γ è ïîä-âåðæåíû ðàñòÿãèâàþùèì óñèëèÿì Tl â ñåðåäèííîé ïîâåðõíîñòè.Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz, æåñòêî ñâÿçàííóþ ñ öèëèíäðîì. Äëÿ ýòî-ãî îñü Oz íàïðàâèì âäîëü îáðàçóþùåé ïðîòèâîïîëîæíî âåêòîðó óñêîðåíèÿ ñèëûòÿæåñòè g, à ïëîñêîñòü Oxy ðàñïîëîæèì ïîñðåäèíå ìåæäó âåðõíèì è íèæíèìîñíîâàíèÿìè â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè. Ââåäåì òàêæå íåïîäâèæíóþ ñèñòåìóêîîðäèíàò OXY Z, ñîâïàäàþùóþ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò
Oxyz è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò âäîëü îñè OX.Èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èìååò âèä [1, 2℄

∆ϕ = 0,
∂ϕ

∂ν

∣∣∣∣
Σ

= 0, (1)
∂ϕ

∂z

∣∣∣∣
z=h

=
∂W1

∂t
,

∂ϕ

∂z

∣∣∣∣
z=−h

=
∂W2

∂t
, (2)

k01
∂2W1

∂t2
+D1∆2∆2W1 − T1∆2W1 + ρgW1 = −ρ ∂ϕ

∂t

∣∣∣∣
z=h

+Q− ρxẌ, (3)
k02

∂2W2

∂t2
+D2∆2∆2W2 − T2∆2W2 − ρgW2 = ρ

∂ϕ

∂t

∣∣∣∣
z=−h

−Q− ρxẌ, (4)
Wl <∞, ∇Wl <∞,

∫

Ω

W1dΩ =

∫

Ω

W2dΩ, (5)
Wl|γ = 0,

∂Wl

∂ν

∣∣∣∣
γ

= 0 (l = 1, 2). (6)



192 Êîíîíîâ Þ.Í., Äèäîê Í.Ê.Çäåñü ϕ � ïîòåíöèàë îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòåé ÷àñòèö æèäêîñòè, ρ � ïëîòíîñòüæèäêîñòè; ∆ è ∆2 � òðåõìåðíûé è äâóõìåðíûé îïåðàòîðû Ëàïëàñà; Wl � äèíà-ìè÷åñêèé ïðîãèá l-é ïëàñòèíêè; k0l = ρ0lδ0l; ρ0l è δ0l � ñîîòâåòñòâåííî ïëîòíîñòüè òîëùèíà l-îé ïëàñòèíêè; Q∗ � �óíêöèÿ âðåìåíè â èíòåãðàëå Êîøè-Ëàãðàíæà;
S = mes Ω.Îáùåå ðåøåíèå (1) èìååò âèä

ϕ(x, y, z, t) = a0 + a1z +
∑

n

[
Ane

knz +Bne
−knz

]
ψn(x, y), (7)ãäå a0, a1, An è Bn � íåêîòîðûå �óíêöèè âðåìåíè, à ñîáñòâåííûå �óíêöèè ψn(x, y)è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ÷èñëà kn íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

∆2ψ + k2ψ = 0 íà Ω,
∂ψ

∂ν

∣∣∣∣
γ

= 0. (8)Ôóíêöèè ψn(x, y) âìåñòå ñ ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòîé îáðàçóþò íà Ω ïîëíóþ îðòî-ãîíàëüíóþ ñèñòåìó �óíêöèé [2℄.Èç óñëîâèé (2) ñ ó÷åòîì (7) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ
a1 = Ẇ10 = Ẇ20, An =

Ẇ1ne
κn − Ẇ2ne

−κn

2kn sinh 2κn
, Bn =

Ẇ1ne
−κn − Ẇ2ne

κn

2kn sinh 2κn
, (9)

Wl0(t) =
1

S

∫

Ω

WidΩ, Wln(t) =
1

N2
n

∫

Ω

WlψndΩ, N
2
n =

∫

Ω

ψ2
ndΩ, κn = knh. (10)Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ (9) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü èñõîäíóþ çàäà÷ó (3)�(6) ââèäå îáîáùåííîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ [2℄

A
∂2W

∂t2
+ CW = f. (11)Çäåñü A è C ñîîòâåòñòâåííî èíåðöèîííûé è óïðóãèé îïåðàòîðû, âêëþ÷àþùèå âñåáÿ íå òîëüêî äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, íî è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5)�(6)÷åðåç îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ.

A =




k01 + ãF0 +
∑
n

c̃nψnFn −
∑
n

b̃nψnFn

−
∑
n

b̃nψnFn k02 + ãF0 +
∑
n

c̃nψnFn


 , W =

(
W1

W2

)
,

F0 [w] =
1

S

∫

Ω

w dΩ, Fn [w] =
1

N2
n

∫

Ω

wψn dΩ,

C =

(
D1∆

2
2 − T1∆2 + ρg 0

0 D2∆
2
2 − T2∆2 − ρg

)
, f =

(
Q− ρxẌ

−Q− ρxẌ

)
,
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ã = ρh, b̃n =

ρ

kn sinh 2κn
, c̃n =

ρ coth 2κn

kn
.Äëÿ âåêòîðîâ wj = (w1j , w2j) ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî �îðìóëå [1℄

(wj, wk) =

∫

Ω

(w1jw1k + w2jw2k) dΩ,Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì âñåãäà îïèñûâàþòñÿñàìîñîïðÿæåííûìè îïåðàòîðàìè [3℄. Â ýòîì ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð C ñàìîñîïðÿ-æåí, îïåðàòîð A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ω2 ñïåêòðàäåéñòâèòåëüíû è èçîëèðîâàíû. Ñîáñòâåííûå �îðìû êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèåðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû ïî êèíåòè÷åñêîé è ïî-òåíöèàëüíîé ýíåðãèè
(Awj, wk) = 0, (Cwj, wk) = 0 ïðè j 6= k è (Cwk, wk) = ω2

k (Awk, wk) . (12)Ñîáñòâåííûå �îðìû ñîâìåñòíûõ êîëåáàíèé ïëàñòèíîê è æèäêîñòè wj îáðàçóþòïîëíûé áàçèñ, ò. å. ëþáóþ �óíêöèþ W êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìóþ, óäîâëåòâîðÿ-þùóþ êðàåâûì óñëîâèÿì è òàêóþ, ÷òî CW ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó íà Ω, ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà
W =

∞∑

j=1

pj (t)wj (13)ñõîäÿùåãîñÿ, âî âñÿêîì ñëó÷àå, ïî ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå èëè â ñðåäíåì [1, 2℄.�åøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (10) áóäåì èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ (13)ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì wij.Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (13) â óðàâíåíèå (11), ïîëó÷èì
µk
(
p̈k + ω2

kpk
)

= fk (t) , (k = 1, 2, ...) (14)
fk = (f, wk) = α̃kẌ, α̃k = −ρ

∫

Ω

x (w1k + w2k) dΩ, (15)
µk = (Awk, wk) = (k01 + k02)

∫

Ω

w1kw2kdΩ+

+ aζ1k0ζ2k0 +
∑

n

cnζ1knζ2kn −
∑

n

bn
(
ζ2
1kn + ζ2

2kn

)
, (16)

a = 2Sã cn = 2N2
n c̃n bn = N2

n b̃n, ζlk0 = F0 [wlk] , ζlkn = Fn [wlk] .Äëÿ çàìêíóòîñòè ñèñòåìû (14) âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé îá èçìåíåíèè èìïóëüñàìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû
MẌ + ρ

∫

V

∂vx
∂t

dV = −cX, (17)



194 Êîíîíîâ Þ.Í., Äèäîê Í.Ê.ãäå M � ìàññà ñèñòåìû, vx � ïðîåêöèÿ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè æèäêîñòè íà îñü
Ox, c � êîý��èöèåíò æåñòêîñòè ïðóæèíû. Ïîñêîëüêó

∂vx
∂t

=
∂2ϕ

∂t∂x
=
∑

n

(
Ȧne

knz + Ḃne
−knz

) ∂ψn
∂x

,òî, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (9) è (10), èìååì
MẌ + ρ

∑

n


 1

k2
n

∫

Ω

(
Ẅ1 − Ẅ2

)
dΩ ·

∫

Ω

∂ψn
∂x

dΩ


 = −cX. (18)Ïîäñòàâëÿÿ â (18) âìåñòî ïðîãèáîâ Wl èõ ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì �îð-ìàì (13), ïîëó÷àåì ñ÷åòíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé {

µk (p̈k + ω2
kpk) = α̃kẌ,

MẌ + cX =
∑
k

ξkp̈k,
(19)ãäå

ξk = ρ
∑

n



ζ2kn − ζ1kn
k2
n

∫

Ω

∂ψn
∂x

dΩ



.Ïîëîæèì X = X0e
iσt, pk = pk0e

iσt. Òîãäà èç (19) ñëåäóåò ÷àñòîòíîå óðàâíåíèåñîâìåñòíûõ êîëåáàíèé óïðóãèõ ïëàñòèí, æèäêîñòè è òâåðäîãî òåëà
c−Mσ2 = σ2

∑

n

α̃kξk
µk (σ2 − ω2

k)
. (20)Íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðàññìàòðèâàåìîéìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ïîëîæèòåëüíîñòè êîðíåé òðàíñöåí-äåíòíîãî óðàâíåíèÿ (20). Ââèäó ñëîæíîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿóñòîé÷èâîñòè âû÷èñëèì ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ äàííîé ñèñòåìû

Π =
1

2



cX

2 + ρg

∫

Ω

(
W 2

1 −W 2
2

)
dΩ +

2∑

l=1

∫

Ω

[
Dl(∆2Wl)

2 + Tl (∇2Wl)
2] dΩ



 . (21)Ïðîãèáû ïëàñòèíîê Wl ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì �îð-ìàì (13), à ñàìè ñîáñòâåííûå �îðìû � â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ψn

wlj =
∑

n

ζljnψn.Òîãäà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ (21) ïðèìåò âèä
Π =

1

2
cX2 +

1

2

∑

k

γkp
2
k(t). (22)



Çàäà÷à Ñðåòåíñêîãî äëÿ öèëèíäðà ñ óïðóãèìè äíèùàìè 195Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà (22) áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ïðè c > 0 è
γk = (Cwk, wk) =

2∑

l=1

∑

n

ζ2
lkn

[(
Dlk

2
n + Tl

)
k2
n + (−1)l+1ρg

]
> 0. (23)Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

(
D2k

2
n + T2

)
k2
n > ρg. (24)Òàê êàê ñîáñòâåííûå ÷èñëà kn îáðàçóþò áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùóþ ÷èñëîâóþïîñëåäîâàòåëüíîñòü [4℄, òî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (24) ìîæ-íî çàìåíèòü áîëåå ïðîñòûì

(
D2k

2
1 + T2

)
k2

1 > ρg. (25)Óñëîâèå (25) íå çàâèñèò îò ãëóáèíû çàïîëíåíèÿ è ïàðàìåòðîâ âåðõíåãî äíèùà.Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî íåóñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìåõà-íè÷åñêîé ñèñòåìû âñåãäà ìîæåò áûòü ñòàáèëèçèðîâàíî âåëè÷èíàìè ïðåäâàðèòåëü-íîãî íàòÿæåíèÿ T2 è èçãèáíîé æåñòêîñòè D2. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷à÷àåàáñîëþòíî æåñòêîãî íèæíåãî äíèùà (T2 = ∞ èëè D2 = ∞) ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿäàííîé ñèñòåìû âñåãäà áóäåò óñòîé÷èâûì.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Êîïà÷åâñêèé Í.Ä., Êðåéí Ñ. �., Íãî Çóé Êàí Îïåðàòîðíûå ìåòîäû â ëèíåéíîé ãèä-ðîäèíàìèêå: Ýâîëþöèîííûå è ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è. Ì.: Íàóêà, 1989. 416 ñ.[2℄ Äîêó÷àåâ Ë.Â. Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ ñ äå�îðìèðóåìûìèýëåìåíòàìè. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1987. 232 ñ.[3℄ Ìèõëèí Ñ.�. Âàðèàöèîííûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ì.: Íàóêà, 1970. 512 ñ.[4℄ Ìèêèøåâ �.Í., �àáèíîâè÷ Á.È. Äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà ñ ïîëîñòÿìè, ÷àñòè÷íîçàïîëíåííûìè æèäêîñòüþ. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1968. 532 ñ.Kononov Yu.N., Didok N.K. Sretensky's problem for 
ylindri
al vessel with an elasti
bottoms . The problem of transverse vibrations of a 
ylindri
al vessel with an ideal liquidunder in�uen
e of elasti
 for
e is 
onsidered in a linear approximation. Resear
h is lead fora 
ase when both bottoms represent an elasti
 plates, and the liquid 
ompletely �lls spa
ebetween them. On the basis of the modal analysis the 
ountable system of the linear ordinarydi�erential equations of the spe
i�ed os
illations is re
eived, the frequen
y equation is dedu
edand 
arried out resear
h of a stability of an equilibrium position.



ÄÅÉÑÒÂÈÅ �ÀÑÏ�ÅÄÅË�ÍÍÎÉ ÍÀ��ÓÇÊÈ ÍÀ Ï�ßÌÎÉÁÎ×ÊÎÎÁ�ÀÇÍÛÉ ÇÓÁ ÝÂÎËÜÂÅÍÒÍÎ�Î Ï�ÎÔÈËßÊîðîòêèí Â.È., Ñóõîâ Ä.Þ.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷à ÞÔÓ,�îñòîâ-íà-ÄîíóÂ õîäå ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé çàäà÷è â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñðå-äå ANSYS ïîêàçàíî, ÷òî îñíîâíîå âëèÿíèå íà íàïðÿæ¼ííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèåâ îñíîâàíèè ïðÿìûõ ýâîëüâåíòíûõ áî÷êîîáðàçíûõ çóáüåâ îêàçûâàåò ïðîäîëüíàÿ ïðîòÿ-æ¼ííîñòü ïëîùàäêè êîíòàêòà è íåçíà÷èòåëüíîå � ÷èñëî çóáüåâ è ãëàâíûé ïðèâåäåííûéïðî�èëüíûé ðàäèóñ êðèâèçíû ñîïðÿæ¼ííûõ ïîâåðõíîñòåé â òî÷êå êîíòàêòà. Ïðèâåäåíàçàâèñèìîñòü, ïîçâîëÿþùàÿ îöåíèòü ýòî âëèÿíèå.Â ðàáîòå [1℄ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñðå-äå ANSYS ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è íàïðÿæ¼ííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ(ÍÄÑ) â îñíîâàíèè ïðÿìûõ ýâîëüâåíòíûõ áî÷êîîáðàçíûõ çóáüåâ ñòàíäàðòíîãî(α = 20o) ïðî�èëÿ, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì äîñòàòî÷íî óäàë¼ííîé îò òîðöîâñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû, ïðèëîæåííîé ê âåðøèíå çóáà. Ïðè ýòîì ïîëó÷åíû ïðèáëè-æ¼ííûå çàâèñèìîñòè, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü ïðèâåäåííûé îáú¼ìíûé êîý��è-öèåíò �îðìû çóáà êàê �óíêöèþ îò ÷èñëà z çóáüåâ êîëåñà è ñìåùåíèÿ x èñõîäíîéðåéêè ïðè íàðåçàíèè.Ïîñêîëüêó áî÷êîîáðàçíûé çóá íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ òåîðåòè÷åñêè òî÷å÷íîãî,à ïðàêòè÷åñêè ëîêàëüíîãî êîíòàêòà, äåéñòâóþùàÿ íàãðóçêà ðàñïðåäåëåíà ïî êîí-òàêòíîé ïëîùàäêå, ÷òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü â ðàñ÷¼òàõ.Åñëè îòâëå÷üñÿ îò �àêòîðà òåõíîëîãè÷åñêèõ ïîãðåøíîñòåé, òî äåéñòâóþùåå âîñíîâàíèè çóáà íàïðÿæåíèå σF èçãèáà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê
σF = YV ecYaeFt/m

2 (1)ãäå:
m � ìîäóëü çàöåïëåíèÿ;
Ft � îêðóæíàÿ ñèëà;
YV ec � ïðèâåäåííûé îáú¼ìíûé êîý��èöèåíò �îðìû çóáà [1℄;
Yae � ïðèâåäåííûé êîý��èöèåíò, ó÷èòûâàþùèé ðàñïðåäåëåíèå íàãðóçêè âäîëüäëèíû áåñêîíå÷íî äëèííîãî çóáà, èëè ïðîäîëüíóþ ïðîòÿæ¼ííîñòü ïëîùàäêè êîí-òàêòà.Ôîðìó ñàìîé êîíòàêòíîé ïëîùàäêè ìîæíî ñ÷èòàòü áëèçêîé ê ýëëèïòè÷åñêîé,ñ âåëè÷èíîé aH ïðîäîëüíîé ïîëóîñè ýëëèïñà.Åñëè îáîçíà÷èòü ρα, ρβ � ñîîòâåòñòâåííî ïðî�èëüíûé è ïðîäîëüíûé ïðèâåäåí-íûé ãëàâíûå ðàäèóñû êðèâèçíû êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòåé â òåîðåòè÷åñêîéòî÷êå êîíòàêòà, òî äëÿ áî÷êîîáðàçíûõ çóáüåâ ρβ ≫ ρα, îòíîøåíèå Cαβ = ρα/ρβî÷åíü ìàëî, à ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà áëèçîê ê åäèíèöå. Äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ íàìè



Äåéñòâèå ðàñïðåäåë¼ííîé íàãðóçêè íà ïðÿìîé ýâîëüâåíòíûé çóá 197ïðåäëîæåíà ïðèáëèæ¼ííàÿ �îðìóëà îïðåäåëåíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè êîíòàêòíîãîýëëèïñà (ïî �åðöó):
aH = 2.565 · 10−2C−0.038

αβ (Ft · ρβ/ cosα)1/3. (2)Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñðåäå ANSYS. Äîñòàòî÷-íàÿ óäàë¼ííîñòü ïëîùàäêè êîíòàêòà îò òîðöîâ çóáà ïîçâîëÿëà ðåøàòü çàäà÷ó êàêñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî òîðöîâîãî ñå÷åíèÿ, â êîòîðîì ðàñïîëîæåíà òåîðåòè-÷åñêàÿ òî÷êà êîíòàêòà, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàëî ðåøåíèå è ñîêðàùàëî âû÷èñ-ëèòåëüíîå âðåìÿ.Ïðè ðåøåíèè êîíòàêòíîé çàäà÷è âûáðàíà ìîäåëü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äåéñòâèþíîæêè çóáà ñîïðÿæ¼ííîãî (ïàðíîãî) çóá÷àòîãî êîëåñà íà âåðøèííóþ êðîìêó ãî-ëîâêè èññëåäóåìîãî çóáà ñ òîé æå ñèëîé, ïîä òåì æå óãëîì è ïðè àíàëîãè÷íîéçàäåëêå çóáà, êàê ýòî áûëî è ïðè ðàññìîòðåíèè äåéñòâèÿ íà çóá ñîñðåäîòî÷åííîéñèëû [1℄.Ïîñêîëüêó íîæêà çóáà ïàðíîãî êîëåñà ïðåòåðïåâàåò ïðàêòè÷åñêè òîëüêî êîí-òàêòíûå äå�îðìàöèè (èçãèáíûìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü â ñèëó èõ íè÷òîæíîñòè èç-çà÷ðåçâû÷àéíî ìàëîãî ïëå÷à äåéñòâóþùåé íà íîæêó ñèëû), òî äëÿ óïðîùåíèÿ ìî-äåëè íîæêà ïàðíîãî çóáà çàìåíåíà óïðóãèì èíäåíòîðîì ñ ïðî�èëüíûì ðàäèóñîì
ρ2 êðèâèçíû ýâîëüâåíòû íîæêè â êîíòàêòíîé òî÷êå. Â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè,ò. å. âäîëü äëèíû çóáà, èíäåíòîðó ïðèäàíà, ñîîòâåòñòâåííî, êðèâèçíà ðàäèóñà ρβ .Êàê è îæèäàëîñü, îñíîâíîå âëèÿíèå íà èññëåäóåìûé ïàðàìåòð Yae îêàçûâàåòâåëè÷èíà a∗H áîëüøîé ïîëóîñè êîíòàêòíîãî ýëëèïñà, ðàññ÷èòûâàåìàÿ ïî �åðöó.(Çäåñü è äàëåå çâ¼çäî÷êà îçíà÷àåò îòíåñåíèå ðàññìàòðèâàåìîé âåëè÷èíû ê ìîäó-ëþ).Îòìåòèì ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðîäîëüíàÿ ïðîòÿ-æ¼ííîñòü êîíòàêòíîé ïëîùàäêè íåñêîëüêî ïðåâûøàåò ãåðöåâñêóþ âåëè÷èíó, ÷òîñâÿçàíî ñ âëèÿíèåì äå�îðìàöèè èçãèáà çóáà. Îäíàêî, êàê ïîêàçàë àíàëèç, êîððå-ëÿöèÿ ìåæäó äåéñòâèòåëüíîé è ðàñ÷¼òíîé âåëè÷èíàìè a∗H íàñòîëüêî òåñíàÿ, ÷òîâïîëíå äîïóñòèìî ïàðàìåòð Yae êàê �óíêöèþ ïîñòàâèòü â çàâèñèìîñòü îò àðãóìåí-òà a∗H , âû÷èñëåíèå êîòîðîãî ïî �åðöó íå âûçûâàåò ïðèíöèïèàëüíûõ çàòðóäíåíèé.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàäèóñ ρβ , êàê óêàçûâàëîñü âûøå, çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ðà-äèóñ ρα (è ρ2), à ìàëàÿ ïîëóîñü êîíòàêòíîãî ýëëèïñà ÷ðåçâû÷àéíî ìàëà â ñðàâ-íåíèè ñ áîëüøîé è íå îêàçûâàåò êàêîãî-ëèáî âëèÿíèÿ íà õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿíàãðóçêè, ïîñëåäíþþ ìîæíî ñ÷èòàòü ðàñïðåäåë¼ííîé òîëüêî âäîëü áîëüøîé ïî-ëóîñè.Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ èñêîìîãî ïàðà-ìåòðà Yae = f(a∗H) â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè m = 1ìì, ρ∗2 = 4, äëèíå çóáà
bw = 16 . . . 20, x∗ = 0 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé z.Ïîìèìî a∗H ïðè ìîäåëèðîâàíèè èññëåäîâàëîñü âëèÿíèå íà êîý��èöèåíò Yaeòàêèõ ïàðàìåòðîâ, êàê m,Ft, z, x∗, ρ2. Ïðè ýòîì óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå.1) Ïðè èçìåíåíèè ñèëû Ft è ìîäóëÿ m (è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîïîðöèîíàëüíûõìîäóëþ ïàðàìåòðîâ x, ρ2 è ρβ) òàêèì îáðàçîì, ÷òî îòíîøåíèå Ft/m2 îñòà¼òñÿíåèçìåííûì, âåëè÷èíà a∗H è, ñëåäîâàòåëüíî, êîý��èöèåíò Yae òàêæå íå èçìå-íÿþòñÿ. Â ýòîì ñìûñëå îá îòíîøåíèè Ft/m2 ìîæíî ãîâîðèòü, êàê î �àêòîðåíàïðÿæ¼ííîñòè.



198 Êîðîòêèí Â.È., Ñóõîâ Ä.Þ.� � z ρβ , ìì Ft, Í a∗H Yae1 50 0.109 0.9672 800 0.304 0.9563 4000 1 0.553 0.9464 10000 0.778 0.9315 17 4000 100 2.57 0.6646 800 1000 3.04 0.5897 10000 100 3.61 0.5388 4000 1000 5.53 0.3829 800 0.304 0.94610 10000 1 0.777 0.92011 20 800 3.04 0.56712 4000 1000 5.53 0.35813 800 0.303 0.92614 10000 1 0.775 0.89915 25 800 3.03 0.55216 4000 1000 5.51 0.34817 800 0.303 0.92618 4000 1 0.550 0.91219 10000 0.774 0.89620 4000 100 2.55 0.62021 30 800 1000 3.03 0.54822 10000 100 3.59 0.49823 4000 1000 5.50 0.34424 800 0.301 0.93225 4000 1 0.547 0.91326 10000 0.769 0.89727 4000 100 2.54 0.62028 60 800 1000 3.01 0.54729 10000 100 3.57 0.49730 4000 1000 5.47 0.34731 100 4000 1000 5.45 0.34332 800 0.299 0.93333 4000 1 0.544 0.91534 10000 0.765 0.89835 150 4000 100 2.53 0.62836 800 1000 2.99 0.54937 10000 100 3.55 0.49638 4000 1000 5.44 0.34639 200 800 1 0.299 0.932Òàáëèöà 1. �åçóëüòàòû ðàñ÷¼òà ïàðàìåòðà Yae ïðè m = 1ìì, ρ∗2 = 4, b∗w = 16 . . . 20, x∗=02) Ïàðàìåòð x∗ ïðàêòè÷åñêè íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà Yae (òàáëèöà 2).3) Ïàðàìåòðû z è ρ2 îêàçûâàþò íåçíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà Yae, ïðè÷¼ì ÷èñ-ëî çóáüåâ ýòî âëèÿíèå îêàçûâàåò òîëüêî â äèàïàçîíå z = 17 . . . 30 (òàáëè-öû 1 è 3).



Äåéñòâèå ðàñïðåäåë¼ííîé íàãðóçêè íà ïðÿìîé ýâîëüâåíòíûé çóá 199� � z x∗ ρβ , ìì Ft, Í a∗H Yae1 1 0.554 0.9362 12 +0.4 4000 1000 5.54 0.3713 1 0.554 0.9324 14 +0.4 4000 1000 5.54 0.3665 17 +0.4 4000 1000 5.52 0.3656 10000 1 0.777 0.9027 -0.4 4000 1000 5.53 0.3328 25 10000 1 0.773 0.9149 +0.8 4000 1000 5.50 0.34810 1 0.551 0.91811 -0.6 1000 5.51 0.33012 30 4000 1 0.548 0.92613 +1.2 1000 5.48 0.33714 1 0.548 0.91615 -0.6 1000 5.48 0.32616 60 4000 1 0.546 0.91617 +1.2 1000 5.46 0.33318 1 0.544 0.91219 -0.6 1000 5.44 0.33420 150 40000 1 0.544 0.91421 +1.2 1000 5.44 0.33722 -0.6 0.299 0.92423 200 +1.2 800 1 0.299 0.927Òàáëèöà 2. �åçóëüòàòû ðàñ÷¼òà ïàðàìåòðà Yae ïðè m = 1ìì, ρ∗2 = 4, b∗w = 20, x∗ 6= 0� � ρ∗
2

z x∗ ρβ , ìì Ft, Í a∗H Yae1 12 +0.4 1000 5.75 0.3782 100 2.66 0.6683 17 0 5.75 0.3714 1 25 +0.8 5.74 0.3525 30 -0.4 5.74 0.3336 60 0 5.73 0.3477 12 +0.4 5.64 0.3768 17 0 5.63 0.3699 2 25 +0.8 4000 1000 5.61 0.35110 30 -0.4 5.62 0.33311 60 0 5.59 0.34712 12 +0.4 5.48 0.36413 17 0 5.47 0.35814 8 25 +0.8 5.41 0.33815 30 -0.4 5.44 0.32416 60 0 5.37 0.336Òàáëèöà 3. �åçóëüòàòû ðàñ÷¼òà ïàðàìåòðà Yae ïðè m = 1ìì, b∗w = 16 . . . 20 è ðàçëè÷íûõçíà÷åíèÿõ ρ∗2, îòëè÷íûõ îò çíà÷åíèÿ ρ∗2 = 4



200 Êîðîòêèí Â.È., Ñóõîâ Ä.Þ.Îáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëèëà âûâåñòè ñëåäóþùóþ ïðèáëè-æ¼ííóþ (òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ 4%) àïïðîêñèìàöèîííóþ �îðìóëó:
Yae = 1− 0.97(ρ∗α)

0.038

[
0.12(a∗H)2

1 + 0.21a∗H + 0.12(a∗H)2
+ 0.0031(z − 17)

]
, 17 6 z 6 30. (3)(Ïðè z < 17 ñëåäóåò â (3) ïîäñòàâëÿòü z = 17, à ïðè z > 30 � ïîäñòàâëÿòü z = 30).Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå ïðèâåäåííîãî îáú¼ìíîãî êîý��èöèåíòà YV ec�îðìû çóáà [1℄ íà ïàðàìåòð Yae, âû÷èñëÿåìûé ïî (3), äà¼ò âîçìîæíîñòü îöå-íèòü èçãèáíîå íàïðÿæåíèå (1) â êîðíå ïðÿìîãî áî÷êîîáðàçíîãî çóáà ñòàíäàðòíîãîýâîëüâåíòíîãî ïðî�èëÿ ïîä äåéñòâèåì ðàñïðåäåë¼ííîé íàãðóçêè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ � ãðàíòû 08-08-00873,10-08-00031 è ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îñ-ñèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò �Ï596).

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Êîðîòêèí Â.È., Êîëîñîâà Å.Ì., Ñóõîâ Ä.Þ. Êîý��èöèåíò �îðìû çóáà ïðè ðàñ÷¼òåíà èçëîìíóþ ïðî÷íîñòü öèëèíäðè÷åñêèõ ýâîëüâåíòíûõ çóá÷àòûõ êîë¼ñ, ðàáîòàþùèõâ óñëîâèÿõ ëîêàëüíîãî êîíòàêòà // Èçâ. âóçîâ. Ñåâ.-Êàâ. �åãèîí. Òåõíè÷åñêèå íàóêè.2009. � 5. Ñ. 78�84.[2℄ Êîðîòêèí Â.È., Êîëîñîâà Å.Ì., Ñóõîâ Ä.Þ. Ê ìîäåëèðîâàíèþ ÍÄÑ çóáüåâ ýâîëü-âåíòíûõ çóá÷àòûõ êîë¼ñ, íàõîäÿùèõñÿ â óñëîâèÿõ ëîêàëüíîãî êîíòàêòà // ÒðóäûÕIII Ìåæäóíàð. êîí�. ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû¿. Èçä-âîÞÔÓ. �îñòîâ í/Ä, 2009. Ò II. Ñ. 113�118.Korotkin V. I., Sukhov D.Yu. The a
tion of distributed load applied to spur barrel-shaped tooth of involute pro�le. During analysis of symmetri
 volumetri
 problem in ANSYSCAE system it was shown that prin
ipal in�uen
e to stress-strain state in the root of spurbarred-shaped tooth is made by longitudinal expansion of the 
onta
t area. The in�uen
e ofteeth number and s
aled prin
ipal pro�le 
urvature radius of mated surfa
es in the 
onta
tarea is low. The dependen
e for getting su
h in�uen
es' estimations is given.



CONTACT FATIGUE AND ROUGH SURFACESKudish I. I.Kettering University, Flint, MI, 48504, USASolution of a 
onta
t problem for a rough elasti
 half-plane is 
onsidered. Surfa
e roughnessis assumed to be small and sto
hasti
. A perturbation solution of the problem for relativelysmall roughness is proposed and 
onveniently expressed in terms of series in Chebyshevpolynomials. Mean distribution of pressure and mean size of the 
onta
t are obtainedanalyti
ally. A pitting model for rough surfa
es is 
onsidered based on a generalization ofan earlier proposed 
onta
t model with some sto
hasti
 parameters. An analyti
al formularelating fatigue life of rough and smooth surfa
es is obtained whi
h shows that fatigue life ofrough solids is shorter than of smooth ones. Moreover, the model shows that surfa
e roughness
hange subsurfa
e initiated fatigue just slightly while it 
an a�e
t surfa
e and near-surfa
einitiated fatigue signi�
antly.1. Introdu
tion. For rough 
onta
ts there are some analyti
al models whi
h arebased on spe
i�
 assumptions related to roughness topography and lo
al asperity
onta
ts [1℄, [2℄, adhesion e�e
ts [3℄, and some numeri
al studies [4℄. All these studies areeither too simplisti
 due to the assumptions used or too 
omplex due to the sto
hasti
nature of the numeri
al solutions involved and a

ount for adhesion. The goal of thepaper is to get an analyti
al des
ription of sto
hasti
 rough 
onta
ts and to determinewhat impa
t the geometry of small roughness has on 
onta
t fatigue of su
h surfa
es.The e�e
ts of asperity adhesion are negle
ted.Let us 
onsider a problem about 
onta
t fatigue of an elasti
 solid with roughsurfa
e without taking into a

ount the possible 
ompeting phenomena su
h as wearand near surfa
e fatigue damage. We will fo
us on the in�uen
e of surfa
e roughnesson subsurfa
e originated 
onta
t fatigue - pitting. Let us assume that a rigid paraboli
pun
h y = x2

2R
with radius R is 
y
li
ally normally indented with for
e P in a dry elasti
half-plane (with modulus E and Poisson's ration ν) bounded by a rough horizontal line.Adhesion of asperities is negle
ted. The roughness geometry is des
ribed by fun
tion

ϕ⋆(x). We will assume that the 
y
li
 
onta
t of the pun
h o

urs with the same area ofthe elasti
 solid so that roughness does not 
hange from one loading 
y
le to another.2. Conta
t Stresses in Rough Conta
ts. In most 
ases fri
tional stress in a
onta
t 
auses very small 
hanges in 
onta
t pressure. Therefore, we will assume thatfri
tional stress 
an be negle
ted in determining 
onta
t pressure. Also, it is assumedthat the applied load P is su�
iently large while the surfa
e roughness is small enoughto provide a 
ontinuous 
onta
t, i.e. q(x) > 0 for all a < x < b. That leads to thefollowing formulation of the 
onta
t problem
ϕ(x) + x2−b2

2R
+ 2

πE′

b∫
a

q(t) ln | b−t
x−t | dt = 0, q(a) = q(b) = 0,

b∫
a

q(t)dt = P, (1)where q(x) is the 
onta
t pressure, a and b are 
onta
t boundaries, E ′ = E
1−ν2 is thee�e
tive elasti
 modulus, and ϕ(x) = ϕ⋆(x) − ϕ⋆(b). In dimensionless variables

{x′, a′, b′} =
1

aH
{x, a, b}, q′ =

q

pH
, ωϕ′(x′) =

2R

a2
H

ϕ(x),



202 Kudish I. I.problem (1) the problem 
an be rewritten in the form (for simpli
ity primes are omitted)
ωϕ(x) + x2 − b2 + 2

π

b∫
a

q(t) ln | b−t
x−t | dt = 0, q(a) = q(b) = 0,

b∫
a

q(t)dt = π
2
, (2)where aH and pH are the Hertzian half-width and maximum pressure for a smooth
onta
t, ω is a dimensionless 
onstant representing the ratio of the 
hara
teristi
asperity height and material surfa
e displa
ement. To simplify problem analysis wewill introdu
e the substitution x = a+b

2
+ b−a

2
v, −1 ≤ v ≤ 1. The well-known exa
tsolution of problem (2) has the form

q(v) = b−a
2

√
1 − v2{1 + ω

2π
( 2
b−a)

2
1∫

−1

ϕ′(a+b
2

+ b−a
2
t)dt√

1−t2(t−v) }, (3)
ω

1∫
−1

ϕ′(a+b
2

+ b−a
2
t)dt√

1−t2 = π b
2−a2

2
, ω

1∫
−1

ϕ′(a+b
2

+ b−a
2
t)tdt√

1−t2 = π [ (b−a)
2

2
− 1]. (4)Obviously, in this solution parameters a and b depend on fun
tion ϕ′(y) in somenonlinear fashion. Therefore, it is di�
ult to extra
t any useful information from thissolution in 
ase of fun
tion ϕ′(v) dependent on some random variables.To do that let us analyze solution (3) and (4) for small roughness, i.e. in the 
aseof ω ≪ 1. Expressing the solution in the form of asymptoti
 power series in ω

a = −1 + ωa1 + ω2a2 + . . . , b = 1 + ωb1 + ω2b2 + . . . ,

q(v) =
√

1 − v2 + ωq1(v) + ω2q2(v) + . . . ,
(5)and substituting it in equations (3) and (4) after simple manipulations we obtainobvious formulas for a1, a2, q1(v), and q2(v).Let us 
onsider the 
ase of random roughness geometry ϕ′(v) and fo
us on themean 
hara
teristi
s of the 
onta
t intera
tion and 
onta
t fatigue. Suppose we havean in�nite set of independent random variables ξ = {ξ0, ξ1, . . . , ξk, . . .} with densitiesof distribution {h0(ξ0), g1(ξ1), . . ., hk(ξk), . . .}, respe
tively. The densities are su
h that

∞∫
−∞

hk(ξk)dξk = 1,
∞∫

−∞
ξkhk(ξk)dξk = 0, k = 0, 1, . . . . (6)Due to the independen
e of ξ = {ξ0, ξ1, . . . , ξk, . . .} its density of the distribution is

g(ξ) =
∞∏
k=1

hk(ξk). (7)Then the random roughness geometry ϕ′(v) 
an be represented as follows
ϕ′(v) =

∞∑
k=0

ξkTk(v), | v |≤ 1, (8)where Tk(v) are Chebyshev orthogonal polynomials of the �rst kind and
ξ0 = 1

π

1∫
−1

ϕ′(t)dt√
1−t2 , ξk = 2

π

1∫
−1

ϕ′(t)Tk(t)dt√
1−t2 , k > 0. (9)
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es 203Series (8) and its derivatives are 
onvergent if its 
oe�
ients ξk → 0 su�
iently fast.The above 
onditions guarantee that statisti
ally ϕ′(v) varies around y = 0, i.e. thesurfa
e of a smooth half-plane. Substituting expression (7) in formulas for a1, a2, q1(v),and q2(v) gives
a1 = ξ0

2
− ξ1

4
, b1 = ξ0

2
+ ξ1

4
, a2 = 1

8
(−ξ0ξ1 +

ξ21
4
) + ξ0

4π

∞∑
k=1

kξk
1∫

−1

(1−t)Uk−1(t)dt√
1−t2

+ ξ1
8π

∞∑
k=1

kξk
1∫

−1

t(1−t)Uk−1(t)dt√
1−t2 , b2 = −1

8
(ξ0ξ1 +

ξ21
4
) + ξ0

4π

∞∑
k=1

kξk
1∫

−1

(1+t)Uk−1(t)dt√
1−t2

+ ξ1
8π

∞∑
k=1

kξk
1∫

−1

t(1+t)Uk−1(t)dt√
1−t2 , q1(v) =

√
1 − v2{ξ1 + 1

2

∞∑
k=2

ξkUk−1(v)},

q2(v) =
√

1−v2
2

{b2 − a2 + ξ1
4
[−

∞∑
k=2

ξkUk−1(v) + 1
π

∞∑
k=2

kξk
1∫

−1

Uk−1(t)dt√
1−t2 ]

+ 1
2π

(ξ0 + ξ1
2
y)

∞∑
k=2

kξk
1∫

−1

Uk−1(t)dt√
1−t2(t−v)}.

(10)
Let us introdu
e a weighted average 〈f(ξ)〉 =

∞∫
−∞

g(ξ)f(ξ)dξ, where dξ = dξ0dξ1

. . . dξk . . . Then using formulas (6), (7), and (10), it is easy to obtain
〈a1〉 = 〈b1〉 = 〈q1(v)〉 = 0, 〈a2〉 = − 〈ξ21〉

32
, 〈b2〉 =

〈ξ21〉
32
, 〈q2(v)〉 =

〈ξ21〉
32

√
1 − v2. (11)Therefore, the statisti
ally averaged pressure and 
onta
t boundaries are

〈a〉 = −1 − ω2 〈ξ21〉
32

+ . . . , 〈b〉 = 1 + ω2 〈ξ21〉
32

+ . . . , 〈q(v)〉 = 〈b〉
√

1 − v2. (12)Formulas (12) show that statisti
ally the size of the 
onta
t region and pressure in arough 
onta
t are larger than in a smooth one.3. Sto
hasti
 Loading, Variable Loading Amplitude, Periodi
 LoadingRegimes and Conta
t Fatigue. Let us 
onsider a generalization of the earlierproposed 
onta
t fatigue model [5℄ on the 
ase of 
y
li
 
onta
ts with some sto
hasti

hara
teristi
s. The 
onta
t fatigue model from [5℄ uses the angle of fatigue 
ra
kpropagation α and the max
−∞<x<∞

k10, where k10 is the value proportional to the normalstress intensity fa
tor k1 at the tip of a fatigue 
ra
k, k10 = k1/
√
l (l is fatigue 
ra
khalf-length).Let us 
onsider an extension of 
onta
t fatigue model from [5℄ on a periodi
 
y
li
regime of loading with 
ontinuous variation of the amplitude of the maximum 
onta
tpressure. In pra
ti
al 
ases the period of loading N0 is negligibly small in 
omparisonwith the number of 
y
les over whi
h the survival probability P (N) 
hanges noti
eably.Therefore, with su�
ient for pra
ti
e pre
ision we 
an introdu
e averaging over ablo
k/period of loading. Let us 
onsider the 
ase of a sto
hasti
 
onta
t pressuredistribution qξ(x) with the probabilisti
 density of distribution g(ξ) whi
h 
hanges fromone loading 
y
le to another. Then the equations for the averaged dire
tion of 
ra
kpropagation and α and stress intensity fa
tor Mk10 
an be determined as follows [5℄

∞∫
−∞

k2(ξ, α)g(ξ)dξ = 0, Mk10 = {
∞∫

−∞
kn10(ξ)g(ξ)dξ}1/n, (13)



204 Kudish I. I.where k10(ξ) and k2(ξ, α) are the values of 
oe�
ients k10 and k2 for q(x) = qξ(x).After that the survival probability P (N) is determined based on the earlier derivedformulas [5℄ and angle α obtained from the solution of the �rst equation in (13) and
k10 repla
ed by Mk10 from (13).Fatigue life (number of 
y
les to failure) N with probability of survival P∗ is [5℄

N = {(n
2
− 1)g0 max

−∞<x<∞, y<0
Mkn10}−1{exp[(1 − n

2
)(ln µ2√

µ2+σ2

+
√

2
√

ln [1 + (σ
µ
)2]erf−1(2P∗ − 1))]},

(14)where g0 and n are the fatigue parameters involved in Paris's equation for fatigue 
ra
kgrowth [5℄, µ and σ are the mean half-length and standard deviation of the 
ra
ks inthe initial 
ra
k distribution, respe
tively, erf−1(x) is the inverse fun
tion to the errorintegral erf(x). Here it is assumed that initially the material is free of damage.4. Modeling Conta
t Fatigue in Rough Conta
ts. To 
onsider subsurfa
eoriginated fatigue in the 
ase of rough surfa
es we will follow the approa
h presentedin the pre
eding se
tion and, more spe
i�
ally, formulas (13) designed for dealing withstatisti
ally distributed parameters of a loaded 
onta
t. We will assume that wear andother surfa
e and near surfa
e fatigue phenomena (su
h as shallow �aking et
.) ofrough surfa
es do not o

ur or small enough and 
an be negle
ted. In other words, wewill be 
on
erned only with subsurfa
e originated pitting. To solve our fatigue problemfor a rough 
onta
t we need the angle 〈α〉 of fatigue 
ra
k propagation and the valueproportional to the stress intensity fa
tor Mk10 (see formulas (13)).First, let us determine the angle 〈α〉 of fatigue 
ra
k propagation. We will sear
hfor angle 〈α〉
〈α〉 = α0 + ω〈α〉1 + ω2〈α〉2 + . . . , ω ≪ 1, (15)from solution of the �rst equation in (13). Here α0 is the 
ra
k propagation angleobtained for smooth surfa
es whi
h is 
al
ulated a

ording to the formula [5℄ tan 2α0 =

−2y
1∫

−1

(t−x)T2(t, x, y)dt/{π2q0+
1∫

−1

[(t−x)2−y2]T2(t, x, y)dt}, T2(t, x, y) = yq(t)+(t−x)τ(t)
[(t−x)2+y2]2

,while 〈α〉1 and 〈α〉2 are 
orre
tion terms whi
h have to be determined (q0 is the residualstress). To 
al
ulate 〈k2〉 we �rst expand k2 in the Taylor formula. Then, substitutingthe expressions for a, b, q, and α = 〈α〉 from (5)�(10), (15) as well as using the fa
t that
〈a1〉 = 〈b1〉 = 〈q1〉 = 0 and 〈( b1−a1

2
)2〉 =

〈ξ21〉
16
, 〈 b2−a2

2
〉 =

〈ξ21〉
32
, 〈 b1−a1

2
q1〉 = 3〈ξ1〉2

16

√
1 − v2we obtain 〈α〉1 = 0 and 〈α〉2 = − 1

32

〈ξ21〉
∂k2
∂α

|ω=0

{
∂k2
∂ b−a

2

|ω=0 + ∂2k2

∂ b−a
2

2 |ω=0 +[∂k2
∂q

|ω=0

+6 ∂2k2
∂ b−a

2
∂q

|ω=0]
√

1 − v2
}. Using the expansion of k10 in ω and the binomial expansionfor α = 〈α〉, we �nd the value of Mk10 whi
h represents a repla
ement of k10 in asto
hasti
 
ase

Mk10 = (〈kn10〉)1/n = k10(x, y) |ω=0 [1 + ω2ψ(x, y)], (16)where the expression for fun
tion ψ(x, y) is obvious from previous formulas. Moreover,fun
tion ψ(x, y) as well as its derivatives are of the order of unity for ω ≪ 1. The restof fatigue modeling is done in a

ordan
e with [5℄.
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t Fatigue and Rough Surfa
es 205Finally, let us analyze the shift in the material point where fatigue damage o

ursdue to the surfa
e roughness. Assuming that for smooth surfa
es the point of fatiguedamage (x0, y0) is lo
ated beneath the material surfa
e, it 
an be shown that for asurfa
e with small roughness (ω ≪ 1) the point of fatigue damage shifts only by adistan
e of the order of ω2 ≪ 1.Let us 
onsider an example when ϕ′(v) =
∞∑
k=2

ξkTk(v), | v |≤ 1. Then ξ1 = 〈ξ2
1〉 = 0,

〈α〉 = α0+o(ω2), andMk10 = k10 |ω=0 {1+ω2n−1
8

∞∑
k=2

〈ξ2
k〉(∂k10∂q

|ω=0

√
1 − v2Uk−1(v))

2}+
o(ω2), ω ≪ 1. Finally, substituting max

−∞<x<∞, y<0
Mkn10 in (14) we obtain the formula

NR = N0

1+ω2 n(n−1)
8

∞∑
k=2

〈ξ2
k
〉(∂k10

∂q
|ω=0

√
1−v2Uk−1(v))2+...for the number of loading 
y
les NR of a solid with rough surfa
e until fatigue failurewhi
h 
orresponds to the given probability of survival P∗. Here N0 is the number ofloading 
y
les N0 of a smooth solid until fatigue failure with the same probabilityof survival [5℄, the value of the denominator is 
al
ulated at the point at whi
h

max
−∞<x<∞, y<0

Mkn10 is attained. Therefore, we 
an 
on
lude that 
onta
t fatigue lifeof rough surfa
es is slightly smaller than the one for smooth ones.Therefore, small surfa
e roughness has little e�e
t on subsurfa
e originated 
onta
tfatigue. Lo
al stresses 
aused by the dire
t intera
tion of asperities may be high inthe vi
inity of the solid surfa
e but vanish fast as a point moves away from the solidsurfa
e. Therefore, surfa
e roughness may have a signi�
ant e�e
t only on surfa
e andnear surfa
e originated fatigue su
h as wear and shallow �aking.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Greenwood J. A., Tripp J.H. The Elasti
 Conta
t of Rough Spheres // ASME J. of Appl.Me
h., 1967. Vol.34, pp. 153�160.[2℄ Ciavarella M., Demelio G., Barber J.R., Yong Hoon Jang Linear Elasti
 Conta
t of theWeierstrass Pro�le // Pro
. R. So
. Lond., Ser. A. 2000. Vol.456, pp. 387�405.[3℄ Johnson K. L., Kendall K., Roberts A.D. Surfa
e Energy and the Conta
t of Elasti
Solids // Pro
. R. So
. Lond., Ser. A. 1971. Vol.324, pp. 301�313.[4℄ Kalker J. J. Three-Dimensional Elasti
 Bodies in Rolling Conta
t. Solid Me
hani
s andIts Appli
ations. 1990. Vol.2. Kluwer A
ademi
 Publisher.[5℄ Kudish I. I. A New Statisti
al Model of Conta
t Fatigue. 2000. STLE Trib. Trans. Vol.43,pp. 711�721.[6℄ Kudish I. I. Conta
t Problem of the Theory of Elasti
ity for Pre-Stressed Bodies withCra
ks. 1987. J. Appl. Me
h. and Te
hn. Phys. Vol.28, pp. 144�152.Êóäèø È.È. Êîíòàêòíàÿ óñòàëîñòü è øåðîõîâàòûå ïîâåðõíîñòè. �àññìîòðåíàêîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ ñòîõàñòè÷åñêè øåðîõîâàòîé óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè. Äëÿ ìàëîéøåðîõîâàòîñòè ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ è ðàçìåðà êîí-òàêòà. Ýòè ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíû äëÿ àíàëèçà óñòàëîñòíîé äîëãîâå÷íîñòè øåðîõîâàòîéè ãëàäêîé ïîâåðõíîñòåé.



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÒÓ�ÁÓËÅÍÒÍÛÕÏÎÒÎÊÎÂ ÑÆÈÌÀÅÌÛÕ Ñ�ÅÄËèïàíîâ À.Ì.Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè ÓðÎ �ÀÍ, ÈæåâñêÎïèñûâàåòñÿ ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãèäðîìåõàíèêè äëÿ ñæèìàåìûõñðåä. �àññìàòðèâàþòñÿ ëàìèíàðíûå è òóðáóëåíòíûå ïîòîêè â îäíîñâÿçíûõ è ìíîãîñâÿç-íûõ îáëàñòÿõ. Ïîêàçàíî, êàê óïîðÿäî÷åííîå ëàìèíàðíîå òå÷åíèå ñòàíîâèòñÿ íåñòàöèî-íàðíûì è íåóïîðÿäî÷åííûì, ïðåâðàùàÿñü â òóðáóëåíòíîå. Âûÿâëåíî, ÷òî ãåîìåòðè÷å-ñêèå ïàðàìåòðû îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ñèëüíî âëèÿþò íà ëàìèíàðíî-òóðáóëåíòíûéïåðåõîä.1. Ââåäåíèå. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ëàìèíàðíûå ïîòîêè ïî ñðàâíåíèþ ñ òóð-áóëåíòíûìè íàèáîëåå èçó÷åíû è ýêñïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè, òåì íå ìå-íåå, ïîäðîáíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé îñîáåííî äëÿ ñæèìàåìûõ ñðåä íåïðîâîäèëîñü. Õàðàêòåð òå÷åíèÿ ñèëüíî âëèÿåò íà ðàáîòîñïîñîáíîñòü òåõíè÷åñêèõñèñòåì è óñòðîéñòâ. Ïðîöåññ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è ïåðåõîä ê òóðáóëåíòíîìó òå-÷åíèþ ïðîèñõîäèò ïðàêòè÷åñêè ñêà÷êîîáðàçíî, ñëåäîâàòåëüíî, âàæíî çíàíèå òåõïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ýòîò ïåðåõîä. Çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåä-ñòàâëÿåò òåîðåòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà �åéíîëüäñà ïåðåõîäà îòëàìèíàðíîãî äâèæåíèÿ ê òóðáóëåíòíîìó, ÷òî ïîçâîëèò îòêàçàòüñÿ îò çàòðàòíîãî�èçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.Òàê êàê â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòðàòè�èöèðîâàííûå îòðûâíûå òå÷åíèÿ ñêðóïíîìàñøòàáíûìè âèõðåâûìè ñòðóêòóðàìè, ïîä ëàìèíàðíî-òóðáóëåíòíûì ïå-ðåõîäîì áóäåì ïîíèìàòü ïåðåõîä îò óïîðÿäî÷åííîãî äâóìåðíîãî äâèæåíèÿ ê íåñòà-öèîíàðíîìó íåóïîðÿäî÷åííîìó òðåõìåðíîìó òå÷åíèþ.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î äîçâóêîâîì ïðîòåêàíèèâÿçêîãî ñæèìàåìîãî ãàçà ÷åðåç îáúåì, èìåþùèé �îðìó ïàðàëëåëåïèïåäà. Åñëèçàäà÷à ðåøàëàñü â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè, òî îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿëàñîáîé ïðÿìîóãîëüíûé êàíàë ñ íåïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè ñ ðåçêèì ðàñøèðåíèåìíà âõîäå (ðèñ. 1). Ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè â îáúåì äîáàâëÿëàñü

�èñ. 1. Îáúåì èíòåãðèðîâàíèÿ: a � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, b � ìíîãîñâÿçíàÿ îáëàñòü.



Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ ñæèìàåìûõ ñðåä 207óïàêîâêà øàðîâ, ñòåíêè ñ÷èòàëèñü ïåð�îðèðîâàííûìè, âõîä è âûõîä ãàçà îñó-ùåñòâëÿëèñü ÷åðåç îòâåðñòèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíÿõ. Ïðèìåð ìíîãîñâÿçíîéîáëàñòè ïîêàçàí íà ðèñ. 1.�åøàëàñü ñèñòåìà òðåõìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéãèäðîìåõàíèêè, çàïèñàííàÿ â áåçðàçìåðíîì âèäå [1℄.
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.Óðàâíåíèÿ (1)�(5) ñîäåðæàò áåçðàçìåðíûå êîìïëåêñû: Re = ρUh/µ � ÷èñ-ëî �åéíîëüäñà, M = U/c � ÷èñëî Ìàõà, Pr = CPµ/λ � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ;

c = (kP/ρ)1/2 � ñêîðîñòü çâóêà, k = CP/CV � îòíîøåíèå òåïëîåìêîñòåé. Çäåñü
h � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá äëèíû (âûñîòà âäóâà äëÿ êàíàëà ñ âíåçàïíûì ðàñ-øèðåíèåì, ðàâíàÿ âûñîòàì îáðàòíûõ ñòóïåíåê, èëè äèàìåòð âõîäíîãî îòâåðñòèÿäëÿ ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè), µ, λ � êîý��èöèåíòû âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè,ïðèíèìàëèñü ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè. ×èñëî Ìàõà áðàëîñü ðàâíûì 0.6, à ÷èñëîÏðàíäòëÿ � 0.7, îòíîøåíèå òåïëîåìêîñòåé � 1.4. Íà îáòåêàåìûõ ïîâåðõíîñòÿõçàäàâàëèñü óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ è íåïðîòåêàíèÿ. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âõîäå èâûõîäå çàäàâàëèñü ñîãëàñíî [2℄. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàâàëèñü óñëîâèÿïîêîÿ, çàòåì ðàññ÷èòûâàëîñü âòîðè÷íîå òå÷åíèå.3. Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðè ðàññìîòðåíèè îäíîñâÿçíîé îáëàñòè óðàâ-íåíèÿ ãèäðîìåõàíèêè ðåøàëèñü â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íà ðàâíîìåðíîéïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå. Ñëîæíàÿ ìíîãîñâÿçíàÿ îáëàñòü äåëèëàñü íà íåêîòîðîå êîëè-÷åñòâî áîëåå ïðîñòûõ ïîäîáëàñòåé. Â êàæäîé ïîäîáëàñòè ââîäèëèñü ñîáñòâåííûåëîêàëüíûå äåêàðòîâû è êðèâîëèíåéíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòîðûõ �îðìóëè-ðîâàëàñü ñèñòåìà óðàâíåíèé ãèäðîìåõàíèêè, ïðèâåä¼ííàÿ âûøå. Äàëåå ñèñòåìàðåøàëàñü ÷èñëåííî âî âñåõ ïîäîáëàñòÿõ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ [3℄.Èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè îñóùåñòâëÿëîñü ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè 
èñïîëüçîâàíèåì èäåè Ëàêñà�Âåíäðî��à ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷àþùåãîñÿ ðåøå-íèÿ â ðÿä Òåéëîðà. Òàêèì îáðàçîì, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò íàõîäèëàñüðåêóððåíòíî ÷åðåç ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ.Ïðîèçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâó âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ íàõîäèëèñü ñ âîñüìûìïîðÿäêîì òî÷íîñòè ìåòîäîì öåíòðàëüíûõ ðàçíîñòåé íà äåâÿòèòî÷å÷íîì øàáëîíå.Â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâó òàêæå ðàññ÷èòûâà-ëèñü ñ âûñîêèì (âîñüìûì) ïîðÿäêîì ñ ïîìîùüþ îäíîñòîðîííèõ àïïðîêñèìàöèé,äëÿ ñîõðàíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà âû÷èñëèòåëüíûé øàáëîí ðàñøèðÿëñÿ.4. Àíàëèç ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ. �àññìîòðèì òå÷åíèå â êàíàëå, êîãäàðàññòîÿíèå ìåæäó áîêîâûìè ñòåíêàìè â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòû z ðàâíî âûñî-òå çàçîðà ïî y (ðèñ. 2). Ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè è ïåðåõîä êíåñòàöèîíàðíîìó íåóïîðÿäî÷åííîìó òóðáóëåíòíîìó òå÷åíèþ ïðîèñõîäèò ïðè ÷èñ-ëå �åéíîëüäñà Re∗ èç äèàïàçîíà îò 1500 äî 1600.Äàëåå, ðàññìîòðèì òå÷åíèå â êàíàëå ñ áîêîâûìè ñòåíêàìè íà ðàññòîÿíèè òðåõåäèíèö äðóã îò äðóãà. Âëèÿíèå âÿçêèõ ñèë, îáóñëîâëåííûõ íàëè÷èåì ñòåíîê,íåñêîëüêî îñëàáåâàåò, ïîýòîìó íåñòàöèîíàðíûå òðåõìåðíûå ïðîöåññû èìåþò ìåñòîïðè áîëåå íèçêèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà. Ýòî âèäíî èç äàííûõ ðèñ. 3 , óïîðÿäî÷åííîåòå÷åíèå ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Z = 0 ïðè ÷èñëå Re = 500 ñòàíî-âèòñÿ òðåõìåðíûì òóðáóëåíòíûì ïðè Re = 600. Ñèììåòðèÿ íàðóøàåòñÿ â íèæíåé÷àñòè êàíàëà íà ðàññòîÿíèè x ≈ 8, ðàçðóøàåòñÿ íèæíÿÿ îòðûâíàÿ çîíà. Äàëåå ïîïîòîêó òðåõìåðíûìè íåñòàöèîíàðíûìè ñòðóêòóðàìè çàïîëíÿåòñÿ âåñü êàíàë.�ëàâíîå ÷èñëî Re îïðåäåëÿåòñÿ ïî íåèçìåííîé âåëè÷èíå ðàññòîÿíèÿ ìåæäóîáðàòíûìè ñòóïåíüêàìè h, îäíàêî, âòîðîé ëèíåéíûé ðàçìåð òàêæå ñêàçûâàåòñÿ íà
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�èñ. 2. Òå÷åíèå â ïðÿìîóãîëüíîì êàíàëå (âåêòîðû ñêîðîñòè â ïðîäîëüíîì ñå÷åíèè),
Hz = 0.5: a � Re = 1200, b � Re = 1500, 
 � Re = 1600

�èñ. 3. Òå÷åíèå â ïðÿìîóãîëüíîì êàíàëå (âåêòîðû ñêîðîñòè â ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèÿõ),
Hz = 1.5: a � Re = 500, b � Re = 600õàðàêòåðå ðåæèìà òå÷åíèÿ. �îñò ÷èñëà Re, ñîîòâåòñòâóþùåãî âòîðîìó ëèíåéíîìóðàçìåðó âõîäíîãî çàçîðà, èíòåíñè�èöèðóåò íåñòàöèîíàðíûå âèõðåâûå ïðîöåññû.Ìíîãîñâÿçíàÿ îáëàñòü (ïàðàëëåëåïèïåä óïàêîâàííûé ñ�åðàìè) ïðîäóâàëàñüâÿçêèì ãàçîì ïðè ÷èñëàõ �åéíîëüäñà îò 100 äî 500. Óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè êîëè-÷åñòâî ñ�åð áûëî íå áîëüøå òðåõ, òî ñ ðîñòîì ÷èñëà �åéíîëüäñà ñòàöèîíàðíîåòå÷åíèå ñìåíÿëîñü íåñòàöèîíàðíûì. Ñòàöèîíàðíàÿ ñòðóÿ, îáðàçóþùàÿ êóïîë ïðèîáòåêàíèè ñ�åð, ñ ïîâûøåíèåì ÷èñëà �åéíîëüäñà íà÷èíàåò êîëåáàòüñÿ, óñëîæíÿ-åòñÿ �îðìà êîíòóðà, îáðàçóþùåãîñÿ ïðè îáòåêàíèè. Ñòàöèîíàðíûå îòðûâíûå çîíûäðîáÿòñÿ íà áîëåå ìåëêèå ïåðèîäè÷åñêè ñëèâàþùèåñÿ âèõðè. Îäíàêî, åñëè èìååìïëîòíóþ óïàêîâêó îáòåêàåìûõ òåë (êîëè÷åñòâî ñ�åð ÷åòûðå è áîëåå), ñòàöèîíàð-íîå òå÷åíèå íàáëþäàåòñÿ è ïðè ÷èñëå �åéíîëüäñà, ðàâíîì 500. Â ìíîãîñâÿçíîéîáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ íà 70% çàïîëíåííîé îáòåêàåìûìè òåëàìè ïðè óìåðåí-íûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà ðåàëèçîâûâàëîñü òîëüêî ëàìèíàðíîå îòðûâíîå òå÷åíèå.Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïåðèîä óñòàíîâëåíèÿ, îäíàêî, çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàåò. Êàð-



210 Ëèïàíîâ À.Ì.òèíà òå÷åíèÿ â ïðîäîëüíîé ïëîñêîñòè ñèììåòðèè ìíîãîñâÿçíîãî îáúåìà ïîêàçàíàíà ðèñ. 4.
�èñ. 4. Òå÷åíèå â ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè (âåêòîðû ñêîðîñòè â öåíòðàëüíîì ïðîäîëüíîìñå÷åíèè), Re = 5004. Çàêëþ÷åíèå. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íà õàðàêòåð ñòðàòè�èöèðîâàííîãî îòðûâ-íîãî òå÷åíèÿ âëèÿåò íå òîëüêî ÷èñëî �åéíîëüäñà, íî è êðóïíîìàñøòàáíûå ïàðà-ìåòðû (íàïðèìåð, îòíîøåíèå äëèí ñòîðîí êàíàëà). Áëèçêîðàñïîëîæåííûå îáòåêà-åìûå ïîâåðõíîñòè óñèëèâàþò äåéñòâèå âÿçêèõ �àêòîðîâ, à ðîñò ÷èñëà �åéíîëüäñàè ðàçìåðîâ âäóâà èíòåíñè�èöèðóåò íåñòàöèîíàðíûå òðåõìåðíûå ïðîöåññû. Ïðîâå-äåííûå èññëåäîâàíèÿ âàæíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ è ïðåäñêàçàíèÿ ïàðà-ìåòðîâ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì, ñâÿçàííûõ ñ âèõðåâûìè òå÷åíèÿìè ñæèìàåìûõ ñðåäè òóðáóëåíòíîñòüþ.

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ñåäîâ Ë.È. Ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû. Ì.: Íàóêà, 1970.[2℄ Ëèïàíîâ À.Ì., Êèñàðîâ Þ.Ô., Êëþ÷íèêîâ È. �. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò â êëàñ-ñè÷åñêîé ãèäðîìåõàíèêå òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ. Åêàòåðèíáóðã: Èçä-âî ÓðÎ �ÀÍ,2001. 162 ñ.[3℄ Ëèïàíîâ À.Ì. Ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãèäðîìåõàíèêè â ìíîãîñâÿç-íûõ îáëàñòÿõ (ïåðâîå ñîîáùåíèå) // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. 2006. � 12.Ñ. 3�18.Lipanov A.M. Theoreti
al investigation of turbulent �ows of 
ompressible medium. Thepresent paper des
ribes a method for numeri
al solution of hydrome
hani
s equations for
ompressible media. Laminar and turbulent �ows in simply 
onne
ted and multiply 
onne
tedregions are 
onsidered. It is shown how an ordered laminar �ow be
omes a non-stationary anddisordered �ow turning into a turbulent one. It has been found that the integration-domaingeometri
al parameters strongly in�uen
e the laminar-turbulent transition.
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∗ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷à ÞÔÓ,�îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-Äîíó
∗∗∗Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÈññëåäóþòñÿ ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ìíîãîýëåêòðîäíîé ñèñòåìû ñ ïðåäâàðèòåëüíîíàïðÿæåííîé ýëåêòðîóïðóãîé ñðåäîé. Ñèñòåìà ýëåêòðîäîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî îä-íîïîëÿðíóþ (íàêîðîòêî ñîåäèíåíû âñå ýëåêòðîäû), ëèáî äâóïîëÿðíóþ (ýëåêòðîäû îä-íîãî çíàêà ÷åðåäóþòñÿ ñ ýëåêòðîäàìè äðóãîãî çíàêà) ñòðóêòóðó èç ïîëîñîâûõ ýëåêòðî-äîâ, âåñîì è æåñòêîñòüþ êîòîðûõ ïðåíåáðåãàåì. Ñðåäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïüåçîàêòèâ-íîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, âûïîëíåííîå èç ìàòåðèàëà ãåêñàãîíàëüíîé ñèíãîíèè êëàññà 6mm,íà÷àëüíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â ñðåäå âûçâàíî äåéñòâèåì ìåõàíè÷åñêèõ �àêòîðîâ.Ïðîâåäåíî äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ íà÷àëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé íàðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè äëÿ îäíîïîëÿðíîé è äâóïîëÿðíîé ñèñòåìû èç3-õ, 5-òè, 7-ìè è 9-òè ýëåêòðîäîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåð âëèÿíèÿ íà÷àëüíûõ íàïðÿæå-íèé íå çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ýëåêòðîäîâ, íî ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âèäà íà÷àëüíîãîíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Íàèáîëåå ñèëüíîå âëèÿíèå íà ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîé èí-äóêöèè îêàçûâàåò òðåõîñíîå è äâóõîñíîå íàïðÿæåíèå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðåäñòàâëåíûãðà�èêè äëÿ îäíîïîëÿðíîé ñèñòåìû 5-òè è 9-òè ýëåêòðîäîâ.�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè ñèñòåìû ýëåêòðîäîâ ñ ïðåäíàïðÿ-æåííîé ýëåêòðîóïðóãîé ñðåäîé. Ñèñòåìà ýëåêòðîäîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî îä-íîïîëÿðíóþ (íàêîðîòêî ñîåäèíåíû âñå ýëåêòðîäû), ëèáî äâóïîëÿðíóþ (ýëåêòðîäûîäíîãî çíàêà ÷åðåäóþòñÿ ñ ýëåêòðîäàìè äðóãîãî çíàêà) ñòðóêòóðó èç ïîëîñîâûõýëåêòðîäîâ, âåñîì è æåñòêîñòüþ êîòîðûõ ïðåíåáðåãàåì. Ñðåäà ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé ïüåçîàêòèâíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, âûïîëíåííîå èç ìàòåðèàëà ãåêñàãîíàëüíîéñèíãîíèè êëàññà 6mm, íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ â ñðåäå âûçâàíû äåéñòâèåì ìåõà-íè÷åñêèõ �àêòîðîâ. Êðàåâàÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííîãîýëåêòðîóïðóãîãî òåëà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé [2℄

∇ · Θ = ρü, ∇ · D = 0 (1)ãäå ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû; u � ðàñøèðåííûé âåêòîð ñìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäû; Θ �ëèíåàðèçîâàííûé òåíçîð íàïðÿæåíèé, D � ëèíåàðèçîâàííûé âåêòîð èíäóêöèèýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ýëåêòðîóïðóãîé ñðåäû, êîìïîíåíòû êîòîðîãî îïèñûâàþòñÿ�îðìóëàìè [2℄:
Θij = C∗

ijkl

∂uk
∂xl

+ e∗ijk
∂ϕ

∂xi
(2)

Di = e∗ijk
∂uj
∂xk

− ε∗ij
∂ϕ

∂xj
(3)



212 Ëûæîâ Â.À., Òóêîäîâà Î.Ì., Âîðîâè÷ Å.È.Çäåñü ϕ � ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, C∗
ijkl, e∗ijk è ε∗ij � ñîîòâåòñòâåííî óïðó-ãèå, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå è äèýëåêòðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû ìàòåðèàëà â íà÷àëüíî-äå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, êîòîðûå çàâèñÿò îò âèäà è âåëè÷èíû íà÷àëüíûõ íà-ïðÿæåíèé; ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòåðèàë ñðåäû ïîäâåðæåí äåéñòâèþ îäíîðîäíîé íà-÷àëüíîé äå�îðìàöèè ñ îòíîñèòåëüíûìè óäëèíåíèÿìè âîëîêîí δi âäîëü êîîðäè-íàòíûõ îñåé xi. Â ýòîì ñëó÷àå êîìïîíåíòû òåíçîðà äå�îðìàöèè S â íà÷àëüíî-äå�îðìèðîâàííîé êîí�èãóðàöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ �îðìóëîé

Sij =
1

2
δij(ν

2
i − 1) (4)ãäå νi = 1 + δi. Òîãäà êîý��èöèåíòû C∗

ijkl, e∗ijk è ε∗ij îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè
C∗
lksp = Plpδks + νkνsClksp, e∗lsp = νselsp, ε∗lp = ε0ν1ν2ν3ν

−2
l δlp + εlp (5)Çäåñü Plp � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé â ÍÄÑ, δlp � ñèìâîë Êðîíåêåðà.Ïðè óêàçàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ, íåîáõîäèìûå äëÿ ðàñ÷åòà êîý��èöèåíòîââ ÍÄÑ ïàðàìåòðû Plp ìîæíî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìûóðàâíåíèé:

Plp = CqjlpSqj − ejlpWj (6)
dk = eklmSlm + (ε0ν1ν2ν3ν

−2
n δnk + εnk) Wnãäå Wj � êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ÍÄÑ.Çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè ñèñòåìû N ýëåêòðîäîâ, íàêîðîòêî ñîåäèíåííûõ ìåæ-äó ñîáîé, ñ ïîâåðõíîñòüþ ïüåçîàêòèâíîé ñðåäû â ñëó÷àå, êîãäà ê ýëåêòðîäàì ïðè-ëîæåí ïîòåíöèàë ϕ0, ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

ϕ0 =
1

2π

N∑

m=1

∫

Γ

K32(α, x2, ω)D2m(α) e−iα x1dα

D2m(α) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà ïîä ýëåêòðîäîìñ íîìåðîì m. Âèä �óíêöèè K32(α, x2, ω) ìîæíî íàéòè â [1℄. Äëÿ ðåøåíèÿ èíòå-ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðåäëîæåííûé â [1℄ ìåòîä ðåøåíèÿ èíòåãðàëü-íûõ óðàâíåíèé, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü ðåøåíèÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ó÷èòûâàþ-ùèå äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû, â òîì ÷èñëå íàëè÷èå íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé.Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü øèðîêèé ñïåêòð èññëåäîâàíèé âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ òè-ïîâ ÍÄÑ íà ýëåêòðîäíóþ ñèñòåìó. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 1 è 2 ïðèâåäåíûãðà�èêè ðàñ÷åòîâ âåùåñòâåííîé (ñïëîøíûå ëèíèè) è ìíèìîé (ïóíêòèðíûå ëèíèè)ñîñòàâëÿþùèõ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà
g (x1) =

∫

∑
Ωk

D2m (α) e−iαx1dαäëÿ 5-òè è 9-òè ýëåêòðîäîâ äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà, âûïîëíåííîãî èç ZnO.Íà ðèñ. 3 è 4 ïðèâåäåíû ãðà�èêè èëëþñòðèðóþùèå âëèÿíèå îäíîîñíîéíà÷àëüíîé äå�îðìàöèè âäîëü îñè x1 (ν1 = 1.03) íà ðàñïðåäåëåíèå ïëîò-íîñòè çàðÿäà. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè Re τ (x1) è Im τ (x1),
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x1 �èñ. 1. �àñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà äëÿ ñèñòåìû 5-òè ýëåêòðîäîâ.
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x1 �èñ. 2. �àñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà äëÿ ñèñòåìû 9-òè ýëåêòðîäîâ.
τ (x1) = (gσ (x1) − g0 (x1)) · 106, ãäå gσ (x1) è g0 (x1) � ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòèçàðÿäà â íàïðÿæåííîì è åñòåñòâåííîì ñîñòîÿíèÿõ, ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñ. 4 �ãðà�èêè Re η (x1) è Im η (x1)

(
η (x1) = gσ(x1)−g0(x1)

| g0(x1) |

). Êàê è ðàíåå, ïóíêòèðíûåëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ìíèìûì, ñïëîøíûå ëèíèè � âåùåñòâåííûì ñîñòàâëÿþùèìïðèâåäåííûõ âåëè÷èí.Êàê ñëåäóåò èç ãðà�èêîâ, âëèÿíèå íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé íîñèò ñëîæíûé õà-ðàêòåð, çàâèñÿùèé îò âèäà è âåëè÷èíû íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé. Íåîáõîäèìî îò-ìåòèòü, ÷òî èçìåíåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà ïîä êàæäûì ýëåêòðîäîì ñóùåñòâåííîðàçëè÷àåòñÿ. Ïðè ýòîì íàèáîëåå çíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå ïðîèñõîäèò íà êðàéíèõýëåêòðîäàõ, â òî âðåìÿ êàê íà âíóòðåííèõ ýëåêòðîäàõ èçìåíåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäàíåñêîëüêî ìåíüøå, íî õàðàêòåð ýòîãî èçìåíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì.
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x1 �èñ. 3. Âëèÿíèå íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé íà ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà äëÿ ñèñòåìû9-òè ýëåêòðîäîâ.
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x1 �èñ. 4. Âëèÿíèå íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé íà ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà äëÿ ñèñòåìû9-òè ýëåêòðîäîâ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (09-01-00695, 09-08-01065,09-08-96527-þã), Ïðåçèäèóìà �ÀÍ (íàïðàâëåíèå � 12 ïðîãðàììû � 4Ï �ÀÍ, ïðî-ãðàììû � 11Ï �ÀÍ). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áèðþêîâ Ñ.Â., �óëÿåâ Þ.Â., Êðûëîâ Â.Â., Ïëåññêèé Â.Ï. Ïîâåðõíîñòíûå àêóñòè-÷åñêèå âîëíû â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ. Ì.: Íàóêà, 1991. 416 ñ.[2℄ Êàëèí÷óê Â.Â., Áåëÿíêîâà Ò.È. Äèíàìè÷åñêèå êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ ïðåäâàðè-òåëüíî íàïðÿæåííûõ ýëåêòðîóïðóãèõ òåë. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2006. 272 
.[3℄ Êàëèí÷óê Â.Â., Áåëÿíêîâà Ò.È. Äèíàìè÷åñêèå êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ ïðåäâàðè-òåëüíî íàïðÿæåííûõ ïîëóîãðàíè÷åííûõ ñðåä. Ì. Ôèçìàòëèò, 2002. 240 
.[4℄ Liu H., Kuang Z.B., Cai Z.M. Propagation of Bleustein�Gulyaev waves in a prestressedlayered piezoele
tri
 stru
ture // Ultrasoni
s. V. 41. N. 5. 2003. pp. 397�405.[5℄ Cho Y., Yamanou
hi K. Nonlinear, elasti
, piezoele
tri
, ele
trostri
tive and diele
tri

onstants of litium niobate // J. Appl. Phys. 1987. V. 61. N. 3. pp. 875�887.Lyjov V.A., Tukodova O.M. Vorovi
h E. I. Intera
tion of multiele
trode stru
tureswith prestressed ele
troelasti
 media. The intera
tion pro
ess of multiele
trode stru
ture andprestressed ele
troelasti
 media is investigated. The ele
trodes system is either unipolar (allele
trodes are in a short 
ir
uit) or bipolar (ele
trodes of one sign alternates with ele
trodes ofanother sign) stru
ture of stripe ele
trodes with negligible weight and sti�ness. The medium isa piezo-a
tive half-spa
e made of material with the hexagonal symmetry 6mm. The prestressin the medium is 
aused by me
hani
al fa
tors. The analysis of initial stresses in�uen
e onthe distribution of ele
tri
 indu
tion is 
arried out in detail for unipolar and bipolar systemof 3, 5, 7 and 9 ele
trodes.



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÒÅÎ�Èß �ÀÑÒÓÙÈÕ ÒÅË.ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈÌàíæèðîâ À.Â.Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî �ÀÍ, ÌîñêâàÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Í.Ý. Áàóìàíà�àññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè íàðàùèâàåìûõ òåëïðè êîíå÷íûõ äå�îðìàöèÿõ. Äàåòñÿ êëàññè�èêàöèÿ âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ íàðàùèâàíèÿäå�îðìèðóåìûõ òåë. Ïîäðîáíî èññëåäóåòñÿ âàðèàíò íàðàùèâàíèÿ òðåõìåðíîãî òåëà äâó-ìåðíûìè ïîâåðõíîñòÿìè ïðè êîíå÷íûõ äå�îðìàöèÿõ.Êðàåâûå çàäà÷è ìåõàíèêè ðàñòóùèõ òåë, â îòëè÷èå îò çàäà÷ äëÿ òåë ïîñòîÿííîãîñîñòàâà, ñîäåðæàò òåíçîðíîå ïîëå äèñòîðñèè, êîòîðîå ìîæåò áûòü íàéäåíî èç äîïîë-íèòåëüíûõ óñëîâèé, îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðàìè íàðàùèâàíèÿ òåëà. Åñëè íàðàùèâàíèåïðîèñõîäèò çà ñ÷åò íåïðåðûâíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ íàïðÿæåííûõ ìàòåðèàëüíûõ ïîâåðõ-íîñòåé, òî â êà÷åñòâå òàêèõ óñëîâèé ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿãðàíèöû ðîñòà, ðàññìàòðèâàåìîé êàê äå�îðìèðóåìàÿ ìàòåðèàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, êîí-òàêòèðóþùàÿ ñ äå�îðìèðóåìûì òðåõìåðíûì òåëîì.�àñòóùåå òåëî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò åñòåñòâåííîé (ñâîáîäíîé îò íàïðÿæåíèé) êîí-�èãóðàöèè, ïîãðóæàåìîé â òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, îäíàêî, òàêîâàÿ èìååò-ñÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ íååâêëèäîâîé à��èííîé ñâÿçíîñòüþ. Ñîîòâåòñòâóþùèéòåíçîð êðó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íåñîâìåñòíîñòè äå�îðìàöèé ðàñòóùåãî òåëà. Ñ ýòèõïîçèöèé ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàñòóùåãîòåëà ýêâèâàëåíòíî ìîäåëÿì òåë ñ íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì äèñëîêàöèé.Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ïîëíîñòüþ îáîñíîâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìåõàíèêè íàðà-ùèâàåìûõ òåë. �àññìîòðåíà êèíåìàòèêà ðàñòóùåãî òåëà è åãî ñëîæíàÿ ãåîìåòðèÿ. Ñ�îð-ìóëèðîâàí ðÿä àêòóàëüíûõ ïðîáëåì îêîí÷àòåëüíî ñ�îðìèðîâàâøåéñÿ òåîðèè è åå ïðè-ëîæåíèé ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàçíîîáðàçíûõ èíæåíåðíûõ, òåõíîëîãè÷åñêèõ è ïðèðîäíûõïðîöåññîâ.1. Ââåäåíèå. Íåïðåðûâíîå íàðàùèâàíèå òåëà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîöåññíåïðåðûâíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ ê íåìó îáëàñòåé èí�èíèòåçèìàëüíîé ìåðû. Â êà-÷åñòâå ìåðû èñïîëüçóåòñÿ ìåðà ìàññû. Ê òàêèì îáëàñòÿì ìîãóò áûòü ïðè÷èñ-ëåíû áåñêîíå÷íî òîíêèå ñëîè, íèòè, òî÷êè. Òàê êàê òàêèå îáëàñòè ïðåäñòàâëÿ-þò ñîáîé íåïðåðûâíûå òåëà ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé, òî îíè ìîãóò ïåðåíîñèòüíàïðÿæåííî�äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå èõ ðàçìåðíîñòè, íà-ïðèìåð, ñëîè ìîãóò ïåðåíîñèòü ìåìáðàííûå íàïðÿæåíèÿ, íèòè � ëèíåéíîå è ò. ä.Â ýòîé ñâÿçè õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé â íåïðåðûâíî ðàñòóùåì òåëåçàâèñèò îò ãåîìåòðè÷åñêîãî êëàññà ïðèñîåäèíÿåìûõ îáëàñòåé, ÷òî ïîäðàçóìåâàåòïîñòðîåíèå ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ òåîðèè íàðàùèâàíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàñ-ñìàòðèâàþòñÿ òåëà, ðàñòóùèå çà ñ÷åò íåïðåðûâíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ áåñêîíå÷íîòîíêèõ äâóìåðíûõ ñëîåâ, íàçûâàåìûõ òàê æå ìàòåðèàëüíûìè ïîâåðõíîñòÿìè.Â êà÷åñòâå ãåîìåòðè÷åñêîãî �óíäàìåíòà ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ðàñòóùèõ òåëèñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ ðàññëîåíèé äè��åðåíöèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé. Ìàòåðèàëü-íîå ìíîãîîáðàçèå M ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé îñíîâîé òàê íàçûâàåìîãî ìàòåðè-



216 Ìàíæèðîâ À.Â.àëüíîãî îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû. Â ìàòåðèàëüíîì îïèñàíèè îïðåäå-ëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî òåëà�òî÷êè, òàê æå êàê è â àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå, ãäåðàññìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê Λ. Ïðè ýòîì êàæäàÿòî÷êà èìååò èíäèâèäóàëüíóþ ìåòêó Xi ∈ Λ. Â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû òåëàïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà òî÷åê, â ñâÿçè ñ ÷åì â ìàòåðè-àëüíîì îïèñàíèè íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ òåëà-òî÷êè X ∈ R
n èâðåìÿ t ∈ R.Ïðåäñòàâëåíèå ìàòåðèàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ êàê ðàññëîåíèÿ äàåò åñòåñòâåííóþèíòåðïðåòàöèþ ðåçóëüòàòà íàðàùèâàíèÿ, êîòîðîå ðåàëèçóåòñÿ êàê íåïðåðûâíûéïîòîê ìàòåðèàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, îñàæäàåìûõ íà ïîâåðõíîñòè ðîñòà. Çäåñü ìî-æåò áûòü óìåñòíûì îáðàçíîå ñðàâíåíèå ñ ãîäîâûìè êîëüöàìè íà ñå÷åíèÿõ ñòâîëîâäåðåâüåâ. Êàæäîìó ñëîþ ñîîòâåòñòâóåò ìàòåðèàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, ïðèñîåäèíåí-íàÿ â íåêîòîðûé �èêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè, ñëåäîâàòåëüíî áàçà ðàññëîåíèÿ

N îäíîìåðíà, à êàæäûé ñëîé â îòäåëüíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíîå ìíîãî-îáðàçèå.Ïîä òåëîì B áóäåì ïîíèìàòü îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ìàòåðèàëüíîãî ìíîãî-îáðàçèÿ M. Â êëàññè÷åñêèõ ìîíîãðà�èÿõ ïî íåëèíåéíîé ìåõàíèêå, êàê ïðàâèëî,íà âûáîð ïîäìíîæåñòâà B ÿâíî íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèååãî îãðàíè÷åííîñòü, èçìåðèìîñòü è ðåãóëÿðíîñòü ãðàíèöû. Â ðàìêàõ ïðèâîäèìûõçäåñü ïîñòðîåíèé âñå ïåðå÷èñëåííûå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, åñëèðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå òåëà B, ãðàíèöà êîòîðûõ ∂B îáðàçóåòñÿ äâóìÿ íåñîâ-ïàäàþùèìè ñëîÿìè Mα è Mβ. Â ýòîì ñëó÷àå òåëî B ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàêîáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà ñëîåâ, èíäåêñû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò îòêðûòîìó èíòåð-âàëó (α, β). �àñòóùåå òåëî ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî êàê ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâîòàêèõ ìíîæåñòâ, à èìåííî
C =

{
Bγ = B(α, γ)

∣∣γ ∈ (α, β)
}
,ãäå γ � ïàðàìåòð ñåìåéñòâà, ïðè÷åì ïðè γ → α òåëî âûðîæäàåòñÿ â áåñêîíå÷-íî òîíêèé ñëîé èëè òî÷êó. Ïðè ýòîì γ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì, õàðàêòåðèçóþùèìýâîëþöèþ ðàñòóùåãî òåëà.Óêàæåì ñîîòâåòñòâèå ââåäåííûõ âûøå îïðåäåëåíèé ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ïðî-öåññà ðîñòà, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ðàíåå. Åñëè ââåñòè âðåìÿ t êàê ïåðåìåííóþ èðàññìàòðèâàòü ïàðàìåòð γ êàê �óíêöèþ γ = Γ(t), òî ìîæíî âåñòè ðå÷ü î âîçðàñòå

t ÷àñòåé Mγ ðàñòóùåãî òåëà, à òàêæå, ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé �óíê-öèè Γ−1, ìîìåíòå âðåìåíè τ ∗, â êîòîðûé ïðîèñõîäèò ïðèñîåäèíåíèÿ ñëîÿ Mγ, ò. å.
τ ∗ = Γ−1(γ).Ïðè ýòîì ðàñòóùåå òåëî ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî êàê ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ C̃:

C̃ =
{
Bτ = B(α, γ)

∣∣γ = Γ(τ), τ ∈ (t0, t)
}
.Ïðè ïîâåðõíîñòíîì íàðàùèâàíèè ïðèòîê ìàòåðèàëà ïðîèñõîäèò ê ïîâåðõíî-ñòè òåëà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ èëè ãðàíèöåé ðîñòà. Ïîâåðõíîñòíîìóðîñòó ñîîòâåòñòâóþò òàêèå òåõíîëîãè÷åñêèå è ïðèðîäíûå ïðîöåññû, êàê íàìîòêà,ïèðîëèòè÷åñêîå è ýëåêòðîëèòè÷åñêîå îñàæäåíèå, âîçâåäåíèå ìàññèâíûõ ñîîðóæå-íèé, àêêðåöèÿ ïëàíåò, ðîñò êðèñòàëëîâ.



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðàñòóùèõ òåë. Êîíå÷íûå äå�îðìàöèè 217Äå�îðìàöèÿ ìàòåðèàëüíîé ïîâåðõíîñòè ïîñëå âõîæäåíèÿ â ñîñòàâ òåëà îïðå-äåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì äå�îðìàöèé F = F
κR
. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíûé òåíçîð äèñ-òîðñèè H = F

κC
èìååò âèä

H = K ·F ,à óïðóãèé ïîòåíöèàë W
κC

(H ,X) ìîæåò áûòü îïðåäåëåí îòíîñèòåëüíî êîí�èãóðà-öèè κC òîëüêî ëîêàëüíî, ïîñêîëüêó κC íå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.�ëîáàëüíî óïðóãèé ïîòåíöèàë ìîæåò áûòü îïðåäåëåí îòíîñèòåëüíî êîí�èãóðàöèè
κR, à èìåííî, ââîäèòñÿ óïðóãèé ïîòåíöèàë WκR

� çàïàñåííàÿ ýíåðãèÿ, îòíåñåííàÿê åäèíèöå îáúåìà â îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè κR, êîòîðóþ ìû ìîæåì òðàêòîâàòü êàê�óíêöèþ òðåõ àðãóìåíòîâ F , K, X, ò. å.
W

κR
(K, F ,X) = J−1

K
W

κC
(H ,X) = J−1

K
W

κC
(K ·F ,X).Îòìåòèì, ÷òî äàæå åñëè �óíêöèîíàë îäíîðîäåí W

κC
, ò. å. îí ÿâíî íå çàâèñèò îòìàòåðèàëüíûõ êîîðäèíàò X, �óíêöèîíàë W

κR
, âîîáùå ãîâîðÿ íå áóäåò òàêîâûì,ïîñêîëüêó K çàâèñèò îò X. Â ýòîì ñîñòîèò ðàçëè÷èå ìåæäó ìàòåðèàëüíûì åäè-íîîáðàçèåì (material uniformity) è îäíîðîäíîñòüþ (homogeneity).Hàïðÿæåíèÿ T κR

κ
, ïðåîáðàçîâàííûå ê êîí�èãóðàöèè κR, ìîãóò áûòü îïðåäåëå-íû ñîîòíîøåíèåì

T κR
κ

=
∂W

κR

∂F ∗ = J−1
K

K∗ ·∂WκC

∂H∗ .Â òî æå âðåìÿ íàïðÿæåíèÿ T κC
κ

, ïðåîáðàçîâàííûå ê êîí�èãóðàöèè κC , (ðàçóìå-åòñÿ, îíè îïðåäåëåíû ïîñëîéíî) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
T κC

κ
=
∂W

κC

∂H∗ .Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ðàñòóùåãî òåëà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ,êîòîðûå âûðàæàþò çàêîí ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â îáëàñòè �èçè÷åñêî-ãî (åâêëèäîâà) ïðîñòðàíñòâà V (t) ñ ãðàíèöåé Ω(t), ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñÿùåé îòâðåìåíè, ò. å.
∇

κ
·
[
J−1

K
K∗ ·∂WκC

(H ,X)

∂H∗

∣∣∣
H=K·F

]
+ J

κ
b

κ
= 0.Êðàåâûå óñëîâèÿ ñòàòè÷åñêîãî òèïà çàäàþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè Ω(t) è çàäàþò âåê-òîðíîå ïîëå ïîâåðõíîñòíûõ ñèë, äåéñòâóþùåå íà ãðàíèöå ðàñòóùåãî òåëà:

n·
[
J−1

K
K∗ ·∂WκC

(H ,X)

∂H∗

∣∣∣
H=K·F

] ∣∣∣∣∣
Ω(t)

= p.Íà ïåðâûé âçãëÿä �îðìàëüíî ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè-÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è äëÿ ãèïåðóïðóãîãî òåëà ïîñòîÿííîãî ñîñòàâà ëèøü òåì,÷òî ãðàíèöà ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñèò îò âðåìåíè. Îä-íàêî èìååòñÿ è áîëåå ãëóáîêîå îòëè÷èå, êîòîðîå ñîñòîèò â çàâèñèìîñòè óïðóãîãîïîòåíöèàëà îò òåíçîðíîãî ïîëÿ äèñòîðñèè, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî òðåáóþòñÿäîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Ôîðìóëèðîâêà ýòèõ óñëîâèé çàâèñèò îò ãåîìåòðè÷åñêîé



218 Ìàíæèðîâ À.Â.ñòðóêòóðû ïðèñîåäèíÿåìûõ ýëåìåíòîâ, ò. å., ïî-ñóùåñòâó, îò ñòðóêòóðû ðàññëîå-íèÿ ìàòåðèàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Åñëè ðîñò òåëà ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò íåïðåðûâíî-ãî ïðèòîêà ê òåëó ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæåííûõ ìàòåðèàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, òîýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíî â âèäå
P ·
[
J−1

K
K∗ ·∂WκC

(H ,X)

∂H∗

∣∣∣
H=K·F

]
·P
∣∣∣∣∣
Ω(t)

= T .Çäåñü P = (E − n ⊗ n) � ïðîåêòîð íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê ãðàíèöå Ω(t).Çàïèñàííîå ñîîòíîøåíèå âûðàæàåò òîò �àêò, ÷òî ñëîè ïðèñîåäèíÿþòñÿ ñ çàäàí-íûì íàòÿãîì, îïðåäåëÿåìûì ïîâåðõíîñòíûì òåíçîðîì íàòÿãà T , ò. å. äâóìåðíûìòåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà, çàäàííûì â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèñîåäèíÿåìîéìàòåðèàëüíîé ïîâåðõíîñòè.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êðàåâîå óñëîâèå è óñëîâèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà äèñ-òîðñèè â ñîâîêóïíîñòè ïîõîæè íà ¾òåíçîðíîå óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè ðîñòà¿ ÷òîìîæåò ïðèâåñòè ê òàêîé åãî èíòåðïðåòàöèè. Îäíàêî ýòà èíòåðïðåòàöèÿ íå òîëü-êî ïàðàäîêñàëüíà (íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè äåêëàðèðóåòñÿ çàäàíèå òðåõìåðíîãîòåíçîðà), íî è îøèáî÷íà, ïîñêîëüêó êðàåâîå óñëîâèå îïðåäåëÿåòñÿ çàäàííûì âåê-òîðíûì ïîëåì â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, â òî âðåìÿ, êàê òåíçîðíàòÿãà îïðåäåëåí íà ìàòåðèàëüíîé ïîâåðõíîñòè è, âîîáùå ãîâîðÿ, äîëæåí îïðå-äåëÿòüñÿ èç óñëîâèÿ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìàòåðèàëüíîé ïîâåðõíîñòè èòðåõìåðíîãî òåëà.Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ïîëå äèñòîðñèè ïîçâîëÿåò çàäàòü ãåîìåòðèþ íàìàòåðèàëüíîì ìíîãîîáðàçèè, îïðåäåëÿÿ ñâÿçíîñòü íà íåì. Ïîëó÷àåìûå êîý��èöè-åíòû à��èííîé ñâÿçíîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáëàäàþò ñèììåòðèåé è îïðåäåëÿþòîòëè÷íûé îò íóëÿ òåíçîð êðó÷åíèÿ
T α
γβ = ∂γ

(
K−1

)ρ·
·βK

α·
·ρ − ∂β

(
K−1

)ρ·
·γK

α·
·ρ .Òàêèì îáðàçîì, ìàòåðèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ñòàíîâèòñÿ ïðîñòðàíñòâîì à��èííîéñâÿçíîñòè, ïðè÷åì êàæäûé ñëîé ìíîãîîáðàçèÿ ìåòðèçóåòñÿ â åñòåñòâåííîì ñîñòî-ÿíèè è íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå òåëà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî êàêðåçóëüòàò åãî äå�îðìèðîâàíèÿ â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå âûñøåé ðàçìåðíî-ñòè èç åñòåñòâåííîé (ò. å. ñâîáîäíîé îò íàïðÿæåíèé) êîí�èãóðàöèè, ïîãðóæåí-íîé â ïîäïðîñòðàíñòâî ñ íåíóëåâûì êðó÷åíèåì â êîí�èãóðàöèþ, ïîãðóæåííóþâ ïîäïðîñòðàíñòâî ñ åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé. Îòëè÷èå ãåîìåòðèè òàêîé îòñ÷åòíîéêîí�èãóðàöèè îò åâêëèäîâîé, êîëè÷åñòâåííî îïðåäåëÿåìîé òåíçîðîì êðó÷åíèÿ,õàðàêòåðèçóåò íåñîãëàñîâàííîñòü íàïðÿæåííûõ ñîñòîÿíèé ñëîåâ, îáúåäåíåííûõ âðåçóëüòàòå ïðîöåññà íàðàùèâàíèÿ â åäèíîå òåëî. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîäîáíîåîòëè÷èå åñòåñòâåííîé êîí�èãóðàöèè îò åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè â ïðèáëèæåíèè ìà-ëûõ äå�îðìàöèé ïðîÿâëÿåòñÿ êàê íåñîâìåñòíîñòü òåíçîðíîãî ïîëÿ äå�îðìàöèé,÷òî íåîäíîêðàòíî îòìå÷àëîñü â ëèòåðàòóðå êàê õàðàêòåðíîå ñâîéñòâî ðàñòóùèõòåë.



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðàñòóùèõ òåë. Êîíå÷íûå äå�îðìàöèè 219Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùàÿ âçàèìîäåéñòâèå ðàñòóùåãî ïðî-ñòðàíñòâåííîãî òåëà è ïðèñîåäèíÿåìîé ìàòåðèàëüíîé ïîâåðõíîñòè èìååò âèä
∇·[T ·(∇ ⊗ v) − (∇·v)T + C :∇ ⊗ v] + ρḃ = 0,

n·[T ·(∇ ⊗ v) − (∇·v)T + C :∇ ⊗ v]
∣∣∣
S

= ∇S ·
(
V T̂S

)
+ V ρb,

Ḟ = (∇ ⊗ v)·F , F (τ ∗) = E,

T = J−1
F

F ·∂W
∂F

, C = J−1
F

F · ∂
2W

∂F∂F
·F ∗,

W = W (H), H = F ·K,

TS = J−1
H

H · ∂Ŵ
∂H

, Ŵ (H) = W (f(H)),

nS ·TS
∣∣∣
Γ

= fS.Çäåñü v � ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö â ñîñòàâå òåëà, ∇S � ïîâåðõíîñòíûéîïåðàòîð, çàäàííûé íà ïîâåðõíîñòè ðîñòà S, V � ñêîðîñòü ñìåùåíèÿ ãðàíèöû,âûçâàííàÿ ïðèòîêîì íîâîãî ìàòåðèàëà, b � çàäàííàÿ ïëîòíîñòü ìàññîâûõ ñèë.Ïîëîæåíèå ïîâåðõíîñòè S çàðàíåå íå èçâåñòíî è íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿçàäà÷è, óïðóãèé ïîòåíöèàë W ïîëàãàåòñÿ çàäàííûì, òàê æå êàê è ëèíåéíàÿ ïëîò-íîñòü ñèë íà ãðàíèöå ìàòåðèàëüíîé ïîâåðõíîñòè fS.Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷è.1. Çàäàí íàòÿã, ò. å. òåíçîð íàòÿæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé ïîâåðõíîñòè K. Ýòî �àíàëîã çàäàíèÿ íà ãðàíèöå óñèëèé.2. Çàäàíî �èêñèðîâàííîå â ïðîñòðàíñòâå ïîëîæåíèå ãðàíèöû ðîñòà S = S0.Ýòî � àíàëîã çàêðåïëåíèÿ ãðàíèöû â êëàññè÷åñêîé óïðóãîñòè.3. Çàäà÷à ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíà ñ çàäàííûì ñîîòíîøåíèåì ñìåùåíèÿãðàíèöû îò âåëè÷èíû åå ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Ýòî � àíàëîã óïðóãîãî çà-êðåïëåíèÿ ãðàíèöû.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ïðîåêòû 08-01-00553-à, 09-08-01194-a, 09-08-01180-a) è Îòäåëåíèÿ ýíåðãå-òèêè, ìàøèíîñòðîåíèÿ, ìåõàíèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ �ÀÍ (Ïðîãðàììà �13).Manzhirov A.V. Mathemati
al theory of growing solids. Finite deformations. Basi
fundamentals of the mathemati
al theory of growing solids with �nite deformations are under
onsideration. The 
lassi�
ation of various methods of solids a

retion is presented. Spe
ialattention is paid to the a

retion of 3D solids by 2D surfa
es. The paper 
ontains the 
ompletesystem of equations of the me
hani
s of growing solids.



×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÓÏ�Ó�ÈÕ ÒÅË Ñ ÎÑÎÁÛÌÈÒÎ×ÊÀÌÈ: ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÑÈÍ�ÓËß�ÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ,ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÝËÅÌÅÍÒÍÛÅ ÀË�Î�ÈÒÌÛ, ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß�ÅÎÌÅÒ�ÈÈÌàòâååíêî Â.Ï.Èíñòèòóò ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ÓðÎ �ÀÍ, Ïåðìü�àññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåé ñèíãóëÿðíîñòèíàïðÿæåíèé â âåðøèíå ïëîñêèõ êëèíüåâ èç ïðÿìîëèíåéíî-àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà è ââåðøèíå òðåõãðàííûõ êëèíüåâ è êîíóñîâ. Ïðèâîäÿòñÿ ïîñòàíîâêà è ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿçàäà÷è îïòèìèçàöèè ãåîìåòðèè óïðóãèõ òåë â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê. Äëÿ ðàñ÷åòàíàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ óïðóãèõ òåë ñ îñîáûìè òî÷êàìè èñïîëüçóåòñÿìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, â òîì ÷èñëå, âàðèàíò àëãîðèòìà ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâîãîñåìåéñòâà ñèíãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ.Îäíî èç íàèáîëåå õàðàêòåðíûõ ñâîéñòâ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷, ê êî-òîðûì îòíîñèòñÿ è çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè, ñîñòîèò â ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ, åñëèãðàíèöà ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè è èñõîäíûå äàííûå, âõîäÿùèå â âèäå êîý��è-öèåíòîâ â óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ãëàäêèå. Ïðè íàðóøåíèè ýòèõ óñëîâèéâ ðåøåíèè ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ îñîáåííîñòè.Â òåîðèè óïðóãîñòè îñîáåííîñòü ñâÿçàíà ñ âîçìîæíîñòüþ ïîÿâëåíèÿ â îòäåëü-íûõ òî÷êàõ (ëèíèÿõ) îáëàñòè, íàçûâàåìûõ îñîáûìè, áåñêîíå÷íûõ çíà÷åíèé íàïðÿ-æåíèé. Ê íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì âàðèàíòàì îñîáûõ òî÷åê â òåîðèè óïðóãîñòèîòíîñÿòñÿ òî÷êè íàðóøåíèÿ ãëàäêîñòè ïîâåðõíîñòè (â ò.÷. ïîâåðõíîñòè ðàçäåëàäâóõ ìàòåðèàëîâ), òî÷êè ñìåíû òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, òî÷êè ïîâåðõíîñòè, ãäåèìååò ìåñòî êîíòàêò äâóõ ìàòåðèàëîâ.Î ïðèðîäå îñîáåííîñòåé â òåîðèè óïðóãîñòè èçâåñòíî äîñòàòî÷íî ìíîãî. Òàê,íàïðèìåð, â [1℄ äëÿ óðàâíåíèé ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷å-ñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷åê íàðóøåíèÿ ãëàäêîñòè ïîâåðõíî-ñòè. Îäíî èç íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè íàïðÿæåíèé â äâóìåðíûõçàäà÷àõ ñâÿçàíî ñ àíàëèçîì íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â âåðøèíå ïëîñêèõ êëèíüåâ.Çäåñü ðàññìîòðåíû ñàìûå ðàçëè÷íûå âàðèàíòû êëèíîâèäíûõ òåë. Â òðåõìåðíûõçàäà÷àõ èññëåäîâàíèå ñèíãóëÿðíîñòè íàïðÿæåíèé îñíîâûâàåòñÿ íà àíàëèçå íàïðÿ-æåííîãî ñîñòîÿíèÿ â îêðåñòíîñòè ðåáðà ïðîñòðàíñòâåííîãî êëèíà èëè â îêðåñò-íîñòè âåðøèíû ìíîãîãðàííîãî êëèíà è êîíóñà. Àíàëèç èçâåñòíûõ ìåòîäîâ è ðå-çóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè íàïðÿæåíèé ïîçâîëÿåò ñäåëàòü çàêëþ÷å-íèå, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðîáëåìà äàëåêà îò ñâîåãî çàâåðøåíèÿ â äâóìåðíûõçàäà÷àõ äëÿ àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ, â òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ äëÿ âåðøèíû ìíî-ãîãðàííîãî êëèíà è êîíóñà.Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàíò ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåéñèíãóëÿðíîñòè íàïðÿæåíèé â äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãî-ñòè [2, 3℄ è ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ êëèíîâèä-íûõ òåë è êîíóñîâ.



×èñëåííûé àíàëèç óïðóãèõ òåë ñ îñîáûìè òî÷êàìè 221Ñóòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå òðåõìåðíûõ çàäà÷. �àññìàò-ðèâàåòñÿ ïîëóáåñêîíå÷íûé êëèí èëè êîíóñ, ó êîòîðîãî âåðøèíà ñîâïàäàåò ñ öåí-òðîì ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Äëÿ àíàëèçà ñèíãóëÿðíûõ íàïðÿæåíèé íåîáõîäèìîïîñòðîèòü ñîáñòâåííûå ðåøåíèÿ âèäà
uk(r, θ, ϕ) = rλξk(θ, ϕ) (1)óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ
1

1 − 2ν
grad divu + ∇2u = 0 (2)è îäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèÿì íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êëèíà èëè êîíóñà

Sσ :
ν

1 − 2ν
n div u + n · ∇u +

1

2
n× rotu = 0 (3)

Su : u = 0 (4)Çäåñü ν � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, n � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè. Òî÷-êîé îáîçíà÷àåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, à êðåñòèêîì �- âåêòîðíîå.Îñîáåííîñòü íàïðÿæåíèé íà ðåáðàõ ìíîãîãðàííîãî êëèíà èëè ðåáðàõ êîíóñà(êîíóñ ìîæåò áûòü íåêðóãîâûì) ó÷èòûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [4℄
uk (r, θ, ϕ) = rηρα1

1 ρ
α2
2 ...ρ

αn
n ξk (θ, ϕ) (5)Çäåñü ρi (r, θ, ϕ) � ýêâèâàëåíòíî ðàññòîÿíèþ äî i ðåáðà, αi � ñîáñòâåííûå çíà-÷åíèÿ äëÿ ïëîñêîãî êëèíà ñî ñòîðîíàìè, îáðàçîâàííûìè â ðåçóëüòàòå ïåðåñå÷åíèÿïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé i-ìó ðåáðó, è ãðàíåé ïðîñòðàíñòâåííîãî êëèíà.Âèä �óíêöèé ρi ìîæíî ïîëó÷èòü, èñõîäÿ èç èõ îïðåäåëåíèÿ êàê ðàññòîÿíèÿ äîðåáðà i

ρi (r, θ, ϕ) = rβ
1
2
i (6)

βi = 1 − [cos θ cos θi + sin θ sin θi cos (ϕ− ϕi)]
2ãäå ïðÿìàÿ θ = θi, ϕ = ϕi îïðåäåëÿåò i ðåáðî.Ñ ó÷åòîì (6) âûðàæåíèå (5) ïðèìåò âèä

uk (r, θ, ϕ) = rλβ
α1
2

1 β
α2
2

2 ...β
αn
2
n ξk (θ, ϕ) (7)

λ = η + α1 + α2 + ... + αnÏîäñòàâëÿÿ (7) â (2), (3) è (4), ïîëó÷èì ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî �óíêöèé ξk è ïàðàìåòðà η
Lk (λ, ξ1, ξ2, ξ3) = 0 k = 1, 2, 3 (8)è ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
ξk = 0, Mk (λ, ξ1, ξ2, ξ3) = 0 (9)



222 Â.Ï. ÌàòâååíêîÒàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ïî çíà÷åíèÿì ïà-ðàìåòðà λ ìîæíî ñóäèòü î õàðàêòåðå ñèíãóëÿðíîñòè íàïðÿæåíèé.Â äâóìåðíûõ çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ ïëîñêèå êëèíüÿ. Ïðèèñïîëüçîâàíèè ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â âåðøèíå êëèíà ñîáñòâåííûå ðå-øåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå
uk(r, ϕ) = rαξk(ϕ) k = 1, 2 (10)Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êî-ý��èöèåíòàìè, ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèèïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âàðèàíò ïðÿìîëèíåéíîé àíèçîòðîïèè. Â ýòîì ñëó÷àå â êà-÷åñòâå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ áóäåò ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè.�åøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-çîì. Óðàâíåíèÿ (8) çàïèñûâàþòñÿ â ñëàáîé �îðìå, äëÿ ÷åãî îíè óìíîæàþòñÿ íàñîîòâåòñòâóþùèå âàðèàöèè δξk (θ, ϕ) è èíòåãðèðóþòñÿ ïî îáëàñòè S, âûðåçàåìîéêëèíîì èëè êîíóñîì íà ñ�åðå

∫

S

[
3∑

k=1

Lk (λ, ξ1, ξ2, ξ3) δξk

]
dS = 0 (11)Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ).Â äàííîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå äâóìåðíûõ ýëåìåíòîâ, îáåñïå÷èâàþùèõíàðÿäó ñ íåïðåðûâíîñòüþ �óíêöèé ξk, íåïðåðûâíîñòü èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ. ÂÌÊÝ íåò ý��åêòèâíûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïðîâî-äÿòñÿ òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ öåëüþ ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà ïðîèçâîäíûõ�óíêöèé ðåøåíèÿ â óðàâíåíèè (11). Ïîñëå ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîíå÷íûåýëåìåíòû, îáåñïå÷èâàþùèå òîëüêî íåïðåðûâíîñòü �óíêöèé ξk. Â ÷àñòíîñòè, èñ-ïîëüçîâàëèñü òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû ñ ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèåé �óíêöèé ξk.Â äâóìåðíûõ çàäà÷àõ àíàëîãîì óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

∫

L

[
2∑

k=1

Lk (λ, ξ1, ξ2) δξk

]
dl = 0 (12)ãäå L � äóãà ïëîñêîãî êëèíà. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäíîìåðíûåêîíå÷íûå ýëåìåíòû ñ ýðìèòîâîé àïïðîêñèìàöèåé èñêîìûõ ïåðåìåííûõ ξk. Â ÷àñò-íîñòè, èñïîëüçîâàëèñü äâóõóçëîâûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñ êóáè÷åñêîé àïïðîêñè-ìàöèåé �óíêöèé ξk.Äîñòîâåðíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïîäòâåðæäåíà ñåðèåé ÷èñ-ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â ò. ÷., ñðàâíåíèåì íà ÷àñòíûõ ïðèìåðàõ àíàëèòè÷åñêèõè ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ. Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïîëó÷åíûðåøåíèÿ ðÿäà íîâûõ çàäà÷ î õàðàêòåðå ñèíãóëÿðíîñòè íàïðÿæåíèé â òðåõãðàííûõêëèíüÿõ è êîíóñàõ.Âòîðîå íàïðàâëåíèå ðàáîòû ñâÿçàíî ñ ðàçðàáîòêîé íà îñíîâå ÌÊÝ ý��åê-òèâíûõ ÷èñëåííûõ ïðîöåäóð ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ



×èñëåííûé àíàëèç óïðóãèõ òåë ñ îñîáûìè òî÷êàìè 223â óïðóãèõ òåëàõ ñ îñîáûìè òî÷êàìè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ ýòèõ çàäà÷ ÷èñëåí-íûõ ìåòîäîâ, â òîì ÷èñëå è ÌÊÝ, âîçíèêàþò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè, ñâÿçàííûåñ îöåíêîé òî÷íîñòè è ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê.Â áîëüøèíñòâå ñóùåñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ ÌÊÝ ýòè ïðîáëåìû ðåøàþòñÿ ïó-òåì ñóùåñòâåííîãî ñãóùåíèÿ ñåòêè ýëåìåíòîâ â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê. Ïî-äîáíûå âàðèàíòû ìîãóò áûòü âïîëíå êîíñòðóêòèâíû, îñîáåííî åñëè ý��åêòèâíîèñïîëüçîâàòü ñîâðåìåííûå âîçìîæíîñòè êîììåð÷åñêèõ ïàêåòîâ ïðîãðàìì è èñ-ïîëüçîâàòü ïðåäâàðèòåëüíî ïîëó÷åííóþ èí�îðìàöèþ î õàðàêòåðå ñèíãóëÿðíîñòèíàïðÿæåíèé â ðàññìàòðèâàåìîé îñîáîé òî÷êå.Àëüòåðíàòèâíûé âàðèàíò ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèíãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ.�àññìàòðèâàåòñÿ íîâîå ñåìåéñòâî äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ ýëåìåí-òîâ [5℄, êîòîðûå îáëàäàþò ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè òèïàìèñèíãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ: óäîâëåòâîðÿþò âñåì òðåáîâàíèÿì, îáåñïå÷èâàþùèì ñõî-äèìîñòü êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ïðîöåäóðû; ïðèìåíèìû äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ îñîáûõòî÷åê; ëåãêî ñîâìåùàþòñÿ â àëãîðèòìàõ ñ îáû÷íûìè òèïàìè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.Çàâåðøàþùàÿ ñòàäèÿ ðàáîò ïî èññëåäîâàíèþ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â óïðó-ãèõ òåëàõ ñ îñîáûìè òî÷êàìè ñâÿçàíà ñ ïîñòàíîâêîé è ðåøåíèåì îïòèìèçàöèîííûõçàäà÷.Àíàëèç ñèíãóëÿðíûõ ðåøåíèé è èíæåíåðíûé îïûò ïîçâîëÿþò ãîâîðèòü î òîì,÷òî îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ çîíàìè ñèëüíîé êîíöåíòðà-öèè íàïðÿæåíèé, à �îðìà èõ ïîâåðõíîñòè è ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòå-ðèàëà ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿåñòåñòâåííîé ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè �îðìû ïîâåðõíîñòè â îêðåñòíîñòèîñîáûõ òî÷åê è ïîèñêà çíà÷åíèé ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà, ïðè êî-òîðûõ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå óäîâëåòâîðÿåò çàäàííîìó êðèòåðèþ.�àññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñòàíîâêà îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è. Äëÿêóñî÷íî-îäíîðîäíîãî òåëà îáúåìà V è ïîâåðõíîñòè S â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè
t ââîäèòñÿ �óíêöèîíàë

F
[
St, E

t
ijkm

]
= max

Vt

f (σij , εij) (13)ãäå St, Vt � ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S è îáúåìà V â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè, Et
ijkm �çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè, f (σij , εij) � íåêîòîðàÿ�óíêöèÿ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé. Íà ïîâåðõíîñòü St ìîãóò áûòü íàëîæåíûîãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ.Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîâåðõíîñòü St è õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà Et

ijkm, ìèíèìè-çèðóþùèå �óíêöèîíàë (13).Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ðåøå-íèå îòûñêèâàåòñÿ íà îãðàíè÷åííîì êëàññå ïîâåðõíîñòåé. Â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõäëÿ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé èñïîëüçóþòñÿ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå �óíêöèè, îïðåäå-ëÿåìûå ïî çíà÷åíèÿì êîîðäèíàò êîíå÷íîãî ÷èñëà óçëîâûõ òî÷åê, èëè çíà÷åíèÿìïðîèçâîäíûõ â ýòèõ òî÷êàõ. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà (13)ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîé çàäà÷å íåëèíåéíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.�åøåíèå îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ïîçâîëèëè âûÿâèòü îáùèå ñâîéñòâà ó îïòè-ìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.
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∗∗∗Ïèçàíñêèé óíèâåðñèòåòÈññëåäîâàí ñïåêòð Êîññåðà âòîðîé îñíîâíîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿñïëîøíîãî èçîòðîïíîãî êîíå÷íîãî öèëèíäðà â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó åãîäëèíîé è ðàäèóñîì. Âûÿâëåíû õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-íèé Êîññåðà è ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà.1. Ââåäåíèå. Â öèêëå ïóáëèêàöèé 1898�1901 ãã., ïåðâîé èç êîòîðûõ áûëà ñòà-òüÿ [1℄, à ïåðå÷åíü îñòàëüíûõ ïðèâåäåí â ðàáîòå [2℄, áðàòüÿ Ý. è Ô. Êîññåðà ïðåä-ëîæèëè îðèãèíàëüíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè äëÿèçîòðîïíûõ òåë. Àíàëèçèðóÿ âåêòîðíîå óðàâíåíèå Ëàìå â îáëàñòè V ïðè íàëè÷èè,íàïðèìåð, âíåøíèõ ñèëîâûõ íàãðóçîê íà åå ãðàíèöå δV áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷àíàõîæäåíèÿ òàêèõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ íàïðÿ-æåíèÿ íà ãðàíèöå ðàâíû íóëþ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþòäëÿ áåñêîíå÷íîãî äèñêðåòíîãî ñïåêòðà çíà÷åíèé âåëè÷èíû ω = 1/(1 − 2σ), äëÿêîòîðîé êîý��èöèåíò Ïóàññîíà σ íàõîäèòñÿ âíå ïðåäåëîâ [−1, 1/2]. Òîãäà ðåøå-íèå èñõîäíîé çàäà÷è ñ íåîäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ íàïðÿæåíèéìîæåò áûòü íàéäåíî â âèäå ðàçëîæåíèé ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì, ñîîòâåòñòâó-þùèì íàéäåííûì çíà÷åíèÿì ω, íàçâàííûì ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè Êîññåðà. Äëÿäîâîëüíî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è äëÿ øàðà áðàòüÿ Êîññåðà [3℄ óñòàíîâèëè çàâèñè-ìîñòü ωn = (2n+1)/(2n2+4n+3), n = 0, 1, 2, . . . è ïðèâåëè âûðàæåíèÿ ñîáñòâåííûõ�óíêöèé un. Â ðàáîòå [4℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî ω = 1/3 âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì÷èñëîì Êîññåððà óêàçàííîé çàäà÷è.Õîòÿ ðàáîòû áðàòüåâ Êîññåðà áûëè äîâîëüíî èçâåñòíûìè, îäíàêî äî ñåðåäèíû1970 ãã. ïðåäëîæåííûé èìè ìåòîä ïðàêòè÷åñêè íå ðàçâèâàëñÿ. Âîçìîæíî, ïðè-÷èíîé òîìó ïîñëóæèëî çàìå÷àíèå [5, ñ. 149℄: ¾. . . äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿóêàçàííûé ìåòîä, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðèìåíÿëñÿ, îäíàêî îòäåëüíûå çàäà÷è, êîòî-ðûå ìîãóò áàòü ðåøåíû è äðóãèìè ñïîñîáàìè, áûëè ïðè åãî ïîìîùè ðàçîáðàíû.¿Èíòåðåñ ê ñïåêòðó Êîññåðà âîçîáíîâèëñÿ áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Ìèõëèíà, ïåðå-÷åíü êîòîðûõ ïðèâåäåí â [2℄. Áûëî ïîêàçàíî [2, 
. 66℄, ÷òî êðîìå äèñêðåòíîãî ñïåê-òðà ωn, ñóùåñòâóþò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ω−1 = −1 è ω−∞ = −∞, êîòîðûì ñîîò-âåòñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé uk
−1 è uk

−∞(k = 1, 2, ...) è ïðèâåäåíî ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè â òåðìèíàõíàïðÿæåíèé â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì Êîññåðà [2, 
. 70℄.Íåñìîòðÿ íà òàêîé çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò, ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóþò ñâåäåíèÿî ñïåêòðå Êîññåðà äëÿ ñóãóáî ïðîñòðàíñòâåííûõ òåë, êðîìå øàðà è ñ�åðû. Â íà-ñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà íàõîäæåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Êîññåðà



226 Ìåëåøêî Â.Â., Òîêîâûé Þ.Â., Âèëëàäæèî Ï.îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ñïëîøíîãî êîíå÷íîãî öèëèíäðàñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â òåðìèíàõ íàïðÿæåíèé. Âûÿâëåíû õàðàêòåðíûå îñî-áåííîñòè ïîâåäåíèÿ äèñêðåòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Êîñåððà â çàâèñèìîñòè îòñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äëèíîé è äèàìåòðîì öèëèíäðà.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàåì îñåñèììåòðè÷íóþ çàäà÷ó òåîðèèóïðóãîñòè äëÿ ñïëîøíîãî èçîòðîïíîãî öèëèíäðà V = {0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ 2π,
|z| ≤ h} â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, θ, z). Âåêòîðíîå óðàâíåíèå Ëàìåâ ýòîì ñëó÷àå çàïèøåì â ïîêîìïîíåíòíîì âèäå:

(ω + 1)
∂Θ

∂r
+
∂Ω

∂z
= 0, (ω + 1)

∂Θ

∂z
− 1

r

∂(rΩ)

∂r
= 0, (1)ãäå Θ =

1

r

∂

∂r
(ru) +

∂w

∂z
, Ω =

∂u

∂z
− ∂w

∂r
, u è w � ñîîòâåòñòâåííî ðàäèàëüíàÿ èîñåâàÿ ñîñòâàëÿþùàÿ âåêòîðà óïðóãèõ ñìåùåíèé u. Ñòàâèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿòàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ω, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿóðàâíåíèé (1) â îáëàñòè V ïðè óäîâëåòâîðåíèè îäíîðîäíûõ êðàåâûõ óñëîâèé äëÿðàäèàëüíûõ σr, îñåâûõ σz è êàñàòåëüíûõ τrz íàïðÿæåíèé:

σr = 0, τrz = 0, r = a; σz = 0, τrz = 0, z = ±h. (2)3. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ. Íàõîæäåíèå ïåðåìåùåíèé u è w, à òàêæå ñîîò-âåòñòâóþùèõ íàïðÿæåíèé, ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Â ÷àñòíî-ñòè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ëÿâà, Âåáåðà, Òèìïå, Ïàïêîâè÷à-Íîéáåðà è äð., èëè æå ïðèìåíèòü íåïîñðåäñòâåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (1).Â ñëó÷àå çàäà÷è äëÿ êîíå÷íîãî öèëèíäðà, êàê è äëÿ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé â öå-ëîì, âûáîð �îðìû îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ëàìå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûìëèøü ñ òîé òî÷êè çðåíèÿ, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ðåøåíèå âëàäåëî äîñòàòî÷íîé ñòå-ïåíüþ ñâîáîäû äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ âñåõ ïîëíîãî íàáîðà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Ìû èñïîëüçóåì ïîäõîä ñ ïðèìåíåíèåì �óíêöèè Ëÿâà χ(r, z) [9 � 188℄, êîòîðóþ,ââèäó óñëîâèé (2) ïðèíèìàåì â âèäå [6℄:
χ(r, z) = B0z

3 +D0r
2z + a

∞∑

n=1

(−1)nXnRn(r)
sin knz

k4
n

+ h
∞∑

j=1

YjZj(z)
J0(λjr)

λ4
jJ0(λja)

, (3)ãäå
Rn(r) = knr

I1(knr)

I1(kna)
−
(
ω + 1

ω
+ kna

I0(kna)

I1(kna)

)
I0(knr)

I1(kna)
,

Zj(z) =

(
ω − 1

ω
+ λjh cthλjh

)
shλjz

shλjh
− λjz

chλjz

shλjh
,

kn = nπ/h; λj > 0 � êîðíè óðàâíåíèÿ J1(λja) = 0, J0, J1 è I0, I1 � ñîîòâåòñòâåííîîáû÷íûå è ìîäè�èöèðîâàííûå �óíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà íóëåâîãî è ïåðâîãîïîðÿäêîâ, B0, D0, Xn, Yj � ïðîèçâîëüíûå êîý��èöèåíòû. Äàëåå ñ èñïîëüçîâàíèåì
σr=

∂

∂z

[
σ∇2χ−∂2χ

∂r2

]
, σz=

∂

∂z

[
(2 − σ)∇2χ−∂2χ

∂z2

]
, τrz=

∂

∂r

[
(1 − σ)∇2χ−∂2χ

∂z2

]
,



Ñïåêòð Êîññåðà îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè â íàïðÿæåíèÿõ 227îïðåäåëåÿåì íàïðÿæåíèÿ, êîòîðûå äîñëæíû óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâè-ÿì (2). Çäåñü ∇2 � îñåñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð Ëàïëàññà. Â ðåçóëüòàòå ïðèõî-äèì [6℄ ê äâóì óðàâíåíèÿì äëÿ B0, D0:
(ω − 1)B0 + 2ωD0 = 0, (ω + 1)B0 + 2(ω − 1)D0 = 0 (4)è áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå äëÿ Xn, Yj:





Xn

[
a2

(
I2
0 (kna)

I2
1 (kna)

− 1

)
− 1

k2
n

1 + ω

ω

]
−

∞∑
j=1

Yj
4k2

n

(k2
n + λ2

j)
2

= 0, n = 1, 2, ...,

Yj
h

λj

[
cthλjh+

λjh

sh2λjh

]
−

∞∑
n=1

Xn

4λ2
j

(k2
n + λ2

j )
2

= 0, j = 1, 2, ...

(5)Íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (4) ìîãóò áûòü íàéäåíû òîëüêî ïðè çíà÷å-íèè ω ≡ ω0 = 1/3, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò σ ≡ σ0 = −1. Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ω0íå çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äèàìåòðîì è äëèíîé öèëèíäðà.Óðàâíåíèÿ âòîðîé ñòðîêè ñèñòåìû (5) íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà ω. Îïðåäåëèâèç óêàçàííûõ óðàâíåíèé êîý��èöèåíòû Yj è ïîäñòàâèâ èõ â óðàâíåíèÿ ïåðâîéñòðîêè (5), ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå âèäà:
∞∑

m=1

αnmXm = 0, n = 1, 2, ... (6)ãäå
αnm=

[
a2

(
I2
0 (kna)

I2
1 (kna)

−1

)
− 1 + ω

k2
nω

]
δnm − 16

h

∞∑

j=1

λ3
j(ch2λjh− 1)

(k2
n + λ2

j)
2(k2

m + λ2
j)

2(sh2λjh+ 2λjh)
,

δnm � ñèìâîë Êðîíåêåðà.Ñèñòåìà (6) âëàäååò íåòðèâèàëüíûìè ðåøåíèÿìè, åñëè âåëè÷èíû ω ÿâëÿþòñÿêîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
Ψ∞ = 0, (7)ãäå Ψ∞ = det(αnm)n,m=1,∞. Âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå ïàðàìåòð ω, ðàñïîëîæåíûëèøü íà ãëàâíîé äèàãîíàëè îïðåäåëèòåëÿ Ψ∞, âñëåäñòâèå ÷åãî ïîñëåäíèé ÿâëÿåòñÿáåñêîíå÷íûì ïîëèíîìîì îò ω. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (7) îïðåäåëÿåò ñ÷åòíûé äèñ-êðåòíûé ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Êîññåðà {ωn, n = 1, 2, ...}.Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ωn èç óðàâíåíèÿ (7) èñ-ïîëüçóåì àëãîðèòì ïðîñòîé ðåäóêöèè (èäåÿ êîòîðîãî ïðîèñõîäèò åùå îò êëàññè-÷åñêîé ðàáîòû Æ. Ôóðüå 1807 ãîäà), ïåðåéäÿ ê óðàâíåíèþ
ΨN = 0, (8)ãäå ΨN = det(αnm)n,m=1,N , N < ∞. Äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ N îïðå-äåëèòåëü ΨN ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì N-é ñòåïåíè, à èç óðàâíåíèÿ (8) ìîæíî ðàñ-ñ÷èòûâàòü ïåðâûõ N çíà÷åíèé ñïåêòðà Êîññåðà {ωn, n = 1, 2, ..., N}, ïðèíèìàÿ



228 Ìåëåøêî Â.Â., Òîêîâûé Þ.Â., Âèëëàäæèî Ï.
N êàê óãîäíî áîëüøèì. Ïðè òàêîì ïîõîäå èíòåðåñíî èññëåäîâàòü âëèÿíèå óâå-ëè÷åíèÿ ïàðàìåòðà N íà ïåðâûõ M ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (M < N), à òàêæåóñòàíîâèòü çàêîíîìåðíîñòü ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðè N → ∞.4. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèé. �àññìîòðèì ðàñ÷åò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Êîññåðàäëÿ ¾êóáîîáðàçíîãî¿ öèëèíäðà h = a = 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè wn, íàéäåííûåïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ (8) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 1.Óáåæäàåìñÿ, ÷òî óðàâíåíèå (8) îáåñïå÷èâàåò äîñòàòî÷íî ñòàáèëüíûå ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ ïðè âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà N .

N 5 6 7 8 9 10
n1 0.2902 0.2904 0.2906 0.2907 0.2907 0.29082 0.1650 0.1652 0.1654 0.1655 0.1656 0.16563 0.1094 0.1096 0.1097 0.1098 0.1099 0.11004 0.0815 0.0816 0.0817 0.0818 0.0818 0.08195 0.0648 0.0649 0.0650 0.0651 0.0651 0.06526 0.0538 0.0539 0.0540 0.0540 0.05417 0.0461 0.0461 0.0462 0.04628 0.0402 0.0403 0.04039 0.0357 0.035810 0.0321Òàáëèöà 1.Íà ðèñ. 1 òî÷êàìè èçîáðàæåíû ïåðâûõ 16 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Êîññåðà, âêëþ-÷àÿ ω0 = 1/3. Êàê âèäèì, âñå îíè íàõîäÿòñÿ ìåæäó íóëåì è 1/3 , ñòðåìÿñü ê íóëþ ñóâåëè÷åíèåì íîìåðà. Èíòåðåñíî îòìåòèòü òàêæå ïîâåäåíèå êîý��èöèåíòîâ Ïóàñ-ñîíà σn, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëó÷åííûì çíà÷åííÿì ωn (ðèñ.2). Ýòè çíà÷åíèÿ, êðîìå

σ0, ñîîòâåòñòâóþùåãî ω0, ðàñïîëàãàþòñÿ âäîëü ïðÿìîé, îïèñûâàþùåéñÿ ïðèáëè-çèòåëüíî óðàâíåíèåì σn = −1.55n + 0.33 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 2). Âîñïîëüçî-âàâøèñü ýòèì �àêòîì è �îðìóëîé, ñâÿçûâàþùåé êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ñ ïàðà-ìåòðîì ω, íàõîäèì àñèìïòîòè÷åñêóþ �îðìóëó äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Êîññåðà
ωn = 1/(3.1n+ 0.34) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ.1).Âëèÿíèå îòíîøåíèÿ ε = h/a íà çíà÷åíèÿ ωn ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 3.C óìåíüøåíèåì ε ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñêàïëèâàþòñÿ âîçëå óðîâíÿ ω = 0, à ïðèâîçðàñòàíèè ε � âîçëå óðîâíÿ ω = 1/3. Êîý��èöèåíòû Ïóàññîíà, êðîìå σ0 = −1,

�èñ. 1. �èñ. 2. �èñ. 3.



Ñïåêòð Êîññåðà îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè â íàïðÿæåíèÿõ 229ðàñïîëîæåíû âäîëü ïðÿìûõ, îïèñûâàþùèõñÿ äëÿ ñëó÷àåâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 3, âïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ε: σn = −15.73n+2.78, σn = −3.14n+0.84, σn = −1.55n+0.33,
σn = −0.73n−0.29, σn = −0.07n−0.93, σn = 3 ·10−5n−1. Ñ óâåëè÷åíèåì ε êîý��è-öèåíòû Ïóàññîíà ðàñïîëàãàþòñÿ âäîëü ïðÿìîé, ñòðåìÿùåéñÿ ê ãîðèçîíòàëüíîìóïîëîæåíèþ. �àñ÷åòû òàêæå ïîêàçàëè, ÷òî óâåëè÷åíèå ε ñïîñîáñòâóåò óëó÷øåíèþòî÷íîñòè ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Êîññåðà äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé N .5. Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ïðàêòè÷åñêîìó âû÷èñëåíèþ ñîáñòâåí-íûõ ÷èñåë Êîññåðà îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ êîíå÷íîãî öè-ëèíäðà ñ çàäàííûìè íà åãî ïîâåðõíîñòè âíåøíèìè óñèëèÿìè. Èññëåäîâàí õàðàêòåðïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â çàâèñèìîñòè îò �îðìû öèëèíäðà. Ñîãëàøàÿñüñ çàìå÷àíèåì [5, ñ. 149℄, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ìåòîäàáðàòüåâ Êîññåðà, â ÷àñòíîñòè, ê ðàññìîòðåííîé çàäà÷å òðåáóåò ðàçðåøåíèÿ öåëîãîðÿäà òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñîâ, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿñîáñòâåííûõ �óíêöèé Êîñåððà.
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∗∗Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò�àññìàòðèâàþòñÿ íåóñòàíîâèâøèåñÿ äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîãî âÿçêîóïðóãîãî êîíòè-íóóìà Ìàêñâåëëà ñ ïîñòîÿííûì âðåìåíåì ðåëàêñàöèè. Ýòà ñèñòåìà èìååò êàê âåùåñòâåí-íûå, òàê è êîìïëåêñíûå õàðàêòåðèñòèêè, ÷òî îñëîæíÿåò ïîñòàíîâêó íà÷àëüíî-êðàåâûõçàäà÷. Èçó÷åí êëàññ ý��åêòèâíî îäíîìåðíûõ äâèæåíèé, äëÿ êîòîðûõ ïîäñèñòåìà òðåõóðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ïîñëåäíåé óêàçûâàåò íàâîçìîæíîñòü îáðàçîâàíèÿ ðàçðûâîâ â ïðîöåññå ýâîëþöèè ðåøåíèÿ. Îáùàÿ ñèñòåìà óðàâ-íåíèé äâèæåíèÿ äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîìåðíóþ ïñåâäîãðóïïó Ëè, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ðàñ-øèðåííóþ ãðóïïó �àëèëåÿ. Ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé çàäà÷ ñî ñâîáîäíûìèïîâåðõíîñòÿìè, äîêàçàíà òåîðåìà îá èíâàðèàíòíîñòè óñëîâèé íà àïðèîðè íåèçâåñòíîéñâîáîäíîé ãðàíèöå. Ïîñòðîåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷ î çàïîëíåíèè ñ�åðè÷åñêîé ïîëî-ñòè è î äå�îðìàöèè âÿçêîóïðóãîé ïîëîñû.Â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðàáîòå �.À. Àïàêàøåâà è Â.Â. Ïàâëîâà [1℄ èçó÷àëîñüäâèæåíèå ïî èíåðöèè âîêðóã ñâîåé îñè âåðòèêàëüíîãî öèëèíäðà, ïîìåùåííîãî âñîñóä áîëüøîãî äèàìåòðà, êîòîðûé çàïîëíåí âîäîé. Äåéñòâèå âÿçêîñòè ïðèâîäèòê óìåíüøåíèþ óãëîâîé ñêîðîñòè öèëèíäðà ñî âðåìåíåì, ÷òî è íàáëþäàëîñü â ýêñ-ïåðèìåíòå. Îäíàêî îêàçàëîñü, ÷òî íà çàêëþ÷èòåëüíîé ñòàäèè âðàùåíèÿ óãëîâàÿñêîðîñòü öèëèíäðà èçìåíÿåòñÿ íå ìîíîòîííî. Àâòîðû îáíàðóæèëè çàòóõàþùèåêîëåáàíèÿ ñ ïåðèîäîì îêîëî ïîëó÷àñà. Ïîçæå À.Å. Êîðåí÷åíêî è Â.Ï. Áåñêà÷-êî [2℄ èññëåäîâàëè èíåðöèîííîå âðàùåíèå ñâîáîäíîãî òâåðäîãî äèñêà, ïåðâîíà÷àëü-íî ðàñêðó÷åííîãî âîêðóã ñâîåé îñè äî íåêîòîðîé óãëîâîé ñêîðîñòè è ïîìåùåííîãîçàòåì â öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä, çàïîëíåííûé âîäîé. Çäåñü òàêæå áûë îáíàðóæåíêîëåáàòåëüíûé ðåæèì ïðèáëèæåíèÿ ê ñîñòîÿíèþ ïîêîÿ. Òàêîå óäèâèòåëüíîå ïî-âåäåíèå äàëî àâòîðàì óêàçàííûõ ðàáîò îñíîâàíèå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâåí-íûì �àêòîðîì, îïðåäåëÿþùèì ïîâåäåíèå âîäû ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ äå�îðìà-öèé ñäâèãà ïîðÿäêà 10−3 c−1, íàðÿäó ñ âÿçêîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ òàêæå è óïðóãîñòü.Èíûìè ñëîâàìè, âîäà ïðè ïðèáëèæåíèè ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ ïðîÿâëÿåò âÿç-êîóïðóãèå ñâîéñòâà. Äëÿ ïðîâåðêè ýòîé ãèïîòåçû áûëà âûáðàíà ìîäåëü Ìàêñâåëëàñ íåèçâåñòíûì àïðèîðè ïîñòîÿííûì âðåìåíåì ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé ñäâèãà τ .Íàèëó÷øåå ñîãëàñèå äàííûõ ýêñïåðèìåíòà è ðàñ÷åòà áûëî äîñòèãíóòî ïðè âûáîðå
τ ≈ 1800 ñåê., ÷òî íàìíîãî ïðåâîñõîäèò âðåìÿ ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé âñåñòîðîí-íåãî ñæàòèÿ â âîäå. Èìåÿ öåëüþ ñîçäàíèå ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ âîäûè áëèçêèõ ê íåé æèäêîñòåé â óñëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòîâ [1, 2℄ äîïóñòèìî ñ÷èòàòü,÷òî â òàêèõ ñèòóàöèÿõ íàïðÿæåíèÿ ñæàòèÿ ðåëàêñèðóþò ìãíîâåííî, è òîãäà ìûïðèõîäèì ê ìîäåëè íåñæèìàåìîé âÿçêîóïðóãîé ñðåäû Ìàêñâåëëà.Äâèæåíèå íåñæèìàåìîé ñðåäû Ìàêñâåëëà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíå-íèÿìè:

ρ (vt + v · ∇v ) = −∇p + div S, div v = 0,
τ(St + v · ∇S −W · S + S ·W ) + S = 2µD, TrS = 0,

(1)



�ðóïïîâîé àíàëèç óðàâíåíèé íåñæèìàåìîé âçÿêîóïðóãîé ñðåäû Ìàêñâåëëà 231ãäå v � âåêòîð ñêîðîñòè, p � äàâëåíèå, S � äåâèàòîð òåíçîðà íàïðÿæåíèé, W �àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü òåíçîðà ∇v, D � òåíçîð ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé, ρ �ïëîòíîñòü, µ � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, τ � âðåìÿ ðåëàêñàöèè.Òðåòüå óðàâíåíèå â (1) ÿâëÿåòñÿ ðåîëîãè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì â ìîäåëè Ìàêñ-âåëëà, à âûðàæåíèå â ñêîáêàõ íàçûâàåòñÿ âðàùàòåëüíîé ïðîèçâîäíîé ßóìàííà.Èíîãäà òàêæå èñïîëüçóþòñÿ âåðõíÿÿ èëè íèæíÿÿ êîíâåêòèâíûå ïðîèçâîäíûå, èñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ðàñøèðåííîé ãðóïïû �àëèëåÿ âû-ïîëíåíî âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ. Îäíàêî ëèøü ïåðâûé âûáîð, îòâå÷àþùèé âðàùà-òåëüíîé ïðîèçâîäíîé ßóìàííà, âåäåò ê íåïðîòèâîðå÷èâîé ìîäåëè. Ýòî âûòåêàåòèç àíàëèçà ýâîëþöèîííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñëåäà ìàòðèöû S.Îíî ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì â ñëó÷àå ïðîèçâîäíîé ßóìàííà, íî â äâóõ äðóãèõ ñëó-÷àÿõ ñòàíîâèòñÿ íåîäíîðîäíûì, íå äîïóñêàÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ [3℄.Êâàçèëèíåéíàÿ ñèñòåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà (1) íå ÿâëÿåòñÿ ýâîëþöèîííîé ïî âðå-ìåíè, íî îòíîñèòñÿ ê òèïó Êîâàëåâñêîé, åñëè â êà÷åñòâå ýâîëþöèîííîé ïåðåìåííîéâûáðàíà îäíà èç ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Ýòî ãàðàíòèðóåò ðàçðåøèìîñòüçàäà÷è Êîøè â êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé. Êðîìå òîãî, ýòà ñèñòåìà èìååòñîñòàâíîé òèï: îíà îáëàäàåò êîìïëåêñíûìè, òðàåêòîðíîé è �çâóêîâûìè� õàðàêòå-ðèñòèêàìè. Êàâû÷êè ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî ýòè õàðàêòåðèñòèêè òàêæå ìîãóò áûòüêîìïëåêñíûìè. Ýòî ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå, êîãäà âíåäèàãîíàëüíûå ÷ëåíû òåíçîðàíàïðÿæåíèé äîñòàòî÷íî âåëèêè. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè, îòñóòñòâóþò ãëîáàëüíûåòåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñèñòåìû (1), ÷òî ïîâûøàåò èíòå-ðåñ ê ïîñòðîåíèþ åå òî÷íûõ ðåøåíèé. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàí òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ïîäõîä äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû [4℄.Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìîäåëè ñ ïðîèçâîäíîé ßó-ìàííà ñäåëàíî äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ, â êîòîðîì ÷èñëî èñêî-ìûõ �óíêöèé ñíèæàåòñÿ ñ äåâÿòè äî ïÿòè. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ x1 = x, x2 = y,
v1 = u, v2 = v, S11 = −S22 = A, S12 = S21 = B. Ñèñòåìà äëÿ íàõîæäåíèÿ
u, v, p, A, B èìååò âèä

ux + vy = 0, ρ (ut + uux + vuy) + px − Ax − By = 0,
ρ(vt + uvx + vvy) + py − Bx + Ay = 0,

τ [At + uAx + vAy + B(vx − uy)] − 2µ ux + A = 0,
τ [Bt + uBx + vBy − A(vx − uy)] − µ (uy + vx) + B = 0

(2)Èçó÷åíû ãðóïïîâûå ñâîéñòâà ñèñòåìû (2): îíà äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîìåðíóþïñåâäîãðóïïó Ëè, áàçèñíûå îïåðàòîðû êîòîðîé èìåþò âèä
X1 = ∂t, X2 = y ∂x − x ∂y + v ∂u − u ∂v + 2B ∂A − 2A∂B,

〈α (t)〉1 = α (t) ∂x + α̇ (t) ∂u − ρ x α̈ (t) ∂p,

〈β (t)〉2 = β (t) ∂y + β̇ (t) ∂v − ρ y β̈ (t) ∂p, 〈γ (t)〉3 = γ (t) ∂p,
(3)Ïîñòðîåíû îäíî- è äâóìåðíûå îïòèìàëüíûå ñèñòåìû ïîäàëãåáð àëãåáðû Ëè (3)(îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîé ñèñòåìû ïîäàëãåáð ñì. â [4℄). Îïòèìàëüíàÿ ñèñòåìàîäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäàëãåáð èìååò âèä:

X1 + CX2, X2 + 〈γ (t)〉3 , 〈α (t)〉1 + 〈β (t)〉2 , 〈γ (t)〉3 (4)ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, α, β, γ �- ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè âðåìåíè.



232 Ìåùåðÿêîâà Å.Þ., Ïóõíà÷åâ Â.Â.Îïòèìàëüíàÿ ñèñòåìà äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäàëãåáð èìååò âèä:
[X1 + x2X2, X2 + C1 〈sin (x2t)〉1 + C1 〈cos (x2t)〉2 + C3 〈1〉3] ,

[X1, X2 + C1 〈1〉1 + C3 〈1〉3] , [X2 + 〈γ1〉3 , 〈γ2〉3] , [〈γ1〉3 , 〈γ2〉3] ,[
X1 + x2X2,

〈
ekt (C1 cos (x2t) + C2 sin (x2t))

〉
1
+

+
〈
ekt (−C1 sin (x2t) + C2 cos (x2t))

〉
2
+ C3

〈
ekt
〉
3

]
,

[〈α1〉1 + 〈β1〉2 , 〈α2〉1 + 〈β2〉2 + 〈γ2〉3] ïðè óñëîâèè
α̇1α2 − α1α̇2 = β1β̇2 − β2β̇1 + C.ãäå x2, k, Ci � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, αi, βi, γi �- ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè âðå-ìåíè (i = 1, 2, 3).�àññìîòðèì èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå ðàíãà 2 îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû ñ îïåðà-òîðîì X = ∂y + Ω (t∂x + ∂u) , ãäå Ω = const (äàííûé îïåðàòîð ïîëó÷àåòñÿ èçòðåòüåãî îïåðàòîðà â (4) ñ α = Ωt, β = 1). Ýòî ðåøåíèå èìååò âèä

u = Ωy + f(ξ, t), v = g(ξ, t), p = p(ξ, t), A = a(ξ, t), B = b(ξ, t),ãäå ξ = x − Ωyt. �åäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà èìååò äâà èíòåãðàëà, ÷òî ïîçâîëÿåòñâåñòè åå ê ñèñòåìå äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé g, a è b:
gt = 2ρ−1Ωt (1 + Ω2t2)

−1
aξ + ρ−1 (1 − Ω2t2) (1 + Ω2t2)

−1
bξ−

−2Ω2t (1 + Ω2t2)
−1
g,

at = [2µτ−1Ωt− (1 + Ω2t2) b] gξ − τ−1a + Ωb,
bt = (µτ−1 − a) Ω + (µτ−1 (1 − Ω2t2) + (1 + Ω2t2) a) gξ − τ−1b.

(5)Ñîáñòâåííûå ÷èñëà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5) èìåþò âèä:
λ1 = 0, λ2,3 = ±ρ−1/2

[
µτ−1

(
1 + Ω2t2

)
+
(
1 − Ω2t2

)
a− 2Ωtb

]1/2
. (6)Óñëîâèåì ãèïåðáîëè÷íîñòè ñèñòåìû (5) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîñòü ïîäêîðåí-íîãî âûðàæåíèÿ â (6). Â ïðîöåññå ýâîëþöèè ýòî óñëîâèå ìîæåò íàðóøàòüñÿ.Ïîëàãàÿ â (5) Ω = 0, ïðèõîäèì ê çàìêíóòîé ñèñòåìå äëÿ �óíêöèé v, A è B,îïèñûâàþùåé ñëîèñòûå äâèæåíèÿ [3℄:

ρ vt = Bx, τ (At + B vx) + A = 0, τ (Bt − Avx) + B = µ vx (7)Â îòëè÷èå îò èñõîäíîé ñèñòåìû (2), ñèñòåìà óðàâíåíèé (7) ÿâëÿåòñÿ ýâîëþöè-îííîé ïî îòíîøåíèþ êî âñåì èñêîìûì �óíêöèÿì. Óñëîâèåì åå ãèïåðáîëè÷íîñòèÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà τA+ µ > 0. Äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ ñè-ñòåìû (7) ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âðåìÿ ðåëàêñàöèè τ è äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü
µ îäíîâðåìåííî ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïðè÷åì µ τ−1 = σ = const.Ïðîâåäåí àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ñèñòåìû (7) ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó τ−1. Äëÿãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè ìû èìååì êâàçèëèíåéíóþ ñèñòåìó

ρ vt = Bx, At = −B vx, Bt = (σ + A) vx, (8)êîòîðàÿ â îáëàñòè åå ãèïåðáîëè÷íîñòè äîïóñêàåò ðåøåíèÿ â âèäå ïðîñòûõ âîëí.Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îáðàçîâàíèÿ ðàçðûâîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (8) çà êî-íå÷íîå âðåìÿ. Ïðè ýòîì îñòàåòñÿ íåðåøåííûì âîïðîñ î âûáîðå óñëîâèÿ �þãîíèî íà



�ðóïïîâîé àíàëèç óðàâíåíèé íåñæèìàåìîé âçÿêîóïðóãîé ñðåäû Ìàêñâåëëà 233ñèëüíîì ðàçðûâå, êîòîðîå áû ãàðàíòèðîâàëî åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-øè. Ýòîò âîïðîñ íåòðèâèàëåí, ïîñêîëüêó èñõîäíîå ðåîëîãè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå �òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) � íå èìååò �îðìó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ.�åøåíà çàäà÷à î çàïîëíåíèè ñ�åðè÷åñêîé ïîëîñòè äëÿ âÿçêîóïðóãîé íåñæè-ìàåìîé ñðåäû Ìàêñâåëëà [5℄. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìîæåòáûòü ñâåäåíà ê îäíîìó èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêàäëÿ ðàäèóñà ïîëîñòè êàê �óíêöèè âðåìåíè è êâàäðàòóðàì. Íàéäåíî ïðåîáðàçîâà-íèå, ïðèâîäÿùåå ýòî óðàâíåíèå ê äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ 4-ãî ïîðÿäêà è5-é ñòåïåíè, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ÷èñëåííîå è àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèåçàäà÷è Êîøè. Â ýòî óðàâíåíèå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âõîäÿò òðè áåçðàçìåðíûõ ïà-ðàìåòðà: ÷èñëî �åéíîëüäñà, áåçðàçìåðíîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè è êàïèëëÿðíîå ÷èñëî.Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè íåíóëåâîì çíà÷åíèè ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ïîëîñòü ñòÿ-ãèâàåòñÿ â òî÷êó çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Â îòñóòñòâèå êàïèëëÿðíûõ ñèë âîçìîæíû äâàðåæèìà, àíàëîãè÷íûõ òåì, êîòîðûå èìåþò ìåñòî äëÿ íåñæèìàåìîé âÿçêîé æèäêî-ñòè. Îäíàêî äëÿ âÿçêîóïðóãîé ñðåäû êðèòè÷åñêîå ÷èñëî �åéíîëüäñà, ðàçäåëÿþùååðåæèìû ñ êîíå÷íûì è áåñêîíå÷íûì âðåìåíåì çàïîëíåíèÿ ïîëîñòè, çàâèñèò îò âðå-ìåíè ðåëàêñàöèè è óâåëè÷èâàåòñÿ âìåñòå ñ ïîñëåäíèì. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷èäëÿ êîíòèíóóìà Ìàêñâåëëà îáíàðóæèëî ñóùåñòâîâàíèå êàê êîëåáàòåëüíîãî, òàêè ìîíîòîííîãî ðåæèìîâ äâèæåíèÿ. Õàðàêòåðíî, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè ðàäèóñà ïî-ëîñòè êîëåáàíèÿ ïðåêðàùàþòñÿ. Âîçìîæíû äâà àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåæèìà âáëèçèìîìåíòà êîëëàïñà: èíåðöèîííûé, êîãäà ñêîðîñòü â ýòîò ìîìåíò îáðàùàåòñÿ â áåñ-êîíå÷íîñòü, è âÿçêèé, êîãäà ñêîðîñòü ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó, çàâèñÿùåìóîò îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé çàäà÷ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé äëÿ ñèñòåìû Ìàêñâåëëà. Èõ ñèñòåìàòè÷åñêèé ïîèñê îñíî-âàí íà òåîðåìå îá èíâàðèàíòíîñòè óñëîâèé íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå. Åñëè ñâîáîäíàÿãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì ïîäãðóïïû ðàñøèðåííîé ãðóïïû�àëèëåÿ, òî êèíåìàòè÷åñêîå è äèíàìè÷åñêîå óñëîâèÿ, âûïîëíåííûå íà ýòîé ïî-âåðõíîñòè, òàêæå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ýòîé ïîäãðóïïû [3℄.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû ðåøåíèÿ ìîãóòáûòü íå òîëüêî èíâàðèàíòíûìè, íî è ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûìè, à òàêæå èõ îáîá-ùåíèÿìè. Ê ïîñëåäíèì îòíîñèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è î äå�îðìàöèè âÿçêîóïðóãîéïîëîñû ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè, äâèæóùåéñÿ ïî èíåðöèè ëèáî ïîä äåéñòâèåìðàñòÿãèâàþùèõ èëè ñæèìàþùèõ ïðîäîëüíûõ íàïðÿæåíèé [6℄, à òàêæå ñäâèãîâûõíàïðÿæåíèé, ïðèëîæåííûõ ê ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Â ýòîé çàäà÷å îáíàðóæåíìàñøòàáíûé ý��åêò êîðîòêîâîëíîâîé íåóñòîé÷èâîñòè, âûçâàííûé îòñóòñòâèåìäèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ äåâèàòîðà òåíçîðà íàïðÿæåíèé [3℄.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîãðàììû 14.3 Îòäåëåíèÿ ýíåð-ãåòèêè, ìàøèíîñòðîåíèÿ, ìåõàíèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ �ÀÍ.
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ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Àïàêàøåâ �.À. Ïàâëîâ Â. Â. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïðî÷íîñòè è ìîäóëÿ ñäâèãà âîäûïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ òå÷åíèÿ // Èçâ. �ÀÍ. Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà. 1997. � 1.Ñ. 3�7.[2℄ Êîðåí÷åíêî À.Å. Áåñêà÷êî Â.Ï. Îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ ñäâèãà âîäû â ýêñïåðèìåíòàõñ ïëàâàþùèì äèñêîì // ÏÌÒÔ. 2008. Ò. 49. � 1. Ñ. 100�103.[3℄ Ïóõíà÷åâ Â. Â. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåñæèìàåìîé âÿçêîóïðóãîé ñðåäû Ìàêñ-âåëëà // ÏÌÒÔ. 2010. Ò. 51. � 4.[4℄ Îâñÿííèêîâ Ë. Â. �ðóïïîâîé àíàëèç äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ì.: Íàóêà,1978. 320 ñ.[5℄ Îñèïîâ Ñ.Â. Ïóõíà÷åâ Â.Â. Çàäà÷à î çàïîëíåíèè ñ�åðè÷åñêîé ïîëîñòè â íåñæè-ìàåìîé âÿçêîóïðóãîé ñðåäå Ìàêñâåëëà // Â ñá. ¾Óñïåõè ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä¿.Âëàäèâîñòîê: Äàëüíàóêà. 2009. Ñ. 583�591.[6℄ Ïóõíà÷åâ Â.Â. Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé âÿçêîóïðóãîéñðåäû Ìàêñâåëëà // ÏÌÒÔ. 2009. Ò. 50. � 2. Ñ. 16�23.Mesh
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 analysis of the latter shows the possibility ofdis
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e. Exa
t solutions tothe problems on �lling a spheri
al 
avity and vis
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 strip deformation were built.



ÂÛÑÎÊÎ×ÀÑÒÎÒÍÀß ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÒÅ×ÅÍÈß ÂßÇÊÎÉÆÈÄÊÎÑÒÈ, ÑÎÇÄÀÂÀÅÌÎ�Î Â�ÀÙÀÒÅËÜÍÛÌÈÊÎËÅÁÀÍÈßÌÈ ÏÎ��ÓÆÅÍÍÎ�Î ØÀ�À.Ìîðãóëèñ À.Á.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÞæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ, ÂëàäèêàâêàçÏðè âðàùàòåëüíûõ êîëåáàíèÿõ ïîãðóæåííîãî øàðà îáëàñòü òå÷åíèÿ ïîñòîÿííà, à ïî-òîìó ïåðåäà÷à ìîìåíòà îò øàðà ê æèäêîñòè ïðîèñõîäèò èñêëþ÷èòåëüíî áëàãîäàðÿ ñèëàìâÿçêîãî òðåíèÿ. Ýòîãî, îäíàêî, äîñòàòî÷íî äëÿ âîçáóæäåíèÿ ñðåäíåãî âèõðåâîãî ïîòîêàíå òîëüêî â ñòîêñîâîì ñëîå, íî è âî âñåé îáëàñòè òå÷åíèÿ äàæå â ñëó÷àå âûñîêîé ÷àñòîòûêîëåáàíèé. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ýòî ÿâëåíèå èññëåäóåòñÿ ïðè â ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî ìà-ëûõ êîëåáàíèé: ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èõ èõ àìïëèòóäà ïîðÿäêà òîëùèíû ñòîêñîâà ñëîÿ.Îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ýêñïåðèìåíòîì.�àññìîòðèì îáòåêàíèå äâèæóùåãîñÿ òâ¼ðäîãî øàðà âÿçêîé îäíîðîäíîé íåñæè-ìàåìîé æèäêîñòüþ. Äâèæåíèå øàðà çàäàíî òàê, ÷òî îí ïåðèîäè÷åñêè ïîâîðà÷èâà-åòñÿ âîêðóã ñâîåãî öåíòðà, íî â ñðåäíåì îñòà¼òñÿ íà ìåñòå. Ïðîñòåéøèé ÷àñòíûéñëó÷àé òàêîãî äâèæåíèÿ � êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè, ïðèýòîì óãîë ïîâîðîòà ìåíÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïî ïðàâèëó
ϕ(τ) = ε0 sin τ ; τ = Ωt.Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ñòðîèòñÿ àñèìïòîòèêà òå÷åíèÿ ïðè áîëüøîé ÷àñòîòå Ω èìàëîé óãëîâîé àìïëèòóäå ε0. Èñïîëüçóåìûé �îðìàëèçì ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòüè áîëåå îáùèå âðàùàòåëüíûå êîëåáàíèÿ, îïèñûâàåìûå, íàïðèìåð, ñåìåéñòâàìèîðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö

U(τ, ε0) = E + ε0L0(τ) +O(ε2
0), ε0 → +0,ãäå âñå ÷ëåíû 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ïî τ = Ωt, ìàòðèöà L0(τ) êîñîñèììåòðè÷íà èèìååò íóëåâîå ñðåäíåå çà ïåðèîä, è ðàçëîæåíèå ðàâíîìåðíî ïî τ ∈ (0, 2π).Ââåä¼ì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå. Çà åäèíèöó âðåìåíè ïðèìåì Ω−1, äëèíû �ðàäèóñ øàðà r1, ñêîðîñòè � õàðàêòåðíóþ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷åê òâ¼ðäîé ãðà-íèöû r1Ωε0. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ áåçðàçìåðíàÿ �îðìà ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà ñîäåð-æèò äâà ïàðàìåòðà: óãëîâóþ àìïëèòóäó ε0 è áåçðàçìåðíóþ âÿçêîñòü ν0 = Re−1,ãäå Re = (Ωr2

1)/ν. Â ñëó÷àå áîëüøîé ÷àñòîòû è ìàëîé àìïëèòóäû êîëåáàíèé (ïðè�èêñèðîâàííîé âÿçêîñòè) îáà ïàðàìåòðà ñèñòåìû ìàëû. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ ïî-ñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ íåîáõîäèìî óêàçàòü ïóòü íà ïëîñêîñòè
(ε0, ν0), âäîëü êîòîðîãî (ε0, ν0) → (0, 0). Ìû ïðèìåì, ÷òî

ε0 = aε; ν0 = ε2; a ∼ 1, ε→ +0. (1)Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà Íàâüå�Ñòîêñà çàïèøåòñÿ â âèäå
vτ + ∇P = ε2∆v − aε(v,∇)v, div v = 0 ïðè r > 1; v|r=1 = k(τ) × x, (2)



236 Ìîðãóëèñ À.Á.ãäå k � èçâåñòíàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì, x �ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè x ∈ R
3, è r = |x|. Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � àñèìïòîòè÷åñêîåèíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (2) ïðè ε → +0. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ε0r1 ∼

√
νΩ−1è r1Ωε0 ∼

√
νΩ, òàê ÷òî ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ãðàíèöû ïîðÿäêà òîëùèíû ñòîêñîâàñëîÿ è õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü âèáðàöèè ãðàíèöû ïîðÿäêà êîðíÿ èç ÷àñòîòû âèáðà-öèé. Òàêèì îáðàçîì, íàøà àñèìïòîòèêà íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîé âèáðî-äèíàìèêè, ãäå ñêîðîñòü âèáðàöèé ñ÷èòàåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà 1 ïðè ñòðåìëåíèè÷àñòîòû ê ∞, ñì. [1℄.�àçûñêèâàåòñÿ àñèìïòîòèêà 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ïî τ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2), äëÿ÷åãî ïðèìåíÿåòñÿ ¾ãèáðèä¿ ìåòîäîâ óñðåäíåíèÿ è Âèøèêà-Ëþñòåðíèêà òèïà [2℄.�åøåíèå ðàçûñêèâàåòñÿ â âèäå

(v, P ) =
∑

k>0

εk
(
(vok + P o

k )(x, τ) + (vbk + P b
k)(s, θ, τ)

)
, θ = r−1x, r = 1 + εs, (3)ãäå âåðõíèå èíäåêñû ¾o¿ è ¾b¿ ðàçëè÷àþò ïîëÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê âíåøíåìó òå÷åíèþè ïîãðàíñëîþ, ñîîòâåòñòâåííî. Êàê âñåãäà, ìû òðåáóåì ñâåðõñòåïåííîãî çàòóõàíèÿïîãðàíñëîéíûõ ïîëåé ïðè s→ +∞.Ïîäñòàíîâêà ðÿäîâ (3) â (2) ïðèâîäèò ê äâóì ñâÿçàííûì èòåðàöèîííûì ïðîöåñ-ñàì. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: θ = θ(x) � ðàäèàëüíûé îðò â òî÷êå x, S(x) � ïðîåêòîðíà îðòîãîíàëüíóþ åìó ïëîñêîñòü, ïðîâåä¼ííóþ ÷åðåç òî÷êó x, uok = vokθ, ubk = vbkθ,

wb
k = Svok, wb

k = Svok. Ïåðâûé èç èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ èìååò âèä
vokτ + ∇P o

k = Vk(v
o
0, . . . ,v

o
k−1), div vok = 0; uok|r=1 = −ubk|s=0, k = 0, 1, 2, . . . . (4)ãäå V0 ≡ 0. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåì (4) íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî ðàâåíñòâ ñðåäíèõ

∇P̄ o
k = Vk(vo0, . . . ,v

o
k−1), div v̄ok = 0; ūok|r=1 = −ūbk|s=0, k = 0, 1, 2, . . . . (5)Âòîðîé ïðîöåññ óäîáíî çàïèñàòü â ïðîåêöèÿõ íà ðàäèàëüíûé îðò è îðòîãîíàëüíûååìó ïëîñêîñòè.
ub0 = 0; P b

0 = 0; P b
1 = 0; (6)

wb
0τ − wb

0ss = 0; wb
0|s=0 = k(τ) × θ; (7)

−ubm+1,s = div vbm + Um(div vb0, . . . , div vbm−1); (8)
P b
m+2,s = Qm+1(v

o
0, . . . ,v

o
m+1,v

b
0, . . . ,v

b
m+1, P

b
m+1); (9)

wb
mτ − wb

mss = Wm(vo0, . . . ,v
o
m−1,v

b
0, . . . ,v

b
m−1, P

b
m); (10)

wb
m|s=0 + wo

m|r=1 = 0, (11)
W0 = 0; θWm ≡ 0; U0 = 0;m = 0, 1, . . . . (12)Â óðàâíåíèÿõ (10) íåò ðàäèàëüíîãî ïåðåíîñà (ò. å. ÷ëåíîâ u0w

b
ms, ãäå u0 = ub0 +

uo0|r=1). Ýòî ïðèÿòíîå îáñòîÿòåëüñòâî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî íîðìàëüíàÿ ñêîðîñòüòâ¼ðäîé ãðàíèöû ðàâíà íóëþ (ñì. (4) è (6)). ßâíûå âûðàæåíèÿ îïåðàòîðîâ Vk,
Qm+1, Um è Wm îïóñòèì. Çàìåòèì ëèøü, ÷òî âñå îíè ïîëèëèíåéíû. Êðîìå òîãî,çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ Wm, Qm+1, div vm è Um ñóòü ïîëÿ ñî ñâåðõñòåïåííûì çàòó-õàíèåì ïðè s → ∞, åñëè òàêèì çàòóõàíèåì îáëàäàþò vb0, . . . ,v

b
m è P b

m. Îòñþäà



Âûñîêî÷àñòîòíàÿ àñèìïòîòèêà òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè 237ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèÿ (8) è (9) èìåþò ïîãðàíñëîéíûå ðåøåíèÿ ïðè äàííîì m,åñëè ïîñòðîåíû âñå ïðåäûäóùèå ïðèáëèæåíèÿ. Äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (10�11)íåîáõîäèìî (è äîñòàòî÷íî) âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâ
−w̄b

mss = Wm(vo0, . . . ,v
o
m,v

b
0, . . . ,v

b
m−1, P

b
m); (13)

w̄b
m|s=0 + w̄o

m|r=1 = 0. (14)Ïîãðàíñëîéíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13) åäèíñòâåííî è íå óäîâëåòâîðÿåò, âîîáùåãîâîðÿ, (14). Ïîýòîìó (14) íàäëåæèò ðàññìàòðèâàòü êàê äîïîëíèòåëüíîå ãðàíè÷-íîå óñëîâèå ê óðàâíåíèþ ñðåäíåãî ïîëÿ (5), ïðè ýòîì ïîëå w̄b
m îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ-íåíèåì (13), à óðàâíåíèÿ (10) ðåøàþòñÿ ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

wb
m|s=0 = (w̄o

m − wo
m)|r=1 (15)�àññìîòðèì ïåðâûå øàãè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ. Ïóñòü k = m = 0. Òîãäà, âñèëó (4), (5) (6), vo0 = v̄o0, div v̄o0 = 0, P o

0 = 0. Íà îñíîâàíèè (7), ìîæíî ïîëîæèòü
wb

0 = q0(s, τ) × θ,q0τ = q0ss, q0|s=0 = k(τ). (16)Çàìåòèì, ÷òî q0 ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò ïðè s → ∞ (òàê êàê k̄ = 0). Îòñþäàñëåäóåò, ÷òî w̄b
0 = 0, ïðè ýòîì div wb

0 = 0, òàê ÷òî ub1 = 0. Äàëåå,
V1 = a(v̄o0,∇)v̄o0 = V1,à ïîòîìó vo1 = v̄o1, P o

1 = P̄ o
1 . Íî P̄ o

1 ñâÿçàíî ñ v̄o0 ðàâåíñòâàìè (5), ãäå k = 1, òàê ÷òî
a(v̄o0,∇)v̄o0 = −∇P̄ o

1 ; div v̄o0 = 0; v̄o0|r=1 = 0,è ìû ìîæåì ïîëîæèòü vo0 = 0, P o
1 = 0. Â òàêîì ñëó÷àå ðàññìîòðåíèå (4�5) ïðè

k = 2 äà¼ò V2 = 0, P̄ o
2 = 0, è

ṽo2
def
= vo2 − v̄o2 = ∇Φ2, ∆Φ2 = 0; Φ2,r|r=1 = −ũb2|s=0

def
= ub2 − ūb2, (17)ïðè ýòîì P o

2 = −∇Φ2,τ . Òåïåðü óðàâíåíèå (5) ïðè k = 3 ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòüñðåäíþþ ñêîðîñòü v̄o1. Äåëî ñâîäèòñÿ (
 ó÷¼òîì vo0 = 0) ê ñèñòåìå Íàâüå�Ñòîêñà
∆v̄o1 = ∇H1 + a(v̄o1,∇)v̄o1, div v̄o1 = 0; v̄o1|r=1 = −w̄b

1|s=0; H1 = P̄ o
3 + (∇Φ2)2/2. (18)Òàêèì îáðàçîì, ïîãðàíñëîéíîå òå÷åíèå ¾ýêñïîðòèðóåò¿ çàâèõðåííîñòü â ñðåä-íåå âíåøíåå òå÷åíèå. Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ steadystreaming, è èçó÷àåòñÿ âåñüìà øèðîêî. Ïðèìåíÿåìûå ïðè ýòîì àíàëèòè÷åñêèå ìå-òîäû ñëåäóþò, â îñíîâíîì, ñòàòüå [3℄. Ïðåäëîæåííûé â íåé ïîäõîä, â îòëè÷èå îòíàøåãî, ïðèâîäèò ê íåðàâíîìåðíûì ïî îáëàñòè òå÷åíèÿ ïðèáëèæåíèÿì.�ðàíè÷íûå äàííûå çàäà÷ (17) è (18) âûðàæàþòñÿ â ÿâíîé �îðìå ÷åðåç q0 âñèëó (10)�(13)�(15) ïðè k = 1, 2 è (8) ïðè k = 2. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå êðóòèëüíûõêîëåáàíèé, k = sin τ k̄, |k̄| = 1 è

v̄o1|r=1 = −(a/8) sin 2σeσ; Φ2,r|r=1 = (a/8)(1 − 3 cos2 σ) sin(2τ − π/4).



238 Ìîðãóëèñ À.Á.Çäåñü cosσ = (θ, k̄), σ ∈ (0, π), eσ � îðò íîðìàëè ê êîîðäèíàòíûì ïîâåðõíîñòÿì
σ = const, îðèåíòèðîâàííûé òàê, ÷òî eσ = k̄ ïðè σ = π/2. Òàêèì îáðàçîì, âáëèçèãðàíè÷íîé ñ�åðû ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü æèäêîñòè íàïðàâëåíà îò ïîëþñîâ ê ýêâàòîðó.�ëàâíàÿ îñöèëëèðóþùàÿ ÷àñòü âíåøíåãî òå÷åíèÿ ṽo2 = ∇Φ2 äîïóñêàåò ïðîñòîåÿâíîå âûðàæåíèå
uo2 = a sin(2τ − π/4)(1 − 3 cos2 σ)/(8r4); wo

2 = −(a sin(2τ − π/4) sin 2σ/(8r4))eσ.Â ÷àñòíîñòè, ïóëüñàöèè ðàäèàëüíîé ñêîðîñòè âíåøíåãî òå÷åíèÿ èìåþò óäâîåííóþ÷àñòîòó, ïðè÷¼ì èõ àìïëèòóäà äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè σ = π/2,ò.å â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè.Â ñòàòüå [4℄ ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ òå÷å-íèé, âûçûâàåìûõ êðóòèëüíûìè êîëåáàíèÿìè ïîãðóæåííîãî øàðà. Êàê ãëàâíûåîñîáåííîñòè ãëîáàëüíîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè îòìå÷àþòñÿ âîçíèêíîâåíèå ñòàöè-îíàðíîé îñåñèììåòðè÷íîé öèðêóëÿöèè, ïåðåíîñÿùåé æèäêîñòü âáëèçè ñ�åðû îòïîëþñîâ ê ýêâàòîðó è ïåðèîäè÷åñêîå ïîÿâëåíèå ðàäèàëüíîé ñòðóè âáëèçè ýêâàòî-ðà. Ïðè ýòîì ÷àñòîòà ñòðóè îêàçûâàåòñÿ âäâîå áîëüøå ÷àñòîòû êîëåáàíèé øàðà.Îáå ýòèõ îñîáåííîñòè âíåøíåãî òå÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíû â ïîñòðîåííîì çäåñü ïðè-áëèæåíèè. Ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ñòðóÿ ìàëàïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàöèîíàðíûì òå÷åíèåì, òîãäà êàê â ýêñïåðèìåíòàõ [4℄ îáå êîìïî-íåíòû âíåøíåãî òå÷åíèÿ âïîëíå ñðàâíèìû. Ýòî ðàçëè÷èå îáóñëîâëåíî, âåðîÿòíî,òåì, ÷òî â ýêñïåðèìåíòå àìïëèòóäû êîëåáàíèé íå áûëè ìàëûìè: ε0 è ε ìåíÿëèñüïðèáëèçèòåëüíî â èíòåðâàëàõ (1.6, 2.1) è (0.01, 0.05), ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì ïðèóìåíüøåíèè ε íàáëþäàëîñü ïîñòåïåííîå îñëàáëåíèå ðàäèàëüíîé ñòðóè âïëîòü äîíåâîçìîæíîñòè å¼ íàáëþäåíèÿ. Âîçìîæíî, ëó÷øåãî ñîâïàäåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòîììîæíî äîáèòüñÿ, ïðîäîëæàÿ ïîñòðîåííîå ïðèáëèæåíèå ÷èñëåííî â îáëàñòü áîëååâûñîêèõ àìïëèòóä.Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì âîçìîæíûé ý��åêò âèáðàöèè òâåðäîé ãðàíèöû íàñðåäíåå äâèæåíèå ÷àñòèö æèäêîñòè. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèö âî âíåøíåì òå-÷åíèè çàïèøåì â áåçðàçìåðíîé �îðìå, èñïîëüçóÿ òå æå åäèíèöû äëèíû è ñêîðî-ñòè, ÷òî è ïðè çàïèñè ñèñòåìû (2), íî çà åäèíèöó âðåìåíè ïðèìåì T = ε−2
0 Ω−1,

ε0 = a0/r1, a0 � õàðàêòåðíàÿ àìïëèòóäà âèáðàöèè ÷àñòèö ãðàíèöû. Áóäåì èìåòü
xt = ε−1

0 vo(x, ε−2
0 t).Ïóñòü ñêîðîñòü ε→ +0 è ïîëå ñêîðîñòè äîïóñêàåò àñèìïòîòèêó

vo(x, τ) = vo0(x, τ) + ε0v̄
o
1(x) + . . . , v̄o0 = 0; , ε0 → +0, (19)Òîãäà ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ñðåäíåé ëàãðàíæåâîé ñêîðîñòè èìååò âèä

x̄t = v̄o1(x) + (ξ,∇)vo0, ãäå ξτ (x̄, τ) = vo0(x̄, τ), τ = ε−2
0 t.(ñì. íàïðèìåð [1℄). Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî äðåé� ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö îò-íîñèòåëüíî òðàåêòîðèé ýéëåðîâà ñðåäíåãî ïîëÿ (Stokes drift); ïðè ýòîì ñìåùåíèÿ÷àñòèö ïîðÿäêà 1 äîñòèãàþòñÿ íà âðåìåíàõ ïîðÿäêà T .Çàìåòèì, ÷òî àñèìïòîòèêà (19) èìååò ìåñòî, åñëè àìïëèòóäà è ÷àñòîòà âèá-ðàöèè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (1). Â òàêîì ñëó÷àå T ∼ r2

1/ν � ìàñøòàá âÿçêîé



Âûñîêî÷àñòîòíàÿ àñèìïòîòèêà òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè 239ðåëàêñàöèè. Cïåöè�èêà ÷èñòî òàíãåíöèàëüíûõ êîëåáàíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
vo0 = 0, à ïîòîìó äðåé� ìîæåò ïðîÿâèòüñÿ ëèøü â ïîãðàíñëîå. Â ñëó÷àå âðàùà-òåëüíûõ êîëåáàíèé øàðà ñîîòâåòñòâóþùèé äðåé�îâûé ÷ëåí èìååò âèä

θ̄ × (f0 × q0)/2, fτ (s, τ) = q0(s, τ),ãäå q0 îïðåäåë¼í â (16). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äðåé�îâàÿ ñêîðîñòü ïàðàëëåëüíàïëîñêîñòÿì, êàñàòåëüíûì ê ãðàíè÷íîé ñ�åðå. Íà ñàìîé ãðàíè÷íîé ñ�åðå fτ (0, τ) =
k0(τ) = q0(0, τ), è

f0 × q0|s=0 = 0.Ýòî ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç îñíîâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î ïåðèîäè÷íîñòè âðàùåíèéøàðà è î òîì, ÷òî îí ïîêîèòñÿ â ñðåäíåì. Â ñëó÷àå êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé äðåé-�îâûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÀÂÖÏ ¾�àçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñ-øåé øêîëû¿ (ïðîåêòû 2.1.1/554 è 2.1.1/6095) è �ÔÔÈ, ïðîåêòû 08-01-00895, 07-01-92213.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Þäîâè÷ Â.È. Âèáðîäèíàìèêà è âèáðîãåîìåòðèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè //Óñïåõè ìåõàíèêè. 2006. Ò. 4. � 3. Ñ. 26�129.[2℄ Vladimirov V.A. Vis
ous �ows in a half spa
e 
aused by tangential vibrations on itsboundary // Studies in Appl. Math. 2008. Vol. 121. � 4. pp. 337�367.[3℄ Riley N. Os
illatory vis
ous �ows � Review and extension // J. Inst. Maths. Appli
s.1967. Vol. 3. pp. 419�434.[4℄ Hollerba
h, R., Wiener, R. J., Sullivan, R. J., Donnelly, I. S., Barenghi, C. F. The �owaround a torsionally os
illating sphere // Phys. Fluids. 2002. Vol. 14, �. 12. pp. 4192�4205.Morgulis A.B. High frequen
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 for the vis
ous �uid �ow around a rotationallyos
illationg sphere. The rotational os
illations do not 
hange the �ow domain. Hen
e, the�uid vis
osity is solely responsible for the transfer of the angular momentum to the �uid.Nevertheless, su
h intera
tion is able to ex
ite steady vortex �ows in the exterior of theStokes layer even in the 
ase of high frequen
y. The present paper addresses these featuresin the 
ase of relatively small os
illations, whose amplitudes are supposed to be as small asthe width of the Stokes layer. The relations of the obtained results to the experiments aredis
ussed as well.



ËÎÊÀËÈÇÎÂÀÍÍÛÅ ÔÎ�ÌÛ ÏÎÒÅ�È ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈÑÆÀÒÎÉ ÑÏËÎØÍÎÉ Ñ�ÅÄÛÌîðîçîâ Í.Ô., Òîâñòèê Ï.Å.Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò�àññìàòðèâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíàÿ ëèíåéíî óïðóãàÿ ñïëîøíàÿ ñðåäà, ðàâ-íîìåðíî ñæàòàÿ â ïëîñêîñòè èçîòðîïèè. Ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêîì óðîâíå ñæàòèÿ ñðåäàòåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, èáî íàðóøàåòñÿ óñëîâèå Àäàìàðà î ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòèàêóñòè÷åñêîãî òåíçîðà. Åñëè ìîäóëè óïðóãîñòè ïîñòîÿííû, �îðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòèîõâàòûâàåò âñþ ñðåäó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �îðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ëîêàëèçóåòñÿâáëèçè íåêîòîðîé ïëîñêîñòè. Â äîêëàäå ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëèæå-íèé ïîñòðîåíà ëîêàëèçîâàííàÿ �îðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è íàéäåíà êðèòè÷åñêàÿ äå-�îðìàöèÿ ñæàòèÿ.1. Ââåäåíèå. Â ñâîèõ ðàáîòàõ È.È. Âîðîâè÷ óäåëÿë îñîáîå âíèìàíèå ìà-òåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòè àíàëèçà èññëåäóåìîé ïðîáëåìû [1℄, ïîýòîìó ïóáëèêàöèÿýòîé ñòàòüè â ñáîðíèêå, ïîñâÿùåííîì åãî ïàìÿòè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ óìåñòíîé. �àñ-ñìàòðèâàþòñÿ �îðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîãî ëèíåéíîóïðóãîãî ïðîñòðàíñòâà x1x2x3, ðàâíîìåðíî ñæàòîãî â ãîðèçîíòàëüíûõ ïëîñêîñòÿõèçîòðîïèè x1x2 [2℄� [4℄. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ñâÿçàíà ñ íàðóøåíèåì óñëîâèÿ Àäà-ìàðà [5℄ î ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè àêóñòè÷åñêîãî òåíçîðà. Åñëè ìîäóëèóïðóãîñòè ïîñòîÿííû, �îðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè îõâàòûâàåò âñå ïðîñòðàíñòâî.Íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óïðóãèå ìîäóëè çàâèñÿò òîëüêî îò âåðòèêàëüíîé êîîð-äèíàòû x3 = z. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíà ëîêàëèçàöèÿ �îðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòèâ îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé ïëîñêîñòè z = z∗. Ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêèõÂÁÊ-ïðèáëèæåíèé [6, 7℄ ïîñòðîåíû ëîêàëèçîâàííûå �îðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòèè íàéäåíû êðèòè÷åñêèå äå�îðìàöèè ñæàòèÿ.2. Äîêðèòè÷åñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå è åãî áè�óðêàöèÿ. Óïðóãèéïîòåíöèàë òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà âîçüìåì â âèäå
U =

1

2

3∑

i,j=1

Eijεiiεjj +
∑

i6=j
Gijε

2
ij , εij =

1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

+

3∑

k=1

∂uk
∂xi

∂uk
∂xj

)
, (1)ãäå ui � ïðîåêöèè ïåðåìåùåíèé, εij � äå�îðìàöèè Êîøè��ðèíà, Eij , Gij � ìîäóëèóïðóãîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå äëÿ òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ñîîòíî-øåíèÿì

E11 = E22 = E12 + 2G12, E13 = E23, G13 = G23. Eij = Eji, Gij = Gji. (2)�àññìîòðèì îäíîðîäíîå äîêðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå:
ei =

∂u0
i

∂xi
, ε0

ii = ei +
1

2
e2i , σ0

i =

3∑

k=1

Eikε
0
kk, i = 1, 2, 3,
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i � äîêðèòè÷åñêèå ïåðåìåùåíèÿ. Ïóñòü
e1 = e2 = −e, σ0

3 = 0, ε0
11 = ε0

22 = −e+
e2

2
, ε0

ij = 0, i 6= j,

σ0
1 = σ0

2 = σ0 =

(
E11 + E12 −

2E2
13

E33

)
ε0
11, e3 =

√
1 − 4E13

E33

ε0
11 − 1,ïðè÷åì ïàðàìåòð ðàâíîìåðíîãî ñæàòèÿ e > 0 ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ïàðàìåòðîì íà-ãðóæåíèÿ.Ââåäåì âîçìóùåíèÿ vi äîêðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ïî �îðìóëàì

ui = u0
i + livi, l1 = l2 = 1 − e, l3 = 1 + e3.Òîãäà äå�îðìàöèè (1) ïåðåïèøóòñÿ â âèäå:

εij = ε0
ij +

1

2

(
l2i
∂vi
∂xj

+ l2j
∂vj
∂xi

+
3∑

k=1

l2k
∂vk
∂xi

∂vk
∂xj

.

)�àçëîæèì ïîòåíöèàë (1) U = U0 + U1 + U2 + . . . â ðÿä ïî ñòåïåíÿì vi. Òîãäàâàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà U2 ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé áè�óðêàöèè. Ñ÷èòàÿ,÷òî ìîäóëè (2) íå çàâèñÿò îò ãîðèçîíòàëüíûõ êîîðäèíàò x1 è x2, íåíóëåâîå ðåøåíèåýòîé ñèñòåìû èùåì â âèäå èõ äâîÿêî ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé
v1(x1, x2, z) = v1(z) cos(r1x1) sin(r2x2),

v2(x1, x2, z) = v2(z) sin(r1x1) cos(r2x2),

w(x1, x2, z) = w(z) sin(r1x1) sin(r2x2), w = v3,ãäå ri � èñêîìûå âîëíîâûå ÷èñëà. Êàê è â [2,4℄, ïîñëå ââåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõíåèçâåñòíûõ �óíêöèé
U(z) = (r1v1 + r2v2)/r, V (z) = (r2v1 − r1v2)/r, r2 = r2

1 + r2
2ñèñòåìà óðàâíåíèé áè�óðêàöèè ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ïîäñèñòåìû

(
G13l

2V ′)′ − r2(G12l
2 + σ0)V = 0, l = l1 = l2, ( )′ =

d( )

dz
; (3)

(G13l
2U ′)

′ − (E11l
2 + σ0)r2U + (G13l3rw)′ + E13l3rw

′ = 0,

− (rE13l
2U)

′ −G13l
2U ′ + (E33l

2
3w

′)
′ − r2(G13l

2
3 + σ0)w = 0.

(4)Êðèòåðèåì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâûõ îãðàíè-÷åííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3) èëè ñèñòåìû (4). Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçìîæíû äâåðàçëè÷íûå �îðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Óðàâíåíèå (3) îïèñûâàåò âðàùàòåëüíûåïåðåìåùåíèÿ ñî ñìåùåíèÿìè â ïëîñêîñòÿõ x1x2, à ðåøåíèÿì ñèñòåìû (4) ñîîò-âåòñòâóþò ïåðåìåùåíèÿ â òðåõ íàïðàâëåíèÿõ. Ñîîòâåòñòâóþùèå �îðìû ïîòåðèóñòîé÷èâîñòè íàçûâàåì �îðìàìè òèïà 1 è òèïà 2. Äëÿ �îðìû òèïà 1 êðèòè÷å-ñêîå çíà÷åíèå e(1) ïàðàìåòðà e ïðè ïîñòîÿííûõ ïî z ìîäóëÿõ (2) îïðåäåëÿåòñÿèç óðàâíåíèÿ G12l
2 + σ0 = 0, à çíà÷åíèå e(2) äëÿ �îðìû òèïà 2 � èç óðàâíåíèÿ
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G13l

2
3 + σ0 = 0 (êàê ïðàâèëî, ðàâåíñòâî E11l

2 + σ0 = 0, êîòîðîå òàêæå äàåò ïîòåðþóñòîé÷èâîñòè, íàñòóïàåò ïðè á�îëüøèõ äå�îðìàöèÿõ e).3. Ñðàâíåíèå êðèòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé e(1) è e(2). Ïðèâåäåííûå âûøåóðàâíåíèÿ äàþò
e(1)n =1−

√
1− G12E33

E11E33−E2
13

, e(2)n =1−
√

1− 2G13E33

(E11+E12)E33−2E13(G13+2E13)
. (5)Îò ìîäóëåé (2) çàñèñèò, êàêàÿ èç äâóõ �îðì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ðåàëèçóåò-ñÿ ðàíüøå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäàäèì ìîäóëè (2) òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîãîìàòåðèàëa ñîîòíîøåíèÿìè [4℄:

E11

E
=

(1+η2)(1−2ν)+2η((1−ν)2+ν2)

2(1 + η)(1 − ν2)(1 − 2ν)
,

E12

E
=

(1 + η2)ν(1 − 2ν) + 2ην

2(1 + η)(1 − ν2)(1 − 2ν)
,

E13

E
=

2ην

(1 + η)(1 + ν)(1 − 2ν)
,

E33

E
=

2η(1 − ν)

(1 + η)(1 + ν)(1 − 2ν)
,

G12

E
=

1 + η

4(1 + ν)
,

G13

E
=

η

(1 + η)(1 + ν)
, 0 < η 6 1.

(6)
ïðè÷åì ïàðàìåòð η îïèñûâàåò ñòåïåíü àíèçîòðîïèè. Ïðè η = 1 �îðìóëû (6) ñîîò-âåòñòâóþò èçîòðîïíîìó ìàòåðèàëó, à ñ óìåíüøåíèåì η ñòåïåíü àíèçîòðîïèè ðàñòåò.Äëÿ ìàòåðèàëà (6) �îðìóëû (5) ïðèíèìàþò âèä:

e(1) = 1 −
√

1 + ν

2
, e(2) = 1 −

√
(1 − η)2(1 + ν)

(1 + η2)(1 + ν) + η(2 − 6ν)
.Âèäèì, ÷òî ïàðàìåòð e(1) íå çàâèñèò îò ñòåïåíè àíèçîòðîïèè η, à e(2) → 0 ïðè

η → 0. Ïîýòîìó ïðè ìàëîé àíèçîòðîïèè ðåàëèçóåòñÿ �îðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòèòèïà 1, à ïðè áîëüøîé � òèïà 2. Íàïðèìåð, ïðè ν = 0.3 �îðìà òèïà 1 ðåàëèçóåòñÿïðè η > 0.172.4. Ëîêàëèçîâàííàÿ �îðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òèïà 1. Ïóñòü ìîäó-ëè (2) ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè �óíêöèÿìè z. Ïóñòü �óíêöèÿ e(1)(z), îïðåäåëåííàÿðàâåíñòâîì (5), èìååò ìèíèìóì e
(1)
∗ ïðè z = z∗, ïðè÷åì (e(1))′′(z∗) = a1 > 0. Òîãäàñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3), ëîêàëèçîâàííûå âáëèçè ïëîñêîñòè z = z∗ èóäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ çàòóõàíèÿ V (z) → 0 ïðè z → ±∞.Êàê ïîêàçûâàåò ïðèâåäåííûé íèæå àíàëèç, êðèòè÷åñêàÿ äå�îðìàöèÿ óáû-âàåò ñ ðîñòîì r, ïîýòîìó ïîñòðîèì àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3),ñ÷èòàÿ, ÷òî r → ∞. Àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ âáëèçè

z = z∗ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3) è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàâíû(n = 0, 1, 2. . . . ) [6, 7℄:
Vn(z)=exp{−ζ2/2}

(
Hn(ζ)+O(r−1/2)

)
, e(1)n =e(1)∗ +(n+1/2)c1r

−1+O
(
r−2
)
, (7)ãäå

ζ =
√
r b1(z − z∗), b1 =

√
a1fe
g1

, c1 =

√
a1g1

fe
, f(e, z) = −σ0 − l2G12,

fe =
∂f

∂e
, g1 = l2G13 ïðè e(1) = e(1)∗ , z = z∗.

(8)



Ëîêàëèçîâàííûå �îðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè 243ÇäåñüHn(ζ)� ïîëèíîì Ýðìèòà. Íàñ èíòåðåñóåò íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå,ïîýòîìó â �îðìóëàõ (7) ñëåäóåò ñ÷èòàòü n = 0 è H0(ζ) = 1.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîçüìåì ìîäóëè óïðóãîñòè â âèäå (6) è ïðåäïîëîæèì, ÷òîêîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν çàâèñèò îò z, à ïàðàìåòð η ïîñòîÿíåí. Ïóñòü
ν(z) =

{
ν1, |z| > z1,

ν1 + (ν0 − ν1)(1 − (z/z0)
2), |z| 6 z1,

ν0 > ν1, η(z) = η0.Íàèáîëåå ñëàáîé áóäåò ïëîñêîñòü z∗ = 0 è �îðìóëà (7) äàåò
e(1) = 1 −

√
1 + ν0

2
+

√
η0(ν0 − ν1)(1 − ν0)

2rz1(1 + η0)
+O

(
(rz1)

−2
)
.�ðà�èêè �óíêöèé ν(z) è V (z) ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòè ν(z) è V (z).5. Ëîêàëèçîâàííàÿ �îðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òèïà 1. Çäåñü àíàëèç âçíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè àíàëîãè÷åí âûïîëíåííîìó â ï. 4, ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ ëèøüíà íåêîòîðûõ îòëè÷èÿõ. Êàê è â ï. 4, ñ÷èòàåì, ÷òî �óíêöèÿ e(2)(z) èìååò ìèíèìóì
e
(2)
∗ ïðè z = z∗. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3) òàêîâî
w(z)=exp{−ζ2/2}(1+O(r−1/2)), U(z)=d2(z−z∗) exp{−ζ2/2}(1+O(r−1/2)),

e(2) = e
(2)
∗ + c2r

−1 +O (r−2) , ζ =
√
r b2(z − z∗),

(9)ãäå êîíñòàíòû b2, c2, d2 çàäàíû ÿâíûìè âûðàæåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè (8).Èç âèäà óðàâíåíèé (3) è (4) ñëåäóåò, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà íå çàâèñèò îòâîëíîâûõ ÷èñåë r1 è r2 ïî îòäåëüíîñòè, à çàâèñèò ëèøü îò âåëè÷èíû r =
√
r2
1 + r2

2.Èç �îðìóë (7) è (9) ñëåäóåò, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà óáûâàåò ñ ðîñòîì r, ò. å.óìåíüøåíèåì äëèíû âîëíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîèñõîäèò ïðèìèíèìàëüíî âîçìîæíîé äëèíå âîëíû è äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòüêàêèå-òî äðóãèå ìîäåëè.Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïóñòü óïðóãèå ìîäóëè çàäàíûñîîòíîøåíèÿìè (6), ïðè÷åì
η(z) =

{
η1, |z| > z1,

η1 + (η0 − η1)(1 − (z/z0)
2), |z| 6 z1,

η0 = 0.1, η1 = 0.15, ν = 0.3. (10)Òîãäà z∗ = 0, äëÿ ïðèíÿòûõ â (10) ïàðàìåòðîâ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîèñõîäèòïî �îðìå òèïà 2. �àçîáüåì ïðîìåæóòîê |z| 6 z0 íà N ðàâíûõ ÷àñòåé è çàìåíèì
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N = 11 21 51 101 201 501 1001
r∗z1 = 3.8 7.6 13.5 20.4 31.3 55 87
e
(2)
∗ = 0.106 0.088 0.060 0.046 0.037 0.030 0.027Òàáëèöà 1. Ôóíêöèè e(2)∗ (N) è r∗(N) äëÿ ðàçëè÷íûõ N .ãëàäêóþ �óíêöèþ η(z) ñòóïåí÷àòîé àïïðîêñèìàöèåé. Òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèêîíå÷íîì r ñóùåñòâóåò ìèíèìóì

min
r
e(2)(r,N) = e(2)∗ (N) ïðè r = r∗(N).Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ �óíêöèé e

(2)
∗ (N) è r∗(N) äëÿ ðÿäà çíà÷å-íèé N . Ñ ðîñòîì N âåëè÷èíà r∗(N) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, à âåëè÷èíà e(2)∗ (N)ñòðåìèòñÿ ê îïðåäåëåííîìó ïðåäåëó.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ, ãðàíòû 10-01-00244-a,09-01-92002-HHC-a.
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 modules are 
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 expansions the lo
alized bu
kling modeis built and the 
orresponding 
riti
al 
ompression is found.



�ÅÆÈÌÛ ÒÅ×ÅÍÈß ÎÊÎËÎ ÒÎ×ÊÈ �ÅÇÎÍÀÍÑÀ RES 2Â ÇÀÄÀ×Å ÊÓÝÒÒÀ�ÒÅÉËÎ�ÀÎâ÷èííèêîâà Ñ.Í., Ìîðøíåâà È.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÝòà ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò ñåðèþ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ áè�óðêàöèè êîðàçìåðíîñòè 2 âäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé (èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äåé-ñòâèÿ ãðóïïû SO(2)×O(2)). Ñèñòåìû ñ òàêîé ñèììåòðèåé âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ çàäà-÷àõ ãèäðîäèíàìèêè, íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, íåëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêè è ò. ä.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âûáðàíà çàäà÷à Êóýòòà�Òåéëîðà î òå÷åíèè æèäêîñòè ìåæäó ñîîñíû-ìè áåñêîíå÷íûìè âðàùàþùèìèñÿ öèëèíäðàìè. Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ ðåçîíàíñíàÿñèòóàöèÿ Res 2 (âñåãî èõ ñåìü), êîòîðàÿ âîçíèêàåò, êîãäà ó íåéòðàëüíûõ ìîä ñîâïàäàþò�àçîâûå ÷àñòîòû è àçèìóòàëüíûå êâàíòîâûå ÷èñëà, à îñåâûå êâàíòîâûå ÷èñëà ðàçëè÷íû.Èññëåäîâàíû ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ �àêòîð-ñèñòåì (ìîòîðíûõ ïîäñèñòåì). �àâ-íîâåñèÿì ìîòîðíîé ïîäñèñòåìû îòâå÷àþò ïåðèîäè÷åñêèå è êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìûàìïëèòóäíîé ñèñòåìû, êîòîðûå ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêèì äàþòâåäóùèå ÷ëåíû àñèìïòîòèêè ïåðèîäè÷åñêèõ è êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ óðàâíåíèéÍàâüå-Ñòîêñà.�àññìàòðèâàåòñÿ òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â çàçîðå ìåæäó äâóìÿáåñêîíå÷íî äëèííûìè ñîîñíûìè òâåðäûìè öèëèíäðàìè ðàäèóñîâ r1, r2, âðàùàþ-ùèìèñÿ ñ óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè Ω1, Ω2. Ïîëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿïåðèîäè÷åñêèìè âäîëü îáùåé îñè öèëèíäðîâ ñ çàäàííûì ïåðèîäîì 2π/α (α � áåç-ðàçìåðíîå îñåâîå âîëíîâîå ÷èñëî).Áåçðàçìåðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà) èìåþò âèä
∂v

∂t
+ Av = −∇p−R1L(v,v),

∇v = 0,

(1)ãäå v = (vr, vθ, vz) � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ, p � äàâëåíèå, r, θ, z � öèëèíäðè÷åñêèåêîîðäèíàòû, îñü z íàïðàâëåíà âäîëü îñè öèëèíäðîâ, R1 = Ω1r
2
1d

2/ν � ÷èñëî �åé-íîëüäñà, ν � êèíåìàòè÷åñêèé êîý��èöèåíò âÿçêîñòè, d = η − 1 � çàçîð ìåæäóöèëèíäðàìè, η = r2/r1 � îòíîøåíèå ðàäèóñîâ öèëèíäðîâ, à âûðàæåíèÿ äëÿ äè�-�åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ A è L ñì., íàïðèìåð, â [1℄( �îðìóëû (0.2)).Ñèñòåìà (1) èìååò òî÷íîå ðåøåíèå � òå÷åíèå Êóýòòà, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-âèÿì ïðèëèïàíèÿ íà ñòåíêàõ öèëèíäðîâ. Íåëèíåéíàÿ çàäà÷à (1) è ëèíåàðèçî-âàííàÿ íà òå÷åíèè Êóýòòà ñèñòåìà Íàâüå�Ñòîêñà îáëàäàþò ãðóïïîé ñèììåò-ðèè G = SO(2) ×O(2) è çàâèñÿò îò ÷åòûðåõ ïàðàìåòðîâ α, η, R1 è R2, ãäå
R2 = Ω2r

2
2d

2/ν � âòîðîå ÷èñëî �åéíîëüäñà. Â ñèëó ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ñäâè-ãîâ âäîëü è âðàùåíèé âîêðóã îáùåé îñè öèëèíäðîâ (îñè z) ñîáñòâåííûå ðåøå-íèÿ (íåéòðàëüíûå ìîäû) ëèíåéíîé çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ðàçûñêèâàþòñÿ â âèäå
ei(ωt−(kαz+mθ))ϕ(r), ãäå k � îñåâîå, m � àçèìóòàëüíîå êâàíòîâûå ÷èñëà (öåëûå).



246 Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í., Ìîðøíåâà È.Â.B ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ èìåþòñÿ òàêèå êðèòè÷åñêèå çíà-÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ α, R1, R2 è η, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ÷åòûðå íåçàâèñèìûåíåéòðàëüíûå ìîäû:
Φ1 = eiωmtΦ0m(r, θ, z), Φ2 = eiωntΦ0n(r, θ, z),

Φ3 = eiωmtΦ1m(r, θ, z), Φ4 = eiωntΦ1n(r, θ, z),
(2)ãäå Φ0m = e−i(mθ+kαz)ϕ0m(r), Φ1m = e−i(mθ−kαz)ϕ1m(r), Φ0n = e−i(nθ+lαz)ϕ0n(r), Φ1n =

e−i(nθ−lαz)ϕ1n(r).�àññìàòðèâàåòñÿ ìàëàÿ îêðåñòíîñòü êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë �åéíîëüäñà R1∗, R2∗ïðè �èêñèðîâàííûõ α è η, ñîñòîÿùàÿ èç R1 = R1∗ + k1 ε
2 è R2 = R2∗ + k2 ε

2, ãäå
ε� âåùåñòâåííûé ìàëûé ïàðàìåòð, à êîíñòàíòû íàäêðèòè÷íîñòè k1, k2 ïîä÷èíåíûäîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ k2

1 + k2
2 = 1. Â ýòîé îêðåñòíîñòè ðåøåíèå çàäà÷è (1)ðàçûñêèâàåòñÿ â âèäå

u = v00 + ε(Φ + Φ∗) + ... ,ãäå îïóùåíû ñëàãàåìûå ñòåïåíè 2 è âûøå ïî ïàðàìåòðó ε, v00 � âåêòîð ñêîðîñòèòå÷åíèÿ Êóýòòà ïðè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñåë �åéíîëüäñà, âåðõíèé èíäåêñ *îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, âåêòîð-�óíêöèÿ Φ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáè-íàöèåé íåéòðàëüíûõ ìîä (2)
Φ = ξ0m(τ)Φ1 + ξ0n(τ)Φ2 + ξ1m(τ)Φ3 + ξ1n(τ)Φ4,ñ íåèçâåñòíûìè êîìïëåêñíûìè àìïëèòóäàìè ξ0m(τ), ξ1m(τ), ξ0n(τ), ξ1n(τ), çàâèñÿ-ùèìè îò ìåäëåííîãî âðåìåíè τ = ε2t.Ïðè ìàëûõ ε ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè èëè ìåòîäàîñðåäíåíèÿ [2, 3℄ ñòðîèòñÿ ñèñòåìà êîìïëåêñíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéäëÿ àìïëèòóä ξ0m, ξ1m, ξ0n è ξ1n.Åñëè âûïîëíÿþòñÿ ðåçîíàíñíûå ñîîòíîøåíèÿ n = m, ωn = ωm è l 6= 3k (ñëó÷àéRes 2), òî ñèñòåìà àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé èìååò âèä ( [4℄)

ξ′0m = ξ0m(σ + A|ξ0m|2 +B|ξ1m|2 + C|ξ0n|2 +D|ξ1n|2) +Qξ∗1mξ0nξ1n,

ξ′1m = ξ1m(σ +B|ξ0m|2 + A|ξ1m|2 +D|ξ0n|2 + C|ξ1n|2) +Qξ∗0mξ0nξ1n,

ξ′0n = ξ0n(µ+ P |ξ0m|2 + S|ξ1m|2 + U |ξ0n|2 + V |ξ1n|2) + Fξ0mξ1mξ
∗
1n,

ξ′1n = ξ1n(µ+ S|ξ0m|2 + P |ξ1m|2 + V |ξ0n|2 + U |ξ1n|2) + Fξ0mξ1mξ
∗
0n.

(3)Òî÷êè ðåçîíàíñà Res 2 ñóùåñòâóþò è îáðàçóþò â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ îä-íîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî. Â êàæäîé òàêîé òî÷êå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿîñåâîå âîëíîâîå ÷èñëî α. �åçóëüòàòû ìíîãî÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ òî÷åê Res 2 ïðè-âåäåíû â [4℄.Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ó ñèñòåìû àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé (3) ñóùå-ñòâóåò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå òå÷åíèþ Êóýòòà, àñèìïòîòè÷åñêèóñòîé÷èâîå â íåêîòîðîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ íàäêðèòè÷íîñòè (k1, k2).Íà ýòîé ïëîñêîñòè ñóùåñòâóþò òàêæå îáëàñòè, ãäå ïîìèìî òðèâèàëüíîãî ìîãóò ñó-ùåñòâîâàòü äðóãèå ðåøåíèÿ àìïëèòóäíîé ñèñòåìû.
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ξ0m = r0(τ)e

iϕ0(τ), ξ1m = r1(τ)e
iϕ1(τ), ξ0n = ρ0(τ)e

iφ0(τ), ξ1n = ρ1(τ)e
iφ1(τ),òî äëÿ ìîäóëåé êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä r0, r1, ρ0, ρ1 (âåùåñòâåííûõ àìïëèòóä),êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ãðóïïû ñèììåòðèè G, è �àçîâîãî èíâàðèàíòà

β = −ϕ0 − ϕ1 + φ0 + φ1 ïîëó÷àåòñÿ çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïÿòîãî ïîðÿäêà(�àêòîð-ñèñòåìà èëè ìîòîðíàÿ ïîäñèñòåìà)
r′0 = r0(σr + Arr

2
0 +Brr

2
1 + Crρ

2
0 +Drρ

2
1) + (Qr cosβ −Qi sin β)r1ρ0ρ1,

r′1 = r1(σr +Brr
2
0 + Arr

2
1 +Drρ

2
0 + Crρ

2
1) + (Qr cosβ −Qi sin β)r0ρ0ρ1,

ρ′0 = ρ0(µr + Prr
2
0 + Srr

2
1 + Urρ

2
0 + Vrρ

2
1) + (Fr cos β + Fi sin β)r0r1ρ1,

ρ′1 = ρ1(µr + Srr
2
0 + Prr

2
1 + Vrρ

2
0 + Urρ

2
1) + (Fr cos β + Fi sin β)r0r1ρ0,

r0r1ρ0ρ1β
′ = (−2(σi − µi) +X(r2

0 + r2
1) + Y (ρ2

0 + ρ2
1))r0r1ρ0ρ1−

−(Qi cosβ +Qr sin β)ρ2
0ρ

2
1(r

2
0 + r2

1) −−(Fi cos β − Fr sin β)r2
0r

2
1(ρ

2
0 + ρ2

1),

(4)
ãäåX = −Ai−Bi+Pi+Si, Y = −Ci−Di+Ui+Vi, íèæíèé èíäåêñ r îçíà÷àåò äåéñòâè-òåëüíóþ ÷àñòü, à èíäåêñ i � ìíèìóþ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Êîý��èöèåíòûýòîé ñèñòåìû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íåéòðàëüíûå ìîäû Φjp (j = 0, 1; p = m,n), ñîá-ñòâåííûå ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è è ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì, ïðàâûå÷àñòè êîòîðûõ çàâèñÿò îò òåõ æå íåéòðàëüíûõ ìîä. Åñëè íàéäåíî íåêîòîðîå ðå-øåíèå ìîòîðíîé ïîäñèñòåìû (4), òî ñîîòâåòñòâóþùèå âåùåñòâåííûì àìïëèòóäàì�àçû ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ.Âñÿêîå ðàâíîâåñèå ìîòîðíîé ïîäñèñòåìû (4) âìåñòå ñ ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íåãîîðáèòîé äåéñòâèÿ ãðóïïû ñèììåòðèè ïîðîæäàåò ïåðèîäè÷åñêîå èëè êâàçèïåðèî-äè÷åñêîå äâèæåíèå àìïëèòóäíîé ñèñòåìû.Ïåðå÷èñëèì ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèå ðàâíîâåñèÿì ìîòîðíîé ïîäñèñòåìû, êîòî-ðûå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ðåçîíàíñà Res 2, è óñëîâèÿ èõñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè.1. Èíâåðñèîííî-ñâÿçàííûå ïàðû ñïèðàëüíûõ âîëí. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå
σr/Ar < 0, òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè Res 2 ñóùåñòâóåò ïàðà èíâåðñèîííî-ñâÿçàííûõñïèðàëüíûõ m-âîëí ñ îñåâûì êâàíòîâûì ÷èñëîì k è àìïëèòóäàìè ξ0m = r0e

iϕ0 ,
ξ1m = ξ0n = ξ1n = 0 è ξ1m = r0e

iϕ0 , ξ0m = ξ0n = ξ1n = 0, ãäå r0 =
√
−σr/Ar,

ϕ0 = cmτ + ψ1, cm = σi + Air
2
0, ψ1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.Êàæäîé èç ýòèõ ñïèðàëüíûõ m-âîëí îòâå÷àåò ïåðèîäè÷åñêèé ïî t (ñ ïåðèî-äîì 2π/ωm) ðåæèì ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà. Â �èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå èõ âåêòîðñêîðîñòè çàâèñèò îò âðåìåíè ëèøü ïîñðåäñòâîì ïåðåìåííîé ζ = ωmt−mθ ± kαz.Åñëè Ar > 0, òî ñïèðàëüíûå m-âîëíû íåóñòîé÷èâû. Ïðè Ar < 0 ýòîò ðåæèìóñòîé÷èâ, åñëè σr = σ1rk1+σ2rk2 > 0, Ar−Br > 0, µrAr−σrSr > 0, µrAr−σrPr > 0.Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå µr/Ur < 0, òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè Res 2 ñóùåñòâóåòïàðà èíâåðñèîííî-ñâÿçàííûõ ñïèðàëüíûõ m-âîëí ñ îñåâûì êâàíòîâûì ÷èñëîì l èàìïëèòóäàìè ξ0m = ξ1m = ξ1n = 0, ξ0n = ρ0e

iψ0 è ξ0m = ξ1m = ξ0n = 0, ξ1n = ρ0e
iψ0 ,ãäå ρ0 =

√
−µr/Ur, ψ0 = = cnτ +ψ2, cn = µi+Uiρ

2
0, ψ2 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî 2π/ωm-ïåðèîäè÷åñêîãîïî t ðåæèìà, çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè ïîñðåäñòâîì ïåðåìåííîé ζ = ωmt − mθ ±
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lαz, èìåþò âèä: Ur < 0, µr = µ1rk1 + µ2rk2 > 0, Ur − Vr > 0, σrUr − µrDr > 0,
σrUr − µrCr > 0.2. Àçèìóòàëüíûå âîëíû. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå σr/(Ar + Br) < 0, òî ñó-ùåñòâóåò àçèìóòàëüíàÿ m-âîëíà ñ îñåâûì êâàíòîâûì ÷èñëîì k è àìïëèòóäàìè
ξ0m = r0e

iϕ0 , ξ1m = r0e
iϕ1 , ξ0n = ξ1n = 0, ãäå r0 =

√
−σr/(Ar +Br), ϕ0 = cmτ +ψ0,

ϕ1 = cmτ + ψ1, cm = σi − σr(Ai + Bi)/(Ar + Br), ψ0, ψ1 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòî-ÿííûå. Ýòîìó ðåøåíèþ îòâå÷àåò èíâåðñèîííî-ñèììåòðè÷íûé àâòîêîëåáàòåëüíûéðåæèì ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà � íåëèíåéíàÿ ñìåñü ñïèðàëüíûõ m-âîëí, áåãóùèõíàâñòðå÷ó äðóã äðóãó âäîëü îñè öèëèíäðîâ.Åñëè Ar + Br > 0, òî òàêèå àçèìóòàëüíûå m�âîëíû íåóñòîé÷èâû.Ïðè Ar +Br < 0 àçèìóòàëüíàÿ m-âîëíà óñòîé÷èâà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
σr > 0, Ar−Br < 0, µr(Ar+Br)−σr(Pr+Sr+Fr) > 0 è µr(Ar+Br)−σr(Pr+Sr−Fr) >
0. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå µr/(Ur + Vr) < 0, òî ñóùåñòâóåò àçèìóòàëüíàÿ
m-âîëíà ñ îñåâûì êâàíòîâûì ÷èñëîì l è àìïëèòóäàìè ξ0m = ξ1m = 0, ξ0n = ρ0e

iφ0 ,
ξ1n = ρ0e

iφ1 , ãäå ρ0 = −µr/(Ur + Vr), φ0 = cnτ + ψ0, φ1 = cnτ + ψ1, cn = µi−
−µr(Ui+Vi)/(Ur+Vr), ψ0, ψ1 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ýòîìó ðåøåíèþ îòâå÷àåòèíâåðñèîííî-ñèììåòðè÷íûé àâòîêîëåáàòåëüíûé ðåæèì ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà �íåëèíåéíàÿ ñìåñü ñïèðàëüíûõ m-âîëí, áåãóùèõ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó âäîëü îñèöèëèíäðîâ.Ïðè Ur + Vr < 0 òàêàÿ àçèìóòàëüíàÿ m-âîëíà óñòîé÷èâà, åñëè âûïîëíÿþòñÿóñëîâèÿ µr > 0, Ur − Vr < 0, σr(Ur + Vr) − µr(Cr + Dr + Qr) > 0 è σr(Ur + Vr)−
−µr(Cr +Dr −Qr) > 0.3. Èíâåðñèîííî-ñâÿçàííûå ïàðû äâîéíûõ ñïèðàëüíûõ âîëí. Åñëè ïîëîæèòåëü-íû ïðàâûå ÷àñòè âûðàæåíèé

r2
0 =

µrDr − σrUr
ArUr −DrSr

, ρ2
1 =

σrSr − µrAr
ArUr −DrSr

,òî ñóùåñòâóåò ïàðà èíâåðñèîííî-ñâÿçàííûõ äâîéíûõ ñïèðàëüíûõ âîëí ñ àìïëè-òóäàìè ξ0m = r0 e
iϕ0 , ξ1n = ρ1 e

iφ1 , ξ1m = ξ0n = 0 è ξ1m = r0 e
iϕ0 , ξ0n = ρ1 e

iφ1 ,
ξ0m = ξ1n = 0, ãäå ϕ0 = cmτ + ψ1, φ1 = cnτ + ψ2, cm = σi + Air

2
0 + Diρ

2
1,

cn = µi + Sir
2
0 + Uiρ

2
1, ψ1 è ψ2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Êàæäîìó èç òàêèõ ðå-øåíèé îòâå÷àåò ñìåøàííûé ðåæèì, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé íåëèíåéíóþ ñìåñü ñïè-ðàëüíûõ m-âîëí, áåãóùèõ âäîëü îñè öèëèíäðîâ z íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, è çàâèñÿ-ùèõ îò âðåìåíè ïîñðåäñòâîì ïåðåìåííûõ ζ = ωmt−mθ∓kαz è ζ1 = ωmt−mθ±lαz,ñîîòâåòñòâåííî.Åñëè ArUr −DrSr < 0, òî äâîéíûå ñïèðàëüíûå âîëíû íåóñòîé÷èâû â îáëàñòèñóùåñòâîâàíèÿ. Åñëè æå ArUr −DrSr > 0, òî îíè ñóùåñòâóþò â îáëàñòè íà ïëîñ-êîñòè (k1, k2), ãäå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ µrDr−σrUr > 0 è σrSr−µrAr > 0. Äëÿ èõóñòîé÷èâîñòè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû áûëè îòðèöàòåëüíû âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîáñòâåí-íûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ýëåìåíòû êîòîðîé âûðàæàþòñÿ ÷åðåçêîý��èöèåíòû àìïëèòóäíîé ñèñòåìû, �àçîâûé èíâàðèàíò β = −ϕ0+φ1 è êîíñòàí-òû íàäêðèòè÷íîñòè. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè äâîéíûõ ñïèðàëüíûõâîëí ìîæíî ïðîâåðèòü ÷èñëåííî äëÿ �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé k1, k2.Âîçìîæíî òàêæå ñóùåñòâîâàíèå åù¼ îäíîé ïàðû èíâåðñèîííî-ñâÿçàííûõ äâîé-íûõ ñïèðàëüíûõ âîëí ñ àìïëèòóäàìè ξ0m = r0 e

iϕ0 , ξ0n = ρ0 e
iφ0, ξ1m = ξ0n = 0 è
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ξ1m = r0 e

iϕ0 , ξ1n = ρ0 e
iφ0 , ξ0m = = ξ1n = 0. Óñëîâèÿ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé-÷èâîñòè àíàëîãè÷íû óñëîâèÿì äëÿ ïåðâîãî ñåìåéñòâà, íàäî òîëüêî çàìåíèòü ρ1íà ρ, φ1 íà φ0, à C è D íà P è S ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäîìó èç òàêèõ ðåøåíèéîòâå÷àåò ñìåøàííûé ðåæèì, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé íåëèíåéíóþ ñìåñü ñïèðàëü-íûõ m-âîëí, áåãóùèõ âäîëü îñè öèëèíäðîâ z â îäíîì íàïðàâëåíèè, è çàâèñÿùèõîò âðåìåíè ïîñðåäñòâîì ïåðåìåííûõ ζ = ωmt −mθ ∓ kαz è ζ1 = ωmt −mθ ∓ lαzñîîòâåòñòâåííî.4. Ñóïåðïîçèöèÿ àçèìóòàëüíûõ âîëí. Ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðîãî ñoîòíîøå-íèÿ äëÿ �àçîâîãî èíâàðèàíòà β = −2(ϕ0−φ0) è óñëîâèé ïîëîæèòåëüíîñòè êâàäðà-òîâ âåùåñòâåííûõ àìïëèòóä âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîìó îòâå-÷àåò ñìåøàííûé ðåæèì (ñóïåðïîçèöèÿ àçèìóòàëüíûõ âîëí ñ ðàçëè÷íûìè îñåâûìèêâàíòîâûìè ÷èñëàìè), âåêòîð ñêîðîñòè êîòîðîãî åñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿïåðåìåííûõ ζ = ωmt − mθ − kαz, ζ1 = ωmt − mθ + kαz, ζ2 = ωmt − mθ − lαz,

ζ3 = ωmt−mθ+ lαz. Îáëàñòü ñóùåñòâîñàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ýòîãî ðåæèìà èçó÷à-åòñÿ ÷èñëåííî.5. �åæèìû, îòâå÷àþùèå ðàâíîâåñèÿì îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ìîòîðíàÿ ïîäñèñòåìàìîæåò èìåòü ðàâíîâåñèÿ, ó êîòîðûõ âñå àìïëèòóäû îòëè÷íû îò 0. Èõ ïðèõîäèòñÿíàõîäèòü ÷èñëåííî. Òàêèì ðåøåíèÿì îòâå÷àþò íåñòàöèîíàðíûå êâàçèïåðèîäè÷å-ñêèå ðåæèìû ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå àíàëèòè÷åñêîé âåäîìñòâåííîéöåëåâîé ïðîãðàììû ¾�àçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû¿ (ãðàíò �2.1.1/554). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Þäîâè÷ Â.È., Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í. Ïåðåñå÷åíèÿ áè�óðêàöèé â ïðîáëåìå Êóýòòà�Òåéëîðà. I. Íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé // Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ 5.04.2005, � 458-Â2005, 33 ñ.[2℄ Þäîâè÷ B.È. Ïåðåõîäû è âîçíèêíîâåíèå õàîñà â òå÷åíèÿõ æèäêîñòè // Øåñòîé âñå-ñîþçíûé ñúåçä ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå. Òàøêåíò, 24�30 ñåíòÿáðÿ1986 ã. Àííîòàöèè äîêëàäîâ. Ñ. 661.[3℄ Chossat P., Demay Y., Iooss G. Intera
tion de modes azimutaux dans le probleme deCouette-Taylor // Ar
h. Rational Me
h. Anal. 1987. V. 99. pp. 213�248.[4℄ Þäîâè÷ Â.È, Îâ÷èííèêîâà Ñ.Í. Ïåðåñå÷åíèÿ áè�óðêàöèé â ïðîáëåìå Êóýòòà�Òåéëîðà. II. �åçîíàíñû Res 1, Res 2 // Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ 17.01.2006, �47-Â2006, 32 ñ.Ov
hinnikova S.N., Morshneva I.V. Flow regimes near point of Res 2 resonan
e inthe Couette�Taylor problem. Res 2 situation (there are seven possible resonan
es) o

urs inthe point of interse
tion of bifur
ations when the neutral modes' frequen
ies and azimuthalquantum numbers equal and axial quantum numbers are not equal. Stationary solutions of
orresponding ¾fa
tor-systems¿ are studied. They 
orrespond to periodi
 and quasiperiodi
regimes of amplitude systems, whi
h produ
e the main part of asymptoti
 expression of
orresponding periodi
 and quasiperiodi
 regimes of Navier�Stokes system if the parametersare near their 
riti
al values.



ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÌÀÑÑÎÏÅ�ÅÍÎÑÀ Â �ÓÑËÎÂÛÕÏÎÒÎÊÀÕ: Ï�ÎÁËÅÌÛ È ÏÎÄÕÎÄÛÍàäîëèí Ê.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðèìåñè â ïðîòÿæåííûõ ðóñ-ëîâûõ ïîòîêàõ è âîçíèêàþùèå â ñâÿçè ñ ýòèì ïðîáëåìû. �àññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëüíûåóðàâíåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò òå÷åíèå â ðóñëîâûõ ïîòîêàõ êàê ïðîñòðàíñòâåííî òðåõ-ìåðíûé ïðîöåññ, ïðè ýòîì îíè ñóùåñòâåííî ïðîùå ïîëíûõ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé, à âíåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ � è äâóìåðíûõ.1. Ìàññîïåðåíîñ â ðóñëîâûõ ïîòîêàõ. Êëàññè�èêàöèÿ ïîòîêîâ.Ìîäåëèðîâàíèå ìàññîïåðåíîñà â ðóñëîâûõ ïîòîêàõ íà îñíîâå ïîëíûõ óðàâíåíèéâåñüìà çàòðóäíèòåëüíî. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðèâëåêàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëèóïðîùåííî, íî àäåêâàòíî îïèñûâàþùèå ïðîöåññ.Â îñíîâó ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ê âûâîäó ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé ïîëîæåí òîò�àêò, ÷òî ðóñëîâûå ïîòîêè õàðàêòåðèçóþòñÿ îòíîñèòåëüíî ìàëîé ãëóáèíîé òå÷å-íèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ åãî øèðèíîé, à òàêæå çíà÷èòåëüíîé ïðîòÿæåííîñòüþ: îòíî-øåíèå ìåæäó õàðàêòåðíîé ãëóáèíîé è õàðàêòåðíîé øèðèíîé ðå÷íîãî ðóñëà êî-ëåáëåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0.1 äî 0.005 [1℄. Ò. å. óïðîùåíèå ìîäåëè è ïîíèæåíèå ååðàçìåðíîñòè ìîæåò áûòü îñíîâàíî íà ìåòîäå ìàëîãî ïàðàìåòðà, ñâÿçàííîãî ñ ãåî-ìåòðèåé îáëàñòè òå÷åíèÿ.Åñòåñòâåííûå âîäîòîêè âñåãäà ÿâëÿþòñÿ òóðáóëåíòíûìè, ïîýòîìó ëþáàÿ, äà-æå ñàìàÿ óïðîùåííàÿ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äîëæíà ó÷èòûâàòü òóðáóëåíòíîñòüòå÷åíèÿ. Îäíàêî ïî ðÿäó ïðè÷èí (íèçêàÿ òî÷íîñòü èçìåðåíèé, ìíîãîîáðàçèå âëèÿ-þùèõ �àêòîðîâ, íåäîñòàòî÷íîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è ò. ï.) ìîæíî îãðà-íè÷èòüñÿ ïðîñòåéøèìè ñïîñîáàìè ó÷åòà òóðáóëåíòíîñòè. Ïðè ýòîì âàæíî èìåòüâîçìîæíîñòü êàëèáðîâêè ìîäåëè ïî èìåþùèìñÿ äàííûì íàáëþäåíèé.Â ðàáîòå [2℄ ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ êîíâåêòèâíîé äè�-�óçèè äëÿ ïàññèâíîé ïðèìåñè è óðàâíåíèé �åéíîëüäñà äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêî-ñòè, çàìêíóòûõ íà îñíîâå ãèïîòåçû Áóññèíåñêà, ê áåçðàçìåðíîìó âèäó, ñîäåðæà-ùåìó ïàðàìåòðû ìåëêîâîäíîñòè è ïðîòÿæåííîñòè ïîòîêà. Èñõîäÿ èç ñîîòíîøå-íèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïðåäëîæåíà êëàññè�èêàöèÿ ïîòîêîâ, âêëþ÷àþùàÿ 6 òèïîâ:ìåëêèé ïðîòÿæåííûé; î÷åíü ìåëêèé ïðîòÿæåííûé; ìåëêèé ñèëüíî ïðîòÿæåííûé;ìåëêèé øèðîêèé; ãëóáîêèé ïðîòÿæåííûé; ñóùåñòâåííî òðåõìåðíûé ïîòîê.Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ è ìàññîïåðåíîñà ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü óðàâ-íåíèÿ äëÿ ñòàðøèõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí âðÿäû ïî ïàðàìåòðó ìåëêîâîäíîñòè (èëè ïðîòÿæåííîñòè), êîòîðûé ñ÷èòàåòñÿ ìà-ëûì. Äàëüíåéøåå îòíîñèòñÿ ê ïåðâûì ÷åòûðåì òèïàì ïîòîêîâ, ãèäðîäèíàìè÷å-ñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ çàäà÷. Çàìå-òèì, ÷òî ãëóáîêèé ïðîòÿæåííûé ïîòîê ðàññìàòðèâàëñÿ â [3℄.



Ìîäåëèðîâàíèå ìàññîïåðåíîñà â ðóñëîâûõ ïîòîêàõ 2512. �åäóöèðîâàííûå ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ.�åäóöèðîâàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïåðåìåøèâàíèÿ ïðèìåñè äëÿ ïåðâûõ÷åòûðåõ òèïîâ ïîòîêîâ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä
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∂

∂z

(
D
∂c

∂z

)
− λc,

c
∣∣
t=0

= c0,
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z=h

=
∂c

∂z

∣∣∣∣
z=ξ

= 0,

(1)Çäåñü c � êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè; u, v è w � ïðîäîëüíàÿ, ïîïåðå÷íàÿ è âåðòè-êàëüíàÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè; D è λ � ïàðàìåòðû òóðáóëåíòíîé äè��ó-çèè è ðàñïàäà âåùåñòâà. Èçâåñòíûå �óíêöèè c0(x, y, z) è π0(t, y, z) çàäàþò íà÷àëü-íîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè è åãî ïðèòîê ÷åðåç âõîäíîå ñå÷åíèå ðàññìàòðè-âàåìîãî ó÷àñòêà, ñîîòâåòñòâåííî. �óñëî ïîòîêà îïèñûâàåò óðàâíåíèå z = h(x, y),ãäå h(x, y) � èçâåñòíàÿ �óíêöèÿ, à ñâîáîäíóþ ãðàíèöó � óðàâíåíèå z = ξ(t, x, y),ãäå ξ(t, x, y) � íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ.Òàêæå äëÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ òèïîâ ïîòîêîâ ñîâïàäàþò ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿäëÿ ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ, êîòîðûå ïðè îòñóòñòâèè ïî-âåðõíîñòíûõ âíåøíèõ ñèë èìåþò âèä
∂
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= 0;
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= GRe−1, p

∣∣
z=ξ

= 0 (2)Çäåñü ν � òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü, G � ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð, I � óêëîíïîòîêà, Re � ÷èñëî �åéíîëüäñà.�åøåíèå çàäà÷è (2) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ âîçâûøåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõ-íîñòè ξ(t, x, y) è èìååò âèä
u = GI (J2 − ξJ1) , p = GRe−1(z − ξ) (3)ãäå âåëè÷èíû J1(x, y, z) è J2(x, y, z) ñëåäóåò ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè �óíêöèÿìè, âèäêîòîðûõ áóäåò óêàçàí íèæå. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, äàâëåíèå â ïîòîêå îêàçû-âàåòñÿ ðàñïðåäåëåíî ïî ãèäðîñòàòè÷åñêîìó çàêîíó.Äëÿ ïîïåðå÷íîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïîòîêîâ èìååìðàçíûå ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ. Â ñëó÷àå ìåëêîãî ïðîòÿæåííîãî ïîòîêà èìååì
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= 0 (4)�åøåíèå çàäà÷è (4) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ âîçâûøåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõ-íîñòè ξ(t, x, y) àíàëîãè÷íî (3)
v = G

∂ξ

∂y
(J2 − ξJ1) (5)Â ñëó÷àÿõ î÷åíü ìåëêîãî ïðîòÿæåííîãî è ìåëêîãî øèðîêîãî ïîòîêîâ ñòàâèòñÿêðàåâàÿ çàäà÷à
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v = 0 (7)Äëÿ ïîïåðå÷íîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ìåëêîãî ñèëüíî ïðîòÿæåííîãî ïîòîêàèìååì ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ âèäà
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)) (13)Â �îðìóëàõ (11)�(13) è âûøå îáîçíà÷åíî
J1 =

h(x,y)∫

z

dτ

ν
, J2 =

h(x,y)∫

z

τdτ

ν
, J3 =

h(x,y)∫

z

J1dτ, J4 =

h(x,y)∫

z

J2dτ. (14)Ïîñêîëüêó òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü ν ñîãëàñíî ãèïîòåçå Áóññèíåñêà äîëæíà áûòüçàäàíà, âåëè÷èíû Ji(x, y, z), i = 1,2,3,4 ñëåäóåò ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè �óíêöèÿìè.Òàêèì îáðàçîì, äàâëåíèå è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè (3), (5), (7), (9), (11)�(13)âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âîçâûøåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðîå äîëæíî îïðåäå-ëÿåòñÿ èç êèíåìàòè÷åñêîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè ïîòîêà.Äëÿ ìåëêîãî ïðîòÿæåííîãî ïîòîêà èìååì
∂ξ

∂t
= G

[
I

(
∂

∂x
(J4 − ξJ3) − (J2 − ξJ1)

∂ξ

∂x

)
+

+ (J4 − ξJ3)
∂2ξ

∂y2
+
∂ξ

∂y

(
∂

∂y
(J4 − ξJ3) − (J2 − ξJ1)

∂ξ

∂y

)] (15)



Ìîäåëèðîâàíèå ìàññîïåðåíîñà â ðóñëîâûõ ïîòîêàõ 253Äëÿ î÷åíü ìåëêîãî ïðîòÿæåííîãî è ìåëêîãî øèðîêîãî ïîòîêîâ èìååì
∂ξ

∂t
= GI

(
∂

∂x
(J4 − ξJ3) − (J2 − ξJ1)

∂ξ

∂x

) (16)Äëÿ ìåëêîãî ñèëüíî ïðîòÿæåííîãî ïîòîêà èìååì
∂ξ

∂t
= G

[
I

(
∂

∂x
(J4 − ξJ3) − (J2 − ξJ1)

∂ξ

∂x

)
+

∂

∂y

(
(J4 − ξJ3)

∂ξ̃

∂y

)] (17)ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè
I

(
∂

∂x

(
∂J4

∂y
− ξ

∂J3

∂y

)
−
(
∂J2

∂y
− ξ

∂J1

∂y

)
∂ξ

∂x

)
+

∂2

∂y2

(
(J4 − ξJ3)

∂ξ̃

∂y

)
= 0 (18)Â �îðìóëàõ (15)�(18) �óíêöèè Ji, i = 1,2,3,4 è èõ ïðîèçâîäíûå âû÷èñëåíû íàñâîáîäíîé ãðàíèöå (ò. å. ïðè z = ξ).3. Àíàëèç è îáñóæäåíèå ðåäóöèðîâàííûõ ìîäåëåé.Îáñóæäàÿ îñîáåííîñòè ïðåäëàãàåìûõ ðåäóöèðîâàííûõ ìîäåëåé ðóñëîâûõ ïî-òîêîâ, îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùèå ìîìåíòû. Âî-ïåðâûõ, õîòÿ çàäà÷à îïðå-äåëåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè íå ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ êîíöåíòðàöèè (ò. í.¾ïàññèâíàÿ ïðèìåñü¿), îíè ñîãëàñîâàíû ïî òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ, ÷òî îòðàæàåò-ñÿ â ó÷åòå â óðàâíåíèè (1) äè��óçèè âåùåñòâà ëèøü ïî âåðòèêàëüíîìó íàïðàâëå-íèþ.Âî-âòîðûõ, äëÿ âñåõ òèïîâ ïîòîêîâ ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ èç åäè-íîé êðàåâîé çàäà÷è. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îòâåòà íà ìíîãèå ïðàêòè÷åñêè âàæíûåâîïðîñû (íàïðèìåð, îïðåäåëåíèå ðàñõîäà äëÿ ïîòîêà èëè ìîìåíòà äîñòèæåíèÿïðèìåñüþ çàäàííîãî ñå÷åíèÿ ðóñëà), òðåáóåòñÿ çíàíèå ëèøü ïðîäîëüíîé ñêîðî-ñòè. Ïðîñòðàíñòâåííî äâóìåðíîå ìîäåëèðîâàíèå îçíà÷àåò âûáîð âàðèàíòà î÷åíüìåëêîãî ïðîòÿæåííîãî èëè ìåëêîãî øèðîêîãî ïîòîêîâ, ïðè ýòîì ïîïåðå÷íàÿ êî-îðäèíàòà âõîäèò â óðàâíåíèÿ êàê ïàðàìåòð. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿ-åò ïðèìåíèòü ïðîñòîé ñïîñîá ðàñùåïëåíèÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è íà äâóìåðíûå ïîïðîäîëüíûì ñå÷åíèÿì, ÷òî ìîæåò áûòü óäîáíî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàðàëëåëüíûõâû÷èñëåíèé.Â-òðåòüèõ, ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëóýìïèðè÷åñêè ó÷èòûâàòü òóð-áóëåíòíîñòü ïîòîêà, âûáèðàÿ â �îðìóëàõ (14) âÿçêîñòü ν(x, y, z) èñõîäÿ èç ñîîò-âåòñòâèÿ ïîëó÷àåìîé ñêîðîñòè èìåþùèìñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Ïðè ýòîìâèä �óíêöèè ν(x, y, z) ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûì (òðåáóåòñÿ ëèøü îá-ðàùåíèå â åäèíèöó íà ïîâåðõíîñòè ïîòîêà è óáûâàíèå (âìåñòå ñî ñêîðîñòüþ) ïîíàïðàâëåíèþ êî äíó). Âìåñòå ñ òåì, ïðè ν ≡ 1 ðåçóëüòàòû äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòüëàìèíàðíîìó òå÷åíèþ.Ïîñêîëüêó îïðåäåëåíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîëåé ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ�óíêöèè âîçâûøåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (è åå âîçìóùåíèÿ), âàæíî óñòàíî-âèòü, ìîæíî ëè ïðåäïîëàãàòü ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü ïîòîêà ñòàöèîíàðíîé è ïëîñ-êîé. Îáùèé îòâåò îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì.



254 Íàäîëèí Ê.À.Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ξ ≡ 0 èç (15) è (16) èìååì
GI

∂J4

∂x
= 0. (19)Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ è ãåîìåòðèè ðóñëà, íàïðèìåð,ïðè îòñóòñòâèè óêëîíà (I = 0). Äðóãîé ïðèìåð � ëàìèíàðíûé ïîòîê ïîñòîÿííîéãëóáèíû â ïëîñêîì êàíàëå èëè â êàíàëå ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àåâ �îðìóëàõ (14) íàäî ñ÷èòàòü h = const è ν ≡ 1, îòêóäà J4|z=0 = 1/2h3 = const è,ñëåäîâàòåëüíî, (19) âûïîëíåíî.Äëÿ ìåëêîãî ñèëüíî ïðîòÿæåííîãî ïîòîêà ïðè ξ ≡ 0 èç (17) èìååì

∂

∂y

(
J4
∂ξ̃

∂y

)
= −I ∂J4

∂xïðè ýòîì óñëîâèå (18) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé äëÿîïðåäåëåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè ïîòîêà â ðàìêàõ êàæäîé ìîäåëè. Äëÿ åå ðåøåíèÿòðåáóåòñÿ çàäàòü íà÷àëüíóþ �îðìó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, à òàêæå ãðàíè÷íîåóñëîâèå âî âõîäíîì ñòâîðå x = 0 è íà áåðåãàõ ïîòîêà, êîòîðûå ìîãóò áûòü ëèáî�èêñèðîâàííûìè è çàäàííûìè, ëèáî äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ èç óñëîâèÿ
h(x, y) − ξ(x, y, t) = 0,ò. å. ÿâëÿþòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè è íåèçâåñòíûìè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÀÂÖÏ ÌÎ �Ô ¾�àçâèòèå íàó÷íîãîïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû (2009�2010 ãîäû)¿ (ãðàíò �ÍÏ.2.2.1.1/7176).

ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Âåëèêàíîâ Ì.À. Äèíàìèêà ðóñëîâûõ ïîòîêîâ. Ò.1. Ñòðóêòóðà ïîòîêà. Ì.: �ÒÒÈ,1954. 323 ñ.[2℄ Íàäîëèí Ê.À. Îá îäíîì ïîäõîäå ê ìîäåëèðîâàíèþ ïàññèâíîãî ìàññîïåðåíîñà â ðóñ-ëîâûõ ïîòîêàõ // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Ò. 21, � 2. Ñ. 14�28.[3℄ Íàäîëèí Ê.À. �åäóöèðîâàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïåðåíîñà âåùåñòâà â ãëóáî-êîì ïðîòÿæåííîì ðóñëîâîì ïîòîêå // Òð. XII Ìåæä. êîí�. ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìûìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû¿, ã. �îñòîâ-íà-Äîíó, 1-5 äåê. 2008 ã. � �îñòîâ-í/Ä: Èçä.¾ÖÂÂ�¿, 2009. Ñ. 133�138.Nadolin K.A. Issues and Approa
hes in Bed-Streams Mass Transport Modeling . In thestudy the admixture transport spe
i�
ities in lengthy bed-streams are dis
oursed togetherwith some 
onne
ted problems. The model equations that des
ribe bed-stream �ow as a 3Dphenomenon are under 
onsideration but they are more simple then general 3D or 2D (insome 
ases) equations.
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∗Èíñòèòóò ãîðíîãî äåëà ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê

∗∗Èíñòèòóò íå�òåãàçîâîé ãåîëîãèè è ãåî�èçèêè ÑÎ �ÀÍ, ÍîâîñèáèðñêÏîñòðîåíû ìîäåëè ïðîöåññîâ âîçíèêíîâåíèÿ è ýâîëþöèè çîí âîçìîæíûõ ðàçðóøå-íèé â îêðåñòíîñòè ãëóáîêèõ ñêâàæèí. Äå�îðìèðîâàíèå è ðàçðóøåíèå ñðåäû îïèñûâà-ëèñü óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñ äèëàòàíñèåé. �åàëèçàöèÿ ìîäåëè îñóùåñòâëÿëàñüìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì îðèãèíàëüíîãî êîäà. Ïðåäëîæåíà ý�-�åêòèâíàÿ ñõåìà äëÿ ðàñ÷åòà ãåîìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé â îáúåêòàõ, ëèíåéíûå ðàçìåðûêîòîðûõ ðàçëè÷àþòñÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè: 1) âíåðàâíîêîìïîíåíòíîì ïîëå âíåøíèõ íàïðÿæåíèé íåçíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå ïðî÷íîñò-íûõ õàðàêòåðèñòèê ñðåäû ìîæåò ïðèâåñòè ê êðàòíîìó óâåëè÷åíèþ ðàçìåðîâ çîí âîçìîæ-íûõ ðàçðóøåíèé; 2) â îêðåñòíîñòè ñêâàæèíû ìîãóò âîçíèêàòü íåîáðàòèìûå äå�îðìàöèèóäëèíåíèÿ, âûçûâàþùèå óâåëè÷åíèå ïðîíèöàåìîñòè ïðèêîíòóðíîé çîíû íà 5�8%; 3) íà-÷èíàÿ ñ îïðåäåëåííîé ãëóáèíû âïåðåäè çàáîÿ ñêâàæèíû ñóùåñòâóåò çîíà ðàçðóøåíèé,êîòîðàÿ ñ îäíîé ñòîðîíû óñêîðÿåò ïðîöåññ áóðåíèÿ, à ñ äðóãîé � ìîæåò ñòàòü ïðè÷èíîéîòêëîíåíèÿ ñêâàæèíû îò çàäàííîé òðàåêòîðèè.Ââåäåíèå. Îöåíêà óñòîé÷èâîñòè ïðèçàáîéíîé çîíû, îáîñíîâàíèå ñïîñîáà êðåï-ëåíèÿ, èíòåðïðåòàöèÿ äàííûõ ýëåêòðè÷åñêîãî è àêóñòè÷åñêîãî êàðîòàæà � âîò äà-ëåêî íå ïîëíûé ïåðå÷åíü ïðîáëåì, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìà èí�îðìàöèÿî ãåîìåõàíè÷åñêèõ ïîëÿõ â îêðåñòíîñòè äîáû÷íûõ ñêâàæèí, äîñòèãàþùèõ ãëóáèí4�5 êì. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî áóðåíèå âåäåòñÿ â ðåæèìå ðåïðåññèè, â îêðåñòíî-ñòè ñêâàæèí âîçíèêàþò îáëàñòè êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé, êîòîðûå ìîãóò ñòàòüïðè÷èíîé ðàçðóøåíèÿ ïðèñêâàæèííîé çîíû. Èç ðåøåíèÿ çàäà÷è Êèðøà [1℄ ìîæíîíàéòè ðàñïðåäåëåíèå íàèáîëüøèõ (êîëüöåâûõ) íàïðÿæåíèé íà êîíòóðå ñêâàæèíûêðóãëîãî ñå÷åíèÿ
Σθθ = [qx + qy − 2(qx − qy) cos 2θ]L(z) − L0(z), (1)ãäå L(z) = ρgz � ëèòîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå íà ãëóáèíå z; L0(z) = ρ0gz; ρ è ρ0 �ïëîòíîñòè ïîðîäû è áóðîâîé æèäêîñòè; qx è qy � êîý��èöèåíòû áîêîâîãî îòïî-ðà, õàðàêòåðèçóþùèå âåëè÷èíó ãîðèçîíòàëüíûõ íàïðÿæåíèé â åñòåñòâåííîì ïîëå.Èç (1), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðè qx = 0.5 è qy = 0.33 (òèïè÷íûå çíà÷åíèÿïðè ñáðîñîâîì ãåîäèíàìè÷åñêîì ðåæèìå [2℄), ρ = 2800 êã/ì3 è ρ0 = 1000 êã/ì3ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå Σθθ ðàâíî 114 ÌÏà, ÷òî ñðàâíèìî ñ ïðåäåëîì ïðî÷íîñòèíà ñæàòèå ìíîãèõ ãîðíûõ ïîðîä.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû äâóìåðíûå çàäà÷è âîçíèêíîâåíèÿ è ýâîëþöèèçîí âîçìîæíûõ ðàçðóøåíèé â îêðåñòíîñòè ñêâàæèí â ïðîöåññå åå ïðîâåäåíèÿ.Ìîäåëü ñðåäû, ïîñòàíîâêè è ìåòîä ðåøåíèÿ. Ïðîöåññ äå�îðìèðîâàíèÿñðåäû îïèñûâàåòñÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîé äèëàòàíòíîé ìîäåëüþ [3℄, âêëþ÷àþùåé:



256 Íàçàðîâà Ë.À., Íàçàðîâ Ë.À., Ýïîâ Ì.È., Åëüöîâ È.Í.óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
∇ · Σ + Φ = 0, (2)ñîîòíîøåíèÿ Êîøè äëÿ ìàëûõ äå�îðìàöèé

D = 0.5(∇u + ∇uT ), (3)çàêîí �óêà äëÿ óïðóãèõ îáëàñòåé
Σ = λI1(D

e)E + 2µDe, (4)êðèòåðèé Êóëîíà-Ìîðà
√

2J2(Σ) = I1(Σ) tanϕ+ 2C, (5)è äèëàòàíñèîííîå ñîîòíîøåíèå
I1(∆D

p) = α
√
J2(∆Dp) (6)äëÿ ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòåé (çîí íåîáðàòèìûõ äå�îðìàöèé), ïðè÷åì

∆D = ∆De + ∆Dp. (7)Â (2)�(7) Σ, D è E � òåíçîðû íàïðÿæåíèé, äå�îðìàöèé è åäèíè÷íûé; Φ è u �âåêòîðû ïëîòíîñòè ìàññîâûõ ñèë è ñìåùåíèé; I1 � ïåðâûé èíâàðèàíò òåíçîðà;
J2 � âòîðîé èíâàðèàíò äåâèàòîðà; λ è µ � ïàðàìåòðû Ëàìå; ϕ � óãîë âíóòðåííåãîòðåíèÿ; C � ñöåïëåíèå; α � ïàðàìåòð äèëàòàíñèè; èíäåêñû ¾e¿ è ¾p¿ îçíà÷àþòóïðóãóþ è ïëàñòè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùèå; ∆ � ïðèðàùåíèå.�àññìîòðåíû äâóìåðíûå çàäà÷è, ðàñ÷åòíûå îáëàñòè è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿêîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1: ãîðèçîíòàëüíîå ñå÷åíèå ñêâàæèíû â íåðàâíî-êîìïîíåíòíîì ïîëå âíåøíèõ íàïðÿæåíèé (qx 6= qy, Φ = 0, ðèñ. 1à) è âåðòèêàëüíîåñå÷åíèå (îñåâàÿ ñèììåòðèÿ, qx = qy, Φr = Φθ = 0, Φz = ρg, ðèñ. 1á). Ñèñòå-ìà (2)�(7) ðåøàëàñü ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (�ðàãìåíò äèñêðåòèçàöèè ïî-êàçàí íà ðèñ. 1à) ñ èñïîëüçîâàíèåì îðèãèíàëüíîãî êîäà [4℄.

�èñ. 1. �àñ÷åòíûå îáëàñòè è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.



Ôîðìèðîâàíèå è ýâîëþöèÿ çîí íåîáðàòèìûõ äå�îðìàöèé . . . 257Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà îñîáåííîñòÿõ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà äëÿ âòîðîé ïî-ñòàíîâêè. Ïðîòÿæåííîñòü ñêâàæèíû, êàê ïðàâèëî, íà 3�4 ïîðÿäêà ïðåâûøàåò ååðàäèóñ r0. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè ëèíåéíûå ðàçìåðû êîíå÷íûõýëåìåíòîâ íå äîëæíû ñèëüíî ðàçëè÷àòüñÿ, ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå òðàäèöèîííî-ãî ñïîñîáà îïèñàíèÿ ïðîöåññà ïîøàãîâîãî ïðîäâèæåíèÿ çàáîÿ ìåòîäîì íà÷àëüíûõíàïðÿæåíèé [5℄ òðåáóåò íåñîðàçìåðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Çäåñü ïðåäëî-æåí èíîé ïîäõîä. Íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ îöåíåíû ðàçìåðû ¾îáëàñòèâëèÿíèÿ¿ çîí íåîáðàòèìûõ äå�îðìàöèé, âîçíèêàþùèõ â îêðåñòíîñòè çàáîÿ ñêâà-æèíû (ïðè âûáðàííîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñðåäû
ϕ, C è α îíè îêàçàëèñü ðàâíûìè 20r0 è 40r0 ïî âåðòèêàëè è ãîðèçîíòàëè). Òåïåðüêîí�èãóðàöèÿ è äèñêðåòèçàöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè (ðèñ. 1á) îñòàþòñÿ íåèçìåííû-ìè, à ïðîäâèæåíèå çàáîÿ âíèç èìèòèðóåòñÿ ¾ñìåùåíèåì ââåðõ¿ ñâîéñòâ ñðåäû, çîííåîáðàòèìûõ äå�îðìàöèé è ñîîòâåòñòâóþùèì èçìåíåíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ. Áûëè ïðèíÿòû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ �èçè÷å-ñêèõ ñâîéñòâ ñðåäû, òèïè÷íûå äëÿ îñàäî÷íûõ ïîðîä: ρ = 2500 êã/ì3, λ = 25 �Ïà,
µ = 20 �Ïà, ϕ = 20◦�30◦, C = 8�15 ÌÏà, α ∈ [−0.1, 0.1]. Îêàçàëîñü, ÷òî íåçíà÷è-òåëüíîå óìåíüøåíèå óãëà âíóòðåííåãî òðåíèÿ ϕ èëè ñöåïëåíèÿ C ìîæåò ïðèâåñòèê ñóùåñòâåííîìó óâåëè÷åíèþ ðàçìåðîâ çîí ðàçðóøåíèé F . ×èñëåííûå ýêñïåðè-ìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî â íåðàâíîêîìïîíåíòíîì ïîëå âíåøíèõ íàïðÿæåíèé â îêðåñò-íîñòè ñêâàæèíû ìîãóò âîçíèêàòü íåîáðàòèìûå ðàäèàëüíûå Drr è êîëüöåâûå Dθθäå�îðìàöèè óäëèíåíèÿ. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðîíèöàåìîñòü k ñðåäû îáåñïå-÷èâàåòñÿ õàîòè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûìè ìèêðîòðåùèíàìè ñî ñðåäíèì ðàñêðûòèåì
h, òî, ïîñêîëüêó k ∼ h3, ìîæíî îöåíèòü îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå k, âûçâàííîå òà-êèìè äå�îðìàöèÿìè. Íàïðèìåð, äëÿ ïðîíèöàåìîñòè â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè
∆k̄r = ∆kr/kr = (1 +Dθθ)

3 − 1.Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ∆k̄r è ∆k̄θ (z = 4 êì, qx = 1, qy = 0.33,
ϕ = 25o, C = 14 ÌÏà è α = −0.1, ÷åðíàÿ ëîìàíàÿ ëèíèÿ � êîíòóð çîíû F ),èç êîòîðûõ âèäíî, ÷òî èçìåíåíèå ïðîíèöàåìîñòè íåïîñðåäñòâåííî âáëèçè êîíòóðàñêâàæèíû ìîæåò äîñòèãàòü 5�8%.Ýâîëþöèþ çîí íåîáðàòèìûõ äå�îðìàöèé â îêðåñòíîñòè ñêâàæèíû ïðè óâåëè-÷åíèè åå ãëóáèíû èëëþñòðèðóåò ðèñ. 3. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàäèàëüíûå ðàç-

�èñ. 2. Èçîëèíèè îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ ïðîíèöàåìîñòè.



258 Íàçàðîâà Ë.À., Íàçàðîâ Ë.À., Ýïîâ Ì.È., Åëüöîâ È.Í.

�èñ. 3. Ýâîëþöèÿ çîí íåîáðàòèìûõ äå�îðìàöèé ïðè ïðîäâèæåíèè ñêâàæèíû.ìåðû F â ñëó÷àå qx = qy çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì ïðè qx 6= qy. Ïðè âçáðîñîâîìãåîäèíàìè÷åñêîì ðåæèìå (q < 1) ðàçðóøåíèå íà÷èíàåòñÿ íà ìåíüøèõ ãëóáèíàõ,íåæåëè ïðè ñáðîñîâîì (q > 1).Àïïðîêñèìèðóÿ êîíòóð F ïðÿìîé ëèíèåé, ìîæíî îöåíèòü ïîðÿäîê âåëè÷èíûóãëîâîãî êîý��èöèåíòà 10−4, çíà÷åíèå êîòîðîé óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì ïðî÷íîñòèñðåäû è êîý��èöèåíòà áîêîâîãî îòïîðà.Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû êîíòóðû çîí F â îêðåñòíîñòè çàáîÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà-÷åíèÿõ ñöåïëåíèÿ: íà÷èíàÿ ñ îïðåäåëåííîé ãëóáèíû (çàâèñÿùåé îò ïðî÷íîñòíûõñâîéñòâ ïîðîä) âïåðåäè çàáîÿ ñóùåñòâóåò çîíà ðàçðóøåíèé, âîçíèêíîâåíèå êîòîðîé

�èñ. 4. Êîí�èãóðàöèÿ çîí âîçìîæíûõ ðàçðóøåíèé â îêðåñòíîñòè çàáîÿ ñêâàæèíû.



Ôîðìèðîâàíèå è ýâîëþöèÿ çîí íåîáðàòèìûõ äå�îðìàöèé . . . 259âûçâàíî íàðóøåíèåì åñòåñòâåííîãî ðàâíîâåñèÿ ñðåäû è ïîñëåäóþùèì ïåðåðàñïðå-äåëåíèåì íàïðÿæåíèé.Òàêèå çîíû ñ îäíîé ñòîðîíû óñêîðÿþò ïðîöåññ áóðåíèÿ, à ñ äðóãîé � ìîãóòñòàòü ïðè÷èíîé îòêëîíåíèÿ ñêâàæèíû îò çàäàííîé òðàåêòîðèè. Ýòîò �àêò ñëåäóåòó÷èòûâàòü ïðè ïëàíèðîâàíèè è ïðîâåäåíèè áóðîâûõ ðàáîò.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 10-05-00736) è Èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà Ñèáèð-ñêîãî îòäåëåíèÿ �ÀÍ � 60.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Òèìîøåíêî Ñ.Ï. �óäüåð Äæ. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1979. 560 ñ.[2℄ Íàçàðîâà Ë.À. Èñïîëüçîâàíèå ñåéñìîòåêòîíè÷åñêèõ äàííûõ äëÿ îöåíêè ïîëåé íà-ïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé çåìíîé êîðû // ÔÒÏ�ÏÈ. 1999. � 1. Ñ. 28�36.[3℄ Íèêîëàåâñêèé Â.Í. �åîìåõàíèêà è �ëþèäîäèíàìèêà. Ì.: Íåäðà, 1996. 232 ñ.[4℄ Íàçàðîâà Ë.À.Íàçàðîâ Ë.À.Êîçëîâà Ì.Ï. �îëü äèëàòàíñèè â �îðìèðîâàíèè è ýâî-ëþöèè çîí äåçèíòåãðàöèè â îêðåñòíîñòè íåîäíîðîäíîñòåé â ïîðîäíîì ìàññèâå //ÔÒÏ�ÏÈ. 2009. � 5. Ñ. 3�12.[5℄ Çåíêåâè÷ Î. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â òåõíèêå. Ì.: Ìèð, 1975. 541 ñ.Nazarova L.A., Nazarov L.A., Epov M. I., Eltsov I.N. Formation and evolution ofirreversible deformation zones near deep wells in ro
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ÌÈÊ�ÎÑÒ�ÓÊÒÓ�ÍÎÅ ÊÎÍÑÒ�ÓÈ�ÎÂÀÍÈÅÈ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÏÎËÈÊ�ÈÑÒÀËËÈ×ÅÑÊÈÕÏÜÅÇÎÊÎÌÏÎÇÈÖÈÎÍÍÛÕ ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂÏÎ ÌÅÒÎÄÀÌ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÕ ÌÎÄÓËÅÉÈ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂÍàñåäêèí À.Â., �ûáÿíåö À.Í.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ êîìïëåêñ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ èññëåäîâàíèåì òåõíîëîãèè ïîëó-÷åíèÿ è àíàëèçà ý��åêòèâíûõ ñâîéñòâ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ïüåçîêîìïîçèöèîííûõ ìà-òåðèàëîâ íà ïðèìåðå êîìïîçèòà ÖÒÑ èëè PZT/α − Al2O3 (êîðóíä). Äëÿ èññëåäîâàíèÿý��åêòèâíûõ ñâîéñòâ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ðàçâèâàåòñÿïîäõîä, îñíîâàííûé íà ìåòîäàõ ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé, ìîäåëèðîâàíèè ïðåäñòàâèòåëü-íûõ îáúåìîâ è ïðèìåíåíèè êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ òåõíîëîãèé.1. Ââåäåíèå. Çà ïîñëåäíèå ãîäû äîñòèãíóò çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â óëó÷øå-íèè ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ êåðàìè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíîëîãèèêåðàìè÷åñêèõ êîìïîçèòîâ. Êîíñòðóêöèîííûå êåðàìè÷åñêèå êîìïîçèòû ñ óëó÷øåí-íûìè ìåõàíè÷åñêèìè è òåðìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, âêëþ÷àÿ ìåòàëëîêåðàìè÷åñêèåíàíîêîìïîçèòû Ti3Al-SiC, Fe-TiC, Al-Al3Ti-TiB2-Al2O3, êåðàìè÷åñêèå êîìïîçèòûZrO2-Al2O3 ZrO2-TiB2, Bi2CuO4-Bi2O3, Si/SiC , Si3N4-TiN, Al2O3/SiC, êîìïîçèòûêåðàìèêà � ñòåêëî, à òàêæå óïðî÷íåííûå âîëîêíàìè êîìïîçèòû ñ êåðàìè÷åñêîéìàòðèöåé C/SiC, íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â àýðîêîñìè÷åñêîé, àâòîìîáèëüíîéè ýíåðãåòè÷åñêîé ïðîìûøëåííîñòè. Â ðàáîòàõ [1,2℄ òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìà-ëûå äîáàâêè íàíîïîðîøêîâ òèòàíàòà áàðèÿ è íåîäèìà, òàíòàëàòà ëèòèÿ, à òàêæåäðóãèõ ñåãíåòî/ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ â Al2O3 è äðóãèå êîíñòðóêöèîí-íûå êåðàìèêè ïîâûøàþò óäàðíóþ âÿçêîñòü è ïðî÷íîñòü êåðàìè÷åñêèõ êîìïîçèòîââ íåñêîëüêî ðàç.Ôóíêöèîíàëüíûå êåðàìè÷åñêèå êîìïîçèòû â îòëè÷èå îò êîíñòðóêöèîííûõ èñ-ñëåäîâàíû çíà÷èòåëüíî ìåíüøå è èõ èñïîëüçîâàíèå â ýëåêòðîííîé ïðîìûøëåííî-ñòè âåñüìà îãðàíè÷åíî. Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî ý��åêòèâíûå ìåõàíèçìû óïðî÷íå-íèÿ êîíñòðóêöèîííûõ êåðàìèê áûëè ïåðåíåñåíû â îáëàñòü �óíêöèîíàëüíûõ êå-ðàìèê äëÿ óëó÷øåíèÿ èõ ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Çà ïîñëåäíèåíåñêîëüêî ëåò òàêæå áûëè ïðåäëîæåíû íîâûå êîíñòðóêöèîííûå èäåè â îáëàñòè�óíêöèîíàëüíîé êåðàìèêè [3, 4℄.Íèæå íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé àâòîðàìè ðàíåå êîíöåïöèè ìèêðîñòðóêòóðíîãîêîíñòðóèðîâàíèÿ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ [5℄ ïðåäñòàâ-ëåíû òåõíîëîãèÿ ïîëó÷åíèÿ è ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ êåðàìè÷åñêèõ êîìïîçèòîâÖÒÑ/α-Al2O3. Ïîëó÷åíû ýëåìåíòû ïüåçîàêòèâíûõ êîìïîçèòîâ ñ îáúåìíîé êîí-öåíòðàöèåé α-Al2O3 îò 0 äî 60 îá. %. Âûïîëíåíû èçìåðåíèÿ è âû÷èñëèòåëüíûåýêñïåðèìåíòû ïî îïðåäåëåíèþ ý��åêòèâíûõ óïðóãèõ, äèýëåêòðè÷åñêèõ è ïüåçî-ýëåêòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, à òàêæå ïðîâåäåíû ìèêðîñòðóêòóðíûå èññëåäîâàíèÿïîëó÷åííûõ êåðàìè÷åñêèõ êîìïîçèòîâ.



Ìèêðîñòðóêòóðíîå êîíñòðóèðîâàíèå è ìîäåëèðîâàíèå ... 2612. Òåõíîëîãèÿ ïîëó÷åíèÿ. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ êîìïîíåíòîâ äëÿ èçãîòîâ-ëåíèÿ êåðàìè÷åñêèõ êîìïîçèòîâ èñïîëüçîâàëèñü ñèíòåçèðîâàííûé ïîðîøîê ÖÒÑè ïîðîøîê êðèñòàëëè÷åñêîãî α-Al2O3 (êîðóíä). Ñðåäíèé ðàçìåð êðèñòàëëèòîâ α-Al2O3 ñîñòàâëÿë 140�150 ìêì. Óêàçàííûé ðàçìåð áûë âûáðàí ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿêîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ÖÒÑ/α-Al2O3 äëÿ ñíèæåíèÿ âëèÿíèÿ ìîäè�èöèðîâàííîéêîíòàêòíîé îáëàñòè íà ñâîéñòâà ïüåçîêîìïîçèòà. Îòíîñèòåëüíûé îáúåì ïðåäïîëà-ãàåìîé ìîäè�èöèðîâàííîé îáëàñòè ÖÒÑ â êîíòàêòíîé çîíå α-Al2O3 ïðè âûáðàí-íîì ðàçìåðå ÷àñòèö α-Al2O3 íå ïðåâûøàë 10 % ïðè îáúåìíîì ñîäåðæàíèè α-Al2O3äî 60 îá. %.Ïîðîøêè ÖÒÑ è α-Al2O3 ïîäâåðãàëèñü ñïåöèàëüíîé ïðåäâàðèòåëüíîé òåðìè-÷åñêîé è õèìè÷åñêîé îáðàáîòêå ñ öåëüþ ïàññèâàöèè è ñíèæåíèÿ ðåàêöèîííîé ñïî-ñîáíîñòè. Ñìåøèâàíèå ïîðîøêîâ ïðîèçâîäèëîñü ïî ìåòîäèêå [5℄, îáåñïå÷èâàþùåéãîìîãåííîå ðàñïðåäåëåíèå êîìïîíåíòîâ áåç äîïîëíèòåëüíîãî èçìåëü÷åíèÿ è ðàçðó-øåíèÿ êðèñòàëëèòîâ α-Al2O3. Ïîëó÷åííàÿ øèõòà ãðàíóëèðîâàëàñü ñ äîáàâëåíèåìñâÿçêè ïîëèâèíèëîâîãî ñïèðòà è ïðåññîâàëàñü â âèäå çàãîòîâîê ∅23 × 20 (ìì).�åæèì ïðåññîâàíèÿ äëÿ êàæäîãî ñîñòàâà ïîäáèðàëñÿ èíäèâèäóàëüíî äëÿ îáåñïå-÷åíèÿ îäèíàêîâîé ïëîòíîñòè êåðàìè÷åñêîé ìàòðèöû ïðåññ çàãîòîâîê ñ ó÷åòîì êîí-öåíòðàöèè è ïëîòíîñòè α-Al2O3. Ñïåêàíèå ïðîâîäèëîñü â îäèíàêîâîì ðåæèìå, ñî-îòâåòñòâóþùåì îáû÷íîìó ðåæèìó ñïåêàíèÿ ÖÒÑ. Ïëîòíîñòü ñïå÷åííûõ çàãîòîâîêîïðåäåëÿëàñü ïî èçìåðåíèÿì âåñà è îáúåìà, à òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèäðîñòà-òè÷åñêîãî âçâåøèâàíèÿ. Èç çàãîòîâîê èçãîòàâëèâàëèñü ýëåìåíòû ∅20 × 1 (ìì) íàîñíîâíûå ïîâåðõíîñòè êîòîðûõ íàíîñèëèñü ýëåêòðîäû ìåòîäîì âæèãàíèÿ ñåðåáðî-ñîäåðæàùåé ïàñòû. Ïîëÿðèçàöèÿ ýëåìåíòîâ âûïîëíÿëîñü â ñèëèêîíîâîì ìàñëå âîäèíàêîâîì ðåæèìå, ñîîòâåòñòâóþùåì ðåæèìó ïîëÿðèçàöèè ÖÒÑ.Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû îïòè÷åñêèå ìèêðî�îòîãðà�èè ïîëèðîâàííîé ïîâåðõíîñòèêîìïîçèòîâ ÏÊ�-1/α-Al2O3 ïðè ðàçëè÷íîé îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè α-Al2O3.
�èñ. 1. Îïòè÷åñêèå ìèêðî�îòîãðà�èè ïîëèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè êîìïîçèòîâ ÏÊ�-1/α-Al2O3 ïðè ðàçëè÷íûõ äîëÿõ âêëþ÷åíèé êîðóíäà (ñëåâà � 10% , ñïðàâà � 20%)Êàê âèäíî èç ðèñ. 1 è äðóãèõ èññëåäîâàíèé, îáðàçöû êîìïîçèòà äåìîíñòðèðó-þò òðè óðîâíÿ ÷¼ðíî-áåëîãî êîíòðàñòà: áåëûé � ïüåçîêåðàìèêà, ñåðûé � ÷àñòèöûîêñèäà àëþìèíèÿ (â çàâèñèìîñòè îò òîëùèíû ïîñëåäíèõ íàñûùåííîñòü ñåðîãî öâå-òà ìåíÿåòñÿ) è ÷¼ðíûé � ïîðû. Äàæå ïðè íåáîëüøîì ñîäåðæàíèè ÷àñòèö α-Al2O3(10 îá. %) íàáëþäàåòñÿ ñóùåñòâåííîå óâåëè÷åíèå ïîðèñòîñòè ïüåçîêåðàìè÷åñêîéìàòðèöû. Ýòî ïðîèñõîäèò êàê çà ñ÷¼ò ðåçêîãî óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà ïîð, òàêè ðîñòà èõ ñðåäíåãî ðàçìåðà (äî 10�12 ìêì). Íàáëþäàåòñÿ ïîÿâëåíèå ñóùåñòâåí-íî áîëåå êðóïíûõ ïîð óäëèí¼ííîé �îðìû (äî 50 ìêì â äëèíó) êàê íà óäàëåíèè,òàê è âáëèçè îò ÷àñòèö îêñèäà àëþìèíèÿ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå óäëèí¼ííûå ïîðûäîâîëüíî ÷àñòî èìåþò áîëüøóþ øèðèíó.



262 Íàñåäêèí À.Â., �ûáÿíåö À.Í.Ñ ðîñòîì êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö α-Al2O3 â êîìïîçèòå ïîðèñòîñòü ïîñòåïåííîâîçðàñòàåò, ðàçìåð ïîð óâåëè÷èâàåòñÿ; êðîìå òîãî, óäëèí¼ííûå ïîðû ñòàíîâÿòñÿðàçâåòâëåííûìè. Ïðè ýòîì ÷àñòèöû α-Al2O3 ðàñïîëàãàþòñÿ áëèæå äðóã ê äðóãó.Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðè äîñòàòî÷íî áëèçêîì èõ ðàñïîëîæåíèè ìåæäó íèìèíàáëþäàþòñÿ êðóïíûå ïîðû, ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäÿùèå ïî ðàçìåðó ïîðû â ïüå-çîêåðàìè÷åñêîé ìàòðèöå.Òàêèì îáðàçîì, êîìïîçèò ÏÊ�-1/α-Al2O3 äîëæåí ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê òðåõ-�àçíûé ìàòåðèàë (ïüåçîêåðàìèêà � êîðóíä � ïîðû), ñ âîçìîæíûìè ðàçëè÷íûìèòèïàìè ñâÿçíîñòè âêëþ÷åíèé è ïîð.3. Ìåòîäèêà èçìåðåíèÿ. Èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïüåçîýëåìåíòîâ âûïîëíÿ-ëèñü ïî ñòàíäàðòíûì ìåòîäèêàì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ðåçîíàíñà�àíòèðåçî-íàíñà è àíàëèçà ñïåêòðîâ èìïåäàíñà. Èçìåðåíèå ñêîðîñòè çâóêà â íåïîëÿðèçî-âàííûõ îáðàçöàõ ïðîâîäèëîñü óëüòðàçâóêîâûì ìåòîäîì íà ÷àñòîòå 5 Ì�ö. Ìèê-ðîñòðóêòóðíûå èññëåäîâàíèÿ âûïîëíÿëèñü íà ïîëèðîâàííûõ ñðåçàõ îáðàçöîâ ñïîìîùüþ ìèêðîñêîïà îòðàæ¼ííîãî ñâåòà.4. Ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ý��åêòèâíûõ ñâîéñòâ.Ìíîãî�àçíûé ïîëèêðè-ñòàëëè÷åñêèé ïüåçîêîìïîçèöèîííûé ìàòåðèàë äëÿ ðåàëüíûõ ïðèìåíåíèé â ïüåçî-ýëåêòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàòåëÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìàêðîîäíîðîäíàÿ ïüåçîêå-ðàìè÷åñêàÿ ñðåäà ñ ý��åêòèâíûìè ñâîéñòâàìè: cEeff � ý��åêòèâíûå óïðóãèåìîäóëè, eeff � ý��åêòèâíûå ïüåçîìîäóëè, ǫSeff � ý��åêòèâíûå äèýëåêòðè÷å-ñêèå ïðîíèöàåìîñòè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ý��åêòèâíûõ ñâîéñòâ èñïîëüçîâàëñÿìåòîä ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé ìåõàíèêè êîìïîçèòîâ, îïèñàííûé ïðèìåíèòåëüíî êçàäà÷àì ýëåêòðîóïðóãîñòè â [6, 7℄.Ïóñòü Ω � ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì, çàíèìàåìûé íåîäíîðîäíûì òåëîì ñ ïüå-çîýëåêòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè; Γ = ∂Ω � ãðàíèöà òåëà; u(x) � âåêòîð-�óíêöèÿïåðåìåùåíèé; ϕ(x) � �óíêöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Áóäåì èñïîëüçîâàòüñòàíäàðòíûå äëÿ òåîðèè ýëåêðîóïðóãîñòè îáîçíà÷åíèÿ: ε � òåíçîð äå�îðìàöèé;
σ � òåíçîð ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé; E� âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ, D � âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè.�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñòàòè÷åñêóþ çàäà÷ó ýëåêòðîóïðóãîñòè äëÿ ïðåäñòàâè-òåëüíîãî îáúåìà Ω:

∇ · σ = 0, ∇ · D = 0, x ∈ Ω, (1)
σ = cE · ·ε − e∗ · E, D = e · ·ε + ǫS ·E, (2)

ε = (∇u + ∇u∗)/2, E = −∇ϕ, (3)
u = x · ε0, ϕ = −x · E0, x ∈ Γ = ∂Ω, ε0,E0 − const. (4)�åøèâ ïÿòü çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè (1)�(4) ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëî-âèÿìè äëÿ íåîäíîðîäíîãî îáúåìà Ω ñ ìàòðèöåé èç ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî ìàòåðèàëà,ïîëÿðèçîâàííîãî â íàïðàâëåíèè îñè x3, óïðóãèìè âêëþ÷åíèÿìè è ïîðàìè, ìîæíîîïðåäåëèòü ïîëíûé íàáîð ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé [6,7℄. Â äâóõèíäåêñíûõ îáîçíà÷å-íèÿõ Ôîéõòà ðàñ÷åòíûå �îðìóëû äëÿ ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé ìîæíî ïðåäñòàâèòüñëåäóþùèì îáðàçîì:I) ε0 = ε0 e1e1, E0 = 0 ⇒ cEeff1j = 〈σjj〉/ε0, j = 1, 2, 3, eeff31 = 〈D3〉/ε0;II) ε0 = ε0 e3e3, E0 = 0 ⇒ cEeffj3 = 〈σjj〉/ε0, j = 1, 2, 3, eeff33 = 〈D3〉/ε0;III) ε0 = ε0(e2e3 + e3e2), E0 = 0 ⇒ cEeff44 = 〈σ23〉/(2ε0), eeff15 = 〈D2〉/(2ε0);



Ìèêðîñòðóêòóðíîå êîíñòðóèðîâàíèå è ìîäåëèðîâàíèå ... 263IV) ε0 = 0, E0 = E0 e1 ⇒ eeff15 = −〈σ13〉/E0, ǫSeff11 = 〈D1〉/E0;V) ε0 = 0, E0 = E0 e3 ⇒ eeff3j = −〈σjj〉/E0, j = 1, 2, 3, ǫSeff33 = 〈D3〉/E0,ãäå âûðàæåíèÿ â óãëîâûõ ñêîáêàõ îáîçíà÷àþò îñðåäíåííûå âåëè÷èíû: 〈(...)〉 =
(1/Ω)

∫
Ω
(...) dΩ.Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ (1)�(4) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, êîíêðåòèçèðóåìûìè ïîI)�V), ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì ñ÷èòàåòñÿ íåîäíîðîäíûì, ñîñòîÿùèì èç òðåõ òè-ïîâ êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ ñðåä: ïüåçîêåðàìèêè, âêëþ÷åíèé êîðóíäà è ïîð. Ìà-òåðèàë âêëþ÷åíèé (α-Al2O3) ÿâëÿåòñÿ êðèñòàëëè÷åñêèì êëàññà 3m ñ êðèñòàëëè-÷åñêèìè îñÿìè, îðèåíòèðîâàííûìè ñëó÷àéíûì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíîéäåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â ñèëó ýòîãî, ìíîæåñòâî âêëþ÷åíèé ìîæíî ñ÷è-òàòü ìàêðîèçîòðîïíûìè ñ ý��åêòèâíûìè ìîäóëÿìè, îïðåäåëÿåìûìè îñðåäíåíè-åì ïî âñåâîçìîæíûì íàïðàâëåíèÿì êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèõ îñåé ìîäóëåé æåñò-êîñòè cαβ èëè ìîäóëåé ïîäàòëèâîñòåé sαβ . �àñ÷åòíûå �îðìóëû çäåñü õîðîøî èç-âåñòíû [8℄. Òàê îñðåäíåíèå ïî ìåòîäó Ôîéãòà äàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ îáú-åìíîãî ìîäóëÿ Keff

V è ìîäóëÿ ñäâèãà µeffV : Keff
V = (2c11 + c33 + 2(c12 + 2c13))/9,

µeffV = (7c11 + 2c33 − 5c12 − 4c13 + 12c44)/30. Äðóãîå îñðåäíåíèå ïî ìåòîäó �åéññàïðèâîäèò ê èíûì âûðàæåíèÿì äëÿ îáúåìíîãî ìîäóëÿ Keff
R è ìîäóëÿ ñäâèãà µeffR :

(Keff
R )−1 = 2s11 + s33 +2(s12 +2s13), (µeffR )−1 = 2(7s11 +2s33 − 5s12 − 4s13 +3s44)/15.Â ñîîòâåòñòâèå ñ ïîäõîäîì Õèëëà çà ðåçóëüòèðóþùèå ïðèìåì ñðåäíèå ìåæäóçíà÷åíèÿìè ïî Ôîéãòó è ïî �åéññó: Keff

H = (Keff
V +Keff

R )/2, µeffH = (µeffV +µeffR )/2.Â èòîãå äëÿ ìàòåðèàëà âêëþ÷åíèÿ ïîëó÷àåì ý��åêòèâíûå çíà÷åíèÿ äëÿ ìî-äóëåé Þíãà Eeff
H è êîý��èöèåíòà Ïóàññîíà νeffH : Eeff

H = 9Keff
H µeffH /(3Keff

H +
µeffH ), νeffH = (3Keff

H − µeffH )/(6Keff
H + 2µeffH ).Íàêîíåö, äëÿ ý��åêòèâíûõ çíà÷åíèé äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé âêëþ-÷åíèÿ ǫeff ìîæíî ïðèíÿòü ïðîñòîå îñðåäíåíèå èñõîäíûõ ìîäóëåé ǫ11 = ǫ22, ǫ33 ïî�îðìóëå: ǫeff = (2ǫ11 + ǫ33)/3.5. Ìîäåëèðîâàíèå ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ. Âàæíûì ìîìåíòîì ÿâëÿ-åòñÿ âûáîð ìîäåëè äëÿ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà Ω, ñîäåðæàùåãî íàáîð âêëþ-÷åíèé êîðóíäà è ïîðû â ïüåçîêåðàìè÷åñêîé ìàòðèöå. Ïîñêîëüêó çàäà÷è (1)�(4)ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, êîíêðåòèçèðóåìûìè ïî I)�V), ðåøàëèñü ÷èñëåííî ïîìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì èíñòðóìåíòàðèÿ ïàêåòà ANSYS, òîìîäåëèðîâàíèå íåîäíîðîäíûõ ñðåä â îáúåìå Ω ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ðàçëè÷íûìèñïîñîáàìè, ó÷èòûâàþùèìè îñîáåííîñòè èññëåäóåìîãî êîìïîçèòà. Êàê ïîêàçàíîâ [9℄ äëÿ ïîðèñòûõ ïüåçîêîìïîçèòîâ, ñòðóêòóðû ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ ìîãóòäîñòàòî÷íî ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà çíà÷åíèÿ ý��åêòèâíûõ ìîäóëåé.Çäåñü ïðè ðàñ÷åòàõ â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ðàññìàòðèâàëñÿ êóá,ðàâíîìåðíî ðàçáèòûé íà ýëåìåíòàðíûå êóáèêè. Â ñâîþ î÷åðåäü ýëåìåíòàðíûé ñî-ñòàâíîé êóá ïîäðàçäåëÿëñÿ íà êàðêàñ èç ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî èëè ïîðèñòîãî ìà-òåðèàëà è êóáèê åùå ìåíüøåãî ðàçìåðà èç ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî ìàòåðèàëà èëè èçâêëþ÷åíèÿ. Ïî çàäàííûì ïðîöåíòíûì äîëÿì âêëþ÷åíèé è ïîðèñòîñòè ÷àñòü ìà-ëåíüêèõ êóáèêîâ ñëó÷àéíûì îáðàçîì îáúÿâëÿëèñü âêëþ÷åíèÿìè, à ÷àñòü è ýëåìåí-òîâ êàðêàñà � ïîðàìè. Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ ìîäåëü ïîìèìî ïðîöåíòîâ âêëþ÷åíèéè ïîðèñòîñòè èìååò åùå îäèí âàæíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ïàðàìåòð � îòíîøåíèå òîë-ùèíà êàðêàñà ê ðàçìåðó ýëåìåíòàðíîãî ñîñòàâíîãî êóáà.
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Ê�ÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ×ÀÑÒÎÒÛ È ÂÛÑÎÊÎ×ÀÑÒÎÒÍÛÅÊÎËÅÁÀÍÈß ÒÅË Ñ ÂÈÍÒÎÂÎÉ ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÈÅÉÏàí�èëîâ È.À., Óñòèíîâ Þ.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÍà îñíîâå òðåõìåðíîé òåîðèè óïðóãîñòè èññëåäóþòñÿ îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿãàðìîíè÷åñêèõ âîëí â ïîëîì öèëèíäðå ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäå-ëåíî èçó÷åíèþ îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé. Äëÿ àíàëèçà âûñîêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèéðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí ÷èñëåííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ ÷àñòîò è ïîñòðîå-íèÿ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ.1. Ââåäåíèå.Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ òåë ñ âèíòîâîé àíèçî-òðîïèåé è ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé çàäà÷è Ñåí-Âåíàíà äëÿ öèëèíäðà ñ âèíòîâîéàíèçîòðîïèåé îïóáëèêîâàíû â [1℄� [3℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òîïðè ðàñòÿæåíèè�ñæàòèè öèëèíäðà ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé ïîìèìî ïðîäîëüíûõäå�îðìàöèé âîçíèêàþò ñäâèãîâûå è íàîáîðîò.Â [4℄ â ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ çàäà÷ íàîñíîâå ãèïîòåç Òèìîøåíêî��åéññíåðà. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâà-íèþ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí â ïîëîì öèëèíäðå ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé íà îñíîâåòðåõìåðíûõ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè. Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â øèðîêîìäèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, òàêèõ êàê êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ω, îòíîñè-òåëüíàÿ òîëùèíà öèëèíäðà ε è ãåîìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà âèíòîâîé àíèçî-òðîïèè τ .2. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè â âèíòîâîé ñèñòåìå êî-îðäèíàò è ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Îáîçíà÷èì ÷åðåç r1, r2 � âíóòðåííèé è âíåøíèé ðàäèóñû öèëèíäðà ñðåäèí-íîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Ñ öåíòðîì íåêîòîðîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ öèëèíäðàñâÿæåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox1x2x3, íàïðàâèâ Ox3 ïî îñè öèëèíäðà.Ââåäåì âèíòîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò r, ϕ, z, ñâÿçàííóþ 
 äåêàðòîâîé ñîîòíî-øåíèÿìè
x1 = r cos(ϕ+ τz), x2 = r sin(ϕ+ τz), x3 = z, (1)ãäå r1 ≤ r ≤ r2; τ = tg(α)/r2 � ãåîìåòðè÷åñêèé ïàðàìåòð âèíòîâîé àíèçîòðîïèè.Â áàçèñå âèíòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò er, eθ, ez êîìïîíåíòû òåíçîðà äå�îð-ìàöèé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðà ñìåùåíèé

u = (ur, uθ, uz)
Tñëåäóþùèìè �îðìóëàìè:

err = ∂rur, eθθ = (ur + ∂θuθ)/r, ezz = Duz,

2erθ = ∂ruθ + (∂θur − uθ)/r, 2erz = ∂ruz +Dur, (2)
2ezθ = ∂θuz/r +Duθ.



266 Ïàí�èëîâ È.À., Óñòèíîâ Þ.À.Ïðè ïåðåõîäå îò áàçèñà Ôðåíå ê áàçèñó âèíòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, êàê ïî-êàçàíî â [1℄� [5℄, äëÿ çàêîíà �óêà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:
σ′ = C′e′, C′ = (c′ij), i, j = 1, ..., 6, (3)
σ′ = (σrr, σθθ, σzz, σθz, σrz, σrθ)

T ,

e′ = (err, eθθ, ezz, 2eθz, 2erz, 2erθ)
T .Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå èìåþò âèä

∂r(rσrr) − σθθ + ∂θσrθ + rDσrz = −ρr∂2
t ur,

∂r(rσrθ) + σrθ + ∂θσθθ + rDσθz = −ρr∂2
t uθ, (4)

∂r(rσrz) + ∂θσθz + rDσzz = −ρr∂2
t uz.Â �îðìóëàõ (4) ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà öèëèíäðà;

∂r =
∂

∂r
, ∂θ =

∂

∂θ
, ∂ =

∂

∂z
, ∂t =

∂

∂t
,

D = ∂ − τ∂θ.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèéïðè r = rβ (β = 1, 2) : σrr = σrθ = σrz = 0. (5)Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â öèëèíäðå áóäåì èñ-ïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå îïåðàòîðíûå �îðìû [8℄. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñëåäóþùèå âåê-òîðû:
σr = (σrr, σrθ, σrz)

T , σθ = (σrθ, σθθ, σzθ)
T , σz = (σrz, σzθ, σzz)

T .Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3), (2) è îãðàíè÷èâàÿñü îñåñèììåòðè÷íûì ñëó÷àåì,ïðåäñòàâèì σr, σθ, σz â âèäå
σr = ∂zAru +Bru, σθ = ∂zAθu +Bθu, (6)
σz = ∂zAzu +Bzu.Çäåñü

Ar =

∥∥∥∥∥∥

0 c′14 c′13
c′56 0 0
c′55 0 0

∥∥∥∥∥∥
, Br =

∥∥∥∥∥∥

c′11∂r + c′12/r 0 0
0 c′66(∂r − 1/r) c′56∂r
0 c′56(∂r − 1/r) c′55∂r

∥∥∥∥∥∥
,

Aθ =

∥∥∥∥∥∥

c′56 0 0
0 c′24 c′23
0 c′44 c′34

∥∥∥∥∥∥
, Bθ =

∥∥∥∥∥∥

0 c′66(∂r − 1/r) c′56∂r
c′12∂r + c′22/r 0 0
c′14∂r + c′24/r 0 0

∥∥∥∥∥∥
,

Az =

∥∥∥∥∥∥

c′56 0 0
0 c′44 c′34
0 c′34 c′33

∥∥∥∥∥∥
, Bz =

∥∥∥∥∥∥

0 c′56(∂r − 1/r) c′56∂r
c′14∂r + c′24/r 0 0
c′13∂r + c′23/r 0 0

∥∥∥∥∥∥
.



Êðèòè÷åñêèå ÷àñòîòû è âûñîêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ 2673. �àðìîíè÷åñêèå âûñîêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáî-ëî÷êè ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé.Îòûñêèâàÿ ðåøåíèå â âèäå ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû
u = ei(kz−ωt)a, σr = ei(kz−ωt)br, σθ = ei(kz−ωt)bθ, σz = ei(kz−ωt)bz,

a = (ar, iaθ, iaz)
T , br = (ibrr, brθ, brz)

T ,

bθ = (brθ, ibθθ, ibθz)
T , bz = (brz, ibθz, ibzz)

T .íà îñíîâàíèè (4), (5) ïîëó÷àåì äâóõïàðàìåòðè÷åñêóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó
L(k, ω)a ≡ −k2A2a + ikA1a + A0 + rρω2Ia = 0 (7)ïðè r = rβ : (ikAr +Br)a = 0. (8)Çäåñü

A2a = rAza, A1a = ∂r(rAra) + SAθa + rBza, A0 = ∂r(rBra) + SBθa,

S =

∥∥∥∥∥∥

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

∥∥∥∥∥∥
, I =

∥∥∥∥∥∥

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∥∥∥∥∥∥
.Äëÿ ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèé ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòàì ξ = r/r2,

ζ = z/r2 è ââåäåì ïàðàìåòðû: γ = r2k � áåçðàçìåðíîå âîëíîâîå ÷èñëî, Ω = r2ω/c�áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà, c = (E ′/ρ)1/2 � ïàðàìåòð, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè.Âñå ìîäóëè îòíåñåì ê E ′.�àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ óñëîâíî ìÿãêîãî ìàòåðèàëà (áèîëîãè÷åñêàÿ òêàíüñòåíêè àðòåðèàëüíîãî ñîñóäà [6℄):
E ′ = 4.905 · 108 , E = 0.833 · E ′, G′ = E ′/6, ν ′ = 0.45, ν = 0.54.Ïðåîáðàçóåì çàäà÷ó (2)�(5) â êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñëåäóþùåãî âèäà:

da

dξ
= G11a +G12b,

db

dξ
= G21a +G22b, (9)

b(ξ1) = 0, b(ξ2) = 0, (10)ãäå b = ξbr. Âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèö Gij çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ ââèäó î÷åâèäíî-ñòè ñïîñîáà èõ ïîñòðîåíèÿ íà îñíîâå âûøåïðèâåäåííûõ �îðìóë. Èç îáùåé òåî-ðèè âîëíîâîäîâ [8℄ è êîíêðåòíûõ èññëåäîâàíèé [9℄ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â óïðó-ãèõ öèëèíäðàõ èç èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ èçâåñòíî, ÷òî ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è âè-äà (7) äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ω èìååò ñ÷åòíîå íåîãðà-íè÷åííîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ÑÇ) kn, ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííîåâ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè γ, è êîíå÷íûå ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÑÇ ±ks, ks ≥ 0,
s = 1, ...N(ω). Âåùåñòâåííûì ÑÇ îòâå÷àþò îäíîðîäíûå ýëåìåíòàðíûå âîëíû, êîòî-ðûå ïåðåíîñÿò âîëíîâóþ ýíåðãèþ âäîëü îñè öèëèíäðà. Íàïðàâëåíèå ïîòîêà ýíåð-ãèè ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå öèëèíäðà îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíèì çà ïåðèîä çíà÷åíè-åì ïðîåêöèè íà îñü öèëèíäðà âåêòîðà Óìîâà�Ïîéíòèíãà [8,9℄, êîòîðûé â ðàññìàò-ðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî �îðìóëå:

Pzs = πωIm(bzs,as). (11)



268 Ïàí�èëîâ È.À., Óñòèíîâ Þ.À.Çäåñü as � ñîáñòâåííûé âåêòîð (ÑÂ) çàäà÷è (7), îòâå÷àþùåé ñïåêòðàëüíîé ïàðå
(ks, ω), bzs = (iksAz +Bz)as.Çíàê ýòîãî âåêòîðà îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâîé ýíåðãèèè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êðèòåðèåâ êëàññè�èêàöèè ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé (ïðèíöèïÌàëüäåíøòàìà [8, 10℄).Îäíàêî ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðèíöèïà, êàê è äðóãèõ [8,11℄, íàòàëêèâàåòñÿ íà îïðå-äåëåííûå òðóäíîñòè â ñëó÷àå ¾êðèòè÷åñêèõ ÷àñòîò¿. Ïîä ¾êðèòè÷åñêèìè ÷àñòî-òàìè¿ â äàííîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî ÑÇ ωl (l = 1, ...) ñàìîñîïðÿæåííîéñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

L(0, ω)a ≡ A0 + rρω2Ia = 0 (12)ïðè r = rβ : Bra = 0,êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è (7), åñëè â ïîñëåäíåé ïîëîæèòü k = 0.Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ñïåêòðàëüíûì ïàðàì (0, ωl), îáî-çíà÷èì a0
l . Èçâåñòíî [8℄, ÷òî äàííûì ñïåêòðàëüíûì ïàðàì, êðîìå ñîáñòâåííûõ âåê-òîðîâ, îòâå÷àþò öåïî÷êè ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ a1

l ...,a
p
l . Êàê ïîêàçàíî â [8℄,îáû÷íî ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è:

A0a
1
l + rρω2

l Ia
1
l − iA1a

0
l = 0 (13)ïðè r = rβ : Bra

1
l + iA0

r = 0.Åñëè âîëíîâîå ÷èñëî k = 0 � äâóêðàòíîå, òî ñóùåñòâóþò ïàðà ýëåìåíòàðíûõðåøåíèé âèäà
u±
l = (±za0

l + a1
l )e

−iωt.Ïðè ýòîì ïðîåêöèè âåêòîðà Óìîâà�Ïîéíòèíãà Pz(u+) > 0, Pz(u
−) < 0.Âîëíîâûå ïðîöåññû ñ êðóãîâîé ÷àñòîòîé ω ≥ ω1 óñëîâíî áóäåì íàçûâàòü âûñî-êî÷àñòîòíûìè.Ïðèâåäåì çäåñü çíà÷åíèÿ ïåðâûõ òðåõ êðèòè÷åñêèõ ÷àñòîò, ïîëó÷åííûõ ïóòåì÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (9) ïðè α = 45◦: Ω = (2.07, 2.59, 2.77). Äëÿîöåíêè òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûì ìåòîäîì, ïîñòàâëåííàÿ çà-äà÷à (2)�(5) ïðè k = 0, α = 0 (òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûé ìàòåðèàë) áûëà ðåøåíààíàëèòè÷åñêè. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîêàçàë ïîëíîå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ, àòàêæå ïîçâîëèë èäåíòè�èöèðîâàòü òèïû êîëåáàíèé, îòâå÷àþùèõ êàæäîé èç ïðè-âåäåííûõ ÷àñòîò. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà α ïåðâàÿ ÷àñòîòà ïîðîæäàåò âåòâüêâàçèïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé, âòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò êâàçèðàäèàëüíûì, òðåòüÿ �êâàçèêðóòèëüíûì.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (09-01-00065-à), Þæíî-ãî ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà Âëàäèêàâêàçñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà �ÀÍ, à òàêæå âðàìêàõ �åäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàä-ðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäó (ãîñêîíòðàêò �Ï596).



Êðèòè÷åñêèå ÷àñòîòû è âûñîêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ 269
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Óñòèíîâ Þ.À. �åøåíèå çàäà÷è Ñåí-Âåíàíà äëÿ öèëèíäðà ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïè-åé // ÏÌÌ. 2003. Ò.67. Âûï. 1. Ñ. 89�98.[2℄ Óñòèíîâ Þ.À. Íåêîòîðûå çàäà÷è äëÿ óïðóãèõ öèëèíäðè÷åñêèõ òåë ñ âèíòîâîé àíè-çîòðîïèåé // Óñïåõè ìåõàíèêè. 2003. � 4. Ñ. 37�62.[3℄ Óñòèíîâ Þ.À. Çàäà÷è Ñåí-Âåíàíà äëÿ ïñåâäîöèëèíäðîâ. Ì.:Íàóêà, 2003. 128 
.[4℄ Ïàí�èëîâ È.À., Óñòèíîâ Þ.À. Íåêîòîðûå äèíàìè÷åñêèå çàäà÷èäëÿ öèëèíäðè÷å-ñêîé îáîëî÷êè ñ âèíòîâîé àíèçîòðîïèåé // Èçâåñòèÿ ÂÓÇîâ. Ñåâåðî�Êàâêàçñêèéðåãèîí. Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè. Åñòåñòâåííûå íàóêè. 2009. Ñïåöâûïóñê.Ñ. 97�105.[5℄ Óñòèíîâ Þ.À. Ìîäåëü âèíòîâîãî ïóëüñîñâîãî äâèæåíèÿ êðîâè â àðòåðèàëüíûõ ñî-ñóäàõ // Äîêë. �ÀÍ. 2004. Ò. 398. � 3. Ñ. 344�348.[6℄ Pedley T. J. S
. D. The Fluid Me
hani
s Blood Vessels. Cambridge University Press.Cambridge-London-New York-Ro
helle-Melbourne-Sydney, 1980.Ïåäëè Ò. �èäðîäèíàìèêà êðóïíûõ êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ. Ì.:Ìèð, 1983. 400 ñ.[7℄ Ëåõíèöêèé Ñ.�. Òåîðèÿ óïðóãîñòè àíèçîòðîïíîãî òåëà. Ì.:Íàóêà, 1977. 415 ñ.[8℄ �åòìàí È.Ï., Óñòèíîâ Þ.À. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ íåðåãóëÿðíûõ òâåðäûõ âîë-íîâîäîâ. �îñòîâ-í/Ä: Èçä-âî �îñòîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, 1993. 144 ñ.[9℄ �ðèí÷åíêî Â. Ò., Ìåëåøêî Â. Â. �àðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ è âîëíû â óïðóãèõ òåëàõ.Êèåâ.:Íàóêîâà äóìêà. 1981. 283 ñ.[10℄ Ìàëüäåíøòàì Ë.È. Ëåêöèè ïî îïòèêå, òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòèè è êâàíòîâîé ìå-õàíèêå. Ì.:Íàóêà, 1972. 437 ñ.[11℄ Âîðîâè÷ È.È., Áàáåøêî Â.À. Äèíàìè÷åñêèå ñìåøàííûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ íåêëàññè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ì.: Íàóêà, 1973. 320 ñ.Pan�lov I.A., Ustinov Yu.A. Criti
al frequen
ies and high-frequen
y �u
tuationsfor bodies with s
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 �u
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y �u
tuations the numeri
al method of de�nition of 
riti
alfrequen
ies and 
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tions of dispersive 
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ÂËÈßÍÈÅ ÍÀ×ÀËÜÍÎ�Î ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎ�Î ÑÎÑÒÎßÍÈßÍÀ ÂÎËÍÎÂÎÅ ÏÎËÅ Â ÑÒ�ÓÊÒÓ�Å ¾ÑËÎÈÑÒÛÉÏÜÅÇÎÝËÅÊÒ�ÈÊ � ÄÈÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÀß ÏÎÄËÎÆÊÀ¿Ïèïà Â.À., Ìèõàéëîâà È.Á.Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàìêàõ ëèíåàðèçîâàííîé òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè ðàññìîòðåíû çàäà÷è î ðàñïðî-ñòðàíåíèè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí â ïðåäíàïðÿæåííûõ ñëîèñòûõ ïüåçîàêòèâíûõ ñðåäàõ íàäèýëåêòðè÷åñêîé ïîäëîæêå. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ñðåäû, ðàçëè÷-íûõ âèäîâ íà÷àëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ ñòðóêòóðû, à òàêæå âëè-ÿíèÿ ñâîéñòâ äèýëåêòðè÷åñêîé ïîäëîæêè íà äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà ñðåäû. Èçó÷åíîâëèÿíèå èçìåíåíèÿ ãåîìåòðèè è ñâîéñòâ ñðåäû íà åå äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.�àññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ïëîñêèõ âîëí ïî ïîâåðõ-íîñòè ïðåäíàïðÿæåííîé ñëîèñòîé ïüåçîàêòèâíîé ñòðóêòóðû íà äèýëåêòðè÷åñêîéïîäëîæêå. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ñðåäàõ òàêîãî òèïà, ðàñ-ñìîòðèì êîëåáàíèÿ ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíîé ïüåçîàêòèâíîé ñðåäû, ïðåäñòàâëÿ-þùåé ñîáîé ýëåêòðîóïðóãèé ñëîé 0 6 x3 6 h, |x1| , |x2| 6 ∞ èëè ïàêåò ïüåçîàêòèâ-íûõ ñëîåâ |x1| , |x2| 6 ∞, hk+1 6 x3 6 hk, k = 1, 2, ..,M − 1, æåñòêî ñöåïëåííûå ñäèýëåêòðè÷åñêèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì x3 6 0, |x1| , |x2| 6 ∞. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîñîñòàâëÿþùèå ñòðóêòóðû ìîãóò áûòü ïîäâåðæåíû äåéñòâèþ ìåõàíè÷åñêèõ äå�îð-ìàöèé. Âñå âåëè÷èíû â ñòðóêòóðå, îòíîñÿùèåñÿ ê m-ñëîþ îáîçíà÷èì èíäåêñîì
n = m , ê ïîëóïðîñòðàíñòâó � èíäåêñîì n = M , ê âàêóóìó � èíäåêñîì n = 0.Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà ñëîÿ èëè ïàêåòà ñëîåâ è ïîëóïðîñòðàíñòâà èñïîëüçóåì ïüå-çîýëåêòðèê êëàññà 6mm ãåêñàãîíàëüíîé ñèíãîíèè, îñü ñèììåòðèè êîòîðîãî ñîâ-ïàäàåò ñ îñüþ x2, âåêòîðû ïîëÿðèçàöèè ñëîåâ ëèáî ñîíàïðàâëåíû, ëèáî ïðîòè-âîïîëîæíû ïî íàïðàâëåíèþ. �ðàíèöà ðàçäåëà íèæíåãî ñëîÿ è ïîëóïðîñòðàíñòâà
x3 = 0 ïðåäïîëàãàåòñÿ ìåòàëëèçèðîâàííîé è çàçåìëåííîé (ϕ |x3=0 = 0). Â ñäåëàí-íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñëîåâ èìåþò âèä [2, 3℄:

∇0 ·Θ(n) = ρ(n)∂
2u(n)

∂t2
, ∇0 · ∆(n) = 0, ∆ue(0) = 0 (1)Äâèæåíèå ïîäñòèëàþùåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì:

∇0 · Θ(M) = ρ(M)∂
2u(M)

∂t2
(2)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå:íà ïîâåðõíîñòè ñðåäû:� îòñóòñòâèå ìåõàíè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé:

x3 = h1 : n · Θ(1) = 0 (3)� ýëåêòðè÷åñêè ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü:
x3 = h1 : n · ∆(1) = n · ∆(0), ϕ(1) = ϕ(0) (4)
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x3 = h1 : ϕ(1) = 0 (5)íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä (m = 1, 2, ...,M − 1)

x3 = hm : ue(m) = ue(m+1), n · Θ(m) = n · Θ(m+1), n ·∆(m) = n · ∆(m+1) (6)Çàäà÷ó çàìûêàþò óñëîâèÿ óáûâàíèÿ ïåðåìåùåíèé è ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè:
u(M) → 0 ïðè x3 → −∞, ue(0) → 0 ïðè x3 → ∞ (7)Çäåñü ∇0 � îïåðàòîð �àìèëüòîíà, Θ(n) è ∆(n) � ëèíåàðèçîâàííûå òåíçîð íà-ïðÿæåíèé Êîøè è âåêòîð èíäóêöèè, ue(n) =

{
u

(n)
1 , u

(n)
3 , u

(n)
4 = ϕ(n)

} � ðàñøèðåí-íûé âåêòîð ñìåùåíèé ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ñðåäû, ρ(n) � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà,
ue(M) = u(M) =

{
u

(M)
1 , u

(M)
3

} � âåêòîð ñìåùåíèé äèýëåêòðè÷åñêîé ïîäëîæêè.Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà÷àëüíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëåíî �îðìóëàìè
R = r · Λ, G = Λ · ΛT, Λ = δi jνirirj , νi = const (8)

R, r � ðàäèóñ-âåêòîðû òî÷êè ñðåäû ñîîòâåòñòâåííî â íà÷àëüíî-äå�îðìèðîâàííîìè åñòåñòâåííîì ñîñòîÿíèè, νi = 1 + δi, δi � îòíîñèòåëüíûå óäëèíåíèÿ âîëîêîí, íà-ïðàâëåííûõ â åñòåñòâåííîé êîí�èãóðàöèè âäîëü îñåé ai, i = 1, 2, 3, ñîâïàäàþùèõñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè, δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.Â ýòîì ñëó÷àå êîìïîíåíòû ëèíåàðèçîâàííûõ òåíçîðà íàïðÿæåíèé Θ è âåêòîðàèíäóêöèè ∆ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå:
θlk = c∗lkspus,p + e∗lkpϕ,p, ∆l = e∗lspus,p − ε∗lpϕ,p (9)ãäå

c∗lksp = Plpδks + νkνsc
×
lksp, e∗lsp = νselsp, ε∗lp = ε0ν1ν2ν3ν

−2
l δlp + βlp (10)Çäåñü βkn � êîíñòàíòà äèýëåêòðè÷åñêîé âîñïðèèì÷èâîñòè. Ó÷àñòâóþùèå â ïðåä-ñòàâëåíèè (10) êîìïîíåíòû òåíçîðà Êèðõãî�à Plp, à òàêæå óïðóãèå êîíñòàíòû

c×q jlp çàâèñÿò êàê îò ñâîéñòâ ìàòåðèàëà, òàê è îò âèäà íà÷àëüíîãî íàïðÿæåííîãîñîñòîÿíèÿ ñðåäû [2, 3℄.Äàëåå, â çàâèñèìîñòè îò çàäàííûõ íà ïîâåðõíîñòè ñðåäû óñëîâèé ðàññìîòðèìäâà òèïà êðàåâûõ çàäà÷ [1 � 3℄:çàäà÷à I � ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæå-íèÿ (1), (2) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3), (4), (6), (7);çàäà÷à II � ñ ìåòàëëèçèðîâàííîé ïîâåðõíîñòüþ, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìèäâèæåíèÿ (1), (2) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3), (5)�(7).Ñëåäóÿ [2, 3℄, ïðèìåíÿåì ê êðàåâûì çàäà÷àì I è II îäíîìåðíîå ïðåîáðàçî-âàíèå Ôóðüå ïî êîîðäèíàòå x2. �åøåíèå çàäà÷ â òðàíñ�îðìàíòàõ Ôóðüå èùåì ââèäå (p = 1, 3, 4, n = 1, 2, ...,M − 1):äëÿ ñìåùåíèé â ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñëîÿõ è âàêóóìå:
U (n)
p (α, x2) =

4∑

k=1

f
(n)
pk [c

(n)
k chσ

(n)
k x2 + c

(n)
k+2shσ

(n)
k x2], U

(0)
4 (α, x2) = c

(0)
1 e−αx2 (11)



272 Ïèïà Â.À., Ìèõàéëîâà È.Á.äëÿ ñìåùåíèé â äèýëåêòðè÷åñêîé ïîäëîæêå:
U (M)
p (α, x2) =

2∑

k=1

f
(M)
pk c

(M)
k eσ

(M)
k

x2 (12)Êîý��èöèåíòû f
(n)
pk , p, k = 1, 3, 4, n = 1, ...M − 1 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíî-ðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé



H
(n)
1k σ

(n)
k B

(n)
13 σ

(n)
k B

(n)
14

−α2σ
(n)
k B

(n)
31 −α2σ

(n)
k B

(n)
32 H

(n)
5k

−α2σ
(n)
k B

(n)
41 −α2σ

(n)
k B

(n)
42 H

(n)
6k


 (13)Çäåñü

H
(n)
pk = h(n)

p

(
σ

(n)
k

)2

− P
(n)
k , p = 1, 2, ..., 6

σ
(n)
k , n = 1, ...M − 1 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

h
(n)
1

(
σ

(n)
k

)2

− P
(n)
1 σ

(n)
k B

(n)
13 σ

(n)
k B

(n)
14

−α2
1σ

(n)
k B

(n)
31 h

(n)
3

(
σ

(n)
k

)2

− P
(n)
3 h

(n)
5

(
σ

(n)
k

)2

− P
(n)
5

−α2
1σ

(n)
k B

(n)
41 h

(n)
6

(
σ

(n)
k

)2

− P
(n)
6 h

(n)
4

(
σ

(n)
k

)2

− P
(n)
4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (14)ãäå
B

(n)
pj = θ

(n)
ppjj + θ

(n)
jpjp, p, j = 1, 3; B

(n)
14 = θ

(n)
1143 + θ

(n)
3141, B

(n)
41 = θ

(n)
3411 + θ

(n)
1413

h
(n)
k = θ

(n)
3kk3, k = 1, 3, 4; h

(n)
5 = θ

(n)
3343, h

(n)
6 = θ

(n)
3433

P
(n)
p = θ

(n)
1pp1α

2 − ρ(n)χ2
2, p = 1, 3, P

(n)
4 = θ

(n)
1441α

2

P
(n)
5 = θ

(n)
1341α

2, P
(n)
6 = θ

(n)
1431α

2
(15)

σ
(M)
k ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

∣∣∣∣∣∣

θ
(M)
3113

(
σ

(M)
k

)2

− P
(M)
1 σ

(M)
k B

(M)
23

−α2σ
(M)
k B

(M)
31 θ

(M)
3333

(
σ

(M)
k

)2

− P
(M)
3

∣∣∣∣∣∣
= 0 (16)ãäå

P
(M)
k = θ

(M)
1kk1α

2 − ρ(M)χ2
2, B

(M)
p k = θ

(M)
pp kk + θ

(M)
kpkp

f
(M)
1k = S3k

[
σ

(M)
k S1 k

]−1

f
(M)
3k , f

(M)
3k = 1 (17)

S1k = B
(M)
32 H

(M)
1k + α2B

(M)
12 B

(M)
13 , S3k = B

(M)
12 H

(M)
3k −

(
σ

(M)
k

)2

B
(M)
13 B

(M)
23

H
(M)
jk = θ

(M)
3j j3

(
σ

(M)
k

)2

− P
(M)
j , j = 1, 3
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(n)
k îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïðåäñòà-âèìûõ â âèäå ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ(C =↑ {c(n)

1 , c
(n)
2 , c

(n)∗
3 , c

(n)∗
4 , ....., c

(M)
1 , c

(M)
2 , c

(0)
1 }, cn∗k =

(
σ

(n)
k−2

)−1

c
(n)
k , k = 3, 4,

n = 1, 2, ...,M − 1):
A · C = 0 (18)ìàòðèöà A â ñëó÷àå çàäà÷è II ïðåäñòàâèìà â âèäå

A =

(
B(1) (h1) 0

A(1) (h2,...,M) B(M) (hM)

) (19)ïðè÷åì B(1) (h1) è B(M) (hM ) � ìàòðèöû ðàçìåðà 4×6 è 6×2, âèä êîòîðûõ ïîëíî-ñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè âåðõíåãî ñëîÿ è ïîäñòèëàþùåãî ïîëóïðîñòðàíñòâàñîîòâåòñòâåííî, è íå çàâèñèò îò ñâîéñòâ è êîëè÷åñòâà âîçìîæíûõ ïðîìåæóòî÷íûõñëîåâ [2, 3℄. Ìàòðèöû A è A(1) (h2,...,M) � êâàäðàòíûå, ðàçìåð îïðåäåëÿåòñÿ ãåî-ìåòðèåé çàäà÷è è ðàâåí ñîîòâåòñòâåííî 4 (M − 1)+4 è 4 (M − 1)+2. Òàêîé ïîäõîäïðèìåíÿåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è I .Â êà÷åñòâå ñëîèñòîãî ýëåêòðîóïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàëîñüäâóõñëîéíîå ýëåêòðîóïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ïüåçîàê-òèâíûé ñëîé 0 6 x3 6 h, |x1, x2| 6 ∞ íà äèýëåêòðè÷åñêîì ïîëóïðîñòðàíñòâå
x3 < 0: PZT5/MgO, BaTiO3/MgO, BaTiO3/SiO2, ZnO/SiO2 [4℄.Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè, èëëþñòðèðóþùèå âëèÿíèå ñâîéñòâ ïüåçî-ýëåêòðèêà íà îòíîñèòåëüíóþ �àçîâóþ ñêîðîñòü ïåðâûõ ìîä ïîâåðõíîñòíûõ âîëí.

�èñ. 1. Âëèÿíèå ñâîéñòâ ïüåçîýëåêòðèêà íà îòíîñèòåëüíûå �àçîâûå ñêîðîñòè Vf/Vs:a) ñòðóêòóðà BaTiO3/MgO; á) PZT5/MgO.Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ áîëåå ñèëüíûå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñëîÿ îáåñ-ïå÷èâàþò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó ïîâåðõíîñòíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ � áîëüøååêîëè÷åñòâî ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí, áîëüøèé äèàïàçîí èçìåíåíèÿ �àçîâûõ ñêî-ðîñòåé, íà÷èíàÿ ñî çíà÷åíèÿ V ïR äëÿ ïåðâîé ìîäû � ñêîðîñòü ðýëååâñêîé âîëíûïîëóïðîñòðàíñòâà äî çíà÷åíèÿ V ï∗R � ñêîðîñòü ðýëååâñêîé âîëíû ïîëóïðîñòðàí-ñòâà ñ ïàðàìåòðàìè ñëîÿ.Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè, èëëþñòðèðóþùèå âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ âèäîâíà÷àëüíîé äå�îðìàöèè íà îòíîñèòåëüíóþ �àçîâóþ ñêîðîñòü ïåðâûõ ìîä ïîâåðõ-íîñòíûõ âîëí. Öè�ðàìè 1 è 2 íà ðèñ. 2à îòìå÷åíû êðèâûå (øòðèõîâûå è ïóíê-òèðíûå ëèíèè), ñîîòâåòñòâóþùèå ÍÄÑ1 è ÍÄÑ2, öè�ðîé 3 íà ðèñ. 2á îòìå÷åíû
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�èñ. 2. Âëèÿíèå íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé íà îòíîñèòåëüíûå �àçîâûå ñêîðîñòè Vf/Vs íàïîâåðõíîñòè ñòðóêòóðû ZnO/SiO2: a) îäíîîñíîå ñîñòîÿíèå ïî îñÿì x1, x2; á) ïî îñè x3.øòðèõîâûå ëèíèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ÍÄÑ3. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ (öè�ðà 0) íà îáîèõðèñóíêàõ ñîîòâåòñòâóåò åñòåñòâåííîìó ñîñòîÿíèþ.Êàê âèäíî èç ãðà�èêîâ, ðàñòÿæåíèå ïî îñÿì x1 è x3 ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ�àçîâûõ ñêîðîñòåé ìîä ïîâåðõíîñòíûõ âîëí, ïðè ðàñòÿæåíèè ïî îñè x2 �àçîâàÿñêîðîñòü óìåíüøàåòñÿ.Ïðåäñòàâëåííûå ãðà�èêè ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî, ðåãèñòðèðóÿ èçìåíåíèå�àçîâîé ñêîðîñòè ìîä ïîâåðõíîñòíûõ âîëí, ìîæíî êîíòðîëèðîâàòü èçìåíåíèå íà-ïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïüåçîàêòèâíîé ñðåäû.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (09-01-00695, 09-08-01065,09-08-96527-þã), Ïðåçèäèóìà �ÀÍ (íàïðàâëåíèå � 12 ïðîãðàììû � 4Ï �ÀÍ, ïðî-ãðàììû � 11Ï �ÀÍ). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Áèðþêîâ Ñ.Â., �óëÿåâ Þ.Â., Êðûëîâ Â.Â., Ïëåññêèé Â.Ï. Ïîâåðõíîñòíûå àêóñòè-÷åñêèå âîëíû â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ. Ì.: Íàóêà, 1991. 416 ñ.[2℄ Êàëèí÷óê Â.Â., Áåëÿíêîâà Ò.È. Äèíàìè÷åñêèå êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ ïðåäâàðè-òåëüíî íàïðÿæåííûõ ýëåêòðîóïðóãèõ òåë. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2006. 272 
.[3℄ Êàëèí÷óê Â. Â., Áåëÿíêîâà Ò.È. Äèíàìèêà ïîâåðõíîñòè íåîäíîðîäíûõ ñðåä. Ì.:Ôèçìàòëèò, 2009. 312 ñ.[4℄ Àêóñòè÷åñêèå êðèñòàëëû: Ñïðàâî÷íèê / Ïîä ðåä. Ì.Ï. Øàñêîëüñêîé. Ì.: Íàóêà,1982. 632 ñ.Pipa V.A., Mihailova I. B. In�uen
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ÀÂÒÎÌÎÄÅËÜÍÛÉ ÑÖÅÍÀ�ÈÉ ÏÅ�ÅÕÎÄÀÊ ÝËÅÊÒ�ÎÊÎÍÂÅÊÖÈÈ Â ÈÎÍÎÎÁÌÅÍÍÛÕ ÌÅÌÁ�ÀÍÀÕÏîëÿíñêèõ Ñ.Â., �óñàð÷óê À.Í., Äåìåõèí Å.À.Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ÊðàñíîäàðÂ äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû â ðàñòâîðå ýëåêòðîëèòà ìåæäóäâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïîëóïðîíèöàåìûìè ýëåêòðè÷åñêèìè ìåìáðàíàìè. �àññìàòðèâàåò-ñÿ îäíîìåðíîå íåñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è, ïîòåðÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòèêîòîðîãî îòâåòñòâåííà çà ïîÿâëåíèå íîâîãî ðåæèìà ýëåêòðîêîíâåêöèè â ñèñòåìå. Çàäà÷àðåøàåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè äåáàåâñêîé òîëùèíû, îñíîâàííîé íà íåñòàöèîíàðíîéòîëùèíå äè��óçèîííîãî ñëîÿ. ×èñëåííûé è àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç çàäà÷è ïîêàçàë,÷òî ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè îäíîìåðíîãî ðåøåíèÿ íîñèò àâòîìîäåëüíûé õàðàêòåð âïëîòüäî ïîòåðè èì óñòîé÷èâîñòè è âîçíèêíîâåíèÿ ýëåêòðîêîíâåêöèè. Ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷å-ñêèå ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííî ïîäòâåðæäàþòñÿ íåäàâíî ïðîâåäåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè.Ââåäåíèå. Ìåìáðàííûå òåõíîëîãèè ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ïðèîðèòåò-íûõ íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè ýëåêòðîõèìèè. Äèíàìèêàæèäêîñòè â ìåìáðàííûõ ñèñòåìàõ äåìîíñòðèðóåò íîâûå òèïû ýëåêòðîãèäðîäè-íàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè, ðåçóëüòàòå êîòîðîé ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ ìèêðî� èíàíîñòðóêòóðû è äàæå âîçìîæíû õàîòè÷åñêèå òå÷åíèÿ â ýòèõ ìàñøòàáàõ.Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýëåêòðîêîíâåêöèÿ âîçíèêàåò ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà-÷åíèÿõ ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ìåæäó ìåìáðàíàìè êàê ñëåäñòâèå ïîòåðè óñòîé÷è-âîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïîñëåäóþùåé áè�óðêàöèåé åãî â íîâûéïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì ýëåêòðîêîíâåêòèâíûõ âàëîâ [1℄.Ñòîèò îñîáî îòìåòèòü, ÷òî äî ñèõ ïîð èññëåäîâàëàñü óñòîé÷èâîñòü òîëüêî ñòà-öèîíàðíîãî îäíîìåðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîðîæäàþùåãîñÿ áàëàíñîì ýëåêòðîìèã-ðàöèè è ýëåêòðîäè��óçèè [1,2℄. Òåì íå ìåíåå, ïðÿìîé ÷èñëåííûé ñ÷¼ò [3℄, ïîäòâåð-æäàåìûé èçâåñòíûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [4℄, ïîêàçàë, ÷òî íåóñòîé÷è-âîñòü íàñòóïàåò çàäîëãî óñòàíîâëåíèÿ âî âðåìåíè îäíîìåðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.Ýòîò �àêò ãîâîðèò î ïåðâîñòåïåííîé âàæíîñòè ðàññìîòðåíèÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è,èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ å¼ ðåøåíèé è èõ óñòîé÷èâîñòè â ïîëíîé íåñòàöèîíàðíîé ïîñòà-íîâêå.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå è èññëåäîâàíèå óñ-òîé÷èâîñòè íîâîãî êëàññà îäíîìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé, íàéäåííûõ ÷èñ-ëåííî â [3℄ è îòëè÷íûõ îò ïîëó÷åííûõ ðàíåå â ðàáîòàõ äðóãèõ àâòîðîâ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïîâåäåíèå ïðîñòîãî áèíàðíîãî ýëåêòðîëèòà â ïðî-ñòðàíñòâå ìåæäó äâóìÿ ýëåêòðè÷åñêèìè ìåìáðàíàìè, ỹ = 0 è ỹ = L̃, îïèñûâàåòñÿñèñòåìîé óðàâíåíèé Íåðíñòà�Ïëàíêà�Ïóàññîíà�Ñòîêñà, âêëþ÷àþùåé óðàâíåíèÿïåðåíîñà èîíîâ, óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, óðàâíåíèÿÍàâüå�Ñòîêñà â ñòîêñîâñêîì ïðèáëèæåíèè è óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ñî ñòàí-äàðòíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (ñì. [2℄).Çà õàðàêòåðíûå âåëè÷èíû ïðèíèìàþòñÿ: òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë,
Φ̃0 = R̃T̃ /F̃ , ðàññòîÿíèå ìåæäó ìåìáðàíàìè L̃, âðåìÿ L̃2/D̃, êîíöåíòðàöèÿ èîíîâ
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c̃0 ïðè t=0. �àçìåðíûå âåëè÷èíû ïîìå÷àþòñÿ òèëüäîé. Çäåñü D̃ � êîý��èöèåíòäè��óçèè èîíîâ, F̃ � ÷èñëî Ôàðàäåÿ, R̃ � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, p̃ �êîíöåíòðàöèÿ ïîëîæèòåëüíûõ èîíîâ íà ìåìáðàíå (p= c̃+/c̃0 ≫ 1, â íàñòîÿùåé ðà-áîòå p=5), ε̃ � àáñîëþòíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû, κ = ε̃Φ̃2

0/µ̃D̃,
µ̃ � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè.Ïîëíàÿ áåçðàçìåðíàÿ ïîñòàâêà çàäà÷è èìååò âèä

∂c±

∂t
+U · ∇c± = ±∇ ·

(
c±∇Φ

)
+ ∇2c±, (1)

ε2∇2Φ = c− − c+, (2)
−∇P + ∇2U+ κ

(
c− − c+

)
∇Φ = 0, (3)

∇ ·U = 0, (4)
y = 0 : c+ = p, −c−∂Φ

∂y
+
∂c−

∂y
= 0, Φ = 0, U = 0,

y = 1 : c+ = p, −c−∂Φ
∂y

+
∂c−

∂y
= 0, Φ = ∆V, U = 0.

(5)Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t=0 çàäàíî íåêîòîðîå ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèåêîíöåíòðàöèé ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ èîíîâ c± = 1.Îäíîìåðíûé âàðèàíò çàäà÷è, ∂/∂x= ∂/∂z = 0, U=0, èìååò âèä
∂c±

∂t
= ± ∂

∂y

(
c±
∂Φ

∂y

)
+
∂2c±

∂y2
, (6)

ε2∂
2Φ

∂y2
= c− − c+, (7)

y = 0 : c+ = p, −c−∂Φ
∂y

+
∂c−

∂y
= 0, Φ = 0, (8)

y = 1 : c+ = p, −c−∂Φ
∂y

+
∂c−

∂y
= 0, Φ = ∆V, (9)

t = 0 : c+ = c− = 1. (10)Òîê ÷åðåç ìåìáðàíó ïðè y = 0 îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
j = c+

∂Φ

∂y
+
∂c+

∂y
, y = 0.Çàäà÷à (6)�(10) ðåøàëàñü ÷èñëåííî. Òàê êàê îíà ñîäåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð ïðèñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, òî ïðè åå ðåøåíèè âîçíèêàþò èçâåñòíûå ñëîæíîñòè. Äëÿèõ ïðåîäîëåíèÿ ìåòîä ðàáîòû [3℄ áûë îáîáùåí íà ðåøåíèå (6)�(10).2. ×èñëåííîå äîêàçàòåëüñòâî àâòîìîäåëüíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ïðè t≪ tsâëèÿíèå âåðõíåé ìåìáðàíû ïðåíåáðåæèìî ìàëî è ïðîöåññ äàëåê îò óñòàíîâèâ-øåãîñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè t≫ ε2, äâîéíîé èîííûé ñëîé óæå íå îêàçûâàåò



Àâòîìîäåëüíûé ñöåíàðèé ïåðåõîäà ê ýëåêòðîêîíâåêöèè 277ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ïðîöåññ. Â ýòîì ïðîìåæóòî÷íîì äèàïàçîíå âðåìåí çà-äà÷à íå èìååò õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà è ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü àâòîìîäåëüíîñòüðåøåíèÿ, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [3℄.Â ðàáîòå [5℄ äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è â îäíîìåðíîé àâòîìîäåëüíîé ïîñòàíîâêåèñïîëüçîâàëñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ïðè ε→ 0, îñíîâàííûé íà ïðåäïîëîæåíèèîá àâòîìîäåëüíîñòè. Ââîäèëèñü íîâûå ïåðåìåííûå
τ = t, η =

y

2
√
t
.Â àâòîìîäåëüíîé ïîñòàíîâêå óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû ïåðåîïðåäåëÿëèñüñëåäóþùèì îáðàçîì

ν =
ε

2
√
t
, J = 2j

√
t, ∆V = ∆Φ +

j

2
. (11)Â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (6)�(10) åå íåçàâèñèìûå è çà-âèñèìûå ïåðåìåííûå ïåðåâîäèëèñü â àâòîìîäåëüíûå ñîãëàñíî (11), ó÷èòûâàÿ, ÷òî

η= y/(2
√
t).Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíî ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ïîëîæèòåëüíûõ èîíîâ c+âäîëü ïåðåìåííîé y ïðè ∆V = 100, ε = 0, 001 â ìîìåíòû âðåìåíè, t = 0.001,

t = 0.003, t = 0.01 è t = 0.03, äëÿ êîòîðûõ ε2 ≪ t≪ ts. Âèäíî îòëè÷íîå ñîâïàäå-íèå ðåøåíèé, ïîëó÷åííîãî ïðÿìûì ÷èñëåííûì ñ÷åòîì (ðèñ. 1a) ñ àâòîìîäåëüíîéàñèìïòîòèêîé èç [5℄ (ðèñ. 1b).Äëÿ ñâåðõïðåäåëüíûõ ðåæèìîâ ïðè ν→ 0 àâòîìîäåëüíûå âîëüòàìïåðíûå õà-ðàêòåðèñòèêè çàâèñèìîñòè òîêà J îò íàïðÿæåíèÿ ∆Φ ñõëîïûâàþòñÿ â îäíó óíè-âåðñàëüíóþ çàâèñèìîñòü,
J erf
[(9∆F 2

8J

)1/3
]

= Jlim exp

[
−
(

9∆F 2

8J

)2/3
]
, Jlim =

4√
π
, (12)ãäå ∆F = ν∆Φ (ñì. [5℄). Íà ðèñ. 2 óíèâåðñàëüíàÿ çàâèñèìîñòü (12) äàíà ñïëîø-íîé ëèíèåé. Íà ðèñ. 2 ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïðè ðàçíûõ ∆Φ, ïåðåñ÷èòàííûå â àâ-òîìîäåëüíûõ óíèâåðñàëüíûõ ïåðåìåííûõ, ïðåäñòàâëåíû ìàðêåðàìè. Ñîâïàäåíèåîêàçûâàåòñÿ óäèâèòåëüíî õîðîøèì.Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç âåñüìà ìàëûé ïðîìåæóòîê t≫ ε2 îäíîìåðíîå íåñòà-öèîíàðíîå ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ àâòîìîäåëüíûì ïîïàäàÿ íà äâóõïàðàìåòðè÷åñêîåñåìåéñòâî ðåøåíèé ñ ïàðàìåòðàìè ν è ∆Φ. �åøåíèå ðàñøèðÿåòñÿ â ïðîñòðàí-ñòâå y ∈ [0, 1], ïî êîðíþ èç âðåìåíè, ïîêà íå ïî÷óâñòâóåò âëèÿíèå ñòåíêè ïðè

t= ts ≃ 0.1÷ 0.2.3. Ýëåêòðîêîíâåêòèâíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü îäíîìåðíîãî ðåøåíèÿ. Äî-ñòè÷ü óñòàíîâëåíèÿ îäíîìåðíîìó ðåøåíèþ ìåøàåò íåóñòîé÷èâîñòü, ïðîÿâëÿþùà-ÿñÿ, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, íà ñòàäèè àâòîìîäåëüíîñòè è ïðèâîäÿùàÿ ê äâóìåð-íîìó èëè òðåõìåðíîìó ðåøåíèþ, êàê ýòî èìååò ìåñòî äëÿ íåóñòîé÷èâîñòè Áåíàðà��åëåÿ�Ìàðàíãîíè.Íà ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è c± è Φ íàêëàäûâàëèñü ìàëûå ñèíóñîèäàëüíûåâîçìóùåíèÿ
c± → c± + ĉ±eiαx, Φ → Φ + Φ̂eiαx, U→ Ûeiαx, P → P + P̂ eiαx, (13)
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 �èñ. 1. Ïðî�èëè êîíöåíòðàöèè ïîëîæèòåëüíûõ èîíîâ ïðè ∆Φ = 100, ε = 0.001 â ðàçëè÷-íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Íèæíèé ðèñóíîê � àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå, âåðõíèé ðèñóíîê �÷èñëåííîå ðåøåíèå ïîëíîé îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêè: 1 � t = 0.001, 2 � t = 0.0003, 3 �
t = 0.01, 4 � t = 0.03.�èñ. 2. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííîãî ñ÷åòà (ñèìâîëû) è àâòîìîäåëüíîé âîëüòàìïåðíîé õàðàê-òåðèñòèêè (ñïëîøíàÿ) ïðè ε= 0.001 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàäåíèÿ íàïðÿæåíèÿ: çâåç-äû � ∆Φ = 50, íèæíèå òðåóãîëüíèêè � ∆Φ =100, êâàäðàòû � ∆Φ = 150, òðåóãîëüíèêè �
∆Φ = 200.ãäå Û = (û, v̂). Ïîäñòàâëÿÿ (13) â ïîëíóþ ñèñòåìó (1)�(5) è ïðåíåáðåãàÿ êâàäðà-òàìè àìïëèòóä âîçìóùåíèé, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å äëÿ âîçìóùåíèé

∂ĉ±

∂t
+ v̂

∂c±

∂y
= ±

{
∂

∂y

(
ĉ±
∂Φ

∂y
+ c±

∂Φ̂

∂y

)
− α2c±Φ̂

}
+
∂2ĉ±

∂y2
− α2ĉ±, (14)

ε2

(
∂2Φ̂

∂y2
− α2Φ̂

)
= ĉ− − ĉ+, (15)

−iαP̂ +
∂2û

∂y2
− α2û+ iακ(c− − c+)Φ̂ = 0, (16)

−∂P̂
∂y

+
∂2v̂

∂y2
− α2v̂ + κ(c− − c+)

∂Φ̂

∂y
+ κ(ĉ− − ĉ+)

∂Φ

∂y
= 0, (17)

iαû+
∂v̂

∂y
= 0, (18)

y = 0 : ĉ+ = 0, ĉ−
∂Φ

∂y
+ c−

∂Φ̂

∂y
− ∂ĉ−

∂y
= 0, Φ̂ = 0, Û = 0, (19)

y = 1 : ĉ+ = 0, ĉ−
∂Φ

∂y
+ c−

∂Φ̂

∂y
− ∂ĉ−

∂y
= 0, Φ̂ = 0, Û = 0, (20)êîòîðàÿ ðåøàëàñü ñîâìåñòíî ñ ñèñòåìîé (6)�(10). Ïðè t = 0 çàäàâàëèñü íåêîòîðûåìàëûå çíà÷åíèÿ ĉ− è ĉ+.×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå çàäà÷è (14)�(20) ñîâìåñòíî ñ (6)�(10) äàëî àâòîìî-äåëüíûé (çà èñêëþ÷åíèåì î÷åíü ìàëåíüêèõ âðåìåí óñòàíîâëåíèÿ) ýòàï ýâîëþöèè



Àâòîìîäåëüíûé ñöåíàðèé ïåðåõîäà ê ýëåêòðîêîíâåêöèè 279îäíîìåðíîãî ðåøåíèÿ âïëîòü äî 8�9 ñåêóíä, íàðóøàþùèéñÿ â èíòåðâàëå 6÷ 10ñåê ýëåêòðîêîíâåêòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïîëó÷åííîìó â �è-çè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ [6℄ çíà÷åíèþ íà÷àëà íåóñòîé÷èâîñòè â 8 ñåê.Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû íåñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû â ðàñòâîðåýëåêòðîëèòà â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó ïîëóïðîíèöàåìûìè ìåìáðàíàìè. Ïîêàçàíî,÷òî îäíîìåðíûé ïðîöåññ ïðîèñõîäèò àâòîìîäåëüíûì îáðàçîì. Àâòîìîäåëüíîå ðàç-âèòèå íàðóøàåòñÿ ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè âäîëü ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû, ïðèâîäÿ-ùåé ê âîçíèêíîâåíèþ ýëåêòðîêîíâåêòèâíîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè.
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ÎÁ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÄÂÓÑËÎÉÍÎ�Î ÏÎËÎ�Î ÖÈËÈÍÄ�À,ÍÀ��ÓÆÅÍÍÎ�Î ÂÍÅØÍÈÌ ÄÀÂËÅÍÈÅÌ
Ïîïîâ À.Â.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè îá óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè-÷åñêîé îáîëî÷êè, ê âíåøíåé áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîòîðîé ïðèëîæåíî ðàâíîìåðíî ðàñ-ïðåäåëåííîå äàâëåíèå. Îáîëî÷êà ñîñòîèò èç äâóõ âñòàâëåííûõ äðóã â äðóãà ïîëûõ êðó-ãîâûõ öèëèíäðîâ. Â íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè âíåøíèé ðàäèóñ âíóòðåííåãî öè-ëèíäðà áîëüøå âíóòðåííåãî ðàäèóñà âíåøíåãî öèëèíäðà. Òàêèì îáðàçîì, èññëåäóåìàÿöèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ñîñòîèò èç äâóõ ïðåäâàðèòåëüíî íàïðÿæ¼ííûõ ñëî¼â. Òðåáó-åòñÿ îïðåäåëèòü, êàê âîçíèêàþùèå íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ âëèÿþò íà óñòîé÷èâîñòü äàí-íîé êîíñòðóêöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü íåëèíåéíî-óïðóãîãîèçîòðîïíîãî íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ,ëèíåàðèçîâàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ìåæäó ñëîÿìè.Íà îñíîâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è Ëàìå äëÿ ñîñòàâíîãî öèëèíäðà íàõî-äèòñÿ íåâîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìåîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìûïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ î âëèÿíèè íà÷àëüíûõ âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé íà âåëè÷èíóêðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùåãî íà ðàññìàòðèâàåìûé ñîñòàâíîé öèëèíäð.1.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Ïîëûé êðóãîâîé öèëèíäð ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì a1 è âíåøíèì ðàäèóñîì b1âñòàâëåí â äðóãîé ïîëûé êðóãîâîé öèëèíäð âíóòðåííåãî ðàäèóñà a2 è âíåøíåãîðàäèóñà b2 òàêèì îáðàçîì, ÷òî b1 > a2. Íà âíåøíþþ ïîâåðõíîñòü äåéñòâóåò ðàâ-íîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîå äàâëåíèå q (�èñ.1).Ïóñòü r1 � ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà ïåðâîãî öèëèíäðà, r2 � ðàäèàëüíàÿ êîîð-äèíàòà âòîðîãî öèëèíäðà. Î÷åâèäíî, a1 6 r1 6 b1 è a2 6 r2 6 b2.Äå�îðìàöèÿ êàæäîãî èç öèëèíäðîâ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèåìêîîðäèíàò:

Rk = Rk (rk) , Φ = ϕ, Z = λ kz, k = 1, 2. (1)Çäåñü rk,ϕ,z è Rk,Φ, Z (k = 1, 2) � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, ñîîòâåòñòâåí-íî, íåäå�îðìèðîâàííîé è äå�îðìèðîâàííîé êîí�èãóðàöèé ñîñòàâíîãî öèëèíäðà.Êîîðäèíàòû ñ èíäåêñîì k = 1 îòíîñÿòñÿ ê âíóòðåííåé ÷àñòè, k = 2 � ê âíåøíåé.Òåíçîð ãðàäèåíòà äå�îðìàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèé (1):
Ck = R′

k (rk) ereR +
Rk (rk)

rk
eϕeΦ + λkezeZ , (2)ãäå er, eϕ,ez � îðòîíîðìèðîâàííûé âåêòîðíûé áàçèñ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò.
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�èñ. 1. Îáùèé âèä ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ÷àñòåé äâóñëîéíîãî öèëèíäðà äî âñòàâêè.Èñïîëüçóÿ óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè det Ck = 1, íàõîäèì âûðàæåíèÿ Rk (rk) äëÿêàæäîãî öèëèíäðà
R1 (r1) =

√

R2
i +

r2
1 − a2

1

λ1
, Ri = R1 (a1) ,

R2 (r2) =

√

R2
e +

r2
2 − b22
λ2

, Re = R2 (b2)

(3)2. Äîêðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå.Ñ÷èòàåì, ÷òî ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà öèëèíäðîâ îïèñûâàåòñÿ íåîãóêîâñêîé ìî-äåëüþ, ïðè÷¼ì ìîäóëü ñäâèãà îäèíàêîâ äëÿ îáîèõ öèëèíäðîâ:
Dk = µ Ck + pk (rk)C−T

k , k = 1, 2. (4)Çäåñü Dk � òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû, µ � ìîäóëü ñäâèãà, pk (rk) � �óíêöèèãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, Ck � òåíçîð ãðàäèåíòà äå�îðìàöèè.Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ èìåþò âèä:
∇ · Dk = 0, k = 1, 2, (5)ãäå ∇ � íàáëà-îïåðàòîð â îòñ÷¼òíîé êîí�èãóðàöèè.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

er · D1|r1=a1 = 0, er ·
(
D2 + qC−T

2

)∣∣
r2=b2

= 0,

er ·
(
CT

1 · D1

)∣∣
r1=b1

= er ·
(
CT

2 · D2

)∣∣
r2=a2

, R1 (b1) = R2 (a2) .Èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (5) íàõîäèì äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ�óíêöèé ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ pk (rk), k = 1, 2; òîãäà, èñïîëüçóÿ ãðàíè÷-íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì
p2 (r2) = −q − µ

[
b22
R2
e

+
(R2

e − b22) (R2
2 (r2) −R2

e)

2R2
eR

2
2 (r2)

+ ln
b2R2 (r2)

r2R2
e

]
,
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p1 (r1) = p2 (a2) − µ

[
b21 − a2

2

R2
1 (b1)

+
(R2

i − a2
1) (R2

1 (r1) − R2
1 (b1))

2R2
1 (b1)R2

1 (r1)
+ ln

b1R1 (r1)

r1R1 (b1)

]
. (6)×åòâ¼ðòîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå äà¼ò ñâÿçü ìåæäó âíóòðåííèì è âíåøíèì ðàäèó-ñàìè òåêóùåé êîí�èãóðàöèè, îòêóäà ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû q âíåøíåãîäàâëåíèÿ îò âíåøíåãî ðàäèóñà Re. Áëàãîäàðÿ ýòîìó âåëè÷èíó Re ìîæíî ñ÷èòàòüïàðàìåòðîì äå�îðìàöèè ðàññìàòðèâàåìîãî ñîñòàâíîãî öèëèíäðà, ÷òî óäîáíî ïðèðåøåíèè çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè.3. Íåéòðàëüíîå ðàâíîâåñèå.Ïóñòü ðàâíîâåñíîå íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñîñòàâíîãî êîëü-öà, îïðåäåëÿåìîå ðàäèóñ-âåêòîðîì rk (k = 1, 2) ÷àñòèöû, ñ÷èòàåòñÿ äîêðèòè÷å-ñêèì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàðÿäó ñ íèì ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî áëèçêîå ðàâíîâåñ-íîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì r∗

k = rk + η wk , ãäå wk �âåêòîð äîáàâî÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ, η � ìàëûé ïàðàìåòð.Âîçìóù¼ííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ íåñæèìàåìîãî òåëà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíè-ÿìè [1, 2℄:
∇ · D•

k = 0, tr (C−1
k · ∇wk

)
= 0 (7)

D•
k =

[
d

dη
D (rk + η wk)

]

η=0

, k = 1, 2Èç (4) è (7) ïîëó÷àåì çàïèñü äëÿ âîçìóù¼ííîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû
D•

k = µ∇wk + pk
(
C−T
k

)•
+ p•k C−T

k , k = 1, 2. (8)Ëèíåàðèçîâàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:
er · D•

1|r1=a1
= 0, er ·

(
D•

2 + q
(
C−T

2

)•)∣∣
r2=b2

= 0, (9)
(

D1
dσ1

dΣ1

)•∣∣∣∣
r1=b1

=

(
D2

dσ2

dΣ2

)•∣∣∣∣
r2=a2

, w1 (b1) = w2 (a2) . (10)Çäåñü dσk, dΣk (k = 1, 2) � ýëåìåíòàðíûå ìàòåðèàëüíûå ïëîùàäêè â íåäå�îðìè-ðîâàííîé è äå�îðìèðîâàííîé êîí�èãóðàöèè ñîîòâåòñòâåííî.Çàïèøåì êîìïîíåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà ïåðåìåùåíèé w è òåíçîðà D•â áàçèñå er, eϕ,ez:
wk = uker + vkeϕ + wkez, D•

k = D•
k,rrerer +D•

k,rϕereϕ + ... ; k = 1, 2 (11)Èç (7), (8), (11) ïîëó÷àåì äâå ñèñòåìû ÷åòûðåõ óðàâíåíèé. Â ïåðâóþ ñèñòå-ìó âõîäÿò ÷åòûðå íåèçâåñòíûå �óíêöèè u1, v1, w1, p•1. Âî âòîðóþ ñèñòåìó âõîäÿòíåèçâåñòíûå �óíêöèè u2, v2, w2, p•2. Ïîñêîëüêó âñå ýòè �óíêöèè ïåðèîäè÷íû ïîóãëîâîé ïåðåìåííîé ϕ, îáå ñèñòåìû äîïóñêàþò ðåøåíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:
uk = Uk(rk) cos (nϕ+ α z) , vk = Vk(rk) sin (nϕ + α z) ,

wk = Wk(rk) sin (nϕ+ α z) , p•k = Pk(rk) cos (nϕ+ α z) ;

n = 0, 1, 2, 3, . . . , k = 1, 2.

(12)



Îá óñòîé÷èâîñòè äâóñëîéíîãî ïîëîãî öèëèíäðà 283Ïåðåìåííàÿ ϕ îòäåëÿåòñÿ, è âîçíèêàåò êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ äâóõ ñèñòåì ÷åòû-ðåõ îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè Uk, Vk,Wk, Pk è ãðàíè÷íûìè óñëî-âèÿìè (9)�(10).Ïðèìåíÿÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ çàïèñü [3℄, äàííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ìîæíî ñâå-ñòè ê îäíîðîäíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé [4℄. Óñëîâèå ñó-ùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèì óðàâíåíèåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé âíåøíåãî ðàâíîìåðíîðàñïðåäåëåííîãî äàâëåíèÿ q. Ñ ïîìîùüþ äàííîãî óðàâíåíèÿ íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ
a1, b1, a2, b2, Re, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè.5. �åçóëüòàòû.Â õîäå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé a1, b1, a2 áûëè ïîëó-÷åíû áè�óðêàöèîííûå êðèâûå, ïîêàçûâàþùèå çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèéâíåøíåãî äàâëåíèÿ îò âåëè÷èíû íàòÿãà äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé îòíîñèòåëüíîé òîë-ùèíû è âûñîòû âíóòðåííåãî è âíåøíåãî öèëèíäðîâ. Çíà÷åíèå ðàäèóñà b2 ïðèíÿòîðàâíûì åäèíèöå. Íà ïðèâåäåííûõ ãðà�èêàõ (ðèñ. 2�3) ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíàâåëè÷èíà íàòÿãà d, ðàâíàÿ ðàçíîñòè ðàäèóñîâ b1 è a2, à ïî îñè îðäèíàò � áåçðàç-ìåðíîå êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå Q∗ = q∗/µ (èëè Q∗

0 = q∗0/µ äëÿ øòðèõîâûõ êðèâûõ).Ïîä îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè ïîíèìàåòñÿ ÷àñòü ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (d, Q∗), ëå-æàùàÿ íèæå âñåõ áè�óðêàöèîííûõ êðèâûõ. Íà ðèñ. 2, ðèñ. 3 ñïëîøíûå êðèâûåñîîòâåòñòâóþò ñîñòàâíîìó êîëüöó, øòðèõîâûå êðèâûå � îäíîðîäíîìó êîëüöó, óêîòîðîãî âíóòðåííèé è âíåøíèé ðàäèóñû â íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ðàâ-íû, ñîîòâåòñòâåííî, âíóòðåííåìó Ri è âíåøíåìó Re ðàäèóñàì ñîñòàâíîãî êîëüöàâ ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåì íóëåâîìó âíåøíåìó äàâëåíèþ.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ �åäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûå èíàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîí-òðàêò �Ï596).

�èñ. 2. Áè�óðêàöèîííûå êðèâûå äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé a2: 0 � 0,9; 1 � 0,91; 2 � 0,92;3 � 0,93; 4 � 0,94; 5 � 0,95. Çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ: ν = 0, 1; a1 = 0, 9; b2 = 1, 0;
d = b1−a2. Ñïðàâà äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîñêèì �îðìàìïîòåðè óñòîé÷èâîñòè [5℄.



284 Ïîïîâ À.Â.

�èñ. 3. Áè�óðêàöèîííûå êðèâûå äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé a2: 1 � 0,7; 2 � 0,75; 3 � 0,8.Çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ: ν = 0.1, a1 = 0, 7; b2 = 1, 0; d = b1 − a2. Ñïðàâà �êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîñêèì �îðìàì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè [6℄.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ëóðüå À.È. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1970. 939 ñ.[2℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1980. 512 ñ.[3℄ Çóáîâ Ë.Ì., Ìîèñååíêî Ñ.È. Âûïó÷èâàíèå óïðóãîãî öèëèíäðà ïðè êðó÷åíèè è ñæà-òèè // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. ÌÒÒ. 1981. �5. Ñ. 78�84.[4℄ Ïîïîâ À.Â. Óñòîé÷èâîñòü ñîñòàâíîãî öèëèíäðà ñ ïðåäâàðèòåëüíûì íàòÿãîì // Ñî-âðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Òðóäû X ìåæäóíàðîäíîé êîí�å-ðåíöèè. �îñòîâ-íà-Äîíó, 2006 ã. Ñ. 227�231.[5℄ Çóáîâ Ë.Ì., Ïîïîâ À.Â. Óñòîé÷èâîñòü êîëüöà ñ ïðåäâàðèòåëüíûì íàòÿãîì // Èçâ.âóçîâ. Ñåâåðî-Êàâêàç. �åãèîí. Åñòåñòâåííûå íàóêè. 2008. � 1. Ñ. 32�36.[6℄ Ïîïîâ À.Â. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè òîëñòîñòåííîãî ñîñòàâíîãî êîëüöà // Ñî-âðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Òðóäû XI ìåæäóíàðîäíîé êîí�å-ðåíöèè. �îñòîâ-íà-Äîíó, 2007 ã. Ñ. 210�214.Popov A.V. On stability of a double-layer hollow 
ylinder under external pressure. Theproblem of stability of 
ylindri
al shell under external pressure is investigated. The shell
onsists of two hollow 
ylinders inserted one into another. The outer radius of inner 
ylinderis larger then the inner radius of outer 
ylinder in undeformed state. Thus, 
ylindri
al shellbeing investigated is made of two initially strained layers. The question is how these initialstrains in�uen
e on the stability of given body. The model of nonlinearly elasti
 isotropi
in
ompressible material is used for solving the problem. The equations of neutral balan
e,linearised boundary 
onditions and 
onditions at the border of two 
ylinders are derived. Thesub
riti
al state solution is obtained from the exa
t solution of a nonlinear Lame's problemfor su
h a 
ompound 
ylinder. The problem of stability yields homogenius boundary-valueproblem for ODE-system. The numeri
al solution of the system obtained helps answering thequestion of initial strains in�uen
e on the 
riti
al values of external pressure.



ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÄÀ×ÄËß ÌÍÎ�ÎÑËÎÉÍÛÕ Ñ�ÅÄ Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÑÂßÇÀÍÍÎÑÒÈÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎËÅÉÏðÿõèíà Î.Ä., Ñìèðíîâà À.Â.Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ÊðàñíîäàðÀêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé, ïîñâÿùåííûõ èçó÷åíèþ çàêîíîìåðíîñòåé ïðîÿâëåíèÿý��åêòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ �èçè÷åñêèõ ïîëåé (ìåõàíè÷åñêèõ, òåìïåðàòóðíûõ, ýëåêòðè-÷åñêèõ) â äå�îðìèðóåìûõ ñðåäàõ, îáóñëîâëåíà êàê øèðîêèì èñïîëüçîâàíèåì âî ìíîãèõîòðàñëÿõ íàóêè è òåõíèêè óñòðîéñòâ, �óíêöèîíèðóþùèõ íà èõ îñíîâå, òàê è ðàçâèòèåìíîâûõ òåõíîëîãèé ïðîèçâîäñòâà èñêóññòâåííûõ ìàòåðèàëîâ, îáëàäàþùèõ, íàïðèìåð, õî-ðîøî âûðàæåííûìè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè èëè ïèðîýëåêòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ê ÷èñëóâàæíûõ ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ïðåîáðàçîâàòåëåé ðàçëè÷íîãî òèïà,îòíîñÿòñÿ îïðåäåëåíèå âîëíîâîäíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé, à òàêæå îáåñïå-÷åíèå èõ ìåõàíè÷åñêîé è ýëåêòðè÷åñêîé ïðî÷íîñòè. Îäíèì èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ óêà-çàííûõ ïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå óðàâíåíèé òåðìîýëåêòðîóïðóãîñòè ñî ñìåøàííûìèãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ê ñèñòåìàì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÈÓ). Â ðàáîòå ïðåäëà-ãàåòñÿ ý��åêòèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ÑÈÓ äëÿ ñëîèñòûõ òåðìîýëåêòðîóïðóãèõ ñðåä,îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè �óíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé âîáëàñòè ðåøåíèÿ ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ ñìåøàííûõ çàäà÷ êëàññè÷åñêîé òåîðèèóïðóãîñòè, âûïîëíåííûõ àêàäåìèêîì �ÀÍ È.È. Âîðîâè÷åì è ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêèå ñ ÷àñòîòîé ω êîëåáàíèÿ ïà-êåòà N òåðìîýëåêòðîóïðóãèõ ñëîåâ
−2

N∑

k=1

hk = −H 6 x3 6 0, −∞ < x1, x2 < +∞,íèæíÿÿ ãðàíü êîòîðîãî æåñòêî ñöåïëåíà ñ íåäå�îðìèðóåìûì îñíîâàíèåì, ïîääåð-æèâàåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå, ìåòàëëèçèðîâàíà è çàêîðî÷åíà. Ïîâåðõ-íîñòü ñðåäû â îáëàñòè Ω0 ïîäâåðãàåòñÿ ìåõàíè÷åñêîìó, òåïëîâîìó è ýëåêòðè÷åñêî-ìó âîçäåéñòâèþ, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîãî ìîãóò áûòü çàäàííûìè, ëèáî îïðåäå-ëÿòüñÿ èç ðåøåíèÿ êîíòàêòíîé çàäà÷è. Íà ãðàíèöàõ ñìåíû �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèõñâîéñòâ ñëîåâ èìåþòñÿ äå�åêòû ðàçíûõ òèïîâ � âêëþ÷åíèÿ, çàíèìàþùèå îáëàñòè
Ωkp, è òðåùèíû, ïëîñêîé â ïëàíå �îðìû Ω̃km, p = 1, 2, . . . , Pk, m = 1, 2, . . . ,Mk;
Pk è Mk � êîëè÷åñòâî âêëþ÷åíèé è òðåùèí ñîîòâåòñòâåííî, ðàñïîëîæåííûõ âîäíîé ïëîñêîñòè (k = 1, 2, . . . , N − 1). Â îáëàñòÿõ Ωkp çàäàþòñÿ âåêòîðû ïåðå-ìåùåíèé, ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è òåìïåðàòóðà (ïðèðîñò òåìïåðàòóðûîò åñòåñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ), ðàâíûå íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàõ âêëþ÷åíèÿ.Â îáëàñòÿõ Ω̃km çàäàþòñÿ ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ, íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèåâåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè è íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà òåïëîâîãîïîòîêà, êîòîðûå ïðèíèìàþòñÿ ðàâíûìè íà îáîèõ áåðåãàõ òðåùèíû. Ñðåäè ìíî-æåñòâ Ωkp, Ω̃km ìîãóò áûòü è ïóñòûå.



286 Ïðÿõèíà Î.Ä., Ñìèðíîâà À.Â.Âåçäå äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ çàäàííûõ è èñêîìûõ�óíêöèé áåç ó÷åòà âðåìåííîãî ìíîæèòåëÿ e− iωt.Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû îïèñûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâóïðóãèõ ïîñòîÿííûõ cE,θijkl, ïüåçîìîäóëåé eθkij , äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé εs,θij ,à òàêæå òåìïåðàòóðíûìè êîý��èöèåíòàìè ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé λEij , ïèðî-ýëåêòðè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè psi è ïëîòíîñòüþ ìàòåðèàëà ρ. Âåðõíèå èíäåêñû
E, θ, s óêàçûâàþò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû èçìåðåíû ïðè ïîñòîÿííîì ýëåê-òðè÷åñêîì è òåìïåðàòóðíîì ïîëå, à òàêæå ïðè ïîñòîÿííîì óðîâíå äå�îðìàöèé;â äàëüíåéøåì èíäåêñû îïóùåíû. Ñèñòåìà óðàâíåíèé òåðìîýëåêòðîóïðóãîñòè ïðèîòñóòñòâèè îáúåìíûõ ñèë è âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà ïðåäñòàâèìà â �îðìå

cijkl
∂2wk
∂xl∂xj

+ ekij
∂2ϕ

∂xk∂xj
+ ρω2wi − λij

∂θ

∂xj
= 0,

eikl
∂2wk
∂xl∂xi

− εik
∂2ϕ

∂xk∂xi
+ pi

∂θ

∂xi
= 0, (1)

kij
∂2θ

∂xi∂xj
+ iωT0

(
λij

∂wi
∂xj

− pi
∂ϕ

∂xi
+ α∗θ

)
= 0, i, j, k, l = 1, 2, 3.Çäåñü wi (x1, x2, x3) � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé, ϕ (x1, x2, x3) � ýëåêòðè-÷åñêèé ïîòåíöèàë, θ (x1, x2, x3) � îòíîñèòåëüíàÿ òåìïåðàòóðà òî÷åê ñðåäû ñ êî-îðäèíàòàìè (x1, x2, x3). Ïðè÷åì, θ = T − T0, T è T0 � àáñîëþòíàÿ è íà÷àëüíàÿòåìïåðàòóðà, α∗ � êîý��èöèåíò, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ òåðìè÷åñêèìè è �èçè÷å-ñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñðåäû.Îñè äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàðÿäó ñ x1, x2, x3 áóäåì îáîçíà÷àòü x, y, z.Äëÿ êîìïàêòíîé çàïèñè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ðàñøèðåí-íûé âåêòîð íàïðÿæåíèé, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëüíûå (t1, t2)è âåðòèêàëüíàÿ (t3) êîìïîíåíòû âåêòîðà ìåõàíè÷åñêèõ óñèëèé, íîðìàëüíûå ñî-ñòàâëÿþùèå âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè (t4) è âåêòîðà òåïëîâîãî ïîòîêà (t5).Ïðèìåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðàñøèðåííîãî âåêòîðà íàïðÿæåíèé:� â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ñðåäû t (x, y, z) = {σ13, σ23, σ33, d3, g3} = {t1, t2, t3, t4, t5},� íà âåðõíåé ãðàíè t0 (x, y) = t|z=0 = {t10, t20, t30, t40, t50},� â ïëîñêîñòÿõ ðàçäåëà ñëîåâ z = z̃k = −2

k∑
n=1

hn

t+
k (x, y) = t|z=z̃k+0 =

{
(t1)

+
k , (t2)

+
k , (t3)

+
k , (t4)

+
k , (t5)

+
k

}
,

t−k (x, y) = t|z=z̃k−0 =
{
(t1)

−
k , (t2)

−
k , (t3)

−
k , (t4)

−
k , (t5)

−
k

}
.Àíàëîãè÷íî êîìïîíåíòàìè ðàñøèðåííîãî âåêòîðà ïåðåìåùåíèé ïðèìåì ãîðèçîí-òàëüíûå (w1, w2) è âåðòèêàëüíóþ (w3) ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà ìåõàíè÷åñêèõ ïåðå-ìåùåíèé, à òàêæå ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (w4) è òåìïåðàòóðó (w5):

w (x, y, z) = {w1, w2, w3, ϕ, θ} = {w1, w2, w3, w4, w5} ,

w0 (x, y) = w|z=0 ,

w+
k = w|z=z̃k+0 =

{
(w1)

+
k , (w2)

+
k , (w3)

+
k , (w4)

+
k , (w5)

+
k

}
,
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w−
k = w|z=z̃k−0 =

{
(w1)

−
k , (w2)

−
k , (w3)

−
k , (w4)

−
k , (w5)

−
k

}
.Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñìåøàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñðåäû è íàãðàíèöàõ ðàçäåëà ñëîåâ ïðèìóò âèä

{
w (x, y, z)|z=0 = w0 (x, y) , (x, y) ∈ Ω0,

t0 (x, y) = 0, (x, y) /∈ Ω0,
(2)

{
w = w0

kp, (x, y) ∈ Ωkp,

∆tkp = 0, (x, y) /∈ Ωkp,

{
t = t0

km, (x, y) ∈ Ω̃km,

∆wkm = 0, (x, y) /∈ Ω̃km,
(3)óñëîâèÿ íà íèæíåé ãðàíè ïàêåòà ñëî¼â

w (x, y,−H) = 0, −∞ < x, y < +∞. (4)Çäåñü w0, w0
kp = w+

kp = w−
kp, t0

km = t+
km = t−km � âåêòîðû, çàäàííûå ñîîòâåòñòâåííîâ Ω0, Ωkp è Ω̃km; ∆tkp � ñêà÷îê ðàñøèðåííîãî âåêòîðà íàïðÿæåíèé ïðè ïåðåõîäå÷åðåç âêëþ÷åíèå, ∆wkm � ñêà÷îê ðàñøèðåííîãî âåêòîðà ïåðåìåùåíèé íà áåðåãàõòðåùèíû, p = 1, 2, . . . , Pk, m = 1, 2, . . . ,Mk, k = 1, 2, . . . , N − 1.

∆tkp (x, y) =

{
t+
kp − t−kp, (x, y) ∈ Ωkp,

0, (x, y) /∈ Ωkp,
∆wkm (x, y) =

{
w+
km −w−

km, (x, y) ∈ Ω̃km,

0, (x, y) /∈ Ω̃km.Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2)�(4)ïðèâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî ðàñ-øèðåííîãî âåêòîðà êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé t0, èìåþùåãî íîñèòåëü Ω0, ñêà÷êîâ
∆tkp, ∆wkm ðàñøèðåííûõ âåêòîðîâ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöàõ âêëþ-÷åíèé è òðåùèí ñ íîñèòåëÿìè Ωkp, Ω̃km. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÑÈÓ íà ïåðâîì ýòàïå ìå-òîäîì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðåøàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå êðàåâûå çàäà÷èñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ïîëó÷àþùèìèñÿ èç ñìåøàííûõ ïóòåì äîïóùåíèÿ, ÷òîóêàçàííûå âåêòîðû èçâåñòíû â îáëàñòÿõ ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ. Â ñèëó ëèíåéíîñòèäè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, �îðìèðóþùèõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, è êðàåâûõóñëîâèé çàäà÷è åå ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé âñïîìîãà-òåëüíûõ çàäà÷ î êîëåáàíèÿõ ìíîãîñëîéíîé òåðìîýëåêòðîóïðóãîé ñðåäû, èñòî÷íè-êîì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ: ïîâåðõíîñòíûé îáúåêò, âêëþ÷åíèå èëè òðåùèíà, ñîâîêóï-íîñòü âêëþ÷åíèé (çàäà÷à 1) èëè òðåùèí (çàäà÷à 2).Ôóíêöèîíàëüíî-ìàòðè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, âûòåêàþùèå èç ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷,ñâÿçûâàþùèå â òðàíñ�îðìàíòàõ Ôóðüå ðàñøèðåííûå âåêòîðû íàïðÿæåíèé è ïå-ðåìåùåíèé ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ñðåäû ñ çàäàííûìè ïîâåðõíîñòíûìè óñèëèÿìè,ñêà÷êàìè âåêòîðîâ íàïðÿæåíèé, ïåðåìåùåíèé, îïðåäåëÿþò ìàòðèöó-ñèìâîë �ðè-íà êðàåâîé çàäà÷è.Âûâîä �óíêöèîíàëüíî-ìàòðè÷íûõ ñîîòíîøåíèé. Ââåäåì ëîêàëüíóþ ñè-ñòåìó êîîðäèíàò äëÿ êàæäîãî ñëîÿ

xk = x, yk = y, zk = z + 2

k−1∑

m=1

hm + hk, −hk 6 zk 6 hk, k = 1, 2, . . . , N.



288 Ïðÿõèíà Î.Ä., Ñìèðíîâà À.Â.Ïðè ðåøåíèè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ (1) è ãðàíè÷íûìóñëîâèÿì, îïèñûâàþùèì ðàñøèðåííûå âåêòîðû ïåðåìåùåíèÿ wk (x, y, zk) è íàïðÿ-æåíèÿ tk (x, y, zk) â k-îì ñëîå, ïðèìåíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüåïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì x, y ñ ïàðàìåòðàìè α, β.Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ áëî÷íîé ìàòðèöû-ñèìâîëà ÿäðà ÑÈÓ K (α, β, ω) â �îðìå,óäîáíîé äëÿ ïðîâåäåíèÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà è äîïóñêàþùåé ïðîñòóþ èíòåðïðå-òàöèþ ðåçóëüòàòîâ, ââåäåì ñïåöèàëüíûå ìàòðèöû, õàðàêòåðèçóþùèå ïîëîæåíèåäå�åêòîâ â ñðåäå. Äëÿ òðåùèíû, ðàñïîëîæåííîé â ïëîñêîñòè z = −2
p∑
k=1

hk, ââî-äèòñÿ ìàòðèöà
SNp = K−

p (h1, h2, . . . , hp) − KN−p (hp+1, hp+2, . . . , hN) ,äëÿ âêëþ÷åíèÿ â òîé æå ïëîñêîñòè � ìàòðèöà
GNp =

[
K−
p (h1, h2, . . . , hp)

]−1 − [KN−p (hp+1, hp+2, . . . , hN )]−1 .Çäåñü K−
p � ìàòðèöà �ðèíà ïàêåòà p ñëîåâ ñî ñâîáîäíîé âåðõíåé ãðàíüþ, KN−p �ìàòðèöà �ðèíà ïàêåòà (N − p) ñëîåâ íà æåñòêîì îñíîâàíèè.Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ áëî÷íàÿ ìàòðèöà-ñèìâîë K = ‖Kij‖N−1

i,j=1 ÑÈÓ ïîñòðîåíàâ [1�4℄.Ïðè íàëè÷èè â ñðåäå òîëüêî âêëþ÷åíèé (çàäà÷à 1)
Kij =





G−1
Ni, i = j,

−K−
i R−

ijS
−1
NjKN−j, i < j,

−KN−iRijS
−1
NjK

−
j , i > j;

(5)ïðè íàëè÷èè â ñðåäå òîëüêî òðåùèí (çàäà÷à 2)
Kij =






S−1
Ni, i = j,

R−
ijS

−1
Nj , i < j,

RijS
−1
Nj , i > j;

(6)ãäå
Rkm = (−1)(k−m)

m+1∏

i=k

F−1
N+1−i(hi)B+ (−hi) , R−

km =

m∏

i=k+1

Φ−1
i (h1, h2, . . . , hi)B− (hi).�åêóððåíòíàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö K−

m (h1, h2, . . . , hm),
KN−m (hm+1, hm+2, . . . , hN), Φm (h1, h2, . . . , hm), FN−m (hm+1, hm+2, . . . , hN) ïðèâå-äåíà â [5, 6℄. Âñïîìîãàòåëüíûå ìàòðèöû B± äàþòñÿ â [7℄.Ñîîòíîøåíèÿ (5), (6) ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü ëþáîå ñî÷åòàíèå íåîäíîðîäíî-ñòåé â ñðåäå, îáëàäàþùåé ñëîæíûìè �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Èõ èñ-ïîëüçîâàíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö-ñèìâîëîâ ÿäåð ÑÈÓ íà ïðèìåðå ðÿäà äèíà-ìè÷åñêèõ çàäà÷ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà äëÿ óïðóãèõ èçîòðîïíûõ, òåðìîóïðóãèõè ýëåêòðîóïðóãèõ ñëîèñòûõ ñðåä ïðèâåäåíî â [8�11℄.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (08-08-00144, 09-01-96501, 09-01-96502), �îñîáðàçîâàíèÿ (ïðîåêò 1.7.08), ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �Ô (ÍØ-3765.2010.1).



Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ìíîãîñëîéíûõ ñðåä . . . 289ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ïðÿõèíà Î.Ä., Ñìèðíîâà À. Â. Ê èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè ïàêåòà óïðóãèõ ñëîåâ ññîâîêóïíîñòüþ æåñòêèõ âêëþ÷åíèé // ÄÀÍ. 2006. Ò. 411. �3. Ñ. 330�333.[2℄ Ïðÿõèíà Î.Ä., Ñìèðíîâà À.Â. Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé ñèìâîëîâ ÿäåð èíòåãðàëü-íûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòåéøèì ¾âèðóñàì¿ âèáðîïðî÷íîñòè //Ýêîëî-ãè÷åñêèé âåñòíèê íàó÷íûõ öåíòðîâ ×åðíîìîðñêîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ñîòðóäíè÷åñòâà.2005. �4. Ñ. 18�25.[3℄ Ïðÿõèíà Î.Ä., Ñìèðíîâà À.Â. Ïîñòðîåíèå îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö-ñèìâîëîâ �ðè-íà ìíîãîñëîéíûõ ñðåä ñ äå�åêòàìè íà îñíîâå òåîðèè ¾âèðóñîâ âèáðîïðî÷íîñòè¿ //Ýêîëîãè÷åñêèé âåñòíèê íàó÷íûõ öåíòðîâ ×åðíîìîðñêîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ñîòðóäíè-÷åñòâà. 2006. �2. Ñ. 44�53.[4℄ Ïðÿõèíà Î.Ä., Ñìèðíîâà À.Â. Îá îäíîì ïîäõîäå ê èññëåäîâàíèþ äèíàìè÷åñêèõçàäà÷ òåðìîýëåêòðîóïðóãîñòè äëÿ àíèçîòðîïíûõ ñðåä ñ äå�åêòàìè ðàçëè÷íîé ïðè-ðîäû // Ýêîëîãè÷åñêèé âåñòíèê íàó÷íûõ öåíòðîâ ×åðíîìîðñêîãî ýêîíîìè÷åñêîãîñîòðóäíè÷åñòâà. Ñïåöâûïóñê. 2006. Ñ. 30�41.[5℄ Ïðÿõèíà Î.Ä., Ñìèðíîâà À.Â. Àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷äëÿ ñëîèñòûõ ñðåä ñ âêëþ÷åíèÿìè // Èçâ. �ÀÍ. ÌÒÒ. 2005. �2. Ñ. 87�97.[6℄ Ïðÿõèíà Î.Ä., Ñìèðíîâà À.Â. �åêóððåíòíàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâìàòðèöû �ðèíà ìíîãîñëîéíûõ ñðåä // Âåñòíèê ÞÍÖ �ÀÍ. Ò. 4. �1. 2008. Ñ. 3�7.[7℄ Âîðîâè÷ È.È., Áàáåøêî Â.À., Ïðÿõèíà Î.Ä. Äèíàìèêà ìàññèâíûõ òåë è ðåçîíàíñ-íûå ÿâëåíèÿ â äå�îðìèðóåìûõ ñðåäàõ. Ì.: Íàó÷íûé ìèð, 1999. 246 
.[8℄ Ïðÿõèíà Î.Ä., Ñìèðíîâà À.Â. Ê èññëåäîâàíèþ âîëíîâîäíûõ ñâîéñòâ ïàêåòà óïðó-ãèõ ñëîåâ ñ ñîâîêóïíîñòüþ æåñòêèõ âêëþ÷åíèé // Èçâ. �ÀÍ. ÌÒÒ. 2009. �3.Ñ. 55�65.[9℄ Ïðÿõèíà Î.Ä., Ñìèðíîâà À.Â. Äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è äëÿ ñîñòàâíûõ ïüåçîýëåêòðè-êîâ ñ ñèñòåìîé ýëåêòðîäîâ // Ýêîëîãè÷åñêèé âåñòíèê íàó÷íûõ öåíòðîâ ×åðíîìîð-ñêîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ñîòðóäíè÷åñòâà. 2009. �1. Ñ. 59�65.[10℄ Êà÷êî Ä.Ë., Ïðÿõèíà Î.Ä., Ñìèðíîâà À.Â. Ïüåçîàêòèâíûå âîëíû ñäâèãà â äâóõ-ñëîéíûõ ýëåêòðîïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ // Ýêîëîãè÷åñêèé âåñòíèê íàó÷íûõ öåíòðîâ×åðíîìîðñêîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ñîòðóäíè÷åñòâà. 2009. �1. Ñ. 44�53.[11℄ Ïðÿõèíà Î.Ä., Ñìèðíîâà À.Â., Áåðåçèí Í.Ñ., Êà÷êî Ä.Ë. Ê ðàñ÷åòó äèíàìè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèê ãåêñàãîíàëüíûõ ïüåçîýëåêòðèêîâ // Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ñåâ.-Êàâêàç.ðåãèîí. Åñòåñòâ. íàóêè. 2009. �5. Ñ. 30�33.Pryakhina O.D., Smirnova A.V. The integral equations of dynami
 problems formultilayered environments taking into a

ount 
oheren
e of physi
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ÌÅÒÎÄ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÅÉ Â Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÈ Ê�ÅØÅÍÈÞ ÇÀÄÀ× ÄËß ÎÁËÀÑÒÅÉ Ñ Ê�ÀÅÂÛÌÈÒ�ÅÙÈÍÀÌÈÑààêÿí À.Â.Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÍÀÍ �åñïóáëèêè Àðìåíèÿ, ÅðåâàíÑìåøàííûå, â ÷àñòíîñòè, êîíòàêòíûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè íåðåäêî ñâîäÿòñÿ êðåøåíèþ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îáîáùåííûì ÿäðîì Êîøè, íàçûâàåìûõòàêæå óðàâíåíèÿìè ñ íåïîäâèæíîé îñîáåííîñòüþ. �åøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ñâÿçàíî ñîïðåäåëåííûìè òðóäíîñòÿìè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà ïðèìåðå äâóõ çàäà÷ ñ êðàåâûìè òðåùèíàìè ïîêàçàíà ý��åê-òèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà äèñêðåòíûõ îñîáåííîñòåé äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ óðàâíå-íèé. Ïîëó÷åíû êâàäðàòóðíûå �îðìóëû íàèâûñøåé àëãåáðàè÷åñêîé òî÷íîñòè äëÿ âû÷èñ-ëåíèÿ ðàñêðûòèÿ òðåùèíû.1. Ââåäåíèå. Èñïîëüçîâàíèå êâàäðàòóðíûõ �îðìóë òèïà �àóññà äëÿ ðåøåíèÿñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ñ.è.ó.) ñ ÿäðîì Êîøè íà îòðåçêå ïðåäñòàâ-ëåíî â ðàáîòå [1℄. �àáîòà ïðåòåíäóåò íà õðåñòîìàòèéíûé õàðàêòåð, ïîñêîëüêó ðàñ-ñìàòðèâàþòñÿ ñ.è.ó. ïåðâîãî ðîäà, âòîðîãî ðîäà è óðàâíåíèÿ ñ îáîáùåííûì ÿäðîìÊîøè. Äëÿ êàæäîãî òèïà óðàâíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ è ïðåäñòàâ-ëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñìåøàííûõ çàäà÷. Îäíàêî, ê ñîæà-ëåíèþ, â óêàçàííîé ðàáîòå îòñóòñòâóåò åäèíàÿ ìåòîäèêà: äëÿ óðàâíåíèé ïåðâîãîðîäà èñïîëüçóþòñÿ êîððåêòíûå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû òèïà �àóññà è ñâåäåíèåñ.è.ó. ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñ.ë.à.ó.) íîñèò îáîñíîâàí-íûé õàðàêòåð, äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä îðòîãîíàëüíûõìíîãî÷ëåíîâ, â ñëó÷àå æå óðàâíåíèé ñ îáîáùåííûì ÿäðîì Êîøè äëÿ ñèíãóëÿðíûõèíòåãðàëîâ ïðåäëàãàåòñÿ �îðìàëüíî èñïîëüçîâàòü êâàäðàòóðíûå �îðìóëû òèïà�àóññà, ïðèìåíèìûå ê îáû÷íûì èíòåãðàëàì, âñëåäñòâèå ÷åãî äàëåå ïðèõîäèòñÿïðèáåãàòü ê îïðåäåëåííûì óõèùðåíèÿì, äàáû ïîëó÷èòü ñòàáèëüíûå, íî îòíþäüíå ãàðàíòèðîâàííî âåðíûå, ðåçóëüòàòû. Òåì íå ìåíåå, ýòà ðàáîòà èìååò âàæíîåçíà÷åíèå â ñèëó îáøèðíîñòè ïðåäñòàâëåííîãî ìàòåðèàëà è óäà÷íîãî ïîäáîðà çàäà÷äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé â îñîáûõ òî÷êàõ.Ìåòîä äèñêðåòíûõ îñîáåííîñòåé (ì.ä.î.) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ñïîñîáîì ðå-øåíèÿ ñ.è.ó. ïðàêòè÷åñêè íåçàâèñèìî îò ðîäà, ïîñêîëüêó îñíîâàí íà êâàäðàòóðíûõ�îðìóëàõ íàèâûñøåé àëãåáðàè÷åñêîé òî÷íîñòè, âûâåäåííûõ äëÿ ñèíãóëÿðíûõ èí-òåãðàëîâ ñ âåñîâîé �óíêöèåé (1− t)α(1+ t)β áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà α è β,êðîìå íåîáõîäèìîãî Re(α, β) > −1. Ïðèìåíåíèå ì.ä.î. ê ðåøåíèþ ñ.è.ó. âòîðîãîðîäà ñ äåéñòâèòåëüíûì êîý��èöèåíòîì ïðè ñâîáîäíîì ÷ëåíå ïîêàçàíî â ðàáîòå [2℄,à ñ êîìïëåêñíûì êîý��èöèåíòîì � â ðàáîòå [3℄. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñ.è.ó. ïåðâîãîðîäà ïîëó÷àåìàÿ ñ.ë.à.ó. ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïðèâåäåííîé â ðàáîòå [1℄.Äëÿ èëëþñòðàöèè ý��åêòèâíîñòè ì.ä.î. ïàðàëëåëüíî ïîñòðîèì ðåøåíèÿ äâóõçàäà÷ äëÿ êðàåâûõ òðåùèí, ñâîäÿùèõñÿ ê îäèíàêîâîìó ñ.è.ó. ñ îáîáùåííûì ÿäðîìÊîøè è ðàññìîòðåííûõ ðàíåå äðóãèìè àâòîðàìè [1, 6℄, è ïðîâåäåì èõ ñðàâíåíèå



Ìåòîä äèñêðåòíûõ îñîáåííîñòåé 291ñ èìåþùèìèñÿ. �åøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òåì, ÷òî â ïåð-âîì ñëó÷àå [1℄ îíî íåîãðàíè÷åííî íà îáîèõ êîíöàõ îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ, à âîâòîðîì [6℄ òîëüêî íà îäíîì êîíöå èìååò êîðíåâóþ îñîáåííîñòü.Ïðåäëàãàåòñÿ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðà-ëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì îò ÿäðà ñ âåñîâîé �óíêöèåé ßêîáè ïî çíà÷å-íèÿì ïîäèíòåãðàëüíîé �óíêöèè â êîðíÿõ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãî÷ëåíà ßêîáè,êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ðàñêðûòèå òðåùèíû ïî íàéäåííûì èç îñíîâíîãîóðàâíåíèÿ çíà÷åíèÿì.2. Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ è ÷èñëåííûé àíàëèç. �àññìîòðèì çàäà÷óäëÿ ñîñòàâíîé óïðóãîé ïëîñêîñòè, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé, â îäíîéèç êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê ëèíèè ñîåäèíåíèÿ è âûõîäÿùàÿ íàíåå òðåùèíà [1℄ è çàäà÷ó äëÿ óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè ñ âûõîäÿùåé íà ãðàíèöóòðåùèíîé [6℄. Â îáåèõ çàäà÷àõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ê áåðåãàì òðåùèíû ïðèëîæåíàíîðìàëüíàÿ íàãðóçêà, â ÷àñòíîñòè, ðàâíîìåðíàÿ.Ñîãëàñíî ðàáîòàì [1, 6℄ îïðåäåëÿþùèì óðàâíåíèåì äëÿ îáåèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿñëåäóþùåå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ñêà÷êà íîðìàëüíîé êîìïîíåíòûïåðåìåùåíèÿ áåðåãîâ òðåùèíû F (t)

∫ 1

−1

F (t)

t− x
dt+

∫ 1

−1

K(x, t)F (t)dt = πf(x) (−1 < x < 1) (1)ãäå
K(x, t) =

c0
t+ x+ 2

+ c1(1 + x)
d

dx
(t+ x+ 2)−1 + c2(1 + x)2 d

2

dx2
(t+ x+ 2)−1.Äëÿ ïåðâîé çàäà÷è c0, c1 è c2 � ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå îò îòíîøåíèÿ ìîäó-ëåé ñäâèãà ïîëóïëîñêîñòåé è èõ êîý��èöèåíòîâ Ïóàññîíà, à äëÿ âòîðîé çàäà÷è

c0 = −1, c1 = −6, c2 = −2.Ïðè ýòîì äëÿ ïåðâîé çàäà÷è ê óðàâíåíèþ (1) ñëåäóåò äîáàâèòü óñëîâèå íåïðå-ðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé â êîíöàõ òðåùèíû, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì:
∫ 1

−1

F (t)dt = 0 (2)Ôóíêöèÿ F (t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
F (t) = (1 − t)−0.5(1 + t)βg(t) (|t| < 1). (3)Â ïåðâîé çàäà÷å β îïðåäåëÿåòñÿ èç òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ

2d1 cos π(β + 1) − d2(β + 1)2 − d3 = 0;ãäå d1, d2 è d3 � ïîñòîÿííûå, à âî âòîðîé çàäà÷å β = 0.Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé êâàäðàòóðíîé �îðìóëû äëÿ ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðà-ëà, ïîëó÷åííîé â [4℄,
∫ 1

−1

ϕ (x) (1 − x)α (1 + x)β

x− z
dx ≈

n∑

j=1

wj ϕ (ξj)

(ξj − z)

[
1 − q (z)

q (ξj)

]
(Re [α, β] > −1 ; z 6= ±1)(4)



292 Ñààêÿí À.Â.ãäå ξi (i = 1, n) � êîðíè ìíîãî÷ëåíà ßêîáè P (α,β)
n (x),

q (ζ) =

{
−
(

2
ζ−1

)m
2α+βB (m+ α,m+ β)F

[
m, m+ α; 2m+ α + β; 2

1−ζ

]

1
2
[q (ξ + i0) + q (ξ − i0)] (−1 < ξ < 1)

wj =
2

m+ α + β

q (ξj)

P
(α+1,β+1)
n−1 (ξj)

, m = n + 1.Ïîñêîëüêó �îðìóëà (4) ïðèìåíèìà äëÿ ëþáîé òî÷êè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,êðîìå z = ±1, òî âñå èíòåãðàëû â óðàâíåíèè (1) ìîãóò áûòü çàìåíåíû êîíå÷íûìèñóììàìè. Óðàâíåíèå (1) ïðèìåò âèä
n∑

i=1

wig(ξi)

[
[1 − qi (x)]

ξi − x
+R(ξi, x)

]
= πf(x) (−1 < x < 1) (5)ãäå

R(ξi, x) = c0ψ(x) + c1(1 + x)
dψ(x)

dx
+ c2(1 + x)2d

2ψ(x)

dx2
, ψ(x) =

[1 − qi (−x− 2)]

ξi + x+ 2Ñîãëàñíî ì.ä.î., äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñ.ë.à.ó. îòíîñèòåëüíî g(ξi) íåîáõîäèìî �óíêöè-îíàëüíîå óðàâíåíèå (5) ïðèðàâíÿòü â êîðíÿõ �óíêöèè q [x], êîòîðàÿ äëÿ ïåðâîéçàäà÷è èìååò (n− 1) êîðåíü, à äëÿ âòîðîé çàäà÷è n êîðíåé. Âî èçáåæàíèå íåîá-õîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿ êîðíåé �óíêöèè q (x), êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì,ìîæíî â êà÷åñòâå òî÷åê êîëëîêàöèè âûáðàòü êîðíè ïîëèíîìà ×åáûøåâà Tn−1 (x)â ïåðâîé çàäà÷å è Tn (x) âî âòîðîé çàäà÷å. Äëÿ âòîðîé çàäà÷è ïîëó÷àåì çàìêíó-òóþ ñ.ë.à.ó. îòíîñèòåëüíî g (ξi), äëÿ ïåðâîé æå çàäà÷è â êà÷åñòâå n-îãî óðàâíåíèÿâûñòóïàåò äèñêðåòèçèðîâàííîå óñëîâèå (2)
n∑

i=1

wig(ξi) = 0 (6)Íàïîìíèì, ÷òî â ðàáîòå [1℄ óðàâíåíèÿ (1), (2) ñâåäåíû ê ñ.ë.à.ó. íà îñíîâå íàêâàäðàòóðíîé �îðìóëû
∫ 1

−1

F (x, t) (1 − x)α (1 + x)β dx ≈
N∑

i=1

wiF (ξi, t) Reα, Reβ > −1, (7)êîòîðàÿ �îðìàëüíî ïðèíÿòà âåðíîé è äëÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ âóðàâíåíèå (1).Â ðàáîòå [6℄ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ðàçûñêèâàåòñÿ â âèäå
F (t) =

v (t)√
1 − t2

(8)è óðàâíåíèå (1) ñâîäèòñÿ ê ñ.ë.à.ó. íà îñíîâå êâàäðàòóðíîé �îðìóëû, ïðèìåíèìîéäëÿ ñ.è.ó. ïåðâîãî ðîäà, âçÿâ ïðè ýòîì â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ óñëîâèå
v (−1) = 0.



Ìåòîä äèñêðåòíûõ îñîáåííîñòåé 293Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà (ðèñ. 1) ïðåäñòàâëåíû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), ïîñòðîåí-íûå ïî àëãîðèòìàì ðàáîò [1, 6℄ (ìåòêè) è ïî ì.ä.î. (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Ïîêàçàíàëèøü îêðåñòíîñòü íåïîäâèæíîé îñîáåííîñòè, ïîñêîëüêó èìåííî çäåñü ïðîÿâëÿåò-ñÿ íåòî÷íîñòü â ïîäõîäàõ. Â ëåâîé ÷àñòè ðèñóíêà êðóæî÷êàìè ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ
g (ti) [1℄ ïðè N = 40, à êðåñòèêàìè � ïðè N = 250, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåòïîðÿäêàì n = 8 è n = 20 ì.ä.î. Â ïðàâîé ÷àñòè êðóæî÷êàìè ïîêàçàíû çíà÷å-íèÿ v (ti)

/√
1 + ti [6℄ ïðè N = 40, à êðåñòèêàìè � ïðè N = 80, ñïëîøíàÿ ëèíèÿñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêàì n = 12 è n = 22 ì.ä.î.
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-1 -0.95
t

-1.

-0.8

-0.6

g t ,v t 1 + t

�èñ. 1.Ñëèÿíèå êðèâûõ ì.ä.î, à òàêæå ïðèáëèæåíèå ìåòîê ê ñïëîøíûì ëèíèÿì ïðèóâåëè÷åíèè ïîðÿäêà èíòåðïîëÿöèè ÿâíî óêàçûâàþò íà âåðíîñòü êâàäðàòóðíîé�îðìóëû (4) è îáîñíîâàííîñòü ì.ä.î.3. Êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàñêðûòèÿ òðåøèíû. Äëÿîïðåäåëåíèÿ ðàñêðûòèÿ òðåùèíû íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü îïðåäåëåííûé èíòåãðàëîò èñêîìîé �óíêöèè F (t) ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì. Ïîñòðîèì êâàäðà-òóðíóþ �îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî èíòåãðàëà ïî íàéäåííûì èç ñèñòåìû (5)çíà÷åíèÿì g (ti).�àññìîòðèì ñëåäóþùèé èíòåãðàë
I (y) =

y∫

−1

f (x) (1 − x)α (1 + x)β dx (|y| 6 1, Re [α, β] > −1) (9)Çàìåíèì �óíêöèþ f (x) èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì
f (x) =

2

n+ α + β + 1

n∑

i=1

f (ξi)P
(α,β)
n (x)

(x− ξi)P
(α+1,β+1)
n−1 (ξi)

, P (α,β)
n (ξi) = 0 (10)Ïîäñòàâëÿÿ (10) â (9) è ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì Êðèñòî��åëÿ�Äàðáó äëÿ ìíî-ãî÷ëåíîâ ßêîáè [5℄ è çíà÷åíèÿìè èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì îòìíîãî÷ëåíà ßêîáè è âåñîâîé �óíêöèè, äëÿ èíòåãðàëà I (y) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èìñëåäóþùóþ êâàäðàòóðíóþ �îðìóëó

I (y) = − 2 (1 + y)β+1

n+ α + β + 1

kn+1hn
kn

n∑

i=1

f (ξi)

P
(α+1,β+1)
n−1 (ξi)P

(α,β)
n+1 (ξi)

[
2−β−1Γ (α+ β + 2)

Γ (1 + α) Γ (2 + β)
×
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×F

(
β + 1, −α; 2 + β;

1 + y

2

)
− (1 − y)α+1

n−1∑

m=1

P
(α,β)
m (ξi)P

(α+1,β+1)
m−1 (y)

2mhm

]Äëÿ ÷àñòî âñòðå÷àþùåãîñÿ ñëó÷àÿ α = β = −0.5 áóäåì èìåòü:
y∫

−1

f (x)√
1 − x2

dx =
1

n

n∑

k=1

f (ξk)

[
arcsin y +

π

2
− 2
√

1 − y2

n−1∑

m=1

Tm (ξk)Um−1 (y)

m

]
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ÎÖÅÍÊÈ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉÊ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÌ ÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÛÌ ÒÅ×ÅÍÈßÌ ÇÀÄÀ×ÈÎÁÒÅÊÀÍÈßÑàçîíîâ Ë.È.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÞæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÂÍÖ �ÀÍ, ÂëàäèêàâêàçÄëÿ íåêîòîðîãî êëàññà óñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñàâî âíåøíåé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà R
3 óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíûõ ïî âðåìåíèâîçìóùåíèé è ïîëó÷åíû îöåíêè Lp− íîðì âîçìóùåíèé ïðè t→ ∞.Ââåäåíèå. Ïóñòü v � ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà âî âíåø-íåé îáëàñòè Ω ïðîñòðàíñòâà R

3

{
∂u
∂t

= △u− (u,∇)u−∇p+ f,
div u = 0.

(1)Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîëå v èìååò âèä v = u∞e1 + w, ãäå u∞ = const, à wâ îïðåäåëåííîì ñìûñëå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.Ñîáñòâåííî äëÿ çàäà÷è îáòåêàíèÿ f = 0 è v|∂Ω = 0, íî íèæå ðàññìàòðèâà-åòñÿ îáùèé ñëó÷àé. Îñóùåñòâëÿÿ çàìåíó u ÷ u + v, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äëÿâîçìóùåíèé
{

∂u
∂t

= △u− u∞∂1u− (w,∇)u− (u,∇)w − (u,∇)u−∇p,
div u = 0.

(2)Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âîçìóùåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ u|∂Ω = 0. Îáîçíà-÷èì ÷åðåç Sp = Sp(Ω) (1 ≤ p ≤ ∞) ïîäïðîñòðàíñòâî â L3
p(Ω), ÿâëÿþùååñÿ çàìû-êàíèåì ìíîæåñòâà âñåõ ãëàäêèõ �èíèòíûõ ñîëåíîèäàëüíûõ ïîëåé. Ïðèìåíÿÿ êñèñòåìå (2) ãèäðîäèíàìè÷åñêèé ïðîåêòîð Π : L3

p(Ω) → Sp (1 < p < ∞), ñâåäåìâîçìóùåííóþ ñèñòåìó Îçååíà ê ÎÄÓ â ïðîñòðàíñòâå Sp
du

dt
= Au+Bu+Ku, (3)ãäå A, B, K � îïåðàòîðû âèäà

Au = Π(△u− u∞∂1u), Bu = −Π((w,∇)u+ (u,∇)w), Ku = −Π((u,∇)u). (4)Äàëåå óðàâíåíèå (3) áóäåì èññëåäîâàòü ìåòîäàìè òåîðèè ïîëóãðóïï, ñëåäóÿìåòîäèêå, ðàçâèòîé Â.È. Þäîâè÷åì â [1℄ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîéóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèé æèäêîñòè â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà R
3. Ïî-ëóãðóïïîâîé ïîäõîä äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ðàçâèâàëñÿ â ðà-áîòàõ Ý. Õèëëå, �. Ôèëëèïñà, Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî, Ñ. �. Êðåéíà, Ï.Å. Ñîáîëåâ-ñêîãî, Ò. Êàòî, Â.È. Þäîâè÷à è ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ. Â ÷àñòíîñòè, îòìåòèì



296 Ñàçîíîâ Ë.È.ðàáîòó Ò. Êàòî [2℄, â êîòîðîé äëÿ óðàâíåíèÿ (3) ïðè B = 0, u∞ = 0 óñòàíîâëåíûòåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíûõ è ãëîáàëüíûõ ïðè ìàëûõ íà÷àëüíûõ äàííûõðåøåíèé â ïðîñòðàíñòâå Sn(Rn) è èõ àñèìïòîòèêà ïðè t→ ∞. Ñîøëåìñÿ òàêæå íàðàáîòó [3℄, â êîòîðîé óñòàíîâëåíà îäíà àáñòðàêòíàÿ òåîðåìà îá óñòîé÷èâîñòè è äî-êàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñàâ ïðîñòðàíñòâå R
3. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëóãðóïïîâîé ïîäõîä ê ñèñòåìå Íàâüå�Ñòîêñà àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ è â åãî ðàìêàõ èññëåäîâàíûâîïðîñû ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè â ðàçëè÷íûõ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ(ïðàâäà, â îñíîâíîì ïðè óñëîâèè îïðåäåëåííîé ìàëîñòè íà÷àëüíîé ñêîðîñòè èïîëÿ âíåøíèõ ñèë). Ïî ýòîìó ïîâîäó ñìîòðèòå, íàïðèìåð, [4℄ è èìåþùóþñÿ òàìáèáëèîãðà�èþ.Â ñëó÷àå B = 0 (w = 0) ãëàâíàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3) ïðåäñòàâëå-íà îïåðàòîðîì Îçååíà A, êîòîðûé â êàæäîì ïðîñòðàíñòâå Sp(Ω) (1 < p < ∞) ñîáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) = W 2

p (Ω) ∩ Sp(Ω) ïîðîæäàåò àíàëèòè÷åñêóþ ïîëó-ãðóïïó Îçååíà T (t). Â [5℄ äëÿ ýòîé ïîëóãðóïïû óñòàíîâëåíû ñòåïåííûå Lp − Lq �îöåíêè è âûïîëíåíî îáîñíîâàíèå ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè, âêëþ÷àþùåå, â ÷àñòíîñòè,ðåçóëüòàòû îá óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé òðåõìåðíîéçàäà÷è îáòåêàíèÿ. Äëÿ âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà Îçååíà Ã = A + B àíàëîãè÷íûåîöåíêè ïðèâåäåíû â [6℄, â [7℄ íà èõ îñíîâå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàöè-îíàðíûõ ðåøåíèé â òåðìèíàõ ñïåêòðà âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà Îçååíà. Äàííàÿðàáîòà ïðîäîëæàåò óêàçàííîå íàïðàâëåíèå. Íèæå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåìàëûõ ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (3) â íåêîòîðûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõè äîêàçûâàþòñÿ îöåíêè Lp−íîðì ðåøåíèé èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ïðè t → ∞ áåçïðåäïîëîæåíèÿ îá èõ ìàëîñòè.Ñóùåñòâîâàíèå ìàëûõ ðåøåíèé. �àññìîòðèì âîïðîñ î ãëîáàëüíîé ðàçðå-øèìîñòè çàäà÷è Êîøè âîçìóùåííîé ñèñòåìû Îçååíà (3). Åå ðåøåíèÿ áóäåì ïîíè-ìàòü â îáîáùåííîì ñìûñëå êàê ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âîçìóùåíèéñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u0

u(t) = T̃ (t)u0 +

t∫

0

T̃ (t− s)(∇, u)u(s) ds. (5)Ïðåäâàðèòåëüíî ñ�îðìóëèðóåì ðåçóëüòàò îá îöåíêàõ âîçìóùåííîé ïîëóãðóïïûÎçååíà èç [7℄.Òåîðåìà 1. Ïóñòü w ∈ Lρ ∩ L∞, ρ < 3 è âîçìóùåííûé îïåðàòîð Îçååíà
Ã = A+B, ãäå îïåðàòîðû A, B îïðåäåëåíû â (4), íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè â ïîëóïëîñêîñòè {λ;Reλ ≥ 0} â îäíîì èç ïðîñòðàíñòâ
Sp(Ω) (p > 2). Òîãäà äëÿ âîçìóùåííîé ïîëóãðóïïû Îçååíà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖T̃ (t)Π∂θ‖p→q ≤ cpqt
−|θ|/2−(3/2)(1/p−1/q) (6)ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé |θ| ≤ 1, 1 ≤ p ≤ q < ∞, q > 3/2 ïðè |θ| = 0,

3/2 < p ≤ q <∞ ïðè |θ| = 1.Äàëåå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè.



Îöåíêè ñõîäèìîñòè íåñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ... 297Ââåäåì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X(q, α, β) âåêòîð-�óíêöèé èç C((0,∞), Sq(Ω)) ñêîíå÷íîé íîðìîé
‖u‖X(q,α,β) = sup

t
‖tα(1 + t)βu(t)‖q.Ââèäó îöåíîê âîçìóùåííîé ïîëóãðóïïû Îçååíà (6) ñïðàâåäëèâàËåììà 1. Äëÿ îïåðàòîðà Q, îïðåäåëÿåìîãî ñîîòíîøåíèåì

(Qu)(t) =

t∫

0

T̃ (t− s)(∇, u)u(s) ds (7)ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé α < 1/2, 0 ≤ 2/q − 1/p < 1/3, q ≥ 3 ñïðàâåäëèâû îöåíêè
‖Qu(t)‖p ≤ c‖u‖2

q,α,β

{
t1/2−(3/2)(2/q−1/p)−2α(1 + t)−2β, α + β < 1/2;
t1/2−(3/2)(2/q−1/p)−2α(1 + t)2α−1, α + β > 1/2.Íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 1 âûòåêàåòËåììà 2. Ïóñòü q > 3, 0 ≤ α ≤ (1−3/q)/2, (1−3/q)/2 ≤ α+β ≤ (1+3/q)/2, α+

β 6= 1/2. Òîãäà îïåðàòîð Q íåïðåðûâíî äåéñòâóåò èç Xq,α,β â Xq,α′,β′ ⊂ Xq,α,β,ïðè÷åì α′ = 2α + (3/q − 1)/2, è β ′ = 2β ïðè α + β < 1/2, β ′ = 1 − 2α ïðè
α + β > 1/2.Êðîìå òîãî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

‖Qu(t)‖q,α,β ≤ c(q, α, β)‖u‖2
q,α,β, (8)

‖Qu1 −Qu2‖q,α,β ≤ c(q, α, β)‖u1 − u2‖q,α,β max ‖uj‖q,α,β. (9)Ââèäó ëåììû 2 èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.Òîãäà ñóùåñòâóåò ε0 > 0, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ‖T̃ (t)u0‖Xq,α,β
≤ ε ≤ ε0èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (5) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå Xq,α,β,ïðè÷åì ‖u(t)‖Xq,α,β

≤ cε.Ïóñòü u(t) � ðåøåíèå èç ïðîñòðàíñòâà Xq,α,β, òîãäà
‖u(t) − T̃ (t)u0‖q ≤ ct−α

′

(1 + t)−β
′‖u‖2

q,α,β,,ãäå α′, β ′ îïðåäåëåíû â ëåììå 2.Åñëè α′ + β ′ > α + β è ‖T̃ (t)u(0)‖q ≥ ηt−α−β, òî
∞ lim

t→∞
{tα+β‖u(t)‖q} ≥ η.Ýòó òåîðåìó ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíîê ðåøåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ ïðå-ïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ u0. Îãðàíè÷èìñÿ îäíèì ÷àñòíûìñëó÷àåì. Ïóñòü u0 ∈ Sr(Ω). Èç óñëîâèé ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî r = 3. Ïîýòîìó

T̃ (t)u0 ∈ Xq,α(q),0, (α(q) = (1 − 3/q)/2) ïðè ëþáîì q > 3. Äëÿ ðåøåíèÿ u(t) èíòå-ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âîçìóùåíèé ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖u(t)‖p ≤ ct−α(p)(‖u0‖3 + ‖u‖2

q,α(q),0) (10)



298 Ñàçîíîâ Ë.È.ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé p ≥ 3, 2/q − 1/3 < 1/p ≤ 2/q. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèìê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ: åñëè u(t) ∈ Xq,α(q),0 ïðè íåêîòîðîì q > 3, òî u(t) ∈
Xq,α(q),0 ïðè âñåõ q ≥ 3.Â ÷àñòíîñòè, èç íåðàâåíñòâà (10) âûòåêàåòÑëåäñòâèå. Åñëè âîçìóùåííûé îïåðàòîð Îçååíà íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷å-íèé â ïîëóïëîñêîñòè {λ;Reλ ≥ 0}, òî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïó-íîâó â ïðîñòðàíñòâå S3(Ω).Îöåíêè ðåøåíèé. Ïóñòü u(t) � ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âîçìóùå-íèé ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u|t=0 = u0. Äàëüíåéøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèåïîâåäåíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ïðè t → ∞ â çàâèñèìîñòè îò ïðèíàäëåæíîñòè íà÷àëü-íîãî óñëîâèÿ u0 òîìó èëè èíîìó êëàññó ïðîñòðàíñòâ.Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì �èêñèðî-âàííîì q > 3 è äîñòàòî÷íî ìàëîé êîíñòàíòå ε0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèåèíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âîçìóùåíèé, ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó X(q, α, β),åñëè q, α, β óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 2.Äàëåå, íå ïðåäïîëàãàÿ ìàëîñòè ðåøåíèÿ u(t), áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî u(t) ïðèíàäëå-æèò îäíîìó èç ïðîñòðàíñòâ X(p, α, β), â êîòîðîì çàâåäîìî ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ,õîòÿ áû è ìàëûå, è èññëåäîâàòü âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ áîëååóçêîìó ïðîñòðàíñòâó òàêîãî òèïà, åñëè ýòîìó ïðîñòðàíñòâó ïðèíàäëåæèò ïîëå
T̃ (t)u0.Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 íàèáîëåå øèðîêèì â ýòîì ñìûñëå ïðîñòðàíñòâîì ïðè p > 3ÿâëÿåòñÿ X(p, α∗(p), 0), ãäå α∗(p) = 1/2−n/(2p). Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð Q,âîîáùå ãîâîðÿ, íå óëó÷øàåò êëàññ ðåøåíèÿ (ñì. ëåììó 1). Ïîýòîìó áóäåì ïðåäïî-ëàãàòü, ÷òî ðåøåíèå u(t) ïðèíàäëåæèò áîëåå óçêîìó ïðîñòðàíñòâó X(p, α∗(p), β),ãäå â êà÷åñòâå β ìîæíî âçÿòü ëþáîå ñêîëü óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

u0 ∈ Sr(Ω) ∩ Sl(Ω), 1 ≤ r < n ≤ l <∞è u(t) � ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âîçìóùåíèé, ïðèíàäëåæàùåå ïðî-ñòðàíñòâó X(p, α∗(p), β) ïðè p > 3 è íåêîòîðîì β > 0. Òîãäà u(t) ïðèíàä-ëåæèò âñåì ïðîñòðàíñòâàì X(q, α∗(q), β
∗(q)) ïðè q > max(r, 3/2) è β∗(q) =

(3/2)(1/r − 1/3), â ÷àñòíîñòè, ïðè áîëüøèõ t ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖u(t)‖q ≤ ct−3/2(1/r−1/q)ïðè q > max(r, 3/2).Òåîðåìà 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîïîëíèòåëüíî ê ïðåäïîëîæåíèÿì òåîðåìû 3âûïîëíåíî óñëîâèå u0 = ∂v0, ãäå v0 ∈ S̺(Ω), 1/̺ ≤ 1/r ≤ 1/̺ + 1/3. Òîãäà ïðèáîëüøèõ t è q > max(̺, 3/2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u(t)‖q ≤ ct−1/2−(3/2)(1/̺−1/q).Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò îá àñèìïòîòèêå ïî âðåìå-íè ðåøåíèé ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà (ñì., íàïðèìåð, [8℄), ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòà-òû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, òàê êàê ïîëó÷åíû äëÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà.
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∗ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷à ÞÔÓ,�îñòîâ-íà-Äîíó

∗∗Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàþòñÿ âûíóæäåííûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êèòðåõñëîéíîé ñòðóêòóðû èç ïîëèìåðíîãî êîìïîçèòà â àêóñòè÷åñêîé ñðåäå. Îïðåäåëÿþùèåóðàâíåíèÿ ïîëèìåðíîãî ñâÿçóþùåãî ñîîòâåòñòâóþò òåîðèè òåðìîâÿçêîóïðóãîñòè. Äëÿîïèñàíèÿ ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå �åëüì-ãîëüöà. �åàëèçóåòñÿ ÷èñëåííûé ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ðàçëîæå-íèÿ â Ôóðüå ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ïðîãîíêè. Èññëåäóþòñÿ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå è äèññèïàòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè îáîëî÷êè, à òàêæå äàëüíåå ïîëå çâóêîâîãîäàâëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.1. �àññìîòðèì âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðîèçâîëüíîé íåïîëîãîé îáîëî÷êè âðà-ùåíèÿ òðåõñëîéíîé ñòðóêòóðû, ïîãðóæåííîé â ñæèìàåìóþ èäåàëüíóþ æèäêîñòü.Ïóñòü îáîëî÷êà îòíåñåíà ê îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò α1, α2, α3, ïðè ýòîìêîîðäèíàòíàÿ ïîâåðõíîñòü α3 = 0 ñîâïàäàåò ñî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòüþ çàïîë-íèòåëÿ. Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåì ãèïîòåçó î ëîìàíîé ëèíèè äëÿ ïàêåòà [1℄, âñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä:
u

(1)
1 = u1 + [1 + k1(α3 − c)]cϕ1 + α3ϑ1, u

(1)
2 = u2 + [1 + k2(α3 − c)]cϕ2 + α3ϑ2;

u
(1)
3 = w (c ≤ α3 6 c+ h1);

u
(2)
1 = u1 + [1 + k1(α3 − c)]cϕ1 + α3ϑ1, u

(2)
2 = u2 + [1 + k2(α3 − c)]cϕ2 + α3ϑ2; (1)

u
(2)
3 = w (−c− h2 ≤ α3 6 −c);

u
(3)
1 = u1 + α3(ϕ1 + ϑ1), u

(3)
2 = u2 + α3(ϕ2 + ϑ2);

u
(3)
3 = w (−c ≤ α3 6 c).Çäåñü ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ui, w � ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê îòñ÷åò-íîé ïîâåðõíîñòè, ϕ1, ϕ2 � óãëû ïîâîðîòà íîðìàëè â çàïîëíèòåëå, äîïîëíèòåëüíûåê óãëàì ïîâîðîòà ϑ1 è ϑ2, ki, Ai � ãëàâíûå êðèâèçíû è êîý��èöèåíòû Ëÿìå,

h1, h2, 2c � òîëùèíû âíåøíèõ ñëîåâ è çàïîëíèòåëÿ.Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1) äå�îðìàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ïðèíèìàþò âèä:
ε
(1)
11 = E11 + α3K11 + cϕ11 + (α3 − c)cη11 (1 ⇐⇒ 2);

ε
(1)
12 = E12 + 2α3K12 + cϕ12 + 2(α3 − c)cη12 (c ≤ α3 6 c+ h1);



×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ êîìïîçèòà 301
ε
(2)
11 = E11 + α3K11 − cϕ11 − (α3 + c)cη11; (2)

ε
(2)
12 = E12 + 2α3K12 − cϕ12 − 2(α3 + c)cη12 (−c− h2 ≤ α3 6 −c);

ε
(3)
11 = E11 + α3(K11 + ϕ11), ε

(3)
12 = E12 + 2α3(2K12 + ϕ12), ε

(3)
13 = ϕ1, ε

(3)
23 = ϕ2.Çäåñü Eij (i, j = 1, 2) � äå�îðìàöèè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè; Kij � èçìåíåíèÿêðèâèçí è êðó÷åíèÿ

E11 = u′1 + k1w, E22 = u•2 + ψu1 + k2w, E12 = u•1 − ψu2 + u′2;

K11 = ϑ′1; K22 = ϑ•2 + ϑ1ψ; 2K12 = ϑ′2 − ϑ2ψ + ϑ•1; (3)
ϕ11 = ϕ′

1, ϕ22 = ϕ•
2 + ψϕ1, ϕ12 = ϕ•

1 + ϕ′
2 − ψϕ2;

ϑ1 = −w′ + u1k1, ϑ2 = −w• + u2k2;

η11 = (k1ϕ1)
′, η22 = (k2ϕ2)

• + ψk1ϕ1, η12 = k1ϕ
•
1 + k1ϕ

′
2 − ψk2ϕ2;

ε1 = h∗/R∗, ψ = A
′

2/A2, (..)′ = (..),α1 /A1, (..)• = (..),α2 /A2.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáîëî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå (1)�(3) èìåþò âèä:
L1(T11, T22, S) + k1Q11 +X1 = a1ü1 + a2ϑ̈1 + a3ϕ̈1;

L2(T22, S) + k2Q22 +X2 = a1ü2 + a2ϑ̈2 + a4ϕ̈2;

L3(Q11, Q22) − k1T11 − k2T22 +X3 + p = a1ẅ;

L1(M11,M22, H) −Q11 = 0, L2(H,M22) −Q22 = 0; (4)
L1(m11 + M̄11ck1, m22 + M̄22ck1;m12 + 2H̄ck1) −Q13 = 0;

L2(m12 + 2H̄ck2, m22 + M̄22ck2) −Q23 = 0.Çäåñü ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû
L1(f1, f2, ϕ) = f ′

1 + ϕ• + ψ(f1 − f2), L2(f1, f2) = f ′
1 + f •

2 + 2f1f2 (5)
L3(f1, f2) = f ′

1 + f •
2 + ψf1.

Xr (r = 1, 2, 3), p � êîìïîíåíòû âíåøíåé íàãðóçêè è íîðìàëüíîé ðåàêöèè ñîñòîðîíû æèäêîñòè. Â (5) ââåäåíû îáîáùåííûå óñèëèÿ, ìîìåíòû è ïåðåðåçûâàþùèåñèëû, îñðåäíåííûå ïî ïàêåòó îáîëî÷êè.Ïóñòü îáîëî÷êà íàõîäèòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè, öèêëè-÷åñêè èçìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè:
Xk(α1, α2, t) = qk(α1, α2)e

−iωt,

qk � èíòåíñèâíîñòü íàãðóçêè, ω � ÷àñòîòà.Â àíàëîãè÷íîé �îðìå ïðåäñòàâèì âñå êèíåìàòè÷åñêèå, äå�îðìàöèîííûå è ñè-ëîâûå �àêòîðû. Â îòíîøåíèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ìàòåðèàëîâ ñëîåâ



302 Ñà�ðîíåíêî Â. �., Òðè�îíîâ Â.Â., Øóòüêî Â.Ì.ïðèìåì, ÷òî îíè ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîçèöèé îðòîòðîïíîé òåðìîâÿçêîóïðóãî-ñòè [2℄. Â óñëîâèÿõ ãàðìîíè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ è â ñëó÷àå ìàëûõ êîëåáàíèé îíèïðèíèìàþò äëÿ k-ãî ñëîÿ âèä
σ

(k)
11 =

ˆ
E

(k)
1 /(1 − ν̂

(k)
1 ν̂

(k)
2 )(ε

(k)
11 + ν̂

(k)
2 ε

(k)
22 ) (1 ⇐⇒ 2);

σ
(k)
12 = Ĝk

12ε
k
12, σ

(k)
i3 = Ĝ3

i3ϕi. (6)Çäåñü ïðåäñòàâëåíû êîìïëåêñíîçíà÷íûå àìïëèòóäû íàïðÿæåíèé è äå�îðìà-öèé, à òàêæå êîìïëåêñíûå àíàëîãè ìîäóëåé Þíãà, êîý��èöèåíòîâ Ïóàññîíà èìîäóëåé ñäâèãà. Ïîñëå îñðåäíåíèÿ (6) ïî òîëùèíå ïàêåòà ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäóàìïëèòóäàìè îáîáùåííûõ óñèëèé, ìîìåíòîâ è äå�îðìàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê
T11 = B̂11E11 + B̂12E22 + Â11K11 + Â12K22 + F̂11ϕ1,α1 + F̂12ϕ2,α2 + F̂13ϕ1;

M11 = Â11E11 + Â12E22 + D̂11K11 + D̂12K22 + N̂11ϕ1,α1 + N̂12ϕ2,α2 + N̂13ϕ1; (7)
H = Â33E12 + 2D̂33K12 + N̂33ϕ1,α2 + N̂44ϕ2,α1 + N̂55ϕ2, Qi3 = Ĝi3ϕi;è ò. ä.Äëÿ çàìûêàíèÿ ñîîòíîøåíèé (1)�(7) íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü äèíàìè÷åñêóþ ðå-àêöèþ íà îáîëî÷êó ñî ñòîðîíû æèäêîñòè, â êîòîðóþ îíà ïîãðóæåíà. Ýòî ìîæåòáûòü ïðîèçâåäåíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ ëîêàëüíîãî èìïåäàíñà [3, 4℄.Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ïîëåé ïåðåìåùåíèé è äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè ìîæ-íî îïðåäåëèòü ïîëå äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â æèäêîñòè ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà�åëüìãîëüöà

P (r) =
1

4π

∫

S

[
P (r1)

∂

∂n

(
eikR1

R1

)
− ∂P (r1)

∂n

(
eikR1

R1

)]
dS,ãäå S � ñðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè, k1 � âîëíîâîå ÷èñëî, r , r1 ðàäèóñ-âåêòîðû òî÷åê â æèäêîñòè è íà îáîëî÷êå: R1 = |r1 − r|. Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëå-äîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ìîäàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì èñêîìûõ�óíêöèé â âèäå ðàçëîæåíèé â êîìïëåêñíîçíà÷íûå ðÿäû Ôóðüå [5℄

Y (α1, α2) =
∑

n

[Yn(−1)(α1)sinnα2 + Yn(1)(α1)cosnα2].Ïîñëå îòäåëåíèÿ êîîðäèíàòû α2 è ïðèâåäåíèÿ âñåõ ñîîòíîøåíèé ê áåçðàçìåðíîìóâèäó �îðìèðóåòñÿ êâàçèîäíîìåðíàÿ ñèñòåìà íîðìàëüíîãî âèäà 12 ïîðÿäêà, ðåøà-åìàÿ ìåòîäîì îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè:
dy1

dαi
= Aif1(α1, m, ȳ), ȳ = yi. i = 1..12Èñïîëüçóåìûé ìåòîä ìîäàëüíîãî àíàëèçà ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü êîý��èöèåí-òû ïîãëîùåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ìîäàì, à òàêæå åãî ñóììàðíîå çíà-÷åíèå.



×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ êîìïîçèòà 3032. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêóþ òðåõñëîéíóþ îáîëî÷êó, êî-ëåáëþùåéñÿ â ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âíåø-íèõ ñëîåâ ñîîòâåòñòâóþò ñòàëè: E(1) = E(2) = 2, 1 · 1011 Í/ì2; ν(1) = ν(2) = 0;
ρ = 7, 8 ã/ñì3.Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîëèìåðíîãî çàïîëíèòåëÿ ñîîòâåòñòâóþò ìîäåëè òåðìî-âÿçêîóïðóãîãî òåëà [6℄. Êîìïîíåíòû êîìïëåêñíîé ïîäàòëèâîñòè ïðè ñäâèãå I', I� âîáîçíà÷åíèÿõ [6℄ èìåþò âèä:

I ′(ω, T ) =

∫ r2

r1

C(r)

G(r, υ, T )
[1 −H(r)

ω2

ϕ(r, υ, T )2 + ω2
]dr;

I”(ω, T ) =

∫ r2

r1

C(r)H(r)

G(r, υ, T )

ϕ(r, υ, T )ω

ϕ(r, υ, T )2 + ω2
dr. (8)Ìîäåëü ïðåäïîëàãàåò îòñóòñòâèå îáúåìíîé ðåëàêñàöèè. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñî-îòâåòñòâóþò æåñòêîìó çàùåìëåíèþ òîðöîâ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåàêöèè æèäêîñòèíà êîëåáàíèÿ îáîëî÷êè èñïîëüçóåòñÿ èìïåäàíñ íà áåñêîíå÷íî äëèííîé öèëèíäðè-÷åñêîé îáîëî÷êå. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè ñëåäóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõïàðàìåòðàõ: L=350 ìì; R=100 ìì; h1 = h2 = 0, 2 ìì, 2ñ=1 ìì; T = 220C. Íàãðóçêàåäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè ðàñïðåäåëåíà íà öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè, ðàñïîëîæåí-íîé â ñåðåäèíå îáðàçóþùåé. Íà ðèñ. 1�3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîìî-äîâûõ è ñóììàðíûõ çíà÷åíèé À×Õ íîðìàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ â öåíòðå ïëîùàäêè

�èñ. 1.

�èñ. 2.
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�èñ. 3.íàãðóæåíèÿ, êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè è ïîëÿ àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿâ æèäêîñòè íà ðàññòîÿíèè 50 ðàäèóñîâ îáîëî÷êè îò åå îñè âðàùåíèÿ íà ïðÿìîé,ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ïëîùàäêè íàãðóæåíèÿ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �ðèãîëþê Ý.È., ×óëêîâ Ï.Ï. Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ òðåõñëîéíûõ îáîëî÷åê.Ì., 1973. 172 ñ.[2℄ Èëüþøèí À.À., Ïîáåäðÿ Á. Å. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè òåðìîâÿçêîóïðóãî-ñòè. Ì., 1970. 280 ñ.[3℄ Cherto
k G. I. A
oust. So
. Amer. 1964. V.36. N7. pp. 1305�1313.[4℄ Þäèí À.Ñ., Àìáàëîâà Í.Ì. // Ïðèêë.ìåõ., 1989. T.25. N12. C. 63�68.[5℄ Ñà�ðîíåíêî Â. �., Øåïåëåâà Â. �., Øóòüêî Â.Ì. // Ôóíäàìåíòàëüíûå è ïðèêëàä-íûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìûõ ñðåä è êîíñòðóêöèé. Íàó÷íûå òðóäû.Âûï.1. Í.Íîâãîðîä: ÍÍ�Ó, 1993. Ñ. 144�149.[6℄ Ñòåïàíåíêî Þ.Ï., Èñàåâ Ê.Â., Àçàðîâ À.Ä. // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêèñïëîøíîé ñðåäû. Òðóäû II Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè. �îñòîâ-íà-Äîíó. 19�20ñåíòÿáðÿ 1996 ã. Ò.1. Ñ. 118�123.Safronenko V.G., Trifonov V.V., Shutko V.M. Numeri
al solution of vibrationand sound irradiation problems in a three-layer 
ylindri
al 
omposite polymeri
 shell . For
edharmoni
 vibrations of a 
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al shell of a three-layer stru
ture of the polymer 
ompositein the a
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 media are 
onsidered. Constitutive equations of the polymer matrix 
on�rmwith thermovis
oelasti
ity theory. To des
ribe the propagation of a
ousti
 waves the Helmholzequation is used. Numeri
al approa
h that uses the method of expansion in Fourier series withthe subsequent appli
ation of the sweep method is implemented. The amplitude-frequen
y anddissipation 
hara
teristi
s of the shell, as well as the far of sound pressure depending on theparameters of the problem are investigated.



ÊÎÍÖÅÏÖÈß ÎÑËÀÁËÅÍÍÎÉ ÇÎÍÛ È Ï�Î×ÍÎÑÒÜÏÎËÈÊ�ÈÑÒÀËËÈ×ÅÑÊÈÕ ÒÅËÑèìîíîâ È.Â.Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî �ÀÍ, ÌîñêâàÏðåäëîæåí äèñëîêàöèîííûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ îñëàáëåííîé çîíû â óïðó-ãîì òåëå � ðàçðåçà, ïî âñåé ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî äåéñòâóþò íåíóëåâûå ñèëû ñöåïëåíèÿ.Îí îñíîâàí íà îïèñàíèè ðàñêðûòèÿ ðàçðåçà íåêîòîðîé áàçèñíîé �óíêöèåé, ñîäåðæàùåéïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå è óäîâëåòâîðÿþùåé ðÿäó �èçè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé, âêëþ÷àÿ¾ïðàâèëüíîå¿ ïîâåäåíèå íàïðÿæåíèé è ñìåùåíèé ó åãî âåðøèí. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìîò-ðåòü îáùèå çàêîíîìåðíîñòè ýâîëþöèè òàêîãî äå�åêòà ñ ðîñòîì âíåøíèõ íàãðóçîê è ñòðî-èòü àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè ïðåäåëüíûõ íàãðóçîê íåçàâèñèìî îò ïðèðîäû ñèë ñöåïëåíèÿ.Óêàçàííûé ïîäõîä èñïîëüçîâàí â çàäà÷àõ âçàèìîäåéñòâèÿ òðåùèíîïîäîáíûõ äå�åêòîâè ïðè àíàëèçå ïðî÷íîñòè ïîëèêðèñòàëëà ñ ïðèìåíåíèåì òåîðèè ïåðêîëÿöèè.Êèíåòèêó çàðîæäåíèÿ òðåùèí â êâàçèõðóïêîì ìàòåðèàëå ìîæíî ðàññìàò-ðèâàòü ñ ðàçíûõ ïîçèöèé, â ÷àñòíîñòè èñõîäÿ èç êîíöåïöèè îñëàáëåííîé çîíû(ÎÇ) [1℄. Ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ , ÷òî èñõîäíûé âûñîêîïðî÷íûé ìàòåðèàë íåñîäåðæèò ìèêðî-íàíîòðåùèí, ÷òî, ñîáñòâåííî, è äåëàåò åãî âûñîêîïðî÷íûì, à èõâîçíèêíîâåíèþ ïðè ïîâûøåííûõ íàãðóçêàõ ïðåäøåñòâóåò ýâîëþöèÿ ÎÇ. Îíè îá-ðàçóþòñÿ íà ñòàäèè �îðìèðîâàíèÿ êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà èëè ñïåêàíèÿ ïî-ëèêðèñòàëëà, à òàêæå â ðàçëè÷íûõ ïðîöåññàõ íàãðóæåíèÿ òàêèõ ìàòåðèàëîâ. Êàêèçâåñòíî, ìåæ�àçíûå ãðàíèöû ïðèòÿãèâàþò ðàçëè÷íîãî ðîäà äå�åêòû â ìèêðî-íàíî ìàñøòàáå: ïîðèñòîñòü, äèñëîêàöèè, èíîðîäíûå àòîìû è ìîëåêóëû. Òåì ñàìûìíà ýòèõ ãðàíèöàõ îáðàçóþòñÿ ó÷àñòêè, ïîâåðõíîñòè êîòîðûõ ñâÿçàíû ìåæäó ñî-áîé ñèëàìè ãîðàçäî áîëåå ñëàáûìè, ÷åì àòîìíî-ìîëåêóëÿðíûå ñèëû â ñïëîøíîììàòåðèàëå. Ýòî è åñòü îñëàáëåííûå çîíû.Ïðè äåéñòâèè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêè σ ÎÇ íå ðàñ-êðûâàþòñÿ � ñèëû ñöåïëåíèÿ åùå äîñòàòî÷íû, ÷òîáû óäåðæàòü èõ ïîâåðõíîñòèâìåñòå. Â ýòîì ñîñòîèò êîðåííîå îòëè÷èå ÎÇ îò èäåàëüíîé èëè íåèäåàëüíîé òðå-ùèíû. Ïîñëå ïðåîäîëåíèÿ íåêîòîðîãî ïîðîãà σ > σtr íà÷èíàåòñÿ ðàñêðûòèå ÎÇ èýâîëþèÿ ñèë ñöåïëåíèÿ. Äàëåå ïðè ïðåâûøåíèè íàãðóçêîé ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ
σ > σc > σtr ïðîèñõîäèò ðàçðûâ ñâÿçåé â íåêîòîðûõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè ÎÇ �ñèëû ñöåïëåíèÿ îáðàùàþòñÿ â íîëü â ýòèõ òî÷êàõ è ÎÇ ïðåâðàùàåòñÿ â çàðîäûøíåèäåàëüíîé òðåùèíû, ÷òî ìîæíî òðàêòîâàòü êàê íà÷àëî ëîêàëüíîãî ðàçðóøåíèÿ.Ïîñêîëüêó ìåòîäàìè ëàçåðíîé èíòåð�åðîìåòðèè èëè ðåíòãåíîãðà�èè èçìåðåíè-ÿì ïîääàåòñÿ èìåííî ðàñêðûòèå, à íå ñèëû ñöåïëåíèÿ, öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòüîáîáùåííûé äèñëîêàöèîííûé ïîäõîä ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ îñîáåí-íîñòåé ïîâåäåíèÿ ÎÇ.Â [1℄ èçó÷åíî ïîâåäåíèå ñèìåòðè÷íîé ÎÇ, çàíèìàþùåé ó÷àñòîê −1 < X < 1íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ óïðóãèõ ïîëóïëîñêîñòåé. Ïðè ýòîì ñèëû àäãåçèè σa áû-ëè ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïðîèçâîëüíîãî ðÿäà ïî ÷åòíûì ñòåïåíÿì X, ÷òî ïîñëåóäîâëåòâîðåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîìó òðåáîâàíèþ ñëàáîé ñèíãóëÿðíîñòè ðàâíîñèëü-íî ðàçëîæåíèþ ðàñêðûòèÿ ÎÇ w(X) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì (1 − X)n/2, n = 3, 5, ...



306 Ñèìîíîâ È.Â.Ïîêàçàíî, ÷òî íåëüçÿ îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì ïîñòîÿíñòâà σa, êàê â èçâåñòíûõ ìî-äåëÿõ íåèäåàëüíûõ òðåùèí, òàê êàê ýòî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ äå�åêòîâ ïðåäëî-æåíà äðóãàÿ áàçèñíàÿ ìîäåëü [2, 3℄, ó÷èòûâàþùàÿ a priori íå ñèììåòðèþ ðàñêðû-òèÿ w(X) è íåîáõîäèìûå �èçè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ â âèäå äèñëîêàöèè ñïåöèàëüíîé�îðìû è ïåðåõîäÿùåé â ðåçóëüòàò [1℄ â ñëó÷àå ñèììåòðèè
w = w0T

3/2, T = T (X, η) =
1 −X2

(1 + η2 − 2ηX)
, (1)ãäå w0 è η � íåèçâåñòíûå àìïëèòóäà è âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ ìàêñèìóìà w îò öåí-òðà çîíû X = 0. Àñèìïòîòèêà (1) ïðè X ⇐⇒ ±1 ∓ 0 åñòü ñëåäóþùèé ïîñëåïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ðàñêðûòèÿ ãðè��èòñîâñîé òðåøèíû óâåðøèíû. Êà÷åñòâåííî ýòà àñèìïòîòèêà ðàñêðûòèÿ ÎÇ ñîâïàäàåò ñ àïïðîêñèìà-öèåé èçìåðåííûõ â îïûòàõ çíà÷åíèé ñêà÷êà ñìåùåíèé â êîíöåâîé çîíå òðåùèíû,ãäå äåéñòâóþò ñèëû ñöåïëåíèÿ [4℄. Çàäàíèå ñêà÷êà ñìåùåíèé â âèäå (1) äåëàåòçàäà÷ó î ïîâåäåíèè ÎÇ ãîðàçäî áîëåå ïðîñòîé äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ìåòî-äàìè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ÷åì â ñëó÷àå ïðÿìîãî çàäàíèÿ çàêîíàñâÿçè σa = σa(w), ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåì ñèíãóëÿðíûõíåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.Ïàðàìåòð η îïðåäåëÿåòñÿ èç äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ ìèíèìóìà íàïðÿæåíèÿñöåïëåíèÿ â òî÷êå ìàêñèìóìà ðàñêðûòèÿ w(x). Àìïëèòóäà w0 îñòàåòñÿ ñâîáîäíûìïàðàìåòðîì â ñèëó çàëîæåííîé â ìîäåëü íåîïðåäåëåííîñòè óêàçàííîãî çàêîíà.Îäíàêî, ïðè íàëè÷èè àïðèîðíîé èí�îðìàöèè îá ýòîì çàêîíå ýòîò ïðîèçâîë ìîæíîïûòàòüñÿ ëèêâèäèðîâàòü, ïðèáëèæåííîé ïîäãîíêîé ïîëó÷åííîãî îáùåãî ðåøåíèÿïîä êîíêðåòíûé çàêîí. Êðèòåðèé ïðåâðàùåíèÿ ÎÇ â ìèêðîòðåùèíó ïî àíàëîãèè ñèçâåñòíûì δc-êðèòåðèåì â òåîðèè íåèäåàëüíûõ òðåùèí åñòü îáðàùåíèå â íóëü ñèëñöåïëåíèÿ â òî÷êå X = Xm = −η, ãäå ðàñêðûòèå èìååò çàäàííûé ìàêñèìóì wc,ïàðàìåòð ìàòåðèàëà, è ïåðåïèñûâàåòñÿ òàê

w0 = wc ⇐⇒ σa(Xm) = 0. (2)Óñëîâèå (2) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ÿâíîãî îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíîé íàãðóçêè òàêîãîïðåâðàùåíèÿ.Ïî-âèäèìîìó Áðîáåðã ïåðâûì îáðàòèë âíèìàíèå íà ìåõàíèçì îáðàçîâàíèÿìèêðîäå�åêòîâ âïåðåäè ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ òðåùèíû è ïîñëåäóùåãî èõ ñëèÿ-íèÿ [5℄. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå íàáëþäåíèÿ ïîäòâåðäèëè ýòó ãèïîòåçó. Âçàèìîäåé-ñòâèå äëèííîé òðåùèíû è ÎÇ ìàëîé äëèíû � îäèí èç âîçìîæíûõ ñöåíàðèåâ ïðå-ðûâèñòîãî äâèæåíèÿ òðåùèíû, êîãäà îíî çàäåðæèâàåòñÿ ïðî÷íûì ýëåìåíòîì ìèê-ðîñòðóêòóðû, à âïåðåäè çà áàðüåðîì �îðìèðóåòñÿ ÎÇ.�àñìîòðåíî âçàèìîäåéñòâèå ïîëóáåñêîíå÷íîé òðåùèíû ñ êîðîòêîé ÎÇ äëèíû ℓ÷åðåç ðàçäåëÿþùèé èõ áàðüåð ìàëîé øèðèíû d [2, 3℄. Íà áåðåãà òðåùèíû äåé-ñâóþò ðàñòÿãèâàþùèå ñèëû Σ íà ¾áîëüøîì¿ ðàññòîÿíèè L è ñèëû ñöåïëåíèÿ íà¾ìàëîì¿ ðàññòîÿíèè ℓ0 îò âåðøèíû. Èç ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êðèòè÷åñêàÿ íà-ãðóçêà ïðåâðàùåíèÿ ÎÇ â òðåùèíó Σc è ìèíèìàëüíàÿ íàãðóçêà Σ∗, ïðè êîòîðîéïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå áàðüåðà ñîãëàñíî êðèòåðèþ Íåéáåðà�Íîâîæèëîâà. Êàêîéèç ñöåíàðèåâ ðåàëèçóåòñÿ: ðàçðóøàåòñÿ áàðüåð è òðåùèíà ïîãëîùàåò ÎÇ (Σc > Σ∗)



Êîíöåïöèÿ îñëàáëåííîé çîíû è ïðî÷íîñòü ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ òåë 307èëè ñíà÷àëà ÎÇ òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â òðåùèíó è ýòî óñèëèâàåò âîçäåéñòâèå íà áà-ðüåð çàâèñèò îò íàáîðà çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ. Ïî äëèíå àäãåçèîííûå ñèëû σa(x)ìåíÿþòñÿ çíà÷èòåëüíî, â íåñêîëüêî ðàç, åñëè ÎÇ ðàñïîëîæåíà áëèçêî ê âåðøèíåòðåùèíû, � ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî îíà ïîãðóæåíà â ñóùåñòâåííî íåñèììåòðè÷íîåâíåøíåå ïîëå íàïðÿæåíèé. Ýòî âûçûâàåò íåñèììåòðèþ åå ðàñêðûòèÿ, ÷òî ó÷òåíîïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ÎÇ (1). Ìàêñèìóì σa(x) â áëèæàéøåé ê òðåùèíå âåðøèíåÎÇ ñëàáî çàâèñèò îò äëèíû ÎÇ ℓ è ñóùåñòâåííî � îò øèðèíû áàðüåðà d. Èç ðåøå-íèÿ ìîæíî ðàññ÷èòàòü çàêîí äå�îðìèðîâàíèÿ ñâÿçåé σa = σa(w). Ýòà çàâèñèìîñüîêàçàëàñü áëèçêà ê ëèíåéíîé ñ ìàëûì èñêàæåíèåì âáëèçè âåðøèí ÎÇ.�àññìîòðåíà òàêæå çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè äâóõ ìåæ�àçíûõ ÎÇ ðàçíîé äëè-íû, ïîãðóæåííûõ âî âíåøíåå ïîëå ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé. Îíà ðåøàåòñÿñ òåìè æå öåëÿìè è â ðàìêàõ òîé æå ìîäåëè ÎÇ (1), ÷òî è ïðåäûäóùàÿ çàäà-÷à î âçàèìîäåéñòâèè òðåùèíû è ÎÇ. Îïðåäåëåíèþ ïîäëåæàò óæå äâà ïåðåìåòðàíåñèììåòðèè η1 è η2. Ïî õîäó ðåøåíèÿ òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ êðèòè÷åñêàÿ íàãðóç-êà ïðåâðàùåíèÿ îäíîé èç ÎÇ â òðåùèíó è ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà ðàçðûâà áàðüåðàìåæäó íèìè.Ìåëêîçåðíèñòûå òåëà è, îñîáåííî, íàíîñòðóêòóðû èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ â íà-ñòîÿùåå âðåìÿ èç-çà èõ óíèêàëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ, òàêèõ êàê òâåðäîñòü,ïðî÷íîñòü, ñâåðõïëàñòè÷íîñòü. Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ìîäåëèðîâàíèþçàðîæäåíèÿ, íàêîïëåíèÿ è ñëèÿíèÿ äå�åêòîâ â òàêèõ òåëàõ, âêëþ÷àÿ ìåòîäû ìî-ëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. Òàê, íàïðèìåð, ïðåäëîæåíà ìîäåëü íàêîïëåíèÿ íàíòðåùèíïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè ïîëèêðèñòàëëà ïðè óñëîâèè, ÷òî êðèòè÷åñêèå íàïðÿ-æåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ êàê â çàäà÷å î åäèíè÷íîé òðåùèíå îòðûâà [6℄.Äðóãîé ïîäõîä [7℄ îñíîâàí íà ïðåäïîëîæåíèè î ïîÿâëåíèè îñëàáëåííûõ çîí íàãðàíÿõ êðèñòàëëîâ â ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîì òåëå. �àññìàòðèâàÿ ðàçíûå ìàñøòà-áû, â äîïîëíåíèå ê ðåçóëüòàòàì [1℄ ââîäèòñÿ ñòåïåííîé çàêîí ñâÿçè êðèòè÷åñêîãîðàñêðûòèÿ ñ ïîëóäëèíîé ãðàíè a. Êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà ïåðåõîäà ÎÇ â òðåùèíóäàåòñÿ �îðìóëîé ñ òîé æå çàâèñèìîñòüþ îò a: σc = ka−γ. Èñõîäÿ èç çàäàííûõðàñïðåäåëåíèé ãðàíåé ïî äëèíàì è ïî îðèåíòàöèè è èñïîëüçóÿ êðèòåðèé �îðìè-ðîâàíèÿ ìàêðîòðåùèíû ñîãëàñíî òåîðèè ïåðêîëÿöèè, ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿêîíöåíòðàöèé òðåùèí îòðûâà è ñäâèãà ïðè äâóõîñíîì ðàñòÿæåíèè è ïðåäëîæåíàëãîðèòì ðàñ÷åòà ïðî÷íîñòè ïîëèêðèñòàëëà.Ñ öåëüþ êàëèáðîâêè ìîäåëè èñïîëüçîâàíû äàííûå î ïðî÷íîñòè ìèêðî-íàíî-êðèñòàëëè÷åñêîé ìåäè â äâóõ îïûòàõ ñ õàðàêòåðíûìè äëèíàìè ãðàíåé, ðàçëè÷à-þùèìèñÿ íà äâà ïîðÿäêà: 2a1 = 5 ìêì è 2a2 = 0.059 ìêì è ìàãíèåâîãî ñïëàâàMg 5% Al 5% Nd (a1 = 1 ìêì è a2 = 0.05 ìêì) ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè [8, 9℄.�àññ÷èòàííûå ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà γ äëÿ ìåäè èìàãíèåâîãî ñïëàâà îêàçàëèñü áëèçêèìè: γ = 0.25 è 0.24.Èòàê, ïðåäëîæåí îáùèé ïîëóîáðàòíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ äëÿ óïðóãîãîòåëà ñ îñëàáëåííûìè çîíàìè, â ÷àñòíîñòè, ïîãðóæåííûìè â ñóùåñòâåííî íåñèì-ìåòðè÷íîå ïîëå íàïðÿæåíèé. Îí îñíîâàí íà àïðèîðíîì çàäàíèè ñêà÷êà ñìåùåíèéâ îáëàñòè ÎÇ â âèäå äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé áàçèñíîé �óíêöèè, ó÷èòûâàþùåé îñ-íîâíûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ íàïðÿæåíèé è ñìåùåíèé â êîíöåâûõ îáëàñòÿõ èíåñèììåòðèþ. Ïðåèìóùåñòâî ýòîãî ïîäõîäà � íåçàâèñèìîñòü îò êîíêðåòíîé �è-çè÷åñêîé ïðèðîäû ñèë àäãåçèè, âîçìîæíîñòü ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîãî èññëåäîâà-



308 Ñèìîíîâ È.Â.íèÿ çàêîíîìåðíîñòåé âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåì òðåùèíîïîäîáíûõ äå�åêòîâ. Íåäî-ñòàòîê � ïðèáëèæåííîñòü, óñòðàíèìàÿ äîáàâëåíèåì ÷ëåíîâ áîëåå âûñîêîãî ïî-ðÿäêà. Ïîäõîä àïðîáèðîâàí â çàäà÷àõ âçàèìîäåéñòâèÿ äëèííîé òðåùèíû è ìàëîéÎÇ, à òàêæå äâóõ ÎÇ, ãäå ïðåäåëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ìîìåíò ïåðåõîäàÎÇ â èíîå êà÷åñòâî � òðåùèíó èëè ñîñòîÿíèå, ïðåäøåñòâóþùåå ðàçðóøåíèþ áà-ðüåðà ìåæäó äå�åêòàìè. Àíàëèç ýòèõ ñèòóàöèé ïîëåçåí äëÿ ïîíèìàíèÿ ÿâëåíèÿïðåðûâèñòîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèí â ìàòåðèàëàõ ñî ñòðóêòóðîé. Âàæíî ÷òîïðè àíàëèçå ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ íå ïîëó÷åíî �èçè÷åñêèõ ïðîòèâîðå÷èé. Ñëåäî-âàòåëüíî, ïîäõîä â êàêîé-òî ìåðå îïðàâäàí. Îòìåòèì, ÷òî ïóòü ïðÿìîãî çàäàíèÿçàâèñèìîñòè ñèë ñöåïëåíèÿ îò ðàñêðûòèÿ ïðèâîäèò ê ìàòåìàòè÷åñêèì ñëîæíî-ñòÿì, ê ëèøåíèþ èçÿùíîñòè ðåøåíèÿ è ïðîñòîòû ïîíèìàíèÿ ðåçóëüòàòà.�àáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà Ïðîãðàììîé Ïðåçèäèóìà �ÀÍ � 11.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Simonov I.V., Karihaloo B. L. When does an adhesively bonded weak zone be
ome thenu
leus of a 
ra
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t. V. 37. � 46-47. pp. 7055�7069.[2℄ Ñèìîíîâ È. Â. Ìîäåëü íåñèììåòðè÷íîé îñëàáëåííîé çîíû â çàäà÷àõ âçàèìîäåé-ñòâèÿ òðåùèíîïîäîáíûõ äå�åêòîâ â óïðóãîé ñðåäå // Äîêë. �ÀÍ. 2004. Ò. 398. � 5.Ñ. 625�629.[3℄ Simonov I.V., Karihaloo B. L. Dislo
ation model of an asymmetri
 weak zone forproblems of intera
tion between 
ra
k-like defe
ts // Philos. Magazin. 2005. V. 85. � 17.pp. 1847�1864.[4℄ Âàâàêèí À.Ñ., Êîçûðåâ Þ.È., Ñàëãàíèê �.Ë. Íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñî-ñòîÿíèå âáëèçè êîí÷èêà òðåùèíû â ïîëèìåòèëêðèëàòå // Èçâ. �ÀÍ. ÌÒÒ. 1969.� 2. C. 111�120.[5℄ Broberg K. B. On behaviour of the pro
ess region at a fast running 
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k tip // Pro
.IUTAM Symposium �High Velo
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i. 2003. V. 4. pp. 65�69.[7℄ Ñèìîíîâ È. Â. Îñëàáëåííûå çîíû è ïðî÷íîñòü ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîãî òåëà // Äîêë.�ÀÍ. 2004. Ò. 398. � 5. Ñ. 625�629.[8℄ Bansal S., Saxena A., Hartwig T., Tummala R.R. // Pro
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 body. The approa
h is used within problems of 
ra
klike defe
ts intera
tion and whileanalyzing the strength of a poly
rystal using per
olation theory.



ÏÀÒÎËÎ�È×ÅÑÊÀß ÈÇÂÈÒÎÑÒÜ À�ÒÅ�ÈÉ È ÂÎÇÌÎÆÍÛÅÌÅÒÎÄÛ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß Ï�ÎÖÅÑÑÀ ÅÅ ÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈßÑîêîëîâ À.Â.Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìîòðåíî ÿâëåíèå ïàòîëîãè÷åñêîé èçâèòîñòè ïîçâîíî÷íûõ àðòåðèé è âîçìîæíûåìåõàíè÷åñêèå ïðè÷èíû åå âîçíèêíîâåíèÿ. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ðî-ëè ðàçëè÷íûõ ìåõàíè÷åñêèõ �àêòîðîâ â ïðîöåññå âîçíèêíîâåíèÿ ïàòîëîãè÷åñêîé èçâèòî-ñòè è íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â ñòåíêå ñîñóäà ñ ïàòîëîãèåé ðàññìîòðåíñëó÷àé äå�îðìàöèè ïðîñòðàíñòâåííîãî èçãèáà ïîëîãî íåëèíåéíî óïðóãîãî ñîñóäà, íàãðó-æåííîãî âíóòðåííèì ãèäðîñòàòè÷åñêèì äàâëåíèåì.1. Ïàòîëîãè÷åñêàÿ èçâèòîñòü ïîçâîíî÷íûõ àðòåðèé. Îäíèì èç íàèáîëååìàëîèçó÷åííûõ çàáîëåâàíèé ñîííûõ è ïîçâîíî÷íûõ àðòåðèé ÿâëÿåòñÿ ïàòîëîãè-÷åñêàÿ èçâèòîñòü. Ó êàæäîãî òðåòüåãî óìåðøåãî îò èíñóëüòà íàõîäèëè ïàòîëîãè-÷åñêèå èçãèáû ñîííûõ èëè ïîçâîíî÷íûõ àðòåðèé. Êðîìå òîãî, îñòðàÿ è õðîíè÷å-ñêàÿ íåäîñòàòî÷íîñòü êðîâîîáðàùåíèÿ ãîëîâíîãî ìîçãà ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíàíå òîëüêî àòåðîñêëåðîòè÷åñêèìè ñòåíîçàìè, íî è íàëè÷èåì ïåðåãèáîâ è ïåòåëüâíóòðåííèõ ñîííûõ è (èëè) ïîçâîíî÷íûõ àðòåðèé. Ïðè÷èíà èçâèòîñòåé ÷àùå âñå-ãî âðîæäåííàÿ, íî íåðåäêî óäëèíåíèå àðòåðèè ðàçâèâàåòñÿ ïðè ãèïåðòîíè÷åñêîéáîëåçíè. Ñðåäè ïðè÷èí âîçíèêíîâåíèÿ ïàòîëîãè÷åñêîé èçâèòîñòè ìîæíî óêàçàòüñëåäóþùèå [1℄:- ñåðäöå íå äî êîíöà îïóñêàåòñÿ â ñðåäîñòåíèå â ïåðèîä âíóòðèóòðîáíîãî ðàç-âèòèÿ;- êîìïðåññèÿ àðòåðèè ìûøå÷íûìè ñòðóêòóðàìè è ñîåäèíèòåëüíîòêàííûìè ïå-ðåòÿæêàìè, ïðîèñõîæäåíèå êîòîðûõ äî ñèõ ïîð íå âïîëíå ïîíÿòíî;- óêîðî÷åíèå øåè âñëåäñòâèå îñòåîïîðîçà øåéíûõ ïîçâîíêîâ è äåãåíåðàòèâíûõèçìåíåíèé ìåæïîçâîíêîâûõ äèñêîâ ïðè îñòåîõîíäðîçå;- âîçìîæåí òàêæå íàñëåäñòâåííûé õàðàêòåð çàáîëåâàíèÿ.�àçëè÷àþò òðè âèäà ïàòîëîãè÷åñêîé èçâèòîñòè [2℄, [3℄:1. Èçâèòîñòü � èìåþòñÿ èçãèáû àðòåðèé C è S-îáðàçíîé �îðìû2. Êèíêèíã � èìåþòñÿ ïåðåãèáû óäëèíåííûõ àðòåðèé ïîä îñòðûì óãëîì (àí-ãóëÿöèÿ)3. Êîéëèíã � èìååòñÿ óäëèíåíèå àðòåðèé â âèäå ïåòåëü è ñïèðàëåé.Íàèáîëåå îïàñíûìè âèäàìè ÿâëÿþòñÿ ïåðåãèá è ïåòëÿ. Â îáëàñòè ìàêñèìàëü-íîãî èçãèáà âîçíèêàåò õàîòè÷íûé õàðàêòåð êðîâîòîêà, ÷òî ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþäàâëåíèÿ êðîâè íèæå ïåðåãèáà è ñîîòâåòñòâåííî ê ñíèæåíèþ êðîâîòîêà ïî ìîç-ãîâûì àðòåðèÿì. Â òîæå âðåìÿ èç âðà÷åáíîé ïðàêòèêè èçâåñòíî [4℄, ÷òî �îðìàèçâèòîñòè â çàâèñèìîñòè îò óãëà çðåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò ïëàâíî ìåíÿòüñÿîò C- è S-îáðàçíîé èçâèòîñòè äî ñëîæíîé ïîëíîé ïåòëè. Óãîë èçâèòîñòè òàêæå ìå-íÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò �àçû ïóëüñîâîé âîëíû (ñèñòîëà, äèàñòîëà) è ñèñòåìíîãîäàâëåíèÿ êðîâè. Èç àíàëèçà ïðè÷èí âîçíèêíîâåíèÿ ïàòîëîãè÷åñêîé èçâèòîñòè ñ



310 Ñîêîëîâ À.Â.òî÷êè çðåíèÿ ìåõàíèêè ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îñíîâíûì �àêòîðîì, ïðèâîäÿ-ùèì ê âîçíèêíîâåíèþ ïàòîëîãèè, ÿâëÿþòñÿ ¾ïîäæàòèå¿ ñîñóäà âñëåäñòâèå ïàòîëî-ãè÷åñêèõ èçìåíåíèé èëè àíîìàëèè ðàçâèòèÿ îêðóæàþùèõ åãî îðãàíîâ è òêàíåé èâûçûâàåìàÿ èì ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè êðîâåíîñíîãî ñîñóäà. Èçó÷åíèå íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî èçãèáà íà ìîäåëè êðóïíîãî àð-òåðèàëüíîãî ñîñóäà äîëæíî ïðèâåñòè ê áîëåå ãëóáîêîìó ïîíèìàíèþ ìåõàíèçìîâïðîöåññà îáðàçîâàíèÿ ïàòîëîãè÷åñêîé èçâèòîñòè àðòåðèé. Â íàñòîÿùèé ìîìåíòÿâëåíèå îáðàçîâàíèÿ ïàòîëîãè÷åñêîé èçâèòîñòè êàê ïðîöåññà óïðóãîãî äå�îðìè-ðîâàíèÿ êðîâåíîñíîãî ñîñóäà åùå íåäîñòàòî÷íî èññëåäîâàíî. Ñîâðåìåííûå èññëå-äîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè (íàïðèìåð [5℄) ÿâëÿþòñÿ ëèøü ïåðâîé ñòóïåíüþ ïðèáëè-æåíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåàëüíîãî îáúåêòà â æèâîì îðãàíèçìå. Â ðàáîòå [5℄ íå ó÷èòû-âàþòñÿ íè ñóùåñòâåííàÿ íåëèíåéíîñòü óïðóãèõ ñâîéñòâ àðòåðèàëüíîé ñòåíêè, íèïðîñòðàíñòâåííûé õàðàêòåð ãåîìåòðèè ïàòîëîãè÷åñêîé èçâèòîñòè.2. Çàäà÷à ïðîñòðàíñòâåííîãî èçãèáà íåëèíåéíî óïðóãîãî ïîëîãî öè-ëèíäðà ïðè íàëè÷èè âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ. �àññìîòðèì óïðóãîå òåëî, âîòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè èìåþùåå �îðìó ïîëîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà âíóòðåí-íèì ðàäèóñîì r0 è âíåøíèì ðàäèóñîì r1. Â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè ââåäåì áàçèñöèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò {r, ϕ, z}, îñü Oz ïàðàëëåëüíà îáðàçóþùåé öèëèíäðà.�àññìîòðèì äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî äå�îðìàöèé, îïèñûâàþùåå ïðî-ñòðàíñòâåííûé èçãèá öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà [6℄:
X1 = u1(r, ϕ) + lz

X2 = u2(r, ϕ) cosω z − u3(r, ϕ) sinω z (1)
X3 = u2(r, ϕ) sinω z + u3(r, ϕ) cosω zÇäåñü uk(r, ϕ) k = 1, 2, 3 � íåèçâåñòíûå �óíêöèè, ω, l � íåêîòîðûå çàäàííûå ïà-ðàìåòðû. Â äàííîì ñëó÷àå òåíçîð ãðàäèåíòà äå�îðìàöèè C ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-ëåí â âèäå C(r, ϕ, z) = Csk(r, ϕ)esjk, ãäå s, k = 1, 2, 3, j1 = cosϕ e1 − sinϕ e2, j2 =

(sinϕ e1 +cosϕ e2) cosω z+ez sinω z, j3 = −(sinϕ er +cosϕ eϕ) sinω z+ez cosω z,
ek � îðòû áàçèñà öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè, jk �îðòû áàçèñà äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò â òåêóùåé êîí�èãóðàöèè.Î÷åâèäíî, ÷òî ìåðà äå�îðìàöèè Êîøè

G(r, ϕ, z) = Gsk(r, ϕ)esek = CsmCkmesekíå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû z.Òàê êàê óïðóãîå òåëî îäíîðîäíî ïî êîîðäèíàòå z, òî òåíçîð íàïðÿæåíèé Êèðõ-ãî�à, à, ñëåäîâàòåëüíî, è òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû D = P ·C áóäóò �óíêöèÿìèòîëüêî êîîðäèíàò (r, ϕ) ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé òðóáû. Òàêèì îá-ðàçîì, ïðåäïîëîæåíèÿ (1) î âèäå äå�îðìàöèè öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà ïðèâîäÿòèñõîäíóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ çàäà÷ó ê äâóìåðíîé íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿñå÷åíèÿ áðóñà.Äëÿ äàííîé çàäà÷è óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñèñòåìûòðåõ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òðåõ �óíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ uk(r, ϕ),
k = 1, 2, 3:

∂D11

∂r
+

1

r

∂D21

∂ϕ
− ω D33 sinϕ = 0,



Ïàòîëîãè÷åñêàÿ èçâèòîñòü àðòåðèé è âîçìîæíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ 311
∂D12

∂r
+

1

r

∂D22

∂ϕ
− ω D33 cosϕ = 0,

∂D13

∂r
+

1

r

∂D23

∂ϕ
+ ω( D32 cosϕ−D31 sinϕ) = 0.�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âíåøíÿÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðè÷åñêîé òðóáû ñâî-áîäíà îò íàãðóçîê, à âíóòðåííÿÿ çàãðóæåíà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì ãèäðî-ñòàòè÷åñêèì äàâëåíèåì. Â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:i) Íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè:

D11|γ0 = D12|γ0 = D13|γ0 = 0.ii) Íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè:
D11|γ1 = −fB11|γ1 ,

D12|γ1 = −fB12|γ1 ,
D13|γ1 = −fB13|γ1 .Çäåñü Bij � êîìïîíåíòû òåíçîðà, îáðàòíîãî ãðàäèåíòó äå�îðìàöèè; f � âåëè-÷èíà (èíòåíñèâíîñòü) âíóòðåííåãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ; γ0, γ1 � âíåøíèéè âíóòðåííèé ãðàíè÷íûå êîíòóðû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.Áîëåå ïîäðîáíî ïîñòàíîâêà äàííîé çàäà÷è ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå [7℄.�àññìîòðèì êðàåâûå óñëîâèÿ íà òîðöàõ áðóñà. Âû÷èñëèì ãëàâíûé âåêòîð Fè ãëàâíûé ìîìåíò M ñèë, äåéñòâóþùèõ â ïðîèçâîëüíîì ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè öè-ëèíäðè÷åñêîé òðóáû, èñïûòûâàþùåé äå�îðìàöèþ âèäà (1), â ñëó÷àå, êîãäà âíåø-íÿÿ åå ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíàÿ îò íàãðóçîê, à âíóòðåííÿÿ çàãðóæåíà ðàâíîìåðíîðàñïðåäåëåííûì ãèäðîñòàòè÷åñêèì äàâëåíèåì. Â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè ââåäåìäåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, îñü x3 êîòîðîé ïàðàëëåëüíàÿ îñè öèëèíäðè÷åñêîéòðóáû.

F =

∫∫

σ

i3 · Ddσ +

∮

γ1

n1 ·Ddγ = (F1 + P1)i1+(F2 + P2)j2 + (F3 + P3)j3,ãäå n1 � âåêòîð ïîëîæèòåëüíîé íîðìàëè ê âíóòðåííåìó ãðàíè÷íîìó êîíòóðó γ1,
Fk =

∫∫
σ

D3kdσ, Pk =
∮
γ1

[−f(n1
1B1k + n1

2B2k)], k =1,2,3.Èñïîëüçóÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ F(a) = F(b) ÷àñòè öèëèíäðè÷åñêîéòðóáû, îãðàíè÷åííîé áîêîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè è ñå÷åíèÿìè x3 = a, x3 = b, ãäå aè b � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
s2(F2 + P2) − s3(F3 + P3) = 0, s3(F2 + P2) + s2(F3 + P3) = 0, (2)ãäå s2 = cosω b− cosω a, s3 = sinω b− sinω a.Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (2) îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí F2 + P2 è F3 + P3 îòëè÷åíîò íóëÿ, ñëåäîâàòåëüíî, F2 + P2 = F3 + P3 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíûé âåêòîðñèë â ñå÷åíèè ïðè äå�îðìàöèè öèëèíäðè÷åñêîé òðóáû ïîä âíóòðåííèì äàâëåíèåìâèäà (1) îäèíàêîâ äëÿ âñåõ ñå÷åíèé x3 = const è íàïðàâëåí âäîëü îñè X1.



312 Ñîêîëîâ À.Â.Âû÷èñëèì ãëàâíûé ìîìåíò M ñèë â ñå÷åíèè x3 = const îòíîñèòåëüíî íåêîòî-ðîé òî÷êè íà îñè X2 = X3 = 0. Òàê êàê, ãëàâíûé âåêòîð ïàðàëëåëåí òàêîé îñè,ìîìåíò íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè ïðèâåäåíèÿ íà îñè X1, è ìîæåò áûòü âû÷èñëåíîòíîñèòåëüíî òî÷êè X1 = X2 = X3 = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî F2 + P2 = F3 + P3 = 0,ïîëó÷àåì:
M(x3) = −

∫∫

σ

i3 · D ×Xdσ−
∮

γ1

n1 · D ×Xdγ = (M1+T1)i1+(M2+T12)j2+(M3+T3)j3,ãäå
M1 = −

∫∫

σ

(D32u3 −D33u2)dσ,

M2 = −
∫∫

σ

(D31u3 −D33u1)dσ,

M3 = −
∫∫

σ

(D31u2 −D32u1)dσ,

T1 =

∮

γ1

f
[
u3(n

1
1F12 + n1

2F22) − u2(n
1
1F13 + n1

2F23)
]
dγ,

T2 =

∮

γ1

f
[
u1(n

1
1F13 + n1

2F23) − u3(n
1
1F11 + n1

2F21)
]
dγ,

T3 =

∮

γ1

f
[
u2(n

1
1F11 + n1

2F21) − u1(n
1
1F12 + n1

2F22)
]
dγ.Ñîãëàñíî âûøåïðèâåäåííûì ñîîòíîøåíèÿì, âåëè÷èíûMk,Tk ( k =1,2,3) ïîñòî-ÿííû. Èç óñëîâèÿ áàëàíñà ìîìåíòîâ âñåõ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê ó÷àñòêó öèëèíäðà,çàêëþ÷åííîìó ìåæäó ïëîñêîñòÿìè x3 = a è x3 = b, ïîëó÷àåì:

s2(M2 + T2) − s3(M3 + T3) = 0, s3(M2 + T2) + s2(M3 + T3) = 0.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî M2 + T2 = M3 + T3 = 0.3. Çàêëþ÷åíèå. Èòàê, ðåàëèçàöèÿ äå�îðìàöèè (1) öèëèíäðè÷åñêîé òðóáû ïîääåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ òðåáóåò ïðèëîæåíèÿ ê åå òîðöàì ñèñòåìû ñèë,ñòàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîé ñèëå F1 è ìîìåíòó M1, äåéñòâóþùèì â òî÷êå îñè âèí-òîâîé ëèíèè, â êîòîðóþ ïðåâðàùàåòñÿ ïîñëå äå�îðìàöèè îáðàçóþùàÿ öèëèíäðà,è íàïðàâëåííûì âäîëü ýòîé îñè.Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìåõàíè÷åñêèõ ïðè÷èí âîçíèêíîâåíèÿ ïàòîëîãè÷åñêîéèçâèòîñòè ïîçâîíî÷íûõ àðòåðèé ÷åëîâåêà, ñðåäè êîòîðûõ êîìïðåññèÿ îêðæàþùè-ìè âíóòðåííèìè òêàíÿìè è îðãàíàìè è ïàòîëîãè÷åñêèå èçìåíåíèÿ øåéíûõ ïî-çâîíêîâ è ìåæïîçâîíî÷íûõ äèñêîâ, è âíåøíèõ íàãðóçîê ïðè äå�îðìàöèè ïðî-ñòðàíñòâåííîãî èçãèáà ïîëîãî öèëèíäðà ïîêàçûâàåò êà÷åñòâåííóþ èäåíòè÷íîñòüâîçäåéñòâèé. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è ïðîñòðàíñòâåííîãî èçãèáà ïîëîãî
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Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ Ï�ÎÖÅÄÓ�Û ÂÎÑÏÎËÍÅÍÈß ÍÀÏ�ßÆÅÍÈÉÏ�È �ÅØÅÍÈÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ Ê�ÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×ÌÅÕÀÍÈÊÈ ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÓÅÌÎ�Î ÒÂ��ÄÎ�Î ÒÅËÀÌÅÒÎÄÎÌ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂÑòîëáîâà Î.Ñ., �îãîâîé À.À.Èíñòèòóò ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ÓðÎ �ÀÍ, ÏåðìüÄëÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû âîñïîëíåíèÿ íàïðÿ-æåíèé, îñíîâàííàÿ íà îïðåäåëåíèè óçëîâûõ ñèë ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû æ¼ñòêîñòè, ïîëó÷åí-íîé ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, çàïèñàííîãîâ íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè. Ïî íàéäåííûì èç ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïåðåìåùåíè-ÿì â óçëàõ ñåòêè è ïðè èçâåñòíûõ ìàòðèöàõ æ¼ñòêîñòè ýëåìåíòîâ ñòðîÿòñÿ âåêòîðûïðèâåäåííûõ ê óçëàì óñèëèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòè óçëîâûå ñèëû îïðåäåëÿþòñÿ ÷å-ðåç íåèçâåñòíûå ðàñïðåäåëåííûå ïî ïîâåðõíîñòè ýëåìåíòà óñèëèÿ è çàäàííûå �óíêöèè�îðìû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâî-ãî ðîäà äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ óñèëèé. Ïðè íàéäåííûõ çíà÷åíèÿõ óñèëèé íàïîâåðõíîñòÿõ ñåòêè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (â òîì ÷èñëå è â óçëàõ) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíî-øåíèé Êîøè äëÿ íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèéÏèîëà�Êèðõãî�à ïåðâîãî ðîäà â óçëàõ. Ëèíåàðèçîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî òåíçîðàïîçâîëÿåò íàéòè âñå ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì îò ïðèðàùåíèÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèéáåç èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàöèè äè��åðåíöèðîâàíèÿ.1. Ââåäåíèå.Â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè êðàåâûõçàäà÷ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îñóùåñòâëÿåòñÿâàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì �óíêöèîíàëà Ëàãðàíæà. Îíàèìååò ìèíèìàëüíîå ñðåäè âñåõ ïîñòàíîâîê êîëè÷åñòâî âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ èïðèâîäèò ê äîâîëüíî õîðîøåé àïïðîêñèìàöèè ïîëÿ ïåðåìåùåíèé, íî ê çíà÷èòåëü-íî õóäøåé àïïðîêñèìàöèè ïîëÿ íàïðÿæåíèé, ÷òî ñâÿçàíî ñ äè��åðåíöèðîâàíèåì�óíêöèé.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû âîñïîëíåíèÿ íàïðÿæåíèé(ñîãëàñíî ïðèíÿòîé â [1℄ òåðìèíîëîãèè) â ðàìêàõ ïîñòàíîâêè Ëàãðàíæà, íåðàâíî-çíà÷íûå êàê ïî òî÷íîñòè, òàê è ïî ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè. Ïðîöåäóðà âîñïîëíåíèÿíàïðÿæåíèé, èçëîæåííàÿ ðàíåå â [2℄ è ïðîèëëþñòðèðîâàííàÿ íà çàäà÷å ëèíåéíîéòåîðèè óïðóãîñòè, ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïîëÿ íàïðÿæåíèé ñ òîé æå òî÷íîñòüþ (òî-ãî æå ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè), ÷òî è ïîëÿ ïåðåìåùåíèé. Â äàííîé ðàáîòå èç-ëàãàþòñÿ îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ýòîãî ïîäõîäà ïðè ðåøåíèè ÌÊÝ êðàåâûõ çàäà÷íåëèíåéíîé ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà.2. Ïðîöåäóðà âîñïîëíåíèÿ íàïðÿæåíèé.�àññìîòðèì âàðèàöèîííóþ ïîñòàíîâêó êðàåâîé çàäà÷è ìåõàíèêè äå�îðìèðóå-ìîãî òâåðäîãî òåëà â �îðìå Ëàãðàíæà â íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè
∫

S0

Q0 · δU dS0 +

∫

V0

ρ0K · δU dV0 −
∫

V0

PI ·· δFdV0 = 0, (1)



Ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû âîñïîëíåíèÿ íàïðÿæåíèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ÌÊÝ 315ãäå Q0 � âåêòîð ñèë, ïðèâåäåííûõ ê ïîâåðõíîñòè S0, îãðàíè÷èâàþùåé îáúåì V0 âíà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè, U � âåêòîð ïåðåìåùåíèé èç íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè âòåêóùóþ, ρ0 � ïëîòíîñòü ìàññû â íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè, K � âåêòîð ìàññîâûõñèë, PI � òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëà-Êèðõãî�à ïåðâîãî ðîäà (íåñèììåòðè÷íûé),F � ãðàäèåíò ìåñòà, δ � ñèìâîë âàðèàöèè.Îñóùåñòâèì ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ óðàâíåíèÿ (1) ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåí-òîâ (ñì., íàïðèìåð, [3℄). Àïïðîêñèìèðóåì âåêòîð ïåðåìåùåíèé U â îáëàñòè V0÷åðåç åãî çíà÷åíèÿ Uk â óçëå k è �óíêöèè �îðìû ψk(j) äëÿ òîãî æå k-ãî óçëà j-ãîýëåìåíòà � �èíèòíûå �óíêöèè, íîñèòåëåì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îáúåì (ïëîùàäü)êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ñ íîìåðîì j, ò. å. V (j )
0 :

U =

n∑

k=1

Uk

( m∑

j=1

j ∈MV0
k

ψk(j )

)
. (2)Çäåñü MV0

k � ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ k-é óçåë â îáúåìå V0, nè m � ÷èñëî óçëîâ è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåëè-íåéíûõ âåêòîðíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé â óçëàõ ñåòêè Uk.Âûáåðåì âíóòðè òåëà äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü l0, äåëÿùóþ òåëî íà äâå÷àñòè è îáðàçîâàííóþ ïîâåðõíîñòÿìè ïðèìûêàþùèõ ê íåé äâóõ ñëîåâ êîíå÷íûõýëåìåíòîâ (óçëû ýòèõ ýëåìåíòîâ, âûõîäÿùèå íà ïîâåðõíîñòü l0, îáðàçóþò ìíîæå-ñòâî Nl0). Îäíó ÷àñòü òåëà îòáðîñèì, à åå ñèëîâûì âîçäåéñòâèåì íà îñòàâøóþñÿáóäåò âåêòîð íåèçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåííîãî óñèëèÿ Pl0 , êîòîðûé, â ñîîòâåòñòâèèñ îáû÷íîé ïðîöåäóðîé ÌÊÝ, ïðèâîäèòñÿ ê óçëàì, ñîñòàâëÿþùèì ìíîæåñòâî Nl0(äëÿ k-òîãî óçëà ýòî áóäåò ñóììà èíòåãðàëîâ ïî ïîâåðõíîñòÿì ïðèìûêàþùèõ êýòîìó óçëó ýëåìåíòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ïîâåðõíîñòü l0, ñ ïîäûíòåãðàëüíûìè âûðà-æåíèÿìè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà Pl0 íà �óíêöèþ �îðìû ψk(j ) äëÿ k-òîãîóçëà j-ãî ýëåìåíòà). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî ïðèâåäåííîå ê óçëó óñèëèå îïðåäåëÿ-åòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû æ¼ñòêîñòè äëÿ ýòîãî óçëà íà íàéäåííûé â ðåçóëü-òàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è âåêòîð óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé. Â èòîãå ïðèõîäèì ê ñèñòåìåèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà, îïðåäåëÿþùåé âåêòîð Pl0.Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû àïïðîêñèìèðóåì èñêîìûå ïîäûíòåãðàëüíûå�óíêöèè òåìè æå �óíêöèÿìè �îðìû, ÷òî è ïåðåìåùåíèÿ:
Pl0 =

∑

k∈Nl0

P l0
k

∑

j∈M l0
k

ψk(j ), (3)ãäå M l0
k � ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ k-é óçåë, ÷üè ñòîðîíû ïðè-íàäëåæàò ïîâåðõíîñòè l0. Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðû U (2) è Pl0 (3) èìåþò îäèíàêî-âûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. Ïîñêîëüêó äàííàÿ çàäà÷à íåêîððåêòíàÿ ïî Àäàìàðó,äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàíà ðåãóëÿðèçàöèÿ À.Í. Òèõîíîâà ïåðâîãî ïîðÿäêà. Âðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ P l0

k ðàñïðåäåëåííûõ óñèëèé â êàæäîì óçëå k íàïîâåðõíîñòè l0.Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî äëÿ äâóõ äðóãèõ ïîâåðõíîñòåé t0 è m0, ïðîõîäÿùåé ÷å-ðåç òîò æå k-òûé óçåë, ïîëó÷àåì çíà÷åíèå âåêòîðà ðàñïðåäåëåííûõ óñèëèé P t0
k è

Pm0
k â ýòîì óçëå, ñîîòâåòñòâóþùåå äðóãèì ïîâåðõíîñòÿì. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ
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k = nl0

k · Pk
I , P t0

k = nt0
k · Pk

I è Pm0
k = nm0

k · Pk
I , ãäå nl0

k , nt0
k è nm0

k � âíåøíèååäèíè÷íûå íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòÿì l0, t0 èm0 â k-òîì óçëå, Pk
I � çíà÷åíèå òåíçîðàíàïðÿæåíèé Ïèîëà-Êèðõãî�à ïåðâîãî ðîäà â k-òîì óçëå, ïîëó÷àåì ñèñòåìó äåâÿ-òè ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ äåâÿòè ñîñòàâëÿþùèõòåíçîðà íàïðÿæåíèé PI â k-òîì óçëå.�àññìîòðåííàÿ ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò ñòðîèòü òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëà�Êèðõ-ãî�à ïåðâîãî ðîäà PI íå èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ äè��åðåíöèðîâàíèÿ âåêòîðà ïåðå-ìåùåíèÿ, îïèñûâàåìîãî â ðàìêàõ ÌÊÝ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé �óíêöèåé. Îäíà-êî, òåíçîð èñòèííûõ íàïðÿæåíèé T îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç PI ñîîòíîøåíèåì T =

J−1F · PI , ãäå F è J � òðåòèé èíâàðèàíò F, îïðåäåëÿþùèé îòíîñèòåëüíîå èçìå-íåíèå îáúåìà, ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè ïðîèçâîäíûõ âåêòîðà ïåðåìåùåíèé. Ïîýòîìó,äàæå îïðåäåëèâ PI , íå èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ íåïîñðåäñòâåííîãî äè��åðåíöèðîâà-íèÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèé, äëÿ íàõîæäåíèÿ T ïðèäåòñÿ ê íåé ïðèáåãíóòü. Îò ýòîãîè îò íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðè íàõîæäåíèè Ukìîæíî èçáàâèòüñÿ, îñóùåñòâèâ ëèíåàðèçàöèþ çàäà÷è è èñïîëüçóÿ â âàðèàöèîííîìóðàâíåíèè íåñèììåòðè÷íûé òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëà�Êèðõãî�à, âìåñòî îáû÷íîïðèìåíÿåìîãî ñèììåòðè÷íîãî.3. Ëèíåàðèçàöèÿ çàäà÷è.Ëèíåàðèçóåì íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, îñíîâûâàÿñü íà êèíåìàòèêå íàëîæåíèÿìàëûõ äå�îðìàöèé íà êîíå÷íûå [4, 5℄. Äëÿ ýòîãî, ââîäÿ òðè êîí�èãóðàöèè - íà-÷àëüíóþ, òåêóùóþ è ïðîìåæóòî÷íóþ, áëèçêóþ ê òåêóùåé, çíà÷åíèÿ âñåõ êèíåìà-òè÷åñêèõ è ñèëîâûõ âåëè÷èí â òåêóùåé êîí�èãóðàöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷åðåç çíà-÷åíèÿ ýòèõ âåëè÷èí â ïðîìåæóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè è èõ ïðèðàùåíèÿ ïðè ïåðåõî-äå ê òåêóùåé. Òàê, âåêòîð ïåðåìåùåíèé èç íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè â òåêóùóþ Uïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå U = U∗ + εu, ãäå U∗ � âåêòîð ïåðåìåùåíèé èç íà÷àëüíîéêîí�èãóðàöèè â ïðîìåæóòî÷íóþ, εu � ïðèðàùåíèå âåêòîðà ïåðåìåùåíèé, ε �ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà. Ìàññîâûå è ïîâåðõíîñòíûå ñèëû îòíîñèòåëüíîïðîìåæóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè ïðèìóò âèä: K = K∗ + εk, Q0 = Q0∗ + ε q0.Ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà ðÿä äîñòàòî÷íî ìàëûõ øàãîâ. Íà êàæäîìøàãå âñå âåëè÷èíû â ïðîìåæóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè èçâåñòíû. Òåïåðü âàðüèðó-åìîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ïðèðàùåíèå âåêòîðà ïåðåìåùåíèé u, à âàðèàöèîííîåóðàâíåíèå Ëàãðàíæà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:
∫

S0

q0 · δu dS0 +

∫

V0

ρ0k · δu dV0 −
∫

V0

p̃I ·· δh dV0 = 0,ãäå h = (∇∗ u)T � ãðàäèåíò ïðèðàùåíèÿ ïåðåìåùåíèé îòíîñèòåëüíî ïðîìåæóòî÷-íîé êîí�èãóðàöèè, e = 1/2 (h+hT ), p̃I = J∗ (T∗ ·hT +LIV
∗ · · e), LIV

∗ �òåíçîð ÷åòâåð-òîãî ðàíãà, îïðåäåëÿþùèé îòêëèê ìàòåðèàëà íà ìàëûå äå�îðìàöèè îòíîñèòåëüíîïðîìåæóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè (ñì. [6℄), J∗ è T∗ îïðåäåëåíû â ïðîìåæóòî÷íîéêîí�èãóðàöèè. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâà-òåëüíîìó ðåøåíèþ ëèíåàðèçîâàííûõ íà êàæäîì øàãå çàäà÷. Ïðè ýòîì âåëè÷èíûâ ïðîìåæóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè èçâåñòíû è íà êàæäîì øàãå íåîáõîäèìî íàõîäèòüïðèðàùåíèÿ ïåðåìåùåíèé u.×èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé áóäåì îñóùåñòâëÿòüîáû÷íûì ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, àïïðîêñèìèðóÿ òåïåðü âåêòîð u â îáëà-ñòè V0 ÷åðåç åãî çíà÷åíèÿ uk â óçëå k è �óíêöèè �îðìû ψk(j) (àíàëîãè÷íî (2)).



Ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû âîñïîëíåíèÿ íàïðÿæåíèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ÌÊÝ 317Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó âåêòîðíûõ óðàâíåíèé, ðåøèâ êîòîðóþ, íàõîäèìïðèðàùåíèå óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé uk íà êàæäîì øàãå.Ïðîöåäóðó âîñïîëíåíèÿ íàïðÿæåíèé òåïåðü íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü íà êàæäîìøàãå. Âåêòîð íåèçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåííîãî óñèëèÿ Pl0 òàê æå ïðåäñòàâèì îòíî-ñèòåëüíî ïðîìåæóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè Pl0 = Pl0∗ +εpl0, ãäå Pl0∗ � óñèëèå â ïðî-ìåæóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè, à pl0 � åãî ïðèðàùåíèå. Âåêòîð pl0 àïïðîêñèìèðóåì÷åðåç åãî óçëîâûå çíà÷åíèÿ pl0k è �óíêöèè �îðìû ψk(j ) (àíàëîãè÷íî (3)). Â ðåçóëü-òàòå íà êàæäîì øàãå ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ pl0k â êàæäîì óçëå k íà ïîâåðõíîñòè l0,à çíà÷èò îïðåäåëÿåì âñå äåâÿòü ñîñòàâëÿþùèõ ïðèðàùåíèÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèéÏèîëà�Êèðõãî�à ïåðâîãî ðîäà pI â óçëå k.Äëÿ ïåðåõîäà ê ñëåäóþùåìó øàãó íàãðóæåíèÿ íóæíî íàéòè êèíåìàòè÷åñêèåâåëè÷èíû, â êîòîðûå âõîäÿò ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì îò âåêòîðà ïðèðàùå-íèÿ ïåðåìåùåíèÿ (òåíçîð h). Èçáåæàòü ïðè ýòîì íåïîñðåäñòâåííîãî äè��åðåí-öèðîâàíèÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ñåòî÷íîé �óíêöèè (÷òîáû íå ïîòåðÿòü òî÷íîñòü)ìîæíî, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå: pI = PI∗ · hT + ε J∗F−1
∗ · (LIV

∗ · · e). Èçýòîãî òåíçîðíîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì ñèñòåìó äåâÿòè ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé äëÿîïðåäåëåíèÿ äåâÿòè ñîñòàâëÿþùèõ òåíçîðà h � ïðîèçâîäíûõ ïðèðàùåíèÿ âåêòîðàïåðåìåùåíèé ïî êîîðäèíàòàì.4. Ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû âîñïîëíåíèÿ íàïðÿæåíèé.Ïðèìåíåíèå îïèñàííîé ïðîöåäóðû äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå ïëîñêîé çà-äà÷è ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè îá îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè êâàäðàòíîé ïëàñòè-íû, íàõîäÿùåéñÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äå�îðìàöèè (ñå÷åíèå áåñêîíå÷íî äëèííîãîñòåðæíÿ), óñèëèÿìè, ïðèëîæåííûìè ê äâóì åå ïðîòèâîïîëîæíûì, èçìåíÿþùèì-ñÿ â ïðîöåññå äå�îðìèðîâàíèÿ, ïîâåðõíîñòÿì âñå âðåìÿ ïî íîðìàëè (ñëåäÿùàÿíàãðóçêà). Êàñàòåëüíûå óñèëèÿ íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ ðàâíû íóëþ. Ïîâåäåíèå ìà-òåðèàëà îïèñûâëîñü óïðîùåííûì çàêîíîì Ñèíüîðèíè [5℄. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèèèñïîëüçîâàëàñü ñåòêà òðåóãîëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Âåñü ïðîöåññ ðàñòÿæåíèÿðàçáèâàëñÿ íà 400 øàãîâ. Çàäà÷à ðåøàëàñü íà ñåòêàõ 5×5, 10×10, 20×20, 40×40ïðè ëèíåéíîé, êâàäðàòè÷íîé è êóáè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ïîëÿ u.Íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿëèñü íà îñíîâå äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ ïîëåéïåðåìåùåíèé (îáû÷íûé ìåòîä), ñíèæàþùèì íà åäèíèöó ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèèïåðâûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñëåäíèìè. Ïðè ýòîì ðàçðûâíîå ïîëå íàïðÿæåíèé, ñî-îòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ïîëÿ ïåðåìåùåíèé, ïðèâîäèëîñü ê óç-ëó îáû÷íûì ìåòîäîì óñðåäíåíèÿ ïî ýëåìåíòàì, ïðèìûêàþùèì ê íåìó (ïîëÿ íà-ïðÿæåíèé ïðè êâàäðàòè÷íîé è êóáè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèÿõ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé �íåïðåðûâíûå). Êðîìå ýòîãî äëÿ ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ïîëÿ u ñòðîèëîñü ïîëåíàïðÿæåíèé, èñïîëüçóÿ èçëîæåííóþ âûøå ïðîöåäóðó âîñïîëíåíèÿ ïðè íàéäåí-íîì â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ îïòèìàëüíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ðå-ãóëÿðèçàöèè α = 10−6. Ïðèìåíåíèå äàííîé ïðîöåäóðû ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ïîëÿíàïðÿæåíèé òîé æå òî÷íîñòè (òîé æå ñòåïåíè àïïðîêñèìàöèè), ÷òî è ïîëÿ ïå-ðåìåùåíèé. Äëÿ ãðàíèöû îáëàñòè, ãäå çàäàíû óñèëèÿ, èñïîëüçîâàíèå ïðîöåäóðûâîñïîëíåíèÿ íàïðÿæåíèé äàåò ïðàêòè÷åñêè òî÷íûå, â îòëè÷èå îò äðóãèõ ìåòîäîâ,çíà÷åíèÿ ýòèõ óñèëèé äëÿ ëþáîé àïïðîêñèìàöèè ïîëÿ ïåðåìåùåíèé.



318 Ñòîëáîâà Î.Ñ., �îãîâîé À.À.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë(ÍØ � 3717.2008.1) ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (07�01�96019).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ �àâóðèí Ì.Ê. Ëåêöèè ïî ìåòîäàì âû÷èñëåíèé. Ì.: Íàóêà, 1971. 248 ñ.[2℄ Rogovoy A.A. The stress re
overy pro
edure for the �nite element method // Comp.Stru
t. 1997. V. 63. � 6. pp. 1121�1137.[3℄ Îäåí Äæ. Êîíå÷íûå ýëåìåíòû â íåëèíåéíîé ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä. Ì.: Ìèð,1976. 464 ñ.[4℄ Ëóðüå À.È. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1970. 939 ñ.[5℄ Ëóðüå À.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1980. 512 ñ.[6℄ �îãîâîé À.À. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ óïðóãî-íåóïðóãèõ äå�îð-ìàöèé // ÏÌÒÔ, 2005, Ò. 46, � 5, Ñ. 138�149.Stolbova O. S., Rogovoy A.A. The appli
ation of the stress re
overy pro
edure forsolving the nonlinear boundary value problems in the me
hani
s of deformable solids by the�nite elements method . For the nonlinear problem is 
onsidered the appli
ation of the stressre
overy pro
edure based on the determination of the nodal for
es with the sti�ness matrixobtained by �nite element method for the variational Lagrange equation, written in the initial
on�guration. The solution of this equation gives the displa
ement ve
tor values at the nodesof grid, and knowing the sti�ness matrix for elements we 
an 
onstru
t the nodal for
es.On the other hand, these nodal for
es are de�ned through the unknown distributed over thesurfa
e of the element for
es and the shape fun
tions. The result is a system of Fredholmintegral equations of the �rst kind to �nd the distributed for
es. At the found values of for
eson the surfa
es of �nite element mesh (in
luding the nodes) using the Cau
hy relations for theinitial 
on�guration the nodal values of the �rst kind Piola�Kir
hhof stress tensor are de�ned.The linearized representation of this tensor allows to �nd all the derivatives on 
oordinates ofthe displa
ement ve
tor in
rement without using di�erentiation.



ÎÁ�ÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÎÁ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ �ÅÎÌÅÒ�ÈÈËÎÏÀÑÒÈ ÒÓ�ÁÈÍÛ ÂÝÓÑóìáàòÿí Ì.À., Áîíäàð÷óê À.À.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÂ ðàáîòå èññëåäóåòñÿ àýðîäèíàìèêà âðàùàþùåéñÿ ëîïàñòè òóðáèíû âåòðîýíåðãåòè-÷åñêîé óñòàíîâêè. Êàæäîå íîðìàëüíîå ñå÷åíèå ïî ðàçìàõó ëîïàñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéïëîñêèé àýðîäèíàìè÷åñêèé ïðî�èëü îäíîãî è òîãî æå êëàññà NACA 4412. Ñå÷åíèÿ ìîãóòîòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà ðàçìåðàìè è óãëîì óñòàíîâêè. Ïðè ýòîì óãîë àòàêè äëÿ êàæäî-ãî íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì óñòàíîâêè ïðî�èëÿ, à òàêæå óãëîì, êîòîðûéçàâèñèò îò ñêîðîñòè âåòðà è ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííûì ïî ðàçìàõó. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ó÷åòîìñëåäóþùèõ äîïóùåíèé: 1) æèäêîñòü èäåàëüíàÿ (ò. å. íåâÿçêàÿ); 2) â êàæäîì ñå÷åíèè çà-äà÷à ïëîñêàÿ (ò. å. äâóìåðíàÿ). Â ðàìêàõ ïðèíÿòûõ �èçè÷åñêèõ ãèïîòåç ïîëó÷åíû ÿâíûåâûðàæåíèÿ äëÿ àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ëîïàñòè, à òàêæå ðàññ÷èòàíà ýíåðãèÿ,âûðàáàòûâàåìàÿ ïðè âðàùåíèè ëîïàñòè. Äàíà ïîñòàíîâêà è íàìå÷åí àëãîðèòì ðåøåíèÿîáðàòíîé çàäà÷è îá îïòèìèçàöèè ãåîìåòðèè òàêîé ëîïàñòè.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ãèïîòåçû.Ìû ìîäåëèðóåì âðàùàþùóþñÿ ëîïàñòü ÂÝÓ äâóõñòîðîííåé çàêðó÷åííîé ïî-âåðõíîñòüþ, äëÿ êîòîðîé â êàæäîì ñå÷åíèè, îðòîãîíàëüíîì ðàçìàõó, èìååì ïëîñ-êèé àýðîäèíàìè÷åñêèé ïðî�èëü îäíîãî è òîæå òèïà. Óãîë àòàêè â êàæäîì ñå-÷åíèè îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì óñòàíîâêè ëîïàñòè, à òàêæå óãëîì, êîòîðûé çàâèñèòîò ñêîðîñòè âåòðà. Óãîë óñòàíîâêè èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 1 è îòñ÷èòûâàåòñÿ îòâåðòèêàëüíîé îñè y. Æèäêîñòü ñ÷èòàåòñÿ èäåàëüíîé, è â êàæäîì ñå÷åíèè çàäà÷àäâóìåðíàÿ.Íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåí îäíîðîäíûé íàáåãàþùèé ïîòîê, ñêîðîñòü â êîòîðîìñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ âåòðà. Ïîòîê âåòðà ïðèâîäèò ê âðàùàòåëüíîìó äâèæå-íèþ ëîïàñòè. Ëîïàñòü óñòàíîâëåíà òàê, ÷òî åå ðàçìàõ íàïðàâëåí âäîëü îñè z èîðòîãîíàëåí ïëîñêîñòè xy, â êîòîðîé èçîáðàæåí ðèñóíîê. Ïðè ýòîì îñü âðàùåíèÿïàðàëëåëüíà îñè x.Äëÿ ïîêàçàííîãî íà ðèñóíêå ñå÷åíèÿ âðàùåíèå ïðèâîäèò ê åãî âåðòèêàëüíîìóäâèæåíèþ ââåðõ. Åñëè ïðî�èëü äâèæåòñÿ ââåðõ, òî îòíîñèòåëüíî íåå íàáåãàþùèéïîòîê ïðèîáðåòàåò âåðòèêàëüíóþ êîìïîíåíòó, íàïðàâëåííóþ âíèç. Ýòà êîìïîíåí-òà ñêîðîñòè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ω íà ðàññòîÿíèå äàí-íîãî ñå÷åíèÿ îò îñè âðàùåíèÿ z. Ò.å. ïåðåíîñíàÿ êîìïîíåíòà çà ñ÷åò âðàùåíèÿíàïðàâëåíà âíèç è ðàâíà ωz, - òàê ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ïîòîêà îáðàçóåòóãîë β ñ ãîðèçîíòàëüþ. Ïðè ýòîì óãîë àòàêè αàò ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå, ÷åì â ñëó-÷àå, êîãäà âðàùåíèå îòñóòñòâóåò. Â ñâîþ î÷åðåäü, óãîë óñòàíîâêè çàâèñèò îò óãëàçàêðóòêè γ(z) , êîòîðûé îïðåäåëÿåò, íàñêîëüêî çàêðó÷åíî ñå÷åíèå íà ðàññòîÿíèè
z îò îñè âðàùåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê òàêîìó æå óãëó α0 âáëèçè îñè:

v2îòí = v2â + (ωz)2, tgβ =
ωz

vâ , αàò = π/2 − αóñò − β, αóñò = α0 + γ(z) (1)
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�èñ. 1. Ñõåìà îáòåêàíèÿ ñå÷åíèÿ ëîïàñòè îäíîðîäíûì ïîòîêîì âåòðà.2. Îñíîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ. Ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ëî-ïàñòü â êàæäîì ñå÷åíèè z, â ðàìêàõ àýðîäèíàìè÷åñêîé ãèïîòåçû ïëîñêèõ ñå÷åíèéðàñêëàäûâàþòñÿ íà ñîñòàâëÿþùèå âäîëü íàáåãàþùåãî ïîòîêà (ñèëà ñîïðîòèâëå-íèÿ) è îðòîãîíàëüíî ê íåìó (ïîäúåìíàÿ ñèëà):
Fx′ = Cxρb

v2îòí
2
, Fy′ = Cyρb

v2îòí
2

(2)ãäå b = b(z) � äëèíà õîðäû ïðî�èëÿ, êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå òàêæå ìîæåò çàâèñåòüîò ðàññòîÿíèÿ ñå÷åíèÿ äî îñè âðàùåíèÿ z. Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûåâåëè÷èíû: Cx � êîý��èöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ, Cy � êîý��èöèåíò ïîäúåìíîé ñèëû,ïðè÷åì ïîëíûå ðàçìåðíûå ñèëû â (2) ïðèâåäåíû íà åäèíèöó äëèíû âäîëü ðàçìàõàëîïàñòè [1, 2℄.Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà, êîòîðóþ ïðîèçâîäèò îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ ìî-ìåíò ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà õîðäó. Ïðîåêöèþ ìîìåíòà íà îñüâðàùåíèÿ èç äâóõ ñèë Fx è Fy äàåò ëèøü Fy. Ïðè ýòîì
Fy = Fy′ sin(αàò + αóñò) − Fx′ cos(αàò + αóñò) = Fy′ cosβ − Fx′ sin β =

=
ρb

2

(
v2â + ω2z2

)
(

Cy√
1 + tg2β

− Cx tgβ√
1 + tg2β

)
=
ρb

2

√
v2â + ω2z2 (Cyvâ − Cx ωz)

(3)Êðóòÿùèé ìîìåíò îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
M =

L∫

0

Ryzdz =
ρ

2

L∫

0

b(z)
√
v2â + ω2z2 (Cyvâ − Cx ωz)zdz (4)ãäå L � äëèíà ëîïàñòè.
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�èñ. 2. Îáùèé âèä êðûëîâîãî ïðî�èëÿ NACA 4412.Î÷åâèäíî, ïðè î÷åíü ìàëûõ ω âûðàæåíèå ïîä èíòåãðàëîì â (4) ïîëîæèòåëüíî.�àñêðó÷èâàíèå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ω, ïðè ýòîì âòîðîå ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå

ω â âèäå ìíîæèòåëÿ, ðàáîòàåò ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì, ò. å. ïðîòèâ âðàùåíèÿ. Ïðèäîñòèæåíèè êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ω èíòåãðàë (4) îáðàòèòñÿ â íóëü, è äàëüíåé-øåå ðàñêðó÷èâàíèå ñòàíåò íåâîçìîæíûì. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âðàùåíèè ëîïàñòèÂÝÓ ñóùåñòâóåò âíóòðåííèé ìåõàíèçì, ãàðàíòèðóþùèé, ÷òî ëîïàñòü íå ìîæåòíàáèðàòü óãëîâóþ ñêîðîñòü íåîãðàíè÷åííî.Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ÂÝÓ ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèÿ, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ìîùíîñòüþè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âðàùàþùåãî ìîìåíòà M íà óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ω:
E = Mω =

ρ ω

2

L∫

0

b(z)
√
v2â + ω2z2 (Cyvâ − Cx ωz)zdz (5)3. �àñ÷åò êîý��èöèåíòîâ Cx è Cy ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.Äëÿ íàõîæäåíèÿ çàâèñèìîñòåé êîý��èöèåíòîâ Cx è Cy îò óãëà àòàêè áûë ïðî-âåäåí ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â êîììåð÷åñêîì ïðîãðàìì-íîì ïàêåòå ANSYS CFX 11.0. �åøàëàñü äâóìåðíàÿ çàäà÷à ñòàöèîíàðíîãî îáòå-êàíèÿ êðûëîâîãî ïðî�èëÿ ðàâíîìåðíûì ïîòîêîì âîçäóõà ïðè çàäàííûõ óãëàõàòàêè. Èñïîëüçîâàëàñü ñòðóêòóðèðîâàííàÿ ãåêñàýäðè÷åñêàÿ ñåòêà, ïîñòðîåííàÿ âóíèâåðñàëüíîì ñåòî÷íîì ïàêåòå ANSYS ICEM CFD. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âû÷èñ-ëèòåëüíîé ñåòêè ñîñòàâëÿåò 59400. Ïðè ðàñ÷åòå èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü èäåàëüíîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè.×èñëåííûé ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ äëÿ êðûëîâîãî ïðî�èëÿ NACA 4412. �àííèåïðî�èëè NACA, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ ÷åòûðåõçíà÷íûé ïðî�èëü NACA 4412,ñòðîÿòñÿ ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæå-íèé, îïèñûâàþùèõ âûïóêëîñòü (êðèâèçíó) ñðåäíåé ëèíèè ïðî�èëÿ è åãî òîëùè-íó ïî âñåé äëèíå [3℄. Â íîìåðå ïðî�èëÿ ñîäåðæèòñÿ èí�îðìàöèÿ î åãî êðèâèçíå

m (â ïåðâîé öè�ðå íîìåðà), ïîëîæåíèè ìàêñèìàëüíîãî óòîëùåíèÿ p (âî âòîðîéöè�ðå), ìàêñèìàëüíîé òîëùèíå t (â äâóõ ïîñëåäíèõ öè�ðàõ íîìåðà). Ó ïðî�èëÿNACA 4412, ñîãëàñíî ýòèì ïðàâèëàì, ìàêñèìàëüíàÿ òîëùèíà ñîñòàâëÿåò 12% îòåãî äëèíû, ñðåäíÿÿ ëèíèÿ èìååò âûïóêëîñòü â 4% äëèíû, ìàêñèìàëüíîå óòîëùå-íèå íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 40% äëèíû îò ãîëîâíîé ÷àñòè (m = 0.04b, p = 0.40b,
t = 0.12b).Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå �îðìó ñðåäíåé ëèíèè ïðî�èëÿ, èìåþò âèä

yc =






m

p2
(2px− x2), 0 6 x 6 p

m

(1 − p)2

[
(1 − 2p) + 2px− x2

]
, p 6 x 6 1

(6)



322 Ñóìáàòÿí Ì.À., Áîíäàð÷óê À.À.Çäåñü x � áåçðàçìåðíàÿ êîîðäèíàòà, èçìåíÿþùàÿñÿ îò 0 äî 1, îñü êîòîðîé íàïðàâ-ëåíà âäîëü õîðäû ïðî�èëÿ. Òîëùèíà ïðî�èëÿ èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó
yt =

t

0.2
(0.2969

√
x− 0.1260x− 0.3516x2 + 0.2843x3 − 0.1015x4) (7)Òîãäà â ïàðàìåòðè÷åñêîé çàïèñè óðàâíåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé ëèíèè êîíòóðà ïðè-ìóò âèä

xU = x− yt sin θ, yU = yc + yt cos θ

xL = x+ yt sin θ, yL = yc − yt cos θ, θ = arctg

(
dyc
dx

) (8)Â òàáëèöå 1 ïðèâîäÿòñÿ áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû òî÷åê ïðî�èëÿ, èñïîëüçî-âàâøèõñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè â ANSYS (äëÿ óäîáñòâà âñå ðàçìåðû óâåëè-÷åíû â 100 ðàç). �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.Àáñöèññû x òî÷åê 0 1.25 2.5 5 7.5 10 15 20 25ïðî�èëÿ, â %Îðäèíàòû òî÷åê 0 2.44 3.39 4.73 5.76 6.59 7.89 8.80 9.41âåðõíåé ëèíèèÎðäèíàòû òî÷åê 0 -1.43 -1.95 -2.49 -2.74 -2.86 -2.88 -2.74 -2.50íèæíåé ëèíèèÀáñöèññû òî÷åê 30 40 50 60 70 80 90 95 100ïðî�èëÿ, â %Îðäèíàòû òî÷åê 9.76 9.80 9.19 8.14 6.69 4.89 2.71 1.47 0.13âåðõíåé ëèíèèÎðäèíàòû òî÷åê -2.26 -1.80 -1.40 -1.00 -0.65 -0.39 -0.22 -0.16 -0.13íèæíåé ëèíèè Òàáëèöà 1. Ïðî�èëü NACA 4412.
αàò, ãðàä. -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Cx 0.00852 0.00765 0.00777 0.00878 0.0107 0.0134 0.0169 0.0211
Cy 0.0624 0.139 0.223 0.310 0.400 0.491 0.583 0.6734 5 6 7 8 9 10 11 120.0260 0.0313 0.0372 0.0433 0.0494 0.0548 0.0590 0.0586 0.05470.762 0.849 0.930 1.007 1.075 1.126 1.153 1.126 1.051Òàáëèöà 2. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòîâ Cx è Cy îò óãëà àòàêè.Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ïîëåçíûìè îêàçûâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå àïïðîêñè-ìàöèè çàâèñèìîñòåé Cx(αàò) è Cy(αàò). Óäàåòñÿ ïîñòðîèòü àïïðîêñèìàöèè ñ òî÷-íîñòüþ, ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ ïî ÌÊÝ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðè-áëèæåíèÿ ñ òðåìÿ ÷ëåíàìè ñòåïåííîãî è òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òèïà èìåþò âèä:

Cx(αàò)=0.0143+0.00256αàò+0.000143α2àò, Cy(αàò)=0.444+0.091αàò−0.00252α2àò (9)
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Cx(αàò) = 0.0324 + 0.0117 sin(0.224αàò) − 0.0229 cos(0.224αàò)
Cy(αàò) = 0.606 + 0.442 sin(0.224αàò) − 0.257 cos(0.224αàò) (10)ãäå óãîë α � â ãðàäóñàõ. Ïðè ýòîì ïðèáëèæåíèå (9) îáåñïå÷èâàåò òî÷íîñòü ñ îò-íîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ â 7%, à ïðèáëèæåíèå (10) � â 5%. Áîëåå ñëîæíûåàïïðîêñèìàöèè îáåñïå÷èâàþò òî÷íîñòü ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ ìåíåå 1%.Îáðàòíàÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîé ãåîìåòðèè ëîïàñòè òóðáèíû ÂÝÓ ñîñòîèò âìàêñèìèçàöèè âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè (5). Ïðè ýòîì Cx è Cy â ýòîì âûðàæåíèèäàþòñÿ ïðèáëèæåíèÿìè âèäà (9), (10) èëè áîëåå ñëîæíûìè. Â ëþáîì ñëó÷àå çíà-÷åíèÿ ýòèõ êîý��èöèåíòîâ â �îðìóëå (5) áóäóò èìåòü âèä

Cx = Cx(αàò) = Cx(π/2 − αóñò − β) = Cx

(
π/2 − α0 − γ(z) − arctg

ωz

vâ )
Cy = Cy(αàò) = Cy(π/2 − αóñò − β) = Cy

(
π/2 − α0 − γ(z) − arctg

ωz

vâ ) (11)�åøåíèå äàííîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è âîçìîæíî êàê ðåãóëÿðíûìè ìåòîäàìè(òèïà ìåòîäà Íüþòîíà, ñåêóùèõ, èëè íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà), òàê è ñòîõàñòè÷åñêè-ìè ìåòîäàìè (òèïà ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ).�àáîòà ïîääåðæàíà ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöè-îííîé �îññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû, �îñêîíòðàêò Ï238.
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ñåäîâ Ë.È. Ïëîñêèå çàäà÷è ãèäðîäèíàìèêè è àýðîäèíàìèêè. Ì.: Íàóêà, 1996. 448 ñ.[2℄ Ëîéöÿíñêèé Ë.�. Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà. Ì.: Íàóêà, 1973. 848 ñ.[3℄ Ja
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∗∗Äîíñêîé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-Äîíó�àññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî ïî òîë-ùèíå ñëîÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè, îïèñûâàþùåé çàêîí íåîäíîðîäíîñòè,èçìåíÿåò çíàê îäèí èëè áîëåå ðàç. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îïèñàí-íûé ðàíåå â [1℄. Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ïåðåìåííîãî ãðàäèåíòà óïðóãèõ ñâîéñòâ ñðåäû íàäå�îðìèðîâàíèå ïîâåðõíîñòíûõ ñëîåâ â îáëàñòè êîíòàêòà ñëîÿ ñ æåñòêèì íåäå�îðìèðó-åìûì øòàìïîì. Çàäà÷à ïîñòàâëåíà â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ÿâëåíèÿîòñëàèâàíèÿ ñîâðåìåííûõ ïîêðûòèé ñëîæíîé ñòðóêòóðû îò íåäå�îðìèðóåìîé ïîäëîæ-êè.Ââåäåíèå. Òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû ñîçäàíèÿ ìàòåðèàëîâ ñ ïîêðûòèÿìèñëîæíîé ñòðóêòóðû ïðåäïîëàãàþò ïðîâåäåíèå ïðåäâàðèòåëüíûõ ðàñ÷åòîâ, ïîìåíüøåé ìåðå, íà ïðî÷íîñòü è ðåñóðñ. �àñ÷åòû íà ïðî÷íîñòü ñâÿçàíû ñ îïðåäåëå-íèåì íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â êàæäîé òî÷êå ñïëîøíîé ñðåäûè ñðàâíåíèè åãî ñ ïðåäåëüíî äîïóñòèìûì. Îïðåäåëåíèå æå ÍÄÑ âíóòðè âçàèìî-äåéñòâóþùèõ òåë, íåâîçìîæíî áåç çíàíèÿ çàêîíà èçìåíåíèÿ êîíòàêòíîãî äàâëå-íèÿ ïî îáëàñòè êîíòàêòà, ÷òî ïðèâîäèò, â ñâîþ î÷åðåäü, ê íåîáõîäèìîñòè ðåøå-íèÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîä-íûõ ñðåä èìåþò ðÿä îñîáåííîñòåé ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷àìè äëÿ îäíîðîäíûõ ñðåä.Âî-ïåðâûõ, ïðè ìåõàíè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ñëåäóåò ó÷èòûâàòü êà÷åñòâåííî íîâóþêàðòèíó ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé äëÿ ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíûõìàòåðèàëîâ (ý��åêò îòñòàâàíèÿ îñíîâàíèÿ îò øòàìïà ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíè-ÿõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è ò. ä.). Âî-âòîðûõ, â îòëè÷èå îòîäíîðîäíûõ ñðåä (ïîëóïðîñòðàíñòâî, ñëîé) òðàíñ�îðìàíòû ÿäåð èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé â ñìåøàííûõ çàäà÷àõ íåîäíîðîäíûõ ñðåä èìåþò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó,íåîáîçðèìóþ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, â îáùåì ñëó÷àå ñòðîÿùèåñÿ òîëüêî ÷èñëåí-íûìè ìåòîäàìè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ý��åêòèâíûé ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ìåòîäðåøåíèÿ ñòàòè÷åñêèõ êîíòàêòíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ íåîäíîðîäíûõñðåä [1,2℄, è â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãðàäèåíòíîãî ñëîÿ. Çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ ïàð-íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Òðàíñ�îðìàíòû ÿäåð ïàðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-íåíèé ñòðîÿòñÿ ÷èñëåííî. Íà îñíîâàíèè óñòàíîâëåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâäàííûõ òðàíñ�îðìàíò ñòðîÿòñÿ èõ àïïðîêñèìàöèè àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìèñïåöèàëüíîãî âèäà. Äëÿ ýòèõ àïïðîêñèìàöèé ïàðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïî-ñòðîåíû çàìêíóòûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ ÿâëÿ-



Î âëèÿíèè ïåðåìåííîãî ãðàäèåíòà óïðóãèõ ñâîéñòâ ñëîÿ 325þòñÿ äâóõñòîðîííå àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûìè îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåðíîãî ãåîìåò-ðè÷åñêîãî ïàðàìåòðà çàäà÷. Àíàëèòè÷åñêàÿ �îðìà ðåøåíèé èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-íèé óäîáíà äëÿ ïðèëîæåíèé è ïîçâîëèëà âïåðâûå ïîëó÷èòü â àíàëèòè÷åñêîì âèäåðåøåíèå çàäà÷è î âíåäðåíèè ïàðàáîëè÷åñêîãî èíäåíòîðà â íåîäíîðîäíûé ñëîé,îïðåäåëèòü â àíàëèòè÷åñêîì âèäå �îðìó îñàäêè ïîâåðõíîñòè âíå øòàìïà â ñëó-÷àå íåîäíîðîäíîãî îñíîâàíèÿ, ïîëó÷èòü â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ðåøåíèÿ çàäà÷ îáèçãèáå áàëîê è ïëèò íà íåîäíîðîäíîì îñíîâàíèè.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷. �àññìàòðèâàþòñÿ ñòàòè÷åñêèå êîíòàêòíûå çàäà÷è: (I)î ñäâèãå ïîëîñîâûì øòàìïîì ñ ïëîñêèì îñíîâàíèåì |x| ≤ a, −∞ < z <∞ íåîäíî-ðîäíîãî ïî ãëóáèíå ñëîÿ, æåñòêî ñêðåïëåííîãî ñ íåäå�îðìèðóåìûì îñíîâàíèåì.Íà êàæäóþ åäèíèöó äëèíû øòàìïà äåéñòâóåò ñäâèãàþùåå óñèëèå P , ïàðàëëåëü-íîå îñè z, ïîä äåéñòâèåì êîòîðîãî øòàìï ïåðåìåñòèòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè z íàâåëè÷èíó ε, âûçâàâ â ñëîå äå�îðìàöèþ ÷èñòîãî ñäâèãà; (II) î âäàâëèâàíèè íåäå-�îðìèðóåìîãî øòàìïà øèðèíîé 2a è íèæíèì îñíîâàíèåì, èìåþùèì �îðìó γ(x),â âåðõíþþ ãðàíèöó óïðóãîé íåîäíîðîäíîé ïî ãëóáèíå ïîëîñû. Ïîä äåéñòâèåì ñè-ëû P øòàìï ïåðåìåùàåòñÿ ïî îñè íà âåëè÷èíó δ. Äëÿ îáåèõ çàäà÷ êîý��èöè-åíò Ïóàññîíà ν = ν0f(y), ìîäóëü ñäâèãà ñëîÿ G = G0f(y), ìîäóëü Þíãà ïîëîñû
E = E0f(y) ñ ãëóáèíîé èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó f(y), −h ≤ y ≤ 0, ãäåf(y) � ïðîèç-âîëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ âñþäó â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îòëè÷íàÿ îò íóëÿ �óíêöèÿ,ãðàäèåíò èçìåíåíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ñëîÿ (ïîëîñû) ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì,îòðèöàòåëüíûì èëè ìåíÿòü çíàê ïî òîëùèíå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèëû òðåíèÿìåæäó øòàìïîì è ñëîåì (ïîëîñîé) îòñóòñòâóþò. Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèéâûáðàíû óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ íàïðÿæåíèé âíå øòàìïà, óñëîâèå æåñòêîãî çàêðåïëå-íèÿ íèæíåãî îñíîâàíèÿ ñëîÿ (ïîëîñû), à òàêæå óñèëèÿ íàïðÿæåíèÿ, âîçíèêàþùèåíà âåðõíåé ñðåäû â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ íà íåå øòàìïà. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòüðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ êàñàòåëüíûõ (I) è íîðìàëüíûõ (II) íàïðÿæåíèé ïîäøòàìïîì

τyz(x, 0, z) = −τ(x), σy(x, 0) = −q(x), |x| ≤ aÄàííûå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ñ ëî-ãàðè�ìè÷åñêèì ÿäðîì
∫ 1

−1

ϕ(ξ)k(
ξ − x

λ
)dξ = θπg(x), |x| ≤ 1, (1)ãäå k(t) =

∞∫
0

L(u)
u

cosutdu , θ = G/(1 − ν), ϕ(ξ) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîí-òàêòíûõ äàâëåíèé, G è ν � ìîäóëü ñäâèãà è êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ñëîÿ. Çäåñü
ϕ(x′) = q(x)/θ, x′ = x/a, λ = h/a, g(x′) = ε/a (äëÿ çàäà÷è I), g(x′) = (−δ + γ(x))/a(äëÿ çàäà÷è II), g(x) � êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ, a � ïîëóøèðèíà øòàìïà, h �òîëùèíà ñëîÿ (ïîëîñû). Äëÿ ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ òðàíñ�îðìàíò ÿäåð èíòå-ãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.2. Ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ êîíòàêòíûõ çà-äà÷. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ îáûêíîâåííîãî äè��åðåí-öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (â àíòèïëîñêîé çàäà÷å I) èëè ñèñòåìû äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (â ïëîñêîé çàäà÷å II) îòíîñèòåëüíî
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dw(u, y)

dy
= Aw(u, y), y ∈ [−h; 0] (2)Â çàäà÷å I ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí äâóì, à â çàäà÷å II � ðàâåí ÷åòûðåì. Êî-ý��èöèåíòû ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè ïî y. Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíå-íèÿ (2) âûïèñûâàþòñÿ èç óñëîâèé íà âåðõíèõ è íèæíèõ ãðàíÿõ ñëîÿ (ïîëîñû). Â÷àñòíîñòè, â çàäà÷å I ìàòðèöà A èìååò âèä:

A =

∥∥∥∥
0 1
u2 −η(y)

∥∥∥∥ ,w =

∥∥∥∥
w1

w2

∥∥∥∥ ,ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: w1(u,−h) = 0, w2(u, 0) = |u|.Â çàäà÷å II,
A =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 1 0 0
u2 χ+1

χ−1
−η −uη −u 2

χ−1

0 0 0 1
uη 3−χ

χ+1
u 2
χ+1

u2 χ−1
χ+1

−η

∥∥∥∥∥∥∥∥
; w =

∥∥∥∥∥∥∥∥

w1

w2

w3

w4

∥∥∥∥∥∥∥∥
,ãäå χ = 3 − 4ν, η = G′(y)/G(y) = E ′(y)/E(y). �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äàííîé çàäà÷åèìåþò âèä:

w1(u,−h) = w3(u,−h) = 0, w2(u, 0) + uw3(u, 0) = 0,
(χ− 3)uw1(u, 0) + (3χ− 1)w4(u, 0) = (χ− 1)uÄàëåå, ðåøåíèå ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäåëèíåéíîé êîìáèíàöèè �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé

w(u, z) =

4∑

i=1

Ci(u)ai(u, z)e
γiz, (3)ãäå γ1,2 = −u, γ3,4 = u.Çäåñü âåêòîðû ai(u, z) èçìåíÿþòñÿ ïî y ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ, ÷åì ýêñïîíåíòà,è îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõ çàäà÷ Êîøè ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ u:

dai(u, y)

dy
= Aai(u, y) − γiai(u, y), y ∈ [−h; 0]Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ai(u, y) îïðåäåëÿþòñÿ, èñõîäÿ èç âèäà ðåøåíèÿ óðàâ-íåíèÿ (2) äëÿ îäíîðîäíûõ ñëîÿ èëè ïîëîñû íà èõ íèæíåé ãðàíè y = −h [2℄.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿòðàíñ�îðìàíò L(u):

I : L(u) = |u| (a1
1 − a1

2e
−2|u|h)

/
(a2

1 − a2
2e

−2|u|h), aji = aji (u, 0)

II : L(u) =
4∑
i=1

Ci(u)a
3
i (u, 0)



Î âëèÿíèè ïåðåìåííîãî ãðàäèåíòà óïðóãèõ ñâîéñòâ ñëîÿ 327Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà òðàíñ�îðìàíò ÿäåð L(u) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1).Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãðàäèåíòíîãî ñëîÿ è êëèíà, æåñòêî çàêðåïëåííûõ ïî íèæíåé ãðà-íè, òðàíñ�îðìàíòû ÿäåð ïàðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îáëàäàþò ñëåäóþùèìèñâîéñòâàìè:
L(u) = A |u| +Bu2 + o(u3), u→ 0;

L(u) = 1 + c1 |u|−1 + c2u
−2 + o(u−3), u→ ∞;

(4)Óñòàíîâëåíî îòëè÷èå ñâîéñòâ òðàíñ�îðìàíò ÿäåð èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ïî-ëó÷åííûõ äëÿ ìíîãîñëîéíîãî è îäíîðîäíîãî îñíîâàíèÿ, îò àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâòðàíñ�îðìàíò ÿäåð èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ äëÿ ãðàäèåíòíîãî ñëîÿ(ïîëîñû). Â ðàáîòå [3℄ äîêàçàíà òåîðåìà î òîì, ÷òî �óíêöèþ L(u), îáëàäàþùóþñâîéñòâàìè (4), ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü âûðàæåíèÿìè âèäà:
L(u) = LN(u) = tanhAu

[
N∏

n=1

u2 + δ2
n

u2 + γ2
n

] (5)Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ δn, γn èñ-ïîëüçóåòñÿ ý��åêòèâíûé àëãîðèòì, îïèñàííûé â ðàáîòå [4℄.Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (1) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïàðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ, ðåøåíèå êîòîðîãî äëÿ �óíêöèè L(u) âèäà (5) ïðåäñòàâëåíî â [2℄ â ñëó÷àå,êîãäà �óíêöèÿ g(x) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ðÿäà Ôóðüå è âûðàæàåò-ñÿ ÷åðåç ïðèñîåäèíåííûå �óíêöèè Ëåæàíäðà P µ
u ≡ P µ

u (chϑ), Qµ
u ≡ Qµ

u(chϑ), ãäå
ϑ = π/Aλ, è èíòåãðàëû îò íèõ.Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîñòðîåííûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äâóõñòîðîííå àñèìïòîòè÷å-ñêè òî÷íûìè ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ êàê ïðè ìàëûõ, òàê èïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ áåçðàçìåðíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïàðàìåòðà λ. Ñðàâíåíèåïîëó÷åííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ èçâåñòíûìè ðåøåíèÿìèäëÿ îäíîðîäíîé ïîëîñû èç ìîíîãðà�èè [5℄ ïîêàçàëî ïîãðåøíîñòü ìåíåå 1% ïðè
λ < 1 è λ > 2.8. Íàèáîëüøèå ðàñõîæäåíèÿ (áîëåå 10%) íàáëþäàþòñÿ ïðè λ = 2.Ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè âëèÿíèÿ òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè òðàíñ�îðìàí-òû èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ L(u) âûðàæåíèÿìè (5) íà òî÷íîñòü ïîñòðîåíèÿ êîí-òàêòíûõ íàïðÿæåíèé áûëî âûÿñíåíî, ÷òî â êîíòàêòíûõ çàäà÷àõ äëÿ îäíîðîäíîéñðåäû äîñòàòî÷íî àïïðîêñèìèðîâàòü L(u) âñåãî îäíèì ñîìíîæèòåëåì (N = 1).Ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè íå ïðåâîñõîäèò ñ â ñðåäíåì 3%. Îäíàêî,â çàäà÷å II ñàìûìè ëó÷øèìè àïïðîêñèìàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ L2(u). Àíàëîãè÷íî âå-äóò ñåáÿ �óíêöèè òðàíñ�îðìàíò è äëÿ ìîíîòîííûõ çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè f(y).Çàêîíû íåîäíîðîäíîñòè f(y), ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ íåîäíîêðàòíî èçìåíÿþò çíàêïî òîëùèíå ñëîÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëîæíîé ñëîèñòîé ñòðóêòóðå ñðåäû, âûçû-âàþò íåîáõîäèìîñòü àïïðîêñèìèðîâàòü òðàíñ�îðìàíòó èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿáîëüøèì êîëè÷åñòâîì ñîìíîæèòåëåé. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ïåðåìåí çíàêà ïðîèç-âîäíîé ïî òîëùèíå ñëîÿ ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà çíà÷åíèå N , äîñòàâëÿþùåå ñàìóþìàëóþ ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè èç âñåõ âîçìîæíûõ. Îäíàêî äëÿ êàæäîãî çà-êîíà íåîäíîðîäíîñòè ñóùåñòâóþò âåðõíèå ïðåäåëû çíà÷åíèé N , ïðè ïðåâûøåíèèêîòîðûõ ïðîèñõîäèò ñóùåñòâåííàÿ ïîòåðÿ òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ.
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∗∗∗Äåïàðòàìåíò íàó÷íîãî ìàòåðèàëîâåäåíèÿ è ïðîèçâîäñòâàÑîâåòà ïî íàó÷íî-òåõíè÷åñêèì ðàçðàáîòêàì (CSIR) èÒåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò Öâàíå, Ïðåòîðèÿ�àññìàòðèâàþòñÿ ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ îñåñèììåòðè÷íîãî ñòåðæíÿ ñ çàêðåïëåííû-ìè êîíöàìè. Èññëåäîâàíèå îñíîâàíî íà ìîäåëè �ýëåÿ�Áèøîïà, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò êàêáîêîâûå ñìåùåíèÿ, òàê è íàïðÿæåíèÿ ñäâèãà â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè. Êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿîïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïå-ðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè, ñîäåðæàùèì ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå. Îáñóæäàþòñÿ äâàòèïà îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿìäëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñòåðæíåé. Ïîñòðîåíà �óíêöèÿ �ðèíà è ïîëó÷åíî ïðåä-ñòàâëåíèå ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ñòåðæíÿ �ýëåÿ�Áèøîïà ñ ïðîèçâîëüíûìèíà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè â âèäå ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì. �àññìîòðåíû êîëåáàíèÿöèëèíäðè÷åñêîãî è êîíè÷åñêîãî ñòåðæíåé. Îáíàðóæåíî, ÷òî ïðîñòåéøàÿ (êëàññè÷åñêàÿ)ìîäåëü ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì âòî-ðîãî ïîðÿäêà, ìîæåò ñóùåñòâåííî çàâûøàòü ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ, ïîñðàâíåíèþ ñ ìîäåëüþ �ýëåÿ�Áèøîïà. Ïîêàçàíî, ÷òî ñîáñòâåííûå �óíêöèè êîíè÷åñêî-ãî ñòåðæíÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îáîáùåííûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè. Â êà÷åñòâåïðèìåðà ðàññìîòðåíû ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ, ñäåëàííîãî àëþìèíèåâîãî ñïëàâà.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ñòåðæíÿ �ýëåÿ�Áèøîïà. �àññìîò-ðèì ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ òîëñòîãî êîðîòêîãî ñòåðæíÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîéòåëî âðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè x. Äëèíà ñòåðæíÿ l ïðåäïîëàãàåòñÿ ñîïîñòàâè-ìîé ñ åãî ìàêñèìàëüíûì ðàäèóñîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëåáàíèÿ âîçáóæäàþòñÿðàñïðåäåëåííîé ñèëîé F (x, t). Ñ÷èòàåì, ÷òî îáà êîíöà ñòåðæíÿ çàêðåïëåíû. Îáî-çíà÷èì ïðîäîëüíûå ñìåùåíèÿ ñòåðæíÿ ÷åðåç u = u(x, t).Â ðàáîòå [1℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà âîëíîâîìóðàâíåíèè âòîðîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿåòñÿ íåïîëíîé è ÷òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ý�-�åêòû äèíàìèêè ïîïåðå÷íîãî ñìåùåíèÿ ñòåðæíÿ. Â ìîäåëè, ïðåäëîæåííîé �ýëå-åì, ó÷èòûâàþòñÿ ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíûå ïðîäîëüíîé äå�îð-ìàöèè â ñòåðæíå ∂u/∂x, êîý��èöèåíòó Ïóàññîíà è ðàññòîÿíèþ îò îñè ñèììåò-ðèè ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ [2℄. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíîãî ñëàãàåìîãîâ âûðàæåíèè äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Ïîçæå Áèøîï óëó÷øèë ìîäåëü �ýëåÿ,âêëþ÷èâ â ðàññìîòðåíèå íàïðÿæåíèå ñäâèãà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Ýòî ïðèâîäèòê ïîÿâëåíèþ íîâîãî ñëàãàåìîãî â âûðàæåíèè äëÿ ïîòåíöèàëüðîé ýíåðãèè, ïðî-ïîðöèîíàëüíîãî ìîäóëþ ñäâèãà µ =

E

2(1 + η)
è âòîðîé ïðîèçâîäíîé îò ñìåùåíèÿñòåðæíÿ ∂2u/∂x2, ãäå E � ìîäóëü Þíãà, à η � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà.
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ρS(x)

∂2u

∂t2
− ∂

∂x

[
ES(x)

∂u

∂x

]
− ∂

∂x

[
ρη2Ip(x)

∂3u

∂t2∂x

]
+
∂2

∂x2

[
µη2Ip(x)

∂2u

∂x2

]
= ρS(x)F (x, t),(1)ãäå ρ� ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü ñòåðæíÿ, S(x)� ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, Ip(x)�ïîëÿðíûé ìîìåíò èíåðöèè.Áóäåì èññëåäîâàòü çàäà÷ó î êîëåáàíèÿõ ñòåðæíÿ ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè,êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u =
∂2u

∂x2
= 0 ïðè x = 0, u =

∂2u

∂x2
= 0 ïðè x = l. (2)Óðàâíåíèå (1) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñ íà÷àëüíûìèóñëîâèÿìè îáùåãî âèäà

u
∣∣∣
t=0

= g(x),
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= h(x). (3)2. Çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ äëÿ ñòåðæíÿ �ýëåÿ�Áèøîïà. Äâà òèïàîðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé. �àññìîòðèì ñâîáîäíûå ãàðìîíè÷å-ñêèå êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
F (x, t) = 0, u(x, t) = [A cos(ωt) +B sin(ωt)]ϕ(x). (4)Ïîäñòàâèâ (4) â óðàâíåíèå (1) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2), ïîëó÷èì

[µη2Ip(x)ϕ
′′]′′ + {[ω2ρη2Ip(x) −ES(x)]ϕ′}′ = ω2ρS(x)ϕ; (5)

ϕ = ϕ′′ = 0 ïðè x = 0, ϕ = ϕ′′ = 0 ïðè x = l, (6)ãäå øòðèõàìè îáîçíà÷åíû ïðîèçâîäíûå ïî x.Ïóñòü ωm è ωn � äâà ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ (5)�(6), à ϕm = ϕm(x, ωm) è ϕn = ϕn(x, ωn) � ñîîòâåòñòâóþùèå èìñîáñòâåííûå �óíêöèè.Ïåðâàÿ îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ �óíêöèé:
∫ l

0

ρ[S(x)ϕm(x)ϕn(x) + η2Ip(x)ϕ
′
m(x)ϕ′

n(x)] dx = ‖ϕn‖2
1δmn, (7)ãäå δmn � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ‖ϕn‖2

1 � êâàäðàò ïåðâîé íîðìû ñîáñòâåííîé �óíê-öèè, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
‖ϕn‖2

1 =

∫ l

0

ρ[S(x)ϕ2
n(x) + η2Ip(x)ϕ

′2
n (x)] dx. (8)Âòîðàÿ îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ �óíêöèé:

∫ l

0

[ES(x)ϕ′
m(x)ϕ′

n(x) + µη2Ip(x)ϕ
′′
m(x)ϕ′′

n(x)] dx = ‖ϕn‖2
2δmn, (9)
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2 � êâàäðàò âòîðîé íîðìû ñîáñòâåííîé �óíêöèè

‖ϕn‖2
2 =

∫ l

0

{ES(x)[ϕ′
n(x)]

2 + µη2Ip(x)[ϕ
′′
n(x)]

2} dx. (10)Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ñâÿçü ìåæäó íîðìàìè (8) è (10): ‖ϕn‖2 = ωn‖ϕn‖1.3. �åøåíèå çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ñòåðæíÿ �ýëåÿ�Áèøîïà. Ôóíêöèÿ�ðèíà. �åøåíèå çàäà÷è î ñâîáîäíûõ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ ñòåðæíÿ �ýëåÿ�Áèøîïà (1)�(3) ïðè F (x, t) ≡ 0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:
u(x, t) =

∫ l

0

ρS(y)
[
g(y)

∂G(x, y, t)

∂t
+ h(y)G(x, y, t)

]
dy+

+

∫ l

0

ρη2Ip(y)
[
g′(y)

∂2G(x, y, t)

∂t∂y
+ h′(y)

∂G(x, y, t)

∂y

]
dy,

(11)ãäå G(x, y, t) � �óíêöèÿ �ðèíà
G(x, y, t) =

∞∑

n=1

1

ωn‖ϕn‖2
1

ϕn(x)ϕn(y) sin(ωnt). (12)�åøåíèå çàäà÷è î âûíóæäåííûõ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ ñòåðæíÿ �ýëåÿ�Áèøîïà (1)�(3) ïðè F (x, t) 6≡ 0 íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëàì (11)�(12), ïðè÷åì â ïðàâóþ÷àñòü (11) íàäî äîáàâèòü ñëàãàåìîå
∫ t

0

∫ l

0

ρS(y)F (y, τ)G(x, y, t− τ) dy dτ.4. Êîëåáàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ �ýëåÿ�Áè-øîïà. �àññìîòðèì ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ ðàäèóñà räëèíû l. Â äàííîì ñëó÷àå ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è ïîëÿðíûé ìîìåíò èíåð-öèè ïîñòîÿííû è îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì S = πr2 = const, Ip = 1
2
πr4 = const.Ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèë-ëÿ (5)�(6) äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ èìåþò âèä

ϕm(x) = sin
(πmx

l

)
, m = 1, 2, . . . ; (13)

ωm = ω◦
m

√
λm2 + 1

2(1 + η)λm2 + 1
, ω◦

m =
πm

l

√
E

ρ
, λ =

π2η2

2(1 + η)

Ip
l2S

. (14)Âåëè÷èíû ω◦
m = ωm|λ=0 îïðåäåëÿþò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîé ìîäå-ëè ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ, îïèñûâàåìîé âîëíîâûì óðàâíåíèåì âòîðîãîïîðÿäêà.Èç �îðìóëû (13) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ ñîáñòâåííûå�óíêöèè îäèíàêîâû äëÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè è ìîäåëè �ýëåÿ�Áèøîïà. Èç �îð-ìóëû (14) âèäíî, ÷òî îòíîøåíèå ÷àñòîò óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó |ωm/ω◦

m| 6 1 èìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðàm. Èìååò ìåñòîïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå
lim
m→∞

ωm
ω◦
m

=
1√

2(1 + η)
(λ 6= 0). (15)



332 Ôåäîòîâ È.À., Ïîëÿíèí À.Ä., Øàòàëîâ Ì.Þ., Òåíêàì Ý.Ì.Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ðàçëè÷èå ìåæäó êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ è ìîäåëüþ�ýëåÿ�Áèøîïà óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ÷àñòîòû êîëåáàíèé (ïðè áîëüøèõ m óêà-çàííîå ðàçëè÷èå ñîãëàñíî �îðìóëå (15) ìîæåò äîñòèãàòü 40% è áîëåå ïðîöåíòîâ).5. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè êîíè÷åñêîãî ñòåðæíÿ �ýëåÿ�Áèøîïà. �àñ-ñìîòðèì ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ îñåñèììåòðè÷íîãî ñòåðæíÿ êîíè÷åñêîé �îðìûåäèíè÷íîé äëèíû, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
r = α

(
x+

1

2

)
, 0 6 x 6 1,ãäå r � ïîïåðå÷íàÿ êîîðäèíàòà, α � óãëîâîé êîý��èöèåíò. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîùàäüïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è ïîëÿðíûé ìîìåíò èíåðöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

S(x) = πα2
(
x+

1

2

)2

, Ip(x) =
π

2
α4
(
x+

1

2

)4

. (16)Ïîäñòàâèâ (16) â (5) è ñäåëàâ ïîäñòàíîâêó
z = −ω

2ρ(1 + η)

2E

(
x+

1

2

)2

,ïîëó÷èì îáîáùåííîå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå �àóññà
[
z
d

dz

(
z
d

dz
+ b1 − 1

)(
z
d

dz
+ b2 − 1

)(
z
d

dz
+ b3 − 1

)]
ϕ−

−
[
z
(
z
d

dz
+ a1

)(
z
d

dz
+ a2

)]
ϕ = 0,

(17)ãäå
a1,2 =

3αη ±
√

8 + 9α2η2

4αη
, b1 =

3

2
, b2,3 =

5αη ±
√

16 + 16η + 9α2η2

4αη
.Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17) èìååò âèä [3℄:

ϕ(z) = C1ϕ1(z) + C2ϕ2(z) + C3ϕ3(z) + C4ϕ4(z), (18)ãäå C1, C2, C3, C4 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, è
ϕ1(z) = 2F3(a1, a2; b1, b2, b3; z),
ϕ2(z) = z1−b1

2F3(1 − b1 + a2, 1 − b1 + a1; 2 − b1, 1 − b1 + b3, 1 − b1 + b2; z),
ϕ3(z) = z1−b2

2F3(1 − b2 + a2, 1 − b2 + a1; 2 − b2, 1 − b2 + b3, 1 − b2 + b1; z),
ϕ4(z) = z1−b3

2F3(1 − b3 + a2, 1 − b3 + a1; 2 − b3, 1 − b3 + b2, 1 − b3 + b1; z).

(19)Çäåñü 2F3(a1, a2; b1, b2, b3; z) � îáîáùåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿäîïóñêàåò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà:
2F3(a1, a2; b1, b2, b3; z) =

∞∑

n=0

(a1)n(a2)n
(b1)n(b2)n(b3)n

zn

n!
,

(c)0 = 1, (c)n = c(c+ 1) · · · (c+ n− 1).

(20)
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 Fun
tion. Cambridge University Press, 1966.Fedotov O.M., Polyanin A.D., Shatalov M.Yu., Tenkam H.M. Longitudinalvibrations of rigid rod based on the Rayleigh�Bishop model . We 
onsider free and for
edlongitudinal vibration of axisymmetri
 
oni
 rod with �xed ends. The study is based onthe Rayleigh�Bishop model whi
h takes into a

ount both lateral inertia and shear stress inthe 
ross-se
tion. Vibration of the rod is des
ribed by a linear partial di�erential equationwith variable 
oe�
ients 
ontaining a mixed derivative of fourth order. Two types of non-
lassi
al orthogonality 
onditions of the eigenfun
tions 
orresponding to di�erent eigenvaluesof harmoni
 vibration of the rod are dis
ussed. It is shown that the eigenfun
tions are expressedin terms of the generalized hypergeometri
 fun
tions. The Green fun
tion is 
onstru
ted andthe exa
t solution of the problem of vibration of the Rayleigh�Bishop 
oni
al rod with �xedends is obtained. Finally we 
onsider an example of free vibration of the Rayleigh�Bishop
oni
al rod.



�ÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÑÕÅÌÛ, ÍÀÑËÅÄÓÞÙÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀÓ�ÀÂÍÅÍÈÉ ÔÈËÜÒ�ÀÖÈÎÍÍÎÉ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈÖèáóëèí Â. �.Þæíûé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, �îñòîâ-íà-ÄîíóÄëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ çàäà÷ �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè Äàðñè ðàç-âèòû ÷èñëåííûå ñõåìû, íàñëåäóþùèå ñâîéñòâà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ñëó÷àååñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ïðåäëîæåíû êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ñõåìû, îñíîâàííûå íà âû÷èñ-ëåíèè ñêîðîñòè, òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé â óçëàõ ñìåùåííûõ ñåòîê. Äëÿïëîñêîé çàäà÷è �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ïîç-âîëÿåò ïîëó÷èòü êîíå÷íîìåðíûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,êîòîðûå ñîõðàíÿþò ñâîéñòâî êîñèììåòðèè èñõîäíîé çàäà÷è.Ïðè äèñêðåòèçàöèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâà-þùèõ �èëüòðàöèîííóþ êîíâåêöèþ, âàæíî îáåñïå÷èòü íàñëåäîâàíèå ñâîéñòâ äè�-�åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â êîíå÷íîìåðíûõ àíàëîãàõ èñõîäíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ÷èñëåííîãî àíàëèçà íåîáõîäèìû ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå ý��åêòèâíî ðàññ÷èòûâàòüðàçëè÷íûå ðåæèìû è ó÷èòûâàòü ðàññëîåíèå �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà çàäà÷è. Îñî-áîãî âíèìàíèÿ òðåáóåò ðàñ÷åò ñèñòåì ñ ñèëüíîé íååäèíñòâåííîñòüþ ðåøåíèé.Â çàäà÷å �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè ñ çàêîíîì òðåíèÿ Äàðñè áûëî îáíàðóæåíîîòâåòâëåíèå íåïðåðûâíîãî ñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ îò ñîñòîÿíèÿ ìåõàíè-÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ [1℄. Ýòîò íåòðèâèàëüíûé ïåðåõîä áûë îáúÿñíåí ñ ïîìîùüþ òåî-ðèè êîñèììåòðèè âåêòîðíûõ ïîëåé [2℄. Íåïðåðûâíûå ñåìåéñòâà ïîÿâëÿþòñÿ òàêæåâ çàäà÷àõ ñ íåïðåðûâíûìè ãðóïïàìè ñèììåòðèé, íî â êîñèììåòðè÷íûõ ñèñòåìàõóñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ íà îòäåëüíûõ ó÷àñòêàõ ñåìåéñòâà ìîæåò ìå-íÿòüñÿ [3℄. Ñâîéñòâà ñåìåéñòâ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé äëÿ çàäà÷è �èëüòðàöèîííîéêîíâåêöèè òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè èçó÷àëèñü â ðÿäå ðàáîò [4�8℄. Ñëó÷àé ìíîãî-êîìïîíåíòíûõ ñðåä èçó÷åí ìåíüøå [9℄, äëÿ äâóõ- è òðåõêîìïîíåíòíîé æèäêîñòåéâ ïëîñêîé çàäà÷å êîíâåêöèè Äàðñè îòâåòâëåíèå ñåìåéñòâ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèéáûëî èññëåäîâàíî â [10℄.1. Óðàâíåíèÿ �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè ìíîãîêîìïîíåíòíîé æèä-êîñòè. Â [9℄ âûâåäåíû óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè ìíîãîêîìïîíåíòíîé æèäêîñòè íà îñ-íîâå ìîäåëè Äàðñè. Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðèìåñåé (S), îòñóòñòâèÿ ìàññîâûõñèë è âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà è ïðèìåñåé ýòè óðàâíåíèÿ (ïîñëå ïåðåõîäà êáåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
ε
∂v

∂t
= −∇p− v +

S+1∑

r=1

λrθ
rk, ∇ · v = 0, br

∂θr

∂t
+ v · ∇θr = χr∆θ

r + v · k. (1)Çäåñü v(x, y, z, t) � âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè, p(x, y, z, t) � äàâëåíèå, θ1(x, y, z, t) �òåìïåðàòóðà æèäêîñòè, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, θr(x, y, z, t)(r = 2, ..., S + 1) � îòêëîíåíèÿ ìàññîâûõ êîíöåíòðàöèé ïðèìåñåé îò ñðåäíèõ óðîâ-íåé, (x, y, z) � òî÷êà îáëàñòè D, çàíÿòîé æèäêîñòüþ, t � âðåìÿ, k = (0, 0, 1) �îðò, íàïðàâëåííûé âåðòèêàëüíî ââåðõ.



�àçíîñòíûå ñõåìû �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè 335�àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à èìååò ñëåäóþùèé íàáîð áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ:ïîðèñòîñòü ε, êèíåòè÷åñêèå êîý��èöèåíòû br, ÷èñëà Ïðàíäòëÿ χr, �èëüòðàöèîí-íîå λ1 è êîíöåíòðàöèîííûå ÷èñëà �ýëåÿ λr (r > 1).Â ñëó÷àå ïëîñêèõ äâèæåíèé (v3 = 0, ∂z(. . .) = 0) óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè ìîãóòáûòü çàïèñàíû ÷åðåç �óíêöèþ òîêà ψ, êîòîðàÿ ââîäèòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè v1 = ∂yψ,
v2 = −∂xψ. Â ñëó÷àå òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè áåç ïðèìåñåé óðàâíåíèÿ çàïèñû-âàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

θt = ∆θ + λ∂xψ − J(θ, ψ) ≡ F, 0 = ∆ψ − ∂xθ ≡ G. (2)Çäåñü J(θ, ψ) � �óíêöèÿ ßêîáè
J(θ, ψ) = ∂xθ∂yψ − ∂yθ∂xψ. (3)Óðàâíåíèÿ (2) ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèè íåñóùåñòâåííîñòè ó÷åòà èíåðöèèäâèæåíèÿ. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíâåêöèÿ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòèD, íà ãðàíèöåêîòîðîé ñòàâÿòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû è �óíêöèè òîêà:

θ|δD = 0, ψ|δD = 0. (4)Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ òîëüêî äëÿ òåìïåðàòóðû θ(x, y, 0) = θ0(x, y), à �óíê-öèÿ òîêà âî âñåé îáëàñòè D íàõîäèòñÿ ïî çàäàííîìó íà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþòåìïåðàòóðû θ0 èç çàäà÷è Äèðèõëå.Êîñèììåòðèåé ñèñòåìû (2)�(4) áóäåò âåêòîðíîå ïîëå (ψ,−θ), îðòîãîíàëüíîåïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (2),
∫

D
(Fψ −Gθ)dxdy = 0. (5)Â òîì, ÷òî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (5) ñïðàâåäëèâî, ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåä-ñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â íåãî âûðàæåíèé äëÿ F è G èç (2), èíòåãðèðîâàíèåì ïî÷àñòÿì è ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé (4). Ïðè ýòîì óñòàíàâëèâàþòñÿ òàêæå ñëåäóþ-ùèå òîæäåñòâà äëÿ �óíêöèè ßêîáè

∫

D
J(ψ, θ)ψdxdy = 0, (6)

∫

D
J(ψ, θ)θdxdy = 0. (7)Áóäåì äàëåå íàçûâàòü (5) óñëîâèåì êîñèììåòðèè äëÿ çàäà÷è. Ïðè ïîìîùè ñâîé-ñòâà ãèðîñêîïè÷íîñòè (7) ìîæíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî.Óìíîæèì (2) íà θ è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè D, ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèéïîëó÷àåì

d

dt

∫

D

θ2

2
dxdy = −

∫

D
(λ∇θ2 −∇ψ2)dxdy. (8)Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ �óíêöèè ßêîáè âûïîëíÿåòñÿ J(f, g) = − J(g, f).2. �àçíîñòíûå óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè. Àíàëèç �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèèíà îñíîâå ìîäåëè Äàðñè è äâèæåíèé èäåàëüíîé æèäêîñòè íà îñíîâå óðàâíåíèé



336 Öèáóëèí Â. �.Ýéëåðà ïðèâîäÿò ê ðåøåíèþ áëèçêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Â âû÷èñëèòåëüíîé ãèä-ðîäèíàìèêå ïðè ðåøåíèè äâóìåðíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà øèðîêîèñïîëüçóåòñÿ ñõåìà Àðàêàâû [11℄. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ â ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèÿõ ñâîé-ñòâà êîñèììåòðèè îêàçàëîñü íåîáõîäèìûì èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå �îðìóëû,îáåñïå÷èâàþùèå ñîõðàíåíèå ðàçíîñòíîãî àíàëîãà èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà (6).Äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèé �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè (2) íà ðåãóëÿðíîé ñåò-êå îïèñàíà â [5, 13℄. �àññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê D = [0, a] × [0, b] è ïðåäñòà-âèì êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå {(xn, ym)| xn =
nh1, n = 0÷N +1, ym = mh2, m = 0÷M +1}. Çäåñü h1 = a/N, h2 = b/M � øàãèñåòêè ïî x è y ñîîòâåòñòâåííî, òåìïåðàòóðà θ è �óíêöèÿ òîêà ψ âû÷èñëÿþòñÿ âóçëàõ (xn, ym).Íà äâóõòî÷å÷íîì øàáëîíå ââîäèì ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõè âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî, îõâàòûâàþùèå ñëó÷àè öåëûõ è ïîëóöåëûõ n è m,

(δxf)n+1/2,m =
fn+1,m − fn,m
xn+1 − xn

, (δyf)n,m+1/2 =
fn,m+1 − fn,m
ym+1 − ym

, (9)
(δ0xf)n+1/2,m =

fn+1,m + fn,m
2

, (δ0yf)n,m+1/2 =
fn,m+1 + fn,m

2
.Ñ èñïîëüçîâàíèåì (9) çàäàåì ïåðâûå ðàçíîñòíûå ïðîèçâîäíûå íà òðåõòî÷å÷íîìøàáëîíå è äèñêðåòíûé àíàëîã ëàïëàñèàíà

(Dxf)n,m = (δxδ0xf)n,m , (Dyf)n,m = (δyδ0yf)n,m (∆hf)n,m = (δxδxf + δyδyf)n,m .Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî è ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ïðèìå-íÿåì ñëåäóþùèå êîìïîçèöèè ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ:
d0 = δ0xδ0y ≡ δ0yδ0x, dx = δxδ0y ≡ δ0yδx, dy = δyδ0x ≡ δ0xδy.Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ÿêîáèàíà èñïîëüçóåì �îðìóëû [11℄

Jn,m(θ, ψ) = β
[
Dx (θDyψ) −Dy (θDxψ)

]
n,m

+ (1 − β)
[
dx (d0θdyψ) − dy (d0θdxψ)

]
n,m

,êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî êîñèììåòðèè äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β è ïðè
β = 1/3 îáåñïå÷èâàåò äîïîëíèòåëüíî ñîõðàíåíèå óñëîâèÿ ãèðîñêîïè÷íîñòè (7) äëÿðàçíîñòíîãî àíàëîãà.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé

θ̇nm = Fnm ≡ (∆hθ + λDxψ − J)nm , 0 = Gn,m ≡ (∆hψ −Dxθ)n,m . (10)Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé àíàëîã (5) èìååò âèä
N∑

n=1

M∑

m=1

(Fψ −Gθ)nm = 0. (11)Ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâà (11) óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíûõâåðñèé �îðìóëû �ðèíà è ñóììèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Ïîïóòíî ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ



�àçíîñòíûå ñõåìû �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè 337ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (10) êîñèììåòðèÿ äàåòñÿäèñêðåòíîé âåðñèåé êîñèììåòðèè äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è (2), åñëè âûïîëíåíî ñëåäó-þùåå ðàâåíñòâî
N∑

n=1

M∑

m=1

Jnm(θ, ψ) ψnm = 0. (12)Êðîìå òîãî, òðåáóåì ÷òîáû àïïðîêñèìàöèÿ ÿêîáèàíà óäîâëåòâîðÿëà áû ñâîéñòâóêîñîñèììåòðè÷íîñòè è â ðàçíîñòíîì àíàëîãå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ýíåðãèèèñ÷åçàëè áû êîíâåêòèâíûå ÷ëåíû (ãèðîñêîïè÷åñêèé ý��åêò)
N∑

n=1

M∑

m=1

Jnm(θ, ψ) θnm = 0. (13)Â [5℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îòêàç îò âûïîëíåíèÿ ðàçíîñòíîãî àíàëîãà òîæäåñòâà (13)ìîæåò ïðèâîäèòü ê ðàçëè÷èÿì ïðè âû÷èñëåíèè ñåìåéñòâà ðàâíîâåñèé.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ êîíâåêöèè â ïîðèñòîé ñðåäå íóæíî ðå-øàòü óðàâíåíèÿ â åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (1). Ïðè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì ìîäå-ëèðîâàíèè óäîáíî ñòðîèòü àïïðîêñèìàöèè ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé ñ ïðèìå-íåíèåì ñìåùåííûõ (ðàçíåñåííûõ) ñåòîê. Â ñëó÷àå òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè äëÿäèñêðåòèçàöèè ââîäÿòñÿ óçëû ïÿòè òèïîâ: äëÿ òåìïåðàòóðû θ, äàâëåíèÿ p è êàæ-äîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè v.×òîáû îáåñïå÷èòü îòñóòñòâèå êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ â ðàçíîñòíîì àíàëîãå óðàâ-íåíèÿ òåïëîâîé ýíåðãèè, èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
(v · ∇θr)i,j,k ≈ J(θr, v)i,j,k = (14)

=

[
1

3

3∑

s=1

dsδs

(
θr

3∏

n=1,s 6=n
δnv

s

)
+

2

3

3∑

s=1

ds

3∏

n=1,s 6=n
δn (δ0θ

rδsv
s)

]

i,j,kÔîðìóëà (14) áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ ðàñ÷åòà òðåõìåðíîé êîíâåêöèè òåïëîïðîâîä-íîé æèäêîñòè â [12℄, ãäå áûëè âû÷èñëåíû îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ïëîñêèõñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé, âîçíèêàþùèå èç-çà ñèëüíîé íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèéçàäà÷è. Äëÿ ïëîñêîé çàäà÷è èç (14) ñëåäóåò �îðìóëà [13℄, èç êîòîðîé ââåäåíè-åì ñåòî÷íîé �óíêöèè òîêà ïîëó÷àåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ Àðàêàâû äëÿ óðàâíåíèéÝéëåðà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå àíàëèòè÷åñêîé âåäîìñòâåí-íîé öåëåâîé ïðîãðàììû ¾�àçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû¿ (�2.1.1/6095). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ëþáèìîâ Ä. Â. Î êîíâåêòèâíûõ äâèæåíèÿõ â ïîðèñòîé ñðåäå, ïîäîãðåâàåìîé ñíè-çó // ÏÌÒÔ. � 2. 1975. Ñ. 131�137.[2℄ Þäîâè÷ Â.È. Êîñèììåòðèÿ, âûðîæäåíèå ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé, âîçíèê-íîâåíèå �èëüòðàöèîííîé êîíâåêöèè // Ìàò. çàìåòêè, Ò. 49. � 5. 1991. Ñ. 142�148.
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ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÄÂÓÕÑËÎÉÍÛÕ ÎÑÍÎÂÀÍÈÉÈ ÌÅÒÎÄÛ ÈÕ �ÅØÅÍÈß×åáàêîâ Ì.È., Êîëîñîâà Å.Ì.ÍÈÈ ìåõàíèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. È.È. Âîðîâè÷à ÞÔÓ,�îñòîâ-íà-ÄîíóÂ äîêëàäå èçëîæåíû íåêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ î âçàèìîäåéñòâèèøòàìïîâ ñ äâóõñëîéíûìè îñíîâàíèÿìè: äâóõñëîéíîé ïîëîñîé, äâîéíûì ñ�åðè÷åñêèì èöèëèíäïðè÷åñêèì ñëîÿìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âíåøíèè ïîâåðõíîñòè îñíîâàíèé çàêðåï-ëåíû, ñëîè èìåþò ðàçëè÷íûå óïðóãèå ïîñòîÿííûå è ìåæäó ñîáîé æåñòêî ñîåäèíåíû, âçîíå êîíòàêòà îòñóòñòâóþò ñèëû òðåíèÿ. Èçó÷åíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà èíòåãðàëüíîãîóðàâíåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, ïîñòðîåíû ñõåìû èõ ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè-÷åñêîãî ìåòîäà è ïðÿìîãî ìåòîäà êîëëîêàöèé [1, 2℄. Àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä ïîçâîëÿåòèññëåäîâàòü çàäà÷ó äëÿ îòíîñèòåëüíî ìàëûõ òîëùèí ñëîåâ, à ïðåäëîæåííûé àëãîðèòìðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîäîì êîëëîêàöèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåøåíèå çàäà÷è ïðàêòè÷åñêèïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ. Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ ïðî-èçâîäåí ðàñ÷åò ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, ïàðàìåòðîâ îáëàñòè êîíòàêòà èâçàèìîñâÿçè ïåðåìåùåíèÿ øòàìïà è äåéñòâóþùåé íà íåãî ñèëû. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèåðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ ýòèìè ìåòîäàìè, à äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìàòåðèàëû ñëî-åâ îäèíàêîâû è èõ îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà âåëèêà, ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè,ïîëó÷åííûìè íà îñíîâå òåîðèè �åðöà [3℄.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ è èõ èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ.Ïîñòàíîâêó çàäà÷ îïèøåì íà ïðèìåðå êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ äâîéíîãî ñ�å-ðè÷åñêîãî ñëîÿ (Çàäà÷à 1). Â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (r, θ, ϕ) ðàññìîòðèì äâàñ�åðè÷åñêèõ ñëîÿ R1 ≤ r 6 R2 (ñëîé 1) è R2 6 r 6 R3 (ñëîé 2) 
 ðàçëè÷íûìèóïðóãèìè ïîñòîÿííûìè Gi � ìîäóëü ñäâèãà, νi � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà (i � íî-ìåð ñëîÿ) è æåñòêî ñîåäèíåííûõ ïî ñ�åðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü ïîâåðõíîñòü
r = R3 íåïîäâèæíà, à â ïîâåðõíîñòü r = R1 âäàâëèâàåòñÿ ñèëîé P øòàìï â �îðìåøàðà ðàäèóñà R0 = R1−∆ ñ òî÷êîé ïåðâîíà÷àëüíîãî êàñàíèÿ r = R1, ϕ = 0. Ïðåä-ïîëàãàåì, ÷òî òðåíèå ìåæäó øòàìïîì è ñ�åðè÷åñêèì ñëîåì îòñóòñòâóåò, ñèëà Píàïðàâëåíà âäîëü ïðÿìîé ϕ = 0, à âåëè÷èíà ∆ ìàëà.�åøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü ñâåäåíî [4℄ ê èññëåäîâàíèþ ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ

∫ γ

0

q(ψ)(k0(ψ, ϕ) + k1(ψ, ϕ))dψ = f(ϕ), (0 6 ϕ 6 γ), (1)
k0(ψ, ϕ) = sinψ

∞∑

k=0

Pk(cosψ)Pk(cosϕ), (2)
k1(ψ, ϕ) = sinψ

∞∑

k=0

αkL(αk)Pk(cosψ)Pk(cosϕ), L(u) = K(u) − 1/u. (3)Çäåñü σr(R1, ϕ) = q(ϕ) � êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ.



340 ×åáàêîâ Ì.È., Êîëîñîâà Å.Ì.Â èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè (1) �óíêöèÿ K(u) ïîëó÷åíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðî-ãðàììû àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé MAPLE, îíà èìååò äîâîëüíî ãðîìîçäêóþñòðóêòóðà, íî îñíîâíûå åå ñâîéñòâà èçó÷åíû, íàïðèìåð, K(u) ïðåäñòàâèìà â âèäå
K(u) =

G2η12(u) +Gη11(u) + η10(u)

G2η22(u) +Gη21(u) + η20(u)
, (4)ãäå G = G2/G1, à íàéäåííûå �óíêöèè ηij(u) ñîäåðæàò ñòåïåííûå è ýêñïîíåíöè-àëüíûå �óíêöèè, çàâèñÿò òîëüêî îò êîý��èöèåíòîâ Ïóàññîíà ìàòåðèàëà ñëîåâ èîòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ r2 = R2/R1, r3 = R3/R1. Ôóíêöèÿ K(u) èìååò ñëåäóþùååïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè è â íóëå

K(u) = 1/u+O(1/u2)(u→ ∞), K(0) = A, (5)�ÿä (3) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, à ðÿä (2) ìîæåò áûòü ïðî-ñóììèðîâàí [5, 6℄.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
k0(ψ, ϕ) = −1

π
ln |ψ − ϕ| +O(1)(ψ → ϕ). (6)�àññìîòðèì â àíàëîãè÷íîé ïîñòàíîâêå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, ϕ) ïëîñêóþêîíòàêòíóþ çàäà÷ó î âçàèìîäåéñòâèè øòàìïà ñ äâîéíûì öèëèíäðè÷åñêèì ñëîåì(Çàäà÷à 2). Íà øòàìï äåéñòâóåò íîðìàëüíàÿ íàãðóçêà. Îáîçíà÷åíèÿ ãåîìåòðè÷å-ñêèõ ðàçìåðîâ è ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ êàê è â çàäà÷å 1. Îòíîñèòåëüíî êîíòàêòíîãîíàïðÿæåíèÿ σr(R1, ϕ) = q(ϕ) èìååì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

1

π

∫ θ

−θ
k(t− ϕ)q(t)dt = f(ϕ) (−θ ≤ ϕ ≤ θ) (7)

k(y) =
∞∑

k=0

K(k) cos ky, f(ϕ) =
G1

R1(1 − ν1)
[(δ + ∆) cosϕ− ∆], (8)Çäåñü θ ≤ ϕ ≤ θ � îáëàñòü êîíòàêòà, K(u) îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè(4)�(5), ÷òî è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ÿäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (7) ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå

k(t) = − ln |t| + A

2
− ln

∣∣∣∣
2

t
sin

t

2

∣∣∣∣ +
∞∑

n=1

L(n) cos nt, L(u) = K(u) − 1/u (9)�àññìîòðèì â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ (x, y)ïëîñêóþ êîíòàêòíóþ çàäà÷ó îâíåäðåíèè øòàìïà â ïîâåðõíîñòü äâóõñëîéíîé ïîëîñû (Çàäà÷à 3). Íà øòàìï äåé-ñòâóåò íîðìàëüíàÿ è òàíãåíñàëüíàÿ ñèëû, òîëùèíû ñëîåâ h1 è h2, �îðìà ïîäîøâûøòàìïà ìîæåò áûòü ïëîñêîé èëè ïàðàáîëè÷åñêîé. C ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-ðüå ïîñòàâëåííûå êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ ïîëîñû ñâîäÿòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-íûõ íîðìàëüíûõ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïîä øòàìïîì σy = q(x) ê ñëåäóþùåìóèíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (ÈÓ)
a∫

−a

q(ξ)k

(
ξ − x

h1

)
dξ = πθδ(x), (−a ≤ x ≤ b), θ =

G1

1 − ν1
, (10)
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k(t) =

∞∫

0

K(u) cosutdu, (11)
δ(x) = δ − βx2 (çàäà÷à 3.1), (β = 1/(2R)), δ(x) = δ (çàäà÷à 3.2). (12)Çäåñü K(u) òàêæå ïðåäñòàâèìî â âèäå (4), −a ≤ x ≤ a � îáëàñòü êîíòàêòà.Êàê èçâåñòíî [7℄, ÿäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (10) èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêóþîñîáåíîñòü è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

k(t) = − ln |t| + F (t), F (t) = −
∞∫

0

1 − uK(u) − e−u

u
cosutdu+

π

2
sgn(t). (13)2. Àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä.Â ðåàëüíûõ êîíñòðóêöèÿõ, íàïðèìåð â ñàìîñìàçûâàþùèõñÿ ïîäøèïíèêàõñêîëüæåíèÿ, òîëùèíà ñëîåâ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ îáëàñòüþ êîíòàêòà, â ýòîì ñëó-÷àå, êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû, A ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé (A < 0.5) è ïîýòîìó àñ-ñèìòîòè÷åñêîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ïðè ìàëûõ

A ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íà îñíîâå ìåòîäà, èçëîæåííîãî â [1,4℄. Íå îñòàíàâëèâàÿñüïîäðîáíî íà èçëîæåíèè ýòîãî ïîäõîäà, îòìåòèì òîëüêî, ÷òî èäåÿ ìåòîäà îñíîâàíàíà ñâåäåíèè ïàðíûõ ðÿäîâ-óðàâíåíèé ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè-÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà ñ ñèíãóëÿðíîé ìàòðèöåé è ïîëó÷åíèè åå àñèìïòî-òè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðè ìàëûõ A ïîñëå àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè K(u) �óíêöèåé
K∗(u) = u−1thAu. (14)Ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü òàêîé àïïðîêñèìàöèè, íàïðèìåðäëÿ çàäà÷è 1 ïðè G = 1, ν1 = ν2 = 0.3, r2 = 1.1 è r3 = 1.4, íå ïðåâîñõîäèò 8.4%, ñóâåëè÷åíèåì G è óìåíüøåíèåì r2 è r3 ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè áóäåò óìåíü-øàòüñÿ. Ïðè ýòîì ïîëó÷åííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå áóäåò èìåòü ïîãðåøíîñòüíå ïðåâûøàþùóþ ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ÿäðà. Îáîñíîâàíèå òàêîãî ïîäõîäàìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [7℄.3. Ìåòîä êîëëîêàöèé.Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåì ïðÿìîé ìåòîäêîëëîêàöèé [1, 2℄, êîòîðûé íå òðåáóåò àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè K(u), äëÿ ÷åãîèíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äèñêðåòèçèðóåì ïî ñõåìå [1,2℄ ñ ó÷åòîì ëîãàðè�ìè÷åñêîéîñîáåííîñòè åãî ÿäðà ïðè ψ → ϕ. Äëÿ ïåðâîé çàäà÷è ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõàëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ε
N∑

i=1,i6=j
qi(a

0
ji + a1

ji) −
ε

π

(
ln
ε

2
− 1
)
qj = f(ϕj), (15)

a0
ji = k0(ψi, ϕj), a

1
ji = k1(ψi, ϕj)ãäå ε = γ/N � èíòåðâàë êîëëîêàöèè, ψi = ε/2 + ε(i − 1) è ϕj = ε/2 + ε(j − 1) �óçëû êîëëîêàöèè.



342 ×åáàêîâ Ì.È., Êîëîñîâà Å.Ì.Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåäåíà ê êîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè, ïðè ýòîìêîý��èöèåíòû a0
ji è a1

ji ñèñòåìû ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ,èìåÿ â âèäó, ÷òî ðÿä (3) ñõîäèòñÿ, à �óíêöèÿ L(u) - èìååò ÿâíîå àíàëèòè÷åñêîåâûðàæåíèå ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ âòîðîé êîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷å-íèé êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé q(ψ) â óçëàõ êîëëîêàöèè ψ = ψj = −θ1+ε/2+ε(j−1)ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ε

N∑

i=1

aij qj = bi (i = 1, ..., N), (16)ãäå
aij =

A

2
− ln

∣∣∣∣2 sin
ε(i− j)

2

∣∣∣∣+
∞∑

n=1

K(n) cos nε(i− j) (i 6= j),

aii = −(ln
ε

2
− 1), bi = πf(ϕj). (17)Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòü ñèñòåìû (16)�(17) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà èìååò äèà-ãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó. Ìåæäó êîý��èöèåíòàìè ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàÿñâÿçü

ai+1,j+1 = ai,j, (j ≥ i, ), aij = aji, (18)ñëåäîâàòåëüíî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü òîëüêî êîý��èöèåíòû ïåðâîé ñòðîêè, àèìåííî a1j , âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ñèñòåìû áóäóò âûðàæàòü ÷åðåç íèõ, ÷òî çíà-÷èòåëüíî ñîêðàùàåò âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ êîý��èöèåíòîâ ìàòðèöû aij ñèñòåìû(16)�(17).Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ òðåòüåé çàäà÷è íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé êîíòàêòíûõíàïðÿæåíèé q(x) â óçëàõ êîëëîêàöèè x = xi = −a+h/2+h(i−1) ïîëó÷àåì ñèñòåìóëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ε

N∑

j=1

aij qj = bi (i = 1, ..., N), aij = a1
ij − εa2

ij, (19)
aij = k

(
ξj − xi
h1

)
(i 6= j, ), aii = ln

ε

2h1
− 1, bi = πθδ(xi), (20)ãäå ε = 2a/N . Ñèñòåìà (19)�(20) òàêæå èìååò äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó. Ìåæäóêîý��èöèåíòàìè ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàÿ ñâÿçü

ai+1,j+1 = ai,j (j ≥ i, ), aij = aji, (21)ñëåäîâàòåëüíî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü òîëüêî êîý��èöèåíòû ïåðâîé ñòðîêè, àèìåííî a1j , âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû áóäóò èõ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè, ÷òî çíà-÷èòåëüíî ñîêðàùàåò âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ êîý��èöèåíòîâ ìàòðèöû aij ñèñòå-ìû (19)�(20).



Êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ äâóõñëîéíûõ îñíîâàíèé è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ 3434. ×èñëîâûå ðàñ÷åòû.×èñëîâûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûå èçëîæåííûìè ìåòîäàìè, äîñòà-òî÷íî õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ìåæäó ñîáîé â ñîîòâåòñòâóþùåì äèàïàçîíå èñõîäíûõïàðàìåòðîâ, à â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìàòåðèàëû ñëîåâ îäèíàêîâû è îáëàñòüêîíòàêòà îòíîñèòåëüíî ìàëà, ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì êîëëîêàöèé, ñ äî-ñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûì íà îñíîâå �îðìóë�åðöà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû � 08-08-00873, 09-08-12062).
ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ ×åáàêîâ. Ì.È. Ê òåîðèè ðàñ÷åòà äâóõñëîéíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ïîäøèïíèêà //Èçâ. �ÀÍ. ÌÒÒ. 2009. � 3. Ñ. 163�170.[2℄ Âîðîíèí Â. Â., Öåöåõî Â.À. ×èñëåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ 1 ðîäàñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ ìåòîäîì èíòåðïîëÿöèè è êîëëîêàöèè // Æ. âû-÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. �èçèêè. 1981. Ò. 21. � 1. Ñ. 40�53.[3℄ Ïðî÷íîñòü, óñòîé÷èâîñòü, êîëåáàíèÿ. Ïîä ðåä. È.À. Áèðãåðà, ß. �. Ïàíîâêî Ò. 2.Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1968. 464 ñ.[4℄ Àëåêñàíäðîâ Â.Ì., ×åáàêîâ Ì.È. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû â êîíòàêòíûõ çàäà÷àõ òåî-ðèè óïðóãîñòè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004. 304 ñ.[5℄ Êàðïåíêî Â.À. Î çàìêíóòîì ðåøåíèè ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè ëÿïðîñòðàíñòâà ñ øàðîâîé ïîëîñòüþ// ÏÌÌ. 1975. Ò. 39. � 5. Ñ. 951�955.[6℄ Ïðóäíèêîâ À.Ï., Áðû÷êîâ Þ.À., Ìàðè÷åâ Î.È. Èíòåãðàëû è ðÿäû. Ñïåöèàëüíûå�óíêöèè. Ì.: Íàóêà, 1983. 752 ñ.[7℄ Âîðîâè÷ È.È., Àëåêñàíäðîâ Â.Ì., Áàáåøêî Â.À.Íåêëàññè÷åñêèå ñìåøàííûå çàäà÷èòåîðèè óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1974. 456 ñ.Chebakov M. I., Kolosova E.M. Conta
t problems for two-layer basis and methodsfor their solution. The report outlines some methods for solving the 
onta
t problems ofintera
tion stamps with double-layer base: two-layer stripe, double spheri
al and 
ylindri
allayers.



ÂËÈßÍÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂ ÏÎÊ�ÛÒÈß ÍÀ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜÑÎÑÒÀÂÍÎ�Î ÌÈÊ�ÎÏÎËß�ÍÎ�Î ÑÒÅ�ÆÍß Ï�È ÑÆÀÒÈÈÈ ÂÍÅØÍÅÌ ÄÀÂËÅÍÈÈØåéäàêîâ Ä.Í.Þæíûé íàó÷íûé öåíòð �ÀÍ, �îñòîâ-íà-ÄîíóÄëÿ ñëó÷àÿ îñåâîãî ñæàòèÿ è âíåøíåãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ïðîâåäåí ïîäðîá-íûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíî-óïðóãîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ìèêðîïîëÿðíîãî ñòåðæ-íÿ, èìåþùåãî ñîñòàâíóþ ñòðóêòóðó. Ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâ-íåíèé ðàâíîâåñèÿ, äëÿ ðÿäà ìàòåðèàëîâ íàéäåíû êðèòè÷åñêèå êðèâûå è ïîñòðîåíû îá-ëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ íàãðóæåíèÿ. Ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèåæåñòêîñòè è òîëùèíû âíåøíåãî ïîêðûòèÿ íà áè�óðêàöèþ ðàâíîâåñèÿ ñîñòàâíîãî ìèê-ðîïîëÿðíîãî ñòåðæíÿ.Â ñîâðåìåííîé àâòîïðîìûøëåííîñòè è àâèàñòðîåíèè äîñòàòî÷íî ÷àñòî èñïîëü-çóþòñÿ ðàçëè÷íûå âûñîêîïîðèñòûå ìàòåðèàëû, â ÷àñòíîñòè ìåòàëëè÷åñêèå è ïî-ëèìåðíûå ïåíû. Êîíñòðóêöèè èç ýòèõ ìàòåðèàëîâ èìåþò ðÿä ïðåèìóùåñòâ: îíèìàëî âåñÿò, èìåþò âûñîêóþ óäåëüíóþ ïðî÷íîñòü, à òàêæå áîëüøèå âîçìîæíîñòèäëÿ ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè. Øèðîêîå ïðèìåíåíèå îáóñëàâëèâàåò àêòóàëüíîñòü èñ-ñëåäîâàíèé äàííûõ ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé íà ïðåäìåò ïðî÷íîñòè è óñòîé-÷èâîñòè. Ïðè ýòîì êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ñïëîøíîé ñðåäû íå ñïîñîáíà àäåêâàòíîîïèñàòü íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà âûñîêîïîðèñòûõ ìàòåðèàëîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèìáîëåå öåëåñîîáðàçíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè ìèêðîïîëÿðíîé ñðå-äû èëè êîíòèíóóìà Êîññåðà äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ óïðóãèõ âûñîêîïîðèñòûõ òåë.Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèìåíÿåìûå íà ïðàêòèêå ýëåìåíòû êîíñòðóêöèéèç âûñîêîïîðèñòûõ ìàòåðèàëîâ, êàê ïðàâèëî, èìåþò ñîñòàâíóþ ñòðóêòóðó (ìå-òàëëè÷åñêàÿ èëè ïîëèìåðíàÿ ïåíà ïîêðûòà òâåðäîé è æåñòêîé îáîëî÷êîé), ÷òîíåîáõîäèìî äëÿ îïòèìèçàöèè ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðè íàãðóæåíèè, à òàêæå äëÿçàùèòû îò êîððîçèè. Ýòà îñîáåííîñòü ñòðóêòóðû â ïîëíîé ìåðå ó÷èòûâàåòñÿ âäàííîé ðàáîòå ïðè àíàëèçå óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåâîãî ýëåìåíòà êîíñòðóêöèé ïðèêîìáèíèðîâàííîì íàãðóæåíèè.1. �àâíîâåñèå ñæàòîãî ñîñòàâíîãî ñòåðæíÿ ïðè âíåøíåì äàâëåíèè.�àññìîòðèì ñîñòàâíîé óïðóãèé ñòåðæåíü äëèíû l è ðàäèóñà r2. Âíóòðåííÿÿ ÷àñòüñòåðæíÿ (0 6 r 6 r1) âûïîëíåíà èç âûñîêîïîðèñòîãî ìàòåðèàëà è îïèñûâàåòñÿ ìî-äåëüþ ìèêðîïîëÿðíîãî óïðóãîãî òåëà. Âíåøíåå ïîêðûòèå (r1 6 r 6 r2) âûïîëíåíîèç êëàññè÷åñêîãî íåïîëÿðíîãî ìàòåðèàëà. Òîãäà, â ñëó÷àå îñåâîãî ñæàòèÿ ñòåðæíÿâ óñëîâèÿõ âíåøíåãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, ïîëîæåíèå ÷àñòèöû â äå�îðìè-ðîâàííîì ñîñòîÿíèè çàäàåòñÿ ðàäèóñ âåêòîðàìèR èR∗ (çäåñü è äàëåå âåëè÷èíû ñî¾çâåçäî÷êîé¿ îòíîñÿòñÿ ê âíåøíåìó ïîêðûòèþ, à áåç ¾çâåçäî÷êè¿ � ê âíóòðåííåé÷àñòè ñòåðæíÿ):
R =

{
f(r), 0 6 r 6 r1
f∗(r), r1 6 r 6 r2

, Φ = ϕ, Z = α z (1)
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R = f (r) eR + αzeZ , 0 6 r 6 r1
R∗ = f∗ (r) eR + αzeZ , r1 6 r 6 r2

(2)Çäåñü r, ϕ, z � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè (ëàãðàí-æåâû êîîðäèíàòû), R,Φ, Z � ýéëåðîâû öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, {er, eϕ, ez}è {eR, eΦ, eZ} � îðòîíîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå áàçèñû ëàãðàíæåâûõ è ýéëåðî-âûõ êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâåííî, α � êîý��èöèåíò ñæàòèÿ ïî îñè öèëèíäðà, f(r) è
f∗(r) � íåêîòîðûå �óíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå ðàäèàëüíóþ äå�îðìàöèþ ñîñòàâ-íîãî ñòåðæíÿ è îïðåäåëÿåìûå èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Êðîìå òîãî, ïðè r 6 r1 çàäàí ñîáñòâåííî îðòîãîíàëüíûé òåíçîð ìèêðîïîâîðîòà
H, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ïîâîðîò ÷àñòèöû ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû è ïðè ðàññìàò-ðèâàåìîé äå�îðìàöèè èìååò âèä

H = ereR + eϕeΦ + ezeZ (3)Ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (1), (2), ãðàäèåíòû äå�îðìàöèè C è C∗ ðàâíû
C = gradR = f ′ (r) ereR + f(r)

r
eϕeΦ + α ezeZ, 0 6 r 6 r1

C∗ = gradR∗ = f ′∗ (r) ereR + f∗(r)
r

eϕeΦ + α ezeZ, r1 6 r 6 r2

(4)ãäå grad � ãðàäèåíò â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ.Èç ñîîòíîøåíèé (3), (4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìèêðîïîëÿðíîé ÷àñòè ñòåðæíÿ
(0 6 r 6 r1) òåíçîð èçãèáíîé äå�îðìàöèè L ðàâåí íóëþ, à ìåðà äå�îðìàöèè òèïàÊîøè Y âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Y = C · HT = f ′ (r) erer +
f (r)

r
eϕeϕ + α ezez (5)Ñîãëàñíî (4), âûðàæåíèÿ ìåðû èñêàæåíèÿ U∗ è òåíçîðà ìàêðîïîâîðîòà A∗ äëÿâíåøíåãî ïîêðûòèÿ (r1 6 r 6 r2) èìåþò âèä:

U∗ =
(
C∗ · CT

∗
) 1

2 = f ′
∗ (r) erer + f∗(r)

r
eϕeϕ + α ezez

A∗ = U−1
∗ · C∗ = ereR + eϕeΦ + ezeZ

(6)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óïðóãèå ñâîéñòâà ñòåðæíÿ îïèñûâàþòñÿ ìîäåëüþ �èçè÷å-ñêè ëèíåéíîãî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äå�îð-ìàöèè êîòîðîãî â ñëó÷àå êîíòèíóóìà Êîññåðà èìååò âèä
W (Y,L) = 1

2
λ tr2 (Y −E) + 1

2
(µ+ χ) tr

(
(Y − E) · (Y − E)T

)
+

+1
2
µ tr (Y − E)2 + 1

2
γ1 tr2L + 1

2
γ2 tr

(
L · LT

)
+ 1

2
γ3 trL2

(7)
µ+ χ > 0, λ+ 2µ+ χ > 0, γ2 > 0, γ1 + γ2 + γ3 > 0à â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ñïëîøíîé ñðåäû çàïèñûâàåòñÿ êàê

W∗ (U∗) =
1

2
λ∗ tr2 (U∗ − E) + µ∗tr (U∗ − E)2 , µ∗ > 0, λ∗ + 2µ∗ > 0 (8)



346 Øåéäàêîâ Ä.Í.Çäåñü λ, µ è λ∗, µ∗ � êîíñòàíòû Ëÿìý, χ, γ1, γ2, γ3 � ìîìåíòíûå óïðóãèå ìîäóëè,
E � åäèíè÷íûé òåíçîð.Èç âûðàæåíèé (3), (5), (7) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âíóòðåííåé ÷àñòè ñòåðæíÿ òåíçîðìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé òèïà Ïèîëû G ïðè äå�îðìàöèè îñåâîãî ñæàòèÿ ðàâåííóëþ, à òåíçîð íàïðÿæåíèé òèïà Ïèîëû D ðàâåí

D = ∂W (Y,L)
∂Y

· H = DrereR +DϕeϕeΦ +DzezeZ

Dr = λs+ χ (f ′ (r) − 1) , Dϕ = λs+ χ
(
f(r)
r

− 1
)
, Dz = λs+ χ (α− 1)

s = f ′ (r) + f(r)
r

+ α− 3, χ = 2µ+ χ

(9)Ñîãëàñíî (6), (8), âûðàæåíèå òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû D∗ äëÿ âíåøíåãî ïî-êðûòèÿ (r1 6 r 6 r2) èìååò âèä
D∗ = ∂W∗(U∗)

∂U∗
· A∗ = D∗

rereR +D∗
ϕeϕeΦ +D∗

zezeZ

D∗
r = λ∗s∗ + 2µ∗ (f ′

∗ (r) − 1) , D∗
ϕ = λ∗s∗ + 2µ∗

(
f∗(r)
r

− 1
)
,

D∗
z = λ∗s∗ + 2µ∗ (α− 1) ; s∗ = f ′

∗ (r) + f∗(r)
r

+ α− 3

(10)Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåëèíåéíîé ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðè îòñóò-ñòâèè ìàññîâûõ ñèë è ìîìåíòîâ çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
div D = 0, div G +

(
CT ·D

)
× = 0 (11)ãäå div � äèâåðãåíöèÿ â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ. Ñèìâîë × îçíà÷àåò âåêòîðíûéèíâàðèàíò òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà.Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êëàññè÷åñêîé íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðè îòñóò-ñòâèè ìàññîâûõ ñèë èìåþò âèä

div D∗ = 0 (12)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ
D∗
r |r=r2 = −αpf2(r2)

r2
, D∗

r

∣∣∣∣
r=r1

= Dr|r=r1 , f∗ (r1) = f (r1) , f (0) = 0 (13)âûðàæàþò äåéñòâèå ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ p (ðàññ÷èòàííîãî íà åäèíè-öó ïëîùàäè äå�îðìèðîâàííîé êîí�èãóðàöèè) íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ñòåðæíÿ
(r = r2), æåñòêîå ñöåïëåíèå ìàòåðèàëîâ íà ãðàíèöå ðàçäåëà (r = r1) è îòñóòñòâèåîñîáåííîñòåé ó ñìåùåíèÿ â íóëå.�åøàÿ êðàåâóþ çàäà÷ó (11)�(13) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (9), (10), íàõîäèì íåèç-âåñòíûå �óíêöèè f (r) è f∗ (r)

f (r) = c1r, f∗ (r) = c∗1r −
c∗2
r

(14)
c1 =

(2µ∗−αp)((3−α)(λ−λ∗)+χ−2µ∗)(r21−r22)+2r22(λ∗+2µ∗)((3−α)λ+χ)

(2λ+χ) (2λ∗r22+2µ∗(r22+r21)+αp(r22−r21))+4µ∗(λ∗+µ∗)(r22−r21)+2αp(λ∗r21+µ∗(r22+r21))

c∗1 =
r21(2µ∗−αp)((3−α)(λ−λ∗)+χ−2µ∗)+r22(2(λ+µ∗)+χ)((3−α)λ∗+2µ∗)

(2λ+χ) (2λ∗r22+2µ∗(r22+r21)+αp(r22−r21))+4µ∗(λ∗+µ∗)(r22−r21)+2αp(λ∗r21+µ∗(r22+r21))

c∗2 =
((1−α)(λ∗χ−2λµ∗)−αp((3−α)(λ−λ∗)+χ−2µ∗))r21r

2
2

(2λ+χ) (2λ∗r22+2µ∗(r22+r21)+αp(r22−r21))+4µ∗(λ∗+µ∗)(r22−r21)+2αp(λ∗r21+µ∗(r22+r21))

(15)



Âëèÿíèå ñâîéñòâ ïîêðûòèÿ íà óñòîé÷èâîñòü ñîñòàâíîãî ñòåðæíÿ 3472. Óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîìèìî îïè-ñàííîãî âûøå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñîñòàâíîãî ñòåðæíÿ ïðè òåõ æå âíåøíèõ íà-ãðóçêàõ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî áëèçêîå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå, îïðåäåëÿåìîå:1) äëÿ ìèêðîïîëÿðíîé ÷àñòè � ðàäèóñ âåêòîðîì R + ηv, è òåíçîðîì ìèêðîïî-âîðîòà H − ηH × ω,2) äëÿ âíåøíåãî ïîêðûòèÿ � ðàäèóñ âåêòîðîì R∗ + ηv∗.Çäåñü η � ìàëûé ïàðàìåòð, v è v∗ � âåêòîðà äîáàâî÷íûõ ïåðåìåùåíèé, ω �ëèíåéíûé âåêòîð äîáàâî÷íîãî ïîâîðîòà, õàðàêòåðèçóþùèé ìàëûé ïîâîðîò ÷àñòèöìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû, îòñ÷èòûâàåìûé îò íà÷àëüíîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-íèÿ.Âîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ óðàâ-íåíèÿìè:
div D• = 0, div G• +

[
gradvT ·D + CT ·D•]

× = 0 (16)
D• =

d

dη
D (R + ηv,H− ηH× ω)

∣∣∣∣
η=0

, G• =
d

dη
G (R + ηv,H− ηH × ω)

∣∣∣∣
η=0Çäåñü D• è G• � ëèíåàðèçîâàííûå òåíçîðû íàïðÿæåíèé è ìîìåíòíûõ íàïðÿæå-íèé òèïà Ïèîëû, äëÿ êîòîðûõ â ñëó÷àå �èçè÷åñêè ëèíåéíîãî ìèêðîïîëÿðíîãîìàòåðèàëà (7) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

D• =
(
λ ( trY•)E + µY• + [µ+ χ] Y•T) · H −D × ω

G• =
(
γ1 ( trL•)E + γ2 L• + γ3 L•T) · H− G × ω

(17)
Y• = (gradv + C × ω) · HT, L• = gradω · HTãäå Y• � ëèíåàðèçîâàííàÿ ìåðà äå�îðìàöèè òèïà Êîøè, L• � ëèíåàðèçîâàííûéòåíçîð èçãèáíûõ äå�îðìàöèé.Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé íåëèíåéíîéòåîðèè óïðóãîñòè èìåþò âèä:
div D•

∗ = 0, D•
∗ =

d

dη
D∗ (R∗ + ηv∗)

∣∣∣∣
η=0

(18)ãäå D•
∗ � ëèíåàðèçîâàííûé òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû.Ëèíåàðèçîâàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ñòåðæíÿ (r = r2) èíà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä (r = r1) çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
er · D•

∗|r=r2 = −pJ∗er · C−T
∗ ·

(
(Divv∗)E − GradvT

∗
)
, J∗ = detC∗

er · D•
∗|r=r1 = er ·D•|r=r1 , v∗|r=r1 = v|r=r1 , er ·G•|r=r1 = 0

(19)Çäåñü Div è Grad � äèâåðãåíöèÿ è ãðàäèåíò â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ. Áóäåìïîëàãàòü, ÷òî íà òîðöàõ ñòåðæíÿ (z = 0, l) îòñóòñòâóþò ñèëû òðåíèÿ è çàäàíî ïî-ñòîÿííîå íîðìàëüíîå ïåðåìåùåíèå. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ëèíåàðèçîâàííûìãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:1) äëÿ ìèêðîïîëÿðíîé ÷àñòè ñòåðæíÿ (0 6 r 6 r1)

ez ·D• · eR|z=0,l = ez · D• · eΦ|z=0,l = ez · v|z=0,l = 0

ez ·G• · eZ |z=0,l = eR · ω|z=0,l = eΦ · ω|z=0,l = 0
(20)



348 Øåéäàêîâ Ä.Í.2) äëÿ âíåøíåãî ïîêðûòèÿ (r1 6 r 6 r2)

ez · D•
∗ · eR|z=0,l = ez · D•

∗ · eΦ|z=0,l = ez · v∗|z=0,l = 0 (21)Âûðàæåíèÿ (16), (18) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó äåâÿòè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîìïîíåíò âåêòîðîâ äîáàâî÷íûõ ïåðåìå-ùåíèé v,v∗,ω:
v = vReR + vΦeΦ + vZeZ , v∗ = v∗ReR + v∗ΦeΦ + v∗ZeZ
ω = ωReR + ωΦeΦ + ωZeZ

(22)Èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíîé ïîäñòàíîâêè âèäà
vR = VR (r) cos nϕ cosβz, vΦ = VΦ (r) sin nϕ cosβz
vZ = VZ (r) cosnϕ sin βz, v∗R = V ∗

R (r) cosnϕ cosβz
v∗Φ = V ∗

Φ (r) sin nϕ cosβz, v∗Z = V ∗
Z (r) cosnϕ sin βz

ωR = ΩR (r) sinnϕ sin βz, ωΦ = ΩΦ (r) cosnϕ sin βz
ωΦ = ΩΦ (r) cosnϕ sin βz; β = πm/l, m = 1, 2, ..., n = 0, 1, ...

(23)ïðèâîäèò ê îòäåëåíèþ ïåðåìåííûõ ϕ, z â óðàâíåíèÿõ íåéòðàëüíîãî ðàâíîâåñèÿè ïîçâîëÿåò óäîâëåòâîðèòü ëèíåàðèçîâàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (20), (21) íàòîðöàõ ñòåðæíÿ. Òåì ñàìûì èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëè-íåéíîé îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé. Äëÿ åå ðàçðåøèìîñòè íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî ñ�îðìóëèðîâàòüøåñòü óñëîâèé â íóëå, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîòðåáîâàâ îãðàíè÷åííîñòè íåèç-âåñòíûõ �óíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî r ïðè r = 0:
n = 0 : VR(0) = VΦ(0) = V ′

Z(0) = 0, ΩR(0) = ΩΦ(0) = Ω′
Z(0) = 0

n = 1 : V ′
R(0) = V ′

Φ(0) = VZ(0) = 0, Ω′
R(0) = Ω′

Φ(0) = ΩZ(0) = 0
(24)Ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è (16)�(19),(22)�(24) äëÿ ðÿäà êîíêðåòíûõ ìàòåðèàëîâ íàéäåíû êðèòè÷åñêèå êðèâûå è ïîñòðî-åíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè; ïðîâåäåí ïîäðîáíûé àíàëèç âëèÿíèÿ ðàçìåðîâ ñòåðæ-íÿ è òîëùèíû ïîêðûòèÿ íà áè�óðêàöèþ ðàâíîâåñèÿ. Óñòàíîâëåíî, â ÷àñòíîñòè,÷òî ÷åì áîëüøå æåñòêîñòü ïîêðûòèÿ, òåì ñëàáåå âëèÿíèå ðàçìåðíîãî ý��åêòà íàïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî ñòåðæíÿ èç ìèêðîïîëÿðíîãî ìàòåðèàëà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðåçèäåíòà �Ô (ãðàíò ÌÊ-6315.2010.1), �îñ-ñèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû 09-01-00459-à è 09-01-00695-à) è ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îñ-ñèè¿ íà 2009�2013 ãîäû (ãîñêîíòðàêò �Ï596).Sheydakov D.N. In�uen
e of 
oating properties on bu
kling of 
omposite mi
ropolar rodsubje
t to 
ompression and external pressure. In the 
ase of an axial 
ompression and externalhydrostati
 pressure, an extensive stability analysis has been 
arried out for a nonlinearlyelasti
 
ylindri
al mi
ropolar rod, whi
h has a 
omposite stru
ture. By solving the linearizedequilibrium equations numeri
ally for several materials, the 
riti
al 
urves are founded andstability regions are 
onstru
ted in the plane of loading parameters. The in�uen
e of external
oating sti�ness and thi
kness on equilibrium bifur
ation of a 
omposite mi
ropolar rod isanalyzed.



ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÒÎÍÊÎÑÒÅÍÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂÊÎÍÑÒ�ÓÊÖÈÈ Ñ Ò�ÅÙÈÍÎÉ Ò�ÅÕÌÅ�ÍÛÌÈÝËÅÌÅÍÒÀÌÈßêóïîâ Í.Ì., Êèÿìîâ Õ. �.Èíñòèòóò ìåõàíèêè è ìàøèíîñòðîåíèÿ Êàçàíñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà �ÀÍÎïèñàí ý��åêòèâíûé ìåòîä ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ(ÍÄÑ) òîíêîñòåííûõ îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé, èìåþùèõ ñëîæíóþ ãåîìåòðèþ, òðåõ-ìåðíûìè ýëåìåíòàìè. �àññìîòðåíû ïðèìåðû ïàíåëè ñî ñêâîçíîé è íåñêâîçíîé òðåùèíîé,à òàêæå ëîïàòêà â âèäå ïðîñòðàíñòâåííî èñêðèâëåííîãî òåëà ñ òðåùèíîé.Â ðàáîòàõ [1�3℄ îïèñàí ý��åêòèâíûé ìåòîä ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äå�îðìè-ðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) òîíêîñòåííûõ îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé, èìåþùèõñëîæíóþ ãåîìåòðèþ. Ìåòîä îñíîâàí íà ñèíòåçå èäåè ïðåäâàðèòåëüíîé ïàðàìåòðè-çàöèè è ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ìåòîä, îñíîâàííûé íà ãèïîòåçå Êèðõãî��à�Ëÿâà, íå ïîçâîëÿåò ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè îïðåäåëèòü ÍÄÑ: äå�åêòíûõîáëàñòåé òèïà òðåùèí è ëîêàëüíûõ óãëóáëåíèé, îáëàñòè ïðèëîæåíèÿ ñîñðåäîòî-÷åííûõ íàãðóçîê è òî÷å÷íîãî êðåïëåíèÿ, îáëàñòè ïåðåñå÷åíèÿ îáîëî÷åê è ò. ä. Âñâÿçè ñ ýòèì ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñî-ñòîÿíèÿ íà áàçå îáúåìíûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé.Ìåòîä [1�3℄ ðàçâèò äëÿ òðåõìåðíûõ îáúåêòîâ ñëîæíîé ãåîìåòðèè. �àññìàòðè-âàåìûé ó÷àñòîê êîíñòðóêöèè, çàíèìàþùèé îáúåì V, çàäàåòñÿ êðèâîëèíåéíûìèêîîðäèíàòàìè t1, t2, t3 åäèíè÷íîãî êóáà Vϕ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðÿìîóãîëüíîéñåòêå â îáëàñòè Vϕ ñîîòâåòñòâîâàëà êðèâîëèíåéíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñåòêà V :
r = r

(
t1, t2, t3

)
. (1)Äè��åðåíöèðîâàíèåì (1) ïî t1, t2, t3 îïðåäåëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûå âåêòîðû

r1, r2, r3, êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gij è ñèìâîëû Êðèñòî�åëÿ �ijk.�åøåíèå u, v è w â êàæäîì èç ïàðàëëåëåïèïåäîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èíòåð-ïîëÿöèîííîãî ýðìèòîâîãî êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà òðåõ ïåðåìåííûõ:
u = [ψ1 (s1) × ψ2 (s2) × ψ3 (s3)] ⊗ FU ,
v = [ψ1 (s1) × ψ2 (s2) × ψ3 (s3)] ⊗ FV ,
w = [ψ1 (s1) × ψ2 (s2) × ψ3 (s3)] ⊗ FW ,

(2)ãäå ψ i � âåêòîð êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé, F j � âåêòîð êîìïîíåíò èñêîìûõ íåèç-âåñòíûõ u, v,w è åãî ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå, â ÷àñòíîñòè äëÿ u îáîçíà÷åíû:
u001
i,j,k =

(
∂ui

∂t1

)
i
; u010

i,j,ki =
(
∂ui

∂t2

)
i
; u100

i,j,k =
(
∂ui

∂t3

)
i
; u101

i,j,k =
(

∂2ui

∂t3∂t1

)
i
;

u011
i,j,k =

(
∂2ui

∂t1∂t2

)

i
; u110

i,j,k =
(

∂2ui

∂t3∂t1

)

i
; u111

i,j,k =
(

∂3ui

∂t3∂t1∂t2

)

i
.�àçðåøàþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ Ëàãðàí-æà:

δ
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0
W

√
g ds3ds1ds2 =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0
ρF iδu1

√
g ds3ds1ds2 +

∫
S

∫
P 1δui dS,



350 ßêóïîâ Í.Ì., Êèÿìîâ Õ. �.ãäåW � óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äå�îðìàöèè òðåõìåðíîãî òåëà; F i, P i �êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ìàññîâûõ è ïîâåðõíîñòíûõ ñèë; ρ� ìàññî-âàÿ ïëîòíîñòü; g � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà; S � ïîâåðõíîñòüáîêîâûõ ãðàíåé òåëà.Â êà÷åñòâå ãåîìåòðè÷åñêèõ è �èçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé âçÿòû ëèíåéíûå ñîîò-íîøåíèÿ. Ïðè �îðìèðîâàíèè ìàòðèöû æåñòêîñòè âñå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ âìàòðè÷íîé �îðìå, ïðè ýòîì ñòðóêòóðà èíòåãðàëîâ îäèíàêîâà. Ïîäûíòåãðàëüíûåâûðàæåíèÿ äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà âû÷èñëÿþòñÿ îäèí ðàç. Âñå ýòî ïîçâîëÿåò ñýêî-íîìèòü ðåñóðñû ÏÝÂÌ.Íà áàçå ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììû âûïîëíåí àíàëèç ïàíåëè ñî ñêâîçíîé ( ðèñ.1)è íåñêâîçíîé òðåùèíîé (ðèñ.2), îïðåäåëåíû ðàñïðåäåëåíèå ÍÄÑ â äå�åêòíûõ îá-ëàñòÿõ.

�èñ. 1. �èñ. 2.

�èñ. 3. �èñ. 4.Ìîäåëèðîâàíèå òðåùèíû òðåõìåðíûìè ýëåìåíòàìè ïîçâîëÿåò óëàâëèâàòü îñî-áåííîñòè äå�îðìèðîâàíèÿ ïðè ñêâîçíûõ è íåñêâîçíûõ òðåùèíàõ. Â ÷àñòíîñòè,íà ðèñ. 3, 4 è ðèñ. 5, 6 ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèéíà âåðõíåé è íèæíåé ïîâåðõíîñòÿõ ïàíåëè â îáëàñòè òðåùèíû ïðè ñêâîçíûõ èíåñêâîçíûõ òðåùèíàõ, ñîîòâåòñòâåííî.



Ìîäåëèðîâàíèå òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè ñ òðåùèíîé 351Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿåò äåëàòü èíòåðåñíûå âûâîäû, êîòîðûå íåâîçìîæ-íî ïîëó÷èòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷è â äâóõìåðíîé ïîñòàíîâêå.�àññìîòðåíà òàêæå ïðîñòðàíñòâåííî èñêðèâëåííàÿ ëîïàòêà ñ íåñêâîçíîé òðå-ùèíîé.

�èñ. 5. �èñ. 6.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ ßêóïîâ Í.Ì. Îá îäíîì ìåòîäå ðàñ÷åòà îáîëî÷åê ñëîæíîé ãåîìåòðèè // Èññëåäîâà-íèÿ ïî òåîðèè îáîëî÷åê. Òðóäû ñåìèíàðà. Êàçàíü, 1984. � 17. Ñ. 4�17.[2℄ Êîðíèøèí Ì.Ñ., ßêóïîâ Í.Ì. Ñïëàéíîâûé âàðèàíò ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâäëÿ ðàñ÷åòà îáîëî÷åê ñëîæíîé ãåîìåòðèè // Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà. 1987. � 3.Ñ. 38�44.[3℄ ßêóïîâ Í.Ì. Ïðèêëàäíûå çàäà÷è ìåõàíèêè óïðóãèõ òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé.Êàçàíü: Èçä-âî ÈÌÌ ÊÍÖ �ÀÍ, 1994. 124 ñ.Yakupov N.M., Kiyamov H.G. Modelling of thin-walled elements of a design witha 
ra
k three-dimensional elements. The e�e
tive method of 
al
ulation of the is intense-deformed 
ondition thin-walled 
over 
onstru
tions the designs having di�
ult geometry, isdes
ribed by three-dimensional elements. Examples of the panel with a through and notthrough 
ra
k, and also a shovel in the form of spatially bent body with a 
ra
k are 
onsidered.


