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14 p-Àäè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîãî ïðîòîòèïà áèîëîãè÷åñêîé íàíî-ìàøèíûÓÄÊ 519.2+577.3
p-ÀÄÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎ�Î Ï�ÎÒÎÒÈÏÀÁÈÎËÎ�È×ÅÑÊÎÉ ÍÀÍÎ-ÌÀØÈÍÛÀâåòèñîâÂ.À., ÁèêóëîâÀ.Õ.1, ÇóáàðåâÀ.Ï.2Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå èäåè íîâîãî ïîäõîäà ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìî�äåëèðîâàíèþ ìîëåêóëÿðíûõ ìàøèí � ìàêðîìîëåêóëÿðíûõ �óíêöèîíàëüíûõ ñòðóê�òóð òèïà �íàíî-ðåàêòîðîâ�, îñóùåñòâëÿþùèõ âûñîêîñåëåêòèâíûå õèìè÷åñêèå ïðå�âðàùåíèÿ, è �íàíî-ìîòîðîâ�, ïðåîáðàçóþùèõ õèìè÷åñêóþ ýíåðãèþ â ìåõàíè÷åñêóþ.Ïîäõîä îñíîâàí íà ìîäåëèðîâàíèè ìíîãîìàñøòàáíîé �ëóêòóàöèîííî�äèíàìè÷åñêîéïîäâèæíîñòè íàíî�ìàøèíû óëüòðàìåòðè÷åñêîé äè��óçèåé è, ñîîòâåòñòâåííî, îïè�ñàíèè ðàáîòû ìàøèíû p-àäè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè âèäà �ðåàêöèÿ�äè��óçèÿ�.Ïðîòîòèïàìè ìîëåêóëÿðíûõ ìàøèí ÿâëÿþòñÿ áèîëîãè÷åñêèå �óíêöèîíàëüíûåñòðóêòóðû áåëêîâîé ïðèðîäû. Áèîëîãè÷åñêèå ìîëåêóëÿðíûå ìàøèíû, ïðè âñåì èõñòðóêòóðíîì è �óíêöèîíàëüíîì ðàçíîîáðàçèè, ÿâëÿþòñÿ, ïî ñóùåñòâó, äèíàìè÷å�ñêèìè ñèñòåìàìè, îñóùåñòâëÿþùèìè óïðàâëåíèå �óíêöèîíàëüíûì ïðîöåññîì íàøèðîêîé øêàëå ïðîñòðàíñòâåííûõ è âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ � îò 10−2 íì è 10−10 ñåêè äî 10 íì è 100 ñåê. Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, �óíêöèîíàëüíàÿ äèíàìèêà ìàøè�íû îïðåäåëÿåòñÿ åå ðåëàêñàöèîííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ò.å. ýíåðãåòè÷åñêèì ëàíä�øà�òîì ìîëåêóëÿðíîé ñòðóêòóðû è åå �ëóêòóàöèîííîé ïîäâèæíîñòüþ. Ýíåðãåòè�÷åñêèå ëàíäøà�òû áèîëîãè÷åñêèõ íàíî-ìàøèí ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé �ñèëüíî ïåðåñå�÷åííûå� ìíîãîìåðíûå ãèïåðïîâåðõíîñòè ñ îãðîìíûì ÷èñëîì ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ(óñëîâíî, 10100 èëè 101000). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèåÿâëÿåòñÿ òóò áåçíàäåæíîé çàäà÷åé, è íàäåæäû âîçëàãàþòñÿ, â îñíîâíîì, íà êîìïüþ�òåðíîå ìîäåëèðîâàíèå.Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëåé, åñëè ïðîäîëæàòü íà íèõ íàñòàèâàòü,òðåáóåòñÿ óïðîùåíèå èçíà÷àëüíî èçáûòî÷íîãî îïèñàíèÿ. Íàèáîëåå øèðîêî ïðåäñòàâ�ëåííûé ïîäõîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà, ò.å. íà ïðåä�ïîëîæåíèè, ÷òî �ëóêòóàöèîííî�äèíàìè÷åñêàÿ ïîäâèæíîñòü ìîëåêóëÿðíîé ìàøèíûèìååò íåêîòîðûé õàðàêòåðíûé âðåìåííîé ìàñøòàá, ñóùåñòâåííî ìåíüøèé, ÷åì õà�ðàêòåðíîå âðåìÿ ðàáî÷åãî öèêëà. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå, îäíàêî, íàõîäèòñÿ â ïðÿìîìïðîòèâîðå÷èè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïîëó÷åííûìè, â ÷àñòíîñòè, äëÿ áåë�êîâûõ ìîëåêóë â øèðîêîì èíòåðâàëå òåìïåðàòóð (îò 1 äî 300 K) è âðåìåí (îò 10−10äî 106 ñåê). Äëÿ áåëêîâûõ ñòðóêòóð, êàê îêàçàëîñü, õàðàêòåðíû ìíîãîìàñøòàáíûåðåëàêñàöèîííûå ïðîöåññû ñ ñòåïåííûì (à íå ýêñïîíåíöèàëüíûì) ïîâåäåíèåì.Âìåñòå ñ ýòèì, â ñåðèè ðàáîò ïîñëåäíèõ ëåò (ñì., íàïðèìåð, [1�5℄ áûëî ïîêà�çàíî, ÷òî �ëóêòóàöèîííàÿ ïîäâèæíîñòü áåëêîâ óäèâèòåëüíî õîðîøî îïèñûâàåòñÿ

p�àäè÷åñêèì óðàâíåíèåì óëüòðàìåòðè÷åñêîé äè��óçèè âèäà
∂

∂t
f(x, t) = −Dα

x (Br) f(x, t), (1)ãäå f(x, t)�ëîêàëüíî ïîñòîÿííàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íàïîäìíîæåñòâå Br = {x ∈ Qp : |x|p ≤ pr} ìíîæåñòâà p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Qp, Dα
x (Br)�1Àâåòèñîâ Âëàäèê Àâàíåñîâè÷ (avetisov�hph.ras.ru), Áèêóëîâ Àëüáåðò Õàêèìîâè÷(bikulov1903�rambler.ru), Èíñòèòóò õèìè÷åñêîé �èçèêè èì. Í.Í.Ñåìåíîâà �ÀÍ, 119991,�îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. Êîñûãèíà, 4.2Çóáàðåâ Àëåêñàíäð Ïåòðîâè÷ (apzybarev�mail.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



ÀâåòèñîâÂ.À., Áèêóëîâ À.Õ., ÇóáàðåâÀ.Ï. 15ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Âëàäèìèðîâà íà ïîäìíîæåñòâå Br:
Dα

x (Br)f(x) =
1− pα

1− p−α−1
Ω (Br)

∫

Br

dpy
f(y)− f(x)
|y − x|α+1

p

,

Ω (Br)� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà Br. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1),â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî óðàâíåíèÿ äè��óçèè, îïèñûâàåò ìíîãîìàñøòàáíûé (ïî âðå�ìåíè) îäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ (ñì. [6℄). Â ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåò èíòå�ðåñ èññëåäîâàòü ìîäåëü, â êîòîðîé �óíêöèîíàëüíî-äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìàøèíûîïèñûâàåòñÿ p-àäè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè òèïà �ðåàêöèÿ�äè��óçèÿ�.Ïðîñòåéøàÿ ñõåìà ðàáî÷åãî öèêëà ìîëåêóëÿðíîé ìàøèíû, �óíêöèÿ êîòîðîé çà�êëþ÷àåòñÿ â îáðàçîâàíèè è ðàçðûâå õèìè÷åñêîé ñâÿçè, èìååò ñëåäóþùèé âèä:
E1 + S → [E1S]→ ...→ [E2S]→ E2 → E1.Ïîïàäàÿ â ñîñòîÿíèå E1, ìàøèíà îáðàçóåò ñâÿçü ñ íåêîòîðûì ðåàãåíòîì (íàïðèìåð,íåêîòîðîé ìîëåêóëîé), ðåëàêñèðóåò ê ñîñòîÿíèþ E2, â êîòîðîì ýòà ñâÿçü ðàçðûâàåò�ñÿ, è çàòåì ðåëàêñèðóåò îáðàòíî ê àêòèâíîìó ñîñòîÿíèþ E1. Òàêîé �óíêöèîíàëüíûéöèêë ìû îïèñûâàåì ñèñòåìîé äâóõ p�àäè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà �ðåàêöèÿ�äè��ó�çèÿ�, çàäàííûõ íà óëüòðàìåòðè÷åñêîì øàðå Br :

∂

∂t
f1(x, t) = −Dα

x (Br) f1(x, t) + λ1Ω (Zp) f2(x, t) − λ2Ω (B0(a)) f1(x, t), (2)
∂

∂t
f2(x, t) = −Dα

x (Br) f2(x, t)− λ1Ω (Zp) f2(x, t) + λ2Ω (B0(a)) f1(x, t) (3)Çäåñü Dα
x îïåðàòîð Âëàäèìèðîâà (ñòåïåíè α), �óíêöèè f1(x, t) è f2(x, t) îïðåäåëåíûâ Br, Zp ⊂ Br, B0(a) = {x ∈ Qp : |x− a|p ≤ 1}, a ∈ Qp, ïðè÷åì 1 < |a|p < pr, è λ1, λ2êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ðåàêöèè îáðàçîâàíèÿ è ðàçðûâà ñâÿçè, ñîîòâåòñòâåííî.Ôóíêöèè fi(x, t), i = 1, 2 åñòü ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè íàéòè ìàøèíó â ñîñòîÿíèè

x ∈ Qp â ìîìåíò âðåìåíè t (i = 1, êîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ õèìè÷åñêàÿ ñâÿçü ñóùå�ñòâóåò, è i = 2, êîãäà îíà îòñóòñòâóåò). Â ñîñòîÿíèÿõ x ∈ Zp ñâÿçü îáðàçóåòñÿ, à âñîñòîÿíèÿõ x ∈ B0(a) îíà ðàçðûâàåòñÿ.Ñâîéñòâà ìîäåëè óñòàíàâëèâàþòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèé (2)�(3)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
f1(x, 0) = Ω (Zp) , f2(x, 0) = 0.Îäíàêî ðÿä õàðàêòåðèñòèê ðàáî÷åãî öèêëà, â ÷àñòíîñòè, òàê íàçûâàåìóþ ��óíêöè�îíàëüíóþ àêòèâíîñòü� (ñîîòíîøåíèå âåðîÿòíîñòåé íàõîäèòüñÿ â ñâÿçàííîì è íåñâÿ�çàííîì ñîñòîÿíèÿõ), ìîæíî îöåíèòü èç ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì, îñîáûéèíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ îá óïðàâëÿåìîñòè ìàøèíû, ò.å. ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñòà�öèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé f1(x), f2(x) ê âàðèàöèÿì ïàðàìåòðîâK = {λ1, λ2, α, a} ìî�äåëè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî âîïðîñà, ìû èçó÷àëè ïîâåäåíèå ïðîèçâîäíûõ fi(x,K)ïî K â âûáðàííûõ òî÷êàõ x. Íàèáîëåå èíòåðåñíîå ïîâåäåíèå îáíàðóæèëîñü äëÿ ïðî�èçâîäíûõ f1(x), f2(x) ïî α. Îêàçàëîñü, ÷òî �óíêöèîíàëüíàÿ àêòèâíîñòü ìàøèíû ðåç�êî ìåíÿåòñÿ òîëüêî â íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî óçêîì èíòåðâàëå çíà÷åíèé α. Çàìåòèì,÷òî ïàðàìåòð α çàäàåò èåðàðõèþ õàðàêòåðíûõ âðåìåí äëÿ ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòî�ÿíèÿìè ìîëåêóëÿðíîé ìàøèíû, ò.å õàðàêòåðèçóåò �ëóêòóàöèîííóþ ïîäâèæíîñòüìàøèíû. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ìîäåëü (2)�(3), óäàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî óïðàâëÿÿïîäâèæíîñòüþ ìîëåêóëÿðíîé ìàøèíû ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ñåëåêòèâíîå óïðàâëåíèååå �óíêöèåé. Ïîäîáíûå ý��åêòû íàáëþäàëèñü äëÿ áåëêîâ.



16 p-Àäè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîãî ïðîòîòèïà áèîëîãè÷åñêîé íàíî-ìàøèíûÏðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ(ãðàíò 09�01�12161�î�è-ì), âåäîìñòâåííîé ïðîãðàììû Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿè íàóêè �Ô (ãðàíò ÀÂÖÏ 3341) è ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðûèííîâàöèîííîé �îññèè� íà 2009�2013 ãã. (êîíòðàêò 2173).Ëèòåðàòóðà[1℄ AvetisovV.A., BikulovA.Kh., Kozyrev S.V. Appliation of p-adi analysis to modelsof spontaneous breaking of replia symmetry // Journal of Physis A. � 1999. �V. 32. � P. 8785�8791.[2℄ AvetisovV.A., BikulovA.Kh., Kozyrev S.V., OsipovV.A. p-Adi Models ofUltrametri Di�usion Constrained by Hierarhial Energy Landsapes // J. Phys.A: Math. Gen. � 2002. � V. 35. � P. 177�189.[3℄ AvetisovV.A., BikulovA.Kh. OsipovV.A. p-Adi desription of harateristirelaxation in omplex systems // J. Phys. A: Math. Gen. � 2003. � V. 36. �P. 4239�4246.[4℄ AvetisovV.A., BikulovA.Kh. Protein ultrametriity and spetral di�usion in deeplyfrozen proteins // Biophys. Rev. and Lett. � 2008. � V. 3. � P. 387�396.[5℄ AvetisovV.A., BikulovA.Kh., ZubarevA.P. First passage time distribution and thenumber of returns for ultrametri random walks // J. Phys. A: Math Theor. � 2009. �V. 42. � P. 085003�08521.[6℄ VladimirovV.S., Volovih I.V. ZelenovE.I. p-Adi Analysis and Mathematial Phy-sis. � Singapure: World Sienti� Publishing (1994).



ÀíäðååâÀ.À., ËåêñèíàÑ.Â., Øèáåëüáàèí �.À. 17ÓÄÊ 517.99�ÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÓÏ�ÀÂËÅÍÈß ÄËß ÌÀÒ�È×ÍÎ�ÎÂÎËÍÎÂÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß Â Ï�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈÀíäðååâÀ.À., ËåêñèíàÑ.Â., Øèáåëüáàèí�.À.1�àññìîòðåíî ìàòðè÷íîå âîëíîâîå óðàâíåíèå â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè Ql,T ñ íà�÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (t = 0) è �èíàëüíûìè óñëîâèÿìè (t = T ). Óïðàâëåíèå ïðîöåñ�ñîì ïðîèñõîäèò ñ ïîìîùüþ âåêòîð-�óíêöèé µ(t) è ν(t), çàäàííûõ íà êîíöàõ x = 0è x = l ñîîòâåòñòâåííî. Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äëÿ ïðîèçâîëüíûõíàïåðåä çàäàííûõ �óíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ íà÷àëüíûå è �èíàëüíûå óñëîâèÿ, óñòà�íîâèòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé µ(t) è ν(t), îáåñïå÷èâàþùèõïåðåõîä êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â �èíàëüíîå ñîñòîÿíèå,è ïîëó÷èòü ýòè óïðàâëåíèÿ â ÿâíîì âèäå.�åøåíèå ýòîé ïðîáëåìû ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì ñîîòíîøåíèè íà�õîäÿòñÿ äëèíà l, ïðîìåæóòîê âðåìåíè T è ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðè÷íîãî êîý���èöèåíòà. Â ðàáîòàõ [1, 2℄ ðàññìîòðåíà çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ãèïåð�áîëè÷åñêîé ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè â ïðÿ�ìîóãîëüíîé îáëàñòè Ql,T , ãäå T <
l

λ
, λ� ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû ñèñòåìû.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé áåçóñëîâíîé óïðàâëÿåìîñòè, ò.å. ñëó÷àéêîãäà T >

l

λ
, ãäå λ = max{λi}, λi �ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå, ïîëîæèòåëüíûåñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. �åøåíèå çàäà÷è ãðàíè÷íîãîóïðàâëåíèÿ ñòðîèòñÿ êàê ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è ñ çàäàííûìèíà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ñ òàêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþòâûïîëíåíèå �èíàëüíûõ óñëîâèé.Â õîäå èññëåäîâàíèÿ ìàòðè÷íîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùå�ñòâîâàíèÿ è ÿâíûé àíàëèòè÷åñêèé âèä ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïîëíîì óñïîêîåíèè ñèñòå�ìû â óñëîâèÿõ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿäëÿ ìàòðè÷íîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ áûëè ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòûÂ.À.Èëüèíà [3℄.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÀíäðååâÀ.À., ËåêñèíàÑ.Â. Ñèñòåìà âîëíîâûõ óðàâíåíèé ñ ãðàíè÷íûìè óïðàâ�ëåíèÿìè ïåðâîãî ðîäà // Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêî�ãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ �Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè�. � Âûï. 2. � 2008. �Ñ. 10�21.[2℄ ÀíäðååâÀ.À., ËåêñèíàÑ.Â. Ñèñòåìà âîëíîâûõ óðàâíåíèé ñ ãðàíè÷íûìè óïðàâ�ëåíèÿìè íà äâóõ êîíöàõ // Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.Åñòåñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ. � 2008. � �8/1(67). � Ñ. 21�34.[3℄ ÈëüèíÂ.À. Âîëíîâîå óðàâíåíèå ñ ãðàíè÷íûì óïðàâëåíèåì íà äâóõ êîíöàõ çàïðîèçâîëüíûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè // Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. � 1999. �Ò. 35. � �11. � Ñ. 1517�1534.1Àíäðååâ Àëåêñàíäð Àíàòîëüåâè÷ (andre�ssu.samara.ru), Ëåêñèíà Ñâåòëàíà Âàëåíòèíîâíà(lesveta�rambler.ru), Øèáåëüáàèí �àëèíà Àëåêñååâíà (Shibelbain-GA�mail.ru), Ñàìàðñêèé ãîñó�äàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



18 Ïîñòðîåíèå ìàòðèöû �èìàíà äëÿ îäíîãî êëàññà ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèéÓÄÊ 517.9ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÌÀÒ�ÈÖÛ �ÈÌÀÍÀ ÄËß ÎÄÍÎ�Î ÊËÀÑÑÀÑÈÑÒÅÌ �ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÀíäðååâÀ.À.,1 ÌàêñèìîâàÅ.À.2Èçâåñòíî, ÷òî îäíèì èç îñíîâíûõ âêëàäîâ â íà÷àëî ñîâðåìåííîé òåîðèè ãèïåð�áîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áûëî ïîëîæåíî Á. �èìàíîì, ïîëó�÷èâøèì èçÿùíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â �îðìå, àíà�ëîãè÷íîé ïðåäñòàâëåíèÿì ðåøùåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèéâòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîìîùüþ�óíêöèè �ðèíà. Ýòîò ìåòîä ïðåäïîëàãàë ñóùåñòâàâàíèåâñïîìîãàòåëüíîé �óíêöèè, òàê íàçûâàåìîé �óíêöèè �èìàíà, îáëàäàþùåé îïðåäå�ëåííûìè ñâîéñòâàìè.Â äîêëàäå ïðèâîäèòñÿ îáçîð:1) èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè �èìàíà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíå�íèé è äåëàåòñÿ ïîïûòêà ñèñòåìàòèçàöèè âñåõ èçâåñòíûõ ðàíåå ðåçóëüòàòîâ îòÁ. �èìàíà [5℄ äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè.2) ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé ìåòîäà �èìàíà íà ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âòîðîãîïîðÿäêà ñ ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ ïåðåìåííûõ áîëüøå äâóõ, íà÷èíàÿ ñ ðàáîò Àäà�ìàðà [1℄ è Âîëüòåððà [6℄; íà ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà âûøå âòîðîãîñ ÷èñëîì ïåðåìåííûõ ðàâíûì äâóì [4℄; íà ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿä�êà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè [3℄; íà îäèí êëàññ ñèñòåì óðàâíåíèéãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà [2℄; íà îäèí êëàññ óðàâíåíèé âûñøåãî ïîðÿäêà, êîãäàïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.Â çàêëþ÷åíèå äîêëàäà ðàññìîòðåí îäèí êëàññ ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíå�íèé ñî ñëàáîñèíãóëÿðíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñ äâóìÿ ìàòðè÷íûìè êîý��èöèåòàìè,èìåþùèìè ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà �èìàíà ðàññìîò�ðåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âûðîæäåííóþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ�óíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÀäàìàðÆ. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìèãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. � Ì.: Íàóêà, 1978.[2℄ ÂåêóàÈ.Í. Íîâûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. � Ì.: �îñòåõèç�äàò, 1948.[3℄ HolmgrenE. Sur les systemes lineaires aux derivees partielles du premier ordre �adaux variables independents �a harateristiques reeles et ditiones // Arkiv f�orMath., Astr. oh Fysik. � 1906. � Bd. 5. � �1.[4℄ Rellih F. Verallgemeinerung der Riemannshen Integrations-methode aufDi�erentialgleihungen n-ter Ordung in zwei Ver�anderlihen // Math Ann. �103. � 1930. � P. 249�278.1Àíäðååâ Àëåêñàíäð Àíàòîëüåâè÷ (andre�ssu.samara.ru),Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð�ñèòåò, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.2Ìàêñèìîâà Åêàòåðèíà Àëåêñååâíà (katyuha_mak�mail.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè�÷åñêèé óíèâåðñèòåò, óë. Ìîëîäîãâàðäåéñêàÿ, 244, 443100, ã. Ñàìàðà



ÀíäðååâÀ.À., ÌàêñèìîâàÅ.À. 19[5℄ RiemannB., Ueber die Fortp�anzung ebener Luftwellen von endliher Shwing-ungsweite. Abhandlungen der K�oniglihen Gesellshaft der Wissenshaften zuG�ottingen. � 8(1860). � S. 43�65.[6℄ VolterraV. Sur les vibrations der ops elastiques isotropes // Ata Math. � 18. �1894. � P. 161�232.



20 Îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé âçàèìîäåéñòâèÿ óïðóãèõ ñòåíîê êàíàëîâ . . .ÓÄÊ 533.6.013.42ÎÁ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ �ÅØÅÍÈÉ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÓÏ�Ó�ÈÕ ÑÒÅÍÎÊ ÊÀÍÀËÎÂÑ Ï�ÎÒÅÊÀÞÙÅÉ ÆÈÄÊÎÑÒÜÞÀíêèëîâÀ.Â., ÂåëüìèñîâÏ.À.1�àáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ýëåìåíòîâñòåíîê êàíàëîâ è òðóáîïðîâîäîâ, ÷åðåç êîòîðûå ïðîòåêàåò èäåàëüíàÿ æèäêîñòü. Ñêî�ðîñòè äâèæåíèÿ ñðåäû ïðåäïîëàãàþòñÿ äîçâóêîâûìè. Ó÷èòûâàåòñÿ çàïàçäûâàíèå ïîâðåìåíè ðåàêöèè îñíîâàíèé ýëåìåíòîâ. Êîëè÷åñòâî è ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ óïðóãèõýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíûå.Ïðèíÿòûå â ðàáîòå îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî òåëà ñîîòâåòñòâóþò êîí�öåïöèè óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî Ëÿïóíîâó. Ìåõàíè÷åñêîå ïîâåäåíèåìàòåðèàëà ïëàñòèí è îñíîâàíèé îïèñûâàåòñÿ êàê ëèíåéíûìè, òàê è íåëèíåéíûìèìîäåëÿìè óïðóãîãî òåëà. Àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ íàãðóçêà îïðåäåëÿåòñÿ èç àñèìï�òîòè÷åñêèõ óðàâíåíèé àýðîãèäðîìåõàíèêè.Â ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ ñâÿçàííûõ çàäà÷ àýðîãèäðîóïðóãîñòè èñïîëüçóåòñÿ äâàïîäõîäà.Ïåðâûé ïîäõîä îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîé ÷àñòèäâóìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ìåòîäàìè êîìïëåêñíîãî àíàëèçà,ïðè ýòîì àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ íàãðóçêà (äàâëåíèå æèäêîñòè èëè ãàçà) îïðåäåëÿ�åòñÿ ÷åðåç �óíêöèè, îïèñûâàþùèå íåèçâåñòíûå ïðîãèáû ïëàñòèí. Ïðè ïîäñòàíîâêåâûðàæåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ â óðàâíåíèå êîëåáàíèé ïëàñòèí ðåøåíèå çàäà÷ ñâîäèòñÿ êèññëåäîâàíèþ ñèñòåìû ñâÿçàííûõ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíû�ìè ïðîèçâîäíûìè äëÿ �óíêöèé ïðîãèáîâ.Âòîðîé ïîäõîä îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîé ÷àñòè çà�äà÷è ðàçðàáîòàííûìè äëÿ ýòîãî ìåòîäàìè, èñïîëüçóþùèìè ìåòîä Ôóðüå è ïðåäñòàâ�ëåíèå èñêîìûõ �óíêöèé (ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè è ïðîãèáîâ ïëàñòèí) â âèäå ðÿäîâ.Ïðè ýòîì àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ íàãðóçêà òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç �óíêöèè, îïè�ñûâàþùèå íåèçâåñòíûå ïðîãèáû ïëàñòèí, äëÿ êîòîðûõ âíîâü âîçíèêàåò ñâÿçàííàÿñèñòåìà èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ïîëîæèòåëüíî îïðå�äåëåííûõ �óíêöèîíàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì ñèñòåìàì óðàâíåíèé. Ïîëó÷åííûåóñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ óïðóãèõ ýëåìåíòîâ íàëàãàþò îãðàíè÷åíèÿ íà ñêî�ðîñòü ïîòîêà, çíà÷åíèÿ ñæèìàþùèõ (ðàñòÿãèâàþùèõ) óñèëèé, êîý��èöèåíòû æåñò�êîñòè ïëàñòèí è îñíîâàíèé, êîý��èöèåíòû äåìï�èðîâàíèÿ, à òàêæå äðóãèå ïàðà�ìåòðû ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì.Â îòëè÷èå îò çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ â [1℄, � çàäà÷ âíåøíåãî îáòåêàíèÿ ïëàñòèíè êðûëîâûõ ïðî�èëåé ðàçëè÷íîé êîí�èãóðàöèè, â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿçàäà÷è âíóòðåííåãî îáòåêàíèÿ êàíàëîâ è òðóáîïðîâîäîâ.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòèñòåíîê êàíàëà, êîãäà íà âõîäå è âûõîäå èç íåãî çàäàíû çàêîíû èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ,â ïðåäïîëîæåíèè äîçâóêîâîãî ðåæèìà îáòåêàíèÿ.1Àíêèëîâ Àíäðåé Âëàäèìèðîâè÷ (ankil�ulstu.ru), Âåëüìèñîâ Ïåòð Àëåêñàíäðîâè÷(velmisov�ulstu.ru), êà�åäðà âûñøåé ìàòåìàòèêè Óëüÿíîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷å�ñêîãî óíèâåðñèòåòà, 432027, �îññèÿ, ã. Óëüÿíîâñê, óë. Ñåâåðíûé Âåíåö, 32.



ÀíêèëîâÀ.Â., ÂåëüìèñîâÏ.À. 21Â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå, ñîîòâåòñòâóþùåé ìàëûì âîçìóùåíèÿì îäíîðîäíîãî ïî�òîêà, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè õ, è ìàëûì îòêëîíåíèÿì ïëàñòèí, çàäà÷à �îðìóëè�ðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∆Z ≡ Zxx + Zyy = 0, x ∈ (0, l) , y ∈ (0, y0) , (1)

Zy (x, 0, t) = 0, x ∈ (0, l) , (2)
Zy (x, y0, t) = wtt (x, t) + 2V wxt (x, t) + V 2wxx (x, t) , x ∈ (0, l) , (3)

Z (0, y, t) = Z (l, y, t) = 0, y ∈ (0, y0) , (4)
L (w) = −ρZ (x, y0, t) , x ∈ (0, l) , (5)

L (w) ≡ Dw′′′′ (x, t) + β2ẇ
′′′′ (x, t) +Mẅ (x, t) +N (t)w′′ (x, t) + β1ẇ (x, t) + β0w (x, t) .Íåèçâåñòíûìè �óíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ w (x, t)�ïðîãèá âÿçêîóïðóãîé ñòåíêè êàíà�ëà è −ρZ(x, y, t) = −ρ(ϕt(x, y, t)+V ϕx(x, y, t))�äàâëåíèå æèäêîñòè, ãäå ϕ (x, y, t)�ïîòåíöèàë ñêîðîñòè æèäêîñòè. Èíäåêñû x, y, t ñíèçó îáîçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïîx, y, t ; øòðèõ è òî÷êà� ïðîèçâîäíûå ïî x è t ñîîòâåòñòâåííî; ρ�ïëîòíîñòü æèä�êîñòè; V � ñêîðîñòü íåâîçìóùåííîãî ïîòîêà ãàçà, M �ïîãîííàÿ ìàññà ïëàñòèíû;

N � ñæèìàþùàÿ (ðàñòÿãèâàþùàÿ) ïëàñòèíó ñèëà; β1, β2 �êîý��èöèåíòû âíåøíåãîè âíóòðåííåãî äåìï�èðîâàíèÿ; β0 � êîý��èöèåíò æåñòêîñòè îñíîâàíèÿ.Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîíöû ïëàñòèí çàêðåïëåíû øàðíèðíî (w = w′′ = 0),�óíêöèÿ Z (x, y, t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà
Z (x, y, t)=−

∞∑

k=1


 1

lρ ch (λky0)

l∫

0

L (w) sin (λkτ) dτ


[eλky+ e−λky

]
sin (λkx) , λk=

kπ

l
.Óðàâíåíèÿ è óñëîâèÿ (1), (2), (4), (5) âûïîëíÿþòñÿ. Ïîäñòàâëÿÿ Z (x, y, t) â óñëî�âèå (3), ðåøåíèå çàäà÷è ìîæíî ñâåñòè ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèÿ

ẅ + 2V ẇ′ + V 2w′′ = − 2

lρ

∞∑

k=1

λk sin (λkx) th (λky0)

l∫

0

L (w) sin (λkτ) dτ. (6)Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå �óíêöèîíàëà:
Φ (t) =

2

ρl

∞∑

k=1

λk cth (λky0)



(
Dλ4k −Nλ2k + β0

)



l∫

0

w sin (λkx) dx




2

+

+M




l∫

0

ẇ sin (λkx) dx




2

+

l∫

0

(
ẇ2 − V 2w′2

)
dx.Ïóñòü âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà D > 0, β0 > 0, β1 ≥ 0, β2 ≥ 0, Ṅ ≥ 0. Òî�ãäà äëÿ �óíêöèè w (x, t), ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6), ïîëó÷èì Φ̇ (t) ≤ 0,

Φ (t) ≤ Φ (0).Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Áóíÿêîâñêîãî èìååì
w2 (x, t) ≤ l

l∫

0

w′2 (x, t) dx.



22 Îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé âçàèìîäåéñòâèÿ óïðóãèõ ñòåíîê êàíàëîâ . . .Ïîëüçóÿñü ýòèì íåðàâåíñòâîì è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
N ≤ Dπ2

l2
+
β0l

2

π2
− l2ρ th (πy0/l)

2π
V 2,ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

inf
k

[
2λk th (πy0/l)

l2ρ

(
Dλ2k −N +

β0
λ2k
− V 2

)]
w2 ≤ Φ (0) .Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå w (x, t) óðàâíåíèÿ (6) óñòîé÷èâî ïîîòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ẇ (x, 0), w′′ (x, 0) .Ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ íàëàãàþò îãðàíè÷åíèÿ íà ñêîðîñòü îäíîðîäíîãî ïîòîêà,ñæèìàþùåå (ðàñòÿãèâàþùåå) óñèëèå è äðóãèå ïàðàìåòðû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè íà ïëîñêîñòè (V,N) îãðàíè÷åíà ïðÿìîé V = 0 è âåòâüþ ïàðà�áîëû N = c− bV 2, b > 0, c > 0.�àáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé, ïðîâåäåííûõ â ìîíîãðà�èÿõ [2, 3℄,è âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðûèííîâàöèîííîé �îññèè� (2009�2013 ãã.), �Ê �1122, à òàêæå ïîääåðæàíà ãðàíòîì�ÔÔÈ �09-01-97005.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÀíêèëîâÀ.Â., ÂåëüìèñîâÏ.À. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé íåêîòîðûõ êëàññîâ èíòå�ãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ // Âåñòíèê Ñàìàð�ñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. � Ñàìàðà, 2008. � �8/1(67). � Ñ. 331�344.[2℄ ÀíêèëîâÀ.Â., ÂåëüìèñîâÏ.À. Óñòîé÷èâîñòü âÿçêîóïðóãèõ ýëåìåíòîâ ñòåíîêïðîòî÷íûõ êàíàëîâ. � Óëüÿíîâñê: Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèéóíèâåðñèòåò (Óë�ÒÓ), 2000. � 115 ñ.[3℄ ÀíêèëîâÀ.Â., ÂåëüìèñîâÏ.À., �îðáîêîíåíêîÂ.Ä., ÏîêëàäîâàÞ.Â. Ìàòåìàòè�÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû �òðóáîïðîâîä � äàò÷èê äàâëå�íèÿ�. � Óëüÿíîâñê: Óë�ÒÓ, 2008. � 188 ñ.



ÀíêèëîâÀ.Â., ÂåëüìèñîâÏ.À., ÑåìåíîâàÅ.Ï. 23ÓÄÊ 533.6.013.42Î �ÅØÅÍÈßÕ ÈÍÒÅ��Î-ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕÓ�ÀÂÍÅÍÈÉ Â ÇÀÄÀ×Å Î ÄÈÍÀÌÈÊÅ ÎÄÍÎÉÀÝ�ÎÓÏ�Ó�ÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÒÈÏÀ �ÒÀÍÄÅÌ�ÀíêèëîâÀ.Â., ÂåëüìèñîâÏ.À., ÑåìåíîâàÅ.Ï.1�àññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à àýðîãèäðîóïðóãîñòè î ìàëûõ êîëåáàíèÿõ ñè�ñòåìû äâóõ óïðóãèõ ïëàñòèí òèïà �òàíäåì� (ðàñïîëîæåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî äðóãçà äðóãîì âäîëü îäíîé ëèíèè) ïðè äîçâóêîâîì îáòåêàíèè èõ ïîòîêîì èäåàëüíîéíåñæèìàåìîé ñðåäû (æèäêîñòè èëè ãàçà). Â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ ïëàñòèíàì â �èçè÷å�ñêîé ïëîñêîñòè xOy ñîîòâåòñòâóþò íà îñè Ox îòðåçêè [a1, b1] è [a2, b2], a2 > b1. Âáåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå ñêîðîñòü ãàçà ðàâíà V è èìååò íàïðàâëåíèå, ñîâïàäà�þùåå ñ íàïðàâëåíèåì îñè Ox. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîãèáû ïëàñòèí è âîçìóùåíèåîäíîðîäíîãî ïîòîêà ìàëû, òî åñòü w̄k (x, t) = εwk (x, t), ϕ̄ (x, y, t) = V x + εϕ (x, y, t),
ε ≪ 1, k = 1, 2. Çäåñü w̄1, w̄2 è ϕ̄� ñîîòâåòñòâåííî ïðîãèáû è ïîòåíöèàë ñêîðîñòèâîçìóùåííîãî ïîòîêà ãàçà; x, y �äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, t�âðåìÿ.Ïîòåíöèàë ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

ϕxx + ϕyy = 0, (x, y) ∈ G = R2 \ ([a1, b1] ∪ [a2, b2]) , (1)óñëîâèþ îòñóòñòâèÿ âîçìóùåíèé â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå
(
ϕ2
x + ϕ2

y + ϕ2
t

)
∞ = 0 (2)è ëèíåàðèçîâàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

ϕ±
y = ẇ1 + V w′

1, x ∈ (a1, b1) , ϕ±
y = ẇ2 + V w′

2, x ∈ (a2, b2) , (3)ãäå ϕ±
y = lim

y→0±0
ϕy (x, y, t). Â �îðìóëàõ (3) è äàëåå òî÷êà îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþïî t, à øòðèõ � ïðîèçâîäíóþ ïî x.Óðàâíåíèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé ïëàñòèí ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

L1 (w1) = ρ
(
ϕ+
t − ϕ−

t

)
+ ρV

(
ϕ+
x − ϕ−

x

)
, x ∈ (a1, b1) , y = 0; (4)

L2 (w2) = ρ
(
ϕ+
t − ϕ−

t

)
+ ρV

(
ϕ+
x − ϕ−

x

)
, x ∈ (a2, b2) , y = 0; (5)

Lk (wk) ≡Mkẅk +Dkw
′′′′
k +Nkw

′′
k + δkẇ

′′′′
k + βkẇk + γkwk,ãäå Mk, Dk, Nk, δk, βk, γk � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå (k = 1, 2).Âûðàçèì ïîòåíöèàë ϕ(x, y, t) ÷åðåç �óíêöèè ïðîãèáà wk (x, t). Ñ ýòîé öåëüþ âîáëàñòè G ââåäåì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë W = f (z, t) = ϕ+ iψ, ãäå ψ = ψ (x, y, t)��óíêöèÿ òîêà, z = x + iy. Äëÿ �óíêöèè ñêîðîñòåé fz (z, t) = ϕx − iϕy ñîãëàñíîóñëîâèÿì (3) èìååì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

fz (z, t) =
1

π
√
h (z)




b2∫

a2

v2 (τ, t)

τ − z
√
h (τ)dτ −

b1∫

a1

v1 (τ, t)

τ − z
√
h (τ)dτ + Γ (t)


 , (6)1Àíêèëîâ Àíäðåé Âëàäèìèðîâè÷ (ankil�ulstu.ru), Âåëüìèñîâ Ïåòð Àëåêñàíäðîâè÷(velmisov�ulstu.ru), Ñåìåíîâà Åëèçàâåòà Ïåòðîâíà (farbless�inbox.ru), Óëüÿíîâñêèé ãîñó�äàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, 432027, �îññèÿ, ã. Óëüÿíîâñê, óë. Ñåâåðíûé Âåíåö, 32.



24 Î ðåøåíèÿõ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â çàäà÷å î äèíàìèêå . . .ãäå h (z) = (z − a1) (z − b1) (z − a2) (b2 − z); vk (τ, t) = ẇk (τ, t) + V w′
k (τ, t), k = 1, 2;

Γ (t)��óíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ öèðêóëÿöèþ ñêîðîñòè ãàçà âîêðóã êàæäîé ïëàñòè�íû. Âåòâü êîðíÿ â �îðìóëå (6) �èêñèðîâàíà óñëîâèåì
√
h (z) = i

√
(x− a1) (x− b1) (x− a2) (x− b2), z = x > b2. (7)�àçëîæåíèå �óíêöèè fz (z, t) â îêðåñòíîñòè z = ∞ íà÷èíàåòñÿ ñ ÷ëåíà ïîðÿäêà

1
/
z2, ïîýòîìó îáùàÿ öèðêóëÿöèÿ ðàâíà íóëþ. Öèðêóëÿöèÿ âîêðóã êàæäîé ïëàñòèíûìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò íóëÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî (ϕ2

x + ϕ2
y

)
∞ = 0.Ïåðåéäåì â (6) ê ïðåäåëó ïðè z → x ± i0, x ∈ (ak, bk). Ïðèìåíÿÿ �îðìóëûÑîõîöêîãî è ó÷èòûâàÿ (7), ïîëó÷èì

ϕ+
x − ϕ−

x = (−1)k 2

π
√
h (x)




b2∫

a2

v2 (τ, t)

τ − x
√
h (τ)dτ−

b1∫

a1

v1 (τ, t)

τ − x
√
h (τ)dτ + Γ (t)


 ,

x ∈ (ak, bk) .Äëÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà èìååì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
W = f (z, t) =

z∫

a1

fz (z, t) dz + C (t) , (8)ãäå C(t)�ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ âðåìåíè, z ∈ G. Òàê êàê G�äâóñâÿçíàÿ îáëàñòü,òî èíòåãðàë, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò ëèíèè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî�òåíöèàë ϕ, à çíà÷èò è ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (4), (5) îäíîçíà÷íî íå îïðåäåëÿþòñÿ.Ôóíêöèþ Γ (t) ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû öèðêóëÿöèÿ âîêðóã êàæäîé ïëàñòèíû ðàâíÿëàñüíóëþ:
Γ (t) =

1

M




b2∫

a2

dx√
h (x)

b2∫

a2

v2 (τ, t)

x− τ
√
h (τ)dτ−

b1∫

a1

dx√
h (x)

b1∫

a1

v1 (τ, t)

x− τ
√
h (τ)dτ


 ,ãäåM =

b1∫

a1

dx√
h (x)

. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë îò �óíêöèè fz (z, t) ïî ëþáîìó çàìêíóòî�ìó êîíòóðó, ïðèíàäëåæàùåìó îáëàñòè G, ðàâåí íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèåïîòåíöèàëà W , îïðåäåëÿåìîå �îðìóëîé (8), íå çàâèñèò îò ëèíèè èíòåãðèðîâàíèÿ,ñîåäèíÿþùåé òî÷êè a1 è z. Ïîñêîëüêó
W = ϕ+ iψ = a0 (t) +

a1 (t)

z
+ ...â îêðåñòíîñòè z =∞, òî �óíêöèþ C (t) â (8) ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿ�ëîñü óñëîâèå (ϕt)∞ = 0, ò. å. óñëîâèå (2) áóäåò âûïîëíåíî.Íàõîäÿ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ϕ (x, y, t) íà ãðàíèöå îáëàñòèG, ïîëó÷èì ñâÿçàííóþñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî �óíêöèé ïðîãèáà w1 (x, t) è w2 (x, t), îïèñûâàþùóþäèíàìèêó äâóõ óïðóãèõ ïëàñòèí â äîçâóêîâîì ïîòîêå ãàçà:

(−1)k Lk (wk)=
2ρ
√
h (x)

π




b1∫

a1

ṽ1 (τ, t)√
h (τ)

dτ

τ − x−
b2∫

a2

ṽ2 (τ, t)√
h (τ)

dτ

τ − x


−2ρΓ′ (t)

π

x∫

ak

dx√
h (x)

+
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+
2ρ

π

b1∫

a1

ṽ1 (τ, t)√
h (τ)

dτ

x∫

ak

(τ − x) (τ + x− a0)√
h (x)

dx−2ρ

π

b2∫

a2

ṽ2 (τ, t)√
h (τ)

dτ

x∫

ak

(τ − x) (τ + x− a0)√
h (x)

dx+

+
2ρV

π
√
h (x)




b1∫

a1

v1 (τ, t)

τ − x
√
h (τ)dτ −

b2∫

a2

v2 (τ, t)

τ − x
√
h (τ)dτ − Γ (t)


 , x ∈ (ak, bk) k = 1, 2.Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

ṽk (τ, t) =

τ∫

ak

(ẅk (x, t) + V ẇ′
k (x, t)) dx, a0 = −1

2
(a1 + b1 + a2 + b2) .Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè óïðóãèõ ïëàñòèí îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà �àëåð�êèíà ê ïîëó÷åííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèåêàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè� (2009�2013 ãã.), �Ê �1122.



26 Àñèìïòîòè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé âÿçêîóïðóãîñòè . . .ÓÄÊ 539.3ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈß Ò�ÅÕÌÅ�ÍÛÕÓ�ÀÂÍÅÍÈÉ ÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÎÑÒÈ ÄËß ÑËÓ×ÀßÄÂÓÕÑËÎÉÍÛÕ ÏËÀÑÒÈÍÀíî�ðèêîâàÍ.Ñ., ØåâöîâàÞ.Â.1Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ðàç�ðàáîòàííûõ äëÿ ñëó÷àÿ óïðóãèõ òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé [1�3℄, ê èññëåäîâàíèþíàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) äâóõñëîéíûõ âÿçêîóïðóãèõ ïëà�ñòèí. Â îñíîâó ïîëîæåíà ìåòîäèêà íåïîñðåäñòâåííîãî âûâîäà àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðè�áëèæåíèé èç òî÷íûõ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé [3℄.�àññìàòðèâàåòñÿ ïîëóáåñêîíå÷íàÿ äâóõñëîéíàÿ ïëàñòèíà, êàæäûé ñëîé êîòîðîéâûïîëíåí èç âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà. Ñâîéñòâà ìàòåðèàëà êàæäîãî ñëîÿ îïèñûâà�þòñÿ ìîäåëüþ ñòàíäàðòíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà [4℄. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ê òîðöóïëàñòèíû, íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðèêëà�äûâàåòñÿ óäàðíîå ïðîäîëüíîå âîçäåéñòâèå. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íàðóæíûå ïîâåðõíîñòèïëàñòèíû ñâîáîäíû îò íàãðóçêè. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ñòûêå� óñëîâèÿ íåïðåðûâ�íîãî êîíòàêòà.Â òðåõìåðíûõ óðàâíåíèÿõ òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè, çàïèñàííûõ äëÿ êàæäîãî ñëîÿïëàñòèíû, è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ïðîèçâîäèòñÿ ðàñòÿæåíèå ìàñøòàáîâ íåçàâèñèìûõïåðåìåííûõ, ïîçâîëÿþùåå ìåòîäîì àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ òðåõìåðíûõóðàâíåíèé âûâåñòè àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñîñòàâëÿþùèõÍÄÑ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëåé èçìåíÿåìîñòè è äèíàìè÷íîñòè. Äàííûéìåòîä îñíîâàí íà ìàëîñòè ãåîìåòðè÷åñêîãî ïàðàìåòðà, ðàâíîãî îòíîøåíèþ ïîëóòîë�ùèíû ñëîÿ ê õàðàêòåðíîìó ðàçìåðó äëèíû. Â ðàáîòå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿñëó÷àé òàê íàçûâàåìûõ äëèííîâîëíîâûõ íèçêî÷àñòîòíûõ òàíãåíöèàëüíûõ ïðèáëè�æåíèé, äëÿ êîòîðûõ ïîêàçàòåëè èçìåíÿåìîñòè è äèíàìè÷íîñòè ìåíüøå åäèíèöû èðàâíû ìåæäó ñîáîé. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òàíãåíöèàëüíûå êîìïîíåíòû âåêòî�ðà ïåðåìåùåíèé âåëèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ åãî íîðìàëüíîé êîìïîíåíòîé.Ïîñëå ââåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àñèìïòîòèê â óðàâíåíèÿõ è ãðàíè÷íûõ óñëî�âèÿõ, çàïèñàííûõ â áåçðàçìåðíîé �îðìå, óñòàíîâëåíà çàâèñèìîñòü êîìïîíåíò ÍÄÑîò íîðìàëüíîé êîîðäèíàòû, ïîëó÷åíà ñâÿçü ìåæäó êîìïîíåíòàìè ÍÄÑ ïåðâîãî èâòîðîãî ñëîåâ. Â ðåçóëüòàòå àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷åíû ñèñòåìûóðàâíåíèé äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè ãëàâíûõ è àñèìïòîòè÷åñêè âòîðîñòåïåííûõ êîìïî�íåíò ÍÄÑ. Îñóùåñòâëåí ïåðåõîä ê äâóìåðíûì óðàâíåíèÿì â óñèëèÿõ è ïåðåìåùå�íèÿõ äëÿ àñèìïòîòè÷åêè ãëàâíûõ êîìïîíåíò ÍÄÑ.Ëèòåðàòóðà[1℄ Kaplunov Ju.D., Kossovih L.Yu., NoldeE.V. Dynamis of thin walled elasti bodies. �London: Aademi Press, 1998. � 226 pp.[2℄ Êîññîâè÷Ë.Þ., ÊàïëóíîâÞ.Ä. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç íåñòàöèîíàðíûõ óïðó�ãèõ âîëí // Èçâåñòèÿ Ñàðàò. óí-òà. � 2001. � Ò. 1. � Âûï. 2. � Ñ. 111�131.1Àíî�ðèêîâà Íàòàëèÿ Ñåðãååâíà (nanofrikova�yandex.ru), Øåâöîâà Þëèÿ Âëàäèñëàâîâíà(yv-shevtsova�mail.ru), Ñàðàòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 410012, �îññèÿ, ã. Ñàðàòîâ, óë.Àñòðàõàíñêàÿ, 83.



Àíî�ðèêîâà Í.Ñ., ØåâöîâàÞ.Â. 27[3℄ Êîññîâè÷Ë.Þ., ØåâöîâàÞ.Â. Àñèìïòîòè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ òðåõìåðíûõ äè�íàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè â ñëó÷àå äâóõñëîéíûõ ïëàñòèí // Ìåæ�âóç. ñá. �Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè è ïëàñòè÷íîñòè�. � Âûï. 67. � Í. Íîâãîðîä: Èçä-âîÍèæåãîðîäñêîãî óí-òà, 2005. � Ñ. 102�111.[4℄ ÍîâàöêèéÂ. Äèíàìèêà ñîîðóæåíèé. � Ì.: �îññòðîéèçäàò, 1963. � 376 ñ.



28 Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû îïèñàíèÿ ðîæäåíèÿ ÷åðíûõ äûð è êðîòîâûõ íîð . . .ÓÄÊ 536.758ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÂÎÏ�ÎÑÛ ÎÏÈÑÀÍÈß �ÎÆÄÅÍÈß×Å�ÍÛÕ ÄÛ� È Ê�ÎÒÎÂÛÕ ÍÎ� ÍÀ ÁÎËÜØÈÕÊÎËËÀÉÄÅ�ÀÕ È ÒÅÎ�Èß ÑÓÏÅ�ÑÒ�ÓÍ È Á�ÀÍÀðå�üåâàÈ.ß.1Îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåõàíèçìû êàòàëèçà ïðîöåññîâ îáðàçîâàíèÿ ÷åðíûõäûð/êðîòîâûõ íîð (×Ä/ÊÍ), à òàêæå ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ìàøèí âðåìåíè ïðè âû�ñîêîýíåðãåòè÷åñêèõ ñòîëêíîâåíèÿõ ÷àñòèö. Ñîâðåìåííàÿ ïàðàäèãìà ïðåäïîëàãàåò,÷òî îáðàçîâàíèå ×Ä/ÊÍ ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ÷àñòèö ìîæåò ïðîèñõîäèòü â òîì ñëó�÷àå, êîãäà ýíåðãèè ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö â ñèñòåìå èõ öåíòðà ìàññ âûøå ïëàí�êîâñêîãî ìàñøòàáà (ò.í. òðàíñïëàíêîâñêàÿ îáëàñòü). Â ðàìêàõ êîíöåïöèè ÒýÂ-íîéãðàâèòàöèè, ñîãëàñíî êîòîðîé òðàíñïëàíêîâñêàÿ îáëàñòü � îáëàñòü ïîðÿäêà íåñêîëü�êèõ ÒýÂ, ýòà îáëàñòü äîëæíà èãðàòü ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ñòîëêíîâåíèÿõ ýëåìåí�òàðíûõ ÷àñòèö íà áîëüøîì àäðîííîì êîëëàéäåðå (ÁÀÊ) è êîëëàéäåðàõ ñëåäóþùèõïîêîëåíèé (ñì. [1, 2℄ è ññûëêè òàì ïðèâåäåííûå).Äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè ðîæäåíèÿ ÷åðíûõ äûð îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷å�ñêàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ �îðìóëà äëÿ ñå÷åíèÿ äàííîãî ïðîöåññà. Ìû ïðèâîäèì àðãó�ìåíòû â ïîëüçó ýòîé �îðìóëû, ðàññìàòðèâàÿ ïðîöåññ òðàíñïëàíêîâñêîãî ñòîëêíî�âèòåëüíîãî ðîæäåíèÿ ÷åðíîé äûðû â ñèñòåìå ïîêîÿ îäíîé èç ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷à�ñòèö. Ýòîò ïðèåì ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè ïðîöåññà ñòàíäàðòíóþ ãèïî�òåçó Òîðíà, ñîãëàñíî êîòîðîé ãðàâèòàöèîííûé êîëëàïñ ïðîèñõîäèò, åñëè â íåêîòî�ðîé ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè ñîñðåäîòî÷åíî äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ìàòåðèè, èïîäòâåðäèòü óòâåðæäåíèå î íåèçáåæíîñòè ãðàâèòàöèîííîãî êîëëàïñà â òîì ñëó÷àå,êîãäà â ìàëîé ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè ñêîíöåíòðèðîâàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî êè�íåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî æå ïðèåìà ïðîâîäèòñÿ âû÷èñëåíèå ñå÷åíèéðîæäåíèÿ ÷åðíûõ äûð ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö, îáëàäàþ�ùèõ ðàçëè÷íûìè �èçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè è â ðàçíûõ �îíîâûõ ìåòðèêàõ, â òîì÷èñëå â ïðîñòðàíñòâå (àíòè)-äå Ñèòòåðà. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåçóëüòàòû íàõîäÿòñÿ â ñî�ãëàñèè ñ ðåçóëüòàòàìè [3, 4, 5℄, êîòîðûå ñëåäóþò èç îöåíêè íà ïëîùàäü �îðìèðóåìîéïðè ñòîëêíîâåíèÿõ çàìêíóòîé ëîâóøå÷íîé ïîâåðõíîñòè, õîòÿ äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåïëîñêèõ ïðîñòðàíñòâ îáùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ãàðàíòèðîâàëà áû, ÷òî ñóùåñòâîâàíèåçàìêíóòîé ëîâóøå÷íîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì �îðìèðîâàíèÿ×Ä, ïîêà íå äîêàçàíà.Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ñâîåãî ðîäà êàòàëèçàòîðîì ïðîöåññà ðîæäåíèÿ ×Ä ñëó�æàò îòðèöàòåëüíàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ è äèëàòîííàÿ ñêàëÿðíàÿ ìàòåðèÿ.Íàîáîðîò, ê îñëàáëåíèþ ïðîöåññà ïðèâîäèò íàëè÷èå ïîëîæèòåëüíîé êîñìîëîãè÷å�ñêîé ïîñòîÿííîé. Áîëåå òîãî, ïðè íåêîòîðîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ïîñëåäíåé ýòîòïðîöåññ ïðèîñòàíàâëèâàåòñÿ.Ëèòåðàòóðà[1℄ Aref'eva I.Y., Volovih I.V. Time Mahine at the LHC // Int. J. Geom. Meth. Mod.Phys. � 2008. � No. 5. � P. 641; arXiv:0710.2696.1Àðå�üåâà Èðèíà ßðîñëàâíà (arefeva�mi.ras.ru), Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà�ÀÍ, 119991, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. �óáêèíà, 8.



Àðå�üåâàÈ.ß. 29[2℄ Aref'eva I.Y. Catalysis of Blak Holes/Wormholes Formation in High Energy Colli�sions, Talk given at International Bogolyubov Conferene on Problems of Theoretialand Mathematial Physis: To the 100th anniversary of N.N.Bogolyubov's birth,Mosow-Dubna, Russia, 21-27 Aug 2009, arXiv:0912.5481[3℄ Aref'eva I.Y., BagrovA.A. and GusevaE.A. Critial Formation of Trapped Surfaes inthe Collision of Non-expanding Gravitational Shok Waves in de Sitter Spae-Time //JEPH. � 2009. � 1130:709; arXiv:0905.1087.[4℄ Aref'eva I.Y., BagrovA.A. Formation of Trapped Surfaes in the Collision of Non�expanding Gravitational Shok Waves in AdS4 // Theor. Math. Phys. � 2009. �No. 161. � P. 382�399.[5℄ Aref'eva I.Y., BagrovA.A., JoukovskayaL.V., Critial Trapped Surfaes Formationin the Collision of ultra relativisti Charges in (A)dS // JHEP. � 2010. � 1003:002;arXiv:0909.1294.



30 Ñæàòèå ñâåòà â äâóõ�îòîííûõ ïðîöåññàõ èçëó÷åíèÿ àòîìîâ â ðåçîíàòîðåÓÄÊ 535.14ÑÆÀÒÈÅ ÑÂÅÒÀ Â ÄÂÓÕÔÎÒÎÍÍÛÕ Ï�ÎÖÅÑÑÀÕ ÈÇËÓ×ÅÍÈßÀÒÎÌÎÂ Â �ÅÇÎÍÀÒÎ�ÅÁàøêèðîâ Å.Ê., ËèïàòîâàÑ.Ï.1Îäíèì èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé â ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé îïòèêåÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñæàòûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. ßâëåíèå ñæàòèÿñâåòà èçó÷åíî â íàñòîÿùåå êàê òåîðåòè÷åñêè, òàê è ýêñïåðèìåíòàëüíî â îãðîìíîì êî�ëè÷åñòâå ðàáîò [1℄. Òàêèå ñîñòîÿíèÿ ïðèâëåêàþò îñîáîå âíèìàíèå íå òîëüêî ïîòîìó,÷òî îíè ïîçâîëÿþò ãëóáæå ïîíÿòü ïðèðîäó ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, íî è áëàãîäàðÿèõ øèðîêèì âîçìîæíûì ïðèìåíåíèÿì äëÿ âûñîêîòî÷íûõ îïòè÷åñêèõ èçìåðåíèé, îï�òè÷åñêîé ñâÿçè, êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé è äð. Ýêñïåðèìåíòàëüíî ñæàòèå ñâåòà áûëîâïåðâûå ðåàëèçîâàíî â 1985 ãîäó â íåëèíåéíîì ïðîöåññå ÷åòûðåõâîëíîâîãî ñìåøå�íèÿ ñâåòà â îïòè÷åñêîì ðåçîíàòîðå. Ïîçäíåå äëÿ ãåíåðàöèè ñæàòûõ ñîñòîÿíèé ýëåê�òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå íåëèíåéíûå îïòè÷åñêèå ïðîöåññû:îïòè÷åñêèå ïàðàìåòðè÷åñêèå ïðîöåññû, ý��åêò Êåððà è äð. [1℄. Â íàñòîÿùåå âðåìÿâûïîëíåíî áîëåå 40 ðàçëè÷íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî íàáëþäåíèþ ñæàòûõ ñîñòîÿíèéñâåòà â ðàçëè÷íûõ íåëèíåéíûõ îïòè÷åñêèõ ñðåäàõ, â òîì ÷èñëå äëÿ ïó÷êîâ àòîìîââ ðåçîíàòîðàõ [2, 3℄. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà, ïðåïÿòñòâóþùàÿ øèðîêîìó èñïîëüçîâà�íèþ ñæàòîãî ñâåòà â ïðàêòè÷åñêèõ öåëÿõ ÿâëÿåòñÿ íåâûñîêàÿ ñòåïåíü ñæàòèÿ, äî�ñòèãíóòàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî, â ÷àñòíîñòè â ýêñïåðèìåíòàõ ñ àòîìàìè â ðåçîíàòîðàõóìåíüøåíèå óðîâíÿ øóìà äëÿ ðåçîíàòîðíîãî ïîëÿ ñîñòàâèëî ïðèìåðíî 20 %. Ïîýòî�ìó èññëåäîâàíèå íîâûõ ñõåì ãåíåðàöèè ñæàòûõ ñîñòîÿíèé, ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷àòüáîëåå âûñîêóþ ñòåïåíü ñæàòèÿ, ÿâëÿåòñÿ ïðèîðèòåòíîé çàäà÷åé êâàíòîâîé îïòèêè.Îäíèì èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé â èññëåäîâàíèè ñæàòûõ ñîñòîÿíèéÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ìíîãî�îòîííûõ ïðîöåññîâ ââèäó âûñîêîé ñòåïåíè êîððåëÿ�öèè èñïóñêàåìûõ àòîìàìè �îòîíîâ, ÷òî äîëæíî ïðèâîäèòü ê áîëåå âûñîêîé ñòåïåíèñæàòèÿ èçëó÷åíèÿ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàìè äåòàëüíî èññëåäîâàíû îñîáåííîñòè ñæàòèÿ ñâåòà â âû�ðîæäåííîé äâóõ�îòîííîé äâóõàòîìíîé ìîäåëè Äæåéíñà�Êàììèíãñà äëÿ ðàçëè÷�íûõ íà÷àëüíûõ èíòåíñèâíîñòåé ðåçîíàòîðíîãî ïîëÿ è ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ñîñòî�ÿíèé àòîìíîé ïîäñèñòåìû. Ïðè ýòîì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ íåëèíåéíàÿ ñðåäàÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå âûãîäíîé äëÿ ãåíåðàöèè ñæàòîãî ñâåòà â ñðàâíåíèè ññèñòåìîé àòîìîâ, â êîòîðîé ðàçðåøåíû îäíî�îòîííûå ïåðåõîäû. Ñòåïåíü ñæàòèÿ ïî�ëÿ â äâóõ�îòîííûõ ïðîöåññàõ èçëó÷åíèÿ â òðè ðàçà ïðåâîñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùèéïîêàçàòåëü â îäíî�îòîííûõ ïðîöåññàõ.Ëèòåðàòóðà[1℄ BahorH.-A., RalphT. A Guide to experiments in quantum optis. � Weinheim:Wiley�VCH, 2004. � 420 pp.[2℄ Orozo L.A. et al. Squeezed-state generation in optial bistability // J. Opt. So.Am. � 1987. � V. B4. � P. 1490�1500.[3℄ HopeD.M. et al. The atom-avity system as a generator of quadrature squeezedstates // Appl. Phys. � 1992. � V. B55. � P. 210�215.1Áàøêèðîâ Åâãåíèé Êîíñòàíòèíîâè÷ (bash�ssu.samara.ru), Ëèïàòîâà Ñâåòëàíà Ïåòðîâíà, Ñà�ìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



Áàøêèðîâ Å.Ê., Ñî÷êîâà Å.Þ. 31ÓÄÊ 535.14ÏÅ�ÅÏÓÒÛÂÀÍÈÅ Â ÄÂÓÕÔÎÒÎÍÍÎÉ ÄÂÓÕÀÒÎÌÍÎÉÌÎÄÅËÈÁàøêèðîâ Å.Ê., Ñî÷êîâà Å.Þ.1Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ïåðåïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ �óíäàìåíòîì ñîâðå�ìåííîé êâàíòîâîé èí�îðìàòèêè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî èçó÷àþòñÿ êàê òåî�ðåòè÷åñêè, òàê è ýêñïåðèìåíòàëüíî �îòîí��îòîííûå, àòîì�àòîìíûå è àòîì��îòîí�íûå ïåðåïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ [1℄. Àòîì�ïîëåâûå ïåðåïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ âîçíèêàþòâ ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ñ êâàíòîâûì ïîëåì. Â ðàáîòå [2℄ ïðè àíàëèçåïîâåäåíèÿ ëèíåéíîé àòîìíîé ýíòðîïèè áûëà îáíàðóæåíà èíòåðåñíàÿ îñîáåííîñòüàòîì�ïîëåâîãî ïåðåïóòûâàíèÿ â ìîäåëè Äæåéíñà�Êàììèíãñà. Åñëè ïðèãîòîâèòüäâóõóðîâíåâûé àòîì â ÷èñòîé ñóïåðïîçèöèè âîçáóæäåííîãî è îñíîâíîãî ñîñòîÿíèé,à ïîëå � â ÷èñòîì êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè, òî íà ïîëîâèíå âðåìåíè âîññòàíîâëåíèÿîñöèëëÿöèé �àáè íàñåëåííîñòåé àòîìíûõ óðîâíåé ïðîèñõîäèò ïîëíîå ðàñïóòûâàíèåñîñòîÿíèé ïîëÿ è àòîìà. Â ýòîì ìîìåíò àòîì è ïîëå âíîâü âîçâðàùàþòñÿ â ÷èñòûåñîñòîÿíèÿ. Ïîçäíåå èññëåäîâàíèÿ âðåìåííîãî ïîâåäåíèÿ ëèíåéíîé àòîìíîé ýíòðî�ïèè è ïåðåïóòûâàíèÿ ñîñòîÿíèé àòîìîâ è ïîëÿ áûëè ïðîâåäåíû è äëÿ äâóõàòîìíîéìîäåëè Äæåéíñà�Êàììèíãñà: äëÿ ñëó÷àÿ èäåíòè÷íûõ àòîìîâ â ðàáîòå Õ.Ò. Çóíãà ñîàâòîðàìè [3℄ è äëÿ ñëó÷àÿ íåèäåíòè÷íûõ àòîìîâ â ðàáîòå È.Ê.Êóäðÿâöåâà ñ ñî�àâòîðàìè [4℄. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî àòîì�ïîëåâîå ðàñïóòûâàíèåîòñóòñòâóåò äëÿ íà÷àëüíîãî âîçáóæäåííîãî èëè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèé àòîìîâ è èìååòìåñòî òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ îïðåäåëåííûõ ñóïåðïîçèöèé àòîìíûõ ñîñòîÿíèé.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàìè èññëåäîâàíû îñîáåííîñòè àòîì-ïîëåâîãî ïåðåïóòûâà�íèÿ â äâóõàòîìíîé ìîäåëè ñ âûðîæäåííûìè äâóõ�îòîííûìè ïåðåõîäàìè. Àíàëèçàñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ (ñëó÷àå áîëüøîãî íà÷àëüíîãî ñðåäíåãî ÷èñëà �îòîíîââ êîãåðåíòíîé ìîäå ðåçîíàòîðíîãî ïîëÿ) òî÷íîé âîëíîâîé �óíêöèè ìîäåëè ïîçâîëèëíàì îïðåäåëèòü íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ àòîìîâ, ïðè êîòîðûõ â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿðàñïóòûâàíèå ñîñòîÿíèé àòîìîâ è ïîëÿ. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äëÿ ðåäóöèðî�âàííîé àòîìíîé ýíòðîïèè ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäàåò ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ðå�çóëüòàòû äëÿ âðåìåí ðàñïóòûâàíèÿ àòîìíîé è ïîëåâîé ïîäñèñòåì.Ëèòåðàòóðà[1℄ Harohe S., Raimond. J-M. Exploring the Quantum. Atoms, Cavities and Photons. �New York: Oxford University Press, 2006. � 606 pp.[2℄ Gea-Banalohe J. Collapse and revival of the state vetor in the Jaynes-Cummingsmodel: an example of state preparation by a quantum apparatus // Phys. Rev. Lett. �1990. � V. 65. � P. 3385�3388.[3℄ Ho Trung Dung, Nguen Dihn Huyen, Two-atom-single mode radiation �eldinteration. State evolution, level oupation probabilities and emission spetra //J. Mod. Opt. � 1994. � V. 41. � P. 453�469.[4℄ Kudryavtsev I.K., LambrehtA., Moya-CessH., Knight P.L. Cooperativity andentanglement of atom-�eld states // J. Mod. Opt. � 1994. � V. 40. � P. 1605�1630.1Áàøêèðîâ Åâãåíèé Êîíñòàíòèíîâè÷ (bash�ssu.samara.ru), Ñî÷êîâà Åëåíà Þðüåâíà(SohkovaElena�mail.ru ), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà,óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.
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ÏÅ�ÅÏÓÒÛÂÀÍÈÅ Â ÂÛ�ÎÆÄÅÍÍÎÉÄÂÓÕÔÎÒÎÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÒÀÂÈÑÀ�ÊÀÌÌÈÍ�ÑÀÁàøêèðîâ Å.Ê., ÑòóïàöêàÿÌ.Ï.1Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëîñü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èññëåäî�âàíèþ âëèÿíèÿ äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà ñòåïåíü ïåðåïóòûâàíèÿ àòîì�íûõ ñîñòîÿíèé (ñì. ññûëêè â ðàáîòå [1℄). Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî ïðÿìîå äèïîëü�íîå âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê îñëàáëåíèþ ý��åêòà �ìãíîâåííîé ñìåðòè� ïåðå-ïóòûâàíèÿ [2℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàìè ðàññìîòðåíî âëèÿíèå äèïîëü-äèïîëüíîãîâçàèìîäåéñòâèÿ íà äèíàìèêó àòîì-àòîìíîãî ïåðåïóòûâàíèÿ â ðàìêàõ âûðîæäåí�íîé äâóõ�îòîííîé ìîäåëè Òàâèñà�Êàììèíãñà. Ìû ðàññìîòðåëè ìîäåëü Òàâèñà�Êàììèíãñà, â êîòîðîé äâà èäåíòè÷íûõ äâóõóðîâíåâûõ àòîìà ðåçîíàíñíî âçàèìî�äåéñòâóþò ñ ìîäîé ðåçîíàòîðíîãî ïîëÿ ïîñðåäñòâîì âûðîæäåííûõ äâóõ�îòîííûõïåðåõîäîâ. Â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ è ïðèáëèæåíèè âðàùàþùåéñÿ âîëíûãàìèëüòîíèàí òàêîé ìîäåëè èìååò âèä
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1). (1)Çäåñü a+ è a�îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ �îòîíîâ ìîäû ïîëÿ, R±

j �îïå�ðàòîðû ïåðåõîäîâ â äâóõóðîâíåâîì àòîìå j (i = 1, 2), g� êîíñòàíòà âûðîæäåííîãîäâóõ�îòîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõóðîâíåâîãî àòîìà ñ äâóõìîäîâûì ïîëåì, Ω�êîíñòàíòà ïðÿìîãî äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè. ×åðåç | +〉è | −〉 îáîçíà÷åíû âîçáóæäåííîå è îñíîâíîå ñîñòîÿíèå èçîëèðîâàííîãî äâóõóðîâíå�âîãî àòîìà.Ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè àòîìû è ïîëå ïðèãîòîâëåíûâ ïåðåïóòàííîì ñîñòîÿíèè âèäà (òàê íàçûâàåìîå W -ïåðåïóòàííîå ñîñòîÿíèå)
|Ψ(0)〉 = a|+,−, 1〉+ b|−,+, 1〉+ c|−,−, 2〉, (2)ãäå |a|2 + |b|2 + |c|2 = 1.Èñïîëüçóÿ òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè ìîäåëè (1) íàìè íàéäåíî âû�ðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðà Ïåðåñà�Õîðîäåöêèõ, îïðåäåëÿþùåãî ñòåïåíü àòîìíîãî ïå�ðåïóòûâàíèÿ èçó÷àåìîé äâóõêóáèòíîé ñèñòåìû. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òîó÷åò äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè ïðèâîäèò ê ïîëíîìó èñ÷åç�íîâåíèþ ý��åêòà �ìãíîâåííîé ñìåðòè� ïåðåïóòûâàíèÿ ïðè âûáîðà êîý��èöèåíòîââ âûðàæåíèè (2)â âèäå: a = b = c = 1/

√
3 è a =

√
2/3, b = c = 1/

√
6.1Áàøêèðîâ Åâãåíèé Êîíñòàíòèíîâè÷ (bash�ssu.samara.ru), Ñòóïàöêàÿ Ìàðèÿ Ïåòðîâíà(Stupatskaya�NetCraker.om), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà,óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



Áàøêèðîâ Å.Ê., ÑòóïàöêàÿÌ.Ï. 33Ëèòåðàòóðà[1℄ BashkirovE.K., Stupatskaya M.P. The entanglement of two dipole-dipole oupledatoms indued by nondegenerate two-mode thermal noise // Laser Physis. � 2010. �V. 19. � P. 525�530.[2℄ Chen L. et al. The in�uene of dipole-dipole interation and detuning on the suddendeath of entanglenent between two atoms in the Tavis�Cummings model // Chin.Phys. B. � 2009. � V. 18. � P. 888�893.



34 Àòîì�ïîëåâîå ïåðåïóòûâàíèå â ìîäåëè Òàâèñà�Êàììèíãñà . . .ÓÄÊ 535.14ÀÒÎÌ�ÏÎËÅÂÎÅ ÏÅ�ÅÏÓÒÛÂÀÍÈÅ Â ÌÎÄÅËÈÒÀÂÈÑÀ�ÊÀÌÌÈÍ�ÑÀ Ñ Ó×ÅÒÎÌ ØÒÀ�ÊÎÂÑÊÎ�ÎÑÄÂÈ�À ÝÍÅ��ÅÒÈ×ÅÑÊÈÕ Ó�ÎÂÍÅÉÁàøêèðîâ Å.Ê., ÒàðåëüíèêÅ.Ñ.1Êâàíòîâûå ïåðåïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â êâàíòîâîé òåîðèèèí�îðìàöèè, �èçèêå êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé, êâàíòîâîé ñâÿçè è êâàíòîâîé êðèïòî�ãðà�èè. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áûëî îïóáëèêîâàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, â êîòîðûõèññëåäîâàëèñü ñâîéñòâà ïåðåïóòàííûõ ñîñòîÿíèé, èõ âîçìîæíûå ïðèìåíåíèÿ â êâàí�òîâîé èí�îðìàòèêå, à òàêæå ðàçëè÷íûå ñõåìû ïîëó÷åíèÿ ïåðåïóòàííûõ ñîñòîÿíèé.Ïðîñòåéøàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé âîçìîæíà ãåíåðàöèÿ àòîì�ïîëåâûõ ïåðåïóòàííûõñîñòîÿíèé, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Äæåéíñà�Êàììèíãñà, îïèñûâàþùàÿ âçàèìîäåéñòâèåäâóõóðîâíåâîãî àòîìà ñ ìîäîé êâàíòîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â èäåàëüíîì ðå�çîíàòîðå. Ìîäåëü Äæåéíñà�Êàììèíãñà èãðàåò �óíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â êâàíòîâîéîïòèêå, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò îïèñàòü âñå îñíîâíûå êâàíòîâûå ý��åêòû âçàèìîäåé�ñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ àòîì-ïîëåâûå ïåðåïóòàííûå ñî�ñòîÿíèÿ áûëè ïîëó÷åíû â ýêñïåðèìåíòàõ ñ îäíîàòîìíûìè ìàçåðàìè [1℄. Èññëåäîâà�íèÿ àòîì-ïîëåâûõ ïåðåïóòàííûõ ñîñòîÿíèé â ìîäåëè Äæåéíñà�Êàììèíãñà (ÌÄÊ)è åå ïðîñòåéøèõ îáîáùåíèÿõ áûëè èíèöèèðîâàíû Ôåíèêñîì è Íàéòîì [2℄, à òàê�æå [3℄. Èññëåäóÿ äèíàìèêó �îí-íåéìàíîâñêîé ðåäóöèðîâàííîé àòîìíîé ýíòðîïèè,Ôåíèêñ è Íàéò âïåðâûå ïîêàçàëè, ÷òî äâóõóðîâíåâûé àòîì, âçàèìîäåéñòâóþùèé ñìîäîé êâàíòîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïðèãîòîâëåííûé â ÷èñòîì ñîñòîÿíèè,âíîâü îêàçûâàåòñÿ â ÷èñòîì ñîñòîÿíèè íà ïîëîâèíå ïåðèîäà çàòóõàíèÿ îñöèëëÿöèé�àáè íàñåëåííîñòåé àòîìíûõ óðîâíåé, ïðè÷åì â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè ñîñòîÿíèÿàòîìà è ïîëÿ ðàñïóòûâàþòñÿ. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû íåçàâèñèìî áûëè ïîëó÷åíû�åà�Áàíàêëî÷å ïðè èçó÷åíèè âðåìåííîãî ïîâåäåíèÿ àòîìíîé ëèíåéíîé ýíòðîïèè.�åçóëüòàòû �åà�Áàíàêëî÷å áûëè ïîçäíåå îáîáùåíû íà ñëó÷àé îäíîàòîìíîé ìîäå�ëè ñ äâóõ�îòîííûìè âûðîæäåííûìè ïåðåõîäàìè è äâóõàòîìíîé ìîäåëè Òàâèñà�Êàììèíãñà ñ îäíî�îòîííûìè è äâóõ�îòîííûìè âûðîæäåííûìè è íåâûðîæäåííû�ìè ïåðåõîäàìè (ñì. ññûëêè â [4℄). Ïðè èññëåäîâàíèè ïåðåïóòûâàíèÿ â äâóõ�îòîííîéìîäåëè Òàâèñà�Êàììèíãñà íå ïðèíèìàëñÿ â ðàñ÷åò øòàðêîâñêèé ñäâèã ýíåðãåòè÷å�ñêèõ óðîâíåé. Âìåñòå ñ òåì òàêîé ý��åêò ìîæåò îêàçàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íààòîì-ïîëåâîå ïåðåïóòûâàíèå, â îñîáåííîñòè â ñëó÷àå èäåíòè÷íûõ àòîìîâ. Ïîýòîìóöåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âëèÿíèå äèíàìè÷åñêîãî øòàðêîâ�ñêîãî ñäâèãà íà îñîáåííîñòè àòîì-ïîëåâîãî ïåðåïóòûâàíèÿ â âûðîæäåííîé ìîäåëèÒàâèñà�Êàììèíãñà.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ý��åêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí âûðîæäåííîé äâóõ�îòîí�íîé ìîäåëè Òàâèñà�Êàììèíãñà ðàññìîòðèì ñèñòåìû äâóõ òðåõóðîâíåâûõ àòîìîâ ñóðîâíÿìè ýíåðãèè |+〉, |i〉 è |−〉, ãäå |+〉�âîçáóæäåííîå, |−〉�îñíîâíîå è |i〉�ïðî�ìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå îáîèõ àòîìîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàñêàä àòîìíûõ ïåðåõîäîâ
|+〉 → |i〉 → |−〉 íàõîäèòñÿ â ðåçîíàíñå ñ óäâîåííîé ÷àñòîòîé ω+,− = 2ω, â òî âðå�ìÿ êàê, ÷àñòîòû ïðîìåæóòî÷íûõ ïåðåõîäîâ ω+,i = ω + ∆ è ω+,i = ω − ∆ ñèëüíîîòñòðîåíû îò ω, ãäå ω� ÷àñòîòà ìîäû ðåçîíàòîðíîãî ïîëÿ. Ïîñëå àäèàáàòè÷åñêîãî1Áàøêèðîâ Åâãåíèé Êîíñòàíòèíîâè÷ (bash�ssu.samara.ru), Òàðåëüíèê Åëåíà Ñåðãååâíà(no4emy�yandex.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 443011, �îññèÿ, ã.Ñàìàðà, óë. Àêà�äåìèêà Ïàâëîâà, 1.
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(1)ãäå ïàðàìåòðû øòàðêîâñêîãî ñäâèãà äâóõ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé β1 and β2 è ý���åêòèâíàÿ êîíñòàíòà äâóõ�îòîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ g îïðåäåëÿþòñÿ â òåðìèíàõ èñ�õîäíûõ êîíñòàíò äèïîëü-�îòîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ g1 è g2, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþòïåðåõîäàì |−〉 → |i〉 è |i〉 → |+〉 â èñõîäíûõ òðåõóðîâíåâûõ àòîìàõ, è îòñòðîéêè ∆:

β1 =
g21
∆
, β2 =

g22
∆
, g =

g1g2
∆

.Âðåìåííàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ àòîì-ïîëåâîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþØðåäèíãåðà
ı~ | Ψ̇(t)〉 = H | Ψ(t)〉. (2)Íàìè íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè (1) äëÿïðîèçâîëüíîé íà÷àëüíîé ñóïåðïîçèöèèè àòîìíûõ ñîñòîÿíèé è ðåçîíàòîðíîãî ïîëÿâ êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè

|Ψ(0)〉 = (α|+,+〉+ β|+,−〉+ γ|−,+〉+ δ|−,−〉) |υ〉,ãäå α, β, γ and δ � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
|α|2 + |β|2 + |γ|2 + |δ|2 = 1.Çäåñü
|x, y〉 = |x〉|y〉 (x, y = −,+)�äâóõàòîìíûå áàçèñíûå âåêòîðû è |−〉�îñíîâíîå è |+〉�âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèåäâóõóðîâíåâîãî àòîìà. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ðåçîíàòîðíîãî ïîëÿ âûáèðàëîñü â âèäåêîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ.Íà îñíîâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ äëÿ ïîëíîé âîëíîâîé �óíêöèè àòîì-ïîëåâîé ñèñòåìûâ ðàáîòå ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ëèíåéíîé àòîìíîé ýíòðîïèè

S = 1− Tr
(
ρ2AT

)
,êîòîðàÿ, êàê õîðîøî èçâåñòíî [2℄, ìîæåò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå ìåðû àòîì-ïîëåâîãîïåðåïóòûâàíèÿ. Íàìè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ëèíåéíîé ýíòðîïèè äëÿ ðàç�ëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà r = g1/g2, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ðàçëè÷èÿ â øòàðêîâ�ñêèõ ñäâèãàõ îñíîâíîãî è âîçáóæäåíîãî àòîìíûõ óðîâíåé. Ïðè ýòîì äëÿ çíà÷åíèÿ

r = 1 øòàðêîâñêèå ñäâèãè óðîâíåé îäèíàêîâû è èõ ìîæíî íå ó÷èòûâàòü â ý��åêòèâ�íîì ãàìèëüòîíèàíå. �ëàâíûé ðåçóëüòàò ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîíåçíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà r ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óìåíüøåíèþìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè àòîì-ïîëåâîãî ïåðåïóòûâàíèÿ.



36 Àòîì�ïîëåâîå ïåðåïóòûâàíèå â ìîäåëè Òàâèñà�Êàììèíãñà . . .Ëèòåðàòóðà[1℄ Harohe S., Raimond. J.M. Exploring the Quantum. Atoms, Cavities and Photons. �New York: Oxford University Press, 2006. � 606 pp.[2℄ Phoenix S.J.D., Knight P.L. Establishment of an entangled atom-�eld state in theJaynes�Cumming model // Phys. Rev. � 1991. � V. A44. � P. 6023�6029.[3℄ Gea-Banalohe J. Collapse and revival of the state vetor in the Jaynes�Cummingsmodel: an example of state preparation by a quantum apparatus // Phys. Rev.Lett. � 1990. � V. 65. � P. 3385�3388.[4℄ Bashkirov, E.K. Entanglement in degenerate two-photon Tavis-Cummings model //Physia Sripta. � 2010. � V. 82. � doi: 10.1088/0031-8949/82/01/015401.



Áàòèùåâàß.�., ÂåäåíÿïèíÂ.Â., ÌåëèõîâÈ.Â. 37ÓÄÊ 517.93 533.9ÄÂÈÆÅÍÈÅ Ê�ÓÏÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖ, �ÅÀ�È�ÓÞÙÈÕ Ñ �ÀÇÎÌÁàòèùåâàß.�., ÂåäåíÿïèíÂ.Â.1, ÌåëèõîâÈ.Â.2�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà ïîä äåéñòâèåì ðåàêòèâíûõñèë, îñíîâû êîòîðîãî áûëè äàíû â ñòàòÿõ Ìàêñâåëëà [1℄. Òàêîé ïîäõîä èìååò ïðè�ëîæåíèÿ â äâèæåíèè ñïóòíèêîâ [2℄ è â çàäà÷å î äâèæåíèè áîëüøèõ ÷àñòèö, âçà�èìîäåéñòâóþùèõ ñ ãàçîì [3�8℄. Òàêîå äâèæåíèå áûëî íàçâàíî õåìîðåàêòèâíûì èáûëî èññëåäîâàíî ãðóïïîé È.Â.Ìåëèõîâà õèìè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ì�Ó è â ÈÏÌèì. Ì.Â.Êåëäûøà �ÀÍ [8℄. Áûëà ñîçäàíà ìîäåëü �èçèêî-õèìè÷åñêîé ðåàêöèè íàïîâåðõíîñòè òåëà è èññëåäîâàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü [2, 3, 8℄.Ïîëó÷åíû íîâûå òî÷íûå ðåøåíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà, êîòîðûå àñèìïòîòè÷åñêèïðè âðåìåíè, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, äàþò èäåàëüíóþ ñïèðàëü.Ýòà ìîäåëü áûëà ïðèìåíåíà ê îáúÿñíåíèþ �îòî�îðåçà [4℄. Òåðìèí �îòî�îðåçáûë ïðåäëîæåí Ôåëèêñîì Ýðåíõà�îì [5℄. Â åãî ýêñïåðèìåíòàõ ïûëü, ñåðåáðÿíûå èìåäíûå âçâåøåííûå ÷àñòèöû äâèãàëèñü ïî íàïðàâëåíèþ ê ñâåòó [6℄. Òàêîå äâèæåíèåíå ìîãëî áûòü ñâÿçàíî ñî ñâåòîâûì äàâëåíèåì è íå ïîëó÷àëî îáúÿñíåíèÿ äîëãîå âðå�ìÿ. Êðîìå òîãî, ÷àñòèöû äâèãàëèñü ïî ñïèðàëÿì, êîòîðûå Ýðåíõà� ñàì ñâÿçûâàë ññèëîé Ëîðåíöà, ââîäÿ äëÿ îáúÿñíåíèé äðîáíûå çàðÿäû è ìàãíèòíûå ìîíîïîëè. Îä�íàêî ýòî íå íàøëî ïîääåðæêè è âñòðåòèëî îïïîçèöèþ ó Ìèëëèêåíà, èçìåðèâøåãîçàðÿä ýëåêòðîíà, è Äèðàêà, ââåäøåãî ïîíÿòèå ìàãíèòíîãî ìîíîïîëÿ èç ìàòåìàòè÷å�ñêèõ ñîîáðàæåíèé äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñèììåòðè÷íûìèîòíîñèòåëüíî ìàãíèòíûõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé.Íàøå îáúÿñíåíèå åñòåñòâåííî è ïðîñòî � íà îñíîâå êîíòððåàêòèâíûõ ñèë, âîçíè�êàþùèõ ïðè ïðèëèïàíèè ÷àñòèö. Òàêèì îáðàçîì, ñïèðàëè Ôåëèêñà Ýðåíõà�à ïî�ëó÷èëè îáúÿñíåíèå â ðàìêàõ õåìîðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ [3�8℄, à ñàìè îíè ñëóæàòïîäòâåðæäåíèåì âñåé ïîñòðîåííîé òåîðèè. Êðîìå òîãî, ïîñòðîåíû òî÷íûå ðåøåíèÿóðàâíåíèé äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà � â îñîáåííîñòè, ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ â �îðìåèäåàëüíîé ñïèðàëè. Ïîñòðîåíà òåîðèÿ äâèæåíèÿ êðóïíîé ÷àñòèöû â ðåàãèðóþùåìãàçå. Ïîñòðîåíà òåîðèÿ �îòî�îðåçà, â îñîáåííîñòè îáðàòíîãî �îòî�îðåçà. Ïðåäëà�ãàåòñÿ ñõîäíîå îáúÿñíåíèå äëÿ ýëåêòðî�îðçà è ìàãíèòî�îðåçà â ãàçàõ, èçó÷àâøèõñÿÝðåíõà�îì.Ëèòåðàòóðà[1℄ Maxwell J.C. �Illustrations of the Dynamial Theory of Gases�, I. On the Motionsand Collisions of Perfetly Elasti Spheres // Philos. Mag. � January 1860. � X1X. �P. 19�32. II. On the Proess of Di�usion of two or more kinds of moving partilesamong one another // Philos. Mag. � July 1860. � P. 20�33. III. On the ollisionof perfetly elasti bodies of any form // Philos. Mag. � July 1860. � P. 33�37. OnStresses in Rari�ed Gases arising from Inequalities of Temperature // Philosophialtransations. � 1879. � V. 170. � P. 231�256.[2℄ ÁåëåöêèéÂ.Â., ßíøèíÀ.Ì. Âëèÿíèå àýðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë íà âðàùàòåëüíîåäâèæåíèå ñïóòíèêîâ. � Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1984.1Áàòèùåâà ßíèíà �åíðèõîâíà, Âåäåíÿïèí Âèêòîð Âàëåíòèíîâè÷ (viveden�yahoo.om), Èíñòè�òóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì. Â. Êåëäûøà �ÀÍ, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà.2Ìåëèõîâ Èãîðü Âèòàëüåâè÷, Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà,�îññèÿ, ã.Ìîñêâà.



38 Äâèæåíèå êðóïíûõ ÷àñòèö, ðåàãèðóþùèõ ñ ãàçîì[3℄ VedenyapinV.V., BatyshevaY.G., Melihov I.V. GorbathevskiA.Ya. On a motion ofsolids in hemially ative gaz // Dolady Physis. � V. 48. � No. 10. � P. 556�558(2003). Translated from Doklady Akademii Nauk. � V. 392. � No. 6. � P. 738�780(2003).[4℄ VedenyapinV.V. Photophoresis and reative fores // Mathematial modeling. �V. 18. � 2006.[5℄ Ehrehaft F. Ann. Phys. � (Leipzig)56. � 81(1918).[6℄ Photophoresis phenomenon // Arhive message from �Physis Forum�. � Posted byAlan Marshall on November 11 (2001).[7℄ Batisheva J.G. On the Derivation of Dynami Equations for a Rigid Body in a GasReating Nonuniformly with Its Surfae // Doklady Physis. � V. 48. � No. 10. �2003. � P. 587�589. Translated from Doklady Akademii Nauk. � V. 392. � No. 5. �2003. � P. 631�633.[8℄ ÌåëèõîâÈ.Â., ÑèìîíîâÅ.Ô., ÁîæåâîëüíîâÂ.Å., ÂåäåíÿïèíÂ.Â. Õåìîðåàêòèâ�íîå äâèæåíèå òâåðäûõ òåë, ðåàãèðóþùèõ ñ ãàçîì. � Ì.: ÊÄÓ, 2006.



ÁåëüãàðòË.Â., �îìàíîâñêèé�.Ê. 39ÓÄÊ 517.9ÄÈÕÎÒÎÌÈß �ÅØÅÍÈÉ ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ ÄËß ÏÎ×ÒÈÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÉ �ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈÁåëüãàðòË.Â., �îìàíîâñêèé�.Ê.1�àáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé, âûïîëíåííûõ â [1�3℄. �àññìàòðè�âàåòñÿ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå H = L2(R→ CN ) çàäà÷à Êîøè
[
∂

∂t
+A

∂

∂x
+B(x, t)

]
u = 0, u|t=0 = h ∈ H. (1)Çäåñü u : R2 → CN ; A, B � ìàòðèöû ïîðÿäêà N ;





A = diag(a1I1, . . . , anIn), an = onst, a1 > . . . > an;
Ik � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà Nk,

∑
Nk = N ;ìàòðèöà B(x, t) ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî t ðàâíîìåðíî ïî x. (2)Â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ h ïðèíàäëåæèò ëèíåàëó H0 �èíèòíûõ C1-ãëàäêèõ �óíêöèé R→ CN , çàäà÷à Êîøè (1) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â êëàññå C1(R2),ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèå u(t) ðåøåíèÿ íà êàæäóþ ãîðèçîíòàëü t = onst ïðèíàäëåæèò

H0 è îïåðàòîð Êîøè U(t), ïåðåâîäÿùèé h â u(t), îãðàíè÷åí. Â ñëó÷àå ëþáîé h ∈ Hïîä ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1) ïîíèìàåòñÿ �óíêöèÿ u(t) = U(t)h, ãäå U(t) � ïðî�äîëæåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà Êîøè èç H0 â H . Ñëåäóÿ [4℄, áóäåì íàçûâàòüâçàèìíûì íàêëîíîì ïîäïðîñòðàíñòâ H+, H− ⊂ H ÷èñëîSn(H+, H−) = inf ‖h+ + h−‖, h± ∈ H±, ‖h±‖ = 1.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ äèõîòîìèÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êî�øè (1), åñëè �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî H ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ
H+, H− òàê, ÷òî1) ïðè íåêîòîðûõ µ, ν > 0 èìåþò ìåñòî îöåíêè

h ∈ H+ ⇒ ‖U(t)h‖ ≤ µe−ν(t−τ)‖U(τ)h‖ (t ≥ τ),

h ∈ H− ⇒ ‖U(t)h‖ ≤ µe−ν(τ−t)‖U(τ)h‖ (t ≤ τ),2) âçàèìíûé íàêëîí äâèæóùèõñÿ ïîäïðîñòðàíñòâ H±(t) = U(t)H± îòäåëåí îòíóëÿ: Sn[H+(t), H−(t)] ≥ onst > 0.Îáîçíà÷èì J êëàññ ìàòðèö
F (x, t) = diag(F1, . . . , Fm,−Fm+1, . . . ,−Fn)ñ äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè ïîðÿäêîâ N1, . . . , Nn, ñî ñâîéñòâàìè

Fk ∈ C1, F ∗
k = Fk, m1Ik ≤ Fk ≤ m2Ik (mi > 0),

F, F ′
kt, F

′
kx ïî÷òè ïåðèîäè÷íû ïî t ðàâíîìåðíî ïî x.1Áåëüãàðò Ëþáîâü Âàñèëüåâíà (Belgart�rambler.ru), �îìàíîâñêèé �ýì Êîíñòàíòèíîâè÷, Îì�ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, 644050, �îññèÿ, ã. Îìñê, ïð. Ìèðà, 11.



40 Äèõîòîìèÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ãèïåðáîëè÷åñêîé . . .Ëåììà. Ïðîèçâîäíàÿ èíäå�èíèòíîé �îðìû
v(h, t) = (Fh, h) (F ∈ J)âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1), ëåæàùèõ â H0, äàåòñÿ �îðìóëîé

v̇(h, t) = (Gh, h), G = F ′
t +AF ′

x − FB −B∗F.Òåîðåìà. Ïóñòü, ïðè óñëîâèÿõ (2), ñóùåñòâóåò ìàòðèöà F ∈ J òàêàÿ, ÷òîâûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
G ≤ 0 â R2, G ≤ −rI â ïîëîñå t ∈ [0, δ]

(r, δ > 0; I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà). Òîãäà èìååò ìåñòî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ äèõîòî�ìèÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè (1).Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ãëàäêèõ îãðàíè÷åííûõ êîý��èöèåíòîâ äëÿ äî�êàçàòåëüñòâà ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè ïîòðåáîâàëîñü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà
G ≤ −rI âî âñåé ïëîñêîñòè R2 (ñì. [3℄).Ëèòåðàòóðà[1℄ ÌåíäçèâÌ.Â., �îìàíîâñêèé�.Ê. Ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõñèñòåì íà ïëîñêîñòè ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ïî âðåìåíè êîý��èöèåíòàìè // Äè��å�ðåíö. óðàâíåíèÿ. � 2008. � Ò. 44. � �2. � Ñ. 257�262.[2℄ �îìàíîâñêèé�.Ê., ÁåëüãàðòË.Â. Îá ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè ëèíåéíûõ ñè�ñòåì ñ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ìàòðèöåé // Ñèá. ìàò. æóðí. � 2009. � Ò. 50. � �1. �Ñ. 190�198.[3℄ �îìàíîâñêèé�.Ê., ÁåëüãàðòË.Â. Èññëåäîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé äèõîòîìèè ðå�øåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè ïðÿìûì ìåòî�äîì Ëÿïóíîâà // Îìñê, 2009. � 12 ñ. Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ. 16.04.2009. � �223-Â2009.[4℄ ÄàëåöêèéÞ.Ë., ÊðåéíÌ.�. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå�íèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. � Ì.: Íàóêà, 1970. � 535 ñ.



Áåëåâè÷Ì.Þ. 41ÓÄÊ 532.72Ï�È×ÈÍÍÎ-ÎÁÓÑËÎÂËÅÍÍÎÅ ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÄÈÔÔÓÇÈÈÁåëåâè÷Ì.Þ.1Ýâîëþöèÿ ñðåäû, ïîìèìî äå�îðìàöèè è ïåðåìåùåíèÿ êîíå÷íûõ îáúåìîâ, âêëþ�÷àåò â ñåáÿ òàê íàçûâàåìûå ÿâëåíèÿ ïåðåíîñà è, â ÷àñòíîñòè, ïåðåíîñ ìàññû. Êëàññè�÷åñêîå óðàâíåíèå, ìîäåëèðóþùåå ýòè ÿâëåíèÿ, øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ. Îäíàêî ñóùå�ñòâóåò ðÿä ïðè÷èí ïîáóæäàþùèõ èñêàòü àëüòåðíàòèâíîå îïèñàíèå ýòèõ ÿâëåíèé. Âî�ïåðâûõ, íà ïðàêòèêå âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, ïëîõî îïèñûâàåìûå ðåøåíèÿìè ñîîòâåò�ñòâóþùåãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, à âî-âòîðûõ, ñòàíäàðòíîå îïèñàíèå íåïðè�åìëåìî â ñèëó ïðîòèâîðå÷èÿ �óíäàìåíòàëüíîìó ïðèíöèïó ïðè÷èííîñòè è, ïîòîìó,ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê óäîáíîå âû÷èñëèòåëüíîå ñðåäñòâî, íî íå àäåêâàòíîåîïèñàíèå ÿâëåíèé ïðèðîäû. Ïîïûòêè çàìåíèòü ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå äè��ó�çèè ãèïåðáîëè÷åñêèì íåîäíîêðàòíî èìåëè ìåñòî, îäíàêî îáùåïðèçíàííûé âàðèàíòïðè÷èííî-îáóñëîâëåííîãî îïèñàíèÿ ýòîãî ïðîöåññà îòñóòñòâóåò, ÷òî äåëàåò åãî ðàç�ðàáîòêó àêòóàëüíîé çàäà÷åé. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþïðè÷èííûõ ìîäåëåé, ïðåäëîæåííûé â [1℄.Ñîãëàñíî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì ìåõàíèçì âñåõ ÿâëåíèé ïåðåíîñà, ïî ñó�ùåñòâó, îäèíàêîâ è ñîñòîèò â ïåðåìåùåíèè ïåðåíîñèìîé ñóáñòàíöèè (ìàññû, ýíåðãèèè èìïóëüñà) çà ñ÷åò õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèé ìîëåêóë è äðóãèõ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ÷àñòèö. Òàêîé âçãëÿä îçíà÷àåò, îäíàêî, îòêàç îò ðàññìîòðåíèÿ ïðîáëåìû èñêëþ÷è�òåëüíî â ðàìêàõ ìåõàíèêè êîíòèíóóìà, ÷òî ïîñëå ïðèíÿòèÿ ãèïîòåçû ñïëîøíîñòèòðåáóåò ñïåöèàëüíîãî îáîñíîâàíèÿ. Êðîìå òîãî, íåäîñòàòêîì êëàññè÷åñêîé òî÷êèçðåíèÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü óòðàòó �óíäàìåíòàëüíîãî ðàçëè÷èÿ â ïåðåíîñå ðàçëè÷íûõâåëè÷èí. Òîò �àêò, ÷òî âñå ÿâëåíèÿ ïåðåíîñà îïèñûâàþòñÿ îäíèì è òåì æå (ñ òî÷�íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé) óðàâíåíèåì, íå îïðåäåëÿåò èõ �èçè÷åñêîãî ïîäîáèÿ. Äåëîâ òîì, ÷òî åñëè âÿçêîñòü è òåïëîïðîâîäíîñòü ñóòü äâå ñòîðîíû ïåðåíîñà ýíåðãèè, òîäè��óçèÿ åñòü ÿâëåíèå èíîãî òèïà. Âî-ïåðâûõ, â ðàìêàõ ìåõàíèêè êîíòèíóóìà îíîíå ñâÿçàíî ñ õàîòè÷åñêèì äâèæåíèåì òî÷åê æèäêîñòè, ïîñêîëüêó âñå ýòè äâèæåíèÿïî îïðåäåëåíèþ îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè. Âî-âòîðûõ,äè��óçèÿ åñòü ïåðåíîñ ìàññû è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ òå÷åíèåì. Èìåþòñÿ, îä�íàêî, ïðè÷èíû, ïðåïÿòñòâóþùèå îïèñàíèþ ïîòîêà äè��óíäèðóþùåãî âåùåñòâà ñïîìîùüþ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, äè��óçèÿ êîìïîíåíòû ñìåñè åñòüòå÷åíèå âíóòðè òå÷åíèÿ ñìåñè êàê åäèíîãî öåëîãî. Â ýòîì ñëó÷àå äå�îðìàöèÿ óòðà�÷èâàåò áèåêòèâíîñòü, ÷òî ïîðîæäàåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè ñ îïèñàíèåì. Â äî�êëàäå àíàëèçèðóþòñÿ ýòè òðóäíîñòè. Âûâîäèìîå çäåñü ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèåîñíîâûâàåòñÿ íà ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ ãèäðîäèíàìèêè, ïîëó÷åííûõ â [1℄.Æèäêîå òåëî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå n êîìïîíåíò. Âìåñòî åäèíñòâåí�íîé, ñâÿçàííîé ñ òåëîì ìåðû � ìàññû òåëà, ââîäèòñÿ n ìåð, êàæäàÿ èç êîòîðûõèíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìàññà ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû. Èññëåäóåòñÿ ëèøü ÷è�ñòî ìåõàíè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè. Â ýòîì ñëó÷àå äâèæåíèåêàæäîé êîìïîíåíòû ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ îòäåëüíî îò ïðî÷èõ, êàê äâèæåíèå ñî�õðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíû.Â îáùåì ñëó÷àå, ñ êàæäîé ìåðîé ñâÿçàí åå ñîáñòâåííûé ïåðåíîñ, ò.å. åå ñîáñòâåí�íîå òå÷åíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âìåñòî åäèíñòâåííîãî ïîëÿ ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ1Áåëåâè÷ Ìèõàèë Þðüåâè÷ (mbelevih�yahoo.om), Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé �èëèàë Èíñòèòóòàîêåàíîëîãèè �ÀÍ, 199053, �îññèÿ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 1-ÿ ëèíèÿ, 30.



42 Ïðè÷èííî-îáóñëîâëåííîå îïèñàíèå äè��óçèè
n âåêòîðíûõ ïîëåé, ïî îäíîìó íà êàæäóþ êîìïîíåíòó. Êàæäîå âåêòîðíîå ïîëå ïî�ðîæäàåò êîíãðóýíöèþ ìèðîâûõ ëèíèé, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ìèðîâîéòðóáêîé òåëà. Ñóùåñòâîâàíèå íåñêîëüêèõ êîíãðóýíöèé â ïðåäåëàõ îäíîé ìèðîâîéòðóáêè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà òåëà îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé ñ ìíîãî�÷èñëåííûìè ìèðîâûìè ëèíèÿìè, è òåì ñàìûì, âàæíîå ñâîéñòâî äå�îðìàöèè, ååáèåêòèâíîñòü, óòðà÷èâàåòñÿ. Ïðîòèâîðå÷èÿ çäåñü, îäíàêî, íåò, ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåòî òî÷êàõ êîíòèíóóìà è ðàçëè÷íûõ îòîáðàæåíèÿõ ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé íà ÷åòûðåõ�ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, à íå î ìîëåêóëàõ èëè äðóãèõ ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèöàõ.Òåì íå ìåíåå ñêîðîñòü ïåðåñòàåò áûòü óäîáíûì ñðåäñòâîì îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ, âñèëó ÷åãî äàëåå èñïîëüçóåòñÿ èíîé ìåòîä è êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ çàìåíÿåòñÿ äè���óçèîííûì.Äëÿ îäíîêîìïîíåíòíîé æèäêîñòè ìåòðèêà îïðåäåëÿåòñÿ â òåðìèíàõ ñêîðîñòèòå÷åíèÿ, ò.å. âåêòîðà, êàñàòåëüíîãî ê ìèðîâîé ëèíèè òî÷êè òåëà [1℄. Â ñëó÷àå ñìå�ñåé, ÷òîáû íå îïðåäåëÿòü ðàçëè÷íûå ìåòðèêè äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû, íåîáõîäèìîïðåäïî÷åñòü îäíî âåêòîðíîå ïîëå âñåì îñòàëüíûì è èñïîëüçîâàòü åãî â îïðåäåëåíèèìåòðèêè. Òàêîâûì âûáèðàåòñÿ ïîëå ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñìåñè, êàê öåëîãî.Â ðåçóëüòàòå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïðè÷èííî-îáóñëîâëåííîå óðàâíåíèå äè��óçèè,çàïèñûâàåìîå â âèäå:

ρdtCE = div(ξEρ∇CE). (1)Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü ìàññû ñìåñè, CE � êîíöåíòðàöèÿ E-é êîìïîíåíòû ñìåñè. Êîý���èöèåíò ξE íàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì äè��óçèè E-é êîìïîíåíòû, à ñàìî óðàâíå�íèå (1) � óðàâíåíèåì äè��óçèè ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû â äâèæóùåéñÿ ñðåäå.Îíî ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò âòîðóþ ïðîèçâîä�íóþ ïî âðåìåíè, è ïîòîìó ñîõðàíÿåò ïðè÷èííóþ ñâÿçü ÿâëåíèé.Îïèñàííûé â [1℄ ïîäõîä, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïåðåíî�ñà òåïëà è èìïóëüñà [2℄. Àíàëèç ÿâëåíèÿ äè��óçèè ïîêàçûâàåò, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àåïðèìåíèì òîò æå ïîäõîä. Âûâåäåííîå ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå äè��óçèè îïè�ñûâàåò âûðàâíèâàíèå âîçìóùåíèé â n-êîìïîíåíòíîé ñìåñè. Íèæå ïðèâîäèòñÿ ðÿäçàêëþ÷èòåëüíûõ çàìå÷àíèé.1) Íåñìîòðÿ íà �îðìàëüíîå ïîäîáèå óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ îáå ãðóïïû ÿâëå�íèé (âÿçêîñòü�òåïëîïðîâîäíîñòü è äè��óçèÿ), èõ ïðèðîäà â ðàìêàõ ìåõàíèêèêîíòèíóóìà ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íà. Ïåðâàÿ ãðóïïà îïèñûâàåò ïåðåíîñ ýíåð�ãèè (èìïóëüñà) âûñîêî÷àñòîòíûìè ïóëüñàöèÿìè ñêîðîñòè, êîòîðûå ìû íå îïè�ñûâàåì ÿâíî, à ïðèáåãàåì ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó îïèñàíèþ. Âòîðàÿ ãðóïïà ñâÿ�çàíà ñ ïåðåíîñîì âåùåñòâà è ïîòîìó äîëæíà áûëà áû îïèñûâàòüñÿ ÿâíî. Ýòîòïåðåíîñ íå ñâÿçàí ñ âûñîêî÷àñòîòíûìè �ëóêòóàöèÿìè (ïîñêîëüêó âñå îíè óæåâêëþ÷åíû âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ) è åãî íå ñëåäóåò ñìåøèâàòü ñ äðóãèìè ÿâëå�íèÿìè ïåðåíîñà. Èìåþùàÿñÿ çäåñü ïðîáëåìà, çàêëþ÷àåòñÿ â íååäèíñòâåííîñòèâåêòîðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè. Îäíàêî, âñå ýòè ïîëÿ, ãåíåðèðóåìûå ðàçëè÷íûìèêîìïîíåíòàìè ñìåñè, îáû÷íî áëèçêè äðóã ê äðóãó, è ìåòîä îïèñàíèÿ èñïîëü�çóåò ýòó îñîáåííîñòü. Ïîñêîëüêó äè��óçèÿ åñòü ïîòîê âåùåñòâà, â ñëó÷àå îä�íîêîìïîíåíòíîé æèäêîñòè îáà âàðèàíòà îïèñàíèÿ âîçìîæíû. Äåéñòâèòåëüíî,íàðÿäó ñ îáû÷íîé çàäà÷åé îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè èíîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿè ÿâëåíèå ñàìîäè��óçèè.2) Óêàçàííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðèðîäû ÿâëåíèé ïåðåíîñà åùå íåãàðàíòèðóþò ïðè÷èííîé îáóñëîâëåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ îïèñàíèé. Òàêîéãàðàíòèåé ñëóæèò ó÷åò ñêîðîñòè ñèãíàëà, èñïîëüçóåìîãî äëÿ íàáëþäåíèé òå�÷åíèÿ. Ïðèìåðû òîìó ìîæíî èçâëå÷ü èç àíàëèçà ÷èñëåííûõ ïðîöåäóð ðåøåíèÿ



Áåëåâè÷Ì.Þ. 43ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Óæå íåîäíîêðàòíî óêàçûâàëîñü, ÷òî ÿâíûé ìåòîä,ïðèìåíåííûé ê ïàðàáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ, �àêòè÷åñêè çàìåíÿåò åãî ãèïåð�áîëè÷åñêèì. Â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ ìåòîäîì ðåøåíèÿ (îáû÷íîýòî îòíîøåíèå øàãîâ äèñêðåòèçàöèè), îêàçûâàåòñÿ âåðõíèì ïðåäåëîì ñêîðî�ñòåé, äîïóñêàåìûõ ÷èñëåííûì àëãîðèòìîì. Ïðè ýòîì, ïðåäåë ýòîò íå àáñîëþ�òåí, ò.å. áîëåå âûñîêèå ñêîðîñòè íå çàïðåùåíû. Îíè ëèøü íåâåðíî èíòåðïðå�òèðóþòñÿ, è äëÿ èõ ïðàâèëüíîé èíòåðïðåòàöèè ñëåäóåò èçìåíèòü ñîîòíîøåíèåøàãîâ ñåòêè. Ýòà îñîáåííîñòü ÷èñëåííûõ ïðîöåäóð õîðîøî èçâåñòíà êàê óñëîâ�íàÿ óñòîé÷èâîñòü.3) Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî èñêëþ÷èòåëüíî â ðàìêàõ ìåõàíèêè êîíòè�íóóìà, áåç îáðàùåíèÿ ê ìîëåêóëàì èëè ÷àñòèöàì âåùåñòâà. Ñäåëàíà ïîïûòêàïîêàçàòü, ÷òî îòñóòñòâèå ïðè÷èííîé îáóñëîâëåííîñòè êëàññè÷åñêîãî îïèñàíèÿÿâëåíèé ïåðåíîñà ñâÿçàíî ñ äîïóùåíèåì áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíå�íèÿ èí�îðìàöèè, à íå ñ çàìåíîé ìíîæåñòâà ìîëåêóë êîíòèíóóìîì òî÷åê èîòêàçîì îò äåòàëüíîãî îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ÷àñòèö.Ëèòåðàòóðà[1℄ BelevihM. Causal desription of non-relativisti dissipative �uid motion // AtaMehania. � 2003. � V. 161. � P. 65�80.[2℄ Áåëåâè÷Ì.Þ. Ìåõàíèêà æèäêîñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ. � ÑÏá: Èçä.���ÌÓ, 2009.



44 Êâàíòîâî-õèìè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå àäñîðáöèîííîãî ìåõàíèçìà . . .ÓÄÊ 541.1 ÊÂÀÍÒÎÂÎ-ÕÈÌÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅÀÄÑÎ�ÁÖÈÎÍÍÎ�Î ÌÅÕÀÍÈÇÌÀ ÄÅÉÑÒÂÈßÈÍ�ÈÁÈÒÎ�ÎÂ ÊÎ��ÎÇÈÈ, ÎÁËÀÄÀÞÙÈÕ�Å�ÁÈÖÈÄÍÛÌ È ÁÈÎÖÈÄÍÛÌ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌÁåëîãëàçîâ �.Ñ., ÝëèñàäèêèÄæ.1Àíàëèçó ðàçíîîáðàçíûõ ìåõàíèçìîâ äåéñòâèÿ õèìè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé è èõ ñìå�ñåé íà ìîëåêóëÿðíîì óðîâíå çàñëóæåííî óäåëÿåòñÿ âñå âîçðàñòàþùåå âíèìàíèå êàêîòå÷åñòâåííûìè, òàê è çàðóáåæíûìè èññëåäîâàòåëÿìè [1�2℄. Ñðåäè ñóùåñòâóþùèõòåîðèé èíãèáèðîâàíèÿ êîððîçèè, íàâîäîðîæèâàíèÿ ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ îäíî èç öåí�òðàëüíûõ ìåñò çàñëóæåííî çàíèìàåò àäñîðáöèîííàÿ òåîðèÿ äåéñòâèÿ èíãèáèòîðîâ.Ñ öåëüþ óñòàíîâëåíèÿ ìåõàíèçìà çàùèòíîãî äåéñòâèÿ Èí âûïîëíåíà ñåðèÿ ýêñïå�ðèìåíòîâ ïî îïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè êîððîçèè è íàâîäîðîæèâàíèÿ ñòàëè. �åçóëüòàòûýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ ñîïîñòàâëåíû ñ äàííûìè, ïîëó÷åííûìè èç êâàíòîâî-õèìè÷åñêèõðàñ÷åòîâ.Ñ öåëüþ îáúÿñíåíèÿ ìåõàíèçìîâ çàùèòíîãî äåéñòâèÿ Èí êîððîçèè è íàâîäîðîæè�âàíèÿ íà ãðàíèöå �àç �ñòàëü � êîððîçèîííàÿ ñðåäà� â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ ïðîâåäåíêîððåëÿöèîííûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ êâàíòîâî-õèìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ, êîòîðûå áûëèâûïîëíåíû îãðàíè÷åííûì ìåòîäîì Õàðòðè�Ôîêà ab initio, è ýêñïåðèìåíòàëüíûõäàííûõ ïî ý��åêòèâíîñòè èíãèáèðóþùåãî äåéñòâèÿ (ÝÈÄ) çàìåùåííûõ ñóëü�à�íèëàìèäîâ â ðîëè Èí.Ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàçìåðà âêëþ÷àåìîãî â ìîäåëüíûé êëàñòåð�ðàãìåíòà ïîâåðõíîñòè (ÔÏÌ) ìåòàëëà (â äàííîé ðàáîòå � àëþìèíèÿ) èçó÷åíà ñå�ðèÿ îðãàíè÷åñêèõ èíãèáèòîðîâ êîððîçèè, èìåþùèõ îòíîñèòåëüíî íåñëîæíîå ñòðîå�íèå p-R-C6H4-SO2-NH2 (R=F, Cl, Br, CH3). Îïðîáîâàíû ìåòîäû RHF, MNDO, AM1,PM3, MP3, MP5 è äðóãèå, íî â ñèëó ðàçëè÷íûõ ïðè÷èí îêîí÷àòåëüíûé âûáîð ñäåëàíâ ïîëüçó îãðàíè÷åííîãî ìåòîäà Õàðòðè�Ôîêà ab initio è ïîëóýìïèðè÷åñêîãî ìåòîäàMNDO (ÌÏÄÏ). Âñå ïåðå÷èñëåííûå ìåòîäû ðåàëèçîâàíû â ïðîãðàììå [4℄. Â òàáë.1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ýíåðãèé ãðàíè÷íûõ îðáèòàëåé (ÂÇÌÎ, ÍÑÌÎ) èçàðÿäîâ íà àêòèâíûõ öåíòðàõ ñâîáîäíûõ ìîëåêóë Èí, ïîëó÷åííûå íåýìïèðè÷åñêèìîãðàíè÷åííûì ìåòîäîì Õàðòðè�Ôîêà ab initio (RHF). �åçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíèÿýêñïåðèìåíòàëüíûõ è ðàñ÷åòíûõ äàííûõ ïîçâîëÿò îñóùåñòâëÿòü áîëåå öåëåíàïðàâ�ëåííûé ñèíòåç èíãèáèòîðîâ êîððîçèè è íàâîäîðîæèâàíèÿ ìåòàëëîâ è íåêîòîðûõñïëàâîâ (â ÷àñòíîñòè, ñòàëè).Â òàáë. 1 è 2 ñîïîñòàâëåíû ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ýêñïåðè�ìåíòàëüíî ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ý��åêòèâíîñòè èíãèáèðóþùåãî êîððîçèþ äåéñòâèÿ(ÝÈÊÄ) Èí (ñêîðîñòü êîððîçèè îïðåäåëÿëàñü ãðàâèìåòðè÷åñêè ïî ïîòåðå ìàññûïëîñêèõ àëþìèíèåâûõ îáðàçöîâ, ýêñïîíèðóåìûõ 72 ÷àñ. â ñðåäå ÏîñòãåéòB). Ñðàâ�íèâàåìûå êâàíòîâî-õèìè÷åñêèå ìåòîäû äàþò êà÷åñòâåííî ñèíáàòíûå ðåçóëüòàòû:
1Áåëîãëàçîâ �.Ñ., ÝëèñàäèêèÄæ. (drgeorge59�mail.ru), Óíèâåðñèòåò ã. Äîäîìà, Òàíçàíèÿ, ï.ÿ.259.
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Òàáëèöà 1. Êîý��èöèåíòû êîððåëÿöèè ìåæäó êâàíòîâî-õèìè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè (ÊÕÕ)ñâîáîäíûõ ìîëåêóë èñõîäíûõ ÈÍ è èõ ÝÈÊÄÂÇÌÎ ÍÑÌÎ Äèï. ìî�ìåíò p Q(R) Q(N) Q(S) Q(O) SQ(C6) SQ (C6H4)r, % (RHF) 61 54 85 74 -72 -77 -64 -58 -72r, % (MNDO) 96 94 99 92 -19 -79 -93 -83 -90(ÊÕÕ ïîëó÷åíû äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè, RHF è MNDO)

Òàáëèöà 2. Êîý��èöèåíòû êîððåëÿöèè ìåæäó ÝÈÊÄ è ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ Èír, % â ñëó÷àåðàñ÷åòà ïîìåòîäó: ñóììàðíûì çàðÿäîììîëåêóëû ÈÍ ïðè ååàäñîðáöèè íàïîâåðõíîñòè ÔÏÌ,SDQ èçìåíåíèåìçàðÿäà íà àòîìåR, DQ(R) ïðèàäñîðáöèè ÈÍíà ÔÏÌ èçìåíåíèåìçàðÿäà íààòîìå N,DQ(N) èçìåíåíèåìäèïîëüíîãîìîìåíòà ì-ëûÈÍ, Dp ñðåäíèìèçìåíåíèåìçàðÿäà íààòîìå O,DQ(O) ñóììàðíûìèçìåíåíèåìçàðÿäà íààòîìàõ C êîëüöàC6, DSQ(C6) ñóììàðíûìèçìåíåíèåì çà�ðÿäà íà C6H4,DSQ (C6H4)RHF -74 -66 95 33 89 -21 -22MNDO 72 -52 79 -52 83 96 91



46 Êâàíòîâî-õèìè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå àäñîðáöèîííîãî ìåõàíèçìà . . .Òàáëèöà 3. Êîý��èöèåíòû êîððåëÿöèè ìåæäó êâàíòîâî-õèìè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìèñâîáîäíûõ ìîëåêóë èñõîäíûõ ÈÍ è èõ ÝÈÊÄÇíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâêîððåëÿöèè äëÿ ÝÈÊÄ,âçÿòûõ ïðè êîíöåíòðàöèÿõ,ìÌîëü/ë Äèïîëüíûé ìîìåíòñâîáîäíîé ìîëåêóëû ÈÍ, Ä1 35%2 33%5 95%10 91%15 98%Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû âûïîëíåííîãî êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà ðàññ÷èòàííûõ èç�ìåíåíèé çàðÿäîâ è äèïîëüíîãî ìîìåíòà ìîëåêóë Èí ïðè àäñîðáöèè ìîëåêóë íà ÔÏÌâ ñîïîñòàâëåíèè ñ ÝÈÊÄ ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé (â ÷àñòíîñòè, ñì. òàáë. 2) ñâè�äåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî íàèáîëåå çíà÷èìûìè îêàçûâàþòñÿ êîý��èöèåíòû êîððå�ëÿöèè ìåæäó ÝÈÊÄ è èçìåíåíèÿìè çàðÿäîâ íà àçîòå, DQ(N), è êèñëîðîäå, DQ(O),ïðè àäñîðáöèè Èí íà ÔÏÌ.Â êà÷åñòâå èíãèáèòîðîâ êîððîçèè èññëåäîâàíû ïðîèçâîäíûå �åíîëà â ñâîáîäíîìâèäå. Äàííûå, ïðèâåäåííûå â òàáë. 3, ñâèäåòåëüñòâóþò î íàëè÷èè òåíäåíöèè ê óâå�ëè÷åíèþ äèïîëüíîãî ìîìåíòà â ðàññìîòðåííîì ðÿäó ñîåäèíåíèé. Ïðè ýòîì ðàçíîñòüìåæäó ýíåðãèÿìè ãðàíè÷íûõ îðáèòàëåé â ýòîì ðÿäó òàêæå óâåëè÷èâàåòñÿ.Ïðèâåäåííûå âûøå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î íàëè÷èè îáúÿñíè�ìîãî ìîíîòîííîãî êîíöåíòðàöèîííîãî òðåíäà êîý��èöèåíòîâ êîððåëÿöèè ìåæäóÝÈÊÄ è äèïîëüíûì ìîìåíòîì èñõîäíûõ ìîëåêóë.Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ïîäòâåðæäåíû ðàíåå ïîëó÷åííûå äàí�íûå î ñïåöè�è÷åñêîé ðîëè ãåòåðîàòîìîâ (N, S è ïð.) â àäñîðáöèè è çàùèòíîì äåé�ñòâèè èíãèáèòîðîâ â ðàìêàõ êîíöåïöèè ìîëåêóëÿðíûõ îðáèòàëåé è äîíîðíî-àêöåï�òîðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ àäñîðáåíò-àäñîðáàò. Äîêàçàíî, ÷òî ÏÊ, êîòîðûìè â íàñòî�ÿùåå âðåìÿ íàðÿäó ñ ñóùåñòâóþùèìè ïðîãðàììíûìè ñðåäñòâàìè êâàíòîâîé õèìèèðàñïîëàãàåò èññëåäîâàòåëü ìåõàíèçìà çàùèòíîãî äåéñòâèÿ èíãèáèòîðîâ êîððîçèè,ïîçâîëÿþò ý��åêòèâíî èñïîëüçîâàòü â òàêèõ èññëåäîâàíèÿõ êîìïüþòåðíûé ýêñïå�ðèìåíò (ñèìóëÿöèþ), â ÷àñòíîñòè, ïðè ìîäåëèðîâàíèè àäñîðáöèè.Ëèòåðàòóðà[1℄ �îçåí�åëüäÈ.Ë. Èíãèáèòîðû êîððîçèè. � Ì.: Õèìèÿ, 1977. � 352 ñ.[2℄ �åðàñèìåíêîÀ.À., Ìàòþøà�.Â. Áàêòåðèàëüíàÿ êîððîçèÿ ìåòàëëîâ. II. Êîððîçè�îííûå ãðàâèìåòðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ öâåòíûõ ìåòàëëîâ // Çàùèòà ìåòàëëîâ. �2000. � T. 36. � �3. � C. 315�320.



ÁåëÿåâÞ.Í. 47ÓÄÊ 512.64+534.2ÌÀÒ�È×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ �ÀÑ×ÅÒÀ ÏÅ�Å�ÀÑÑÅßÍÈß ÂÎËÍÂ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÅÁåëÿåâÞ.Í.1Îäíèì èç ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ïåðåðàññåÿíèÿ âîëí â ñëîèñòûõ ñðåäàõñòàë ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû (ÌÕÌ), ïåðâîíà÷àëüíî ðàçâèòûé Ô.Àáåëå[1℄ äëÿ ðàñ÷åòà îïòè÷åñêèõ ñâîéñòâ äèýëåêòðè÷åñêèõ ïëåíîê è Â.Òîìñîíîì [2℄ èÍ.Õàñêåëîì [3℄ äëÿ èññëåäîâàíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ñðåä ñ ïëîñêîïàðàëëåëüíûìèãðàíèöàìè. Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïðè ïîñòðîåíèè èíòåð�åðåíöèîííûõ ðåøåíèéîáîéòè ñëîæíóþ ïðîöåäóðó óäîâëåòâîðåíèÿ âñåõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ìåæñëîéíûõãðàíèöàõ ñòðóêòóðû.Ïðåäñòàâëåíà �îðìóëèðîâêà ÌÕÌ, ïîçâîëÿþùàÿ ñ åäèíûõ ïîçèöèé ðàññìàòðè�âàòü ðàññåÿíèå àêóñòè÷åñêèõ, ýëåêòðîìàãíèòíûõ è óïðóãèõ âîëí â ñëîèñòûõ ñðåäàõ.�åøåíèå âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà èùåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûéïîòåíöèàëû. Â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðû, ãåîìåòðèè ðàññåÿíèÿ è âèäà âîëíû õà�ðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ñëîÿ èìååò 2�6 ïîðÿäîê. Ñëó÷àé N ëó÷åâîé äè�ðàêöèèâîëí ðåíòãåíîâñêîãî äèàïàçîíà ÷àñòîò â ìíîãîñëîéíûõ êðèñòàëëàõ ìîæåò áûòü îïè�ñàí õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöåé N -ãî ïîðÿäêà.�àññìîòðåíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû ñëîèñòî-ïåðèîäè�÷åñêîé ñðåäû. Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåí ìåòîä ðåêóððåíòíîãî ðàñ÷åòà ìàòðèöû (Ì��Ì)òàêèõ ñðåä. Ïîêàçàíî, ÷òî öåëî÷èñëåííàÿ ñòåïåíü ìàòðèöû M n-ãî ïîðÿäêà âûðà�æàåòñÿ ÷åðåç ïåðâûå n åå ñòåïåíåé M0 ≡ I,M, . . . ,Mn−1 �îðìóëîé [4℄:
Mk =

n−1∑

i=0

M i
i∑

j=0

pn−i+jBk−1−j , (1)ãäå êîý��èöèåíòû pi = (−1)i−1σi, (i = 1, . . . , n, ) è σi ðàâåí ñóììå âñåõ Ci
n ãëàâíûõìèíîðîâ i-ãî ïîðÿäêà îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû M . Â ÷àñòíîñòè, σ1 � ñëåä, à σn �îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû M . Ìíîãî÷ëåíû Bk îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûìè �îðìóëà�ìè

Bk = 0, k = 0, . . . , n− 2; Bk = 1, k = n− 1;
Bk = p1Bk−1 + p2Bk−2 + . . .+ pnBk−n, k≥n. (2)Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ Mk âêëþ÷àåò âû÷èñëåíèå: 1) ñòåïåíåé ìàòðèöû M ñîâòîðîé ïî n-þ è íàõîæäåíèå ñëåäà äëÿ êàæäîé èç ìàòðèö M i (i = 1, . . . , n); 2) êîý���èöèåíòîâ pi ïî �îðìóëå Íüþòîíà; 3) çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíîâ Bk ïî �îðìóëàì (2).Ïðîâåäåíà îöåíêà òðóäîåìêîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ ïî ñðàâíåíèþñ îáû÷íûì ïåðåìíîæåíèåì ìàòðèö. Ïîêàçàíî [5℄, ÷òî óæå äëÿ k = 25, ïðåäëàãàå�ìûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà Mk íå ìåíåå ÷åì â òðè ðàçà ý��åêòèâíåå (ñ òî÷êèçðåíèÿ óìåíüøåíèÿ ÷èñëà îïåðàöèé è, ñëåäîâàòåëüíî, âîçðàñòàíèÿ òî÷íîñòè ñ÷åòà),÷åì îáû÷íîå ïåðåìíîæåíèå. À äëÿ k = 250 âûèãðûø ñîñòàâëÿåò áîëåå ÷åì â 8, 9 è10 ðàç ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ìàòðèö 4, 5 è 6 ïîðÿäêîâ.Âûïîëíåíî ñðàâíåíèå Ì��Ì ñ àëãîðèòìîì âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíåé ìàòðèöû ïî�îðìóëå Ëàãðàíæà�Ñèëüâåñòðà [6℄. Ïåðâûé ìåòîä â îòëè÷èå îò âòîðîãî íå òðåáóåò1Áåëÿåâ Þðèé Íèêîëàåâè÷ (ybelyayev�mail.ru), Ñûêòûâêàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,167001, �îññèÿ, ã. Ñûêòûâêàð, Îêòÿáðüñêèé ïð., 55.



48 Ìàòðè÷íûé ìåòîä ðàñ÷åòà ïåðåðàññåÿíèÿ âîëí â ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðåâû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöûM äëÿ íàõîæäåíèÿMk. Ýòî ïðåèìóùå�ñòâî ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî âàæíûì äëÿ ìàòðèö, ïîðÿäîê êîòîðûõ âûøå 4.Íà ïðèìåðå äâóìåðíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãîé âîëíû òèïà P − SV [7℄, êîãäàïîëå ñìåùåíèÿ íå çàâèñèò îò àçèìóòàëüíîé êîîðäèíàòû è íå ñîäåðæèò ñîñòàâëÿþùåéâäîëü ýòîé êîîðäèíàòû, èññëåäîâàíû ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû 4 × 4ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû, îáðàçîâàííîé ÷åðåäîâàíèåì äâóõ îäíîðîäíûõ ðàçëè÷íûõñëîåâ.Âûÿâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ñëîèñòî-ïåðèîäè�÷åñêîé ñðåäû àíàëèòè÷åñêè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöû îäíîãî ñëîÿ ñ ïî�ìîùüþ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãî�ãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè� íà 2009�2013 ãîäû, �Ê � 02.740.11.0618.Ëèòåðàòóðà[1℄ Abel�es F. Reherehes sur la propagation des ondes eletromagnetiques sinusoidalsdans les milieux strati��es. Appliation aux onhes mines // Ann. Phys. � 1950. �V. 5. � P. 596�640, 706�782.[2℄ ThomsonW.T. Transmission of elasti wave through a strati�ed solid material // J.Appl. Phys. � V. 21. � �1. � 1950. � P. 89�93.[3℄ Haskell N.A. The dispersion of surfae maves on multilayered media // Bul. Seismol.So. Amer. � 1953. � V. 43. � �1. � P. 17�34.[4℄ ÁåëÿåâÞ.Í. Àëãåáðà òåíçîðîâ. � Ñûêòûâêàð: Èçä. Ñûêòûâêàðñêîãî óíèâåðñè�òåòà, 2009. � 180 ñ.[5℄ ÁåëÿåâÞ.Í. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ñëîèñòî-ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû //Âåñòíèê Ñûêò�Ó. � 2010. � Ñåð. 1. � Âûï. 11. � Ñ. 86�91.[6℄ �àíòìàõåðÔ.�. Òåîðèÿ ìàòðèö. � Ì.: Íàóêà, 1988. � 552 ñ.[7℄ ÌîëîòêîâË.À. Ìàòðè÷íûé ìåòîä â òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñëîèñòûõóïðóãèõ è æèäêèõ ñðåäàõ. � Ë.: Íàóêà, 1984. � 201 ñ.



ÁåëÿåâàÍ.À. 49ÓÄÊ 519.6:539.3ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÍÛÅ ÌÎÄÅËÈ ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈßÏÎËÈÌÅ�ÍÛÕ È ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÕ ÌÀÒÅ�ÈÀËÎÂÁåëÿåâàÍ.À.1Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ñòðóêòóðíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðîöåññîâ îòâåð�æäåíèÿ îñåñèììåòðè÷íûõ èçäåëèé ñ íåíóëåâîé êðèòè÷åñêîé ãëóáèíîé êîíâåðñèè ìà�òåðèàëà, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåèçîòåðìè÷åñêîé ïëóíæåðíîé ýêñòðóçèè âÿçêîãîñòðóêòóðèðîâàííîãî êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà.Ïðè �îðìèðîâàíèè ïîëèìåðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ èçäåëèé â ïðîöåññå îòâåðæäå�íèÿ æèäêîé ìîíîìåðíîé ìàññû â õîäå ïàðàëëåëüíîãî ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèé ïîëèìå�ðèçàöèè è êðèñòàëëèçàöèè èçìåíåíèå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ, ñòðóêòóðû ìàòåðèàëàïðåäëàãàåòñÿ ó÷èòûâàòü ñ ïîìîùüþ ìàêðîêèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ñîâìåùåííîãî ïðî�öåññà [1�3℄. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ â ðàìêàõ òåîðèè òåðìîâÿçêîóïðóãîñòè íà îñíî�âå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà�Âîëüòåððû ðàññìàòðèâàþòñÿ îáúåìíûå è�ðîíòàëüíûå ðåæèìû îòâåðæäåíèÿ îñåñèììåòðè÷íûõ èçäåëèé (öèëèíäð, ñ�åðà). Âñèëó íåóñòîé÷èâîñòè îáúåìíûé ðåæèì ðåàêöèè ìîæåò ïåðåéòè âî �ðîíòàëüíûé (èíàîáîðîò). Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿñ íóëåâîé êðèòè÷åñêîé ãëóáèíîé êîíâåðñèè, êàê ýòî äåëàåòñÿ â îáúåìíîì ðåæèìå,ñòàíîâèòñÿ íåêîððåêòíûì.Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåõîä îáúåìíîãî ðåæèìà îòâåðæäåíèÿ öèëèíäðè�÷åñêîãî èçäåëèÿ â ðåæèì ðàñïðîñòðàíåíèÿ äâóõñòîðîííåãî �ðîíòà � èç öåíòðà èç�äåëèÿ ê ãðàíè÷íûì ïîâåðõíîñòÿì. Çàäà÷à î �ðîíòàëüíîì �îðìèðîâàíèè (îòâåðæäå�íèè) ðåøàåòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ íåïðåðûâíî íàðàùèâàåìîãî òâåðäîãî òåëà. Îòëè÷èåîò ïîñòàíîâêè çàäà÷è äëÿ �èêñèðîâàííîãî òåëà âûòåêàåò èç òîãî �àêòà, ÷òî ýëå�ìåíò ðàñòóùåãî òåëà â îêðåñòíîñòè êàêîé-ëèáî òî÷êè (r) äå�îðìèðóåòñÿ ñîâìåñòíîñ äðóãèìè ýëåìåíòàìè, ëèøü íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà åãî îòâåðæäåíèÿ, ñîâïàäàþùåãî ñìîìåíòîì ïðèñîåäèíåíèÿ ýòîãî ýëåìåíòà ê îáðàçîâàííîé (çàòâåðäåâøåé) îáëàñòè. Âýòîì ñëó÷àå êðèòè÷åñêàÿ ãëóáèíà êîíâåðñèè, îïðåäåëÿþùàÿ ìîìåíò ïðèñîåäèíåíèÿòî÷êè ê îòâåðäåâøåé ÷àñòè, îòëè÷íà îò íóëÿ. Íà ïîäâèæíûõ ãðàíèöàõ �ðîíòîâ ó÷è�òûâàåòñÿ äàâëåíèå íà îáðàçîâàâøóþñÿ òâåðäóþ ÷àñòü èçäåëèÿ ñî ñòîðîíû æèäêèõñëîåâ, ïðèëåæàùèõ ê ãðàíè÷íûì ïîâåðõíîñòÿì.Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà îáúåìíîãî ðåæèìà (ñ íóëåâîé êðèòè�÷åñêîé ãëóáèíîé êîíâåðñèè) � äèíàìèêà òåìïåðàòóðíîãî è êîíâåðñèîííîãî ïîëåé,èçìåíåíèå âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé �îðìèðóåìîãî èçäåëèÿ â õîäå îòâåðæäåíèÿ. Âñëó÷àå îáúåìíîãî ðåæèìà, ïåðåõîäÿùåãî âî �ðîíòàëüíûé, ìîäè�èöèðóåòñÿ ìåòîä,ðàçðàáîòàííûé äëÿ �ðîíòàëüíîãî ðåæèìà [1�3℄; ïðîâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèçíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ðàññ÷èòàííîãî ñ íóëåâîé è íåíóëåâîé êðèòè÷åñêîé ãëóáè�íîé êîíâåðñèè ìàòåðèàëà.Âòîðîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëåííîå â äîêëàäå, ýòî ìàòåìàòè÷å�ñêîå ìîäåëèðîâàíèå ýêñòðóçèè ñòðóêòóðèðîâàííîãî ñæèìàåìîãî êîìïîçèòíîãî ìàòå�ðèàëà. Ïðåäñòàâëåíà íåèçîòåðìè÷åñêàÿ ñòðóêòóðíàÿ ìîäåëü, ÿâëÿþùàÿñÿ ðàçâèòè�åì èçîòåðìè÷åñêèõ ñòðóêòóðíûõ ìîäåëåé [4�7℄.Ïîðîøêîâàÿ êîìïîçèöèÿ, íàãðåòàÿ äî âûñîêîé òåìïåðàòóðû, â òå÷åíèå íåêîòîðî�ãî âðåìåíè óïëîòíÿåòñÿ â êàìåðå (ÑÂÑ-êîìïàêòèðîâàíèå), à çàòåì âûäàâëèâàåòñÿ â1Áåëÿåâà Íàäåæäà Àëåêñàíäðîâíà (belyayevana�mail.ru), Ñûêòûâêàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûéóíèâåðñèòåò, 167001, �îññèÿ, ã. Ñûêòûâêàð, Îêòÿáðüñêèé ïð, 55.



50 Ñòðóêòóðíûå ìîäåëè äå�îðìèðîâàíèÿ ïîëèìåðíûõ è êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâêàëèáð ïîä äåéñòâèåì óñèëèÿ íà ïëóíæåðå. Â óñëîâèÿõ îäíîìåðíîãî òå÷åíèÿ ñèñòåìàóðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ïðîöåññ, çàïèñûâàåòñÿ â ëàãðàíæåâûõ ìàññîâûõ êîîðäè�íàòàõ. Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè èñïîëüçîâàëàñü çàâèñèìîñòü ìåæäó òåíçîðîì íàïðÿ�æåíèé è òåíçîðîì ñêîðîñòåé äå�îðìàöèè â �îðìå îáîáùåííîãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿèçîòðîïíîé æèäêîñòè. Ñòðóêòóðèðîâàíèå ìàòåðèàëà � äå�îðìèðîâàíèå ìåæìîëå�êóëÿðíûõ ñâÿçåé (âïëîòü äî ðàçðóøåíèÿ), îðèåíòàöèîííûé ïîâîðîò, âîçíèêíîâåíèåíîâûõ ñâÿçåé � ó÷èòûâàåòñÿ íà îñíîâå äè��óçèîííî-êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îò�íîñèòåëüíî ñòåïåíè ñòðóêòóðèçàöèè.Äèíàìèêà òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â êàìåðå è �îðìóþùåì êàëèáðå îïèñûâàåòñÿóðàâíåíèÿìè òåïëîâîãî áàëàíñà, ó÷èòûâàþùèìè òåïëîîòâîä ÷åðåç áîêîâûå ïîâåðõ�íîñòè ýêñòðóäåðà è êàëèáðà, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òåïëîîò�âîäà ÷åðåç ïëóíæåð è ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü âûäàâëåííîãî â êàëèáð ñòåðæíÿ. Íàâûõîäå èç êàìåðû â êàëèáð (îòâåðñòèå) çàäàíî óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè òåìïåðàòóð�íîãî ïîëÿ è óñëîâèå ðàâåíñòâà òåïëîâûõ ïîòîêîâ â êàìåðå è êàëèáðå.Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ, ïîçâîëÿåòîïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ ñðåäû â êàìåðå è êàëèáðå: ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü, ðàäè�àëüíóþ è îêðóæíóþ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé (îñåâàÿ êîìïîíåíòà çàäàåòñÿíà ïëóæåðå), òåìïåðàòóðó â êàìåðå, êàëèáðå è ñâÿçàííûå ñ óêàçàííûìè õàðàêòåðè�ñòèêàìè ñäâèãîâóþ è îáúåìíóþ âÿçêîñòè.Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, âûïîëíåííîãî íàîñíîâå ðàçðàáîòàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè �ìàññîâî-âðåìåííàÿ äèíàìèêà ïëîò�íîñòè, ñòåïåíè ñòðóêòóðèçàöèè, ñêîðîñòè, êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé, òåìïåðà�òóðíîãî ïîëÿ è âÿçêîñòåé ýêñòðóäèðóåìîé êîìïîçèöèè â êàìåðå è êàëèáðå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãî�ãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè� íà 2009�2013 ãã., �Ê � 02.740.11.0618.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÁåëÿåâàÍ.À. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äå�îðìèðóåìûõ ñòðóêòóðèðîâàííûõ ìà�òåðèàëîâ. � Ñûêòûâêàð: Èçä-âî Ñûêò�Ó, 2008. � 116 ñ.[2℄ ÁåëÿåâàÍ.À. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äå�îðìèðîâàíèÿ âÿçêîóïðóãèõñòðóêòóðèðîâàííûõ ïîëèìåðíûõ (êîìïîçèòíûõ) ñèñòåì. Àâòîðå�åðàò äèññ. íàñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè ä.�.-ì.í. � ×åðíîãîëîâêà, ÈÏÎ Ñûêò�Ó. 2008. � 32 ñ.[3℄ ÁåëÿåâàÍ.À. Äå�îðìèðîâàíèå âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ñ èçìåíÿþùåéñÿ ñòðóê�òóðîé // Âåñòíèê Ñûêòûâêàðñêîãî óíèâåðñèòåòà. � Ñåð 1. � Âûï. 11. � 2010. �Ñ. 52�75.[4℄ ÁåëÿåâàÍ.À., ÑòîëèíÀ.Ì., ÑòåëüìàõË.Ñ. Äèíàìèêà òâåðäî�àçíîé ïëóíæåðíîéýêñòðóçèè âÿçêîóïðóãîãî ñòðóêòóðèðîâàííîãî ìàòåðèàëà // Òåîðåòè÷åñêèå îñíî�âû õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè. � 2008. � �5. � Ñ. 579�589.[5℄ ÁåëÿåâàÍ.À., ÑòîëèíÀ.Ì., ÑòåëüìàõË.Ñ. Íåóñòîé÷èâûå ðåæèìû äå�îðìèðî-âàíèÿ ïðè òâåðäî�àçíîé ýêñòðóçèè âÿçêîóïðóãèõ ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèñòåì //ÄÀÍ. � 2008. � Ò. 420. � �6. � Ñ. 1�4.[6℄ ÁåëÿåâàÍ.À., ÑòîëèíÀ.Ì., ÑòåëüìàõË.Ñ. �åæèìû òâåðäî�àçíîé ýêñòðóçèè âÿç�êîóïðóãèõ ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèñòåì // Èíæåíåðíàÿ �èçèêà. � 2009. � �1. �Ñ. 10�16.[7℄ ÁåëÿåâàÍ.À. Âëèÿíèå õàðàêòåðíûõ âðåìåí íà ðåæèìû òâåðäî�àçíîé ýêñòðó�çèè // Âåñòíèê Ñûêòûâêàðñêîãî óíèâåðñèòåòà. � Ñåð 1. � Âûï. 9. � 2009. �Ñ. 46�53.



ÁåëÿåâàÍ.À., ÊóçíåöîâÊ.Ï. 51ÓÄÊ 532.5ÁÈÔÓ�ÊÀÖÈÎÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÊÓÝÒÒÎÂÑÊÎ�Î ÒÅ×ÅÍÈßÑÒ�ÓÊÒÓ�È�ÎÂÀÍÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ Â ÎÁËÀÑÒÈÑÂÅ�ÕÀÍÎÌÀËÈÈÁåëÿåâàÍ.À., ÊóçíåöîâÊ.Ï.1Ñòðóêòóðèðîâàííûå òåêó÷èå ñèñòåìû, â êîòîðûõ òå÷åíèå, âñëåäñòâèå âçàèìíîãîïðåâðàùåíèÿ ñòðóêòóðíûõ åäèíèö, ñîïðîâîæäàåòñÿ èçìåíåíèåì âÿçêîñòíûõ ñâîéñòâ,ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáøèðíûé êëàññ íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé. Äëÿ ðàçëè÷íûõâèäîâ òå÷åíèé ñòðóêòóðèðîâàííûõ æèäêîñòåé õàðàêòåðíî ÿâëåíèå ïàäåíèÿ íàïðÿ�æåíèÿ ïðè âîçðàñòàíèè ñêîðîñòè äå�îðìàöèè� ÿâëåíèå ñâåðõàíîìàëèè âÿçêîñòè. Âîáëàñòè íåìîíîòîííîñòè ðåîëîãè÷åñêîé êðèâîé â ðåçóëüòàòå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè îä�íîðîäíîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ �îðìèðóþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíûåñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ (äèññèïàòèâíûå ñòðóêòóðû).Íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, îïðå�äåëÿþùèõ îáëàñòü ñâåðõàíîìàëèè. ×àñòè÷íî çàäà÷à ðåøåíà â ðàáîòå [1℄, ãäå áûëîíàéäåíî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùåå âîçíèêíîâåíèåîáëàñòè íåìîíîòîííîñòè ðåîëîãè÷åñêîé êðèâîé.Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáëàñòü ñâåðõàíîìàëèè êóýòòîâñêîãî òå÷åíèÿ ïñåâäî�ïëàñòè÷åñêîé æèäêîñòè â ïëîñêîì çàçîðå. Æèäêîñòü ÿâëÿåòñÿ ñìåñüþ äâóõ êîìïî�íåíò, êîòîðûå ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííîãî ìåõàíè÷åñêîãî ïîëÿ, õàðàêòåðèçóåìîãîíàïðÿæåíèåì è ñêîðîñòüþ äå�îðìàöèè, ìîãóò âçàèìíî ïðåâðàùàòüñÿ äðóã â äðó�ãà. Ñ ðàçðóøåíèåì ñòðóêòóðû îñíîâíîé êîìïîíåíòû âÿçêîñòü æèäêîñòè óìåíüøàåò�ñÿ. Ìîäåëü òå÷åíèÿ æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ äè��óçèîííî-êèíåòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñòåïåíè ñòðóêòóðíûõ ïðåâðàùåíèé è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.Â îáëàñòè íåìîíîòîííîñòè ðåîëîãè÷åñêîé êðèâîé êàæäîìó çíà÷åíèþ íàïðÿæå�íèÿ ñîîòâåòñòâóåò òðè îäíîðîäíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿ� òðè ñòåïåíè ñòðóêòóð�íûõ ïðåâðàùåíèé. Â ðàáîòå [1℄ ïîêàçàíî, ÷òî êðàéíèå ðåøåíèÿ äëÿ ñòåïåíè ñòðóêòóð�íûõ ïðåâðàùåíèé óñòîé÷èâû, òîãäà êàê ñðåäíåå íåóñòîé÷èâî. Â ðåçóëüòàòå ïîòåðèóñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ �îðìèðóåòñÿ óñòîé÷èâîå ñòàöè�îíàðíîå íåîäíîðîäíîå ðåøåíèå. Â ÷èñëåííîì âèäå äàííîå ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíîâ ðàáîòå [2℄ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ. Òàêèì îáðàçîì,èññëåäóÿ ïîâåäåíèå îäíîðîäíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé äëÿ ñòåïåíè ñòðóêòóðíûõïðåâðàùåíèé â çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ, ìîæíî ÷åòêî îïðåäåëèòü îá�ëàñòü ñâåðõàíîìàëèè.Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå îäíîðîäíîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìîäåëèíà òî÷êè âåòâëåíèÿ. Áûëè íàéäåíû çíà÷åíèÿ îòäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, îïðåäå�ëÿþùèå òî÷êè ïîâîðîòà (îñòàëüíûå ïàðàìåòðû �èêñèðîâàëèñü). Ïðè ïåðåõîäå ïàðà�ìåòðà ÷åðåç äàííûå çíà÷åíèÿ âîçíèêàåò áè�óðêàöèÿ: ïîÿâëÿåòñÿ èëè èñ÷åçàåò ïàðàðåøåíèé. Òàêæå äëÿ âûáðàííîé ïàðû ïàðàìåòðîâ áûëà ïîñòðîåíà áè�óðêàöèîííàÿäèàãðàììà, ïîçâîëèâøàÿ äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé âûäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëèòü÷èñëî ñòàöèîíàðíûõ îäíîðîäíûõ ñîñòîÿíèé. Òåì ñàìûì, óäàëîñü îïðåäåëèòü êîí�êðåòíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ãðàíèöû îáëàñòè ñâåðõàíîìàëèè.1Áåëÿåâà Íàäåæäà Àëåêñàíäðîâíà (belyayeva�mail.ru), Êóçíåöîâ Êîíñòàíòèí Ïåòðîâè÷(k.o.n.s.t�mail.ru), Ñûêòûâêàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 167001, �îññèÿ, ã. Ñûêòûâêàð,Îêòÿáðüñêèé ïð., ä. 55.



52 Áè�óðêàöèîííûé àíàëèç êóýòòîâñêîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè . . .Ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ëÿïóíîâà�Øìèäòà íàéäåíî íåîäíîðîäíîå ñòàöèîíàðíîåðåøåíèå â îêðåñòíîñòè íåóñòîé÷èâîãî îäíîðîäíîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ. Ïðîâåäå�íî ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãîàíàëèçà [2℄.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãî�ãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè� íà 2009�2013 ãã., �Ê 02.740.11.0618.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÕóäÿåâÑ.È. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ íåîäíîðîäíîñòü è àâòîêîëåáàíèÿ ïðè òå÷åíèèñòðóêòóðèðîâàííîé æèäêîñòè // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. � 2002. �Ò. 14. � �7. � Ñ. 53�73.[2℄ ÁåëÿåâàÍ.À. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äå�îðìèðóåìûõ ñòðóêòóðíûõ ìàòåðèà�ëîâ. � Ñûêòûâêàð: Èçä-âî Ñûêò�Ó, 2008. � 116 ñ.



ÁåíèàìèíîâÅ.Ì. 53ÓÄÊ 517.958ÂÎËÍÛ Â ÔÀÇÎÂÎÌ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ, ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎÅÓ�ÀÂÍÅÍÈÅ Ê�ÀÌÅ�ÑÀ ÄËß ÂÎËÍÛ È Ó�ÀÂÍÅÍÈÅØ�ÅÄÈÍ�Å�ÀÁåíèàìèíîâ Å.Ì.1�àññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ äè��óçèîííîãî (òåïëîâîãî) ðàññåÿíèÿ âîëí â �àçîâîìïðîñòðàíñòâå.Â êâàíòîâîé îïòèêå ñòàëè øèðîêî ïðèìåíÿòüñÿ ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêèêâàíòîâûõ ïðîöåññîâ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå [1℄, ãäå, â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿäèíàìèêà âîëíîâûõ ïàêåòîâ è èíòåð�åðåíöèÿ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íà ýòîìïóòè óäàåòñÿ ìîäåëèðîâàòü äèíàìèêó èîíîâ â ëîâóøêàõ, îïòèêó àòîìîâ â êâàíòîâûõñâåòîâûõ ïîëÿõ è ò.ä. �Ýòîò ïîäõîä ñ àêöåíòîì íà �óíäàìåíòîëüíóþ ðîëü �àçîâûõïåðåìåííûõ ïîçâîëÿåò î÷åíü íàãëÿäíî èçëàãàòü è èíòåðïðåòèðîâàòü ðàçíîîáðàçíûåðàçäåëû êâàíòîâîé îïòèêè ...� (èç àííîòàöèè ê êíèãå [1℄).Â äàííîé ðàáîòå ÿâíî ââîäèòñÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ϕ(x, p, t) íà �àçîâîì ïðîñòðàí�ñòâå (x, p) ∈ R2n, çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè t. Â îòëè÷èå îò êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ãäåâîëíîâàÿ �óíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàò èëè òîëüêî îò èìïóëüñîâ, â íàøåìñëó÷àå âîëíîâàÿ �óíêöèÿ çàâèñèò è îò êîîðäèíàò x, è îò èìïóëüñîâ p. Ïî àíàëîãèèñ êâàíòîâîé ìåõàíèêîé, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ âîëíîâûõ �óíêöèé âûïîëíÿåòñÿïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè, è ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ρ(x, p) íà �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå,ñîîòâåòñòâóþùàÿ âîëíîâîé �óíêöèè ϕ(x, p), çàäàåòñÿ ñòàíäàðòíîé �îðìóëîé
ρ(x, p) = ϕ∗(x, p)ϕ(x, p) = |ϕ(x, p)|2. (1)Â ýòîé ðàáîòå, òàêæå, êàê è â [2℄, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ äè��óçèîííîãî ðàñ�ñåÿíèÿ âîëíîâîé �óíêöèè, çàäàííîé íà �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â îòëè÷èå îò [2℄, âêîòîðîé ïðåäïîëàãàëàñü äè��óçèÿ ïî êîîðäèíàòàì è èìïóëüñàì, â äàííîé ðàáîòåèñõîäÿò èç ñòàíäàðòíîãî óðàâíåíèÿ Êðàìåðñà [4, 5℄, â êîòîðîì òåïëîâàÿ äè��óçèÿçàäàåòñÿ òîëüêî ïî èìïóëüñàì:

∂f

∂t
=

n∑

j=1

(
∂V

∂xj

∂f

∂pj
− pj
m

∂f

∂xj

)
− γ

n∑

j=1

∂

∂pj

(
pjf + kTm

∂f

∂pj

)
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.1Áåíèàìèíîâ Åâãåíèé Ìèõàéëîâè÷ (ebeniamin�yandex.ru), �îññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ãóìà�íèòàðíûé óíèâåðñèòåò, 125993, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, Ìèóññêàÿ ïëîùàäü, 6.



54 Âîëíû â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, äè��óçèîííîå óðàâíåíèå Êðàìåðñà äëÿ âîëíû . . .Óðàâíåíèå (3) ïîëó÷åíî èç ñòàíäàðòíîãî óðàâíåíèÿ Êðàìåðñà (2) äîáàâëåíèåì âïðàâóþ ÷àñòü ñëàãàåìîãî âèäà −i/~(V −p2/(2m))ϕ è çàìåíîé â îïåðàòîðå äè��óçèèóìíîæåíèÿ �óíêöèè ϕ íà pj äåéñòâèåì îïåðàòîðà (pj + i~∂/∂xj) íà �óíêöèþ ϕ.Äîáàâëåíèå ñëàãàåìîãî −i/~(V − p2/(2m))ϕ ñâÿçàíî ñ òåì äîïîëíèòåëüíûì �è�çè÷åñêèì òðåáîâàíèåì, ÷òî âîëíîâàÿ �óíêöèÿ â òî÷êå (x, p) ãàðìîíè÷åñêè êîëåáëåò�ñÿ ñ ÷àñòîòîé 1/~(V − p2/(2m)) ïî âðåìåíè. (Íà ñàìîì äåëå, ïðàâèëüíåå áûëî áûïðåäïîëîæèòü, ÷òî ÷àñòîòà êîëåáàíèé ðàâíà 1/~(mc2 + V − p2/(2m)), íî èçìåíåíèåïîòåíöèàëà íà êîíñòàíòó íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàòû.)Òðåáîâàíèå ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ âîëíîâîé �óíêöèè ϕ â òî÷êå (x, p) ñ áîëü�øîé ÷àñòîòîé 1/~(mc2 + V − p2/(2m)) â ñëó÷àå, êîãäà mc2 ñóùåñòâåííî áîëüøå âå�ëè÷èíû V, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñäâèã âîëíîâîé �óíêöèè ïî êîîðäèíàòå xj ñ ñîõðà�íåíèåì ñîáñòâåííîãî âðåìåíè â òî÷êå (x, p) âûçûâàåò �àçîâûé ñäâèã â êîëåáàíèè�óíêöèè ϕ. Ïðè ýòîì îïåðàòîð áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñäâèãà ∂/∂xj çàìåíÿåòñÿ íà îïå�ðàòîð ∂/∂xj − ipj/~. (Áîëåå ïîäðîáíîå îáîñíîâàíèå ñì. â [3℄.) Ñîîòâåòñòâåííî, åñëèýòîò îïåðàòîð óìíîæèòü íà i~, òî ïîëó÷èì îïåðàòîð pj + i~∂/∂xj, èñïîëüçîâàííûéâ ìîäè�èöèðîâàííîì îïåðàòîðå äè��óçèè L.Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî è äëÿ ýòîãî ïðîöåññà, åñëè γ � áîëüøàÿ âåëè÷èíà, èçìåíåíèåâîëíîâîé �óíêöèè ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ñòàäèè. Â òå÷åíèå ïåðâîé áûñòðîé ñòàäèèâîëíîâàÿ �óíêöèÿ ýêñïîíåíööèàëüíî ïî âðåìåíè ñ ïîêàçàòåëåì −γt ïåðåõîäèò âîäíî èç �ñòàöèîíàðíûõ� ñîñòîÿíèé âèäà:
ϕ(x, p) =
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∫
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ψ(y)χ(x− y)e−i(y−x)p/~dy, (4)ãäå
χ(x− y) =

(
kTm

π~2

)n/4

e−kTm(x−y)2/(2~2), (5)Âîëíîâûå �óíêöèè ýòîãî âèäà îáðàçóþò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ýëåìåíòû ýòîãîïîäïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðèçóþòñÿ âîëíîâûìè �óíêöèÿìè ψ(y), çàâèñÿùèìè òîëüêîîò êîîðäèíàò y ∈ Rn.Ïîêàçûâàåòñÿ òàêæå, ÷òî âî âòîðîé, ìåäëåííîé ñòàäèè, âîëíîâàÿ �óíêöèÿ
ϕ(x, p, t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (3), ìåíÿåòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå �ñòàöèîíàð�íûõ� ñîñòîÿíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà äëÿ �óíêöèè ψ(y, t).Áîëåå ïîëíîå èçëîæåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåíî â [6℄.Ëèòåðàòóðà[1℄ ØëÿéõÂ.Ï. Êâàíòîâàÿ îïòèêà â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. � Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ,2005. � 760 ñ.[2℄ ÁåíèàìèíîâÅ.Ì. Äè��óçèîííûå ïðîöåññû â �àçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ è êâàíòî�âàÿ ìåõàíèêà // Äîêëàäû àêàäåìèè íàóê. � 2007. � Ò. 416. � �1. � Ñ. 31�35.[3℄ ÁåíèàìèíîâÅ.Ì. Êâàíòîâàíèå êàê àñèìïòîòèêà íåêîòîðîãî äè��óçèîííîãîïðîöåññà â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå //http://beniaminov.rsuh.ru/ExpandedDAN.pdf.[4℄ KramersH.A. // Physia. � 1940. � Vol. 7. � P. 284�304.[5℄ Âàí ÊàìïåíÍ.�. Ñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû â �èçèêå è õèìèè. � Ì.: Âûñøàÿøêîëà, 1990. � 376 ñ.[6℄ ÁåíèàìèíîâÅ.Ì. Äè��óçèîííîå óðàâíåíèå Êðàìåðñà è óðàâíåíèå Øðåäèíãå�ðà // http://beniaminov.rsuh.ru/BeniaminovKramers.pdf.



ÁèðþêîâÀ.À. 55ÓÄÊ 519.217, 530.145Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÒÅÎ�ÈÈ È ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÈÑÎÂÌÅÑÒÍÛÕ ÑÎÁÛÒÈÉÁèðþêîâ À.À.1�àçâèòèå èííîâàöèîííûõ íàíîòåõíîëîãèé ñòèìóëèðóåò äàëüíåéøèå èññëåäîâà�íèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé �èçè÷åñêèõ ñèñòåì è ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ îíè ó÷àâ�ñòâóþò. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî èññëåäóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà êâàíòî�âîé òåîðèè ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòè.Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ äè�ðàêöèè ìèêðî÷àñòèö, ïàäàþùèõ íà äè��ðàêöèîííóþ ðåøåòêó. Ýêñïåðèìåíò ïðåäñòàâëåí êàê ñèñòåìà ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé:ðàññåÿíèå ÷àñòèö íà îòâåðñòèÿõ ðåøåòêè, èõ ðåãèñòðàöèÿ íà ýêðàíå. Îïèñàíèå ïðî�öåññà äè�ðàêöèè ìèêðî÷àñòèö ïðåäñòàâëåíî â âèäå óðàâíåíèé äëÿ äàííûõ ñîáû�òèé. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à� îáúÿñíèòü ïîëó÷åííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿâåðîÿòíîñòè ñîáûòèé â ðàìêàõ ïðèíöèïîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòè. Èñõîäíûì ïîëîæå�íèåì äëÿ îáúÿñíåíèÿ äè�ðàêöèîííûõ ý��åêòîâ ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîñòü èçó÷àåìûõñëó÷àéíûõ ñîáûòèé. Ýòî ïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò â ðàìêàõ àêñèîìàòèêè Êîëìàãîðîâàîáúÿñíèòü ðÿä ýìïèðè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äè�ðàêöèþ. Îäíàêî, ðÿäóðàâíåíèé íåâîçìîæíî îáúÿñíèòü íà ýòîé îñíîâå. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ èõ îáúÿñíåíèÿòðåáóåòñÿ ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíîãî ïîñòóëàòà ê àêñèîìàòèêå Êîëìàãîðîâà. Òåîðèÿâåðîÿòíîñòè ñîâìåñòíî ñ ïðåäëîæåííûì ïîñòóëàòîì óñïåøíî îáúÿñíÿåò äè�ðàêöè�îííóþ êàðòèíó ðàññåÿíèÿ ìèêðî÷àñòèö, êîòîðàÿ òðàäèöèîííî îïèñûâàåòñÿ ìåòîäîìêâàíòîâîé ìåõàíèêè.Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïðåäëîæåííûå ïðèíöèïû ïîçâîëÿþò ðàñøèðèòü óðàâíåíèÿ,îïèñûâàþùèå ðàññìàòðèâàåìûå ýêñïåðèìåíòû äè�ðàêöèè. Òî åñòü ñ òî÷êè çðåíèÿòåîðèè âåðîÿòíîñòè âîçìîæíû äîïîëíèòåëüíûå ý��åêòû, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿåòñÿöåëåñîîáðàçíûì îáñóäèòü. Ïîêàçàíî, ÷òî îòñóòñòâèå ýòèõ äîïîëíèòåëüíûõ ý��åêòîâíèñêîëüêî íå ñíèæàåò öåííîñòè ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè îïèñàíèÿ äè�ðàêöèîííûõÿâëåíèé íà óñëîâèè ñîâìåñòíîñòè ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé ðàññåÿíèÿ ìèêðî÷àñòèö.Ñ�îðìóëèðîâàííûå ïðèíöèïû îïèñàíèÿ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé ïîçâîëÿåò îïèñàòüìàðêîâñêèå ïðîöåññû ñ ïðåäëîæåííûìè óñëîâèÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî äàííûå ïðîöåññûíàõîäÿòñÿ â ñîãëàñèè ñ óðàâíåíèÿìè êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Äàííûé ïîäõîä ïðåäñòàâ�ëÿåò âîçìîæíîñòü ðàñøèðèòü óðàâíåíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè, åñëè ýòî áóäåò àäåêâàòíîðàññìàòðèâàåìûì ìîäåëÿì â �èçèêå ìèêðîìèðà.
1Áèðþêîâ Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷ (biryukov�ssu.samara.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûéóíèâåðñèòåò, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



56 Îïèñàíèå ýâîëþöèè êâàíòîâîé ñèñòåìû ìåòîäîì �óíêöèîíàëà âëèÿíèÿÓÄÊ 530.1ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÝÂÎËÞÖÈÈ ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÌÅÒÎÄÎÌÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÀ ÂËÈßÍÈßÁèðþêîâÀ.À., ØëååíêîâÌ.À.1Ñîâðåìåííûå çàäà÷è êâàíòîâîé îïòèêè òðåáóþò ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ îïèñàíèÿ ïî�âåäåíèÿ àòîìîâ è ìîëåêóë, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ âíåøíèìè ýëåêòðîìàãíèòíûìèïîëÿìè, âíå ðàìîê òåîðèè âîçìóùåíèÿ. Îäíèì èç íåïåðòóðáàòèâíûõ ìåòîäîâ îïè�ñàíèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ âíåøíèì ïîëåì, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä�óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Îäíàêî ýòîò ìåòîä ñòàëêèâàåòñÿ ñ ïðîáëåìîé âû�÷èñëåíèÿ ñëîæíûõ �óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ, îïèñûâàþùèõ ñîñòàâíûå ñèñòåìû.Äëÿ óïðîùåíèÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè êâàíòîâîé ñèñòåìû îêàçûâàåòñÿ öåëåñîîáðàç�íûì â äàííûõ èíòåãðàëàõ èçáàâèòñÿ îò ïåðåìåííûõ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òàêîéïîäõîä ïðèâîäèò ê íîâîìó îïèñàíèþ êâàíòîâîé ñèñòåìû ìåòîäîì �óíêöèîíàëüíîãîèíòåãðèðîâàíèÿ, â êîòîðîì âëèÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ �óíê�öèîíàëîì âëèÿíèÿ. Ýòîò ìåòîä áûë ïðåäëîæåí �.Ôåéíìàíîì [1℄ è ïîëó÷èë ðàçâè�òèå â ðàáîòàõ ðÿäà èññëåäîâàòåëåé. Äàííûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì,ïîñêîëüêó �óíêöèîíàë âëèÿíèÿ ìîæíî çàäàòü �åíîìåíîëîãè÷åñêè, îïèðàÿñü íà îá�ùèå ñâîéñòâà ïîëåé è èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ èññëåäóåìîé ñèñòåìîé. Â äàííîé ðàáîòåêîíêðåòèçèðóåòñÿ �óíêöèîíàë âëèÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïóòåì åãî íåïîñðåä�ñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ. Ïîëó÷åííûé �óíêöèîíàë âëèÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûìïî ïåðåìåííûì ñèñòåìû, ÷òî íàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ âûâîäàìè Ôåéíìà�íà, ñäåëàííûìè íà �åíîìåíîëîãè÷åñêîì óðîâíå. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî äàííûé ïîäõîäîïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû íå ïðîòèâîðå÷èò îðòîäîêñàëüíîìó ìåòîäóòåîðèè âîçìóùåíèé. Ìåòîä òåîðèè âîçìóùåíèé ïîëó÷àåòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé âû�÷èñëåíèÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé.Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû êâàíòîâûå ïåðåõîäû êîíêðåòíîé êâàíòîâîé ñèñòåìû ïîäâëèÿíèåì îäíîìîäîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîëó÷åííûå àìïëèòóäû ïåðåõîäàêâàíòîâîé ñèñòåìû ïðèâîäèò îïèñûâàþò íåòðèâèàëüíûå çàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòèýòèõ ïåðåõîäîâ îò âðåìåíè è ïàðàìåòðîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîëó÷åííûå ðå�çóëüòàòû ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ñèñòåì êàê â êâàíòî�âîé îïòèêè, òàê è â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.Ëèòåðàòóðà[1℄ Ôåéíìàí�., ÕèáñÀ. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà è èíòåãðàëû ïî òðàåêòîðèÿì. Ïåð. ñàíãë. � Ì.: Ìèð, 1968. � 264 .
1Áèðþêîâ Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷ (biryukov�ssu.samara.ru), Øëååíêîâ Ìàðê Àëåêñàíäðî�âè÷ (shlemark�ya.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêà�äåìèêà Ïàâëîâà, 1.



ÁîáðèêÀ.Ë., �îðáàöåâè÷À.Ê. 57ÓÄÊ 53.01 ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÄÂÎÉÍÎÉ ÇÂÅÇÄÛÂÎ ÂÍÅØÍÅÌ ��ÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎÌ ÏÎËÅÁîáðèêÀ.Ë., �îðáàöåâè÷À.Ê.1Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèÿ äâîéíûõ ñèñòåì èçêîìïàêòíûõ îáúåêòîâ (íåéòðîííûõ çâåçä èëè ÷åðíûõ äûð), íàõîäÿùèõñÿ âî âíåø�íåì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå. Àêòóàëüíîñòü äàííîé çàäà÷è îáóñëîâëåíà òåì �àêòîì,÷òî îêîëî 60% èçâåñòíûõ äâîéíûõ ñèñòåì íàõîäÿòñÿ âî âíåøíåì ãðàâèòàöèîííîìïîëå (â ñåêòîðå îäíîãî êóáè÷åñêîãî ïàðñåêà) ñâåðõìàññèâíîé ÷åðíîé äûðû â öåíòðåíàøåé ãàëàêòèêè [1℄, â òî âðåìÿ êàê äâîéíûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç íàèáîëååìîùíûõ èñòî÷íèêîâ ãðàâèòàöèîííîãî èçëó÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå âëèÿíèÿâíåøíåãî ïîëÿ íà äâèæåíèå äâîéíûõ ñèñòåì íåîáõîäèìî äëÿ âîçìîæíîñòè êîððåêò�íîãî ïîñòðîåíèÿ âîëíîâûõ �îðì îò ýòèõ èñòî÷íèêîâ è, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, äëÿ âîç�ìîæíîñòè ý��åêòèâíîé ðàáîòû ãðàâèòàöèîííûõ àíòåíí.Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ äâîéíîé ñè�ñòåìû âî âíåøíåì ïîëå è ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ. Ïðè ðàñ÷åòàõ ìûòðåáóåì, ÷òîáû âíåøíåå ïîëå ñëàáî èçìåíÿëîñü íà ïðîòÿæåíèè äâîéíîé ñèñòåìû è÷òîáû îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå êîìïàêòíûõ îáúåêòîâ äâîéíîé ñèñòåìû áûëî íåðå�ëÿòèâèñòñêèì. Ïðè ýòîì äâèæåíèå äâîéíîé ñèñòåìû êàê öåëîãî ìîæåò áûòü ðåëÿ�òèâèñòñêèì, à âíåøíåå ïîëå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñëàáûì. Ââåäåííûå ïðåäïîëîæåíèÿñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ðåàëüíûõ äâîéíûõ ñèñòåì.�åøåíèå çàäà÷è î äâèæåíèè äâóõ èçîëèðîâàííûõ òåë â ÎÒÎ îáû÷íî ïðîâîäèòñÿïóòåì ðàçëîæåíèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà â ïîñòíüþòîíîâñêèé ðÿä. Â íàøåì ñëó÷àåïðîâåäåíèå òàêîãî ðàçëîæåíèÿ â ãëîáàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâîçìîæ�íî, ïîñêîëüêó äâîéíàÿ ñèñòåìà êàê öåëîå ìîæåò ñîâåðøàòü ðåëÿòèâèñòñêîå äâèæå�íèå. Äàííóþ ïðîáëåìó ìîæíî îáîéòè, ïåðåéäÿ â (îáîáùåííûå) êîîðäèíàòû Ôåðìè.Â äàííûõ êîîðäèíàòàõ â îáëàñòè äâèæåíèÿ äâîéíîé ñèñòåìû ìåòðèêà, ñîîòâåòñòâóþ�ùàÿ âíåøíåìó ïîëþ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñóììà ïëîñêîé ìåòðèêè è íåêîòîðîé ìàëîéïîïðàâêè. Èç óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà áûëî ïîëó÷åíî è ðåøåíî óðàâíåíèå äëÿ ìåòðè�êè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â Íüþòîíîâñêîì ïðèáëèæåíèè. Íà îñíîâàíèè çíàíèé îìåòðèêå ïîëó÷åí ñîîòâåòñòâóþùèé ëàãðàíæèàí äëÿ äâîéíîé ñèñòåìû. Â êà÷åñòâåêîîðäèíàò äëÿ äâîéíîé ñèñòåìû îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì ââåñòè �ðàäèóñ-âåêòîð öåí�òðà ìàññ� è �âåêòîð îòíîñèòåëüíîãî ïîëîæåíèÿ�. Äàëüíåéøèé àíàëèç, â ÷àñòíîñòè,ïîêàçûâàåò, ÷òî öåíòð ìàññ äâîéíîé ñèñòåìû äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé êãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè âíåøíåãî ïîëÿ. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ òî÷íîñòüþäî ñâîáîäû âûáîðà êîîðäèíàò Ôåðìè, îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû �èêñàöèèêîîðäèíàò.Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà�÷è. Äëÿ äåìîíñòðàöèè ý��åêòîâ âëèÿíèÿ âíåøíåãî ïîëÿ íà äâèæåíèå äâîéíîé ñèñòå�ìû ðàññìàòðèâàþòñÿ íàèáîëåå õàðàêòåðíûå ñëó÷àè äâèæåíèÿ íà ïðèìåðå ìåòðèêèÊåððà.1Áîáðèê Àëåêñåé Ëåîíèäîâè÷ (a.l.bobrik�gmail.om), �îðáàöåâè÷ Àëåêñàíäð Êîíñòàíòèíî�âè÷ (A.gorbatsievih�gmail.om), Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 220141, Áåëàðóñü,ã.Ìèíñê, ïð. Íåçàâèñèìîñòè, 4.



58 Äâèæåíèå äâîéíîé çâåçäû âî âíåøíåì ãðàâèòàöèîííîì ïîëåËèòåðàòóðà[1℄ MunoM.P., Bauer F.E., Bagano�F.K., BandyopadhyayR.M., BowerG.C.,BrandtW.N., Broos P.S., CoteraA., Eikenberry S.S., GarmireG.P., HymanS.D.,KassimN.E., LangC.C., Lazio, C. LawT.J.W., Mauerhan J.C., MorrisM.R.,NagataT., NishiyamaS., Park S., Ramirez S.V., Stolovy S.R., WijnandsR.,WangQ.D., WangZ., Yusef�ZadehF. A Catalog of X-ray Point Soures fromTwo Megaseonds of Chandra Observations of the Galati Center, 2008.



ÁîãäàíîâàÑ.Á., �ëàäêîâÑ.Î. 59ÓÄÊ 538.95ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÅ ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÅÄËß ÎÏÈÑÀÍÈß ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÌÅÒÀËËÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÂÀÇÈÒ�ÅÕÌÅ�ÍÛÕ ÑÒ�ÓÊÒÓ�Áîãäàíîâà Ñ.Á., �ëàäêîâÑ.Î.1Îáû÷íîå êâàçèêëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå [1, 2] äàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü ìàññóðàçíîîáðàçíûõ äèññïàòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê î÷åíü øèðîêîãî ñïåêòðà êðèñòàëëè÷å�ñêèõ ñòðóêòóð (íàïðèìåð, ìàãíåòèêîâ, äèýëåêòðèêîâ, ìåòàëëîâ è ò.ä.). Ïðè ýòîì,êàê ïðàâèëî, îãðàíè÷èâàþòñÿ ïðîñòûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè �îðìàìè îáðàçöîâ òèïàñ�åðû, êóáà èëè òîíêîé ïëîñêîñòè. Íàäî ñêàçàòü, ÷òî ïîäîáíûìè �îðìàìè âñå ïðè�ðîäíî ìíîãîîáðàçèå ìàòåðèàëüíûõ îáúåêòîâ íå îãðàíè÷èâàåòñÿ è ïðè áîëåå âíèìà�òåëüíîì çíàêîìñòâå ñ âîçìîæíîñòÿìè ïðèðîäíîé òðàíñ�îðìàöèè âûÿñíÿòåñÿ, ÷òîâñå-òàêè íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè îáúåêòàìè ñëóæàò �ðàêòàëüíûå è ñàìîïî�äîáíûå ñòðóêòóðû òèïà êðèâîé Êîõà, êîâðà è êóáà Ñåðïèíñêîãî è ò.ï. [3].Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå ïîäõîäà, êîòîðûé ïîçâîëèë áûàäåêâàòíî îïèñûâàòü ðàçëè÷íûå äèññïàòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè �èçè÷åñêèõ ñòðóê�òóð òèïà òîëüêî ÷òî óïîìÿíóòûõ, â òîì ñëó÷àå, åñëè èõ ñòðóêòóðà ïîìèìî ñîîòâåò�ñòâóþùåé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ ìàòåðèàëüíîé, à íå ìàòåìàòè÷åñêè àáñòðàêòíîé (ñì.,ê ïðèìåðó, ðàáîòó [4]).Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàì ïîíàäîáèòñÿ ââåäåíèå îïåðàöèè äðîáíîãî äè��å�ðåíöèðîâàíèÿ. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [5, 6] îïåðàöèþ äè��åðåíöèðîâàíèÿäëÿ �ðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû î÷åíü óäîáíî è íàãëÿäíî ìîæíî ââåñòè ñ ïîìîùüþèíòåãðàëà Ôóðüå äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèéþ Ïðèýòîì ëèíåéíûé îïåðàòîð îáû÷íîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ∂/∂x çàìåíÿåòñÿ íà îïåðà�òîð (òîæå ëèíåéíûé) A, äåéñòâèå êîòîðîãî íà íåêòîðóþ �óíêöèþ ϕ(x) ââîäèòñÿêàê
Aϕ(x) = i

∫ +∞

−∞
k1+εϕke

−ikx dk

2π
, (1)ãäå ÷èñëî | ε |< 1, à ϕk �Ôóðüå îáðàç îðèãèíàëà �óíêöèè ϕ(x).Ñ ïîìîùüþ ýòîãî îïåðàòîðà A êâàçèêëàññè÷åñêîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìîæíîòîãäà çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

∂f

∂t
+ uiεAif = L{f}, (2)ãäå L{f}� èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé, èíäåêñ i = 1, 2, ..., 6, à ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èí�äåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Çíà÷åíèÿ i = 1, 2, 3 ñîòâåòñòâóþò äåêàðòî�âûì êîîðäèíàòàì x, y, z, à i = 4, 5, 6� èìïóëüñíîìó ïðîñòðàíñòâó è êîîðäèíàòàì

px, py, pz. uiεïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåííóþ ñêîðîñòü â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñýëåìåíòîì îáúåìà ∆Γ =
d 3−εpd 3−εx

(2πℏ) 3−ε
, ãäå îáû÷íàÿ ñêîðîñòü åñòü u = (ux, uy, uz), àp = (u4, u5, u6). Èíäåêñ ε óêàçûâàåò íà çàâèñèìîñòü îáîùåííîé ñêîðîñòè îò �ðàê�òàëüíîé ðàçìåðíîñòè.1Áîãäàíîâà Ñî�üÿ Áîðèñîâíà (Sonjaf1�list.ru), �ëàäêîâ Ñåðãåé Îêòÿáðèíîâè÷(Sglad�newmail.ru), Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé îáëàñòíîé óíèâåðñèòåò, 115005, �îññèÿ,ã.Ìîñêâà, óë. �àäèî, 10à.



60 Îáîáùåííîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïèñàíèÿ �èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ . . .Ïðè èíòåãðèðîâàíèè îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (2) ïî �àçîâîìó îáúåìó, ïîëó÷àåì
∂

∂t

∫
fdΓ + µ

∫
ik

′
(uk

′
)e−ikxfk′dΓ

d3k
′

(2π)3
=

∫
L{f}dΓ. (3)Â ñèëó H-òåîðåìû èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü (íåçà�âèñèìî áîçîíû ýòî èëè �åðìèîíû). Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü u = p/m åñëè ðå÷ü èäåòîá ýëåêòðîíàõ, ãäå m�ìàññà ýëåêòðîíà, òî âòîðîå ñëàãàåìîå òàêæå èñ÷åçàåò â ñèëóòîãî, ÷òî ∫ (pk

′
)d3k

′
d3p = 0 è ó íàñ àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àåòñÿ, êàê è äîëæíî áûòü

[1, 2], óðàâíåíèå âèäà ∂N/∂t = 0, ãäå, êàê è äîëæíî áûòü äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòå�ìû, ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö N =

∫
fdΓ = const ñîõðàíÿåòñÿ.Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå (2) ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ðàçíîîáðàçíûå êèíåòè÷åñêèåñâîéñòâà �ðàêòàëüíûõ ñòðóêòóð, ê ïðèìåðó òàêèõ, êàê êîý��èöèåíòû òåïëîïðîâîä�íîñòè, âîñïðèèì÷èâîñòè è ïðîâîäèìîñòè, åñëè îáðàçåö ìåòàëëè÷åñêèé.Ëèòåðàòóðà[1℄ Ëè�øèöÈ.Ì., ÀçáåëüÌ.ß., ÊàãàíîâÌ.È. Ýëåêòðîííàÿ òåîðèÿ ìåòàëëîâ. � Ì.:Íàóêà, 1971. � 450 ñ.[2℄ �ëàäêîâÑ.Î. Ôèçèêà êîìïîçèòîâ: òåðìîäèíàìè÷åñêèå è äèññïàòèâíûå ñâîé�ñòâà. � Ì.: Íàóêà, 1999. � 330 ñ.[3℄ ÌàíäåëüáðîòÁ. Ôðàêòàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ïðèðîäû. � Èæåâñê: �ÕÄ, 2002. � 665 ñ.[4℄ �ëàäêîâÑ.Î. Î íåêîòîðûõ ñïåöè�è÷åñêèõ ñâîéñòâàõ íîâîãî òèïà äèñêðåòíûõìàòåðèàëîâ // Äîêëàäû �ÀÍ. � 2006. � Ò. 408. � Â. 2. � Ñ. 182�187.[5℄ �ëàäêîâÑ.Î. Ê òåîðèè îäíîìåðíîé è êâàçèîäíîìåðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè //ÆÒÔ. � 1997. � Ò. 67. � Â. 7. � Ñ. 8�12.[6℄ Gladkov S.O., Bogdanova S.B.. The heat-transfer theory for quasi-n-dimensionalsystems // Physia B: Condensed Matter. � 2010. � V. 405. � P. 1973�1975.



Áîðìàòîâà Å.Ï. 61ÓÄÊ 519.6:539.2ÒÅÌÏÅ�ÀÒÓ�ÍÛÅ ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÈ Â ÇÀÄÀ×ÅÂÎÄÎ�ÎÄÎÏ�ÎÍÈÖÀÅÌÎÑÒÈÁîðìàòîâà Å.Ï.1Èçó÷åíèå ïðîöåññîâ ïåðåíîñà âîäîðîäà â êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëàõ âûçâàíîïåðñïåêòèâàìè âîäîðîäíîé ýíåðãåòèêè è ïðîáëåìàìè çàùèòû ìåòàëëîâ îò âîäîðîä�íîé êîððîçèè.Ìîäåëèðóåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìåòîä ïðîíèöàåìîñòè, ñîñòîÿùèé â ñëåäóþ�ùåì [1℄. Ìåìáðàíà òîëùèíû l èç èññëåäóåìîãî ìàòåðèàëà ÿâëÿåòñÿ ïåðåãîðîäêîéâàêóóìíîé êàìåðû. Ïðè �èêñèðîâàííîé òåìïåðàòóðå îáðàçöà ñ âõîäíîé ñòîðîíûñêà÷êîîáðàçíî ñîçäàåòñÿ äàâëåíèå p̄0 ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà. Ñ âûõîäíîé ñòîðîíûïðîèçâîäèòñÿ âàêóóìèðîâàíèå è ñ ïîìîùüþ ìàññ-ñïåêòðîìåòðà îïðåäåëÿåòñÿ ïëîò�íîñòü âûõîäíîãî äåñîðáöèîííîãî ïîòîêà Jl (t), t � âðåìÿ.Ïîâåðõíîñòíûå ïðîöåññû àäñîðáöèè è ðàñòâîðåíèÿ ó÷èòûâàþòñÿ ñîãëàñíî [2℄.Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò, â îñíîâíîì, âåëè÷èíà óñòàíîâèâøåãîñÿ ïîòîêà, òî ïðîöåññíàêîïëåíèÿ âîäîðîäà íà ïîâåðõíîñòè íå ó÷èòûâàåòñÿ, è ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëüäè��óçèè ñ îáúåìíîé äåñîðáöèåé:
∂c

∂t
= D(T )

∂2c

∂x2
, (t, x) ∈ (0, t∗)× (0, l), c(0, x) = 0, x ∈ [0, ℓ], P ≡ µs(T )p̄0,

P − b(T )c20(t) = −D(T )
∂c

∂x

∣∣∣
x=0

, b(T )c2l (t) = −D(T )
∂c

∂x

∣∣∣
x=l

, t ∈ [0, t∗].Çäåñü c(t, x) � êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðåííîãî àòîìàðíîãî âîäîðîäà, µ � êèíåòè÷åñêàÿêîíñòàíòà, s(T ) � êîý��èöèåíò ïðèëèïàíèÿ âîäîðîäà èç ãàçîâîé �àçû ê ïîâåðõíî�ñòè, b(T )� êîý��èöèåíò îáúåìíîé äåñîðáöèè. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ îòðàæàþò áàëàíñïîòîêîâ àäñîðáöèè, äåñîðáöèè è äè��óçèè. Êîý��èöèåíòû äè��óçèè è äåñîðáöèèçàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû ïî çàêîíó Àððåíèóñà, íàïðèìåð,D(T ) = D0 exp{−ED/[RT ]}.Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü µ �îðìàëüíî ó÷èòûâàåòñÿ â s(T ) (ïðè óâåëè÷åíèè òåì�ïåðàòóðû ïàäàþùèé ïîòîê óìåíüøàåòñÿ). Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó õèìè÷åñêèå ïðî�öåññû àêòèâèðóþòñÿ ñ ðîñòîì s(T ) çíà÷èòåëüíî áûñòðåå äè��óçèè, äàííàÿ ìîäåëüìîæåò âûðîæäàòüñÿ â ìîäåëü ñ ëèíåéíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè [3℄.Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî [4℄, ÷òî äëÿ îáðàçöîâ èç ðåêðèñòàëëèçîâàííîãîñïëàâà íà îñíîâå æåëåçà óñòàíîâèâøååñÿ çíà÷åíèå ïðîíèêàþùåãî ïîòîêà äåìîíñòðè�ðóåò àððåíèñîâñêóþ çàâèñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû, à äëÿ àìîð�íîãî ñïëàâà ñîîòâåò�ñòâóþùàÿ çàâèñèìîñòü íåìîíîòîííà: ñ óâåëè÷åíèåì òåìïåðàòóðû äî 200◦C ïîòîêðàñòåò, à çàòåì óìåíüøàåòñÿ. Â äîêëàäå èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü îáúÿñíåíèÿ óêà�çàííûõ ý��åêòîâ íà îñíîâå ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÊóíèíË.Ë., �îëîâèíÀ.È., ÑóðîâîéÞ.È. ÕîõðèíÂ.Ì. Ïðîáëåìû äåãàçàöèè ìå�òàëëîâ. � Ì.: Íàóêà, 1972. � 324 ñ.[2℄ Âçàèìîäåéñòâèå âîäîðîäà ñ ìåòàëëàìè. �åä. À.Ï. Çàõàðîâ. � Ì.: Íàóêà, 1987. �Ñ. 143�206.1Áîðìàòîâà Åëåíà Ïàâëîâíà (bormat�psu.karelia.ru) Ïåòðîçàâîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð�ñèòåò, 185035, �îññèÿ, ã. Ïåòðîçàâîäñê, óë. Ëåíèíà, 33.



62 Òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè â çàäà÷å âîäîðîäîïðîíèöàåìîñòè[3℄ ÇàèêàÞ.Â., ÁîðìàòîâàÅ.Ï. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èäåíòè�èêàöèÿ ìîäåëè âîäîðîäî�ïðîíèöàåìîñòè ïî âðåìåíàì çàïàçäûâàíèÿ // Æóðíàë òåõíè÷åñêîé �èçèêè. �2010. � Ò. 80. � Âûï. 3. � Ñ. 31�39.[4℄ ÅâàðäÅ.À., ÑèäîðîâÍ.È., �àáèñÈ.Å. Âîäîðîäîïðîíèöàåìîñòü àìîð�íîãî è ðå�êðèñòàëëèçîâàííîãî ñïëàâîâ íà îñíîâå æåëåçà //Æóðíàë òåõíè÷åñêîé �èçèêè. �2000. � Ò. 70. � Âûï. 3. � Ñ. 90�92.



ÁîðîäèíîâàÈ.À., ÈëüèíàÀ.È., ÑèçîâàÍ.À., ÒðóñîâàÀ.Þ. 63ÓÄÊ 517.9 ÌÍÎ�ÎÌÅ�ÍÛÅ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛÂ ÌÀ�ÊÅÒÈÍ�ÎÂÛÕ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈßÕÁîðîäèíîâà È.À., ÈëüèíàÀ.È., ÑèçîâàÍ.À., ÒðóñîâàÀ.Þ.1Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàáëþäàåòñÿ âñå âîçðàñòàþùåå âíèìàíèå ê äåÿòåëüíîñòè ìàð�êåòèíãîâîé ñëóæáû ëþáîé îðãàíèçàöèè. Òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû äåÿòåëüíîñòè ìàðêå�òèíãîâûõ ñëóæá õîðîøî èçó÷åíû â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå ìàòåìà�òè÷åñêîãî àïïàðàòà â ìàðêåòèíãîâûõ èññëåäîâàíèÿõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èçó÷åíûíåäîñòàòî÷íî. Â ýòîé ñâÿçè àêòóàëüíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èçó÷åíèå è èñïîëüçîâàíèåìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòðóìåíòàðèÿ â ìàðêåòèíãîâûõ èññëåäîâàíèÿõ, â ÷àñòíîñòè ìíî�ãîìåðíûõ ìåòîäîâ.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ìíîãîìåðíîãî øêàëèðî�âàíèÿ, âîçìîæíîñòè SPSS â ìàðêåòèíãîâûõ èññëåäîâàíèÿõ, èçó÷åíû ðåçóëüòàòûèñïîëüçîâàíèÿ �àêòîðíîãî àíàëèçà è ìåòðè÷åñêîãî øêàëèðîâàíèÿ [1, 2℄. Â ðàáîòåáûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîä ìíîæåñòâåííûõ ñðàâíåíèé Øå��å è LSD-êðèòåðèé äëÿîïðåäåëåíèÿ öåíîâîãî êîðèäîðà ðàçëè÷íûõ ãðóïï ëèìîíàäíîé ïðîäóêöèè.Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòðóìåíòà èñïîëüçîâàëñÿ àïïàðàò ìåòðè÷åñêîãîìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ, ðàçðàáîòàííîãî Äåéâèñîíîì. Â îñíîâó òåîðèè ìíîãî�ìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ ïîëîæåíà èäåÿ î âîçìîæíîñòè ðàçâåðòûâàíèÿ íàáëþäàåìûõîáúåêòîâ â íåêîòîðîì òåîðåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, àäåêâàòíî îòîáðàæàþùåì ðåàëü�íîñòü. Îñíîâîïîëîãàþùèì â ìíîãîìåðíîì øêàëèðîâàíèè ÿâëÿåòñÿ Àëãîðèòì Òîð�ãåðñîíà, êîòîðûé áàçèðóåòñÿ íà æåñòêèõ òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ: â íåêî�òîðîì îïðåäåëåííîì øêàëüíîì ïðîñòðàíñòâå X ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íàáëþäàåìûìèîáúåêòàìè ñîîòâåòñòâóþò âåëè÷èíàì, õàðàêòåðèçóþùèì èõ ðàçëè÷èÿ. �àññòîÿíèÿìåæäó îáúåêòàìè â òåîðåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îïèñûâàþòñÿ ìåòðèêîé Åâêëèäà.Â øêàëüíîì ïðîñòðàíñòâå X ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò ñòèìóëîâ ïî êàæäîé îñèðàâíû íóëþ, íóëü� èñõîäíàÿ òî÷êà îòñ÷åòà. Àëãîðèòì Òîðãåðñîíà ìèíèìèçèðóåòìåðó ñîîòâåòñòâèÿ F :
F =

∑

i,j

(
δ∗ij −

∑

k

xikxjk

)2

−→ min,ò.å. ñóììà êâàäðàòîâ ðàçíîñòåé öåíòðèðîâàííûõ âåëè÷èí� õàðàêòåðèñòèê ðàçëè÷èéîáúåêòîâ è ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè â íåêîòîðîì òåîðåòè÷åñêè îïðåäåëåííîìïðîñòðàíñòâåX , � äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíîé (òðåáîâàíèå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàä�ðàòîâ). Îïðåäåëåíèå ìàòðèöû X èç ñîîòíîøåíèÿ ∆∗ = X · XT òîæäåñòâåííî ðå�øåíèþ çàäà÷è ïîèñêà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ïðè ýòîì ìîæíî èñïîëüçîâàòü: ìåòîäãëàâíûõ êîìïîíåíò, �àêòîðíûé àíàëèç.Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àëàñü ïðîäóêöèÿ áåçàëêîãîëüíûõ íàïèòêîâ. Îñîáîå ìåñòîíà ðûíêå íåãàçèðîâàííûõ íàïèòêîâ çàíèìàþò ëèìîíàäû. Îäíèì èç ïðîèçâîäèòåëåéëèìîíàäîâ â Ñàìàðñêîì ðåãèîíå ÿâëÿåòñÿ êîìïàíèÿ �Âîëæñêèé Ñàä�. Â ðàáîòå èçó�÷àëèñü äàííûå, ïðåäîñòàâëåííûå �èðìîé �Âîëæñêèé Ñàä� çà îäèííàäöàòü ìåñÿöåâ1Áîðîäèíîâà Èðèíà Àëåêñàíäðîâíà (ilina�mail.ru), Èëüèíà Àëëà Èâàíîâíà(ilina�mail.ru), Ñèçîâà Íàòàëüÿ Àëåêñàíäðîâíà (sizova�mail.ru), Òðóñîâà Àëëà Þðüåâíà(trusova�ssu.samara.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 443011, �îññèÿ, ã.Ñàìàðà, óë.Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



64 Ìíîãîìåðíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû â ìàðêåòèíãîâûõ èññëåäîâàíèÿõ2009 ãîäà. Ñðåäñòâàìè �àêòîðíîãî àíàëèçà áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî íà ïåðâûå äâà�àêòîðà ïðèõîäèòñÿ îñíîâíàÿ äîëÿ äèñïåðñèè 99,5%. Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíîå÷èñëî �àêòîðîâ ðàâíî äâóì.Òàáëèöà 1. Êîîðäèíàòû ñòèìóëîâ â äâóìåðíîì øêàëüíîì ïðîñòðàíñòâåÍîìåð øêàëû 1 2Êîëè÷åñòâî 0,834 0,539Ñåáåñòîèìîñòü 0,958 0,282Ïðîäàæà 0,913 0,405Ïðèáûëü 0,350 0,936Ñðåäñòâàìè ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ âèçóàëèçèðîâàíû äàííûå ìàðêåòèíãî�âîé ñëóæáû [3�5℄. Âûäåëåííûå äâà ãëàâíûõ �àêòîðà îïòèìàëüíî âîññòàíàâëèâàþòèñõîäíóþ ìàòðèöó êîððåëÿöèè, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò òàáëèöà 1.Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíóþ êîððåëÿöèþ èìåþò ñåáåñòîèìîñòü è ïðèáûëü ñîîò�âåòñòâåííî ñ ïåðâûì è âòîðûì �àêòîðîì. Ñðåäñòâàìè ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ(Åâêëèäîâà ìåòðèêà, ñõîäñòâî) áûëè âûäåëåíû äâå øêàëû, ñîãëàñîâàííûå ñ ðåçóëü�òàòàìè �àêòîðíîãî àíàëèçà. Â ðàñ÷åòàõ ÷èñëåííîå çíà÷åíèå S − stress ëåæàëî âïðåäåëàõ [0, 1675; 0, 17009], ÷òî ÿâëÿåòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûì. Äëÿ âîñïðîèçâåäåí�íûõ ìàòðèö ðàññòîÿíèé ÷èñëåííîå çíà÷åíèå S − stress è RSQ ëåæàëî â ïðåäåëàõ:
S − stress = [0, 17194; 0, 27635], RSQ = [0, 85626; 0, 92772].Ñîïîñòàâëÿÿ ðåçóëüòàòû �àêòîðíîãî àíàëèçà è ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ,ïðèñâîåíû íàçâàíèÿ âûäåëåííûì øêàëàì. Øêàëà 1 èìååò ñìûñëîâóþ èíòåðïðåòà�öèþ �Ñåáåñòîèìîñòü�, øêàëà 2 � �Ïðèáûëü�. �àñ÷åò öåíîâûõ êîðèäîðîâ îñóùåñòâ�ëÿëñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Øå��å è LSD-êðèòåðèÿ:

LSD = t(α;n− k) ·
√

2S2
BH

ni
=

√
2S2

BH

ni
· F (α; 1;n− k),ãäå t(α;n− k)�òàáëè÷íîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ Ñòüþäåíòà; F (α; 1;n− k)� òàáëè÷íîåçíà÷åíèå êðèòåðèÿ Ôèøåðà�Ñíåäåêîðà; S2

BH �âíóòðèãðóïïîâàÿ äèñïåðñèÿ; ni �îáúåì âûáîðêè i-é ãðóïïû.Åñëè ðàçíèöà ñðåäíèõ çíà÷åíèé ñîñåäíåé ïàðû ìåíüøå çíà÷åíèÿ LSD, òî ýòèñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå âûáîðêè îáúåäèíÿ�þòñÿ â îäíîðîäíóþ ãðóïïó. LSD-êðèòåðèé ïîçâîëÿåò íàì âûäåëèòü â îòäåëüíûéöåíîâîé êîðèäîð Êàëèïñî Àïåëüñèí è Êàëèïñî Êîëà. Òàêèì îáðàçîì, öåíîâîé êîðè�äîð ïî èçó÷åííûì âèäàì ëèìîíàäíîé ïðîäóêöèè ìîæåò áûòü ðåêîìåíäîâàí â îäíîìäèàïàçîíå äëÿ âñåõ âèäîâ, êðîìå Êàëèïñî Àïåëüñèí è Êàëèïñî Êîëà.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÄåéâèñîíÌ. Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå: Ìåòîäû íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿäàííûõ. � Ì.: Ôèíàíñû è ñòàòèñòèêà, 1988. � 254 ñ.[2℄ ÍàñëåäîâÀ.Ä. SPSS 15: ïðî�åññèîíàëüíûé ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç äàííûõ. �ÑÏá.: Ïèòåð, 2008. � 416 ñ.[3℄ ÒðóñîâàÀ.Þ. Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå ñòðóêòóðû îáùåñòâà // Âåñòíèê Ñà�ìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. � 2008. � �7(66). � P. 62�71.



ÁîðîäèíîâàÈ.À., ÈëüèíàÀ.È., ÑèçîâàÍ.À., ÒðóñîâàÀ.Þ. 65[4℄ ÒðóñîâàÀ.Þ. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñîöèàëüíûõ ïðîöåññîâ ñ èñïîëü�çîâàíèåì SPSS // Òðóäû øåñòîé Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè ñ ìåæäó�íàðîäíûì ó÷àñòèåì �Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è êðàåâûå çàäà÷è�. ×. 4 �Èí�îð�ìàöèîííûå òåõíîëîãèè â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè�, Ñàìàðà, Ñàìàðñêèéãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò. � 2009. � Ñ. 131�133.[5℄ ÒðóñîâàÀ.Þ. Àíàëèç ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ äàííûõ ñðåäñòâàìè ìíîãîìåðíî�ãî øêàëèðîâàíèÿ // Ïðèêëàäíàÿ èí�îðìàòèêà. � 2009. � Ò. 24. � �6. � Ñ. 91�98.



66 �àçðàáîòêà è èñïîëüçîâàíèå âàðèàöèîííîãî áàçèñà â çàäà÷àõ . . .ÓÄÊ 51.73�ÀÇ�ÀÁÎÒÊÀ È ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÂÀ�ÈÀÖÈÎÍÍÎ�ÎÁÀÇÈÑÀ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ Ñ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÌÄÂÈÆÅÍÈÅÌ ×ÀÑÒÈÖÁðûçãàëîâ À.À., Êàðìàíîâ Ô.È.1Âàðèàöèîííûé ìåòîä øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Â ÷àñòíîñòè,ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî ìåòîäà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû óðîâíè ýíåðãèè è âîëíî�âûå �óíêöèè ðàçëè÷íûõ ñèñòåì â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè [1℄. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõðàñ÷åòîâ íåîáõîäèìî îáëàäàòü ðåøåíèåì àíàëîãè÷íîé çàäà÷è, íî äëÿ ãðàíè÷íûõóñëîâèé â 0 è íà áåñêîíå÷íîñòè.Äëÿ ñëó÷àÿ äâóìåðíîãî êâàíòîâîãî êîëüöà ïîëó÷åíî ðåøåíèå êàê ñòàöèîíàðíîãî[2℄, òàê è íåñòàöèîíàðíîãî [3℄ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Ïðè÷åì â ñòàòüå [3℄ ïðèìå�íÿëñÿ ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì �àêòîðàì ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèÿðåøåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è.Òàêèì îáðàçîì, â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äëÿ ïîòåíöè�àëà äâóìåðíîãî êâàíòîâîãî êîëüöà âèäà V (r) = a1/r
2 + a2r

2 − V0 â îãðàíè÷åííîéîáëàñòè. Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ �óíêöèé èñïîëüçóþòñÿ �óíêöèè, ïîëó÷åííûå âàðèà�öèîííûì ìåòîäîì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé, îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Êðîìå òîãî, ðàññ÷è�òàíà çàâèñèìîñòü ñìåùåíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè â îãðàíè÷åííîé ñèñòåìå ïðè èçìåíåíèèåå ðàçìåðîâ. Ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà íà ïîòåíöèàëû äðóãîãîòèïà.Ëèòåðàòóðà[1℄ Marin J.L., Cruz S.A. On the use of diret variational methods to study on�nedquantum systems // Am. J. Phys. � V. 59. � No. 10. � 1991. � P. 931�935.[2℄ TanW.-C., Inkson J.C. Eletron states in two-dimentional ring � an exatly solublemodel // Semiond. Si. Tehnol. � 11. � 1996. � P. 1635�1641.[3℄ ÁðûçãàëîâÀ.À., ÊàðìàíîâÔ.È. Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì �àêòîðàì âçàäà÷å î âðåìåííîé äèíàìèêå âîëíîâûõ �óíêöèé ýëåêòðîíîâ äâóìåðíîãî êâàí�òîâîãî êîëüöà // Ìàòåì. ìîäåëèðîâàíèå. � Ò. 22. � �6. � 2010. � P. 15�26.
1Áðûçãàëîâ Àëåêñàíäð Àíàòîëüåâè÷ (sandro185�mail.ru), Êàðìàíîâ Ôåäîð Èâàíîâè÷(fikarm�yandex.ru), Îáíèíñêèé èíñòèòóò àòîìíîé ýíåðãåòèêè Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãîÿäåðíîãî óíèâåðñèòåòà ÌÈÔÈ, 249040, �îññèÿ, ã.Îáíèíñê, óë. Ñòóäãîðîäîê, 1.



ÁóçîâàÌ.À. 67ÓÄÊ 517.9+621.396.6ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂ ßÄ�À ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÎ�ÎÓ�ÀÂÍÅÍÈß Ô�ÅÄ�ÎËÜÌÀ ÂÒÎ�Î�Î �ÎÄÀ, ÈÌÅÞÙÅ�ÎÑÌÛÑË ��ÀÍÈ×ÍÎ�Î ÓÑËÎÂÈß ÄËß ÒÀÍ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎÉÊÎÌÏÎÍÅÍÒÛ ÌÀ�ÍÈÒÍÎ�Î ÏÎËß, Â ÇÀÄÀ×ÀÕÎ �ÀÑÑÅßÍÈÈ ÍÀ ÈÄÅÀËÜÍÎ Ï�ÎÂÎÄßÙÈÕ�ÀÑÑÅÈÂÀÒÅËßÕ ÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÒÎËÙÈÍÛÁóçîâà Ì.À.1Èññëåäîâàíèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÈÓ) âòîðîãî ðîäà �ðåäãîëüìîñêîãî òè�ïà ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò. Â íèõ îñâåùåíû êàê âîïðîñû òåîðåòè÷å�ñêîãî õàðàêòåðà, òàê è ðåøåíû íåêîòîðûå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è. Îäíàêî, âî ìíîãèõðàáîòàõ ðå÷ü èäåò îá èññëåäîâàíèè ÈÓ ñ îãðàíè÷åííûìè âåùåñòâåííûìè èëè ýðìè�òîâûìè ÿäðàìè. �àññìîòðåíèþ æå óðàâíåíèé òèïà Ôðåäãîëüìà, ÿäðà êîòîðûõ ÿâëÿ�þòñÿ íå ýðìèòîâûìè è èìåþò îñîáåííîñòè, ïîñâÿùåíî, íà âçãëÿä àâòîðà, íåäîñòàòî÷�íîå êîëè÷åñòâî ðàáîò. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè âîçíèêàþò â íåêîòîðûõïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷àõ, íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîìàã�íèòíîãî ïîëÿ íà çàìêíóòûõ èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ îáúåêòàõ ïðîèçâîëüíîé �îðìûè ðàçìåðîâ. �àíåå àâòîðîì óæå ïðîâîäèëèñü íåêîòîðûå èññëåäîâàíèÿ â äàííîì íà�ïðàâëåíèè [1, 2℄. Íàñòîÿùèé äîêëàä ïîñâÿùåí äàëüíåéøåìó èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâÿäåð ÈÓ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà, èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåøåíèè óêàçàííûõ çàäà÷.Èç âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàññåèâàòåëåé äëÿ ðàññìîòðåíèÿ âûäåëèì ýëåêòðè÷åñêèòîíêèå ìåòàëëè÷åñêèå ëèñòû ñ êîíå÷íîé òîëùèíîé ∆ (∆ ≪ λ) è ýëåêòðè÷åñêèíåáîëüøèìè ïîïåðå÷íûìè ðàçìåðàìè. Äëÿ òàêîãî ðàññåèâàòåëÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷üòîêîì íà îáå÷àéêå è çàïèñàòü ñèñòåìó ÈÓ âòîðîãî ðîäà äëÿ òîêîâ íà äâóõ ñòîðîíàõëèñòà. Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé, ê ïðèìåðó,ïîâåðõíîñòè ëèñòà S1, òàê êàê âòîðîå áóäåò ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûì:
n(r)×H0(~r) = jS1(r) +

∫

S1

K(r, r′)jS1(r
′)ds′+

+

∫

S2

K(r, r′ −∆ · n(r′))jS2(r
′)ds′, r, r′ ∈ S1,

(1)ãäå n(r) � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S1; H0(r) � ñòîðîííåå ìàãíèòíîå ïî�ëå; jS1
(r), jS2

(r) � ïîâåðõíîñòíûå òîêè íà ïîâåðõíîñòÿõ S1 è S2, ñîîòâåòñòâåííî;
K(r, r′) � ÿäðî ÈÓ; r, r′ � ðàäèóñ-âåêòîðû òî÷êè íàáëþäåíèÿ è òî÷êè èñòî÷íèêà,ñîîòâåòñòâåííî; ∆ � òîëùèíà ðàññåèâàòåëÿ.ßäðî ÈÓ â äàííîì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèé âèä [2℄:

K(r, r′) = 1

4π

(
1

|r− r′|2 +
ik

|r− r′|) · exp(−ik|r− r′|) · [n(r)× [ r− r′|r− r′|]×] , (2)ãäå k � âîëíîâîå ÷èñëî.1Áóçîâà Ìàðèÿ Àëåêñàíäðîâíà (bma�soniir.samara.ru), Ô�ÓÏ Îðäåíà Òðóäîâîãî Êðàñíîãî Çíà�ìåíè íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ðàäèî. Ñàìàðñêèé �èëèàë �Ñàìàðñêîå îòäåëåíèå íàó÷íî�èññëåäîâàòåëüñêîãî èíñòèòóòà ðàäèî�, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Ñîâåòñêîé Àðìèè, 217.



68 Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà . . .Êàê áûëî ïîêàçàíî â [2℄, äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè ( 1) ñïðàâåäëèâîñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:
∫

S1

K(r, r′)jS1
(r′)ds′ ≈ −1

2
jS1

(r). (3)Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå ( 3) áóäåò òåì òî÷íåå, ÷åì áîëåå áóäåò ðà�äèóñ êðèâèçíû ðàññåèâàòåëÿ. Ïðè áåñêîíå÷íîì ðàäèóñå êðèâèçíû, ò.å. äëÿ ïëîñêîãîëèñòà, ( 3) ïåðåéäåò â òî÷íîå ðàâåíñòâî [2℄.Êàê ñëåäóåò èç ( 3), âûðàæåíèå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì äåëüòà-�óíêöèè Äèðàêà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ÿäðà ÈÓ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà â äàííîìñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:
K(r, r′) ≈ −1

2
δS(r− r′), (4)ãäå δS � äâóìåðíàÿ äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà.Äàëåå áûëè ðàññìîòðåíû ñâîéñòâà ÿäðà âî âòîðîì èíòåãðàëå â ( 1). Êàê ñëåäóåòèç ÿâíîãî âèäà èíòåãðàëà, ïðè ∆→ 0, ò.å. äëÿ áåñêîíå÷íî òîíêîãî ëèñòà, äàííûé èí�òåãðàë ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì â ïåðâîì ñëàãàåìîì è, ñëåäîâàòåëüíî, åãîÿäðî òàêæå ïðåäñòàâèìî â âèäå äåëüòà-�óíêöèè. Ïðè êîíå÷íîé æå òîëùèíå ðàññå�èâàòåëÿ àíàëèòè÷åñêè âû÷èñëèòü äàííûé èíòåãðàë íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.Ïîýòîìó áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ äàííîãî èíòåãðàëà.Â ÷àñòíîñòè, ïðîâîäèëèñü ñðàâíåíèÿ �óíêöèè ∣∣∣∣−1

2
jS2

(r)∣∣∣∣ ñ ìîäóëåì îáðàçà �óíê�öèè jS2
(r) ïîñëå âîçäåéñòâèÿ íà íåå ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ïðèðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ òîëùèíû ðàññåèâàòåëÿ ∆. Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçà�ëè, ÷òî äëÿ ìàëûõ ∆ óêàçàííàÿ �óíêöèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèé îáðàç áëèçêè ìåæäóñîáîé. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ÿäðî K(r, r′−∆ ·n(r′)) ñ âûñîêîé ñòåïåíüþòî÷íîñòè òàêæå ïðåäñòàâèìî â âèäå äåëüòà-�óíêöèè.Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ñâîéñòâà ÿäåð ÈÓ Ôðåäãîëüìà âòîðîãîðîäà, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÈÓ ( 1) äëÿ ðàññåèâàòåëåé ñ ýëåêòðè÷åñêè ìàëîé òîë�ùèíîé âûðîæäàåòñÿ â àëãåáðàè÷åñêîå ðàâåíñòâî:

2 · n(r)×H0(r) = jS1
(r)− jS2

(r). (5)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÈÓ äëÿ âòîðîé ïîâåðõíîñòè ëèñòà S2âûðîæäàåòñÿ â òàêîå æå àëãåáðàè÷åñêîå ðàâåíñòâî. Ïîýòîìó ñèñòåìà ÈÓ â öåëîì äëÿðàññåèâàòåëÿ ñòàíîâèòñÿ âûðîæäåííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, òîêè jS1
(r) è jS2

(r) èç ýòîéñèñòåìû îïðåäåëèòü íåâîçìîæíî; ìîæíî íàéòè òîëüêî èõ âçàèìíóþ çàâèñèìîñòü.Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû áûë ïðîâåäåí ðÿä ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ïî ïðîâåðêåñîîòíîøåíèÿ (5), îöåíêå åãî ïîãðåøíîñòè èç-çà îòëè÷èÿ ðàññåèâàòåëÿ îò ïëîñêîãî èïð. Íåêîòîðûå ïðèìåðû ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ïðèâîäÿòñÿ â äîêëàäå.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÁóçîâàÌ.À. Îñíîâíûå ïðèíöèïû êîìáèíèðîâàíèÿ ìåòîäîâ �èçè÷åñêîé îïòèêè èèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè ýëåêòðîäèíàìè÷åñêîì àíàëèçå ýëåêòðè÷åñêè ïðîòÿ�æåííûõ ïîâåðõíîñòíûõ ðàññåèâàòåëåé // Âåñòíèê ÑÎÍÈÈ�. � 2007. � �3(17). �Ñ. 44�50.



ÁóçîâàÌ.À. 69[2℄ ÁóçîâàÌ.À. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ðîäà è ïðèáëèæåíèå �þéãåíñà�Êèðõãî��à â çàäà÷àõ î ðàññåÿíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïðîòÿæåííûõè äåàëüíî ïðîâîäÿùèõ ðàññåèâàòåëÿõ // Äîêë. ÀÍ. � 2010. � Ò. 431. � �4. �Ñ. 471�474.



70 �åøåíèå äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Äþãàìåëÿ�Íåéìàíà . . .ÓÄÊ 539.67 �ÅØÅÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈßÄÞ�ÀÌÅËß�ÍÅÉÌÀÍÀ ÄËß ÍÀÕÎÆÄÅÍÈßÊÎÌÏÎÍÅÍÒÎÂ ÂÅÊÒÎ�À ÑÌÅÙÅÍÈÉ ÂÎÇÍÈÊÀÞÙÈÅÂÑËÅÄÑÒÂÈÅ ÒÅÌÏÅ�ÀÒÓ�ÍÎ�Î ÏÎËß Ï�È Î×À�ÅÏÎÄÇÅÌÍÎ�Î ÒÎË×ÊÀÁóðàëõèåâàÍ.Ñ.1Èçâåñòíî, ÷òî ïåðåä çåìëåòðÿñåíèåì â î÷àãå çåìëåòðÿñåíèÿ ïðîèñõîäèò ñóæåíèåèëè ðàñøèðåíèå. Ýòî îçíà÷àåò ïðèñóòñòâèå âûñîêîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ (íàãðåâà�íèÿ èëè îõëàæäåíèÿ) â î÷àãå çåìëåòðÿñåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì íåîáõîäèìî íàõîæäåíèåêîìïîíåíòîâ âåêòîðà ñìåùåíèé, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì ïðîäîëüíûõè ïîïåðå÷íûõ ñåéñìè÷åñêèõ âîëí. �åøåíèåì äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òåìïåðàòóð�íîãî íàïðÿæåíèÿ Äþãàìåëÿ�Íåéìàíà ïðè áîëüøîé òåìïåðàòóðíîé �óíêöèè ïîëó�÷åíû êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèé, êîòîðûå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî íàïðàâëåíèÿìðàçðóøèòåëüíûõ ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ ñåéñìè÷åñêèõ âîëí. Ïðè àíàëèçå ïî�ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âûÿñíèëîñü, ÷òî åñëè î÷àã ïîäçåìíîãî òîë÷êà íàõîäèòñÿ íàáîëüøîé ãëóáèíå, òî âëèÿíèå òåïëîâîãî ïîëÿ è ìàññîâîé ñèëû íà ñìåùåíèå ñóùå�ñòâåííî. È, åùå, òàê êàê ñðåäà, ãäå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñåéñìè÷åñêèå âîëíû, íåîä�íîðîäíà, òî ãåî�èçèêî-ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñåéñìè�÷åñêèõ âîëí Ëÿâà è �ýëåÿ è èõ ñêîðîñòè íàéäåíû ñ ó÷åòîì íåîäíîðîäíîñòè ñðåäûïî ãëóáèíå. �åçóëüòàòû äàþò ïîëíóþ êàðòèíó äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ çåìëåòðÿñåíèé(è öóíàìè îáîèõ òèïîâ) âìåñòå ñ ãåî�èçèêî-ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìèñåéñìè÷åñêèõ âîëí Ëÿâà è �ýëåÿ. �åî�èçèêî-ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñåé�ñìè÷åñêèõ âîëí Ëÿâà è �ýëåÿ, ò.å. çàêîíû èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íàìè óæå ïîëó÷åíû,òàêæå ïîëó÷åíû ïðåäïàòåíòû â �åñïóáëèêå Êàçàõñòàí íà ýòè ðàáîòû [3℄.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÀêèÕ., �è÷àðäñÏ. Êîëè÷åñòâåííàÿ ñåéñìîëîãèÿ. � Ì.: Ìèð, 1983.[2℄ Êðûëîâ.À.Í. Èçáðàííûå òðóäû. � Ì.: Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑ�, 1958.[3℄ Ñ.Ï.Òèìîøåíêî. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. � Ì., Ë.: ÎÍÒÒÈ��ÒÒÈ, 1934.

1Áóðàëõèåâà Íàçè�à Ñëàìõàíîâíà (nazifa174�mail.ru), Åâðàçèéñêèé Íàöèîíàëüíûé Óíèâåð�ñèòåò èì. Ë.Í.�óìèëåâà, 010008, Êàçàõñòàí, ã. Àñòàíà, óë. Ìóíàéòïàñîâà, 5.



Áóòêîß.À. 71ÓÄÊ 517.1 ÔÎ�ÌÓËÛ ÔÅÉÍÌÀÍÀ, ÔÅÉÍÌÀÍÀ�ÊÀÖÀÈ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÛ ÈÍÒÅ��ÀËÛ ÔÅÉÍÌÀÍÀÄËß ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÁóòêîß.À.1Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ãàìèëüòîíîâû è ëàãðàíæåâû �îðìóëû Ôåéíìàíà äëÿýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ �åëëåðîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññàì.Îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ïîëó÷åííûõ �îðìóë Ôåéíìàíà ñ �îðìóëàìè Ôåéíìàíà�Êàöàäëÿ òåõ æå óðàâíåíèé, à òàêæå ñ ãàìèëüòîíîâûìè èíòåãðàëàìè Ôåéíìàíà ïî òðàåê�òîðèÿì íåêîòîðûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì.Ôîðìóëîé Ôåéíìàíà íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé èëè íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ïðåäåëà êîíå÷íîêðàòíûõ èíòå�ãðàëîâ ïî äåêàðòîâîé ñòåïåíè íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè ñòðåìëåíèè êðàòíîñòèê áåñêîíå÷íîñòè (ñð. [11℄). Ïðåäåëû òàêîãî ðîäà áûëè ââåäåíû â ðàáîòàõ Ôåéíìàíà(ñì. [6, 7℄) äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì. Ôåéí�ìàí èíòåðïðåòèðîâàë ýòè ïðåäåëû êàê èíòåãðàëû ïî íåêîòîðûì áåñêîíå÷íîìåðíûìïðîñòðàíñòâàì (òðàåêòîðèé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé ðàññìàòðèâàåìûì óðàâíåíèåì).Â íàøè äíè êîíñòðóêöèÿ, ïðåäëîæåííàÿ Ôåéíìàíîì, ïîëó÷èëà øèðîêîå ðàñïðî�ñòðàíåíèå, è ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ �óíêöè�îíàëüíûõ èíòåãðàëîâ (èíòåãðàëîâ ïî áåñêîíå÷íîìåðíûì ïðîñòðàíñòâàì �óíêöèé)íàçûâàþòñÿ îáû÷íî �îðìóëàìè Ôåéíìàíà�Êàöà. Ïîäîáíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîìî�ãàþò, â ÷àñòíîñòè, ñâÿçàòü èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé�èçèêè ñî ñòîõàñòè÷åñêèì àíàëèçîì.Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ �îðìóë Ôåéíìàíà�Êàöàñðåäñòâàìè êàê ñòîõàñòè÷åñêîãî, òàê è �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Çàìåòèì, ÷òî, òàêêàê ðåøåíèå íà÷àëüíîé (èëè íà÷àëüíî-êðàåâîé) çàäà÷è äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíå�íèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî íå òîëüêî �îðìóëîé Ôåéíìàíà�Êàöà, íî è �îðìóëîéÔåéíìàíà, òî ïðåäåë â �îðìóëå Ôåéíìàíà, ïîëó÷åííîé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà�÷è, ñîâïàäàåò ñ �óíêöèîíàëüíûì èíòåãðàëîì â �îðìóëå Ôåéíìàíà�Êàöà äëÿ òîéæå çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîëó÷åíèå �îðìóë Ôåéíìàíà � ýòî åùåîäèí ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ �îðìóë Ôåéíìàíà�Êàöà (à òàê æå, íàïðèìåð, äîêàçàòåëü�ñòâà �îðìóë, àíàëîãè÷íûõ �îðìóëàì Êàìåðîíà�Ìàðòèíà��èðñàíîâà�Ìàðóÿìû��åéìåðà). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå �óíêöèîíàëüíûõ èíòå�ãðàëîâ â �îðìóëàõ Ôåéíìàíà�Êàöà çà÷àñòóþ çàòðóäíèòåëüíî, òàê êàê ïðèâîäèò êïðåäåëàì êîíå÷íîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ, ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå â ÿâíîì âèäå ïåðå�õîäíûå âåðîÿòíîñòè íåêîòîðûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Â òî æå âðåìÿ, îêàçûâàåòñÿâîçìîæíûì ïîëó÷èòü äëÿ òåõ æå çàäà÷ �îðìóëû Ôåéíìàíà, ñîäåðæàùèå èíòåãðàëûòîëüêî îò ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé. Òåì ñàìûì, äîïðåäåëüíûå âûðàæåíèÿ â �îðìó�ëàõ Ôåéíìàíà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðèãîäíûå äëÿ íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèéàïïðîêñèìàöèè �óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ â �îðìóëàõ Ôåéíìàíà�Êàöà (à, çíà�÷èò, è àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé, èëè,÷òî òî æå, àïïðîêñèìàöèè ïîëóãðóïï, ðàçðåøàþùèõ ýòè óðàâíåíèÿ). Òàêèì îáðà�çîì, �îðìóëû Ôåéíìàíà � ýòî åùå îäíî ñðåäñòâî âû÷èñëåíèÿ �óíêöèîíàëüíûõ1Áóòêî ßíà Àíàòîëüåâíà (yanabutko�yandex.ru), Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíè�âåðñèòåò èì. Í.Ý. Áàóìàíà, 105005, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, 2-ÿ Áàóìàíñêàÿ óë., 5.



72 Ôîðìóëû Ôåéíìàíà, Ôåéíìàíà�Êàöà è ãàìèëüòîíîâû èíòåãðàëû Ôåéíìàíà . . .èíòåãðàëîâ, ïîëåçíîå â òîì ÷èñëå è äëÿ êîìïüòåðíîé ñèìóëÿöèè ñëó÷àéíûõ ïðîöå�ñîâ. Êðîìå òîãî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ �îðìóëû Ôåéíìàíà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíûäëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ (ñì., íàïð. [11℄).Ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë â �îðìóëå Ôåéíìàíà�Êàöà äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâ�íåíèÿ � ýòî èíòåãðàë ïî íåêîòîðîé ìåðå èëè ïñåâäîìåðå íà ìíîæåñòâå �óíêöèé,ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â êîí�èãóðàöèîííîì èëè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû,îïèñûâàåìîé ðàññìàòðèâàåìûì óðàâíåíèåì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, åñëè �îðìóëûÔåéíìàíà àïïðîêñèìèðóþò �óíêöèîíàëüíûå èíòåãðàëû ïî ìíîæåñòâó òðàåêòîðèéâ êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðîé ñèñòåìû, òî îíè íàçûâàþòñÿ ëàãðàí�æåâûìè �îðìóëàìè Ôåéíìàíà. Åñëè �îðìóëû Ôåéíìàíà ñîîòâåòñòâóþò �óíêöèî�íàëüíûì èíòåãðàëàì ïî òðàåêòîðèÿì â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðîé ñèñòåìû,òî îíè íàçûâàþòñÿ ãàìèëüòîíîâûìè �îðìóëàìè Ôåéíìàíà.Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ ëàãðàíæåâû �îðìóëû Ôåéíìàíà äëÿ ýâîëþöèîííûõóðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äè��óçèè ñ ïåðåìåííûì êîý��èöèåíòîì â îáëàñòèåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (ñì. [3℄) è �åëëåðîâñêîìó ïðîöåññó òèïà Êîøè âî âñåì ïðî�ñòðàíñòâå (ñì. [4℄). Òàêæå â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ãàìèëüòîíîâû �îðìóëû Ôåéí�ìàíà äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ �åëëåðîâ�ñêèì ïðîöåññàì (ñì. [4℄). �àìèëüòîíîâû �îðìóëû Ôåéíìàíà â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê èíòåãðàëû ïî (ãàìèëüòîíîâîé) ïñåâäîìåðå Ôåé�íìàíà, ñîñðåäîòî÷åííîé íà òðàåêòîðèÿõ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðîé êâàíòî�âîé ñèñòåìû. Ýòî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó èíòåãðàëàìè ïî ìåðàì ãàóññîâ�ñêîãî òèïà è èíòåãðàëàìè ïî ãàìèëüòîíîâîé ïñåâäîìåðå Ôåéíìàíà.Äîêàçàòåëüñòâî �îðìóë Ôåéíìàíà îñíîâàíî íà ìåòîäå, ðàçðàáîòàííîì â ñòàòüÿõ[8, 9, 11℄ äëÿ èññëåäîâàíèÿ äè��óçèè è êâàíòîâîé ýâîëþöèè ÷àñòèö â åâêëèäîâûõïðîñòðàíñòâàõ è íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Â äîêàçàòåëüñòâå ïðèìåíÿåòñÿ òåîðå�ìà ×åðíîâà (ñì. [5℄, ñð. [11℄), ÷òî ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü øèðîêèé êëàññ íà÷àëüíûõ èíà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ðàçëè÷íûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé (ñì., íàïð., [1�4℄,[8�11℄.Ëèòåðàòóðà[1℄ Áóòêîß.À. Ôîðìóëû Ôåéíìàíà è �óíêöèîíàëüíûå èíòåãðàëû äëÿ äè��óçèèñî ñíîñîì â îáëàñòè ìíîãîîáðàçèÿ // Ìàò. çàìåòêè. � 2008. � Ò. 83. � Â. 3. �Ñ. 333�349.[2℄ Áóòêîß.À. Ôóíêöèîíàëüíûå èíòåãðàëû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèþ çàäà÷èÊîøè-Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â îáëàñòè êîìïàêòíîãî ðèìà�íîâà ìíîãîîáðàçèÿ // Ôóíä. è ïðèêë. ìàòåìàòèêà. � 2006. � Ò. 12. � Ñ. 3�15.[3℄ Áóòêîß.À., �ðîòõàóñÌ., ÑìîëÿíîâÎ.�. Ôîðìóëà Ôåéíìàíà äëÿ ïàðàáîëè÷åñêî�ãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â îáëàñòè // Äîêëàäû Àê. Íàóê. � 2008. � Ò. 421. ��6. � C. 727�732.[4℄ Áóòêîß.À., ÑìîëÿíîâÎ.�., Øèëëèíã�. Ôîðìóëû Ôåéíìàíà äëÿ �åëëåðîâñêèõïîëóãðóïï // Äîêëàäû Àê. Íàóê. � 2010. � Ò. 434. � �1.[5℄ Cherno�P. Produt formulas, nonlinear semigroups and addition of unboundedoperators // Mem. Am. Math. So. � No. 140. � 1974.[6℄ FeynmanR.P. Spae-time Approah to Nonrelativisti Quantum Mehanis // Rev.Mod. Phys. � No. 20. � 1948. � P. 367�387.[7℄ FeynmanR.P. An Operation Calulus Having Appliation in QuantumEletrodynamis // Phys. Rev. � No. 84. � 1951. � P. 108�128.



Áóòêîß.À. 73[8℄ ÑìîëÿíîâÎ.�., �îí ÂàéöçåêêåðÕ., ÂèòòèõÎ. Äè��óçèÿ íà êîìïàêòíûõ ðèìà�íîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è ïîâåðõíîñòíûå ìåðû // Äîêëàäû Àê. Íàóê. � 2000. �Ò. 371. � �. 4. � C. 442�447.[9℄ SmolyanovO.G., Weizs�akerH. v., WittihO., Brownian Motion on a Manifold asLimit of Stepwise Conditioned Standard Brownian Motions // Stohasti Proeses,Physis and Geometry: New Interplays. II: A Volume in Honor of Sergio Albeverio.Ser. Conferene Proeedings. � Canadian Math. Soiety. � Providene: AMS. �2000. � V. 29. � P. 589�602.[10℄ SmolyanovO.G., WeizsaekerH. v., WittihO., Cherno�'s Theorem and DisreteTime Approximations of Brownian Motion on Manifolds // Potent. Anal. � 2007. �V. 26. � No. 1. � P. 1�29.[11℄ SmolyanovO.G., TokarevA.G., TrumanA., Hamiltonian Feynman path integrals viathe Cherno� formula // J. Math. Phys. � 2002. � V. 43. � No. 10. � P. 5161�5171.



74 Ìàãíèòîîïòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äè�ðàêöèîííûõ ñòðóêòóðÓÄÊ 537.632ÌÀ�ÍÈÒÎÎÏÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÈÔ�ÀÊÖÈÎÍÍÛÕ ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÁûêîâÄ.À., Äîñêîëîâè÷Ë.Ë., Ñîé�åðÂ.À.1Èññëåäîâàíû ìàãíèòîîïòè÷åñêèå ñâîéñòâà äèýëåêòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñîñòîÿ�ùåé èç íàìàãíè÷åííîé áèíàðíîé äè�ðàêöèîííîé ðåøåòêè è íàìàãíè÷åííîãî îäíî�ðîäíîãî ñëîÿ [1, 2℄. Ñòðóêòóðà íàìàãíè÷åíà â ïëîñêîñòè, âåêòîð íàìàãíè÷åííîñòèíàïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿðíî ùåëÿì ðåøåòêè (ðèñ. 1, âðåçêà). Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ìåòîäó Ôóðüå�Ìîä [3, 4℄ ïîêàçàíî, ÷òî ñòðóêòóðàîáëàäàåò ìàãíèòîîïòè÷åñêèìè ý��åêòàìè, çàêëþ÷àþùèìèñÿ â ðåçîíàíñíîì èçìå�íåíèè êîý��èöèåíòîâ ïðîïóñêàíèÿ è îòðàæåíèÿ, ïðîèñõîäÿùåì ïðè èçìåíåíèè âå�ëè÷èíû íàìàãíè÷åííîñòè [1, 2℄.Íà ðèñ. 1 (a, b) ïðåäñòàâëåíû ìàãíèòîîïòè÷åñêèå ðåçîíàíñû â ñïåêòðå ïðîïóñ�êàíèÿ ñòðóêòóðû äëÿ TE- è TM-ïîëÿðèçàöèé ïàäàþùåé âîëíû. Ìàãíèòîîïòè÷å�ñêèå ý��åêòû îáúÿñíåíû âîçáóæäåíèåì ñîáñòâåííûõ ìîä ñòðóêòóðû. Äèñïåðñèÿñîáñòâåííûõ ìîä, ðàññ÷èòàííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ [5℄ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1(). Ïîêàçàíî ÷òî ÷àñòîòû ìàãíèòîîïòè÷åñêèõ ðåçîíàíñîââ òî÷íîñòè îïèñûâàþòñÿ äèñïåðñèîííûìè êðèâûìè ìîä ñòðóêòóðû. Èññëåäîâàíîèçìåíåíèå äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ âûçâàííîå íàìàãíè÷èâàíèåì ñòðóêòóðû.
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�èñ 1. �àññìàòðèâàåìàÿ ñòðóêòóðà (âðåçêà). Ñïåêòð ïðîïóñêàíèÿ ïðè ïàäåíèè âîëíû TE�ïîëÿðèçàöèè (a); TM-ïîëÿðèçàöèè (b). (Íàìàãíè÷åííàÿ ñòðóêòóðà � íåïðåðûâíàÿ ëèíèÿ;íåíàìàãíè÷åííàÿ � ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Äèñïåðñèÿ ñîáñòâåííûõ ìîä ñòðóêòóðû â öåíòðåïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà (ñ)Â ñëó÷àå íåíàìàãíè÷åííîé ñèììåòðè÷íîé ñòðóêòóðû ìîãóò áûòü âîçáóæäåíûòîëüêî ÷åòíûå (ñèììåòðè÷íûå) ìîäû [6℄. Äëÿ àíàëèçà ìîä íàìàãíè÷åííîé ñòðóêòó�1Áûêîâ Äìèòðèé Àëåêñàíäðîâè÷ (bykovd�gmail.om), Äîñêîëîâè÷ Ëåîíèä Ëåîíèäîâè÷(leonid�smr.ru), Ñîé�åð Âèêòîð Àëåêñàíäðîâè÷ (soifer�ssau.ru), Ó÷ðåæäåíèå �îññèéñêîé àêà�äåìèè íàóê Èíñòèòóò ñèñòåì îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé �ÀÍ, 443001, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Ìîëî�äîãâàðäåéñêàÿ, 151. Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè àêàäåìèêàÑ.Ï. Êîðîëåâà, 443086, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, Ìîñêîâñêîå øîññå, 34.



ÁûêîâÄ.À., Äîñêîëîâè÷Ë.Ë., Ñîé�åðÂ.À. 75ðû áûëè ðàññ÷èòàíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ìîä ñòðóêòóðû, íà èõ îñíîâå ïðåäëîæåíàêëàññè�èêàöèÿ ìàãíèòîîïòè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ.Ìàãíèòîîïòè÷åñêèå ðåçîíàíñû 1-ãî òèïà (ðåçîíàíñû A1, B2, C2 íà ðèñ. 1) âîçíè�êàþò èç-çà èçìåíåíèÿ óñëîâèé âîçáóæäåíèÿ ìîä ñòðóêòóðû. Èçìåíåíèå óñëîâèé âîç�áóæäåíèÿ ìîä îïèñûâàåòñÿ ñìåùåíèåì äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ, ïðîèñõîäÿùèì ïðèíàìàãíè÷èâàíèè ñòðóêòóðû. Ïðè íîðìàëüíîì ïàäåíèè âîëíû ñ ÒÅ- (ÒÌ-) ïîëÿðèçà�öèåé íà ñèììåòðè÷íóþ ñòðóêòóðó ðåçîíàíñû 1-ãî òèïà ñîîòâåòñòâóþò âîçáóæäåíèþìîä, ó êîòîðûõ ÒÅ- (ÒÌ-) êîìïîíåíòû ïîëÿ áëèçêè ê ÷åòíûì ìîäàì íåíàìàãíè÷åí�íîé ñòðóêòóðû ñ òàêîé æå ïîëÿðèçàöèåé. Ìàãíèòîîïòè÷åñêèå ðåçîíàíñû 2-ãî òèïà(ðåçîíàíñ A2, B1, C1 íà ðèñ. 1) ïðîèñõîäÿò ïðè âîçáóæäåíèè ìîä ñòðóêòóðû, èìå�þùèõ òèï ïîëÿðèçàöèè ¾ïðîòèâîïîëîæíûé¿ ïîëÿðèçàöèè ïàäàþùåé âîëíû. Ïðèíîðìàëüíîì ïàäåíèè âîëíû ñ ÒÅ- (ÒÌ-) ïîëÿðèçàöèåé íà ñèììåòðè÷íóþ ñòðóêòóðóðåçîíàíñû 2-ãî òèïà ñîîòâåòñòâóþò âîçáóæäåíèþ ìîä, ó êîòîðûõ ÒÌ- (ÒÅ-) êîì�ïîíåíòû ïîëÿ áëèçêè ê íå÷åòíûì ìîäàì íåíàìàãíè÷åííîé ñòðóêòóðû ñ ÒÌ- (ÒÅ-)ïîëÿðèçàöèåé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ðîññèéñêî-àìåðèêàíñêîé ïðîãðàììû �Ôóíäà�ìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ è âûñøåå îáðàçîâàíèå� (ãðàíò BRHE PG08-014-1), ãðàí�òà Ïðåçèäåíòà �Ô ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-7414.2010.9) è ãðàíòîâ�ÔÔÈ 09-07-12147, 10-02-01391, 09-07-92421, 10-07-00553.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÁûêîâÄ.À., Äîñêîëîâè÷Ë.Ë., Ñîé�åðÂ.À. Èññëåäîâàíèå ìàãíèòîîïòè÷åñêèõ ðå�çîíàíñîâ â äèýëåêòðè÷åñêèõ äè�ðàêöèîííûõ ðåøåòêàõ íà îñíîâå àíàëèçà äèñïåð�ñèè è ñòðóêòóðû ñîáñòâåííûõ ìîä // Êîìïüþòåðíàÿ îïòèêà. � 2009. � Ò. 33. �� 4. � Ñ. 384�392.[2℄ BelotelovV.I., BykovD.A., Doskolovih L.L., KalishA.N., KotovV.A., ZvezdinA.K.Giant magneto-optial orientational e�et in plasmoni heterostrutures // OptisLetters. � 2009. � V. 34. � P. 388�400.[3℄ MoharamM.G., GrannE.B., PommetD.A., GaylordT.K. Formulation for stable ande�ient implementation of the rigorous oupled-wave analysis of binary gratings //J. Opt. So. Am. A. � 1995. � V. 12. � P. 1068�1076.[4℄ MoharamM.G., PommetD.A., GrannE.B., GaylordT.K. Stable implementation ofthe rigorous oupled-wave analysis for surfae-relief gratings: enhaned transmittanematrix approah // J. Opt. So. Am. A. � 1995. � V. 12. � P. 1077�1086.[5℄ Tikhodeev S.G., Yablonskii A.L., MuljarovE.A., GippiusN.A., IshiharaT.Quasiguided modes and optial properties of photoni rystal slabs // Phys.Rev. B. � 2002. � V. 66. � P. 045102.[6℄ GippiusN.A., Tikhodeev S.G., IshiharaT. Optial properties of photoni rystal slabswith an asymmetrial unit ell // Phys. Rev. B.. � 2005. � V. 75. � P. 045138.



76 Àñèììåòðè÷íàÿ óïðóãîñòüÓÄÊ 539.382.2 ÀÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÀß ÓÏ�Ó�ÎÑÒÜÁûòåâÂ.Î., ÑëåçêîÈ.Â.1Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿàñèììåòðè÷íî-óïðóãèõ ïëàñòèí íà ïðèìåðå çàäà÷è î ÷èñòîì ñäâèãå â ïëàñòèíå,îñëàáëåííîé îòâåðñòèåì. Äëÿ îïèñàíèÿ äå�îðìàöèé óïðóãîãî òåëà èñïîëüçóåòñÿ ìî�äåëü àñèììåòðè÷íîé óïðóãîñòè. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåøåíèé, ïîëó�÷åííûõ ïîñðåäñòâîì äâóõ ìîäåëåé ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè � êëàññè÷åñêîé èàñèììåòðè÷íîé.Êàê èçâåñòíî [1℄, óðàâíåíèÿ ñòàòèêè èìåþò âèä
divT+ F = 0,ãäå T� òåíçîð íàïðÿæåíèé, F� âåêòîð îáúåìíûõ ñèë.Îáùèé âèä òåíçîðà íàïðÿæåíèé óñòàíîâëåí â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è ãðóï�ïîâîé êëàññè�èêàöèè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â ðàáîòàõ [2, 3℄. Â ñëó÷àå ïëîñêîé çàäà÷èîí èìååò âèä: T = Iλ0 divu+MD0, (1)ãäå I � åäèíè÷íûé òåíçîð, u = {u, v} � âåêòîð ñìåùåíèé, D0 � äåâèàòîð äå�îðìà�öèé,

M =

(
µ µ0

−µ0 µ

)
, (2)

λ0, µ, µ0 � êèíåòè÷åñêèå êîý��èöèåíòû, ïðè÷åì λ0 > 0, µ > 0, à µ0 ∈ R.Äàííàÿ ìîäåëü ñëóæèò îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé ìîäåëè äå�îðìàöèèóïðóãîãî òåëà. Òàê, åñëè ïîëîæèòü â (1) µ0 = 0, λ0 = λ + µ, ñ÷èòàÿ λ è µ ïàðà�ìåòðàìè Ëàìå, òî ïîëó÷èì èçâåñòíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó òåíçîðàìè íàïðÿæåíèé èäå�îðìàöèé [1℄.Ïîÿñíèì ñóòü ïîÿâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî òðåòüåãî ïàðàìåòðà â ìîäåëè.Îáîçíà÷èì τ 0 =
(
MD0 · n) � âåêòîð äåâèàòîðà òåíçîðà T, à d0 =

(
D0 · n) �âåêòîð òåíçîðà D0. Îïðåäåëèì óãîë ìåæäó âåêòîðàìè τ 0 è d0. Ñîãëàñíî [3℄

cos γ =
(τ 0 · d0)

|τ 0| · |d0|
=

µ√
µ2 + µ2

0

=
1√

1 + (µ0/µ)2
.Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò ìåðó íåñîîñíîñòè òåíçîðîâ MD0 è D0.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ëèíåéíîé ìîäåëè àñèììåòðè÷íîé óïðóãîñòè ñèììåòðè÷�íûå òåíçîðû íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé ñâÿçàíû íåñèììåòðè÷íûì ïðåîáðàçóþùèìòåíçîðîì.Êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå [1℄, ìîæíî âûðàçèòü âåêòîð ñìåùåíèé è êîìïîíåíòûòåíçîðà íàïðÿæåíèé ÷åðåç êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû ϕ(z), ψ(z), ââîäÿ �óíêöèþ Ýðè

U(x, y) ïî �îðìóëàì
σ11 =

∂2U

∂y2
, σ12 = − ∂2U

∂x∂y
, σ22 =

∂2U

∂x2
.1Ñëåçêî Èðèíà Âèêòîðîâíà (slezkoirina�rambler.ru), Áûòåâ Âëàäèñëàâ Îëåãîâè÷(vbytev�utmn.ru), Òþìåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 625003, �îññèÿ, ã.Òþìåíü, óë.Ñåìàêîâà, 10.



ÁûòåâÂ.Î., ÑëåçêîÈ.Â. 77Êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà ñìåùåíèé èìååò âèä:
2κ20(u + iv) =

(
2λ−1

0 κ20 + κ
)
ϕ(z)− κ z ϕ′(z)− κψ(z),ãäå κ = µ+ i µ0.�àññìîòðèì òåïåðü äâå êîìïëåêñíûå ïëîñêîñòè Z, Ω è çàäàäèì êîí�îðìíîå îòîá�ðàæåíèå z = ω(ζ), êîòîðîå ïåðåâîäèò îáëàñòü S ⊂ Z â îáëàñòü Σ ⊂ Ω. Ââåäåì íàïëîñêîñòè Ω ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (ρ, ϑ) òàê, ÷òî ω = ρeiϑ. Ïðèâåäåì âûðàæåíèÿêîìïîíåíò âåêòîðà ñìåùåíèé ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ ϕ(ζ) è ψ(ζ) âïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:

2κ20(uρ + iuϑ) = e−iϑ

[(
2λ−1

0 κ20 + κ
)
ϕ(ζ) − κ ζ ϕ′(ζ) − κψ(ζ)

]
. (3)Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, àñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷å�ñêèõ �îðìóë Ëÿâà. Ïðè µ0 = 0 è λ0 = λ+ µ èìååì:

2µ(uρ + iuϑ) = e−iϑ
[
κϕ(ζ)− zϕ′(ζ) − ψ(ζ)

]
,ãäå κ =

λ+ 3µ

λ+ µ
= 3− 4σ, λ, µ�ìîäóëè óïðóãîñòè (λ > 0, µ > 0), σ � êîý��èöèåíòÏóàññîíà.Ïîëå íàïðÿæåíèé îáåèõ ìîäåëåé îäèíàêîâî. Óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðàíàïðÿæåíèé â êîìïëåêñíîé �îðìóëèðîâêå èìåþò âèä (�îðìóëû Êîëîñîâà):

σ11 + σ22 = 4Re[ϕ′(z)], σ22 − σ11 + 2iσ12 = 2
[
z ϕ′′(ζ) + ψ′(ζ)

]
.Êàê èçâåñòíî, êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ íå äàåò âîçìîæíîñòè âåñòè ðàñ÷åò èçäåëèé,èçãîòîâëåííûõ èç ïîëèìåðíûõ ìàòåðèàëîâ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ èíæåíåð âûíóæäåí èñ�ïîëüçîâàòü áîëåå ñëîæíûé àïïàðàò íåëèíåéíîé óïðóãîñòè. Èñïîëüçîâàíèå æå àñèì�ìåòðè÷íîé ìîäåëè äàåò íàì âîçìîæíîñòü âåñòè ðàñ÷åò èçäåëèé â òîì ÷èñëå è èçïîëèìåðîâ, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì àäåêâàòíûå ðåçóëüòàòû.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïëîñêîé äå�îðìàöèè óïðóãèõ ïëàñòèí â ðàìêàõ êëàññè÷å�ñêîé è àñèììåòðè÷íîé ìîäåëeé ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ÷èñòîì ñäâèãå â ïëàñòèíå,îñëàáëåííîé îòâåðñòèåì â �îðìå êðèâîëèíåéíîãî ïðàâèëüíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ êîí�îðìíûì îòîáðàæåíèåì âíåøíîñòè îòâåðñòèÿ íà âíóò�ðåííîñòü êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Âîçüìåì îòîáðàæàþùóþ �óíêöèþ, óäåðæèâàÿâ íåé äâà ÷ëåíà [4℄:

z = ω(ζ) = R
(
1/ζ − ζ3/6

)
.Çäåñü R = 3a/5, ãäå a � ñòîðîíà ÷åòûðåõóãîëüíèêà.Ñîãëàñíî [4℄, âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ äàþòñÿ óðàâíåíèÿìè:

ϕ(ζ) = i
6

5
R τ , ψ(ζ) = −iR τ[1

ζ
+

13ζ3

5(2 + ζ4)

],ãäå τ � ñäâèãîâîå óñèëèå. Äëÿ äàííîé çàäà÷è ïîëó÷åíî ïîëå íàïðÿæåíèé è âûðàæå�íèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñìåùåíèé ìîäåëè (3).Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èëëþñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå çàäà÷è î ÷èñòîì ñäâèãå â ïëà�ñòèíå èç ðåçèíû.



78 Àñèììåòðè÷íàÿ óïðóãîñòüÂû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî íà çíà÷åíèå ïàðàìåòðà µ0 ñóùå�ñòâåííî âëèÿþò �èçè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà, ïðè÷åì âåëè÷èíà ïàðàìåòðà ñðàâ�íèìà ñî çíà÷åíèåì ìîäóëÿ Þíãà. Î÷åâèäíî, ðåàëüíûå çíà÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîãîìîäóëÿ óïðóãîñòè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíî.�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü îòîì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå àñèììåòðè÷íîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ äå�îðìèðîâàííîãî ñî�ñòîÿíèÿ òåëà äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü �èçè÷åñêè ðåàëüíûå ðåçóëüòàòû â ðàìêàõëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè â òîì ÷èñëå è â ñëó÷àå, åñëè òâåðäîå òåëî èçãîòîâëå�íî èç ïîëèìåðà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì â ðàñïîðÿæåíèå íîâûé êèíåòè÷åñêèéïàðàìåòð µ0, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî �ðåãóëÿðèçèðîâàòü� ðåøåíèå.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÌóñõåëèøâèëèÍ.È. Íåêîòîðûå îñíîâíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðó�ãîñòè. � Ëåíèíãðàä: Èçä. Àêàäåìèè íàóê, 1933. � 381 ñ.[2℄ ÀííèíÁ.Ä., ÁûòåâÂ.Î., ÑåíàøåâÑ.È. �ðóïïîâûå ñâîéñòâà óðàâíåíèé óïðóãî�ñòè è ïëàñòè÷íîñòè. � Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1985. � 144 .[3℄ ÀíäðååâÂ.Ê., ÁóáëèêÂ.Â., ÁûòåâÂ.Î. Ñèììåòðèè íåêëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé ãèä�ðîäèíàìèêè. � Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 2003. � 350 ñ.[4℄ Ñàâèí�.Í. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé îêîëî îòâåðñòèé. � Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà,1968. � 888 ñ.



ÂàñèëüåâÂ.Á. 79ÓÄÊ 517.95ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ �ÅØÅÍÈßÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÏÑÅÂÄÎÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�ÎÓ�ÀÂÍÅÍÈß ÂÁËÈÇÈ ÎÑÎÁÎÉ ÒÎ×ÊÈ ��ÀÍÈÖÛÂàñèëüåâÂ.Á.1Èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ�íåíèÿ âáëèçè îñîáîé òî÷êè ãðàíèöû òèïà �êîíóñ�. �àññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäàðàñòâîð êîíóñà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Êîíñòðóêöèè ñâÿçàíû ñ ïðåäøåñòâóþùèìè èññëå�äîâàíèÿìè àâòîðà [1℄. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè èçëîæåíû â [2℄.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÂàñèëüåâÂ.Á. Ìóëüòèïëèêàòîðû èíòåãðàëîâ Ôóðüå, ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ, âîëíîâàÿ �àêòîðèçàöèÿ, êðàåâûå çàäà÷è. 2-å èçä. � Ì.: ÅäèòîðèàëÓ�ÑÑ, 2010. � 136 ñ.[2℄ Âàñèëüåâ Â.Á. Ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â êàíîíè÷åñêèõ íåãëàäêèõîáëàñòÿõ: àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç îñîáåííîñòåé // Âåñòíèê Õàðüêîâñêîãî íàöè�îíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èì. Â.Í.Êàðàçèíà. Ñåðèÿ �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà�íèå. Èí�îðìàöèîííûå òåõíîëîãèè. Àâòîìàòèçèðîâàííûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ�. �2007. � �780. � Â. 8. � Ñ. 49�60.

1Âàñèëüåâ Âëàäèìèð Áîðèñîâè÷ (vbv57�inbox.ru), Áðÿíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìå�íè àêàäåìèêà È.�.Ïåòðîâñêîãî, 241036, �îññèÿ, ã. Áðÿíñê, óë. Áåæèöêàÿ, 14.



80 Óðàâíåíèÿ Âëàñîâà�Ìàêñâåëëà, òåîðåìà Ëàãðàíæà è ìàãíèòíàÿ ãèäðîäèíàìèêàÓÄÊ 517.93 533.9Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÂËÀÑÎÂÀ�ÌÀÊÑÂÅËËÀ, ÒÅÎ�ÅÌÀËÀ��ÀÍÆÀ È ÌÀ�ÍÈÒÍÀß �ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈÊÀÂåäåíÿïèíÂ.Â., ÍåãìàòîâÌ.À.1Óðàâíåíèå Âëàñîâà�Ìàêñâåëëà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðè îïèñàíèè ïëàçìû. Íàïè-ñàííîå â 1938 ã. À.À.Âëàñîâûì [1℄ � îíî âñå áîëüøå èñïîëüçóåòñÿ âìåñòî óðàâíåíèéÌ�Ä â ðàñ÷åòàõ ñëîæíûõ ïëàçìåííûõ çàäà÷ â ñâÿçè ñ ðîñòîì ìîùíîñòåé êîìïüþ�òåðîâ. Â äîêëàäå îïèñûâàåòñÿ âûâîä óðàâíåíèé Âëàñîâà�Ìàêñâåëëà èç ëàãðàíæèà�íà êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè. Âûâîä �àêòè÷åñêè ñëåäóåò [2℄ è ïðèâåäåí â [3℄.Îáñóæäàåòñÿ òîæäåñòâî Ëàãðàíæà êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîéâòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îò ìîìåíòà èíåðöèè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ÷åðåç êèíå�òè÷åñêóþ ýíåðãèþ è îäíîðîäíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ: Ï = 2(U−2T ) è îáîáùåíîäëÿ óðàâíåíèé Âëàñîâà�Ïóàññîíà Â.Â.Êîçëîâûì â [4℄. Ìû âûâîäèì ýòî òîæäåñòâîäëÿ ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Âëàñîâà�Ìàêñâåëëà:
∂fα
∂t

+

(
vα,

∂fα
∂x

)
− eα

(
E + [vα, H ] ,

∂fα
∂p

)
= 0,

∂Fµν

∂xν
= −4π

c
Σαeα

∫
vµαfα(t, x, p)dp, Fµν =

∂Aµ

∂xµ
− ∂Aν

∂xν
, (µ, ν : 1, . . . , 4) .Çäåñü α ñîðò ÷àñòèö, îòëè÷àåìûé ïî ìàññå mα è çàðÿäó eα, fα(t, x, p)��óíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ñîðòà α ïî ïðîñòðàíñòâó x è èìïóëüñàì p â ìîìåíò âðåìåíè

t, Aµ(x)�ïîòåíöèàë, Fµν � ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ.Âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ Ì�Ä â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ: ñ òåìïåðàòóðîé ðàâíîé íó�ëþ, êàê òî÷íîå ñëåäñòâèå óðàâíåíèé Âëàñîâà�Ìàêñâåëëà, òàê è ñ òåìïåðàòóðîé,íå ðàâíîé íóëþ, êàê íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ìåòîäà Ìàêñâåëëà�×åìïåíà�Ýíñêîãà.Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ â äâàæäû äèâåðãåíòíîé �îðìå (�îðìå�îäóíîâà [5℄). Îáñóæäàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ òîæäåñòâà Ëàãðàíæà.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÂëàñîâÀ.À. Î âèáðàöèîííûõ ñâîéñòâàõ ýëåêòðîííîãî ãàçà // ÆÝÒÔ. � 1938. �Ò. 8. � Â. 3. � Ñ. 291�318.[2℄ ËàíäàóË.Ä., Ëè�ùèöÅ.Ì. Òåîðåòè÷åñêàÿ �èçèêà. Ò. 2. Òåîðèÿ ïîëÿ. � Ì.:Íàóêà, 1967.[3℄ ÂåäåíÿïèíÂ.Â. Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà è Âëàñîâà. � Ì.: Ôèçìàòëèò,2001.[4℄ ÊîçëîâÂ.Â. Îáîáùåííîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Âëàñîâà // ÓÌÍ. � Ò. 63. �Âûï. 4(382). � 2008.[5℄ �îäóíîâÑ.Ê. �àìåíñêèéÅ.È. Ýëåìåíòû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä è çàêîíû ñî�õðàíåíèÿ. � Íîâîñèáèðñê: Íàó÷íàÿ êíèãà, 1998.1Âåäåíÿïèí Âèêòîð Âàëåíòèíîâè÷ (viveden�yahoo.om), Íåãìàòîâ Ìàëèê(maliknegmatov�gmail.om), Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà �ÀÍ, 125047,�îññèÿ, ã.Ìîñêâà, Ìèóññêàÿ ïë., ä. 4.



Âëàäèìèðîâ Â.Ñ. 81ÓÄÊ 512.625.5+517.982.4ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÂÎÏ�ÎÑÛ ÒÅÎ�ÈÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕÓ�ÀÂÍÅÍÈÉ p-ÀÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÒ�ÓÍÂëàäèìèðîâÂ.Ñ.1Èññëåäóåòñÿ ñòðóêòóðà ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ñåâäî�äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó (ðîëëèíã) p-àäè÷åñêèõ îò�êðûòîé, çàìêíóòîé è îòêðûòî-çàìêíóòîé ñòðóí äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ òàõèîíîâ. Äëÿîòêðûòî-çàìêíóòîé ñòðóíû äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ïðè íå÷åòíûõ p âèäà
p = 4n+ 1 ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ çàìêíóòîé ñòðóíû.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÂëàäèìèðîâÂ.Ñ. Î íåëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ p-àäè÷åñêèõ îòêðûòûõ, çàìêíóòûõè îòêðûòî-çàìêíóòûõ ñòðóí // ÒÌÔ. � 2006. � Ò. 149. � �3. � Ñ. 354�367.

1Âëàäèìèðîâ Âàñèëèé Ñåðãååâè÷ (vladim�mi.ras.ru), Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À.Ñòåê-ëîâà �ÀÍ, 119991, �îññèÿ, ã. Ìîñêâà, óë. �óáêèíà, 8.



82 Èññëåäîâàíèå �àçîâûõ ïåðåõîäîâ äëÿ ìîäåëåé ñ ðàñøèðåííûì ñåêòîðîì Õèããñà . . .ÓÄÊ 530.1:51-72ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÔÀÇÎÂÛÕ ÏÅ�ÅÕÎÄÎÂÄËß ÌÎÄÅËÅÉ Ñ �ÀÑØÈ�ÅÍÍÛÌ ÑÅÊÒÎ�ÎÌ ÕÈ��ÑÀÈ ÍÀÁËÞÄÀÅÌÛÅ ÑËÅÄÑÒÂÈß ÄËß ÔÈÇÈÊÈÍÀ ÁÎËÜØÎÌ ÀÄ�ÎÍÍÎÌ ÊÎËËÀÉÄÅ�Å È ÊÎÑÌÎËÎ�ÈÈÂîëêîâàÒ.Â., ÄîëãîïîëîâÌ.Â.1, ÄóáèíèíÌ.Í.2, ÏåòðîâàÅ.Þ., �ûêîâà Ý.Í.1Ñîâðåìåííàÿ ñèòóàöèÿ â �èçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è êîñìîëîãèè ïðèâîäèòê íåîáõîäèìîñòè ðàçâèòèÿ ìîäåëåé, êîòîðûå ïîçâîëèëè áû äàòü îáúÿñíåíèå ðÿäóíàáëþäàåìûõ �àêòîâ: îòñóòñòâèþ àíòèìàòåðèè âî Âñåëåííîé (áàðèîííàÿ àñèììåò�ðèÿ), â óñëîâèè íóêëåîñèíòåçà ìàëîñòè îòíîøåíèÿ íàáëþäàåìîãî ÷èñëà áàðèîíîâ ê÷èñëó �îòîíîâ, ÷òî íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñòàíäàðòíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëüþ, è îò�ñóòñòâèþ (íåíàáëþäàåìîñòè) ëåãêîãî CP -÷åòíîãî áîçîíà Õèããñà è ñóïåð÷àñòèö ïðèýíåðãèÿõ LEP2 è Tevatron. Êàê ïîêàçàë Ñàõàðîâ [1℄, ïåðâûå äâà �àêòà ìîãóò èìåòüìåñòî, åñëè â ðàííåé Âñåëåííîé áûëè B-íåñîõðàíÿþùèå âçàèìîäåéñòâèÿ, íàðóøåíèå
C- è CP -èíâàðèàíòíîñòè è îòêëîíåíèå îò òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ.Îäíèì èç ñöåíàðèåâ, ïðåäëîæåííûõ äëÿ îáúÿñíåíèÿ ãåíåðàöèè àñèììåòðèè ìà�òåðèè-àíòèìàòåðèè, ÿâëÿåòñÿ ñöåíàðèé ýëåêòðîñëàáîãî áàðèîãåíåçèñà. Äëÿ íàëè÷èÿáàðèîãåíåçèñà â ìèíèìàëüíîé âåðñèè ýëåêòðîñëàáîé òåîðèè (Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü(ÑÌ)) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìàññà áîçîíà Õèããñà áûëà ìåíüøå mH ≤ 42 �ýÂ. Ýòî ïðî�òèâîðå÷èò ñîâðåìåííîìó ýêñïåðèìåíòàëüíîìó îãðàíè÷åíèþ, mH ≥ 114, 4 �ýÂ [2℄.Äëÿ áàðèîãåíåçèñà íåîáõîäèìî ðàñøèðåíèå ÑÌ, íàïðèìåð, çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ äî�ïîëíèòåëüíûõ áîçîíîâ Õèããñà è ñêàëÿðíûõ ïîëåé. Â ìîäåëÿõ ñ íåñêîëüêèìè áî�çîíàìè Õèããñà îãðàíè÷åíèå íà ìàññó ñòàíîâÿòñÿ çíà÷èòåëüíî ñëàáåå. Òàêæå íàðó�øåíèå CP -èíâàðèàíòíîñòè â ìàòðèöå Êàáèááî�Êîáàÿøè�Ìàñêàâà ñëèøêîì ìàëîäëÿ ãåíåðàöèè äîñòàòî÷íîãî áàðèîííîãî ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìû äîïîë�íèòåëüíûå èñòî÷íèêè CP -íàðóøåíèÿ è ëåãêèå áîçîíû, óñèëèâàþùèå ýëåêòðîñëàáûé�àçîâûé ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà.Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ îáîáùåíèé ìîäåëè �ëåøîó�Âàéíáåðãà�Ñàëàìà íàèáî�ëåå ìîòèâèðîâàííîé ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü(ÌÑÑÌ). Ýòî ñâÿçàíî, ïðåæäå âñåãî, ñ âîçìîæíîñòüþ â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ïîëó�÷èòü ý��åêòèâíîå îïèñàíèå áàðèîãåíåçèñà, íàðóøåíèÿ CP -èíâàðèàíòíîñòè è óñèëå�íèÿ èíòåíñèâíîñòè �àçîâîãî ïåðåõîäà ïåðâîãî ðîäà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûïîëíåíèþóñëîâèé Ñàõàðîâà.Èññëåäîâàíèå �àçîâûõ ïåðåõîäîâ â ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ìîäåëÿõ ñ ÿâíûì íà�ðóøåíèåì CP -èíâàðèàíòíîñòè ý��åêòèâíîãî õèããñîâñêîãî ïîòåíöèàëà è ñðàâíåíèåðåçóëüòàòîâ ñ ÌÑÑÌ ïîçâîëèëè áû ñäåëàòü �óíäàìåíòàëüíûå âûâîäû î ïðèðîäå ìå�õàíèçìîâ ãåíåðàöèè èçáûòêà áàðèîíîâ âî Âñåëåííîé, âîçìîæíîñòÿõ ãåíåðàöèè áàðè�îííîé àñèììåòðèè â ðàìêàõ ñóùåñòâóþùèõ ðàñøèðåíèé ÑÌ, èëè æå ñóùåñòâîâàíèèñîâåðøåííî äðóãèõ âçàèìîäåéñòâèé, íàðóøàþùèõ ñîõðàíåíèå áàðèîííîãî ÷èñëà.Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ý��åêòèâíûõ ïîòåíöèàëîâ äëÿàíñàìáëÿ ÷àñòèö ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå â ìîäåëÿõ ñ ðàñøèðåííûì ñåêòîðîì1Âîëêîâà Òàòüÿíà Âàñèëüåâíà (milandiya�yandex.ru), Äîëãîïîëîâ Ìèõàèë Âÿ÷åñëàâîâè÷(mikhaildolgopolov�rambler.ru), Ïåòðîâà Åëåíà Þðüåâíà (kuleobul�rambler.ru), �ûêîâà Ýëü�çà Íóðîâíà (elzarykova�rambler.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 443011, �îññèÿ,ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.2Äóáèíèí Ìèõàèë Íèêîëàåâè÷ (dubinin�theory.sinp.msu.ru), Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòè�òóò ÿäåðíîé �èçèêè Ì�Ó, 119992, ã.Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû.



Âîëêîâà Ò.Â., ÄîëãîïîëîâÌ.Â., ÄóáèíèíÌ.Í., ÏåòðîâàÅ.Þ., �ûêîâà Ý.Í. 83Õèããñà, îáëàäàþùèì ÿâíûì (è ñïîíòàííûì) íàðóøåíèåì CP -èíâàðèàíòíîñòè, äëÿîáúÿñíåíèÿ ñâîéñòâ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ è îïðåäåëåíèÿ âçàèìîñâÿçè ñ ýêñïåðèìåí�òîì îãðàíè÷åíèé íà òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè. Âû÷èñëåíèå ý��åêòèâíûõ ïîòåíöèàëîâïîçâîëèò íàéòè êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó, ñêðûòóþ òåïëîòó, ïàðàìåòð ïîðÿäêà èäðóãèå õàðàêòåðèñòèêè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ, à òàêæå îïèñàòü îáðàçîâàíèå ïðîñòðàí�ñòâåííûõ äîìåíîâ ñ íîâûì îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì.Êàíîíè÷åñêèå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëà ïðè êîíå÷íîé òåì�ïåðàòóðå, ïðèìåíÿåìûå â èññëåäîâàíèè, õîðîøî ðàçâèòû, èìåþò îáøèðíóþ èñòîðèþè ÿâëÿþòñÿ �àêòè÷åñêè õðåñòîìàòèéíûìè. Ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë â ìîäåëè ñ ñà�ìîäåéñòâóþùèì ñêàëÿðíûì ïîëåì áûë ïîëó÷åí â îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè (ñðåñóììèðîâàíèåì) Êîóëìåíîì è Ý.Âàéíáåðãîì (1973). Ìíîãîïåòëåâûå �îðìû áûëèâû÷èñëåíû Äæàêèâîì (1974) è Èëèîïóëîñîì, Èöèêñîíîì, Ìàðòèíîì (1975). Íàèáî�ëåå èçâåñòíûå �îðìû ïîëó÷åíû êàê â ñõåìå ðàçìåðíîé ðåãóëÿðèçàöèèMS (Áàðäèí,Áþðàñ, Äüþê è Ìóòà, 1978) òàê è â ñõåìå DR (Ñèãåëü, 1979). Ñèñòåìàòè÷åñêîåèçëîæåíèå ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ òåìïåðàòóðíûõ ïîòåíöèàëîâ áûëî íà÷àòî Äîëàíîì,Äæàêèâîì (1974) è Ñ.Âàéíáåðãîì (1974). Âû÷èñëåíèå òåìïåðàòóðíûõ ïðîïàãàòî�ðîâ â �îðìàëèçìå ñ ìíèìûì âðåìåíåì (Ìàöóáàðà, 1955) è äåéñòâèòåëüíûì âðå�ìåíåì (Êåëäûø, 1964) îñíîâûâàåòñÿ íà ñîîòíîøåíèè ïåðèîäè÷íîñòè Êóáî (1957)è Ìàðòèíà, Øâèíãåðà (1959). Âîññòàíîâëåíèå ñèììåòðèè ïðè âûñîêîé òåìïåðàòó�ðå è �àçîâûé ïåðåõîä îò ñîñòîÿíèÿ ñ íóëåâûì âàêóóìíûì ñðåäíèì ñêàëÿðíîãîïîëÿ ê ñîñòîÿíèþ ñ íåíóëåâûì âàêóóìíûì ñðåäíèì (v) îáñóæäàëîñü Êèðæíèöåì(1972) è äàëåå Êèðæíèöåì, Ëèíäå (1974,1976), Äîëàíîì, Äæàêèâîì (1974), Ëèíäå(1979,1981,1990). Ôàçîâûé ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà â ÑÌ, âïåðâûå îòìå÷åííûé Êèðæ�íèöåì, Ëèíäå (1976), èññëåäîâàëñÿ òàêæå Àíäåðñåíîì, Õîëëîì (1992) è Äàéíîì èäð. (1992). �àñïàä ëîæíîãî âàêóóìà ðàññìàòðèâàëñÿ Êîóëìåíîì (1977) è Êàëëàíîì,Êîóëìåíîì (1977). Îáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ äîìåíîâ íîâîé �àçû ðàññìàòðè�âàëîñü Ëèíäå (1981), Ìàêëåððàíîì, Øàïîøíèêîâûì, Òóðîê, Âîëîøèíûì (1991) èÄàéíîì è äð. (1992). Ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé CP-èíâàðèàíòíîé äâóõ�äóáëåòíîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàëñÿ Ìîðåíî, Êóèðîñîì è Ñåêî (1998).Áàðèîãåíåçèñ ïðè ýëåêòðîñëàáûõ �àçîâûõ ïåðåõîäàõ îïèñàí Êóçüìèíûì, �óáà�êîâûì, Øàïîøíèêîâûì (1985,1987). Íåñîõðàíåíèå áàðèîííîãî ÷èñëà (òÕîî�ò, 1976)ïðè �àçîâîì ïåðåõîäå ðàññìàòðèâëîñü Êîõåíîì, Êàïëàíîì, Íåëüñîí (1993). �åíåðà�öèÿ áàðèîííîé àñèììåòðèè â ñèììåòðè÷íîé �àçå (ïðè òåìïåðàòóðå, áîëüøåé êðè�òè÷åñêîé) îïèñàíà Øàïîøíèêîâûì (1988) è Àðíîëüäîì, Ìàêëåððàíîì (1987). �å�íåðàöèÿ ïðè òåìïåðàòóðàõ ìåíüøå êðèòè÷åñêîé àíàëèçèðîâàëàñü Øàïîøíèêîâûì(1987), Áî÷êàðåâûì, Êóçüìèíûì, Øàïîøíèêîâûì (1991). Âàæíóþ ðîëü äëÿ âñåõñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé ýëåêòðîñëàáîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà èãðàåò êðèòåðèé Øà�ïîøíèêîâà (1986) vC/TC > 1 ñèëüíîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà ïåðâîãî ðîäà, êîòîðûéíåîáõîäèì äëÿ ãåíåðàöèè áàðèîííîé àñèììåòðèè â ÑÌ.Ïðîáëåìû ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ òåìïåðàòóðíûõ ý��åêòèâíûõïîòåíöèàëîâ ðàññìàòðèâàëèñü �ðîññîì, Ïèñàðñêèì, ß��å (1981), Ïàðâàíè (1992),Àðíîëüäîì, Ýñïèíîçîé (1993), â ðåçóëüòàòå ÷åãî áûëè ïîëó÷åíû óëó÷øåííûå ý���åêòèâíûå òåìïåðàòóðíûå ïîòåíöèàëû. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ý��åêòèâíîãî (íåòåì�ïåðàòóðíîãî, T = 0) ïîòåíöèàëà äëÿ ñëó÷àÿ äâóõäóáëåòíîãî õèããñîâñêîãî ñåêòîðàÌÑÑÌ áûëî ïðîâåäåíî Îêàäà, ßìàãó÷è, ßíàãèäà (1991), Ýëëèñîì, �èäîëü�è, Öâèð�íåðîì (1991) íà îñíîâå ïîäõîäîâ Ôëîðåñà, Øåðà (1983). Áûë ðåàëèçîâàí åñòåñòâåí�íûé ïîäõîä, â ðàìêàõ êîòîðîãî ñíà÷àëà íóæíî âû÷èñëèòü ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë,à ïîòîì óæå èçâëåêàòü èç íåãî �èçè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ áîçîíîâ Õèããñà, êîòîðûå íåèìåþò íå�èçè÷åñêèõ ðàñõîäèìîñòåé. Âçàèìîäåéñòâèÿ ìàññèâíîãî òîï-êâàðêà âíîñÿò



84 Èññëåäîâàíèå �àçîâûõ ïåðåõîäîâ äëÿ ìîäåëåé ñ ðàñøèðåííûì ñåêòîðîì Õèããñà . . .áîëüøèå ðàäèàöèîííûå ïîïðàâêè â ïàðàìåòðû ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëà. Â ÷àñò�íîñòè, áûë ïîëó÷åí âàæíåéøèé ðåçóëüòàò î äîïóñòèìîñòè ìàññû íàèáîëåå ëåãêîãîíåéòðàëüíîãî áîçîíà Õèããñà ïîðÿäêà 130�140 �ýÂ (â îòëè÷èå îò �äðåâåñíîãî� îãðà�íè÷åíèÿ ÌÑÑÌ 91 �ýÂ) ïðè ìàññå òîï-êâàðêà 175 �ýÂ. Â ýòèõ ðàáîòàõ (à òàêæåáîëüøîì êîëè÷åñòâå ïîñëåäóþùèõ) ó÷èòûâàëèñü ëèøü ëèäèðóþùèå ëîãàðè�ìè÷å�ñêèå ïîïðàâêè. Ñòåïåííûå (èëè ïîðîãîâûå) ïîïðàâêè áûëè ïîëó÷åíû Õàáåðîì èÕåìï�ëèíãîì (1993) è Êàðåíîé, Ýñïèíîçîé, Êóèðîñîì, Âàãíåðîì (1995). Ýòè ðåçóëü�òàòû óòî÷íÿëèñü Àõìåòçÿíîâîé, Äîëãîïîëîâûì, Äóáèíèíûì (2005), îáíàðóæèâøè�ìè ñóùåñòâåííûå âêëàäû îò íåëèäèðóþùèõ D-÷ëåíîâ è ïåðåíîðìèðîâêè âîëíîâîé�óíêöèè ñêàëÿðîâ. Ý��åêòèâíûé òåìïåðàòóðíûé ïîòåíöèàë äâóõäóáëåòíîãî õèãã�ñîâñêîãî ñåêòîðà ÌÑÑÌ ðàññìàòðèâàëñÿ �óèäèñîì (1992), Ýñïèíîçîé, Êóèðîñîì,Öâèðíåðîì (1993), Áðèíüîëåì è äð. (1994). Ôàêòè÷åñêè àíàëèçèðîâàëñÿ ëèøü óïðî�ùåííûé ñëó÷àé ÷àñòíîãî âèäà CP -èíâàðèàíòíîãî ïîòåíöèàëà ÌÑÑÌ, êîãäà ðàäèà�öèîííûå ïîïðàâêè ó÷èòûâàþòñÿ íå ïîëíîñòüþ. Ôàçîâûå ïåðåõîäû ðàññìàòðèâàëèñüÊàðåíîé, Êóèðîñîì, Âàãíåðîì (1996), êîòîðûå ó÷ëè ñìåøèâàíèå ñóïåðïàðòíåðîâêâàðêîâ (ò.å. âêëþ÷èëè íåíóëåâûå òðèëèíåéíûå ïàðàìåòðû À ïðè ÷ëåíàõ ñòîï-ñòîï�õèããñ è íåíóëåâîé ïàðàìåòð ìþ õèããñîâñêîãî ñóïåðïîëÿ). Íàáîëåå âàæíûå äâóõïåò�ëåâûå ïîïðàâêè â ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë áûëè ïîëó÷åíû Ýñïèíîçîé (1996). Áûëèâûäåëåíû ÷åòûðå îñíîâíûõ ñëó÷àÿ äëÿ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ ÌÑÑÌ, â çàâèñèìîñòèîò ïîâåäåíèÿ òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ è ïîëÿ ïðàâîãî ñóïåð�ïàðòíåðà òîï-êâàðêà.Âïåðâûå ïîòåíöèàë îáùåé äâóõäóáëåòíîé ìîäåëè ñ ÿâíûì íàðóøåíèåì CP -èíâà�ðèàíòíîñòè ðàññìàòðèâàëñÿ Äæîðäæè (1978). Ýòîò àíàëèç èìååò íåïîñðåäñòâåííîåîòíîøåíèå ê ÌÑÑÌ, ïîñêîëüêó ý��åêòèâíûé äâóõäóáëåòíûé ïîòåíöèàë ÌÑÑÌ íàìàñøòàáå ìàññ òîï-êâàðêà ñîäåðæèò âñå ÷ëåíû îáùåãî äâóõäóáëåòíîãî ïîòåíöèàëà(ñ ïàðàìåòðàìè λ1�λ7). Óïðîùåííûå ñëó÷àè ÿâíîãî CP -íàðóøåíèÿ â ÌÑÑÌ (λ5,6,7ðàâíû íóëþ) îáñóæäàëèñü Ïèëà�òñèñîì (1998) è äàëåå Ïèëà�òñèñîì è Âàãíåðîì(1999), à òàêæå Äåìèðîì (1999), Õàéíåìàéåðîì (2001), ×îåì, Äðèñîì, Ëè (2000)äëÿ áîëåå îáùèõ ïîòåíöèàëüíûõ �îðì. Ìåòîäû ìèíèìèçàöèè è äèàãîíàëèçàöèè ïî�òåíöèàëà îáùåé äâóõäóáëåòíîé ìîäåëè ñ ÿâíûì íàðóøåíèåì CP -èíâàðèàíòíîñòèðàññìàòðèâàëàñü Äóáèíèíûì, Ñåìåíîâûì (2003), à òàêæå Àõìåòçÿíîâîé, Äîëãîïî�ëîâûì, Äóáèíèíûì (2005) äëÿ ñëó÷àÿ îäíîâðåìåííî ÿâíîãî (â ïîòåíöèàëå) è ñïîí�òàííîãî (â âàêóóìíûõ ñðåäíèõ) íàðóøåíèÿ CP -èíâàðèàíòíîñòè. Íîâûì ìåòîäîìðàñ÷åòîâ, ðàçâèòûì â ïîñëåäíåå âðåìÿ àâòîðàìè, ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêàÿ ãåíåðà�öèÿ ïðàâèë Ôåéíìàíà ÌÑÑÌ â �îðìàòå ïàêåòà CompHEP , êîòîðûé çàòåì ìîæåòèñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ øèðèí ðàñïàäîâ è ñå÷åíèé ðîæäåíèÿ áîçîíîâ Õèããñà,à òàêæå ãåíåðàöèè ñîáûòèé äëÿ ïîñëåäóþùåãî ðåàëèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýêñ�ïåðèìåíòà.Â ÷èñëå îñíîâíûõ ïîäõîäîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îáúÿñíåíèÿ èçáûòêà áàðèîíîâíàä àíòèáàðèîíàìè, âàæíîå ìåñòî çàíèìàåò ýëåêòðîñëàáûé áàðèîãåíåçèñ, îñíîâíûìýëåìåíòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèÿ Àäëåðà (1969) è Áåëëà, Äæàêèâà (1969).Íà óðîâíå êëàññè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ áàðèîííîå ÷èñëî ñîõðàíÿåòñÿ. Ñðåäè äðó�ãèõ ïîäõîäîâ ìîæíî îòìåòèòü, íàïðèìåð, áàðèîãåíåçèñ êàê ñëåäñòâèå ëåïòîãåíåçèñà(Ôóêóäæèòà, ßíàãèäà, 1986) è áàðèîãåíåçèñ À��ëåêà, Äàéíà (1985). Ýòè ìåõàíèç�ìû ý��åêòèâíû òîëüêî â ðàñøèðåíèÿõ ÑÌ, ïîñêîëüêó ÑÌ íå îáåñïå÷èâàåò ðàííþþãåíåðàöèþ áàðèîííîé àñèììåòðèè (Ñàõàðîâ, 1967).Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê âû÷èñëå�íèþ òåìïåðàòóðíûõ ïîòåíöèàëîâ, â ðàìêàõ êîòîðîãî ðàäèàöèîííûå/òåìïåðàòóðíûåïîïðàâêè ÌÑÑÌ âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû äâóõäóáëåòíîãî ïîòåíöèàëà íàèáîëåå îá�



Âîëêîâà Ò.Â., ÄîëãîïîëîâÌ.Â., ÄóáèíèíÌ.Í., ÏåòðîâàÅ.Þ., �ûêîâà Ý.Í. 85ùåãî âèäà λ1, ... λ7, ïîñëå ÷åãî ðàññ÷èòûâàþòñÿ ìàññîâûå ñîñòîÿíèÿ áîçîíîâ Õèããñàè óãëû ñìåøèâàíèÿ äëÿ íå�èçè÷åñêèõ SU(2)-ñîñòîÿíèé. Íîâûé ìåòîä ðàññìîòðåíäëÿ íåòåìïåðàòóðíîãî (T = 0) ïîòåíöèàëà, à òàêæå äëÿ ðàñøèðåíèÿ íà ñëó÷àéòåìïåðàòóðíûõ ý��åêòèâíûõ ïîòåíöèàëîâ ÌÑÑÌ. �àñøèðåíèå ïîäõîäà íà ñëó÷àéòåìïåðàòóðíûõ ý��åêòèâíûõ ïîòåíöèàëîâ è âîçìîæíîñòè èññëåäîâàíèÿ ýëåêòðî�ñëàáîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà â ÌÑÑÌ ðàññìàòðèâàëîñü àâòîðàìè â ðàáîòàõ ñàìîãîïîñëåäíåãî âðåìåíè, îñíîâíûìè ñðåäè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ [3℄.Öåííîñòü íàó÷íîé ðàáîòû ñîñòîèò â ðàçâèòèè ý��åêòèâíîãî ïîäõîäà ê ïîëó÷å�íèþ îãðàíè÷åíèé íà ìàññû �èçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé áîçîíîâ Õèããñà, êîíñòàíòû âçà�èìîäåéñòâèÿ ñ �åðìèîíàìè, êàëèáðîâî÷íûìè áîçîíàìè, ý��åêòèâíûå êîíñòàíòûñàìîäåéñòâèÿ áîçîíîâ Õèããñà, øèðèíû ðåäêèõ ðàñïàäîâ è ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâñóïåðñèììåòðè÷íûõ ìîäåëåé.�åçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ îðèãèíàëüíûìè. Ý��åêòû ÿâíîãî CP -íàðóøåíèÿ â õèãã�ñîâñêîì ñåêòîðå ÌÑÑÌ è ÍÌÑÑÌ ìîãóò áûòü ñóùåñòâåííû òàêæå äëÿ ýêñïåðè�ìåíòîâ íà êîëëàéäåðå LHC è ëèíåéíûõ êîëëàéäåðàõ íîâîãî ïîêîëåíèÿ, êîòîðûåïðåäîñòàâëÿþò äîïîëíèòåëüíûå àêòóàëüíûå âîçìîæíîñòè ïðèëîæåíèÿ îæèäàåìûõðåçóëüòàòîâ, �èíòåð�åéñ �èçèêè íà LHC è êîñìîëîãèè�. Ìîäåëèðîâàíèå ýêñïåðè�ìåíòîâ íà êîëëàéäåðå LHC ïî îïðåäåëåíèþ CP -ñâîéñòâ áîçîíîâ Õèããñà è âîçìîæ�íîñòåé èõ äåòåêòèðîâàíèÿ êîëëàáîðàöèÿìè ATLAS è CMS ñëåäóåò îòíåñòè ê îäíîéèç îñíîâíûõ çàäà÷ �èçè÷åñêîé ïðîãðàììû LHC.Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ïîääåðæàíà ãîñêîíòðàêòîì ÔÖÏ 02.740.11.5163 è ãðàí�òîì �ÔÔÈ 10-02-00525 è âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîìÀÂÖÏ 3341 âåäîìñòâåííîé ïðîãðàììû Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �Ô.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÑàõàðîâÀ.Ä. Íàðóøåíèå CP -èíâàðèàíòíîñòè, C-èíâàðèàíòíîñòè è áàðèîííîéàñèììåòðèè Âñåëåííîé // Ïèñüìà â ÆÝÒÔ. � 1967. � Âûï. 5. � Ñ. 32�35.[2℄ LEP ollaboration. A ombination of preliminary eletroweak measurements andonstraints on the standard model. hep-ex/0312023.YaoW.M. et al. (Partile Date Group) J. Phys. G: Nul. Part. Phys. 2006. � No. 33(1).[3℄ DolgopolovM., DubininM., RykovaE. Threshold orretions to the MSSM �nite�temperature Higgs potential // arXiv:0901.0524v1. � 2009. � 26 pp. (submitted toPhys. Rev. D).ÁîðèñîâÀ.Î., ÄîëãîïîëîâÌ.Â., ÄóáèíèíÌ.Í., �ûêîâàÝ.Í. Àíàëèòè÷åñêèåâûðàæåíèÿ äëÿ ïîðîãîâûõ ïîïðàâîê ê òåìïåðàòóðíîìó ïîòåíöèàëó ÕèããñàÌÑÑÌ // ßäåðíàÿ �èçèêà. � 2009. � Ò. 72. � �1. � C. 175.ÀõìåòçÿíîâàÝ.Í., ÄîëãîïîëîâÌ.Â., ÄóáèíèíM.Í. Íàðóøåíèå CP-èíâàðèàíòíî�ñòè â äâóõäóáëåòíîì õèããñîâñêîì ñåêòîðå ÌÑÑÌ // Ý×Àß. � 2006. � Ò. 37. �Âûï. 5. � Ñ. 1285�1382.ÄîëãîïîëîâÌ.Â., ÄóáèíèíM.Í., �ûêîâàÝ.Í. Êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû òåìïå�ðàòóðíîé ýâîëþöèè äâóõäóáëåòíîãî ïîòåíöèàëà ÌÑÑÌ // ßäåðíàÿ �èçèêà. �2010. � Ò. 73. � �. 6.ÁîðèñîâÀ.Î., ÄîëãîïîëîâÌ.Â. Îäíîïåòëåâûå ïîïðàâêè ïåðåíîðìèðîâêè ïîëÿ âñêàëÿðíîì ñåêòîðå ÌÑÑÌ // ßäåðíàÿ �èçèêà. � 2010. � Ò. 73. � � 6.



86 Ïðîáëåìà íåîáðàòèìîñòè, �óíêöèîíàëüíàÿ ìåõàíèêà è óðàâíåíèÿ òèïà ÁîãîëþáîâàÓÄÊ 536.758Ï�ÎÁËÅÌÀ ÍÅÎÁ�ÀÒÈÌÎÑÒÈ, ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÀßÌÅÕÀÍÈÊÀ È Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÒÈÏÀ ÁÎ�ÎËÞÁÎÂÀÂîëîâè÷È.Â.1Ïðîáëåìà íåîáðàòèìîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, êàê ñîâìåñòèòü îáðàòèìîñòü ïî âðå�ìåíè ìèêðîñêîïè÷åñêîé äèíàìèêè ñ íåîáðàòèìîñòüþ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé.Ýòà ïðîáëåìà ðàññìàòðèâàëàñü â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ Áîëüöìàíà, Ïóàíêàðå, Áîãîëþ�áîâà, Êîëìîãîðîâà, Êîçëîâà è ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ, è îíà çàñëóæèâàåò äàëüíåé�øåãî èçó÷åíèÿ [1℄. Íåäàâíî áûëà ïðåäëîæåíà ïîïûòêà ñëåäóþùåãî ðåøåíèÿ ïðî�áëåìû íåîáðàòèìîñòè: äàíà �îðìóëèðîâêà ìèêðîñêîïè÷åñêîé äèíàìèêè, êîòîðàÿíåîáðàòèìà ïî âðåìåíè [2, 3℄. Òàêèì îáðàçîì ñíèìàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó îá�ðàòèìîñòüþ ìèêðîñêîïè÷åñêîé è íåîáðàòèìîñòüþ ìàêðîñêîïè÷åñêîé äèíàìèêè, ïî�ñêîëüêó è ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ è ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ äèíàìèêè â ïðåäëàãàåìîì ïîäõîäåîáå íåîáðàòèìû.Øèðîêî èñïîëüçóåìîå ïîíÿòèå ìèêðîñêîïè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â íåêîòî�ðûé ìîìåíò âðåìåíè êàê òî÷êè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå ïîíÿòèÿ òðàåê�òîðèè è ìèêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íå èìåþò íåïîñðåäñòâåííîãî �è�çè÷åñêîãî ñìûñëà, ïîñêîëüêó ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà íå íàáëþäàåìû,ñì. [4℄. Â ïðåäëàãàåìîì íåíüþòîíîâñêîì ïîäõîäå �èçè÷åñêèé ñìûñë ïðèäàåòñÿ íåîòäåëüíîé òðàåêòîðèè, à òîëüêî �ïó÷êó� òðàåêòîðèé, ò.å. �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿíà �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, îïèñûâàþùåé ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ. Ôóíäàìåíòàëüíûìóðàâíåíèåì ìèêðîñêîïè÷åñêîé äèíàìèêè â ïðåäëàãàåìîì ��óíêöèîíàëüíîì� ïîäõî�äå ÿâëÿåòñÿ íå óðàâíåíèå Íüþòîíà, à óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèåÍüþòîíà â òàêîì ïîäõîäå âîçíèêàåò êàê ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äè�íàìèêó ñðåäíèõ çíà÷åíèé êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ äëÿ íå ñëèøêîì áîëüøèõ ïðîìå�æóòêîâ âðåìåíè. Âû÷èñëåíû ïîïðàâêè ê óðàâíåíèþ Íüþòîíà.Â ðàìêàõ �óíêöèîíàëüíîé ìåõàíèêè äëÿ äâóõ ÷àñòèö â êîíå÷íîì îáúåìå äàåòñÿâûâîä óðàâíåíèé òèïà Áîãîëþáîâà�Áîëüöìàíà [5℄. �àññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòüîïèñàíèÿ èçîëèðîâàííûõ ÷àñòèö ïðè ïîìîùè äè��óçèîííûõ ïðîöåññîâ è óðàâíåíèÿÔîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà.Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòàìè �ÔÔÈ 08-01-00727-à è09-01-12161-î�è-ì, ãðàíòîì ïðåçèäåíòà �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè íà ïîääåðæêó íàó÷�íûõ øêîë ÍØ-7675.2010.1 è ïðîãðàììîé Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòèêè �ÀÍ �Ñîâðåìåí�íûå ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé ìàòåìàòèêè�, à òàêæå àíàëèòè÷åñêîé âåäîìñòâåííîéöåëåâîé ïðîãðàììîé ÌÎÍ ��àçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû 2009-2010ãîäû� ïðîåêò 3341.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÊîçëîâÂ.Â. Àíñàìáëè �èááñà è íåðàâíîâåñíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà. � Ì. �Èæåâñê: ÍÈÖ �åãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà, 2008.[2℄ Âîëîâè÷È.Â. Ïðîáëåìà íåîáðàòèìîñòè è �óíêöèîíàëüíàÿ �îðìóëèðîâêà êëàñ�ñè÷åñêîé ìåõàíèêè // Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Åñòå�ñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ. � 2008. � �8/1(67). � Ñ. 35�55.1Âîëîâè÷ Èãîðü Âàñèëüåâè÷ (volovih�mi.ras.ru), Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëî�âà �ÀÍ, 119991, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. �óáêèíà, 8.



Âîëîâè÷È.Â. 87[3℄ Volovih I.V. Randomness in Classial Mehanis and Quantum Mehanis //Foundations of Physis. � 2010. � 10.1007/s10701-010-9450-2.[4℄ TrushehkinA.S., Volovih I.V. Funtional lassial mehanis and rationalnumbers // p-Adi Numbers, Ultrametri Analysis and Appliations. � 2009. � V. 1. �No. 4. � P. 361�367; arXiv:0910.1502.[5℄ Âîëîâè÷È.Â. Óðàâíåíèÿ Áîãîëþáîâà è �óíêöèîíàëüíàÿ ìåõàíèêà // Òåîðåòè÷å�ñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà. � 2010 (ïðèíÿòî â ïå÷àòü).



88 Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿÓÄÊ 517.95ÍÅËÎÊÀËÜÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÂÛ�ÎÆÄÀÞÙÅ�ÎÑß�ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈßÂîëûíñêàÿÌ.�.1�àññìîòðèì â îáëàñòè Q={(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < a} âûðîæäàþùååñÿãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå
ymuxx − uyy = 0. (1)Ïîñòàâèì äëÿ íåãî çàäà÷ó: íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî�âèÿì

u(0, y) = 0, u(x, 0) = ψ(x), u(x, a) = ϕ(x), (2)

1∫

0

u(x, y)dx = 0. (3)Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3) áóäåì ïîíèìàòü �óíêöèþ u(x, y)∈C1(Q̄) ∩ C2(Q),óäîâëåòâîðÿþùóþ â Q óðàâíåíèþ (1) è óñëîâèÿì (2) è (3). Óñëîâèå (3) ÿâëÿåòñÿíåëîêàëüíûì èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì ïåðâîãî ðîäà, òî åñòü íå ñîäåðæèò çíà÷åíèéèñêîìîãî ðåøåíèÿ â òî÷êàõ ãðàíèöû. Îäíàêî, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîãëàñîâà�íèÿ 1∫

0

ψ(x)dx =

1∫

0

ϕ(x)dx = 0, òî óñëîâèå (3) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ
ux(1, y) = ux(0, y). (4)Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Äëÿ äîêà�çàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðèìåíèì ñïåêòðàëüíûé ìåòîä [1, 2℄.�àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå â (1), ïðèõîäèì ê çàäà÷å Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ




X ′′ + λ2X = 0,
X(0) = 0,
X ′(0) = X ′(1),ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ {cos 2πnx}∞n=1.Ïîïîëíÿÿ ýòó ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ �óíöèé ïðèñîåäèíåííûìè, ïîëó÷àåì

{cos 2πnx}∞n=1, 1, {x sin 2πnx}∞n=1. (5)Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìû �óíêöèé (5) è
{4(1− x) cos 2πnx}∞n=1, 2(1− x), 4{sin 2πnx}∞n=1 (6)ÿâëÿþòñÿ áèîðòîíîðìèðîâàííûìè [2℄. Ñèñòåìà (6) ïîëó÷åíà ïîïîëíåíèåì ñèñòåìûñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñîïðÿæåííîé çàäà÷è





Y ′′ + λ2Y = 0,
Y (0) = Y (1),
Y ′(1) = 01Âîëûíñêàÿ Ìàðèÿ �åííàäüåâíà (volyn79�mail.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



ÂîëûíñêàÿÌ.�. 89ïðèñîåäèíåííûìè �óíêöèÿìè. Êðîìå òîãî, ñèñòåìû �óíêöèé (5) è (6) çàìêíóòû âïðîñòðàíñòâå L2(0, 1), ìèíèìàëüíû â ýòîì ïðîñòðàíñò âå è îáðàçóþò áàçèñ �èññà [3℄.Ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3), åñëè îíî ñóùåñòâóåò, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè�äå áèîðòîãîíàëüíîãî ðÿäà. Ïîêàçàíî, ÷òî êîý��èöèåíòû ýòîãî ðÿäà îáðàùàþòñÿâ íîëü, åñëè ψ(x) = 0 è ϕ(x) = 0 íà îòðåçêå [0, 1].Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëèëî ñäåëàòü âûâîä î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïîñòàâ�ëåííîé çàäà÷è, êîòîðîå èìååò âèä áèîðòîíîðìèðîâàííîãî ðÿäà:
u(x, y) = 4

∞∑

n=1

vn(y)(1 − x) cos 2πnx+ 4

∞∑

n=1

un(y) sin 2πnx+ 2u0(y)(1− x),ãäå
un(y) = Γ

(
2q + 1

2q

)
·
(
2πn

q

)− 1
2q

1∫

0

ϕ(x)x sin 2πnxdx
√
yJ 1

2q

(
2πnyq

q

)
+

+Γ

(
2q − 1

2q

)
·
(
2πn

q

) 1
2q

1∫

0

ψ(x)x sin 2πnxdx
√
yJ−1

2q

(
2πnyq

q

)
−

−1

q
· Γ
(
2q + 1

2q

)
·
(
2πn

q

)− 1
2q

1∫

0

ϕ(x) cos 2πnxdx · yq+ 1
2J 1

2q−1

(
2πnyq

q

)
+

+
1

q
· Γ
(
2q − 1

2q

)
·
(
2πn

q

) 1
2q

1∫

0

ψ(x) cos 2πnxdx · yq+ 1
2J1− 1

2q

(
2πnyq

q

)
;

vn(y) = Γ

(
2q + 1

2q

)
·
(
2πn

q

)− 1
2q

1∫

0

ϕ(x) cos 2πnxdx
√
yJ 1

2q

(
2πnyq

q

)
+

+Γ

(
2q − 1

2q

)
·
(
2πn

q

) 1
2q

1∫

0

ψ(x) cos 2πnxdx
√
yJ− 1

2q

(
2πnyq

q

)
.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÌîèñååâÅ.È. Î ðåøåíèè ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì îäíîé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çà�äà÷è // Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ. � 1999. � Ò. 35. �� 8. � Ñ. 1094�1100.[2℄ ÌîèñååâÅ.È. Óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì. � Ì.:Èçä-âî Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, 1988. � 152 ñ.[3℄ ÈëüèíÂ.À. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ áàçèñíîñòè ïîäñèñòåìû ñîá�ñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ �óíêöèé ïó÷êà Ì.Â.Êåëäûøà îáûêíîâåííûõ äè���åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. � 1976. � Ò. 227. � �4. �C. 796�798.



90 Äå�îðìèðîâàíèå ïðÿìîóãîëüíîé â ïëàíå öèëèíäðè÷åñêîé ñýíäâè÷ ïàíåëè . . .ÓÄÊ 539.3ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ Ï�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÎÉ Â ÏËÀÍÅÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎÉ ÑÝÍÄÂÈ× ÏÀÍÅËÈÏ�È ÓÄÀ�ÍÎÌ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÈÂîðîáüåâ Ñ.À.1Â çàäà÷àõ ñòàòèêè è äèíàìèêè òåîðèè óïðóãîñòè, êîãäà ðåøåíèå ñòðîèòñÿ â ïå�ðåìåùåíèÿõ, îïðåäåëÿÿ êîìïîíåíòû èñêîìîãî âåêòîðà, ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûìîöåíèòü æåñòêîñòü ýëåìåíòà êîíñòðóêöèè íà ðàçëè÷íûå âèäû äå�îðìàöèè è ñîïî�ñòàâèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ íîðìàòèâíûìè äàííûìè. Çíàÿ äå�îðìèðîâàííîåñîñòîÿíèå ëþáîãî ýëåìåíòà êîíñòðóêöèè, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè ïåðåìåùå�íèé è äå�îðìàöèé, �èçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, â êîíå÷íîì èòîãå ìîæíî âûïîëíèòüðàñ÷åò íà ïðî÷íîñòü âñåé êîíñòðóêöèè â öåëîì.Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçäåéñòâèå ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ìãíî�âåííîãî òî÷å÷íîãî èìïóëüñà qz(ξ, ϕ, τ) = δ(τ)δ(ξ − ξp)δ(ϕ − ϕp) íà âíåøíèé íåñó�ùèé ñëîé ïðÿìîóãîëüíîé â ïëàíå êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé ñýíäâè÷ ïàíåëè. Çäåñü
δ� äåëüòà-�óíêöèÿ, ξp, ϕp �êîîðäèíàòû òî÷êè èìïóëüñíîãî íàãðóæåíèÿ. Èìïóëüñíàïðàâëåí ïî íîðìàëè ê íåñóùåìó ñëîþ. Ïàíåëü âûïîëíåíà â âèäå òðåõñëîéíîãîïàêåòà íåñèììåòðè÷íîãî ïî âûñîòå îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè æåñòêîãî,íåñæèìàåìîãî â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè çàïîëíèòåëÿ. �ðàíè êîíòóðà ïàíåëè ïåð�ïåíäèêóëÿðíû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è ñîâïàäàþò ñ ëèíèÿìè ãëàâíûõ êðèâèçí. Äëÿîáåñïå÷åíèÿ ñîâìåñòíîé ðàáîòû ñëîåâ ïàíåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ãðàíÿõ êîíòóðàóñòàíîâëåíû èäåàëüíûå äèà�ðàãìû. Â ýòîì ñëó÷àå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî æåñòêîñòü êàæ�äîé èç òàêèõ äèà�ðàãì î÷åíü âåëèêà â åå ïëîñêîñòè, íî âåñüìà ìàëà â íàïðàâëåíèè,ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê ýòîé ïëîñêîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êðîìêè ïàíåëè ñâîáîäíîîïèðàþòñÿ íà æåñòêèå íåïîäâèæíûå îïîðû. Ìàòåðèàëû ñëîåâ èçîòðîïíûå, ëèíåéíîóïðóãèå.Íà îñíîâàíèè âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà �àìèëüòîíà�Îñòðîãðàäñêîãî, èñïîëüçóÿãèïîòåçû Ñ.Ï.Òèìîøåíêî äëÿ êàæäîãî ñëîÿ è óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèéíà ãðàíèöàõ êîíòàêòà ñëîåâ, ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Äå�îðìàöèè ìàëû.Ïðîãèá è óãëû ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà ñ÷èòàþòñÿ íåçàâèñÿùèìè îò ïîïåðå÷íîé êîîðäè�íàòû z. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ� ñèñòåìà äåâÿòè ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ�íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ èñêîìûõ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé: òàíãåíöèàëüíûõïåðåìåùåíèé âäîëü íàïðàâëÿþùåé è îáðàçóþùåé, ïðîãèáà è ïîëíûõ óãëîâ ïîâîðîòàïðÿìîëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé â êàæäîì ñëîå ïàíåëè.Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñ�îðìóëèðîâàííîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ ñèñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ôóðüå, ïðåäñòàâëÿÿ ïåðåìåùåíèÿ â âèäå äâîéíûõ òðèãîíî�ìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ïî êîîðäèíàòíûì �óíêöèÿì, îáåñïå÷èâàþùèì àâòîìàòè÷åñêîåâûïîëíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïîäñòàâëÿÿ �óíêöèè ïåðåìåùåíèé â óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé, ïðèõîäèìê áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ)îòíîñèòåëüíî �óíêöèé âðåìåíè. Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåì ÎÄÓ ïîëó÷àåì íàîñíîâå èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Èçîáðàæåíèÿ êîìïîíåíòîâ âåêòîðàïåðåìåùåíèé � äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå �óíêöèè. �àçëîæåíèå ïîñëåäíèõ íà ýëåìåí�òàðíûå äðîáè è ïðèìåíåíèå ê íèì òåîðåìû ñâåðòûâàíèÿ ïðè ó÷åòå �èëüòðóþùåãî1Âîðîáüåâ Ñåðãåé Àëåêñàíäðîâè÷ (sergeyvorob�gmail.om), Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè�âåðñèòåò òðàíñïîðòà, 246653, �åñïóáëèêà Áåëàðóñü, ã. �îìåëü, óë. Êèðîâà, 34.



ÂîðîáüåâÑ.À. 91ñâîéñòâà äåëüòà-�óíêöèè, ïîçâîëÿåò ïåðåéòè â ïðîñòðàíñòâî îðèãèíàëîâ è ïîëó÷èòüîêîí÷àòåëüíûå âûðàæåíèÿ êîìïîíåíòîâ âåêòîðà ïåðåìåùåíèé.Íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû íåñòàöèî�íàðíûõ ïàðàìåòðîâ äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñýíäâè÷ ïàíåëè. Â êà÷åñòâå ìàòå�ðèàëà íåñóùèõ ñëîåâ ïðèíèìàëñÿ àëþìèíèåâûé ñïëàâ, à äëÿ çàïîëíèòåëÿ � ïîëè�òåòðà�òîðýòèëåí.



92 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå �îðì�àêòîðà ñîñòàâíûõ ñèñòåì . . .ÓÄÊ 539.12ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÔÎ�ÌÔÀÊÒÎ�ÀÑÎÑÒÀÂÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ Ï�È ÁÎËÜØÈÕ ÏÅ�ÅÄÀÍÍÛÕÈÌÏÓËÜÑÀÕ�àìçîâàÅ.Ñ., ÊðóòîâÀ.Ô.1, ÒðîèöêèéÂ.Å.2Èçó÷åíèå ýëåêòðîìàãíèòíîé ñòðóêòóðû ñîñòàâíûõ ñèñòåì â îáëàñòè áîëüøèõ ïå�ðåäàííûõ èìïóëüñîâ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå àêòóàëüíîé çàäà÷åé â �èçèêå ÷àñòèö. Ñî�âðåìåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî óïðóãîìó ðàññåÿíèþ ýëåêòðîíîâ õîðîøîîïèñûâàþòñÿ íåïåðòóðáàòèâíûìè ìîäåëÿìè, à ïðè áîëüøèõ ïåðåäàííûõ èìïóëüñàõìîæíî èñïîëüçîâàòü ïåðòóðáàòèâíûå ìåòîäû. Íî ãäå íàõîäèòñÿ ãðàíèöà ïåðåõîäàîò íåïåðòóðáàòèâíîãî ïîäõîäà ê ïåðòóðáàòèâíîìó, � âîïðîñ âñå åùå îòêðûòûé.Îäíèìè èç íàèáîëåå ïðîñòûõ îáúåêòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ îáëàñòè ïåðåõîäà ÿâ�ëÿþòñÿ ïèîí è íóêëîí. Ýòî ïðîñòåéøèå êâàðêîâûå ñèñòåìû, è ñóùåñòâóåò áîëüøîåêîëè÷åñòâî íåïåðòóðáàòèâíûõ ìîäåëåé, êîòîðûå õîðîøî îïèñûâàþò ýêñïåðèìåíòàëü�íûå äàííûå â îáëàñòè ìàëûõ è ñðåäíèõ ïåðåäàííûõ èìïóëüñîâ. Äëÿ îáëàñòè áîëü�øèõ ïåðåäàííûõ èìïóëüñîâ �îðì�àêòîð ýòèõ ÷àñòèö òî÷íî âû÷èñëåí â ïåðòóðáà�òèâíîé ÊÕÄ (ïÊÕÄ).Ïåðòóðáàòèâíàÿ ÊÕÄ äàåò ïðåäñêàçàíèÿ íà ïîâåäåíèå ñîñòàâíûõ ñèñòåì ïðè
Q2 → ∞, âûçûâàåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå îáëàñòè àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøèõ ïåðå�äàííûõ èìïóëüñîâ è â äðóãèõ ïîäõîäàõ ê îïèñàíèþ ñîñòàâíûõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè,â ðàìêàõ ñîñòàâíîé êâàðêîâîé ìîäåëè (ÑÊÌ). Ýòî ïîçâîëèò ðàññìîòðåòü èíòåðïðè�òàöèè îæèäàåìûõ ðåçóëüòàòîâ, àëüòåðíàòèâíûå ê ïÊÕÄ. Òàêèì îáðàçîì, â äîêëàäåïðåäñòàâëåíî îïèñàíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ �îðì�àêòîðîâ ïèîíà è íóêëîíà â ðàì�êàõ ðàçâèòîãî àâòîðàìè âàðèàíòà ìãíîâåííîé �îðìû ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîéìåõàíèêè (�ÊÌ) [1℄. ßäðîì ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ îïåðà�òîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî òîêà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì ëîðåíö-êîâàðèàíòíîñòèè ñîõðàíåíèÿ äàæå â ðåëÿòèâèñòñêîì èìïóëüñíîì ïðèáëèæåíèè (òàê íàçûâàåìîå,ìîäè�èöèðîâàííîå èìïóëüñíîå ïðèáëèæåíèå).Íàø ðåëÿòèâèñòñêèé ïîäõîä äàåò õîðîøåå îïèñàíèå ýëåêòðîñëàáûõ ñâîéñòâ ïè�îíà â îáëàñòè ìàëûõ è ñðåäíèõ ïåðåäàííûõ èìïóëüñîâ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ îáëàñòèáîëüøèõ ïåðåäàííûõ èìïóëüñîâ â ðàìêàõ íàøåãî ïîäõîäà íåîáõîäèìî îöåíèòü èíòå�ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî �îðì�àêòîðà ïèîíà ïðè Q2 → ∞.Ñîîòâåòñòâóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ òåîðåìóîá àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêå n-ìåðíîãî èíòåãðàëà [2, 3℄.Àâòîðàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå �îðì��àêòîðà ïèîíà ïðè Q2 → ∞ ñ ó÷åòîì ýëåêòðîìàãíèòíîé ñòðóêòóðû êâàðêîâ äàåòõîðîøåå ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. È ïðè ââåäåíèè çàâèñèìîñòè ìàñ�ñû êîíñòèòóåíòíîãî êâàðêà îò ïåðåäàííîãî èìïóëüñà M(Q2) îæèäàåìîå ïîâåäåíèåïèîííîãî �îðì�àêòîðà Fπ(Q

2)Q2 = onst ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ðåëÿòèâèñòñêîéñîñòàâíîé êâàðêîâîé ìîäåëè.1�àìçîâà Åëåíà Ñåðãååâíà (gamzova�ssu.samara.ru), Êðóòîâ Àëåêñàíäð Ôåäîðîâè÷(krutov�ssu.samara.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà,óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.2Òðîèöêèé Âàäèì Åâãåíüåâè÷ (troitsky�theory.sinp.msu.ru), Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èí�ñòèòóò ÿäåðíîé �èçèêè èìåíè Ä.Â.Ñêîáåëüöèíà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìå�íè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, 119992, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, 1, ñòðîåíèå 2.



�àìçîâàÅ.Ñ., ÊðóòîâÀ.Ô., ÒðîèöêèéÂ.Å. 93�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàä�ðû èííîâàöèîííîé �îññèè� (ãðàíò 1338).Ëèòåðàòóðà[1℄ KrutovA.F., TroitskyV.E. Phys. Rev. C. � 75. � 014001 (2007) [nul-th/0607026℄.[2℄ KrutovA.F., TroitskyV.E., TsirovaN.A. J. Phys. A 41. � 255401 (2008). � [nul�th/0709.2312℄.[3℄ �àìçîâàÅ.Ñ., ÊðóòîâÀ.Ô., ÒðîèöêèéÂ.Å., ÖèðîâàÍ.À. �åëÿòèâèñòñêà ñîñòàâ�íàÿ êâàðêîâàÿ ìîäåëü è ýêñïåðèìåíòû JLab // ßäåðíàÿ �èçèêà. � 2010. � �73. �Ñ. 1063�1068.



94 Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ B-ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà . . .ÓÄÊ 517.946ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ �ÅØÅÍÈß B-ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎ�ÎÓ�ÀÂÍÅÍÈß ÂÛÑØÅ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ Ñ ÌËÀÄØÈÌÈ ×ËÅÍÀÌÈ�àðèïîâÈ.Á., Ìàâëÿâèåâ�.Ì., ÍóðàíèåâàÑ.Ì., ÕóñàèíîâàÝ.Ä.1Ïóñòü â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E2, çàäàíà ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî êîîðäè�íàòíîé îñè Ox îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D âåðõíþþ ÷àñòü ýòîé îá�ëàñòè, ÷åðåç Γ� âåðõíþþ ÷àñòü åå äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöû. Ñíèçó îáëàñòü Dîãðàíè÷åíà îòðåçêîì Γ0 ⊂ Ox. Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
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yk dxdy = 0.Îòñþäà, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì1�àðèïîâ Èëüíóð Áóðõàíîâè÷ (ilnur_garipov�mail.ru), Ìàâëÿâèåâ �èíàò Ìèçõàòîâè÷(mavly72�mail.ru), Íóðàíèåâà Ñèðèíÿ Ìóáàðàêøèíîâíà (sirinya_nuranieva�mail.ru), ÕóñàèíîâàÝíäæå Äæàâäàòîâíà (ene_khusainova�mail.ru), Òàòàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ãóìàíèòàðíî-ïåäàãî�ãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, 420138, �îññèÿ, ã. Êàçàíü, óë. Ìåæëàóêà, 1.
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96 Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ B-ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà . . .Ëèòåðàòóðà[1℄ �àðèïîâÈ.Á., ÕóñàèíîâàÝ.Ä., Ìàâëÿâèåâ�.Ì. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ B-ýë-ëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà ñ ìëàäøèìè ÷ëåíàìè // Òðóäû ìåæ�äóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè �Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûåâîïðîñû�. (24�28 èþíÿ 2008 ã., ã. Ñòåðëèòàìàê). � Ó�à: ��èëåì�, 2008. � Ò. 1. �Ñ. 51�53.



�ëàäêîâÑ.Î., Áîãäàíîâà Ñ.Á. 97ÓÄÊ 537.6Î ÌÀ�ÍÈÒÍÎÉ ÂÎÑÏ�ÈÈÌ×ÈÂÎÑÒÈ Ô�ÀÊÒÀËÜÍÛÕÔÅ��ÎÌÀ�ÍÈÒÍÛÕ ÑÒ�ÓÊÒÓ��ëàäêîâ Ñ.Î., ÁîãäàíîâàÑ.Á.1Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âû÷èñëåí òåíçîð ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè χik =
= ∂Mi/∂hk [1] äëÿ �ðàêòàëüíîãî �åððîìàãíåòèêà. �å÷ü èäåò îá îáúåêòå, òîïîëî�ãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî d òðîãî ìåíüøå õàóäîð�îâîé dF [2]. Íàïðèìåð, òî�ïîëîãè÷åñêè îäíîìåðíûå êðèâàÿ Êîõà è òðåóãîëüíàÿ ñàë�åòêà Ñåðïèíñêîãî èìåþòõàóñäîð�îâû ðàçìåðíîñòè dF =

ln 4

ln 3
≈ 1, 26 è dF =

ln 3

ln 2
≈ 1, 58 ñîîòâåòñòâåííî.Ïåðåìåííîå ìàãíèòíîå ïîëå h(t)  àìïëèòóäîé h0 è ÷àñòîòîé ω íàïðàâèì âäîëüîñè z è áóäåì ñ÷èòàòü h(t) = (0, 0, hz(t)). Ôóíêöèþ ðàñïðåëåíèÿ ìàãíîíîâ ïðåäñòà�âèì â âèäå fk = f0 + δf , ãäå f0 =
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∂t
= −δf

τk
.Â ðåçóëüòàòå åãî ðåøåíèÿ íàéäåì, ÷òî δT =

iωµehzτk(ε)

1− iωτk(ε)
, ãäå µe � ýëåêòðîííûé ìàã�íèòíûé ìîìåíò, τk(ε)� âðåìÿ ðåëàêñàöèè ìàãíîíà ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k, êîòîðîåçàâèñèò îò �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ε, ââîäèìîé êàê ε = d− dF .Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè [3, 4]

χik =
∂Mi

∂hk
= −µe

a3
V

∂

∂hz

∫
fk

d3k

(2π)3è ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ fk è δT , ïîëó÷èì â èòîãå
χzz = −µe

a3
V

∂

∂hz

∫
δf

d3k

(2π)3
= −µe

a3
V
∂δT

∂hz

∫
∂f0
∂T

d3k

(2π)3
=

= − µ2
eV

(2πa)3
iωτ̄ε

1− iωτ̄ε
∂

∂T

∫
1

exp

(
ε(k)

T

)
− 1

d3k,
(1)ãäå a�ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå. Ïðè ýòîì èç ïîä çíàêà èíòåãðàëà ìû âûíåñëè τk(ε),ïðèìåíèâ òåîðåìó î ñðåäíåì è çàìåíèâ åãî íà ñðåäíåå âðåìÿ ðåëàêñàöèè ìàãíîíîâ

τ̄ε. Çàìåòèì ê ñëîâó, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå | ε |≤ 1/2.Ñïåêòð ìàãíîíîâ εk âî �ðàêòàëüíîì �åððîìàãíåòèêå â [5] áûë âû÷èñëåí áëàãî�äàðÿ ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà [3, 6]:
H0 =

∫

V

(
α

2

(
∂Mi

∂xk

)2

−M ·H− β

2
M2

)
dV, (2)1�ëàäêîâ Ñåðãåé Îêòÿáðèíîâè÷ (Sglad�newmail.ru), Áîãäàíîâà Ñî�üÿ Áîðèñîâíà(Sonjaf�list.ru), Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé îáëàñòíîé óíèâåðñèòåò, 115005, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà,óë. �àäèî, 10à.



98 Î ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè �ðàêòàëüíûõ �åððîìàãíèòíûõ ñòðóêòóðãäå α� îáìåííûé èíòåãðàë, β �êîíñòàíòà ìàãíèòíîé àíèçîòðîïèè. Íåâîçìîæíîñòüèñïîëüçîâàíèÿ íà �ðàêòàëüíûõ îáúåêòàõ îïåðàöèè îáû÷íîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì êîìïåíñèðóåòñÿ ââåäåíèåì îïåðàöèè äðîáíîãîäè��åðåíöèðîâàíèÿ
Axf(r) = ∫

V

ik1−ε
x fke

ik·rd3k (3)Äàëåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òîM = (Mx,My,Mz) =

(
M+ +M−

2
,
M+ −M−

2i
,Mz

), ïîëó÷èì:
(
∂Mi

∂xk

)2

= (AMi)
2 =

AM+ ·AM−

2
+
AM− · AM−

2
+ (AMz)

2. (4)Ïðèìåíåíèå ìåòîäà âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ, ïðåîáðàçîâàíèé �îëüøòåéíà�Ïðèìà-êîâà [9]M+ ≈M0

√
2

s
a+,M− ≈M0

√
2

s
a,Mz =M0

(
1− a+a

s

), â êîòîðûõ îïåðàòîðûðîæäåíèÿ a+ = a+(r) è óíè÷òîæåíèÿ a = a(r) ìàãíîíîâ ïðåäñòàâëåíû â âèäå Ôó�ðüå-ðàçëîæåíèÿ a+(r) = 1√
N

∑

k

a+k (r)e−ik·r è a(r) = 1√
N

∑

k

a(r)eik·r, ãäå N ÷èñëîóçëîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ñ ó÷åòîì (3) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ
AM+ =M0

√
2

sN
(−ik1−ε

x i− ik1−ε
y j− ik1−ε

z k)∑
k

a+k e
−ik·r. (5)Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ïðàâèëà (5) äëÿ (4), à çàòåì è (2) ïîçâîëÿåò íàéòèâûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè ìàãíîíîâ, êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå èìååò ñèëüíî àíèçî�òðîïíûé âèä:

εk = αM2
0 (k

2−2ε
x + k2−2ε

y + k2−2ε
z ) + µe(H0 + βM0). (6)Â èòîãå ïîñëå ïîäñòàíîâêè (6) â (1) è ïîñëåäóþùåãî ïåðåõîäà ê ñ�åðè÷êñêèì êî�îðäèíàòàì, ïîëó÷àåòñÿ îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè�ðàêòàëüíîãî �åððîìàãíåòèêà, êîòîðîå äåìîíñòèðóåò ñëîæíóþ çàâèñèìîñòü χzz îò÷àñòîòû âíåøíåãî ïîëÿ ω, òåìïåðàòóðû T è ïàðàìåòðà ε:

χzz =
3µ2

eV

2(2πa)3
iωτ̄ε

1− iωτ̄ε

Γ

(
3ε

2ε− 2

)

(1− ε)2 exp

(
−µe(H0 + βM0)

T0

)
×

×
(

T0
αM2

0

) 3
2−2ε

ζ

(
3

2− 2ε

) 2π∫

0

dϕ

π∫

0

g
3

2−2ε (ϕ, θ)dθ,

(7)ãäå
g(ϕ, θ) = sin2−2ε θ cos2−2ε ϕ+ sin2−2ε θ sin2−2ε ϕ+ cos2−2ε θ.Ëèòåðàòóðà[1℄ ËàíäàóË.Ä., Ëè�øèöÅ.Ì. Ýëåêòðîäèíàìèêà ñïëîøíûõ ñðåä � Ò. 8. � Ì.: Íà�óêà, 1986. � 632 ñ.[2℄ ÌàíäåëüáðîòÁ. Ôðàêòàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ïðèðîäû. � Èæåâñê: �ÕÄ, 2002. � 665 ñ.[3℄ ÀõèåçåðÀ.È., ÁàðüÿõòàðÂ.�., ÏåëåòìèíñêèéÑ.Â. Ñïèíîâûå âîëíû. � Ì.: Íàó�êà, 1967. � 367 ñ.



�ëàäêîâÑ.Î., Áîãäàíîâà Ñ.Á. 99[4℄ Gladkov S.O. The kineti of nulear magnetially ordered systems // Phys. Rep. �1989. � V. 182. � No. 4,5. � P. 211�364.[5℄ ÁîãäàíîâàÑ.Á., �ëàäêîâÑ.Î. Ê âîïðîñó î ñïåêòðå ìàãíîíîâ â ñòðóêòóðàõ íåöå�ëîé ðàçìåðíîñòè // Òðóäû 10-é êîí�åðåíöèè �Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ñîâðåìåí�íîé íàóêè�. � Ñàìàðà, 2009. � ×. 4�6. � Ñ. 56�60.[6℄ �ëàäêîâÑ.Î. Ôèçèêà êîìïîçèòîâ: òåðìîäèíàìè÷åñêèå è äèññèïàòèâíûå ñâîé�ñòâà. � Ìîñêâà, 1999. � 330 ñ.[7℄ �ëàäêîâÑ.Î. Ê òåîðèè îäíîìåðíîé è êâàçèîäíîìåðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè //ÆÒÔ. 1997. � Ò. 67. � Ñ. 8�12.[8℄ Gladkov S.O., Bogdanova S.B. The heat-transfer theory for quasi-n-dimensionalsystems // Physia B: Condensed Matter. � 2010. � V. 405. � P. 1973�1975.[9℄ ËàíäàóË.Ä., Ëè�øèöÅ.Ì. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà. � Ò. 3. � Ì.: Íàóêà, 1986. �751 ñ.



100 Êâàíòîâàÿ íåìàðêîâñêàÿ äèíàìèêà àòîìíûõ ñèñòåìÓÄÊ 535.14; 536.75ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÍÅÌÀ�ÊÎÂÑÊÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÀÒÎÌÍÛÕÑÈÑÒÅÌ�îðîõîâÀ.Â.1, ÑåìèíÂ.Â.2Èññëåäîâàíèå íåóíèòàðíîé äèíàìèêè àòîìíûõ ñèñòåì, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ áîëü�øîé äèññèïàòèâíîé ñèñòåìîé â ïîñëåäíåå âðåìÿ âíîâü âûçûâàåò áîëüøîé èíòåðåñ[1, 2℄. Òðàäèöèîííî èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä êâàíòîâîé òåîðèè îòêðûòûõ ñèñòåì [3℄, ïðèýòîì äëÿ âûâîäà êâàíòîâûõ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ìàð�êîâîñòè ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ñî ñâîèì îêðóæåíèåì, ò.å. ïðåíåáðåãàåòñÿý��åêòàìè ïàìÿòè. Îäíàêî ÿñíî, ÷òî ïðèáëèæåíèå ìàðêîâîñòè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîñèëüíûì óïðîùåíèåì �èçè÷åñêîé ïðèðîäû ÿâëåíèé.Èçâåñòíûå èç ëèòåðàòóðû íåìàðêîâñêèå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ íå ëèøåíû íåäî�ñòàòêîâ. Òàê, íàèáîëåå îáùåå óðàâíåíèå Íàêàøèìû�Öâàíöèãà [4℄ ïðåäñòàâëÿåò ñêî�ðåå �îðìàëüíûé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó åãî íåâîçìîæíî ðàçðåøèòü. Óðàâíåíèÿ æå äðó�ãèõ òèïîâ ÿâëÿþòñÿ ëèáî ñïðàâåäëèâûìè ëèøü äëÿ î÷åíü óçêîãî êëàññà ïðîöåññîâ[3℄, ëèáî ÿâëÿþòñÿ �åíîìåíîëîãè÷åñêèìè, ý��åêòû ïàìÿòè â êîòîðûõ îïèñûâàþò�ñÿ ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ìíîæèòåëåé â õîðîøî èçâåñòíîå óðàâíåíèå Ëèíäáëà�äà [5℄.Â äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðíî-êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé,ïîçâîëÿþùèõ ó÷åñòü íàëè÷èå â ñèñòåìå êîðîòêîé ïàìÿòè. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äî�ñòàòî÷íî ïðîñòî â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííûõ íåìàðêîâñêèõ óðàâíåíèé, èçâåñòíûõ èçëèòåðàòóðû. Ïîêàçàíî, ÷òî âûâåäåííîå óðàâíåíèå ñîõðàíÿåò ñëåä ðåäóöèðîâàííîéìàòðèöû ïëîòíîñòè, ò.å. ñîõðàíÿåò ïîëíóþ âåðîÿòíîñòü. Ïîñòðîåííîå êèíåòè÷åñêîåóðàâíåíèå ïðèìåíåíî ê îïèñàíèþ íåìàðêîâñêîé äèíàìèêè â ñèñòåìàõ äâóõóðîâíå�âûõ àòîìîâ. Èññëåäîâàíî ñâåäåíèå âûâåäåííîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ ê óðàâíå�íèþ òèïà Ôîêêåðà�Ïëàíêà äëÿ ñèìâîëà ðåäóöèðîâàííîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè àòîì�íîé ïîäñèñòåìû è èçó÷åíû åãî ñâîéñòâà äëÿ íåìàðêîâñêîé ðåëàêñàöèè èçîëèðîâàí�íîãî äâóõóðîâíåâîãî àòîìà è êîîïåðàòèâíîé ðåëàêñàöèè äâóõ òàêèõ àòîìîâ.Â êà÷åñòâå �èçè÷åñêîãî ïðèëîæåíèÿ ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà èñïîëüçîâàíà äëÿîïèñàíèÿ íåìàðêîâñêîé äèíàìèêè â ñèñòåìå äâóõ èäåíòè÷íûõ äâóõóðîâíåâûõ àòî�ìîâ, äèïîëü-äèïîëüíîå âçàèìîäåéñòâèå êîòîðûõ íàâîäèòñÿ âíåøíèì (ëàçåðíûì) ïî�ëåì ñ ÷àñòîòîé, ñèëüíî îòñòðîåííîé îò ðåçîíàíñà. Â ÿâíîì âèäå ðàññ÷èòàí êîíòóðëèíèè èçëó÷åíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò ý��åêòîâ ïàìÿòè ïðèâîäèò ê åãî çàìåòíîéäå�îðìàöèè â ñðàâíåíèè ñ ðàñ÷åòîì â ìàðêîâñêîì ïðèáëèæåíèè (ñì. [6, 7℄), ÷òî âïðèíöèïå ìîæåò áûòü îáíàðóæåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî â ñïåêòðàõ �ëóîðåñöåíöèè.Ëèòåðàòóðà[1℄ Aardi L., LuY.G., Volovih I.V. Quantum Theory and its Stohasti Limit. � NewYork: Springer Verlag, 2002. � 473 pp.[2℄ FainB. Irreversibilities in Quantum Mehanis. � New York: Kluwer AademiPublishers, 2002. � 224 pp.1�îðîõîâ Àëåêñàíäð Âèêòîðîâè÷ (gorokhov�ssu.samara.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè�âåðñèòåò, 443011, �îññèÿ, ã.Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.2Ñåìèí Âèòàëèé Âëàäèìèðîâè÷ (veyvlet�mail.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷å�ñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè àêàäåìèêà Ñ.Ï.Êîðîëåâà, 443086, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, Ìîñêîâñêîå øîññå, 34.



�îðîõîâÀ.Â., ÑåìèíÂ.Â. 101[3℄ ÁðîéåðÕ.-Ï., Ïåòðó÷÷èîíåÔ. Òåîðèÿ îòêðûòûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì / Ïåð. ñ àí�ãë. ïîä ðåä. Þ.Í.Áîãäàíîâà. � Ì.�Èæåâñê: ÍÈÖ ��åãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿäèíàìèêà�, Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, 2010. � 824 ñ.[4℄ ZwanzigR. Ensemble Method in the Theory of Irreversibility // J. Chem. Phys. �1960. � V. 33. � No. 5. � P. 1338�1341.[5℄ LindbladG. On the generators of quantum dynamial semigroups // Commun.Math. Phys. � 1976. � V. 48. � No. 2. � P. 119�130.[6℄ �îðîõîâÀ.Â., ÑåìèíÂ.Â. Èçëó÷åíèå ñèñòåìû äâóõ èäåíòè÷íûõ âçàèìîäåéñòâó�þùèõ äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ // Èçâ. �ÀÍ. Ñåðèÿ �èçè÷åñêàÿ. � 2009. � Ò. 73. ��4. � Ñ. 548�550.[7℄ �îðîõîâÀ.Â., ÑåìèíÂ.Â. �àñ÷åò ñïåêòðà �ëóîðåñöåíöèè äâóõ âçàèìîäåéñòâóþ�ùèõ àòîìîâ âî âíåøíåì ïîëå // Îïòèêà è ñïåêòðîñêîïèÿ. � 2009. � Ò. 107. ��4. � Ñ. 618�623.



102 Çàäà÷à Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ . . .ÓÄÊ 514.8ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ ÄËß ÂÎËÍÎÂÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈßÍÀ ÍÅ�ËÎÁÀËÜÍÎ �ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÍÎ�ÎÎÁ�ÀÇÈßÕ�ðîøåâÎ.Â.1Â äîêëàäå çàäà÷à Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ íà äâóõ òèïàõíåãëîáàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñîäåðæàùèõ çàìêíóòûå âðåìåíèïîäîá�íûå êðèâûå. Â ðàáîòå, âûïîëíåííîé âìåñòå ñ ñîàâòîðàìè [2℄, áûëî äîêàçàíî, ÷òî íàïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî ñ ïðèñîåäèíåííîé ðó÷êîé êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåòè åäèíñòâåííî ïðè âûïîëíåíèè êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷å÷íûõ óñëîâèé ñàìîñîãëàñîâàí�íîñòè. Â äàííîé ðàáîòå çàäà÷à Êîøè èçó÷åíà íà ïðîñòðàíñòâå Ìèçíåðà. Äîêàçàíî,÷òî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíû ãîðàçäîáîëåå ñòðîãèì óñëîâèÿì ñàìîñîãëàñîâàííîñòè.Ëèòåðàòóðà[1℄ Àðå�üåâàÈ.ß., Âîëîâè÷È.Â., ÈøèâàòàðèÒ. Çàäà÷à Êîøè íà íå ãëîáàëüíî ãè�ïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ // ÒÌÔ. � 2008. � Ò. 157. � �3. � Ñ. 334�344;arXiv:0903.0567.[2℄ Âîëîâè÷È.Â., �ðîøåâÎ.Â., �óñåâÍ.À., Êóðüÿíîâè÷Ý.À. Î ðåøåíèÿõ âîëíîâî�ãî óðàâíåíèÿ íà íåãëîáàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè // Òð. ÌÈÀÍ. �2009. � �265. � C. 273-�287; arXiv:0903.0741v1.[3℄ Aref'eva I.Ya., Volovih I.V. Time Mahine at the LHC // Int. J. Geom. Meth. Mod.Phys. � 2008. � No. 5. � P. 641�651; arXiv:0710.2696.[4℄ �ðîøåâÎ.Â. Î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷èÊîøè íà íåãëîáàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ // ÒÌÔ. � Â ïå÷àòè.[5℄ Friedman J.L. The Cauhy problem on spaetimes that are not globally hyperboli //in �The Einstein Equations and the Large Sale Behavior of GravitationalFields�, ed. P. T. Chrusiel and H. Friedrih. � New York: Birkhauser, 2004. �arXiv:gr-q/0401004.

1�ðîøåâ Îëåã Âèêòîðèíîâè÷ (groshev�mi.ras.ru), Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À.Ñòåêëîâà�ÀÍ, �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, óë. �óáêèíà, ä. 8.



�óðüÿíîâÀ.Ì., ËåáåäåâÂ.Ì. 103ÓÄÊ 539.171ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ Ï�ÎÖÅÑÑÀ �ÈÄ�ÀÒÀÖÈÈ ÖÅÌÅÍÒÀÌÅÒÎÄÎÌ ÌÀËÎÓ�ËÎÂÎ�Î �ÀÑÑÅßÍÈß ÍÅÉÒ�ÎÍÎÂ�óðüÿíîâÀ.Ì.1, ËåáåäåâÂ.Ì.2Â õîäå ãèäðàòàöèè öåìåíòà áåçâîäíûå êëèíêåðíûå ìèíåðàëû ïðåâðàùàþòñÿ â ñî�îòâåòñòâóþùèå êðèñòàëëîãèäðàòû (ñèëèêàò-ãèäðàòû êàëüöèÿ èëè C-S-H). Ñâîéñòâà�îðìèðóåìîãî öåìåíòíîãî êàìíÿ çàâèñÿò îò ñòåïåíè è ñêîðîñòè ãèäðàòàöèè.Íà äè�ðàêòîìåòðå �Ìåìáðàíà-2� [1℄, óñòàíîâëåííîì íà ðåàêòîðå ÂÂ�-Ì Ïåòåð�áóðãñêîãî èíñòèòóòà ÿäåðíîé �èçèêè èì. Á.Ï. Êîíñòàíòèíîâà, ìåòîäîì ìàëîóãëî�âîãî ðàññåÿíèÿ íåéòðîíîâ èññëåäîâàëàñü äèíàìèêà èçìåíåíèé â çàâèñèìîñòè îò âðå�ìåíè (äî 28 ñóòîê) ñòðóêòóðû îáðàçöîâ öåìåíòà, ãèäðàòèðîâàííîãî îáû÷íîé è òÿ�æåëîé âîäîé. Äëèíà âîëíû íåéòðîíîâ ñîñòàâëÿëà 0,3 nm ïðè øèðèíå ëèíèè ðàâíîé0,3. Äèàïàçîí ïåðåäàâàåìûõ èìïóëüñîâ ìåíÿëñÿ îò 0,03 nm−1 äî 0,8 nm−1. �àññåÿí�íûå íà îáðàçöàõ íåéòðîíû ðåãèñòðèðîâàëèñü 41-êàíàëüíûì ãåëèåâûì ñ÷åò÷èêîì âèíòåðâàëå óãëîâ îò ìèíóñ äâóõ äî ïëþñ äâóõ ãðàäóñîâ.Ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ, êàê �óíêöèè ïåðåäàííîãî íåéòðîííîãî èìïóëüñà, ïîëó÷à�ëèñü èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñïåêòðîâ ñ ó÷åòîì �îíà è òðàíñìèññèè ïðè íîðìèðîâêåäàííûõ íà èíòåíñèâíîñòè ðàññåÿíèÿ äëÿ ñòàíäàðòíîãî îáðàçöà èçâåñòíîãî ñå÷åíèÿ.Ñ ïîìîùüþ Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ïîëó÷åííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿñå÷åíèé ðàññåÿíèÿ íåéòðîíîâ âîññòàíàâëèâàëèñü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññåèâàþùèõ îáú�åêòîâ â ïðèáëèæåíèè îäíîðîäíûõ ñ�åð [2℄. Ïðè �èòèðîâàíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõäàííûõ ìàêñèìàëüíûå ðàäèóñû ðàññåèâàþùèõ îáúåêòîâ âàðüèðîâàëèñü â ïðåäåëàõîò 50 äî 100 íì. Äàííûå ðàññåÿíèÿ îïèñûâàëèñü äîñòàòî÷íî òî÷íî, åñëè ìàêñèìàëü�íûé ðàçìåð ðàññåèâàþùèõ îáëàñòåé âûáèðàëñÿ ðàâíûì 80 íì.Áûëî ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ñèëèêàò-ãèäðàòà êàëüöèÿ ïî êîððåëÿöèîí�íûì ðàäèóñàì, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé G(R), çàâèñÿùåéîò õàðàêòåðíûõ ðàäèóñîâ R îáúåìíûõ ðàññåèâàþùèõ ñòðóêòóð. �ðà�èê êîððåëÿöè�îííîé �óíêöèè ïîêàçûâàåò, èìåþòñÿ ëè ÷àñòèöû äàííîãî ðàäèóñà â èññëåäóåìîììàòåðèàëå [3℄.�àññìàòðèâàëèñü äèíàìè÷åñêèå èçìåíåíèÿ çàâèñèìîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèöñèëèêàò-ãèäðàòà êàëüöèÿ ïî êîððåëÿöèîííûì ðàäèóñàì. Ïðîâåäåíî ñîïîñòàâëåíèåïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé ñ ãðàâèìåòðè÷åñêèìè èçìåðåíèÿìè è èçìåíåíèåì òðàíñ�ìèññèè íåéòðîííîãî ïó÷êà äëÿ èññëåäóåìûõ îáðàçöîâ. Ïîëó÷åíû êîëè÷åñòâåííûåõàðàêòåðèñòèêè ðîñòà íàíî÷àñòèö ñèëèêàò-ãèäðàòà êàëüöèÿ â öåìåíòå â ïðîöåññåãèäðàòàöèè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ äðóãèìè ìåòîäàìè îïðåäåëåíèÿ ñòåïåíè è ñêî�ðîñòè ãèäðàòàöèè öåìåíòà.Ëèòåðàòóðà[1℄ AgamlyanM.M., DrabkinG.M., SvergunD.I., Feigin L.A. The small-angle neutrondi�ratometer �Membrana-2� // Preprint INPI-1599. � 1990. � 35 pp.1�óðüÿíîâ Àëåêñàíäð Ìèõàéëîâè÷ (gurjanov�sgasu.smr.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àðõè�òåêòóðíî-ñòðîèòåëüíûé óíèâåðñèòåò, 443001, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Ìîëîäîãâàðäåéñêàÿ, 194.2Ëåáåäåâ Âèêòîð Ìèõàéëîâè÷ (lebedev�pnpi.ru), Ïåòåðáóðãñêèé èíñòèòóò ÿäåðíîé �èçèêè èìå�íè Á.Ï.Êîíñòàíòèíîâà, 188300, �îññèÿ, Ëåíèíãðàäñêàÿ îáë., ã. �àò÷èíà, Îðëîâà �îùà, ÏÈßÔÓ�ÀÍ.



104 Èññëåäîâàíèå ïðîöåññà ãèäðàòàöèè öåìåíòà . . .[2℄ SvergunD. Determination of the regularization parameter in indiret-transformmethods using pereptual riteria // J. Appl. Cryst. � 1992. � V. 25. � P. 495�503.[3℄ ÑâåðãóíÄ.È., ÔåéãèíË.À. �åíòãåíîâñêîå è íåéòðîííîå ìàëîóãëîâîå ðàññåÿíèå. �Ì: Íàóêà, 1986. � 279 ñ.



�óñåâÍ.À. 105ÓÄÊ 517.956.22ÎÁ ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈÑËÀÁÎ ÑÆÈÌÀÅÌÎÉ�óñåâÍ.À.1Ïóñòü Ω ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü  ãðàíèöåé ∂Ω ∈ Cl+1+α, l ∈ N ∪ {0},
T > 0. Îáîçíà÷èì Q = Ω× (0, T ), S = ∂Ω× (0, T ) è ïóñòü Cl+α(Ω) è Cl+α,m+β(Q) �ïðîñòðàíñòâà �åëüäåðà ñ íîðìàìè ‖·‖l+α è ‖·‖l+α,m+β [1℄.Â ïðèáëèæåíèè Ñòîêñà óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè è èìïóëüñà äëÿ ñæèìàåìîéñïëîøíîé ñðåäû èìåþò âèä

∂ρ

∂t
+ divρV =0, (1)

ρ
∂V

∂t
+∇p = µ∆V + ρf , (2)ãäå ρ,V, p, µ > 0, f �ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü, äàâëåíèå, âÿçêîñòü è âíåøíÿÿ ìàññîâàÿ ñè�ëà. (Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèé ñæèìàåìîé ñðåäû âêëþ÷àåò â ñåáÿ òàêæåóðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå ìû ðàññìîòðèì íèæå.) Ñæèìàåìîñòüþ ñëàáî ñæèìàå�ìûõ ñðåä (íàïðèìåð, âîäû) ÷àñòî ïðåíåáðåãàþò, ñ÷èòàÿ, ÷òî ρ ≡ ρ0 > 0. Óðàâíåíèÿ(1) è (2) ïðè ýòîì ïåðåõîäÿò â óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè è èìïóëüñà äëÿ íåñæèìàå�ìîé æèäêîñòè:
divV = 0, (3)

ρ0
∂V

∂t
+∇p = µ∆V + ρ0f . (4)Ïîñêîëüêó àáñîëþòíî íåñæèìàåìûõ ñïëîøíûõ ñðåä íå ñóùåñòâóåò, êîððåêòíîñòüïåðåõîäà îò ñèñòåìû (1), (2) ê ñèñòåìå (3), (4) òðåáóåò îáîñíîâàíèÿ. Ýòîò ïåðåõîäÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì, åñëè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3), (4) ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ðåøåíèéóðàâíåíèé (1), (2) (â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëîì ðåøåíèé óðàâíåíèé (1), (2)). Âäàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíà îöåíêà ðàçíîñòè ðåøåíèé ñèñòåì (1), (2) è (3), (4):Òåîðåìà 1. Ïóñòü ∂Ω ∈ C2l+3+2α, V ∈ C2l+2+2α,l+1+α(Q), ∇p ∈ C2l+2α,l+α(Q),

V0 ∈ C2l+2+2α,l+1+α(Q), ∇p0 ∈ C2l+2α,l+α(Q), f ∈ C2l+2α,l+α(Q), 0 6 l ∈ Z,
0 < 2α ∈ R\Z. Ïóñòü òàêæå ρ ∈ C2l+2+2α,2l+2+2α(Q). Åñëè òðîéêà (ρ,V, p) óäîâëå�òâîðÿåò óðàâíåíèÿì (1), (2) è ïàðà (V0, p0) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (3), (4),òî äëÿ ëþáîãî α′ ∈ (0, α) âåðíà îöåíêà

‖ V −V0 ‖2l+2+2α′,l+1+α′ + ‖∇p−∇p0 ‖2l+2α′,l+α′6

6 C
(
‖ρ− ρ0‖2l+2+2α,2l+2+2α

(
1+

+ ‖f‖2l+2α,l+α + ‖V‖2l+2+2α,l+1+α

)
+

+ ‖(V −V0)|S‖2l+2+2α,l+1+α,S + ‖(V −V0)|t=0‖2l+2+2α,Ω

)
,ãäå êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò (ρ,V, p) è (V0, p0).Äëÿ ñåìåéñòâà ñëàáî ñæèìàåìûõ ñðåä, òåðìè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ êîòî�ðûõ ρ = ρ0 + εR(p), â [2℄ áûëè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîé çàâè�ñèìîñòè êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé (1), (2) îò1�óñåâ Íèêîëàé Àíàòîëüåâè÷ (n.a.gusev�gmail.om), Ìîñêîâñêèé �èçèêî�òåõíè÷åñêèé èíñòè�òóò, 141700, �îññèÿ, Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü, ã. Äîëãîïðóäíûé, Èíñòèòóòñêèé ïåð., ä. 9.



106 Îá àïïðîêñèìàöèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñëàáî ñæèìàåìîé�àêòîðà ñæèìàåìîñòè ε ïðè ε→ 0. Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå äîñòàòî÷�íîå óñëîâèå íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè:Òåîðåìà 2. Ïóñòü ∂Ω ∈ C2l+3+2α 0 6 l ∈ Z, α ∈ (0, 1/2) � çàäàííûå ÷èñëà è ïî�ëÿ
ρε ∈ C2l+2+2α,2l+2+2α(Q), Vε ∈ C2l+2+2α,l+1+α(Q) è pε ∈ C2l+2+2α,2l+2+2α(Q) óäî�âëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (1), (2) ñæèìàåìîé æèäêîñòè è óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ
ρε = ρ0 + εR(pε), R ∈ C2l+3(Ē), ïðè êàæäîì ε ∈ (0, 1). Ïóñòü êðàåâûå è íà�÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè Vε|S è Vε|t=0 íå çàâèñÿò îò ε. Ïóñòü, êðîìå òîãî,ïðè ε → 0 íîðìû ‖ Vε ‖2l+2+2α,l+1+α è ‖pε‖2l+2+2α,2l+2+2α ðàâíîìåðíî îãðàíè÷å�íû, ïðè÷åì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé äàâëåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â Ē ïðè ε → 0. Òîãäà
‖ρε − ρ0‖2l+2+2α,2l+2+2α 6 6 Cε ‖R‖2l+3 ‖pε‖2l+2+2α,2l+2+2α → 0 (ïðè ε→ 0) è ñóùå�ñòâóþò ïîëÿ V0, p0 ∈ C(Q), òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî α′ ∈ (0, α) ïðè ε→ 0 Vε → V0ïî íîðìå C2l+2+2α′,l+1+α′

(Q) è ∇pε → ∇p0 ïî íîðìå C2l+2α′,l+α′
(Q), ïðè÷åì ïîëÿ

V0, ∇p0 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (3), (4).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàä�ðû èííîâàöèîííîé �îññèè� íà 2009�2013 ãîäû, êîíòðàêò Ï532 îò 05 àâãóñòà 2009ã.Ëèòåðàòóðà[1℄ Ëàäûæåíñêàÿ Î.À. Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû äèíàìèêè âÿçêîé íåñæèìàåìîéæèäêîñòè. � Ì.: Íàóêà, 1970. � 288 ñ.[2℄ Øè�ðèí Ý.�. Óñëîâèå íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè îò ñæèìàåìîñòè íåñòàöèîíàð�íûõ òå÷åíèé âÿçêèõ ìàëî ñæèìàåìûõ æèäêîñòåé // ÄÀÍ. � 1999. � T. 365. ��2. � C. 197�200.



�óùèíÀ.Ê. 107ÓÄÊ 517.9 Î �ÀÇ�ÅØÈÌÎÑÒÈ ÇÀÄÀ×È ÄÈ�ÈÕËÅÄËß ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÂÒÎ�Î�ÎÏÎ�ßÄÊÀ Ñ ��ÀÍÈ×ÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÅÉ ÈÇ Lp�óùèíÀ.Ê.1Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Q n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé(∂Q ∈ C1) ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå ñ ãðàíè÷íîé �óíêöèåé u0 èç Lp, p > 1,äëÿ îäíîðîäíîãî ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â ñàìîñî�ïðÿæåííîé �îðìå áåç ìëàäøèõ ÷ëåíîâ
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
ai,j(x)

∂u

∂xj

)
= 0, x ∈ Q, (1)

u |∂Q= u0. (2)Â ãèëüáåðòîâîì ñëó÷àå p = 2 òàêàÿ çàäà÷à äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷åíà, ñì.[1, 2℄. Â ðàáîòå [2℄ ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè ïî Äèíè íîðìàëè ê ãðàíèöå è êîý���èöèåíòîâ ai,j íà ãðàíèöå (âíóòðè îáëàñòè îíè èçìåðèìû è îãðàíè÷åíû) äîêàçàíàîäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ýòîé çàäà÷è è óñòàíîâëåíî ñâîéñòâî (n−1)-ìåðíîé íåïðå�ðûâíîñòè ðåøåíèÿ. Ïðè p 6= 2 îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà
W 1

p,loc(Q), ñì. [3�5℄. Íî ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè íàëàãàòü óñëî�âèå íåïðåðûâíîñòè êîý��èöèåíòîâ â Q. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåãî äîêëàäàÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå ñ ãðàíè÷íîé �óíêöèåé èç Lp áåçóñëîâèé íà ãëàäêîñòü êîý��èöèåíòîâ âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, ïðè òåõ æåóñëîâèÿõ, ÷òî è ñëó÷àå p = 2, ñì. [2℄.Ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) ìû áóäåì ïîíèìàòü �óíêöèþ u ∈W 1
2,loc(Q), óäîâëå�òâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ â ñìûñëå ðàâåíñòâà îáîáùåííûõ �óíêöèé. Õîðîøî èçâåñòíî,÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) íåïðåðûâíî ïî �åëüäåðó, ñì. [6, 7℄, âíóòðè îáëàñòè Q.Ïîýòîìó íà ëþáîé ëåæàùåé â Q ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè îíî ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí�ñòâó Lp. Îïðåäåëèì âûïîëíåíèå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿëþáîé òî÷êè x0 ∈ ∂Q íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Vx0 ⊂ ∂Q, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íîìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ δ, ñäâèã {x = x′ + δν(x0), x′ ∈ Vx0} êóñêà ãðàíèöû

Vx0(r0) íà ðàññòîÿíèå δ âäîëü âíóòðåííåé (åäèíè÷íîé) íîðìàëè ν(x0) ê ∂Q â òî÷êå
x0 ëåæèò âíóòðè îáëàñòè Q è

∫

Vx0

|u(x+ δν(x0))− u0(x)|pdS → 0 ïðè δ → +0.Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé ãðàíè÷íîé �óíêöèè u0 èç Lp(∂Q) ñóùåñòâóåò ðåøåíèåçàäà÷è Äèðèõëå (1), (2). Ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà
∫

Q

r(x)|u(x)|p−2 |∇u(x)|2dx ≤ const

∫

∂Q

|u(x)|pdS,â êîòîðîé r(x) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x ∈ Q äî ãðàíèöû îáëàñòè.1�óùèí Àíàòîëèé Êîíñòàíòèíîâè÷, Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À.Ñòåêëîâà, 119991, �îñ�ñèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. �óáêèíà, 8.



108 Î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà . . .�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëü�íûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò 10-01-00178-à) è ãðàíòà ïðåçèäåíòà �Ô äëÿ ïîääåðæêèâåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-7675.2010.1).Ëèòåðàòóðà[1℄ Ìèõàéëîâ Â.Ï. Î çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïî�ðÿäêà // Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ. 1976. Ò.12. N 10. C. 1877 � 1891.[2℄ �óùèíÀ.Ê. Î çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿä�êà // Ìàòåì. ñá. � 1988. � Ò. 137. � �1. � Ñ. 19�64.[3℄ �óùèíÀ.Ê., ÌèõàéëîâÂ.Ï. Î ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèÿõ â Lp, p > 1, ðåøåíèé ýë�ëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé // Ìàòåì. ñá. � 1979. � Ò. 108. � �1. � Ñ. 3�21.[4℄ ÏåòðóøêîÈ.Ì. Î ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèÿõ â Lp, p > 1, ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõóðàâíåíèé â îáëàñòÿõ ñ ëÿïóíîâñêîé ãðàíèöåé // Ìàòåì. ñá. � 1983. � Ò. 120. ��4. � Ñ. 569�588.[5℄ ÌèõàéëîâÞ.À. Î ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèÿõ â Lp, P > 1, ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà // Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ. � 1983. � Ò. 19. � �2. �Ñ. 318�337.[6℄ DeGiorgi E. Sulla di�erenziabilita e l'analitiita delle estremali degli integralimultipli regolari // Mem. Aad. Si. Torino Cl. Si. Fis. Mat. Natur. � 1957. �V. 3. � P. 25�43.[7℄ Nash J. Continuity of solutions of paraboli and ellipti equations // Amer. J.Math. � 1958. � V. 80. � P. 931�954.



ÄæóðàåâÕ.Ø. 109ÓÄÊ 519.632Î �Å�ÓËß�ÈÇÈ�ÓÞÙÅÌ ÀË�Î�ÈÒÌÅ �ÅØÅÍÈÉÌÍÎ�ÎÌÅ�ÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÊÎØÈ ÄËß ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÄæóðàåâÕ.Ø.1�àññìîòðèì óðàâíåíèå
∆u(x, y) + a

∂u(x, y)

∂x
+ b

∂u(x, y)

∂y
+ cu(x, y) = f(x, y) (1)ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(x, 0) = ϕ(x), lim
y→0

∂u(x, y)

∂y
= ψ(x). (2)Çäåñü x = (x1, x2, ..., xn), a = (a1, a2, ..., an), ∆ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+ ... +

∂2

∂x2n
+

∂2

∂y2
�îïåðàòîð Ëàïëàñà, à f(x, y), ϕ(x) è ψ(x)� íåêîòîðûå çàäàííûå �óíêöèè.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â (1.1)�(1.2) f(x, y), ϕ(x) è ψ(x) åñòü n-ìåðíûå áåñ�êîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûå �èíèòíûå �óíêöèè ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ x =

= (x1, x2, ..., xn) è îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè |xk| > σk (k = 1, 2, ..., n).Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ äàþò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ òàêèõ àëãîðèòìîâ ïðèáëè�æåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)�(2), êîòîðûå äàþò ðåøåíèÿ, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîìóñòîé÷èâîñòè ê ìàëûì èçìåíåíèÿì èñõîäíûõ äàííûõ, òî åñòü ê íà÷àëüíûì óñëîâè�ÿì ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì y > 0.Îáîçíà÷èì
λ2 =

4c− a21 − ...− a2n − b2
4

.Â çàâèñèìîñòè îò êîý��èöèåíòîâ a1, a2, ..., an, b, c óðàâíåíèå (1) îïðåäåëÿåòñÿ êàêóðàâíåíèå Ïóàññîíà â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå èëè êàê óðàâíåíèå �åëüìãîëüöà â ìíîãî�ìåðíîì ñëó÷àå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 4c = a21+ ...+a
2
n+b

2, òî óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿóðàâíåíèåì Ïóàññîíà â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (1)�(2) ÿâëÿåòñÿçàäà÷åé Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. Çàäà÷à Êîøè äëÿóðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé. Âðàáîòàå [1℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â ìíîãîìåðíîìñëó÷àå íà ïîëóïëîñêîñòè y > 0. Ïîñòðîåí êëàññ òàêèõ ðåãóëÿðèçèðóþùèõ îïåðàòî�ðîâ R(p, q, x, y, α), ÷òî ïðè α → 0 ðàâíîìåðíî ïî x äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî yñõîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ z(x, y). Åñëè 4c 6=a21 + ... + a2n + b2, òî óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿóðàâíåíèåì �åëüìãîëüöà â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. Òî÷íåå, çàäà÷à (1)�(2) åñòü çàäà÷àÊîøè äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, è ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé[2℄. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(2) íà îñíîâå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè èìååòâèä
R(p̃, q̃, x, y, α) =

∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
F (x− t, y, α)dt+

∫ y

0

Ω(x, y, τ, α)dτ ,1Äæóðàåâ Õàéðóëëî Øàðî�îâè÷ (hayrullo_58�mail.ru), Òàäæèêñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñè�òåò, 734025, Òàäæèêèñòàí, ã. Äóøàíáå, ïð. �óäàêè, 17.



110 Î ðåãóëÿðèçèðóþùåì àëãîðèòìå ðåøåíèé ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ Êîøè . . .ãäå F (x, y, α) = p(x)fα
1 (x, y) + q(x)fα

2 (x, y),
Ω(x, y, τ) = exp

(
−1

2
(a1x1 + ...+ anxn + by)

)∫ ∞

−∞
. . .

. . .

∫ ∞

−∞
exp

(
at

2

)
·f(t, τ)fα

3 (x− t, y, τ)dt.Çäåñü
fα
1 (x, y) =

1

2π

∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
r(s, α)ch(y

√
s21 + ...+ s2n − λ2)· exp(i(x, s))ds,

fα
2 (x, y) =

1

2π

∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
r(s, α)

sh(y
√
s21 + ...+ s2n − λ2)√

s21 + ...+ s2n − λ2
·exp(i(x, s))ds,

fα
3 (x, y, τ) =

1

2π

∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
r(s, α)

sh((y − τ)
√
s21 + ...+ s2n − λ2)√

s21 + s2n − λ2
·exp(i(x, s))dtåñòü �óíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ïî x, à ñòàáèëèçèðóþùèì �àêòîðîì ÿâëÿåòñÿòàêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ r(s, α). Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî �óíêöèÿ r(s, α) ïî êàæ�äîìó èç àðãóìåíòîâ s = (s1, ...sn) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:1) r(s, α) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α è ëþáûõ

s∈R = (−∞,∞); 2)0 ≤ r(s, α) ≤ 1 äëÿ âñåõ çíà÷åíèé α ≥ 0 è s ∈ R; 3) r(s, 0) ≡ 1;4) äëÿ âñÿêîãî α > 0 r(s, α) ÷åòíàÿ ïî s r(s, α) ∈ L2(R); 5) äëÿ êàæäîãî α > 0
r(s, α)→0 ïðè |s| → ∞; 6) ïðè α → 0 r(s, α) → 1, íå óáûâàÿ, ïðè÷åì íà âñÿêîìîòðåçêå |s| ≤ s1 ýòà ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ; 7) äëÿ ëþáîãî s 6= 0, r(s, α)�ìîíîòîí�íîóáûâàþùàÿ ïî α �óíêöèÿ è r(s, α) → 0 ïðè α → ∞ è ýòà ñõîäèìîñòü ðàâíîìåð�íàÿ íà êàæäîì îòðåçêå [s1, s2]; 8) äëÿ âñÿêîãî α > 0 r(s, α)·ch(y

√
s21 + ...+ s2n − λ2),

r(s, α)· sh(y
√
s21 + ...+ s2n − λ2)√

s21 + ...+ s2n − λ2
è r(s, α)· sh((y − τ)√s21 + ...+ s2n − λ2)√

s21 + ...+ s2n − λ2
ïðèíàäëåæàò

L2(R) ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì (y > 0). Ýòèì óñëîâèÿì îòâå÷àåò, íàïðèìåð, ñòà�áèëèçèðóþùèé �àêòîð
r(s, α) =

ch(y
√
s21 + s22 + ...+ s2n − λ2)

ch(y
√
s21 + s22 + ...+ s2n − λ2) + αθ(s)

,ãäå θ(s)�ïî êàæäîìó àðãóìåíòó s = (s1, ...sn) çàäàííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ÷åòíàÿ�óíêöèÿ, êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå îñè R, ïðè÷åì θ(0) ≥ 0,
θ(s 6= 0) > 0 è ïðè äîñòàòî÷íîì áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ |s|: θ(s) ≥ C > 0 (C = const).Ëèòåðàòóðà[1℄ ÄæóðàåâÕ.Ø. Î ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â ìíîãîìåðíîìñëó÷àå // ÄÀÍ Òàäæ. ÑÑ�. � 1989. � Ò. 32. � �7. � Ñ. 432�434.[2℄ ÄæóðàåâÕ.Ø. Îá îäíîì ðåãóëÿðèçèðóþùåì àëãîðèòìå ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåí�íûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà // ÄÀÍ Òàäæ. ÑÑ�. �1991. � Ò. 34. � �2. � Ñ. 292�295.



ÄìèòðèåâÀ.Þ., Äîñêîëîâè÷Ë.Ë., ÊàçàíñêèéÍ.Ë. 111ÓÄÊ 535.314�ÀÑ×ÅÒ Ï�ÅËÎÌËßÞÙÈÕ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉ ÄËßÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈß ÇÀÄÀÍÍÛÕ ÄÈÀ��ÀÌÌ ÍÀÏ�ÀÂËÅÍÍÎÑÒÈÄìèòðèåâÀ.Þ., Äîñêîëîâè÷Ë.Ë., ÊàçàíñêèéÍ.Ë.1Â äàííîé ðàáîòå âïåðâûå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñ÷åò ïðåëîìëÿþùåé ïîâåðõíîñòèäëÿ �îðìèðîâàíèÿ ÄÍ â âèäå ëèíèè. Ïðåëîìëÿþùóþ ïîâåðõíîñòü ïðåäëàãàåòñÿîïðåäåëèòü â âèäå îãèáàþùåé ñåìåéñòâà ýëëèïñîèäîâ èëè ãèïåðáîëîèäîâ âðàùåíèÿ(â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ïîêàçàòåëåé ïðåëîìëåíèÿ ñðåä, ðàçäåëåííûõ ïðå�ëîìëÿþùåé ïîâåðõíîñòüþ).Çàäà÷à ñîñòîèò â ðàñ÷åòå �îðìû ïðåëîìëÿþùåé ïîâåðõíîñòè èç óñëîâèÿ, ÷òî íà�ïðàâëåíèÿ ïðåëîìëåííûõ ëó÷åé îïèñûâàþòñÿ çàäàííîé åäèíè÷íîé âåêòîðíîé �óíê�öèåé îäíîãî àðãóìåíòà.
p(σ) = (px(σ), py(σ), pz(σ), |p(σ)| = 1, (1)ãäå σ� íåêîòîðûé ïàðàìåòð. Ñëåäóÿ ðàáîòàì [1�3℄, áóäåì íàçûâàòü �óíêöèþ (1)ÄÍ â âèäå ëèíèè.Áóäåì ðàññ÷èòûâàòü ïðåëîìëÿþùóþ ïîâåðõíîñòü â âèäå îãèáàþùåé ñåìåéñòâàïîâåðõíîñòåé S(u, v;σ), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåîáðàçóåò ñ�åðè÷åñêèé ïó÷îê îò èñ�òî÷íèêà â ïëîñêèé ñ íàïðàâëåíèåì p(σ); (u, v)�íåêîòîðûå êðèâîëèíåéíûå êîîð�äèíàòû. Ôóíêöèÿ S(u, v;σ) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèäîì èëè ãèïåðáîëîèäîì âðàùåíèÿ (âçàâèñèìîñòè îò ïîêàçàòåëåé ïðåëîìëåíèÿ ñðåä n1 è n2, ðàçäåëåííûõ ïðåëîìëÿþùåéïîâåðõíîñòüþ) ñ ïåðâûì �îêóñîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è íàïðàâëåíèåì áîëüøîé îñè

p(σ), à îãèáàþùàÿ â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ (u, v) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå




S(u, v;σ) = e(u, v) · ψ(σ)

1− ε (e(u, v),p(σ)) ,(
e(u, v),

v(σ)

|v(σ)|

)
= cos (α(σ)) ,

(2)ãäå
v(σ) =

(
p(σ)

dψ(σ)

dσ
− dp(σ)

dσ
ψ(σ)

)
,

cos (α(σ)) =
1

ε

dψ(σ)

dσ
/ |v(σ)| ,

(3)

e(u, v)� åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ ëó÷à, ε = n2/n1 � ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèï�ñîèäà(ãèïåðáîëîèäà), ψ(σ)��îêàëüíûé ïàðàìåòð. Â ñëó÷àå, êîãäà cos(α(σ)) ≤ 1,âòîðîå óðàâíåíèå â (2) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì êðóãîâîãî êîíóñà ñ âåðøèíîé â íà÷àëåêîîðäèíàò. Òîãäà ïðè �èêñèðîâàííîì σ óðàâíåíèÿ (2) îïðåäåëÿþò êðèâóþ L(u, σ),êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñå÷åíèþ ïîâåðõíîñòè ñ êîíóñîì
(e(u, v), a(σ)) = α(σ), (4)ãäå a(σ) = v(σ)/|v(σ)|� åäèíè÷íûé âåêòîð îñè, à α(σ)�êîñèíóñ óãëà ïðè âåðøèíåêîíóñà. Íåÿâíîå óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà (ãèïåðáîëîèäà) â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ1Äìèòðèåâ Àíòîí Þðüåâè÷ (tonydm�yandex.ru), Äîñêîëîâè÷ Ëåîíèä Ëåîíèäîâè÷(leonid�smr.ru), Êàçàíñêèé Íèêîëàé Ëüâîâè÷ (kazansky�smr.ru), Èíñòèòóò ñèñòåì îáðàáîò�êè èçîáðàæåíèÿ �ÀÍ, 443001, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Ìîëîäîãâàðäåéñêàÿ, 151.
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|M| − ε (p(σ),M) = ψ(σ),(
dp(σ)

dσ
,M

)
= −1

ε

dψ(σ)

dσ
.

(5)Óðàâíåíèÿ (5) ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåëîìëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü ñîñòîèò èç êðèâûõ,êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïåðåñå÷åíèÿì ïîâåðõíîñòåé ñ ïëîñêîñòÿìè. Ôóíêöèÿ ψ(σ)â (2), (5) îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè âäîëü ÄÍ è ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíàèç óñëîâèÿ �îðìèðîâàíèÿ çàäàííîé èíòåíñèâíîñòè íà ÄÍ èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿñâåòîâîãî ïîòîêà:
I(σ)

∣∣∣∣
dp(σ)

dσ

∣∣∣∣ dσ =

∫
I0(u, σ)dΩ(u, σ), (6)ãäå dΩ(u, σ)�òåëåñíûé óãîë ìåæäó êîíóñàìè, I(σ)� ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòèâäîëü äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè, I0(u, σ)� èíòåíñèâíîñòü èñòî÷íèêà.�àññìîòðèì çàäà÷ó ðàñ÷åòà ïðåëîìëÿþùåé ïîâåðõíîñòè äëÿ �îðìèðîâàíèÿ ÄÍâ âèäå îòðåçêà ñ çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì èíòåíñèâíîñòè. Ïðåëîìëåííûå ëó÷è âäàííîì ñëó÷àå áóäóò èìåòü íàïðàâëåíèÿ

p (σ) = (sin (β(σ)) , 0, cos (β(σ))) , σ ∈ [−σmax, σmax] , (7)ãäå β(σ) - óãîë, êîòîðûé îáðàçóåò ïðåëîìëåííûé ëó÷ ñ îñüþ Oz. Ïðåäëàãàåòñÿ ðàñ�÷åò òðåõìåðíîé ïðåëîìëÿþùåé ïîâåðõíîñòè äëÿ �îðìèðîâàíèÿ ÄÍ (7) ïðîâîäèòü÷åðåç ðàñ÷åò öèëèíäðè÷åñêîãî ïðî�èëÿ r(σ), ÿâëÿþùåãîñÿ ñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòèïëîñêîñòüþ y = 0. Ôóíêöèÿ r(σ) îïðåäåëÿåòñÿ èç äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé [5, 6℄:
dr (σ)

dσ
= −r(σ) sin(σ − β(σ))

n1/n2 − cos(σ − β(σ)) . (8)Ôóíêöèÿ ψ(σ) âû÷èñëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî êàæäûé ýëëèïñîèä â ñåìåéñòâå ñî�äåðæàë òî÷êó (r(σ) sin(σ), 0, r(σ) sin(σ)) öåíòðàëüíîãî ïðî�èëÿ â âèäå:
ψ (σ) = r (σ) · (1− ε cos (σ − β (σ))) . (9)Ôóíêöèÿ β(σ) îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè âäîëü îòðåçêà �îêóñèðîâêè èìîæåò áûòü âû÷èñëåíà èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ñâåòîâîãî ïîòîêà:

I (β)
dβ

dσ
=

∫
I0 (σ, u)

∣∣∣∣
∂e (u, σ)

∂u
× ∂e (u, σ)

∂σ

∣∣∣∣ du. (10)Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ñâåòîâîãî ïîòîêà áûëî ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè
β(σ) â âèäå:

dβ(σ)

dσ
=

K (σ, β(σ)) [F1 (u, σ)− F2 (u, σ)] + F2 (u, σ)

−K (σ, β(σ)) [F1 (u, σ)− F2 (u, σ)]− I (β(σ))/sin (α(σ))
, (11)ãäå

K (σ, β (σ)) =

(
1− ε2 cos (σ − β(σ))

)

1− 2ε cos (σ − β(σ)) + ε2
,

F1 (u, σ) =

umax∫

0

I0(u, σ)du, F2 (u, σ) =

umax∫

0

I0(u, σ) cosudu.



ÄìèòðèåâÀ.Þ., Äîñêîëîâè÷Ë.Ë., ÊàçàíñêèéÍ.Ë. 113Ôîðìóëû (2), (8), (10), (11) ïðåäñòàâëÿþò çàìêíóòîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çà�äà÷è �îðìèðîâàíèÿ ÄÍ â âèäå îòðåçêà. Òàêèì îáðàçîì, ðàñ÷åò ïðåëîìëÿþùåé ïî�âåðõíîñòè äëÿ �îðìèðîâàíèÿ ÄÍ â âèäå îòðåçêà ñ çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì ýíåð�ãèè ñâåäåí ê ðàñ÷åòó äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííîãîîòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.C ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà áûëà ðàññ÷èòàíà ïîâåðõíîñòü äëÿ �îðìèðî�âàíèÿ ÄÍ â âèäå ðàâíîìåðíîãî îòðåçêà ñ óãëîâûì ðàçìåðîì 150◦.Ëèòåðàòóðà[1℄ Äîñêîëîâè÷Ë.Ë., ÊàçàíñêèéÍ.Ë. �àñ÷åò çåðêàëà äëÿ �îðìèðîâàíèÿ îäíîïàðà�ìåòðè÷åñêîé äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè // Àâòîìåòðèÿ. � 2004. � Ò. 40. � �5. �Ñ. 104�111.[2℄ Doskolovih L.L., KazanskiyN.L., Kharitonov S.I., Perlo P., Bernard S. Designingre�etors to generate a line-shaped diretivity diagram // J. of Mod. Opt. � 2005. �V. 52. � �11. � P. 1529�1536.[3℄ Doskolovih L.L., KazanskiyN.L., Bernard S. Designing a mirror to form a line�shaped diretivity diagram // Journal of Modern Optis. � 2007. � V. 54. � �4. �P. 589�597.[4℄ Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ. Ò. 3. � Ì.: �Ñîâåòñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ�, 1982.[5℄ ElmerW.B. Optial design of re�etors. � NY: Wiley, 1985.[6℄ Äîñêîëîâè÷Ë.Ë., ÌîèñååâÌ.À. �àñ÷åò ðàäèàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ïðåëîìëÿþ�ùèõ ïîâåðõíîñòåé ñ ó÷åòîì �ðåíåëåâñêèõ ïîòåðü // Êîìïüþòåðíàÿ îïòèêà. �2008. � Ò. 32. � �2. � Ñ. 201�203.



114 Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíûõ îáîáùåííûõ �óíêöèéÓÄÊ 512.625.5+517.982.4ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ Ï�ÈÌÅÍÅÍÈß ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉÄðîææèíîâÞ.Í.1Â äîêëàäå ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ ïðåäñòàâëåíèéàñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíûõ îáîáùåííûõ �óíêöèé âäîëü òðàåêòîðèé, îïðåäåëÿå�ìûõ íåïðåðûâíûìè ìóëüòèïëèêàòèâíûìè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèìè ãðóïïàìè. Â ÷àñò�íîñòè, ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàññêàçàòü î ïðèìåíåíèè òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ïîñòðî�åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíûõ ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñèìâî�ëàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êâàçèîäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû, è î íåêîòîðûõ òåîðåìàõ îðàçáèåíèè îáîáùåííûõ �óíêöèé ñ ñîõðàíåíèåì êâàçèàñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÄðîææèíîâÞ.Í., ÇàâüÿëîâÁ.È. Àñèìïòîòè÷åñêè êâàçèîäíîðîäíûå îáîáùåííûå�óíêöèè â íóëå è óðàâíåíèÿ â ñâåðòêàõ ñ ÿäðàìè, ñèìâîëû êîòîðûõ êâàçèîäíî�ðîäíûå ìíîãî÷ëåíû // Äîêëàäû �ÀÍ. � 2009. � Ò. 426. � �3. � Ñ. 300�303.[2℄ ÄðîææèíîâÞ.Í., ÇàâüÿëîâÁ.È. Àñèìïòîòè÷åñêè êâàçèîäíîðîäíûå îáîáùåííûå�óíêöèè // Äîêëàäû �ÀÍ. � 2008. � Ò. 421. � �2. � C. 157�161.

1Äðîææèíîâ Þðèé Íèêîëàåâè÷ (drozzin�mi.ras.ru), Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À.Ñòåê-ëîâà �ÀÍ, 119991, �îññèÿ, ã. Ìîñêâà, óë. �óáêèíà, 8.



ÄóðäèâÄ.Ê., ÆóìàåâÆ.Æ. 115ÓÄÊ 517.958ÇÀÄÀ×À ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎ�ÎÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀ ÏÎ�ËÎÙÅÍÈßÄóðäèâÄ.Ê., ÆóìàåâÆ.Æ.1Ïóñòü u(x, t, s) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îáîáùåííîé çàäà÷è Êîøè
utt − uxx − a(x, t)ut = δ(x, t − s), (x, t) ∈ R2, s > 0, u

∣∣
t<0
≡ 0, (1)ãäå δ(x, t)� äâóìåðíàÿ äåëüòà �óíêöèÿ Äèðàêà. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèèêîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ a(x, t), åñëè èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ïðè

x = 0, ò.å. çàäàíà �óíêöèÿ
u(0, t, s) = f(t, s), t > 0, s > 0. (2)�àññìîòðåííàÿ çäåñü îáðàòíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé. Â ñëó÷àå, êîãäà íåèç�âåñòíûå êîý��èöèåíòû çàâèñÿò ëèøü îò îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x, âî�ïðîñû ðàçðåøèìîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷, áëèçêèõ ê èññëåäîâàííîé âýòîé ðàáîòå, èçó÷åíû â êíèãàõ [1, 2℄. Â ðàáîòå [3℄ äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿíåñòàöèîíàðíîãî ïîòåíöèàëà ìåòîäîì âåñîâûõ àïðèîðíûõ îöåíîê äîêàçàíà òåîðåìàåäèíñòâåííîñòè. Äàëåå â [4℄ äëÿ ýòîé îáðàòíîé çàäà÷è äîêàçûâàþòñÿ ãëîáàëüíàÿåäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ïóòåì ñâåäåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ê ñèñòåìåíåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ýòîé ðàáîòå èññëåäîâàíà çàäà÷à îá îïðåäå�ëåíèè íåñòàöèîíàðíîãî êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîíåèçâåñòíûé êîý��èöèåò îáëàäàåò ñâîéñòâîì ÷åòíîñòè ïî x.Ïðåäñòàâëÿÿ ðåøåíèå çàäà÷è (1) â âèäå

u(x, t, s) =
1

2
θ(t− s− |x|) + v(x, t, s),ãäå v(x, t, s)� ðåãóëÿðíàÿ �óíêöèÿ, íàõîäèì, ÷òî v(x, t, s) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëü�íîìó óðàâíåíèþ

v(x, t, s) =
1

4

∫ x+(t−s)
2

x−(t−s)
2

a(ξ, s+ |ξ|)dξ + 1

2

∫ ∫

Υ(x,t,s)

a(ξ, τ)w(ξ, τ, s)dξdτ, (3)ãäå
w(x, t, s) = vt(x, t, s), Υ(x, t, s) =

{
(ξ, τ)

∣∣∣∣ |ξ|+ s ≤ τ ≤ t− |x− ξ|,

x− (t− s)
2

≤ ξ ≤ x+ t− s
2

, 0 ≤ s ≤ t, s = const

}
.Äè��åðåíöèðóÿ ïî t ðàâåíñòâî (3), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ w(x, t, s)

w(x, t, s) =
1

8

[
a

(
x+ t− s

2
,
x+ t+ s

2

)
+ a

(
x− t+ s

2
,
−x+ t+ s

2

)]
+1Äóðäèåâ Äóðäèìóðîä Êàëàíäàðîâè÷ (durdiev65�mail.ru), Æóìàåâ Æîíèáåê Æàìîëîâè÷(Joni.J.J�mail.ru), Áóõàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 200117, Óçáåêèñòàí, ã. Áóõàðà, óë.Ìóõàììàä Èêáàë, 11.



116 Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ
+
1

2

∫ x+(t−s)
2

x−(t−s)
2

a (ξ, t− |x− ξ|)w (ξ, t− |x− ξ|, s) dξ, (4)

(x, t, s) ∈ ΥT =

{
(x, t, s)

∣∣∣∣|x|+ s ≤ t ≤ T − |x|, 0 ≤ s ≤ t ≤ T
}
.Îáîçíà÷èì ÷åðåç C1

t (QT ) êëàññ íåïðåðûâíûõ ïî s è íåïðåðûâío äè��åðåíöèðó�åìûõ ïî t �óíêöèé, çàäàííûõ â QTÒåîðåìà. Ïóñòü f(t, s) ∈ C1
t (QT ) , T > 0 è f(s+0, s) = 1/2. Òîãäà ñóùåñòâóþòïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî T0 ≤ T è åäèíñòâåííàÿ ÷åòíàÿ ïî x �óíêöèÿ

a(x, t) ∈ C (ΩT0) òàêèå, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (2).Ïîëîæèì â (4) x = 0 è âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì (2). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå÷åòíîñòü ïî x �óíêöèè a(x, t), ïðèõîäèì ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ
ft(t, s) =

1

4
a

(
t− s
2

,
t+ s

2

)
+

∫ t−s
2

− t−s
2

a (ξ, t− |ξ|)w (ξ, t− |ξ|, s) dξ,

(t, s) ∈ QT .Ïåðåïèøåì ýòî ðàâåíñòâî, çàìåíÿÿ (t− s)/2 íà |x|, (t+ s)/2�íà t è ðàçðåøàÿ îòíî�ñèòåëüíî a(x, t). Òîãäà, ïîëó÷èì
a(x, t) = 4f

′

t (t+ |x|, t− |x|)−

−4
∫ |x|

−|x|
a (ξ, t+ |x| − ξ)w (ξ, t+ |x| − ξ, t− |x|) dξ, (x, t) ∈ ΩT .

(5)Óðàâíåíèÿ (3)�(5) îáðàçóåò ïîëíóþ ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ �óíê�öèé v(x, t, s), w(x, t, s), a(x, t). Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â (4) �óíêöèÿ a èñêëþ�÷åíà ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (5). Â óñëîâèÿõ òåîðåìû â îáëàñòè ΥT ïðè ìàëûõ T ê íåéïðèìåíèì ïðèíöèï Áàíàõà, îáåñïå÷èâàþùèé ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿñèñòåìû óðàâíåíèé (3)�(5).Ëèòåðàòóðà[1℄ �îìàíîâÂ.�. Îáðàòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. � Ì.: Íàóêà, 1984. �264 ñ.[2℄ �îìàíîâÂ.�. Óñòîé÷èâîñòü â îáðàòíûõ çàäà÷àõ. � Ì.: Íàó÷íûé Ìèð, 2005. �296 .[3℄ Äÿòëîâ�.Â. Åäèíñòâåííîñòü â îäíîìåðíîé çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãîïîòåíöèàëà // Ñèá. ìàòåì. æóðí. � 2001. � �1(42). � C. 52�59.[4℄ ÄóðäèåâÄ.Ê. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî ïîòåíöèàëà â îäíîì óðàâ�íåíèè ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà // Òåîðåòè÷åñêàÿ è Ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà. �2008. � �2(156). � C. 220�225.



ÇàâåðøèíñêèéÈ.Ï., Ìîëåâè÷Í.Å., Ïîð�èðüåâÄ.Ï. 117ÓÄÊ 533.9ÑÒ�ÓÊÒÓ�À ÂÛÑÎÊÎÑÊÎ�ÎÑÒÍÎ�Î ÇÀÊ�Ó×ÅÍÍÎ�ÎÏÎÒÎÊÀ Â Ï�ÈÑÓÒÑÒÂÈÈ �ÀÇÎÂÎ�Î �ÀÇ�ßÄÀÇàâåðøèíñêèéÈ.Ï.1, Ìîëåâè÷Í.Å., Ïîð�èðüåâÄ.Ï.2Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì òåõíîëîãèé ñîçäàíèÿ ïðîòî÷íûõ ýëåêòðî�ðàçðÿäíûõ ëàçåðîâ, �îðìèðîâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê ïîòîêà ïëàçìû â ïëàçìîòðîíàõ èò.ä. àêòóàëüíîé ñòàíîâèòñÿ çàäà÷à èçó÷åíèÿ îñîáåííîñòåé ðàçðÿäîâ, ñóùåñòâóþùèõñòàöèîíàðíî â ïîòîêå ãàçà. Àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé äëÿ ðàáîòû äàííûõ óñòðîéñòâ ÿâ�ëÿåòñÿ ïîèñê êîí�èãóðàöèé ãàçîâîãî ïîòîêà, îáåñïå÷èâàþùèõ óñòîé÷èâîå ñóùåñòâî�âàíèå ðàçðÿäà, à òàêæå ñïîñîáîâ óïðàâëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ïîòîêà. Â ýòîé ñâÿçèïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èñïîëüçîâàíèå ñèëüíîçàêðó÷åííûõ ãàçîâûõ ïîòîêîâ. Èçâåñò�íî, ÷òî ñòðóêòóðà çàêðó÷åííûõ òå÷åíèé çàìåòíî îòëè÷àåòñÿ îò ñòðóêòóðû òå÷åíèéáåç çàêðóòêè. Ñîãëàñíî ñóùåñòâóþùèì ìîäåëÿì, óñëîâèÿ îáðàçîâàíèÿ ðåöèðêóëÿ�öèîííîé çîíû îïðåäåëÿþòñÿ, ïðåæäå âñåãî, óãëîì çàêðóòêè ïîòîêà, à íå ðàñõîäîìãàçà. Àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé, îïèñûâàþùèõ ñòðóêòóðó çàêðó÷åííîãî ïîòîêà ñ îáú�åìíûì ïîäâîäîì ýíåðãèè, ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íå ñóùåñòâóåò. ×èñëåííûé àíàëèçýâîëþöèè è ñòðóêòóðû íåçàêðó÷åííîãî ïîòîêà â ïðèñóòñòâèè îäíîðîäíîãî èñòî÷íèêàíàãðåâà â ïëîñêîé ãåîìåòðèè ïðîâîäèëñÿ â [1℄. Ñòàöèîíàðíàÿ ñòðóêòóðà çàêðó÷åííî�ãî òå÷åíèÿ â äîçâóêîâîì ðàäèàëüíî íåîãðàíè÷åííîì ïîòîêå ñ ïðèîñåâûì îáúåìíûìïîäâîäîì ýíåðãèè ÷èñëåííî èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ [2℄. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñüïðèáëèæåíèÿ, íå äîïóñêàþùèå îáðàçîâàíèÿ âîçâðàòíûõ òå÷åíèé.Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ñòðóêòóðà îñåñèììåòðè÷íîãî çàêðó÷åííîãî ïîòîêà îïè�ñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà ñ ó÷åòîì íàãðåâà ãàçà â ðàçðÿäå ñ ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè ïðèëèïàíèÿ íà ñòåíêå è óñëîâèÿìè íà âõîäå â òðóáó, çàäàþùèìè ðàñïðå�äåëåíèå ñêîðîñòåé, òåìïåðàòóðó è ïëîòíîñòü. Ìîäåëèðîâàíèå ñòðóêòóðû çàêðó÷åí�íîãî òå÷åíèÿ â äîçâóêîâîì ïîòîêå ñ îáúåìíûì ïîäâîäîì ýíåðãèè â òðóáå ïðîâîäè�ëîñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà FLUENT 6.3 â ðåæèìå àêñèàëüíî�ñèììåòðè÷íîãî çàêðó÷åííîãî ïîòîêà. �àñ÷åòíàÿ ñåòêà ñîäåðæàëà 83331 ýëåìåíò èñãóùàëàñü âáëèçè ñòåíîê òðóáû è â îêðåñòíîñòè èñòî÷íèêà. �àäèóñ òðóáû 3 ñì,äëèíà òðóáû 0.5 ì. �àäèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ òàíãåíöèàëüíîé è îñåâîé ñêîðîñòåéâûáèðàëèñü áëèçêèìè ê ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåííûì è ñîîòâåòñòâîâàëè ñòåïåíèçàêðóòêè ïîòîêà, áëèçêîé ê åäèíèöå [3℄. Ïîëíàÿ ìîùíîñòü ðàçðÿäà ñ÷èòàëàñü ðàâ�íîé 1.2 êÂò. Íåâîçìóùåííîå ïîòîêîì äàâëåíèå ïîëàãàëîñü ðàâíûì àòìîñ�åðíîìó.Â íà÷àëüíîì ñå÷åíèè çàäàâàëàñü òåìïåðàòóðà 300 Ê. Íà îòêðûòîì êîíöå ãðàíè÷íîåóñëîâèå ñîîòâåòñòâîâàëî óñëîâèþ ñîõðàíåíèÿ ìàññîâîãî ðàñõîäà.Ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè èñïîëüçóåìîìâ [4℄ óãëå çàêðóòêè ïîòîêà âîçíèêàåò ïðîòèâîòî÷íàÿ çîíà çàñàñûâàåìîãî â öåíòðàëü�íóþ îáëàñòü àòìîñ�åðíîãî ãàçà ñ âîãíóòûì ïðî�èëåì òàíãåíöèàëüíîé ñêîðîñòè, ÷òîîáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî çàñàñûâàåìûé â òðóáó àòìîñ�åðíûé âîçäóõ ïåðâîíà÷àëüíî íåèìååò âðàùàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè è òîëüêî ïîçäíåå, ðàñòåêàÿñü îò öåí�òðà, ïåðè�åðèéíûìè ñëîÿìè óâëåêàåòñÿ âî âðàùåíèå. Ýòîò ý��åêò íàèáîëåå ñèëüíî1Çàâåðøèíñêèé Èãîðü Ïåòðîâè÷ (name1�domen1.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷å�ñêèé óíèâåðñèòåò, èìåíè àêàäåìèêà Ñ.Ï.Êîðîëåâà, 443086, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, Ìîñêîâñêîå øîññå,34.2Ìîëåâè÷ Íîííà Åâãåíüåâíà (name2�domen2.ru), Ïîð�èðüåâ Äåíèñ Ïåòðîâè÷ (name2�domen2.ru),Ñàìàðñêèé �èëèàë Ó÷ðåæäåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê Ôèçè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì.Ï.Í.Ëåáåäåâà �ÀÍ, 443011, ã. Ñàìàðà, óë. Íîâî-Ñàäîâàÿ, 221.



118 Ñòðóêòóðà âûñîêîñêîðîñòíîãî çàêðó÷åííîãî ïîòîêà â ïðèñóòñòâèè ãàçîâîãî ðàçðÿäàâûðàæåí äëÿ ÷àñòè÷íî çàêðó÷åííûõ ïîòîêîâ ñ ìàëîé ñòåïåíüþ çàêðóòêè. Äëèíà èøèðèíà ýòîé çîíû ðàñòåò ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà êðóòêè. Îñåâàÿ ñêîðîñòü âíóòðè ýòîéîáëàñòè ìàëà, à íà ãðàíèöå ñ îñíîâíûì ïîòîêîì âîîáùå äîñòèãàåò íóëÿ.Ïðè íàëè÷èè ëîêàëèçîâàííîãî èñòî÷íèêà òåïëîâûäåëåíèÿ ýòà ïðèîñåâàÿ çîíàïîíèæåííûõ ñêîðîñòåé ñèëüíî ïåðåãðåâàåòñÿ è ïëîòíîñòü â íåé ðåçêî ïàäàåò. Â ðå�çóëüòàòå íà ãðàíèöå ñ ýòîé îáëàñòüþ òàêæå ðåçêî ðàñòåò ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿïðÿìîãî ïîòîêà, íàïðàâëåííàÿ ê îñè òðóáû ïî ãðàäèåíòó òåìïåðàòóðû. Ñëåäñòâèåìýòîãî ÿâëÿåòñÿ ïðåëîìëåíèå ëèíèé òîêà ê îñè òðóáêè.Â ðåçóëüòàòå ïðîíèêíîâåíèÿ çàêðó÷åííûõ ïåðè�åðèéíûõ îáëàñòåé ïîòîêà â îñå�âóþ îáëàñòü òàíãåíöèàëüíàÿ ñêîðîñòü âáëèçè îñè òðóáû óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ñðàâíå�íèþ ñî ñëó÷àåì áåç èñòî÷íèêà, îñåâàÿ ñêîðîñòü òàêæå ðàñòåò. Ý��åêòèâíîñòü êîí�âåêòèâíîãî îõëàæäåíèÿ ðàñòåò ñ ðîñòîì ðàñõîäà ãàçà. Ïðè ìàëûõ ðàñõîäàõ ãàçà ïðè�îñåâàÿ çîíà íàãðåâàåòñÿ ñèëüíåå. Â ðåçóëüòàòå ïðåëîìëåíèå ëèíèé òîêà ïðîèñõîäèòïîä áîëüøèì óãëîì è îñíîâíîé ïîòîê ïðîòåêàåò ÷åðåç ëîêàëüíóþ çîíó èñòî÷íèêà êâûõîäíîìó îòâåðñòèþ, ïðîáèâàÿ è ðàçðóøàÿ çîíó ïðîòèâîòîêà. Çà èñòî÷íèêîì ïîïîòîêó îáðàçóåòñÿ ìåíåå ïëîòíàÿ ãîðÿ÷àÿ îáëàñòü. Ïðè óâåëè÷åíèè ðàñõîäà ãàçà,ò.å. áîëåå ý��åêòèâíîì îõëàæäåíèè, ïðåëîìëåíèå ëèíèé òîêà îêàçûâàåòñÿ íå ñòîëüçíà÷èòåëüíûì è ðàçðóøåíèå çîíû ïðîòèâîòîêà ïðîèñõîäèò òîëüêî âáëèçè èñòî÷íè�êà èëè íå ïðîèñõîäèò âîâñå. Â ðåçóëüòàòå îáëàñòü íàèáîëåå ãîðÿ÷åãî ðàçðåæåííîãîãàçà âûäóâàåòñÿ ïðîòèâ ïîòîêà ãàçà, ïðè÷åì â çîíå èñòî÷íèêà è ïåðåä èñòî÷íèêîìòàíãåíöèàëüíàÿ ñêîðîñòü â îñåâîé çîíå ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì çà èñòî÷íèêîì.Ïîëó÷åííûå çàêîíîìåðíîñòè èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ïîòîêà ñ ëîêàëüíûì èñòî÷�íèêîì íàãðåâà â çàâèñèìîñòè îò ðàñõîäà ãàçà ïîçâîëÿþò êà÷åñòâåííî îáúÿñíèòüíàáëþäàåìûå îñîáåííîñòè ñâåòèìîñòè ïîïåðå÷íîãî ðàçðÿäà â çàêðó÷åííîì ïîòîêå.Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ áóäåò áîëüøå â áîëåå íàãðåòîé îáëàñòè. Ïðèìàëûõ ðàñõîäàõ ãàçà ñèëüíî íàãðåòûå è âîçáóæäåííûå â ðàçðÿäíîé îáëàñòè ïðîäóê�òû ýðîçèè ýëåêòðîäîâ è ïëàçìîõèìè÷åñêèõ ðåàêöèé óíîñÿòñÿ â ïðÿìîì íàïðàâëåíèèîò ðàçðÿäíîé îáëàñòè, îáðàçóÿ ñâåòÿùèéñÿ ñëåä ïî ïîòîêó. Ñ óâåëè÷åíèåì ðàñõîäàäëèíà ýòîãî ñëåäà óìåíüøàåòñÿ. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ðàñõîäà ãàçà ïðèâîäèò êâûíîñó ñâåòÿùèõñÿ ïðîäóêòîâ ïëàçìîõèìèè îñåâûì ïðîòèâîòîêîì, îáðàçóÿ ñâåòÿ�ùèéñÿ êîíóñ, ðàñòóùèé â íàïðàâëåíèè çàâèõðèòåëÿ.�àáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ÀÂÖÏ ��àçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêî�ëû� (2009�2010 ãã.), ïðîåêò 2.1.1.309.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÑóðæèêîâÑ.Ò. Áè�óðêàöèÿ äîçâóêîâîãî ãàçîâîãî ïîòîêà ïðè îáòåêàíèè ëîêàëè�çîâàííîãî îáúåìà íèçêîòåìïåðàòóðíîé ïëàçìû // ÒÂÒ. � 2002. � Ò. 40. � �4. �Ñ. 591�600.[2℄ ÀñìîëîâÅ.Ñ., ÊàçàêîâÀ.Â., ÊèñåëåâÀ.Ô., �óñüÿíîâÄ.À. Ê ðàñ÷åòó çàêðó÷åí�íûõ òóðáóëåíòíûõ ìíîãî�àçíûõ òå÷åíèé âÿçêîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà ñ îáúåì�íûì òåïëîâûäåëåíèåì // ÒÂÒ. � 2005. � Ò. 43. � �4. � Ñ. 594�602.[3℄ ÙóêèíÂ.Ê., ÕàëàòîâÀ.À. Òåïëîîáìåí, ìàññîîáìåí è ãèäðîäèíàìèêà çàêðó÷åí�íûõ ïîòîêîâ â îñåñèììåòðè÷íûõ êàíàëàõ. � Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1982. � 200 ñ.[4℄ KlimovA., BitiurinV., TolkunovB. et al. Study of a Longitudinal Plasmoid Createdby Capaity Coupled HF Disharge in Vortex Air�ow // Paper AIAA 2009-1046. �2009.



Çàâüÿëîâ Á.È. 119ÓÄÊ 517.982.4ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ, ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÅÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ ÎÄÍÎÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕ ��ÓÏÏÏ�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈÉÇàâüÿëîâÁ.È.1Îáîáùåííûå �óíêöèè, îáëàäàþùèå êâàçèàñèìïòîòèêîé ïî òðàåêòîðèÿì, îïðåäå�ëÿþùèõñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèìè ãðóïïàìè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé àðãóìåíòîâýòèõ �óíêöèé â àñèìïòîòè÷åñêîé øêàëå ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ �óíêöèé, íàçûâà�þòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíûìè ïî ýòèì ãðóïïàì ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðåäåëüíûåîáîáùåííûå �óíêöèè áóäóò îäíîðîäíû ïî ýòèì ãðóïïàì. Â äîêëàäå áóäåò äàíî ïîë�íîå îïèñàíèå àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíûõ îáîáùåííûõ �óíêöèé âäîëü òðàåêòîðèé,îïðåäåëÿåìûõ íåïðåðûâíûìè ìóëüòèïëèêàòèâíûìè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèìè ãðóïïà�ìè ïðåîáðàçîâàíèé, ó êîòîðûõ âåùåñòâåííûå ÷àñòè âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èí��èíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöû ïîëîæèòåëüíû, â òîì ÷èñëå è äëÿ êðèòè÷åñêèõ ïîðÿäêîâàñèìïòîòè÷åñêîé øêàëû.

1Çàâüÿëîâ Áîðèñ Èâàíîâè÷ (bzavial�mi.ras.ru), Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À.Ñòåêëîâà�ÀÍ, 119991, �îññèÿ, ã. Ìîñêâà, óë. �óáêèíà, 8.



120 Ìåòîä ýêâèâàëåíòíîé ëèíåàðèçàöèè è íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ñèñòåì . . .ÓÄÊ 621.391ÌÅÒÎÄ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÉ ËÈÍÅÀ�ÈÇÀÖÈÈÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÑÈÑÒÅÌ Â ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎÌÂ�ÅÌÅÍÈÇàéöåâÂ.Â.1Ïðè îáðàáîòêå èí�îðìàöèè àíàëîãîâûìè ìåòîäàìè ÷ðåçâû÷àéíî øèðîêî èñïîëü�çóþòñÿ èíåðöèîííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèãíàëîâ íåëèíåéíûìè ñèñòåìàìè. Îñíîâîéòåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñëóæèò òåîðèÿ íåëèíåéíûõ êîëåáà�íèé (ÒÍÊ) [1℄. Èíà÷å îáñòîÿò äåëà â îáëàñòè öè�ðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ (ÖÎÑ).Òåîðèÿ è ïðàêòèêà ÖÎÑ â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îïåðèðóåò ëèíåéíûìèñèñòåìàìè, �óíêöèîíèðóþùèìè â äèñêðåòíîì âðåìåíè, � ëèíåéíûìè ÄÂ-ñèñòåìà�ìè.Ïî �îðìàëüíûì ïðèçíàêàì ê íåëèíåéíûì äèíàìè÷åñêèì ÄÂ-ñèñòåìàì íàèáîëååáëèçêè òî÷å÷íûå îòîáðàæåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå [2℄. Ïîñëåäíèåñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêèõñèñòåì è ñëóæàò äëÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà îñîáåííîñòåé ïîâåäåíèÿ èñõîäíûõ ñè�ñòåì â íåïðåðûâíîì âðåìåíè. Ìîæíî òàêæå ïîñòóëèðîâàòü âèä òî÷å÷íîãî îòîáðàæå�íèÿ è ðàññìàòðèâàòü åãî êàê ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ íåêîòîðîé �èçè÷åñêîé ñèòóàöèè.Òàêèì ïóòåì ïîëó÷åí ðÿä èçâåñòíûõ òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé ñ ðåãóëÿðíûì è õàîòè�÷åñêèì ïîâåäåíèåì� îòîáðàæåíèÿ Çàñëàâñêîãî, Õåíîíà, Õîëìñà è äðóãèå. Îäíàêîâåñüìà ïðîáëåìàòè÷íî öåëåíàïðàâëåííî èñïîëüçîâàòü ýòè îòîáðàæåíèÿ â ñèñòåìàõÖÎÑ.Ïîýòîìó ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ìåòîäû ñèíòåçà íåëèíåéíûõ ÄÂ�ñèñòåì, ïîçâîëÿþùèå âîñïðîèçâîäèòü â äèñêðåòíîì âðåìåíè õàðàêòåðèñòèêè êîëå�áàíèé, íàáëþäàåìûõ â àíàëîãîâîé ñèñòåìå-ïðîòîòèïå. Îäèí èç òàêèõ ìåòîäîâ, îñíî�âàííûé íà ïðèíöèïå èíâàðèàíòíîñòè èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè ðåçîíàíñíîé öåïèàíàëîãîâîé ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê äèñêðåòèçàöèè âðåìåíè, áûë îïèñàí àâòîðîìðàíåå. Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè ïðèíöèï èìïóëüñíîé èíâàðèàíòíîñòè ïðåäëàãàåòñÿèñïîëüçîâàòü ñîâìåñòíî ñ ïðîöåäóðîé ýêâèâàëåíòíîé ëèíåàðèçàöèè ÒÍÊ.Ïóñòü â íåïðåðûâíîì âðåìåíè äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ðåçîíàíñíîãî òèïà îïèñû�âàåòñÿ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ âèäà
d2x

dt2
+
ω0

Q

dx

dt
+ ω2

0x = ω0f (x)
dx

dt
+ ω2

0g(x)x. (1)Çäåñü ω0 è Q� ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà è äîáðîòíîñòü ëèíåéíîãî ðåçîíàíñà, à f(x) è
g(x)�÷åòíûå �óíêöèè äèññèïàòèâíîé è ðåàêòèâíîé íåëèíåéíîñòåé ñèñòåìû.Íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ (1) ñîîòâåòñòâóåò ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå

d2x

dt2
+

ω0

Qe(a)

dx

dt
+ ω2

e(a)x = 0 (2)ñ ýêâèâàëåíòíûìè ÷àñòîòîé ωe(a) è äîáðîòíîñòüþ Qe(a) ðåçîíàòîðà, ïðè ýòîì âèäèõ àìïëèòóäíîé çàâèñèìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì íåëèíåéíîñòåé f(x) è g(x).1Çàéöåâ Âàëåðèé Âàñèëüåâè÷ (zaitsev�ssu.samara.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè�òåò, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



ÇàéöåâÂ.Â. 121Ëèíåéíûé äèññèïàòèâíûé îñöèëëÿòîð (2) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâåàíàëîãîâîãî ïðîòîòèïà äëÿ ñèíòåçà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, �óíêöèîíèðóþùåé âäèñêðåòíîì âðåìåíè. Èç ìíîæåñòâà èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ñèíòåçà ëèíåéíûõ ÄÂ-ñèñòåìâûáåðåì íàèáîëåå îáîñíîâàííûé ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìåòîä èíâàðèàíòíîñòèèìïóëüñíûõ õàðàêòåðèñòèê. Îñíîâîé ìåòîäà, êàê ýòî îòðàæåíî â åãî íàçâàíèè, ÿâëÿ�åòñÿ ïðåäñòàâëåíèå èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè ÄÂ-ñèñòåìû îòñ÷åòàìè èìïóëüñíîéõàðàêòåðèñòèêè àíàëîãîâîé ñèñòåìû-ïðîòîòèïà, âçÿòûìè ñ èíòåðâàëîì äèñêðåòèçà�öèè ∆. Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà ïîäðîáíîñòÿõ, ïðèâåäåì ïîëó÷åííîå â ðàìêàõ ìåòîäàðàçíîñòíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÄÂ-ñèñòåìû:
x[n] = 2 cos(2πΩe(a))α(a)x[n − 1]− α2(a)x[n− 2]. (3)Çäåñü Ωe = ωe/ωd � ýêâèâàëåíòíàÿ ÷àñòîòà ðåçîíàòîðà, íîðìèðîâàííàÿ íà ÷àñòî�òó äèñêðåòèçàöèè ωd = 2π/∆ , à êîý��èöèåíò α = α(a) ðàâåí

α(a) = exp

(
−π Ω0

Qe(a)

)
.Óðàâíåíèå (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÄÂ�îñöèëëÿòîðà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåâðàòèòü (3) â àëãîðèòì ãåíåðàöèè ÄÂ-êîëåáàíèé,åãî íåîáõîäèìî äîïîëíèòü óðàâíåíèåì ñâÿçè ìåæäó ïàðàìåòðîì a è ïðîöåññîì x[n] =

= x (n∆) . Â àíàëîãîâîì ïðîòîòèïå a� ýòî àìïëèòóäà àâòîêîëåáàíèé. Ñîõðàíÿÿ�èçè÷åñêèé ñìûñë ïàðàìåòðà, áóäåì îïðåäåëÿòü àìïëèòóäó ïóòåì êâàäðàòè÷íîãîäåòåêòèðîâàíèÿ è íèçêî÷àñòîòíîé �èëüòðàöèè. Â òàêîì ñëó÷àå îäíî èç âîçìîæíûõóðàâíåíèé ñâÿçè áóäåò èìåòü âèä
I[n] = σI[n− 1] + 2πΩcx

2[n], a =
√
I[n− 1], (4)ãäå σ = exp (−2πΩc), Ωc �íîðìèðîâàííàÿ ÷àñòîòà ñðåçà Í× �èëüòðà ïåðâîãî ïîðÿä�êà. Çäåñü òàêæå ââåäåí âðåìåííîé ñäâèã â îäèí èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè.Äëÿ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ íåëèíåéíîñòåé f(x) è g(x) àíàëîãîâûõ ñèñòåì óðàâ�íåíèÿ (3)�(4) îïðåäåëÿþò ñåìåéñòâî íåëèíåéíûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì, �óíêöèî�íèðóþùèõ â äèñêðåòíîì âðåìåíè. Èññëåäîâàíèå èõ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêïðîâîäèòñÿ êàê ìåòîäîì ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, òàê è ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷å�ñêèõ ìåòîäîâ ÒÍÊ, ðàñïðîñòðàíåííûõ íà ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Êàêïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, íåëèíåéíûå ÄÂ-ñèñòåìû (3)�(4), ñîõðàíÿÿîñíîâíûå ÷åðòû àíàëîãîâûõ ïðîòîòèïîâ, ñïîñîáíû äåìîíñòðèðîâàòü íîâûå ý��åê�òû, íå íàáëþäàåìûå â íåïðåðûâíîì âðåìåíè.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÁîãîëþáîâÍ.Í., ÌèòðîïîëüñêèéÞ.À. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè íåëè�íåéíûõ êîëåáàíèé. � Ì.: Íàóêà, 1974. 504 ñ.[2℄ �óêåíõåéìåðÄæ., ÕîëìñÔ. Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è áè��óðêàöèè âåêòîðíûõ ïîëåé. � Ìîñêâà, Èæåâñê: Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëå�äîâàíèé, 2002. � 560 ñ.



122 Î ñèíõðîíèçàöèè âîëüòåððîâûõ öèêëîâÓÄÊ 517.962.2: 574.34Î ÑÈÍÕ�ÎÍÈÇÀÖÈÈ ÂÎËÜÒÅ��ÎÂÛÕ ÖÈÊËÎÂÇàéöåâÂ.Â., ÀãèáàëîâÑ.À.1Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ â áèî- è ýêîñèñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ îäíèìèç îñíîâíûõ ìåòîäîâ èõ òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ[1℄. Çíàìåíèòàÿ ìîäåëü Âîëü�òåððà, îïèñûâàþùàÿ öèêëè÷åñêèå ïðîöåññû â ñèñòåìå õèùíèê-æåðòâà èçâåñòíà óæåáîëåå ñåìèäåñÿòè ëåò. Òåì íå ìåíåå, èññëåäîâàíèÿ â ðàìêàõ ðàçëè÷íûõ ìîäè�èêàöèéýòîé êëàññè÷åñêîé ìîäåëè àêòèâíî ïðîâîäèëèñü âñå ýòè ãîäû, â òîì ÷èñëå è â îáëà�ñòè ýêîíîìèêè [2℄. Ñîãëàñíî ñëîæèâøèìñÿ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïðåäñòàâëåíèÿìî äèíàìèêå ñèñòåìû õèùíèê�æåðòâà åå îñíîâíûì äâèæåíèåì ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûåàâòîêîëåáàíèÿ ÷èñëåííîñòåé âèäîâ. Ïîñêîëüêó ý��åêò çàõâàòà ÷àñòîòû (�àçîâàÿñèíõðîíèçàöèÿ) � õàðàêòåðíûé ïðèçíàê àâòîêîëåáàíèé, âûçûâàåò èíòåðåñ èññëåäî�âàíèå åãî ïðîÿâëåíèé â ìîäåëè Âîëüòåððà.Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè ïðîöåññû �àçîâîé ñèíõðîíèçàöèè àâòîêîëåáàíèé â ñè�ñòåìå õèùíèê�æåðòâà èññëåäîâàíû ìåòîäîì ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Îñíîâó ýêñ�ïåðèìåíòà ñîñòàâëÿåò ìîäåëü ñèñòåìû â äèñêðåòíîì âðåìåíè (ÄÂ-ìîäåëü), ïðåäëî�æåííàÿ â ðàáîòå [3℄.
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ЛЧМ-генератор ДВ-система Анализатор СПМ

АЧХ

ФЧХ

Фурье-фильтр БПФ

Детектор КО ДВПГÑòðóêòóðíàÿ ñõåìà ýêñïåðèìåíòà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå Îíà ñîäåðæèò ïðîãðàìì�íî ðåàëèçîâàííûå óñòðîéñòâà: ãåíåðàòîð ñ ëèíåéíîé ÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèåé ñèãíàëà(Ë×Ì), àíàëèçàòîð ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè (ÑÏÌ), äåòåêòîð êîìïëåêñ�íîé îãèáàþùåé ïåðâîé ãàðìîíèêè (ÊÎ) è ïîñòðîèòåëè àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé (À×Õ)è �àçî÷àñòîòíîé (Ô×Õ) õàðàêòåðèñòèê. Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå èñïîëüçóþòñÿòàêæå äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ) è �èëüáåðòà (ÄÂÏ�).Ïîêàçàíî, ÷òî À×Õ è Ô×Õ àâòîêîëåáàíèé, çàõâà÷åííûõ âíåøíèì ãàðìîíè÷å�ñêèì ñèãíàëîì, èìåþò âèä, õàðàêòåðíûé äëÿ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ñ ìÿãêîéíåèçîõðîííîñòüþ.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÌþððåéÄæ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ áèîëîãèÿ. Ò. 1. � Ì.-Èæåâñê: �ÕÄ, 2009. � 776 ñ.[2℄ �îìàíîâñêèéÌ.Þ., �îìàíîâñêèéÞ.Ì. Ââåäåíèå â ýêîíî�èçèêó. � Ì.-Èæåâñê:Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, 2007. � 280 ñ.[3℄ ÇàéöåâÂ.Â., ÊàðëîâÀ.Â. (ìë), ÒåëåãèíÑ.Ñ. ÄÂ-ìîäåëü ñèñòåìû õèùíèê�æåðò�âà // Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà. Åñòåñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ. � 2009. �Âûï. 6. � Ñ. 139�148.1Çàéöåâ Âàëåðèé Âàñèëüåâè÷ (zaitsev�ssu.samara.ru), Àãèáàëîâ Ñåðãåé Àëåêñàíäðîâè÷(omphysi�ssu.samara.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà,óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



ÇàðóáèíÀ.Í. 123ÓÄÊ 517.956ÌÅÒÎÄ �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È �ÅËËÅ�ÑÒÅÄÒÀÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß ËÀÂ�ÅÍÒÜÅÂÀ�ÁÈÖÀÄÇÅÂ ÍÅÎ��ÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈÇàðóáèíÀ.Í.1Â îáëàñòè D = D+ ∪ D−
1 ∪ D−

2 ∪ J , ãäå D+ = {(x, y) : |x| < +∞, 0 < y < h}
(0 < h ≡ const), D−

1 = {(x, y) : x > 0,−x < y < 0}, D−
2 = {(x, y) : x < 0 , x < y < 0},

J = {(x, y) : |x| < +∞, y = 0}, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
Uxx(x, y) + sgn y Uyy(x, y) = 0. (1)Çàäà÷à Ò. Íàéòè èñ÷åçàþùóþ ïðè x → ±∞, 0 ≤ y ≤ h, íåïðåðûâíóþ â D�óíêöèþ U(x, y), ñ íåïðåðûâíûìè â D ïðîèçâîäíûìè Ux(x, y) è Uy(x, y) (ïðè x→ 0äîïóñêàåòñÿ îñîáåííîñòü �óíêöèè Uy(x, 0) ïîðÿäêà ìåíüøå åäèíèöû), óäîâëåòâîðÿ�þùóþ óðàâíåíèþ (1) â îáëàñòè D, êðàåâûì óñëîâèÿì
U(x, h) = ϕ(x), |x| < +∞;
U(x,−x) = ψ1(x), x ≥ 0;
U(x, x) = ψ2(x), x ≤ 0

(2)è óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ
lim

y→0−
U(x, y) = lim

y→0+
U(x, y) = ω(x), (3)

lim
y→0−

Uy(x, y) = lim
y→0+

Uy(x, y) = ν(x), (4)ãäå ϕ(x), ψi(x)(i = 1, 2)� çàäàííûå íåïðåðûâíûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè, à
ω(x), ν(x)��óíêöèè, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çà�äà÷è Ò.Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèè ϕ(x) ∈ C2(J), ψ1(x) ∈ C[0,+∞) ∩ C2(0,+∞),
ψ2(x) ∈ C(−∞, 0] ∩ C2(−∞, 0), àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìû íà ñâîèõ ïðîìåæóòêàõ è
ϕ(±∞) = 0, ψ1(0) = ψ2(0), ψ1(+∞) = ψ2(−∞) = 0, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîåðåøåíèå çàäà÷è Ò.Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Ò ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îäíîðîä�íàÿ çàäà÷à Ò èìååò â D òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.�åøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå â îáëàñòè D+ äëÿ óðàâíåíèÿ (1), èñ÷åçàþùåå íà áåñêî�íå÷íîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (21), (3), íàéäåíî ñ ïîìîøüþ îáùåãî ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (1) â �îðìå

U(x, y) =

+∞∑

k=0

{[
R−iy+ih(2k+1)

x −Riy+ih(2k+1)
x

]
ϕ(x)+

+
[
Riy+2ihk

x −R−iy+2ih(k+1)
x

]
ω(x)

}
,

(5)ãäå Rτ
x �îïåðàòîð ñäâèãà ïî ïåðåìåííîé x : Rτ

xq(x) = q(x− τ).1Çàðóáèí Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷ (alex_zarubin�mail.ru), Îðëîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð�ñèòåò, 302026, �îññèÿ, ã. Îðåë, óë. Êîìñîìîëüñêàÿ, 95.



124 Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è �åëëåðñòåäòà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàâðåíòüåâà�Áèöàäçå . . .Èñõîäÿ èç (5) �óíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ω(x) è ν(x), ïðèíåñåííîå èç
D+ íà ëèíèþ y = 0, èìååò âèä

ν(x) = iω′(x) − 2i
+∞∑

k=0

R2ihk
x ω′(x) + 2i

+∞∑

k=0

Rih(2k+1)
x ϕ′(x),−∞ < x < +∞. (6)Ôóíêöèîíàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

ω′(x) = ν(x) + ψ1(x/2), x > 0, (7)

ω′(x) = −ν(x) + ψ2(x/2), x < 0, (8)íà ëèíèè y = 0 èç îáëàñòåé D−
1 , D−

2 ïîëó÷åíû èç ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè ñ äàííûìè(3)�(4) â îáëàñòÿõ D−
1 , D−

2 ñ ó÷åòîì óñëîâèé (22)�(23).Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ò ñâîäèòñÿ ê ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû(6)�(8), êîòîðàÿ ðåäóöèðóåòÿ ê ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ
ν(x) = −isgnxR2ih

x ν(x) + g(x), |x| < +∞,èìåþùåìó ðåøåíèå
ν(x) =

+∞∑

k=0

(
−isgnxR2ih

x

)k
g(x) =

=

+∞∑

k=0

(−isgnx)kR2ihk
x g(x) =

+∞∑

k=0

(−isgnx)kg(x− 2ihk),

(9)ãäå
g(x) = H(x)g1(x) +H(−x)g2(x),à gi(x) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç �óíêöèè ϕ(x), ψi(x)(i = 1, 2); H(ξ)��óíêöèÿ Õåâèñàéäà.Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èíòåãðàëüíîé �îðìû ðåøåíèé (9), (5) ñëåäóåò ó÷åñòü âîç�ìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè â âèäå ñâåðòêè ñ äåëüòà��óíêöèåé Äèðàêà.



ÇåëåíîâÅ.È. 125ÓÄÊ 517.9
p-ÀÄÈ×ÅÑÊÎÅ ÊÂÀÍÒÎÂÀÍÈÅ ÊÎÍÍÀÇåëåíîâÅ.È.1Â äîêëàäå ïðåäëîæåíà êîíñòðóêöèÿ Ôðåäãîëüìîâà ìîäóëÿ, åñòåñòâåííûì îáðà�çîì ñâÿçàííîãî ñ äåðåâîì Áðþà�Òèòñà è äåéñòâèåì p-àäè÷åñêîé ïðîåêòèâíîé ëèíåé�íîé ãðóïïû ãðóïïû íà ýòîì äåðåâå. Ìû áóäåì ðàáîòàòü â ðàìêàõ êâàíòîâîãî èñ÷èñ�ëåíèÿ, ïðåäëîæåííîãî À.Êîííîì [1℄. Îñíîâíîé öåëüþ áóäåò ïîñòðîåíèå êâàíòîâîãîäè��åðåíöèàëà è èçó÷åíèå åãî ñâîéñòâ. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êâàíòîâûéäè��åðåíöèàë �óíêöèè f ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f êâà�çèíåïðåðûâíà. Äàþòñÿ òàêæå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòèêâàíòîâîãî äè��åðåíöèàëà èäåàëó îïåðàòîðîâ êîíå÷íîãî ðàíãà è èäåàëàìØàòòåíà��îí Íåéìàíà.Ëèòåðàòóðà[1℄ ConnA. Nonommutative geometry. � Aademi Press, 1994.

1Çåëåíîâ Åâãåíèé Èãîðåâè÷ (evgeny.zelenov�gmail.om), Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóòèì. Â.À.Ñòåêëîâà �ÀÍ, 117966, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. Âàâèëîâà, 42.



126 Èåðàðõè÷åñêàÿ ìîäåëü �èíàíñîâûõ êðàõîâ Äæîõàíñåíà�Ñîðíåòòà . . .ÓÄÊ 519.2+51-77ÈÅ�À�ÕÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÔÈÍÀÍÑÎÂÛÕ Ê�ÀÕÎÂÄÆÎÕÀÍÑÅÍÀ�ÑÎ�ÍÅÒÒÀ È ÅÅ ÓËÜÒ�ÀÌÅÒ�È×ÅÑÊÎÅÎÁÎÁÙÅÍÈÅÇóáàðåâÀ.Ï.1, ÏèâîâàðîâàÀ.Ñ., ÑòåðÿêîâÀ.À.2Â ðàáîòàõ [1, 2℄ áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ ïðåäêðàõîâîãî ïîâåäå�íèÿ öåí, îñíîâàííûé íà ïðåäïîëîæåíèè îá èåðàðõè÷åñêîé îðãàíèçàöèè àãåíòîâ íàðûíêå. Òàêàÿ èåðàðõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà àãåíòîâ âî ìíîãîì îòðàæàåò ðåàëüíóþ èåðàð�õè÷åñêóþ îðãàíèçàöèþ �îíäîâîãî ðûíêà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü êàê ïîñòîÿííûì ñâîé�ñòâîì ðûíêà, òàê è ñïîíòàííî âîçíèêøèì [3, 4℄. Â äàííîé ìîäåëè èíäèâèäóàëüíûåòðåéäåðû (àãåíòû íóëåâîãî óðîâíÿ) îáúåäèíÿþòñÿ â ãðóïïû èç m àãåíòîâ (àãåíòûïåðâîãî óðîâíÿ), äàëåå àãåíòû ïåðâîãî óðîâíÿ òàêæå îáúåäèíÿþòñÿ â ãðóïïû ïî màãåíòîâ, �îðìèðóÿ àãåíòîâ 2 óðîâíÿ è ò.ä. Â òàêîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ èåðàðõè÷åñêàÿîðãàíèçàöèÿ, â êîòîðîé àãåíòû ïîðÿäêà n ñîñòîÿò èç mn èíäèâèäóàëüíûõ òðåéäå�ðîâ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè ìîæíî ïîëîæèòü m = 2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷òîêàæäûé èíäèâèäóàëüíûé òðåéäåð i îáëàäàåò ïðåäïî÷òèòåëüíûì âðåìåíåì ti äëÿïîêóïêè àêöèé, êîòîðîå â îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àãåíòàìè èìååò ïî�êàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå p0(t) = λ exp {−λt}. Âçàèìîäåéñòâèå àãåíòîâ ïðîèñõîäèòòàêèì îáðàçîì, ÷òî èí�îðìàöèÿ î òîì, ÷òî íåêîòîðûé àãåíò óæå ñîâåðøèë ïîêóïêó,ÿâëÿåòñÿ äëÿ åùå íå âñòóïèâøèõ â òîðãîâëþ àãåíòîâ ïîâîäîì ïåðåñìîòðåòü ïðèíÿ�òîå ðàíåå ðåøåíèå î âðåìåíè ïîêóïêè. Â èòîãå, âëèÿíèå àãåíòà i â ìîìåíò âðåìåíè
ti íà àãåíòà j, ñîáñòâåííîå âðåìÿ ñîâåðøåíèÿ ïîêóïêè êîòîðîãî ðàâíî tj , ïðèâîäèòê íîâîìó âðåìåíè ñîâåðøåíèÿ ïîêóïêè àãåíòîì j, ðàâíîìó tij = ti+2−β (tj − ti), ãäå
β ≥ 0� êîý��èöèåíò âëèÿíèÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè pN (t)ñðàáàòûâàíèÿ íà ðûíêå àãåíòà óðîâíÿ N óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ðåêóððåíòíûõ óðàâ�íåíèé

pN (t) =
2

2−β

t∫

0

pN−1 (t1) pN−1

(
t−

(
1− 2−β

)
t1

2−β

)
dt1.Â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè ìîæíî äàòü îïðåäåëåíèå êðàõà êàê êðèòè÷åñêîé òî÷êè

tc âî âðåìåíè, ïðè ïðèáëèæåíèè ê êîòîðîé ñðàáàòûâàþò âñå àãåíòû. Ìàòåìàòè÷å�ñêè ñóùåñòâîâàíèå êðèòè÷åñêîé òî÷êè îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè N �óíêöèÿ
pN (t) ñòðåìèòüñÿ ê äåëüòà-�óíêöèè pN (t) → p∞ (t) ≡ δ (t− tc) , N → ∞. Òî÷íîåàíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êè ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî â ñëó÷àå
β = 1. Ñëó÷àé β 6= 1 èññëåäîâàí íàìè ÷èñëåííî, ïðè ýòîì ñòðîèëàñü çàâèñèìîñòüêîëè÷åñòâà àãåíòîâ, âûñòàâèâøèõ çàÿâêè íà ïîêóïêó, îò âðåìåíè. Ïðè ïðèáëèæåíèèê êðèòè÷åñêîé òî÷êå íà ðàçíûõ âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ íàáëþäàþòñÿ ëîãîïåðèîäè÷å�ñêèå êîëåáàíèÿ, íàëîæåííûå íà ñòåïåííóþ çàâèñèìîñòü. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèåêðèòè÷åñêîé òî÷êè tc â ïðåäåëå N → ∞ îäíî è òîæå äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé ðåàëè�çàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí äåéñòâèé. Ïðè ÷èñëåííîì àíàëèçå ñèñòåìû êîëè÷åñòâî1Çóáàðåâ Àëåêñàíäð Ïåòðîâè÷ (apzubarev�mail.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.2Ïèâîâàðîâà Àííà Ñåðãååâíà (a-pivovarova�mail.ru), Ñòåðÿêîâ Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷(lubopitnij�mail.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè àêàäåìèêàÑ.Ï.Êîðîëåâà, 443086, �îññèÿ, ã.Ñàìàðà, Ìîñêîâñêîå øîññå, 34.



ÇóáàðåâÀ.Ï., ÏèâîâàðîâàÀ.Ñ., ÑòåðÿêîâÀ.À. 127àãåíòîâ âñåãäà îãðàíè÷åíî, ïîýòîìó âðåìÿ êðàõà tc áóäåò ðàçëè÷íûì äëÿ ðàçëè÷�íûõ íà÷àëüíûõ ðåàëèçàöèé. Îäíàêî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà àãåíòîâ ðàçáðîñ òàêèõçíà÷åíèé äîëæåí óìåíüøàòüñÿ, ò.å. ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí êðàõà tc äîëæ�íà ñòðåìèòüñÿ ê äåëüòà-�óíêöèè. Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ýòîãî �àêòà áûëè ïîñòðîåíû�óíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí êðàõîâ äëÿ ñèñòåì ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîìàãåíòîâ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê êðàõà äåéñòâèòåëüíî ñóæàåòñÿ ñóâåëè÷åíèåì ÷èñëà àãåíòîâ ê íåêîòîðîìó êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ âðåìåíè êðàõà.Îäíèì èç íåäîñòàòêîâ âûøåïðèâåäåííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî àãåíòû ÿâëÿ�þòñÿ îäíîðîäíûìè ïî âçàèìîäåéñòâèþ äðóã ñ äðóãîì. Òàêîå óïðîùåíèå íå ÿâëÿ�åòñÿ âïîëíå îïðàâäàííûì, ò.ê. ââåäåíèå èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû àãåíòîâ òðåáóåòÿâíîãî ó÷åòà èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïðè âçàèìîäåéñòâèè. Ïîýòîìó öåëåñîîá�ðàçíûì âûãëÿäèò ââåäåíèå çàâèñèìîñòè ñòåïåíè âëèÿíèÿ àãåíòîâ äðóã íà äðóãà îòðàññòîÿíèÿ dij ìåæäó íèìè, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê dij = pm, ãäå p� àðíîñòüäåðåâà, m�êîëè÷åñòâî óðîâíåé äåðåâà äî ïåðâîãî îáùåãî ïðåäêà îò ýëåìåíòîâ i è
j. Äàííîå ðàññòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ óëüòðàìåòðè÷åñêèì, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò óñèëåííîìóíåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà dik ≤ max (dij , djk). Äàëåå ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âëè�ÿíèå àãåíòîâ äðóã íà äðóãà íå îäèíàêîâî, à óìåíüøàåòñÿ ñ ðàññòîÿíèåì. Ò.å. âðåìÿäåéñòâèÿ àãåíòà j ïîä âëèÿíèåì àãåíòà i óìåíüøàåòñÿ äî âåëè÷èíû

tij = tj −
1

(dij)
β
(tj − ti). (1)Ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè áûëè ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîéñàìîïîäîáíûå íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ, íàëîæåííûå íà ñòåïåííîé çàêîí. Ïîñòîåíèåïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê êðàõà ïðè ðàçíîì ÷èñëå àãåíòîâ ïîêàçàëî, ÷òî íà�áëþäàåòñÿ ïîâåäåíèå àíàëîãè÷íîå èñõîäíîé èåðàðõè÷åñêîé ìîäåëè. Ò.å. ïëîòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ òàêæå ñòðåìèòüñÿ ê δ-�óíêöèè, ïðè ýòîì ñóæåíèå ïðîèñõîäèò áûñò�ðåå, ÷åì â ìîäåëè Äæîõàíñåíà�Ñîðíåòòà.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñëó÷àé âëèÿíèÿ ñðàáîòàâøåãî êëàñòåðà ëèøü íà ñîñåä�íèé êëàñòåð ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ãðóáûì ïðèáëèæåíèåì ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ ðàñïðî�ñòðàíåíèÿ èí�îðìàöèè íà ðûíêå. ßñíî, ÷òî âëèÿíèå àãåíòîâ äðóã íà äðóãà ñèëüíîíåîäíîðîäíî è çàâèñèò îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ àãåíòîâ âíóòðè èåðàðõè÷åñêîéñòðóêòóðû. Ïóñòü íà÷àëüíûå âðåìåíà äåéñòâèÿ àãåíòîâ ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè ñ ïî�êàçàòåëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ìîìåíò, êîãäà àãåíò ñ íàèìåíüøèì âðåìåíåìâûñòàâëÿåò ñâîþ çàÿâêó, èí�îðìàöèÿ î åãî äåéñòâèÿõ íà÷èíàåò âëèÿòü íà âñåõ àãåí�òîâ íà ðûíêå, îäíàêî äàííîå âëèÿíèå òåì ìåíüøå, ÷åì äàëüøå â óëüòðàìåòðè÷åñêîìñìûñëå íàõîäÿòñÿ òðåéäåðû îò äàííîãî ñðàáîòàâøåãî àãåíòà. Òîãäà íîâîå âðåìÿ äåé�ñòâèÿ åùå íå ñðàáîòàâøåãî àãåíòà j ïðè óñëîâèè, ÷òî íåêîòîðûé i-é àãåíò âñòóïèë âòîðãîâëþ â ìîìåíò âðåìåíè ti, îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì (1). Ïðèíöèïèàëüíûìîòëè÷èåì äàííîé ìîäåëè îò èåðàðõè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñàííûõ ðàíåå, ÿâëÿåòñÿ òî,÷òî âëèÿíèå àãåíòîâ íà÷èíàåò ó÷èòûâàòüñÿ íå òîëüêî ïðè ñðàáàòûâàíèè íåêîòîðî�ãî êëàñòåðà, à ïðèñóòñòâóåò âñåãäà. Êàæäûé ñðàáîòàâøèé àãåíò ñîêðàùàåò âðåìÿñðàáàòûâàíèÿ âñåõ îñòàâøèõñÿ àãåíòîâ.×èñëåííîå èññëåäîâàíèå äàííîé ìîäåëè ïîêàçàëî, ÷òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè êðè�òè÷åñêîé òî÷êè, ò.å. âðåìåíè ñðàáàòûâàíèÿ âñåõ àãåíòîâ, íàáëþäàåòñÿ ñèëüíîå ïî�ðîãîâîå èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà âñòóïèâøèõ â òîðãîâëþ àãåíòîâ ñ óâåëè÷èâàþùåéñÿàìïëèòóäîé è ÷àñòîòîé. Ñòîèò îòìåòèòü, îäíàêî, ÷òî âèçóàëüíîå íàáëþäåíèå òàêîãîïîâåäåíèÿ çàòðóäíåííî èç-çà áûñòðîãî óáûâàíèÿ ïåðèîäà ïîëó÷åííûõ êîëåáàíèé.Èññëåäîâàíèå ïëîòíîñòåé �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí êðàõîâ â çàâèñèìîñòè îò÷èñëà àãåíòîâ ïîêàçàëî, ÷òî ýòè �óíêöèè ñóæàþòñÿ, à âðåìÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå èõìàêñèìóìàì, óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ ðûíêà.



128 Èåðàðõè÷åñêàÿ ìîäåëü �èíàíñîâûõ êðàõîâ Äæîõàíñåíà�Ñîðíåòòà . . .Ëèòåðàòóðà[1℄ SornetteD., Johansen.A. A hierarhial model of �nanial rashes. � Physia A. �V. 261. � 1998. � P. 581�598.[2℄ SornetteD., JohansenA., Bouhaud J.-Ph. Stok market rashes, Preursors andReplias // Journal de Physique, Frane. � V. 6. � 1996. � P. 167�175.[3℄ HuangY., OuillonG., SaleurH., SornetteD. Spontaneous generation of disrete saleinvariane in growth models // Phys. Rev. � E 55. � 1997. � P. 6433�6447.[4℄ TostesenE. Dynamis of hierarhially lustured ooperative agents, Cand. Sient.Thesis, University of Copenhagen, 1995.



ÆàðèíîâÂ.Â. 129ÓÄÊ 517.9ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ-�ÀÇÍÎÑÒÍÛÉ ÁÈÊÎÌÏËÅÊÑÆàðèíîâÂ.Â.1Â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âàæíóþ ðîëü èãðàåòâàðèàöèîííûé áèêîìïëåêñ. Â ñâÿçè ñ âñå âîçðàñòàþùèì èíòåðåñîì ê ðåøåò÷àòûììîäåëÿì àêòóàëüíî ñòîèò âîïðîñ î ïîñòðîåíèè åãî àíàëîãà íà ìíîãîìåðíîé ïðÿìî�óãîëüíîé ðåøåòêå. Â äîêëàäå òàêîé àíàëîã ïðåäëàãàåòñÿ â ñïåöèàëüíîé ïîñòàíîâêå,ñâÿçàííîé ñ âûáîðîì êëàññà äè��åðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ �óíêöèé íà ðåøåòêå.Ïðè ýòîì âèä ïîñòðîåííîãî áèêîìïëåêñà ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò îæèäàåìîãî.Òàêîå îòëè÷èå ñâÿçàíî ñ âûáîðîì êëàññà �óíêöèé. Îòìåòèì, ÷òî â ñòàíäàðòíîéïîñòàíîâêå çàäà÷à ïîêà íå ðåøåíà.

1Æàðèíîâ Âèêòîð Âèêòîðîâè÷, Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À.Ñòåêëîâà �ÀÍ, 119991, �îñ�ñèÿ, ã. Ìîñêâà, óë. �óáêèíà, 8.



130 Î òîïîëîãè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà . . .ÓÄÊ 530.1 539.12Î ÒÎÏÎËÎ�È×ÅÑÊÎÉ ÈÍÒÅ�Ï�ÅÒÀÖÈÈÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎ�Î ÇÀ�ßÄÀÈ ÅÅ ÊÂÀÍÒÎÂÎÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÑËÅÄÑÒÂÈßÕÆóðàâëåâÂ.Ì.1Â äîêëàäå èçëàãàåòñÿ ñïîñîá èíòåðïðåòàöèè öåëî÷èñëåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî çà�ðÿäà êàê òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà� ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè îáëàñòåé òðåõ�ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷åííûõ îñîáûìè èçîïîâåðõíîñòÿìè �óíêöèè Ìîðñà[1�3℄. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ Ìîðñà ñâÿçûâàåòñÿ ñ �óíêöèåé âûñîòû òðåõìåð�íîãî ìíîãîîáðàçèÿ âëîæåííîãî â îáúåìëþùåå ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è èãðà�åò ðîëü íîâîãî ïîòåíöèàëà ýëåêòðîäèíàìèêè ñ òî÷å÷íûìè çàðÿäàìè. Ïîêàçàíî. ÷òîäàííûé ïîäõîä äîïóñêàåò ïåðåîïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ïîëåé, ÷òîïîçâîëÿåò �îðìàëüíî èçáàâèòñÿ îò ðàñõîäèìîñòåé â ñîáñòâåííîé ýíåðãèè òî÷å÷íûõçàðÿäîâ. Âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè ñ òî÷å÷íûìè öåëî÷èñëåííûìè çà�ðÿäàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî Â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà ïðåäëàãàåòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ áàðèîí�íîãî çàðÿäà, êàê äðóãîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà�÷èñëà �ðó÷åê Óèëåðà� [4℄. Â öåëîì ýòî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü òîïîëîãè÷åñêóþ èíòåð�ïðåòàöèþ ÷àñòèö êàê îáëàñòåé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷åííûõ îñîáûìèèçîïîâåðõíîñòÿìè �óíäàìåíòàëüíîãî ïîòåíöèàëà ïî èõ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðåè ÷èñëó �ðó÷åê Óèëåðà� âêëååííûõ â îáëàñòü. Ïðåäëàãàåìîå ðàçâèòèå ýòîãî ïîäõî�äà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ âîëíîâîé �óíêöèè ÷àñòèöûè ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëîã ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîñòóëàòà êâàíòîâîé òåîðèè. Íà îñíîâåòàêîé èíòåðïðåòàöèè,èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé è ïðèíöèïà ñîîòâåò�ñòâèÿ âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà. Âûñêàçûâàþòñÿ îáùèå ñîîáðàæåíèÿ êàêïîëó÷èòü òåîðèþ ñî ñïèíîì.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì. Ýëåêòðîäèíàìèêà ñ öåëî÷èñëåííûì çàðÿäîì è òîïîëîãèÿ //�ðàâèòàöèÿ è ýëåêòðîìàãíåòèçì. � Ìèíñê. � Á�Ó. � 1998. � Ñ. 42�50.[2℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì. Ýëåêòðîäèíàìèêà ñ öåëî÷èñëåííûì çàðÿäîì è òîïîëîãèÿ //Èçâ. âçîâ. Ñåðèÿ �èçèêà. � 2000. � �2. � Ñ. 134�140.[3℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì. Ýëåêòðîäèíàìèêà ñ öåëî÷èñëåííûì çàðÿäîì è òîïîëîãèÿ //Êðèòè÷. òåõíîë. è �óíäàìåíò. ïðîáë. �èçèêè êîíäåíñèð. ñðåä. � Óëüÿíîâñê,2001. � Ñ. 42�72.[4℄ MisnerC.W., Wheeler J.A. Ann. Phys. USA, 1957. � V. 2. � P. 527�532;Wheeler J.A., Geometrodynemis. � NY: Aademi Press, 1962.
1Æóðàâëåâ Âèêòîð Ìèõàéëîâè÷ (zhvitorm�gmail.om), Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð�ñèòåò, 432001, �îññèÿ, ã. Óëüÿíîâñê, óë. Ë.Òîëñòîãî, 42.



Æóðàâëåâ Â.Ì., ÇèíîâüåâÄ.À., Ñàìîéëîâ Â.Â., ÕàñàíîâÈ.Ø. 131ÓÄÊ 530.1 532.5ÌÅÒÎÄ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÎÊ ÊÎÓËÀ�ÕÎÏÔÀÈ ÌÍÎ�ÎÌÅ�ÍÛÅ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÆóðàâëåâÂ.Ì., ÇèíîâüåâÄ.À., ÑàìîéëîâÂ.Â., ÕàñàíîâÈ.Ø. 1Â äîêëàäå èçëàãàåòñÿ îáùèå ïðèíöèïû ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ êëàññîâ è èåðàðõèéóðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, èíòåãðèðóåìûõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îáîáùåííûõïîäñòàíîâîê Êîóëà�Õîï�à [1, 3℄. �àññìàòðèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû ïî ïðèìåíåíèþ ýòî�ãî ïîäõîäà ê çàäà÷àì ãèäðîìåõàíèêè ñæèìàåìîé æèäêîñòè [2℄. Èçëàãàåòñÿ âàðèàíòìåòîäà îáîáùåííûõ ïîäñòàíîâîê Êîóëà�Õîï�à äëÿ óðàâíåíèé çàïèñàííûõ â ìàò�ðè÷íîé �îðìå. Èçëàãàþòñÿ îáùèå ïðèíöèïû ïåðåíîñà èäåé ìåòîäà íà óðàâíåíèÿ,çàïèñàííûå â òåðìèíàõ îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä ìîæåò áûòüðàñïðîñòðàíåí íà óðàâíåíèÿ ñ ëþáûìè òèïàìè ïðîèçâîäíûõ Dt è Dx ïî äâóì íåçà�âèñèìûì ïåðåìåííûì, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ. Ïåðâîå óñëîâèå ñîñòîèòâ òðåáîâàíèè ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ïðîèçâîäíûõ:
DxDtF = DtDxF.Âòîðîå óñëîâèå ñîñòîèò â âûïîëíåíèè ïðàâèëà Ëåéáíèöà:

Dx(F ·G) = Dx(F ) ·G+ F ·Dx(G) + Px[Dx(F ), Dx(G), F,G],

Dt(F ·G) = Dt(F ) ·G+ F ·Dt(G) + Pt[Dt(F ), Dt(G), F,G],ãäå Px[Dx(F ), Dx(G), F,G] è Pt[Dt(F ), Dt(G), F,G]� ïîëèíîìû, çàâèñÿùèå òîëüêîîò ñàìèõ �óíêöèé è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïîçâîëÿåò ðàñïðî�ñòðàíèòü ìåòîä Êîóëà�Õîï�à íà óðàâíåíèÿ â ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [4, 5℄ ñ îïå�ðàòîðîì äè��åðåíöèðîâàíèÿ:
DxF̂ =

1

∆x

(
F̂i+1 − F̂i+1

)
,è ïðàâèëîì Ëåéáíèöà:

Dx

(
F̂ Ĝ
)
=
(
DxF̂

)
Ĝ+ F̂

(
DxĜ

)
+∆x

(
DxF̂

)(
DxĜ

)
.Çäåñü ∆x�øàã ñåòêè. Òàê æå ìåòîä ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåí óðàâíåíèÿ ñ äè���åðåíöèðîâàíèåì íà ìàòðè÷íûõ àëãåáðà â �îðìå êîììóòàòîðà:

DxF̂ = [x̂, F̂ ],ñî ñòàíäàðòíûì ïðàâèëîì Ëåéáíèöà. Çäåñü x̂� íåêîòîðûé âûäåëåííûé ýëåìåíò ìàò�ðè÷íîé àëãåáðû.Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìåòîäà îáîáùåííûõ ïîä�ñòàíîâîê Êîóëà�Õîï�à íà ìíîãîìåðíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ è äðóãèõ òèïàõ ïðî�èçâîäíûõ. Ïðåäëàãàþòñÿ óïðîùåííûå ìîäè�èêàöèè ýòîãî ìåòîäà äëÿ çàäà÷ ãèäðî�ìåõàíèêè.1Æóðàâëåâ Âèêòîð Ìèõàéëîâè÷ (zhvitorm�gmail.om), Çèíîâüåâ Äìèòðèé Àëåêñàíäðîâè÷(zhvitorm�gmail.om), Ñàìîéëîâ Âàäèì Âëàäèìèðîâè÷, (zhvitorm�gmail.om), Õàñàíîâ ÈëäóñØàâêåòîâè÷ (zhvitorm�gmail.om), Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 432001, �îññèÿ,ã. Óëüÿíîâñê, óë. Ë.Òîëñòîãî, 42.



132 Ìåòîä îáîáùåííûõ ïîäñòàíîâîê Êîóëà�Õîï�à . . .Ëèòåðàòóðà[1℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì., ÍèêèòèíÀ.Â. Íîâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ íåëèíåéíûõ ýâîëþöè�îííûõ óðàâíåíèé, ëèíåàðèçóåìûõ ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâîê òèïà Êîóëà�Õîï�à //Íåëèíåéíûé ìèð. � 2007. � Ò. 5. � �9. � C. 603�611.[2℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì., ÇèíîâüåâÄ.À. Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, ëèíåàðèçóåìûå ñ ïîìî�ùüþ îáîáùåííûõ ïîäñòàíîâîê Êîóëà�Õîï�à è òî÷íî èíòåãðèðóåìûå ìîäåëè îä�íîìåðíûõ òå÷åíèé ñæèìàåìîé æèäêîñòè // Ïèñüìà â ÆÝÒÔ. � 2008. � Ò. 87. ��5. � C. 314�318; Ìåòîä îáîáùåííûõ ïîäñòàíîâîê Êîóëà�Õîï�à â ðàçìåðíî�ñòè 1 + 2 è èíòåãðèðóåìûå ìîäåëè äâóìåðíûõ òå÷åíèé ñæèìàåìîé æèäêîñòè //Ïèñüìà â ÆÝÒÔ. � 2008. � Ò. 88. � Â. 3. � C. 194�197.[3℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì.Ìåòîä îáîáùåííûõ ïîäñòàíîâîêÊîóëà�Õîï�à è íîâûå ïðèìåðûëèíåàðèçóåìûõ íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé // ÒÌÔ. � 2009. � Ò. 158. ��1. � Ñ. 58�71.[4℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì., ÆóðàâëåâÀ.Â. Íîâûé ìåòîä èäåíòè�èêàöèè íåëèíåéíûõ ìîäå�ëåé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ïðîöåññîâ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïî ýìïèðè÷åñêèìäàííûì // Íåëèíåéíûé ìèð. � 2009. � �10. � C. 763�771.[5℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì., ÆóðàâëåâÀ.Â., ÊîðíèëîâÄ.À., ÍèêèòèíÀ.Â., ÑàìîéëîâÂ.Â.Ìåòîä îáîáùåííûõ ïîäñòàíîâîê Êîóëà�Õîï�à â òåîðèè íåëèíåéíûõ äèñêðåòíûõñèñòåì // Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. � Óëüÿíîâñê. � 2009. � Óë�ÒÓ. �Ñ. 89�103.



ÆóðàâëåâÂ.Ì., ÊîðíèëîâÄ.À. 133ÓÄÊ 517.958ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÒÎ×ÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉËÈÓÂÈËËß Â ÌÍÎ�ÎÌÅ�ÍÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕÌÅÒÎÄÎÌ ÏÎ��ÓÆÅÍÈß Â �ÀÑØÈ�ÅÍÍÎÅÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎÆóðàâëåâÂ.Ì.1, ÊîðíèëîâÄ.À.2Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êëàññîâ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèéËèóâèëëÿ è ìåòîäàì èõ ïîñòðîåíèÿ. Óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó�÷àåì áîëåå îáùåãî êëàññà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Êëåéíà��îðäîíà. Ýòè óðàâíåíèÿèãðàþò âàæíóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè. Â ÷àñòíîñòè,ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè íà ïëîñêîñòè â öåëîì îïèñûâàþòñÿ âñå�âîçìîæíûìè íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè Êëåéíà��îðäîíà, íî ÿâíûå ðåøåíèÿ äëÿòàêèõ òå÷åíèé óäàåòñÿ ïîëó÷èòü â îñíîâíîì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùååóðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè òîêà ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ [1℄. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿòåì, ÷òî ñðåäè óðàâíåíèé Êëåéíà��îðäîíà óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ âûäåëÿåòñÿ ïîâû�øåííîé âíóòðåííåé ñèììåòðèåé. Ýòî äåëàåò óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ èíòåðåñíûì îáú�åêòîì â ðÿäå äðóãèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè, íàïðèìåð, âêâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ è òåîðèè ãðàâèòàöèè, ãäå ïîëó÷åíèå òî÷íûõ ðåøåíèé ÿâëÿåò�ñÿ âàæíûì �àêòîðîì âûÿñíåíèÿ ñâîéñòâ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ýòîì ïëàíå ìîæíîîòìåòèòü è èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ ýòîãî óðàâíåíèÿ â çàäà÷àõ àâòîâîëíîâûõ ïðîöåñ�ñîâ [2, 3℄. Ýòî óðàâíåíèå òåñíî ñâÿçàíî è ñ òàêèìè ðàçäåëàìè �èçèêè, êàê òåîðèÿãðàâèòàöèè, òåîðèÿ ïîëÿ è ò.ä. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî ïðèìåðà ïðèâåäåì ðàáî�òó [4℄, â êîòîðîé ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ îïèñûâàåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííàÿäèíàìèêà ãðàâèòàöèîííîãî è ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëåé Âñåëåííîé, çàïîëíåííîé çà�ðÿæåííîé æèäêîñòüþ. Óêàæåì òàêæå íà ðàáîòû [5�8℄, â êîòîðûõ áûëà ïðîñëåæåíàâçàèìîñâÿçü óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ ñ ðÿäîì óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè è, â÷àñòíîñòè, ñ äè��óçèîííûìè íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè òåîðèè àâòîâîëí. Â ðàáîòå[9℄ ðàññìàòðèâàëàñü âçàèìîñâÿçü óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ è äâóìåðèçîâàííûõ öåïî÷åêÒîäû.Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå áóäóò óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ(ÓË) (ñ îïåðàòîðàìè Ëàïëàñà (ÓË-Ë) è Ä'Àëàìáåðà)), èìåþùèå âèä
∆Φ = Ω0 exp{−2Φ}, �Φ = Ω0 exp{−2Φ}, (1)ãäå Ω0 � âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïðè ýòîì îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èÄ'Àëàìáåðà êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ÓË, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèþ Ω0 = 0. Ýòî ïîç�âîëÿåò êëàññû ðåøåíèé óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ä'Àëàìáåðà îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþñïåöèàëüíûõ êëàññîâ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ.Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò âîçìîæíîñòü âíåäèàãîíàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòî�ðîâ Ëàïëàñà è Ä'Àëàìáåðà [5, 10℄, ïðè êîòîðûõ îíè èìåþò âèä ñóììû ñìåøàííûõ1Æóðàâëåâ Âèêòîð Ìèõàéëîâè÷ (zhvitorm�gmail.om), Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð�ñèòåò, 442900, �îññèÿ, ã. Óëüÿíîâñê, óë. Ëüâà Òîëñòîãî, 42.2Êîðíèëîâ Äìèòðèé Àëåêñàíäðîâè÷ (kda75�mail.ru), Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè�òåò, �èëèàë â ã.Äèìèòðîâãðàäå, 433507, �îññèÿ, Óëüÿíîâñêàÿ îáë., ã.Äèìèòðîâãðàä, ïðîñïåêò Äè�ìèòðîâà, 4.
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∆ = ε1

∂2

∂x21
+ . . .+ εn

∂2

∂x2n
=

N∑

i<j

γij
∂2

∂zi∂zj
. (2)Çäåñü d� ðàçìåðíîñòü êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà Rd, íà êîòîðîì îïðåäåëåí îïå�ðàòîð Ëàïëàñà èëè Ä'Àëàìáåðà,

εα = ±1, α = 1, . . . , d, zi =
d∑

α=1

a(i)α xα, i = 1, . . . , N,à a(i)α � êîý��èöèåíòû íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò x ∈ Rd âêîîðäèíàòû z ∈ CN : Rd ξ→ CN , âîîáùå ãîâîðÿ êîìïëåêñíîãî, êîîðäèíàòíîãî ïðî�ñòðàíñòâà CN ðàçìåðíîñòè N (d ≤ N), γij ìàòðèöà ïîñòîÿííûõ êîý��èöèåíòîâ ñíóëåâîé äèàãîíàëüþ γii = 0, i = 1, . . . , N .Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ñëåäóÿ äàííîìó ìåòîäó, ïîñòðîåíû è èçó÷åíû ñâîéñòâà ðàç�ëè÷íûõ òî÷íûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ, à òàêæå ïðîâåäåíà èõ êëàññè�èêàöèÿ�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ôåäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû �Íàó÷íûå èíàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè� íà 2009�2013 ãã.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì. ÏÌÌ. � 58. � �6. � 61. � 1994.[2℄ ËåçíîâÀ.Í., ÑàâåëüåâÌ.Â. �ðóïïîâûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ äè�íàìè÷åñêèõ ñèñòåì. � Ì.: Íàóêà, 1985. � 279 .[3℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì. ÆÝÒÔ. � 1996. � Ò. 110. � �6. � C. 910�929.[4℄ ZhuravlevV.M., KornilovD.A. Latent mass e�et in an inhomogeneous osmo-logialmodel with a self-interating salar �eld and a perfet �uid. � Grav.& Cosm. � 5. ��4. � P. 325�328 (1999).[5℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì. ÒÌÔ. � 1999. � 120. � �1. � P. 1�19.[6℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì. Ïèñüìà â ÆÝÒÔ. � 65. � �3. � 285(1997).[7℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì., ÆÝÒÔ. � 1998. � 114. � �5.[8℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì. Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íåëèíåéíîé äè��óçèè â äâóìåðíîìêîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå // ÒÌÔ. � 2000. � Ò. 124. � �2. � Ñ. 265�278.[9℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì. Êâàäðàòè÷íûå �îðìû è òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâóìåðè�çîâàííûõ öåïî÷åê Òîäû // Ó÷åíûå çàïèñêè Óë�Ó, ñåð. �èçè÷åñêàÿ. � 2000. ��2(9). � C. 3�11.[10℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì., ÊîðíèëîâÄ.À. Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â ðàñøèðåííîå êîìïëåêñíîåïðîñòðàíñòâî è ý��åêòèâèçàöèÿ âû÷èñëåíèé òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ëè�óâèëëÿ â ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ // Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû òåîðåòè÷å�ñêîé �èçèêè. Ñáîðíèê ñòàòåé. � Óëüÿíîâñê: Óë�Ó, 2007. � Ñ. 129�147.



Èïàòîâ Å.Á. 135ÓÄÊ 621.396ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÑÒ�ÓÊÒÓ�Û �ÀÄÈÎÑÈ�ÍÀËÎÂÂ ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ ÈÎÍÎÑÔÅ�Å ÇÅÌËÈÈïàòîâÅ.Á.1Ýëåêòðîìàãíèòíûé èìïóëüñ, ïðîøåäøèé ÷åðåç èîíîñ�åðó, íåñåò èí�îðìàöèþ,êàê î ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðå èîíîñ�åðû, òàê è î åå âîçìóùåíèÿõ. Îäíàêî ñëîæ�íîñòü âûäåëåíèÿ ýòîé èí�îðìàöèè èç îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèãíàëà: åãî �îðìûè ñïåêòðà� ÷ðåçâû÷àéíî âåëèêà, ïîñêîëüêó ìû âñåãäà èìååì äåëî ñ èíòåãðàëüíûìý��åêòîì, �îðìèðóåìûì â ïðîòÿæåííîé, ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíîé, íåñòàöèî�íàðíîé, äèñïåðãèðóþùåé ñðåäå. Ïðàêòè÷åñêè åäèíñòâåííûì ìåòîäîì, ïîçâîëÿþùèìâûäåëèòü ý��åêòû ðàçëè÷íîãî ïëàíà, îñòàåòñÿ ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèåðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäèîñèãíàëîâ, ìàêñèìàëüíî ó÷èòûâàþùåå âîçìîæíûå ðàäèî�è�çè÷åñêèå ý��åêòû íà òðàññå ðàñïðîñòðàíåíèÿ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ìåòîä êîìïëåêñíîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñòðóêòóðû ðàäèîñèãíàëîâ, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â íåîä�íîðîäíîé èîíîñ�åðíîé ïëàçìå. Ïðè çàäàíèè ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû ïëàçìûèñïîëüçîâàíà ãëîáàëüíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîé âîññòà�íîâëåíû ïî èîíîãðàììàì âåðòèêàëüíîãî çîíäèðîâàíèÿ. Îïðåäåëåíû ñïåêòðàëüíûå,âðåìåííûå è ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé êàê â ðåãóëÿðíûõ îäíîðîäíûõîáëàñòÿõ, òàê è â îáëàñòÿõ ìíîãîëó÷åâîñòè è �îêóñèðîâêè.Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â èîíîñ�åðíîé ïëàçìå áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ ìàãíèòíîãîïîëÿ Çåìëè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèå Êëåéíà��îðäîíà [1, 2℄:
∆Ũ − 1

c2
∂2Ũ

∂t2
=
ω2
p(r)
c2

Ũ , (1)ãäå c� ñêîðîñòü ñâåòà; ωp = ωp(r)�ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà (êðóãîâàÿ); t� âðåìÿ, r�ðàäèóñ-âåêòîð òåêóùåé òî÷êè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò; Ũ(r, t) = A(r)S(t)�àìïëèòóäà ïîëÿ.Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå
U(r, ω) = ∞∫

−∞

Ũ(r, t) exp(−iωt)dtê óðàâíåíèþ (1), ïîëó÷àåì äëÿ Ôóðüå-êîìïîíåíòû óðàâíåíèå �åëüìãîëüöà [3, 4℄:
[∆ + k20n

2(r, ω)]U(r, ω) = 0 (2)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
U |Ω = A(a, b) exp(ik0|r|)F (ω). (3)Çäåñü k0 = ω/c; n(r, ω)� ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ, çàâèñÿöèé îò ïðîñòðàíñòâåííûõêîîðäèíàò r è ÷àñòîòû âîëíû ω, F (ω)�Ôóðüå-îáðàç èñõîäíîãî ñèãíàëà S(t), ïîâåðõ�íîñòü Ω = {(x2 + y2 + z2)1/2 = R0}, a, b�óãëîâûå êîîðäèíàòû íà ñ�åðå ðàäèóñà R0,1Èïàòîâ Åâãåíèé Áîðèñîâè÷ (ipatoveb�mail.ru), Ìîñêîâñêèé �èçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (ãî�ñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò), 141700, �îññèÿ, ã. Äîëãîïðóäíûé Ìîñêîâñêîé îáë., Èíñòèòóòñêèéïåð., 9.



136 Ìîäåëèðîâàíèå ñòðóêòóðû ðàäèîñèãíàëîâ â íåîäíîðîäíîé èîíîñ�åðå çåìëè
A(a, b)�êîý��èöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé àìïëèòóäó è äèàãðàììó íàïðàâëåííîñòèèçëó÷åíèÿ èñòî÷íèêà. Çíà÷åíèå R0 âûáèðàåòñÿ òàêèì, ÷òîáû U |Ω ïðåäñòàâëÿëà ñî�áîé àìïëèòóäó ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî âîëíîâîãî ïîëÿ â äàëüíåé çîíå èñòî÷íèêà äëÿâñåãî ñïåêòðà �óíêöèè S(t). Â ðàñ÷åòàõ ïîëàãàëîñü, ÷òî R0 ðàâíÿåòñÿ 1 êì.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (2)�(3) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êàíîíè�÷åñêîãî îïåðàòîðà Ìàñëîâà [5, 6, 7, 8℄, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó ê ðåøåíèþãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû èç øåñòè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿêîîðäèíàò x, y, z è ÷èñåë kx, ky, kz

dx

dl
= kx,

dkx
dl

=
1

2

∂n2(x, y, z)

∂x
,

dy

dl
= ky,

dky
dl

=
1

2

∂n2(x, y, z)

∂y
,

dz

dl
= kz ,

dkz
dl

=
1

2

∂n2(x, y, z)

∂zñ íà÷àëüíûìè äàííûìè Êîøè
x|l=0 = 0, kx|l=0 = cos a sin b,

y|l=0 = 0, ky|l=0 = sina cos b,

z|l=0 = 0, kz|l=0 = sin b.Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïðî�èëÿ ýëåêòðîííîé êîíöåíòðàöèè, óñðåäíåííîé êàê ïîâðåìåíè ñíÿòèÿ èîíîãðàììû, òàê è ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì èñïîëüçóåòñÿìåòîä [9℄, îñíîâàííûé íà êðèòåðèè χ2.�àñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìîâ äåëàåòâîçìîæíûì ïðèìåíÿòü èõ äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷, êàê ðàñïðîñòðàíåíèå øèðîêî�ïîëîñíûõ è ñâåõøèðîêîïîëîñíûõ ñèãíàëîâ, �îðìèðîâàíèå ïîëåé áëèæíåé çîíû âíåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ, äèàãíîñòèêà èîíîñ�åðíîé ïëàçìû èìïóëüñàìè ñïåöèàëüíîé�îðìû.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàä�ðû èííîâàöèîííîé �îññèè� íà 2009�2013 ãîäû.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÊðþêîâñêèéÀ.Ñ., ËóêèíÄ.Ñ. Êðàåâûå è óãëîâûå êàòàñòðî�û â ðàâíîìåðíîéãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèè. � Ì.: ÌÔÒÈ, 1999. 86 .[2℄ �èíçáóðãÂ.Ë. �àñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ïëàçìå. � Ì.: Íàóêà,1967. � 550 ñ.[3℄ ËóêèíÄ.Ñ., ÑïèðèäîíîâÞ.�. Ëó÷åâîå ïðèáëèæåíèå è âîïðîñû ðàñïðîñòðàíåíèÿðàäèîâîëí. � Ì.: Ìûñëü, 1971. � 265 ñ.[4℄ ÄýâèñÊ. �àäèîâîëíû â èîíîñ�åðå. � Ì.: Ìèð, 1973. � 502 ñ.[5℄ ÌàñëîâÂ.Ï. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé è àñèìòîòè÷åñêèå ìåòîäû. � Ì.: Ì�Ó, 1965. �553 ñ.[6℄ ÌàñëîâÂ.Ï., ÔåäîðþêÌ.Â. Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ óðàâíåíèéêâàíòîâîé ìåõàíèêè. � Ì.: Íàóêà, 1976. � 296 ñ.[7℄ ÈïàòîâÅ.Á., ËóêèíÄ.Ñ., ÏàëêèíÅ.À. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà êàíîíè÷å�ñêîãî îïåðàòîðà Ìàñëîâà â çàäà÷àõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîðîòêèõ ðàäèîâîëí â èîíî�ñ�åðå Çåìëè // Èçâ. ÂÓÇîâ. �àäèî�èçèêà. � 1990. � Ò. 33. � �5. � Ñ. 562�573.



Èïàòîâ Å.Á. 137[8℄ IpatovE.B., LukinD.S., PalkinE.A. Maslov anoni operator in problems ofnumerial simulation of di�ration and propagation waves in inhomogeneous media //Sov. J. of Numer. Anal. and Math. Mod. � 1990. � V. 5. � No. 6. � P. 465�488.[9℄ ÈïàòîâÅ.Á., �ëóøíåâÑ.Ô., ×èâèëåâÂ.È., ÏàëêèíÅ.À. Ìîäåëèðîâàíèå äèñïåð�ñèîííûõ ý��åêòîâ ðàäèîñèãíàëîâ â íåîäíîðîäíîé èîíîñ�åðå Çåìëè // �àäèî�òåõíèêà è ýëåêòðîíèêà. � 2003. � Ò. 48. � �12. � Ñ. 1436�1442.



138 �àçðåøèìîñòü ñîâìåñòíîé ìîäåëè àòìîñ�åðû è îêåàíàÓÄÊ 517.958:532.5�ÀÇ�ÅØÈÌÎÑÒÜ ÑÎÂÌÅÑÒÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÀÒÌÎÑÔÅ�ÛÈ ÎÊÅÀÍÀÈïàòîâàÂ.Ì.1�àçðåøèìîñòü ñîâìåñòíîé ìîäåëè àòìîñ�åðû è îêåàíà èññëåäîâàëàñü â [1�3℄, íîïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü âîçäóõà è âîäû ðàâíÿåòñÿ íó�ëþ íà ãðàíèöå ñîïðèêîñíîâåíèÿ äâóõ ñðåä, è âîçâûøåíèå óðîâíÿ ïîâåðõíîñòè îêåàíàíå ó÷èòûâàëîñü ïðè çàïèñè óðàâíåíèé ìîäåëè, ê òîìó æå ïëîòíîñòü âîäû ñ÷èòàëàñüëèíåéíîé �óíêöèåé òåìïåðàòóðû è ñîëåíîñòè. Ïîäîáíûå äîïóùåíèÿ íå èñïîëüçóþò�ñÿ â ñîâðåìåííûõ ÷èñëåííûõ ìîäåëÿõ [4�6℄. Êðîìå òîãî, îíè íåïðèåìëåìû äëÿ öåëåéàññèìèëÿöèè äàííûõ, ïîñêîëüêó âîçâûøåíèå óðîâíÿ ïîâåðõíîñòè îêåàíà ÿâëÿåòñÿîäíîé èç ðåàëüíî íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí. Ìîäåëü òåðìîäèíàìèêè îêåàíà ñ óñëîâèåìñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè èçó÷àëàñü â [7, 8℄ äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè è â [9, 10℄äëÿ ñëó÷àÿ íåïðåðûâíîé ïî Ëèïøèöó ïëîòíîñòè âîäû.Äàëåå áóäåì îòìå÷àòü âåðõíèìè èíäåêñàìè a è s âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê àòìî�ñ�åðå è ê îêåàíó ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü Ω�îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå ñ�åðû ðàäè�óñà R ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé, (x, y, r)� ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, x ∈ [0, 2π)�äîëãîòà, y ∈ [−π/2;π/2]�øèðîòà,z = r − R, H(x, y)�ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâ�íî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ, çàäàþùàÿ ðåëüå� äíà, Qa = Ω × (0, Rmax), Qs =
= {(x, y) ∈ Ω, 0 < z < −H(x, y)}, t ∈ (0, t1), t1 < ∞, u = (u, v)� âåêòîð �ãîðèçîí�òàëüíîé� ñêîðîñòè, w� âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü, U = (u, w), T � òåìïåðàòóðà, P �äàâëåíèå, ρ�ïëîòíîñòü, q�óäåëüíîå âëàãîñîäåðæàíèå âîçäóõà, S � ñîëåíîñòü âî�äû, ξ �âîçâûøåíèå óðîâíÿ ïîâåðõíîñòè îêåàíà îòíîñèòåëüíî íåâîçìóùåííîãî ñî�ñòîÿíèÿ z = 0, dt = ∂t + U · ∇3, A = −µ△− ν∂2zz , B(u) =

(
0 −fc
fc 0

), fc = l + u tg y,
l = 2ω sin y�ïàðàìåòð Êîðèîëèñà.Â îáëàñòè Ga = Qa × (0, t1) ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ àòìîñ�åðû

datu
a + (Aa +B(ua))ua +

1

ρa
∇P a = fa,

Div Ua = 0,
∂zP

a = −gρa,
P a = RρaT a,

dat T
a +Aa

TT
a − RT a

P acp
datP

a = fa
T ,

dat q +Aqq = fq,à â îáëàñòè Gs = Qs × (0, t1) ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ îêåàíà
dstu

s + (As +B(us))us +
1

ρ0
∇P s = fs,

Div Us = 0,
∂zP

s = −gρs,
dstT

s +As
TT

s = f s
T ,

dstS +ASS = fS,
ρs = ρ(T s, S),1Èïàòîâà Âàëåíòèíà Ìèõàéëîâíà (ipatval�mail.ru), Ìîñêîâñêèé �èçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò(ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò), 141700, �îññèÿ, ã. Äîëãîïðóäíûé Ìîñêîâñêîé îáë., Èíñòèòóòñêèéïåð., 9.



ÈïàòîâàÂ.Ì. 139ãäå ρ(T, S)� çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ ïî Ëèïøèöó �óíêöèÿ,
|ρ(T1, S1)− ρ(T2, S2)| ≤ L

√
(T1 − T2)2 + (S1 − S2)2 ∀T1, T2, S1, S2 ∈ R.Ïðè z = 0 ñòàâèòñÿ óñëîâèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ws = ∂tξ − Qw, ãäå Qw �ïîòîê âëàãè â îêåàí. Îñòàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò [1, 7℄.Îñíîâíûå ðàçëè÷èÿ â çàïèñè óðàâíåíèé ìîäåëè àòìîñ�åðû è îêåàíà îáóñëîâëåíûñâîéñòâàìè ñæèìàåìîñòè ãàçà è íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè. Óðàâíåíèÿ àòìîñ�åðûóïðîùàþòñÿ ïóòåì ïåðåõîäà ê P -ñèñòåìå êîîðäèíàò [11, 12℄, òî åñòü ê íåçàâèñèìûìïåðåìåííûì (x, y, P a, t), ãäå P a ∈ [Ps, Pmin].Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè îêåàíà ïðè z = 0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå P s =

= Ps + gρ0ξ. Äîêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñîâìåñòíîéìîäåëè â êëàññå ñëàáûõ ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíîìó ýíåðãåòè÷å�ñêîìó íåðàâåíñòâó.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàä�ðû èííîâàöèîííîé �îññèè� íà 2009�2013 ãîäû.Ëèòåðàòóðà[1℄ Lions J.-L., TemamR., Wang S. Mathematial theory for the oupled atmosphere�oean models (CAO III) // J. Math. Pures Appl. � 1995. � No. 74. P. 105�163.[2℄ TemamR. ZianeM. Some mathematial problems in geophysial �uid dynamis //Handbook of Mathematial Fluid Dynamis. � Amsterdam: Elsevier, 2004. � V. 3.[3℄ PetuM., TemamR.M., ZianeM. Some mathematial problems in geophysial �uiddynamis // Handbook of numerial analysis. Speial volume: ComputationalMethods for the Atmosphere and the Oeans. � Amsterdam: Elsevier, 2009. � V. 14. �P. 577�750.[4℄ Russell G.L., Miller J.R., RindD. A oupled atmosphere-oean model for transientlimate hange studies // Atmosphere-oean. � 1995. � V. 33. � No. 4. � P. 683�730.[5℄ YuY., ZhangZ., GuoY. Global oupled oean-atmosphere general irulationmodels in LASG/IAP // Adv. Atmos. Si. � 2004. � V. 21. � P. 444�455.[6℄ ÂîëîäèíÅ.Ì., ÄèàíñêèéÍ.À. Ìîäåëèðîâàíèå èçìåíåíèé êëèìàòà â XX�XXIIñòîëåòèÿõ ñ ïîìîùüþ ñîâìåñòíîé ìîäåëè îáùåé öèðêóëÿöèè àòìîñ�åðû è îêå�àíà // Èçâåñòèÿ �ÀÍ. Ôèçèêà àòìîñ�åðû è îêåàíà. � 2006. � Ò. 42. � �3. �C. 291�306.[7℄ ÀãîøêîâÂ.È., ÈïàòîâàÂ.Ì. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ òðåõìåðíîé ìîäåëèäèíàìèêè îêåàíà è çàäà÷è àññèìèëÿöèè äàííûõ // ÄÀÍ. � 2007. � Ò. 412. � �2.Ñ. 151�153.[8℄ ÀãîøêîâÂ.È., ÈïàòîâàÂ.Ì. �àçðåøèìîñòü çàäà÷è óñâîåíèÿ äàííûõ íàáëþäå�íèé â òðåõìåðíîé ìîäåëè äèíàìèêè îêåàíà // Äè��. óðàâíåíèÿ. � 2007. �Ò. 43. � �8. � Ñ. 1064�1075.[9℄ IpatovaV.M. Solvability of the oean hydrothermodynamis problem under a non-linear state equation // Russ. J. Numer. Anal. Math. Modelling. � 2008. � V. 23. �No. 2. � P. 185�195.[10℄ Èïàòîâà Â.Ì. Çàäà÷è àññèìèëÿöèè äàííûõ äëÿ îñíîâíûõ óðàâíåíèé òåðìîäèíà�ìèêè îêåàíà ñ íåïðåðûâíîé ïî Ëèïøèöó ïëîòíîñòüþ // Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû�óíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè. Ñáîðíèê íàó÷íûõ òðóäîâ. � Ì.:ÌÔÒÈ, 2008. � C. 56�79.



140 �àçðåøèìîñòü ñîâìåñòíîé ìîäåëè àòìîñ�åðû è îêåàíà[11℄ Ìàð÷óê�.È. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ äèíàìèêè àòìîñ�åðû è îêåàíà. � Ë.:�èäðîìåòåîèçäàò, 1974. � 357 ñ.[12℄ ÈïàòîâàÂ.Ì. Íåêîòîðûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ñîâìåñòíîé ìîäåëè àòìîñ�åðûè îêåàíà // Àëüìàíàõ ñîâðåì. íàóêè è îáðàç. � Òàìáîâ: �ðàìîòà, 2009. � �6. �C. 70�74.



Èñëàìîâ�.�. 141ÓÄÊ 517.984 ÑÂÎÉÑÒÂÀ Ï�ÎÅÊÖÈÈÊÂÀÍÒÎÂÎ-ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎ�Î ÎÁÚÅÊÒÀÈñëàìîâ�.�.1Ñâîéñòâà ìèêðîìèðà, îáíàðóæèâàåìûå íàáëþäàòåëåì, ïðîÿâëÿþòñÿ â ìàêðîìè�ðå ÷åðåç åãî âçàèìîäåéñòâèå ñ ïðèáîðîì [1℄. Ïðèáîð ñîçäàåò èí�îðìàöèîííóþ êàð�òèíó ìèêðîîáúåêòà êàê åãî ïðîåêöèþ íà ìàêðîìèð. Ïîýòîìó ïðè �îðìàëüíîì îïè�ñàíèè ïîâåäåíèÿ ìèêðîîáúåêòà ñ íèì ñâÿçûâàþò ñèñòåìó àáñòðàêòíûõ ìàòåìàòè�÷åñêèõ ïîíÿòèé: ñîñòîÿíèå îáúåêòà, àëãåáðó íàáëþäàåìûõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè èóðàâíåíèÿ äèíàìèêè â �îðìå �åéçåíáåðãà, ëèáî Øðåäèíãåðà [2℄. Ñîãëàñíî ïîäõîäóØðåäèíãåðà, ïðè îïèñàíèè äèíàìèêè ìèêðî÷àñòèöû ïîñðåäñòâîì âîëíîâîé �óíê�öèè ψ(t) ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé B, íåîáõîäèìî çà�äàòü ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð H : B → B ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
D(H) ⊂ B. Ýòîò îïåðàòîð, íàçûâàåìûé ãàìèëüòîíèàíîì, ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ýíåð�ãèþ ìèêðî÷àñòèöû ÷åðåç êâàäðàòè÷íóþ �îðìó (Hψ(t), ψ(t)) êàê �óíêöèþ âðåìåíè
t. Â ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿõ ψ(t) = e−iνtϕ, ϕ ∈ B ýíåðãèÿ E = ~ν ïîñòîÿííà è ðàâ�íà ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ íîðìèðîâàííîé ñîáñòâåííîé �óíêöèè ϕ ãàìèëüòîíèàíà
H : Hϕ = Eϕ. Êàê ìû âèäèì, ýíåðãåòè÷åñêèé è ÷àñòîòíûé ñïåêòð ìèêðî÷àñòèö ñâÿ�çàíû �îðìóëîé Ïëàíêà�Ýéíøòåéíà�äå-ÁðîéëÿE = ~ν, ãäå ~ = 1, 05 · 10−27ýðã · ñåê� ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà. Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ìèêðîîáúåêòà ψ(t) îïèñûâàåò äåòåðìèíè�ðîâàííûé ïðîöåññ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé B. Ñ èí�îðìàöèîííîéêàðòèíîé ìèêðîîáúåêòà ìû ñâÿçûâàåì ïðîåêöèþ ξ(t) = Qψ(t) âîëíîâîé �óíêöèè,ãäå Q : B → B åñòü ïðîåêòîð (â îáùåì ñëó÷àå íå îðòîãîíàëüíûé), êîòîðûé ñî�ãëàñîâàí ñ ãàìèëüòîíèàíîì óñëîâèåì èíâàðèàíòíîñòè QHQ = QH â îáëàñòè îïðå�äåëåíèÿ D(H). �èïîòåòè÷åñêèé îáúåêò, îòâå÷àþùèé ïðîåêöèè ξ(t), ìû íàçûâàåìïñåâäî÷àñòèöåé. Îòìå÷åííûé âûøå çàìå÷àòåëüíûé �àêò î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòèäâóõ âèäîâ ñïåêòðà íå èìååò ìåñòà äëÿ ïñåâäî÷àñòèö. �àñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî çàñ÷åò íåçíà÷èòåëüíûõ èçìåíåíèé â ýíåðãåòè÷åñêîì ñïåêòðå ïñåâäî÷àñòèöû ìîæíîïîëó÷èòü ñèëüíûå ñäâèãè â åå ÷àñòîòíîì ñïåêòðå. Òàêîå ñâîéñòâî ïñåâäî÷àñòèö ïîç�âîëÿåò ñîçäàòü íîâûé òèï èí�îðìàöèîííûõ ïðîöåññîâ, ÷àñòîòà èçìåíåíèÿ êîòîðûõíå çàâèñèò ëèíåéíî îò çàòðà÷èâàåìîé ýíåðãèè. Ýòî ñíèìàåò ïðîáëåìó �òåïëîâîãîáàðüåðà�, èìåþùåãî ìåñòî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìèêðî÷àñòèö ñ âûñîêîé ýíåðãèåé äëÿìîäåëèðîâàíèÿ èí�îðìàöèîííûõ ïðîöåññîâ. Òåì ñàìûì îòêðûâàåòñÿ ïðÿìîé ïóòüñîçäàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè óíèêàëüíûõ ñâîéñòâïñåâäî÷àñòèö. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè äèíàìèêè òàêèõ îáúåêòîâ çàëîæåíûâ èçâåñòíîì òðóäå Äæ.�îí-Íåéìàíà [3℄. Ïñåâäî÷àñòèöû ñ óíèêàëüíûìè ñâîéñòâàìèïîÿâëÿþòñÿ ïðè íåñàìîñîïðÿæåííûõ âîçìóùåíèÿõ ãàìèëüòîíèàíà ïîòåíöèàëüíîãîïîëÿ, äåéñòâóþùåãî íà ìèêðî÷àñòèöó. Ýòî áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [4�6℄.Â ðàáîòå[6℄ óñòàíîâëåíî, ÷òî êàæäîìó ïðîåêòîðó Q : B → B, óäîâëåòâîðÿþùåìó â îáëàñòèîïðåäåëåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà óñëîâèþ èíâàðèàíòíîñòè, îòâå÷àåò ðàçðåøèìîå îòíîñè�òåëüíî K ëèíåéíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå HQ − QH = KQ. Ïðè ýòîì ïðîåêöèÿ
ξ(t) = Qψ(t) âîëíîâîé �óíêöèè ψ(t) óäîâëåòâîðÿåò âîçìóùåííîìó óðàâíåíèþ Øðå�äèíãåðà i~ξ(t) = (H −K)ξ(t), t > 0. Êðîìå òîãî, åñëè P = I −Q (I � òîæäåñòâåííûé1Èñëàìîâ �àëèìçÿí �àçèçîâè÷ (ggislamov�udm.net), Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,426032, �îññèÿ, ã. Èæåâñê, óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 1.



142 Ñâîéñòâà ïðîåêöèè êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîãî îáúåêòàîïåðàòîð) êîíå÷íîìåðåí, òî K òàêæå áóäåò êîíå÷íîìåðíûì îïåðàòîðîì. Âñÿêîå ðå�øåíèå ξ(t) âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, äëÿ êîòîðîãî êâàäðàòè÷íàÿ �îð�ìà ((H −K)ξ(t), ξ(t)) âåùåñòâåííà ïðè ëþáîì t > 0, íàçûâàåòñÿ ïñåâäîâîëíîâîé�óíêöèåé. Ýòà �óíêöèÿ îïèñûâàåò äèíàìèêó ïñåâäî÷àñòèöû, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ âïîòåíöèàëüíîì ïîëå âîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà H − ReK è âèõðåâîì ïîëå êîì�ïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà ImK.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÌàðêîâÌ.À. Î òðåõ èíòåðïðåòàöèÿõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè: îá îáðàçîâàíèè ïîíÿ�òèÿ îáúåêòèâíîé ðåàëüíîñòè â ÷åëîâå÷åñêîé ïðàêòèêå. Èçä. 2�å. � Ì.: Êíèæíûéäîì �Ëèáðîêîì�, 2010. � 112 ñ.[2℄ ÔàääååâË.Ä., ßêóáîâñêèé Î.À. Ëåêöèè ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå äëÿ ñòóäåíòîâ�ìàòåìàòèêîâ. � Èæåâñê: ÍÈÖ ��ÕÄ�, 2001. � 256 ñ.[3℄ Ôîí Íåéìàí. Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû êâàíòîâîé ìåõàíèêè. � Ì.: Íàóêà, 1964. �368 ñ.[4℄ Èñëàìîâ�.�. Îá îäíîì îáîáùåíèè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà // Ìåæäóíàðîäíàÿíàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ �75 ëåò âûñøåìó îáðàçîâàíèþ â Óäìóðòèè�: ìàòåðèàëûêîí�. / Óäìóðò. ãîñ. óí-ò. � Èæåâñê, 2006. � ×. 2: Åñòåñòâåííûå íàóêè. � Ñ. 5�6.[5℄ Èñëàìîâ�.�. Êâàíòîâûé îñöèëëÿòîð â âèõðåâûõ ïîëÿõ // Ìàòåðèàëû ìåæäóíà�ðîäíîé êîí�åðåíöèè �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èõ ïðè�ëîæåíèé� (Ìîñêâà, Ì�Ó, 30 ìàðòà � 2 àïðåëÿ 2009 ã.). � Ì.: Èçä-âî �Óíèâåðñè�òåòñêàÿ êíèãà�, 2009. � C. 153�154.[6℄ Èñëàìîâ�.�. �àñ÷åò âèõðåâûõ ïîëåé ìèíèìàëüíîãî ðàíãà äëÿ êâàíòîâîãî îñöèë�ëÿòîðà // Ìàòåðèàëû 9-îé ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè-ñåìèíàðà �Âûñîêîïðî�èçâîäèòåëüíûå ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ íà êëàñòåðíûõ ñèñòåìàõ� (Âëàäèìèð,Â�Ó, 2�3 íîÿáðÿ 2009 ã.). � Âëàäèìèð, 2009. � Ñ. 190�194.



Èñìàãèëîâà�.�. 143ÓÄÊ 517.9ÑÈÑÒÅÌÀ ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÀÁÅËßÈñìàãèëîâà�.�.1Ñóùåñòâóåò öåëûé ðÿä îáîáùåíèé îïåðàòîðà äðîáíîãî èíòåãðîäè��åðåíöèðî�âàíèÿ. Â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ, ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà �óíê�öèè ìàòðèö, êàñàþùèåñÿ îïåðàòîðîâ äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è äè��åðåíöèðî�âàíèÿ �èìàíà�Ëèóâèëëÿ íà ñëó÷àé ìàòðè÷íîãî èíòåãðîäè��åðåíöèðîâàíèÿ. Ñðå�äè ïðèëîæåíèé äðîáíîãî èíòåãðîäè��åðåíöèðîâàíèÿ îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò âîïðîñïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé àáåëåâñêîãî òèïà. Ââåäåííûé â ðàáîòàõ[1, 2℄ ìàòðè÷íûé èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîçâîëåò ïîäîéòè ê âîïðî�ñó î ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû îáîáùåííûõ óðàâíåíèé Àáåëÿ (ñîîòâåòñòâåííî ê ñìå�øàííûì çàäà÷àì òåîðèè óïðóãîñòè). �åçóëüòàòû ðàáîòû ïåðåñåêàþòñÿ ñ ðàáîòàìèM.Lowengrub, J.Walton [3℄ è È.Ë.Âàñèëüåâà [4℄. Ìàòðè÷íîå èíòåãðîäè��åðåíöèðî�âàíèå ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü çàäà÷è äëÿ áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ ñèñòåì èíòåãðî�äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî ïðèìåíèìîñòü ìàòðè÷íîãî èíòåãðàëà è ìàò�ðè÷íîé ïðîèçâîäíîé ïðè ðåøåíèè ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â äðîáíûõïðîèçâîäíûõ èçó÷åíà î÷åíü ìàëî.Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí âàðèàíò ïîëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà A è
B ïîñòîÿííûå êîììóòàòèâíûå ìàòðèöû. Ââåäåí êëàññ âåêòîð-�óíêöèé ACn, ãäå
n�ìóëüòèèíäåêñ, íåîáõîäèìûé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ñâîéñòâ, ïðåäñòàâëåí�íûõ â äîêëàäå. Â ðàáîòå èññëåäîâàíî äðîáíîå èíòåãðèðîâàíèå è äè��åðåíöèðîâà�íèå ìàòðè÷íîãî ïîðÿäêà êàê âçàèìíî îáðàòíûå îïåðàöèè. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà îêîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ ìàòðè÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è äè��åðåíöèðîâàíèÿ,êîòîðàÿñîäåðæèò |n| äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, è òåîðåìà, çàäàþùàÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿðàçðåøèìîñòè ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Àáåëÿ.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÀíäðååâÀ.À. Íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îäíîé ìîäåëüíîé âûðîæäàþùåé�ñÿ ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà // Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè�å÷ñêîé �èçèêè. � Êóéáûøåâ: Êóéáûø. ãîñ. ïåä. èí-ò, 1990. � C. 3�7.[2℄ Èñìàãèëîâà�.�. Ñèñòåìà îáîáùåííûõ óðàâíåíèé òèïà Àáåëÿ äëÿ ñìåøàííîé çà�äà÷è òåîðèè óïðóãîñòè // Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé �è�çèêå è åå ïðèëîæåíèÿì. � 2008. � C. 82�83.[3℄ LowengrubM., Walton J. Systems of generalized Abel equations // SAIAMJ.Math.Anal. � 1979. � V. 10. � No. 4. � P. 749�807.[4℄ ÂàñèëüåâàÈ.Ë. Î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Àáåëÿ ñ ïîñòîÿí�íûìè êîý��èöèåíòàìè // Äîêëàäû ÀÍ ÁÑÑ�. � 1981. � Ò. 25. � �2. � Ñ. 105�107.

1Èñìàãèëîâà �èíà �èíàòîâíà (isriri�mail.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíè�âåðñèòåò, 443100, �îññèÿ, ã.Ñàìàðà, óë. Ìîëîäîãâàðäåéñêàÿ, 244.



144 Î íåêîòîðûõ êëàññàõ ðåøåíèé óðàâíåíèé àýðîãèäðîìåõàíèêèÓÄÊ 517.9 Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÊËÀÑÑÀÕ �ÅØÅÍÈÉÓ�ÀÂÍÅÍÈÉ ÀÝ�Î�ÈÄ�ÎÌÅÕÀÍÈÊÈÊàçàêîâàÞ.À.1Â äîêëàäå ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è ðàññìîòðåíî åãî ïðèìåíåíèå ê óðàâíåíè�ÿì àýðîãèäðîìåõàíèêè. Ìåòîä îñíîâàí íà ïàðàìåòðèçàöèè è ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîý��åêòèâíûì ïðè îòûñêàíèè òî÷íûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñèñòåì êâàçèëèíåéíûõ äè���åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà.�àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä�íûìè
Fk(x1, ..., xm, u1, ..., un, u1x1 , ..., unx1 , ..., u1xm , ..., unxm) = 0, k = 1÷ n, (1)ãäå uk(x1, ..., xm)��óíêöèè m ïåðåìåííûõ x1, x2 , ..., xm. Ïðè ïåðåõîäå ê íîâûìïåðåìåííûì ξ1, ξ2, ..., ξm, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè ïåðåìåííûõ x1, x2, ..., xm,ðåøåíèå ñèñòåìû (1) îòûñêèâàåòñÿ â âèäå
uk = Uk(ξ1, ξ2, ..., ξm), k = 1÷ n; xl = Xl(ξ1, ξ2, ..., ξm), l = 1÷m, (2)×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂uk

∂xl
íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì

∂uk
∂xl

=

m∑

j=1

∂Uk

∂ξj

∂ξj
∂xl

,
∂ξj
∂xl

=
∆jl

∆
, ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂X1
∂ξ1

. . . ∂X1
∂ξm

. . . . . .
∂Xm
∂ξ1

. . . ∂Xm
∂ξm

∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0. (3)Â (3) ∆jl �îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷åííûé èç îïðåäåëèòåëÿ ∆ çàìåíîé j-ãî ñòîëáöà íàñòîëáåö ñ íóëåâûìè ýëåìåíòàìè, êðîìå ýëåìåíòà ñ íîìåðîì l, ðàâíûì åäèíèöå. Òîãäàñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

Fk(ξ1, ..., ξm, X1, ..., Xm, X1ξ1 , ...Xmξm , U1, ..., Un, U1ξ1 , ...Unξm) = 0. (4)Â ýòîé ñèñòåìå Uk(k = 1 ÷ n), Xl(l = 1 ÷ m) ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè ïåðåìåííûõ
ξ1, ξ2, ..., ξm. �åøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî èñêàòü â âèäå ìíîãî�÷ëåíîâ

Uk =
αk∑
i=0

uki(ξ1, ..., ξs−1, ξs+1, ...ξm)ξis, k = 1÷ n, s = 1÷m,

Xl =
γl∑
j=0

xlj(ξ1, ..., ξs−1, ξs+1, ...ξm)ξjs , l = 1÷m, s = 1÷m,
(5)ãäå αk, γl ∈ N (N �ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë). Çàäà÷à ñîñòîèò, â ÷àñòíîñòè,â îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ αk, γl ∈ N , äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé äëÿ uki(ξ1, ...ξm−1), xlj(ξ1, ...ξm−1) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé èëè íåäîîïðå�äåëåííîé.1Êàçàêîâà Þëèÿ Àëåêñàíäðîâíà (sunwave�inbox.ru), Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷å�ñêèé óíèâåðñèòåò, 432027, �îññèÿ, ã. Óëüÿíîâñê, óë. Ñåâåðíûé Âåíåö, 32.



ÊàçàêîâàÞ.À. 145Äàííûé ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ ê íåñêîëüêèì ñèñòåìàì óðàâíåíèé àýðîãèäðîìåõàíè�êè. Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû, îïèñàííîé â [1℄, ïðîâåäåíà êëàññè�èêàöèÿ ðåøåíèéïîëèíîìèàëüíîãî âèäà, ïîëó÷åíû âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ αk, γl ∈ N .Ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ñèñòåì óðàâíåíèé â ãàçîâîé äèíàìèêå. Íàïðèìåð,÷àñòíûì ñëó÷àåì ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðåøåíèé ÿâëÿþòñÿ ïîñòðîåííûå â ðàáîòå ðåøå�íèÿ ïðîñòûõ è äâîéíûõ âîëí. Ïîñòðîåíû òàêæå ðåøåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ òðàíñçâó�êîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ïëîñêèõ è îñåñèììåòðè÷íûõ òå÷åíèé, îïèñûâàþùèå òå÷åíèÿãàçà ñ ìåñòíûìè ñâåðõçâóêîâûìè çîíàìè â ñîïëàõ Ëàâàëÿ.Ëèòåðàòóðà[1℄ VelmisovP.A., TodorovM.D., Kazakova J.A. Some lasses of the solutions ofaerohydromehani equations // Appliations of Mathematis in Engineering andEonomis. � Soft trade, So�a, Bulgaria, 2008. � P. 427�441.



146 Îá îäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîëèìåðèçàöèîííîãî ïðîöåññàÓÄÊ 532.546+628.516ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈÏÎËÈÌÅ�ÈÇÀÖÈÎÍÍÎ�Î Ï�ÎÖÅÑÑÀÊàéðàêáàåâÀ.Ê. 1Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíåíèÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîëèìå�ðèçàöèîííîãî ïðîöåññà, ïðåäëîæåííîé â [1℄:




d[M ]

dτ
= −[k0ne][M ]− [k11][R]

2[M ], [M(0)] = [M0],

d[B]

dτ
= [k2][B]− [k22][B][R]2 + [k11][M ][R]2, [B(0)] = [B0],

d[R]

dτ
= [k0ne][M ] + [b0ne][B] + [k1][R]−

−([k11[M ] + [k22][B])[R]2, [R(0)] = [R0].

(1)
Çäåñü [M ]�êîíöåíòðàöèÿ èñõîäíîãî âåùåñòâà, [R]� ñóììàðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ àê�òèâíûõ ðàäèêàëîâ, [B]� êîíöåíòðàöèÿ ñèíòåçèðóåìûõ ïðîäóêòîâ, [ne]�êîíöåíòðà�öèÿ ýëåêòðîíîâ. [k0], [b0], [ρ0]� êîý��èöèåíòû ñêîðîñòåé ðàñïàäà ìîëåêóë èñõîäíîãîâåùåñòâà, ÷àñòèö íîâîãî ïðîäóêòà è ïåðâè÷íûõ ðàäèêàëîâ ïîä âîçäåéñòâèåì ýëåê�òðîííûõ èìïóëüñîâ, [k22], [k11]�êîý��èöèåíòû ñêîðîñòè ñèíòåçà íîâîãî ïðîäóê�òà. [k2] = [χ2 − b0ne], ãäå [χ2]�êîý��èöèåíò ñêîðîñòè äè��óçèîííîãî ïðåáûâàíèÿòÿæåëûõ ÷àñòèö â çîíó ðåàêöèè, [k1] = [ρ0ne − χ1], [χ1]�êîý��èöèåíò ñêîðîñòèäè��óçèîííîãî óõîäà ðàäèêàëîâ (ëåãêèõ ÷àñòèö) èç çîíû ðåàêöèè, τ � âðåìÿ. Êîí�öåíòðàöèè [M ], [R], [B], [ne] èçìåðÿþòñÿ â (m−3). �àçìåðíîñòè d[M ]

dτ
, d[R]
dτ

, d[B]

dτ
,

∼ (m−3c−1); [ki] ∼ (c−1); [kii], [k0], [b0] ∼ (m3c−1), τ ∼ (c).Ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ
[M ] = [M0]µ, [B] = [M0]β, [R] = [M0]r, t[T ] = τ,

k0ne = [k0][ne][T ], kii = [kii][M0][T ],

b0ne = [b0][ne][T ], ki = [ki][T ], ˙( ) =
d

dt
, [T ] = 100c,ïîëó÷èì çàäà÷ó





µ̇ = −k0neµ− k11r2µ, µ(0) = 1,

β̇ = k2β + k11r
2µ− k22r2β, β(0) = β0,

ṙ = k0neµ+ b0neβ + k1r − k11r2µ− k22r2β, r(0) = r0.
(2)Äàëåå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

0 ≤ β0, r0 < 1. (3)Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2) íåèçâåñò�íû. Èçâåñòíî ëèøü òî, ÷òî
b0ne, kii, k0ne > 0. (4)1Êàéðàêáàåâ Àÿò Êðûìîâè÷ (kairak�mail.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àðõèòåêòóðíî-ñòðî�èòåëüíûé óíèâåðñèòåò, 443001, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Ìîëîäîãâàðäåéñêàÿ, 194.



ÊàéðàêáàåâÀ.Ê. 147Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé, ïðèêîòîðûõ ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è (2) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì
0 ≤ µ(t), β(t), r(t) ≤ 1, i = 1, 5, ∀t ∈ [0;∞). (5)Òåîðåìà. Êàæäîå ðåøåíèå çàäà÷è (2), (3)óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (5) òî�ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà




k0ne − k11 − k22 + b0ne + k1 < 0,
k0ne + k1 < k11,
0 ≤ k2 < k22 − k11.

(6)Áîëåå òîãî, óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåëàêñàöèîííîãî ïå�ðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2) ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ (6).Ëèòåðàòóðà[1℄ ÇûíüÂ.È. Òîïîëîãèÿ è êèíåòèêà ïëàçìîõèìè÷åñêîé ïîëèìåðèçàöèè â íåñòàöèî�íàðíîì òëåþùåì ðàçðÿäå //Äîêòîðñêàÿ äèññåðò., 1995.



148 Î òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â ðàâíîâåñíîì êëàññè÷åñêîì . . .ÓÄÊ 531.19Î ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÌ Ï�ÅÄÅËÜÍÎÌ ÏÅ�ÅÕÎÄÅÂ �ÀÂÍÎÂÅÑÍÎÌ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÌ ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÎÌÀÍÑÀÌÁËÅÊàëèíèíÌ.È.1Îáîñíîâàíèå ïðåäåëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïåðåõîäà äëÿ ðàâíîâåñíûõ ìîëå�êóëÿðíûõ ñèñòåì ðàññìàòðèâàëîñü ìíîãèìè àâòîðàìè [1�4℄. �àññìîòðåíèå îñíîâû�âàëîñü íà äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êèðêâóäà�Çàëüöáóð�ãà äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ïðåäåëüíîé ìîëåêóëÿðíîé ñèñòåìû,êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âñåõ ïîðÿä�êîâ. Ïîñêîëüêó, êàê ïîêàçàíî â [5, 6, 7℄, íå âñå ÷àñòè÷íûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, à ñòàðøèå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äóõ÷àñòè÷íóþ, â äîêëàäåïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ðàññìàòðèâàòü òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðå�äåëüíûé ïåðåõîä äëÿ îòäåëüíûõ ÷àñòè÷íûõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñíîãîêëàññè÷åñêîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñòðîèòñÿ ïðîèç�âîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ ñ ìåðàìè Ëåáåãà (îáúåìàìè), óäî�âëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, íà êîòîðûõ èèññëåäóþòñÿ ïðåäåëüíûå ñâîéñòâà îòäåëüíûõ ÷àñòè÷íûõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÁîãîëþáîâÍ.Í., ÕàöåòÁ.È. Î íåêîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ âîïðîñàõ òåîðèè ñòà�òèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ // Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑ�. � 1949. � Ò. 63. � Ñ. 321�324.[2℄ �þýëüÄ. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà. Ñòðîãèå ðåçóëüòàòû. � Ì.: Ìèð, 1971. �368 ñ.[3℄ ÏåòðèíàÀ.ß., �åðàñèìåíêîÂ.È., ÌàëûøåâÏ.Â. Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû êëàñ�ñè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè. � Êèåâ: Íàóêîâà Äóìêà, 1985. � 263 .[4℄ ÇàãðåáíîâÂ.À. Òåîðåìà Áîãîëþáîâà��þýëÿ: íîâîå äîêàçàòåëüñòâî è îáîáùå�íèÿ // Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà. � 1982. � Ò. 51. � Ñ. 389�402.[5℄ ÁåðåçèíÔ.À. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîððåëÿöèîííûìè �óíêöèÿìè â êëàññè÷å�ñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå // Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà. �1970. � Ò. 3. � Ñ. 115�125.[6℄ ÊàëèíèíÌ.È. Î ïîëíîòå îïèñàíèÿ ðàâíîâåñíîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ äâóõ�÷àñòè÷íîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ // Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçè�êà. � 1970. � Ò. 145. � Ñ. 123�132.[7℄ ÊàëèíèíÌ.È. Î âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ðàñïðåäåëåíèåì�èááñà è äâóõ÷àñòè÷íîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ // Âåñòíèê Ñàì�Ó. Åñòå�ñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ. � 2008. � �8/1(67). � Ñ. 535�549.
1Êàëèíèí Ìèõàèë Èâàíîâè÷ (kalinin�vniims.ru), Âñåðîññèéñêèé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èí�ñòèòóò ìåòðîëîãè÷åñêîé ñëóæáû, 119361, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. Îç¼ðíàÿ, 46.



ÊàëüìîâàÌ.À., Ïàâëîâ �.Â. 149ÓÄÊ 531.3 ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÄÂÈÆÅÍÈß ÄÈÑÊÀÍÀ �ÅÎËÎ�È×ÅÑÊÎÌ ÎÑÍÎÂÀÍÈÈÊàëüìîâàÌ.À., Ïàâëîâ �.Â.1�åîëîãè÷åñêèå ìîäåëè íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè àíàëèçå ðàáîòû êîí�ñòðóêöèè èç ñèíòåòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. Ê äîñòîèíñòâàì ïðèìåíåíèÿ ðåîëîãè÷åñêèõìîäåëåé ñëåäóåò îòíåñòè îòíîñèòåëüíóþ ïðîñòîòó èõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ,ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â îñíîâíîì âûðàæàþòñÿ â �îðìå îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Òåîðåòè÷åñêè è ýêñïåðèìåíòàëüíî äîêàçàíî [1℄, ÷òîðåîëîãè÷åñêîå òåëî Êåëüâèíà�Ôîéõòà íàèáîëåå êîððåêòíî îïèñûâàåò ïðèðîäó íåñî�âåðøåííîé óïðóãîñòè ïðè ñòàöèîíàðíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèÿõ íå ìåòàë�ëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. Íî, ê ñîæàëåíèþ, âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé Ëàãðàíæàäëÿ àíàëèçà ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì ñ óïðóãî-âÿçêèìè ýëåìåíòàìè ìîäåëè Êåëü�âèíà â ëèòåðàòóðå ïðàêòè÷åñêè íå îñâåùàëñÿ. Ïðè ñîñòàâëåíèè óðàâíåíèé Ëàãðàí�æà â òàêîãî ðîäà ñèñòåìàõ îáû÷íî ââîäÿò �óíêöèþ �åëåÿ ñ ïîëíîé èëè íåïîëíîéäèññèïàöèåé, èëè ïîïðàâêó íà ðàññåÿíèå ýíåðãèè â �îðìå íåëèíåéíîé �óíêöèè,ó÷èòûâàþùåé ãèñòåðåçèñíûå ïîòåðè. Èçâåñòíî, ÷òî òåëî íà ðåîëîãè÷åñêîé ñâÿçè ñî�âåðøàåò çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ, êîòîðûå íàêëàäûâàþòñÿ íà ìåäëåííîå ýêñïîíåíöè�àëüíîå äâèæåíèå. Ïîäòâåðæäåíèå ýòîìó �àêòó ÿâèëèñü ðåçóëüòàòû àíàëèçà àâòîðàî äâèæåíèè äèñêà ïî áåçìàññîâîé áàëêå íà ðåîëîãè÷åñêîì îñíîâàíèè Êåëüâèíà [2℄,êîãäà ïî óñëîâèþ ñâÿçè áûëà èñêëþ÷åíà èç ðàññìîòðåíèÿ óãëîâàÿ êîîðäèíàòà, îïè�ñûâàþùàÿ íóòàöèîííûå êîëåáàíèÿ äèñêà. Îäíàêî, ïðè äâèæåíèå äèñêà ïî ïëîñêîìóîñíîâàíèþ òåëà Êåëüâèíà çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé â îãðàíè÷åííîì âðåìåííîì îòðåç�êå íå íàáëþäàëîñü. Âñ¼ ýòî îñòðî ñòàâèò âîïðîñ îá àíàëèçå óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿäèñêà. �àññìîòðåíî äâèæåíèå îäíîðîäíîãî êðóãîâîãî æåñòêîãî äèñêà ìàññîé Ì èðàäèóñîì r, ïî âÿçêîóïðóãîìó îñíîâàíèþ, íàäåëåííîìó äå�îðìàöèîííî-äåìï�èðó�þùèìè ñâîéñòâàìè, îòâå÷àþùèìè �èçè÷åñêîé ìîäåëè Êåëüâèíà, è ðàáîòàþùåìóñîâìåñòíî ñ áåçìàññîâîé îáîëî÷êîé-ìåìáðàíîé ñ êîíå÷íîé æåñòêîñòüþ ñ1 íà ðàñòÿ�æåíèå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñíîâàíèå èìååò òî÷å÷íûé êîíòàêò ñ äèñêîì, ïðè÷åìñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ñâîäÿòñÿ ê ñèëå, ïðèëîæåííîé â òî÷êå êàñàíèÿ è âåðòèêàëüíîíàïðàâëåííîé. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äèñêà ïðåäñòàâëåíû â �îðìå óðàâíåíèé �àóñàñ ìíîæèòåëÿìè ñâÿçè è äîïóñêàþò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå ñòàöèîíàðíûåäâèæåíèÿ äèñêà ïî ïðÿìîé. Ñîñòàâëåíû óðàâíåíèÿ íå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, êî�òîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî èìååòñÿ òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèéäèñêà. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ. �àññìîòðåíû óñëîâèÿ óñòîé�÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîåóðàâíåíèå ïðåäñòàâëåíî â �îðìå ïîëèíîìà ïÿòîé ñòåïåíè ñ òðåìÿ íóëåâûìè êîð�íÿìè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòûå ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè. Òðè íóëåâûõ êîðíÿõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îáóñëîâëåíû òðåõìåðíîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ ñòàöè�îíàðíûõ äâèæåíèé. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîëèíåéíîãîäâèæåíèÿ äèñêà êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå òðåòåé ñòå�ïåíè. Óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî �óðâèöó íå âûïîëíÿþòñÿ, âñëåä�ñòâèè íàëè÷èÿ îòðèöàòåëüíûõ êîý��èöèåíòîâ, ïîýòîìó ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå1Êàëüìîâà Ìàðèÿ Àëåêñàíäðîâíà (Kalmova�mail.ru), Ïàâëîâ �åîðãèé Âàñèëå÷(ignatov63�gmail.ñîì), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àðõèòåêòóðíî-ñòðîèòåëüíûé óíèâåðñèòåò,443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Ìîëîäîãâàðäåéñêàÿ , 194.



150 Óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ äèñêà íà ðåîëîãè÷åñêîì îñíîâàíèèäèñêà íåóñòîé÷èâî. Ïîäòâåðæäåíèå �àêòà íåóñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíàÿ�îðìà íåïîäâèæíîé öåíòðîèäû, ïîëó÷åííàÿ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíå�íèÿ äâèæåíèÿ äèñêà.Ëèòåðàòóðà[1℄ �îðîøêîÎ.À. Íåãîëîíîìíûå ñèñòåìû,÷òî äå�îðìèðóþòñÿ(íà óêðàèíñêîì ÿçû�êå) // Âåñòíèê Êèåâñêîãî óíèâåðñèòåòà. � 1983. � Ñ. 51�55.[2℄ Ïàâëîâ�.Â. Äèíàìèêà äèñêà, êàòàþùåãîñÿ ïî áàëêå íà óïðóãî-âÿçêîì îñíî�âàíèè // Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà. Åñòåñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ. �2007. � �9/1. � Ñ. 165�171.



ÊàíèíÄ.Ë. 151ÓÄÊ 617.9ÂÒÎ�È×ÍÎÅ ÊÂÀÍÒÎÂÀÍÈÅ ÍÀ ÑÓÏÅ�ÌÍÎ�ÎÎÁ�ÀÇÈßÕÊàíèíÄ.Ë.1Â äîêëàäå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðàññìîòðåòü âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå íà ñó�ïåðìíîãîîáðàçèè íà ñëåäóþùåì óðîâíå àáñòðàêöèè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûì�îêîâñêèì. Â êà÷åñòâå ïåðâîî÷åðåäíûõ èñòî÷íèêîâ çäåñü ìîæíî îòìåòèòü [1�3℄ (öå�ëåñîîáðàçíîñòü ïðîáëåìû è åå ñâÿçü ñ ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé òåîðèåé ñóïåðïîëÿ)è [4, 5℄ (ðàçâèòèå àëüòåðíàòèâíîãî ÿçûêà êâàíòîâûõ ñòðóêòóð äëÿ ïåðâè÷íîãî êâàí�òîâàíèÿ íà ïóàññîíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ).Ñòàðòóÿ ñ ïîíÿòèÿ êîììóòàòèâíîé äæåòîâîé ñóïåðñòðóêòóðû íà ñóïåðìíîãîîá�ðàçèè, ÿâëÿþùåéñÿ àäåêâàòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îðóäèåì êëàññè÷åñêîãî ñóïåðïî�ëåâîãî �îðìàëèçìà, îïðåäåëÿåòñÿ è ñòðîèòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ êâàíòîâàÿ äæåòîâàÿñóïåðñòðóêòóðà. Ôîðìóëèðóåòñÿ ñâîéñòâî êâàíòóåìîñòè äëÿ ïîñëåäíåé � îïðåäåëåí�íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ åå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèåêîììóòàòèâíîé äæåòîâîé ñóïåðñòðóêòóðû.Íà îñíîâå òàêèõ �âòîðè÷íî ïðîêâàíòîâàííûõ� êâàíòîâûõ äæåòîâûõ ñóïåðñòðóê�òóð âîçíèêàåò íåêîòîðûé ïîäõîä ê êâàíòîâîìó ñóïåðïîëåâîìó �îðìàëèçìó. Â ðàì�êàõ ýòîãî ïîäõîäà äåìîíñòðèðóåòñÿ åãî ñâÿçü ñî ñòàíäàðòíûì ïðåäñòàâëåíèåì Ôîêàè êâàíòîâûé ñóïåðñèììåòðè÷íûé îñöèëëÿòîð êàê ïðîñòåéøèé ïðèìåð êâàíòîâîéñóïåðäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÁåðåçèíÔ.À. Ìåòîä âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. � Ì.: Íàóêà. Ôèçìàòëèò, 1986. �319 ñ.[2℄ DeWittB. Supermanifolds. � Cambridge et.: Cambridge University Press, 1992. �423 pp.[3℄ Ñàðäàíàøâèëè�.À. Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ïîëÿ. � Ò. 1�4. � Ì.: Ó�ÑÑ,1996-2000. � 224, 167, 214, 158 ñ.[4℄ ÒðåùåâÄ.Â. Êâàíòîâûå íàáëþäàåìûå: àëãåáðàè÷åñêèé àñïåêò // Òðóäû èíñòè�òóòà èì. Â.À.Ñòåêëîâà. � Ò. 250. � 2005. � Ñ. 211�244.[5℄ ÒðåùåâÄ.Â. Íåêîììóòàòèâíûå ñòðóêòóðû // Òðóäû èíñòèòóòà èì. Â.À.Ñòåêëî-âà. � Ò. 259. � 2007. � Ñ. 203�242.
1Êàíèí Äìèòðèé Ëåîíèäîâè÷ (kanind�mail.ru), Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À.Ñòåêëîâà�ÀÍ, 119991, �îññèÿ, ã. Ìîñêâà, óë. �óáêèíà, 8.



152 Ìîäåëèðîâàíèå ðîñòà òðåùèíû â çåðíèñòîì ìàòåðèàëå . . .ÓÄÊ 539.421.2 ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ �ÎÑÒÀ Ò�ÅÙÈÍÛÂ ÇÅ�ÍÈÑÒÎÌ ÌÀÒÅ�ÈÀËÅÊàðaêóëèíà Å.Î.1Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçâèòèÿ òðå�ùèí â çåðíèñòîì ìàòåðèàëå. Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿëîñü ïîëó÷åíèå çàâèñè�ìîñòè êîý��èöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ïåðâîãî ðîäà îò çíà÷åíèÿ ìîäóëÿÞíãà ìåæçåðåííîãî çàïîëíèòåëÿ.�àññìàòðèâàëñÿ çåðíèñòûé ìàòåðèàë, ñîäåðæàùèé ïëîñêóþ òðåùèíó äëèíîé 2l.Ñòðóêòóðà ìàòåðèàëà áûëà ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñåòêè ãåêñàãîíàëüíûõ çåðåí. Äèà�ìåòð çåðíà èññëåäóåìîãî ìàòåðèàëà d = 1 ìì.Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà çàäà÷è âûñòóïàë ìîäóëüÞíãà ìåæçåðåííîãî çàïîëíèòåëÿ.Óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè çåðíà íå èçìåíÿëèñü. Øèðèíà çàïîëíèòåëÿ ìåæäó çåðíàìèïîðîäû h=0,1 ìì. Æåñòêîñòü çàïîëíèòåëÿ îïðåäåëÿëàñü ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè
Kn =

Eçàï
h

, Ks =
G

h
.×èñëåííûé ðàñ÷åò âûïîëíÿëñÿ ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ [1℄.Êðàåâûå óñëîâèÿ èìåëè âèä: σs = 0; σn = σ0

n íà òðåùèíå, ãäå σs, σn ñîîòâåò�ñòâåííî êàñàòåëüíûå è íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ, σ0
n � çàäàâàåìîå íîðìàëüíîå íàïðÿ�æåíèå.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ïåðâîãî ðîäà èñïîëü�çîâàëè êðèòåðèé [2℄:

KI = −
√
π

2

G

2(1− ν) limx→l

Dn√
l − x

, (1)ãäå KI �êîý��èöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ïåðâîãî ðîäà; 2l � äëèíà òðåùè�íû; G �ìîäóëü ñäâèãà.Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ áûëè íàéäåíû íîðìàëüíûå ñìåùåíèÿ áåðåãîâòðåùèíû. Àíàëèç ïîëó÷åííûõ äàííûõ ïîêàçàë, ÷òî ðàçâèòèå òðåùèíû â äèñêðåò�íîé ñðåäå îòëè÷àåòñÿ îò åå ðàçâèòèÿ â ñïëîøíîì ìàòåðèàëå, à óìåíüøåíèå çíà÷åíèéóïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ìåæçåðåííîãî çàïîëíèòåëÿ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ðàçðû�âîâ ñìåùåíèé.Íàéäåííûå àïïðîêñèìèðóþùèå �óíêöèè, îïèñûâàþùèå ðàçðûâû íîðìàëüíûõñìåùåíèé áåðåãîâ òðåùèíû, ïîçâîëèëè âû÷èñëèòü êîý��èöèåíòû èíòåíñèâíîñòèíàïðÿæåíèé ïåðâîãî ðîäà ïî �îðìóëå (1).Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿêîý��èöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé 1-ãî ðîäà â äèñêðåòíûõ ñðåäàõ ñ ðàçëè÷�íûì ìîäóëåì óïðóãîñòè ìåæçåðåííîãî çàïîëíèòåëÿ.Ëèòåðàòóðà[1℄ Êðàó÷Ñ. Ìåòîäû ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ìåõàíèêå òâåðäîãî òåëà. � Ì.: Ìèð,1987. � 328 ñ.[2℄ ËèíüêîâÀ.Ì. Êîìïëåêñíûé ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òåîðèèóïðóãîñòè. � ÑÏá.: Íàóêà, 1999. � 385 ñ.1Êàðàêóëèíà Åëåíà Îëåãîâíà (elok2004�yandex.ru), Îðåíáyðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè�òåò, 460018, �îññèÿ, ã. Îðåíáóðã, ïð. Ïîáåäû, 13.



ÊàòàíàåâÌ.Î. 153ÓÄÊ 519.7ÀÄÈÀÁÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÒÅÎ�ÅÌÀ È �ÅÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÀßÈÍÒÅ�Ï�ÅÒÀÖÈß ÔÀÇÛ ÁÅ��ÈÊàòàíàåâÌ.Î.1Äàíî íîâîå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî àäèàáàòè÷åñêîé òåîðåìû â êîíå÷íîìåðíîìñëó÷àå êàê äëÿ íåâûðîæäåííûõ, òàê è äëÿ âûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé. Â êà÷åñòâåïðèìåðà ðàññìîòðåíà äâóõóðîâíåâàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ èíòåãðèðóåòñÿ â ÿâíîì âè�äå. Ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêà ïîãðåøíîñòè, äàííàÿ â àäèàáàòè÷åñêîé òåîðåìå íåóëó÷�øàåìà. Äàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ �àçû Áåððè è åå íåàáåëåâà îáîáùåíèÿÂèë÷åêà�Çè â òåðìèíàõ ñâÿçíîñòåé íà ãëàâíûõ ðàññëîåíèÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî âî âñåõñëó÷àÿõ ãëàâíîå ðàññëîåíèå ìîæåò áûòü òðèâèàëüíî, îäíàêî ñâÿçíîñòü è ñîîòâåò�ñòâóþùàÿ ãðóïïà ãîëîíîìèè íåòðèâèàëüíû. Ïîýòîìó îñíîâíóþ ðîëü èãðàþò íå òî�ïîëîãè÷åñêèå ý��åêòû, à ãåîìåòðè÷åñêèå.Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòàìè �ÔÔÈ 08-01-00727-à è09-01-12161-î�è-ì, ãðàíòîì ïðåçèäåíòà �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè íà ïîääåðæêó íàó÷�íûõ øêîë ÍØ-7675.2010.1 è ïðîãðàììîé Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòèêè �ÀÍ �Ñîâðåìåííûåïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé ìàòåìàòèêè�.

1Êàòàíàåâ Ìèõàèë Îðèîíîâè÷ (katanaev�mi.ras.ru), Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À.Ñòåê-ëîâà, 119991, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. �óáêèíà, 8.



154 �àçðàáîòêà àëãîðèòìà ðåøåíèå çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèèÓÄÊ 519.688 �ÀÇ�ÀÁÎÒÊÀ ÀË�Î�ÈÒÌÀ �ÅØÅÍÈÅÇÀÄÀ×È ÌÀ�Ø�ÓÒÈÇÀÖÈÈÊåòîâàÊ.Â., Òðóøêîâà Å.Â.1Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè, ñ òî÷êè çðå�íèÿ ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè ïåðåâîçêè òîïëèâíî-ýíåðãåòè÷åñêèõ ðåñóðñîâ (ÒÝ�)ìåæäó ðàçëè÷íûìè îáúåêòàìè ëîãèñòè÷åñêîé ñèñòåìû òîïëèâîîáåñïå÷åíèÿ ðåãèî�íà.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáàòûâàåòñÿ ñòðàòåãèÿ ðàçâèòèÿ òîïëèâíî-ýíåðãåòè÷å�ñêîé îòðàñëè, îðèåíòèðîâàííîé íà ìåñòíûå âîçîáíîâëÿåìûå ýíåðãîðåñóðñû [1℄.Ïðè ïåðåõîäå íà ìåñòíûå âîçîáíîâëÿåìûå èñòî÷íèêè ýíåðãèè îñîáóþ àêòóàëü�íîñòü ïðèîáðåòàåò çàäà÷à ëîãèñòèêè òîïëèâîîáåñïå÷åíèÿ ðåãèîíàëüíîé ðàñïðåäå�ëåííîé ñèñòåìû òåïëîñíàáæåíèÿ.Â êà÷åñòâå èñõîäíîé èí�îðìàöèè, íåîáõîäèìîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òîïëèâîîáåñ�ïå÷åíèÿ ðåãèîíà, èñïîëüçóåòñÿ èí�îðìàöèÿ î ìåñòàõ ðàñïîëîæåíèÿ ïðåäïðèÿòèéëåñîçàãîòîâêè è äåðåâîïåðåðàáîòêè, èí�îðìàöèÿ î íàñåëåííûõ ïóíêòàõ ñ òåïëîè�ñòî÷íèêàìè (êîòåëüíûìè), êîòîðûå ïëàíèðóåòñÿ ïåðåâåñòè ñ òðàäèöèîííûõ âèäîâòîïëèâà (óãîëü, ìàçóò, ýëåêòðîýíåðãèÿ) íà àëüòåðíàòèâíûé âèä òîïëèâà (äðåâåñíóþùåïó).Ëîãèñòè÷åñêàÿ ñõåìà ñíàáæåíèÿ òåïëîèñòî÷íèêîâ ùåïîé ñîñòîèò èç 4-õ óðîâíåé.Íà ïðåäïðèÿòèÿõ äåðåâîïåðåðàáîòêè è ëåñîçàãîòîâêè îáðàçóþòñÿ äðåâåñíûå îòõîäû,êîòîðûå ñâîçÿòñÿ íà ïóíêòû íàêîïëåíèÿ îòõîäîâ, ãäå ïðîõîäÿò ïåðâè÷íóþ ìåõàíè�÷åñêóþ ïåðåðàáîòêó. Ïåðâè÷íî ïåðåðàáîòàííûå äðåâåñíûå îòõîäû íàïðàâëÿþòñÿ âïóíêòû ïîäãîòîâêè òîïëèâà, ãäå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîðòèðîâêà, òåïëîâàÿ îáðàáîòêà èóïàêîâêà ùåïû. Íà ïîñëåäíåì ýòàïå ùåïà òðàíñïîðòèðóåòñÿ äî ïîòðåáèòåëåé, êîòî�ðûìè âûñòóïàþò òåïëîèñòî÷íèêè ðåãèîíà.Òàê êàê òðàíñïîðòíûå ðàñõîäû âõîäÿò â ñòîèìîñòü êîíå÷íîãî ïðîäóêòà (òåïëî�âîé ýíåðãèè), òî äëÿ êàæäîãî ýòàïà òðàíñïîðòèðîâêè äðåâåñíûõ îòõîäîâ è ÒÝ�íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷ó ìàðøðóòèçàöèè.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè ïðåäëîæåí êîìïëåêñíûé àëãîðèòì ðåøå�íèÿ, ïðîõîäÿùèé â 3 ýòàïà:1. Íàõîæäåíèå ïåðâîíà÷àëüíîãî ìàðøðóòà, ñ ïîìîùüþ óïðîùåííîãî àëãîðèò�ìà À* [2℄.2. Ïîëó÷åíèå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ìàðøðóòîâ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Éåíà äëÿïîñòðîåíèÿ äîïóñòèìûõ ìàðøðóòîâ.3. Íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ìàðøðóòà. �åàëèçóåòñÿ ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì, èñ�ïîëüçóþùèé îïåðàòîðû ñêðåùèâàíèÿ, îòáîðà è ìóòàöèè, àäàïòèðîâàííûå ïîä çàäà�÷ó ìàðøðóòèçàöèè.Ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà êðîññèíãîâåðà ÿâëÿåòñÿ ñàìîé âàæíîé ÷àñòüþ àëãîðèòìà.Îïåðàòîð êðîññèíãîâåðà ïðèìåíÿåòñÿ â ñëó÷àå íàëè÷èÿ îáùåãî óçëà èëè îáùåãîðåáðà. Ïðèâåäåì àëãîðèòì ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà êðîññèíãîâåðà ïî îáùåìó óçëó.1. Ïóñòü èìåþòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ ìàðøðóòà, èìåþùèõ îäèí îáùèé óçåë.1Êåòîâà Êàðîëèíà Âÿ÷åñëàâîâíà, Òðóøêîâà Åêàòåðèíà Âàñèëüåâíà (e.v.trushkova�mail.ru),Èæåâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, 426052, �îññèÿ, ã.Èæåâñê, Çàðå÷íîå øîñ�ñå, 31�47.



ÊåòîâàÊ.Â., Òðóøêîâà Å.Â. 1552. Ñêðåùèâàíèåì èñõîäíûõ ìàðøðóòîâ (ðîäèòåëüñêèå ìàðøðóòû) ïî îáùåìó óç�ëó ïîëó÷àåì äâà íîâûõ ìàðøðóòà (äî÷åðíèå ìàðøðóòû).3. Äëÿ äî÷åðíèõ ìàðøðóòîâ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè îäíîé òîííûÒÝ�. Åñëè ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè äî÷åðíèõ ìàðøðóòîâ íèæå ñòîèìîñòè ïåðåâîçêè ïîðîäèòåëüñêèì ìàðøðóòàì, òî îíè ó÷àñòâóþò â äàëüíåéøåì ðåøåíèè çàäà÷è ìàðø�ðóòèçàöèè.Êàæäûé ýòàï àëãîðèòìà îáëàäàåò ïðèåìëåìîé ñêîðîñòüþ ðàáîòû è íåâûñîêîéñëîæíîñòüþ äëÿ ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ. Â öåëîì àëãîðèòì ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ñïëîø�íîãî ïåðåáîðà âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ìàðøðóòîâ ïåðåâîçêè.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÏðåñíóõèíÂ.Ê., �óñÿêÈ.�., ÊîðîëåâÑ.À. è äð. Êîíöåïöèÿ �åñïóáëèêàíñêîé öå�ëåâîé ïðîãðàììû �Ñíàáæåíèå îòäàëåííûõ íàñåëåííûõ ïóíêòîâ Óäìóðòñêîé �åñ�ïóáëèêè ìåñòíûìè âèäàìè òîïëèâà�. � Èæåâñê: Èæ�ÒÓ, 2010. � 371 ñ.[2℄ �àññåëÑ.Äæ., ÍîðâèãÏ. Èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò: ñîâðåìåííûé ïîäõîä. � Ì.:Âèëüÿìñ, 2006. � Ñ. 157�162.



156 Î ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ ñâÿçàííîãî ìèêðîïîëÿðíîãî òåðìîóïðóãîãî ïîëÿÓÄÊ 539.3Î �ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÕ ÑÂßÇÀÍÍÎ�ÎÌÈÊ�ÎÏÎËß�ÍÎ�Î ÒÅ�ÌÎÓÏ�Ó�Î�Î ÏÎËßÊîâàëåâÂ.À.1, ÌåëüíèêîâÀ.Ä., �àäàåâÞ.Í.2Îáîáùåííàÿ òåðìîóïðóãîñòü êàê ÷àñòü ñîâðåìåííîé òåðìîìåõàíèêè êîíòèíóóìàâ íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò â òðåõ íåëèíåéíûõ òåðìîäèíàìè÷åñêè êîððåêòíûõâàðèàíòàõ GNI, GNII, GNIII: â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïåðâûé âàðèàíò (GNI/CTE)ïðèâîäèò ê çàêîíó òåïëîïðîâîäíîñòè Ôóðüå è ïàðàáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ òåïëî�ïðîâîäíîñòè; âòîðîé âàðèàíò (GNII) îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè î ðàñïðîñòðà�íåíèè òåïëà êàê âîëíîâîì ïðîöåññå, íå ñîïðîâîæäàþùåìñÿ ïðîèçâîäñòâîì ýíòðî�ïèè, è ïðèâîäèò ê ãèïåðáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà; òðåòèéâàðèàíò (GNIII) � íàèáîëåå îáùèé� âêëþ÷àåò GNI, GNII â êà÷åñòâå ïðåäåëüíûõñëó÷àåâ. Òåîðèÿ GNII-òåðìîóïðóãîñòè èñòîðè÷åñêè ðàçâèâàëàñü ïî ïóòè àëüòåðíà�òèâíîãî ïîäõîäà ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññà òåïëîïðîâîäíîñòè âòâåðäûõ òåëàõ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî àíàëèòè÷åñêîãî òèïà, îáåñ�ïå÷èâàþùèõ êîíå÷íóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëîâîãî ñèãíàëà è íåèçìåííîñòüåãî àìïëèòóäû. Èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûì ñëåäóåò ïðèçíàòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òîîáîáùåííàÿ òåðìîóïðóãîñòü òèïà GNII ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíà êàê òåîðèÿïîëÿ: âñå îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ GNII-òåðìîóïðóãîñòè ìîãóò áûòü ïîñëåäîâàòåëüíîâûâåäåíû èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîäîáðàí�íûì ëàãðàíæèàíîì. Â ïðåäñòàâëÿåìîé ðàáîòå â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ è òåîðèè ãåîìåòðè÷åñêèõ âàðèàöèîí�íûõ ñèììåòðèé äåéñòâèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âûâîä óðàâíåíèé ïîëÿ äëÿ ñâÿçàííîãîãèïåðáîëè÷åñêîãî ìèêðîïîëÿðíîãî òåðìîóïðóãîãî êîíòèíóóìà (MPTE) â ïëîñêîìïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè è ïîñòðîåíèå êàíîíè÷åñêèõ òåíçîðîâ ýíåðãèè�èìïóëüñà äëÿìèêðîïîëÿðíûõ òåðìîóïðóãèõ òåë â êîíòåêñòå GNII, êîãäà ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿòåïëà îïðåäåëÿåòñÿ îáîáùåííûì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãîàíàëèòè÷åñêîãî òèïà.1. Íàèáîëåå �óíäàìåíòàëüíîå ïîëîæåíèå êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ (CFT; ñì.,íàïðèìåð, [1�4℄) ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàæäàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìàòåìàòè÷åñêèîïèñûâàåòñÿ �óíêöèîíàëîì äåéñòâèÿ ℑ:
ℑ =

∫

D

L(ϕk, ∂αϕ
k, ∂γ∂αϕ

k, ..., Xβ)d4X, (1)ãäå ϕk � óïîðÿäî÷åííûé íàáîð �èçè÷åñêèõ ïîëåâûõ âåëè÷èí, ÷èñëî êîòîðûõ ïðåä�ïîëàãàåòñÿ êîíå÷íûì; Xβ (β = 1, 2, 3, 4) � ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå êîîðäèíàòû;
X4 = ct (êîíñòàíòà c èìååò ñìûñë õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè è åå ìîæíî ïîëîæèòü ðàâ�íîé åäèíèöå); d4X � �åñòåñòâåííûé� ýëåìåíò îáúåìà ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè; D�îáëàñòü 4-ïðîñòðàíñòâà (â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé íåëèíåéíîé ìåõàíèêè ñïëîøíûõñðåä è äåéñòâèÿ äëÿ òðåõìåðíîãî äå�îðìèðóåìîãî òåëà ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî D� äå�êàðòîâî ïðîèçâåäåíèå îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè òåëà, äå�îðìàöèþ êîòîðîãî îáû÷íî1Êîâàëåâ Âëàäèìèð Àëåêñàíäðîâè÷ (vlad_koval�mail.ru), Ìîñêîâñêèé ãîðîäñêîé óíèâåðñèòåòóïðàâëåíèÿ Ïðàâèòåëüñòâà Ìîñêâû, 107045, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. Ñðåòåíêà, 28.2Ìåëüíèêîâ Àðòåì Äìèòðèåâè÷ (melnikov�ssu.samara.ru), �àäàåâ Þðèé Íèêîëàåâè÷(radayev�ssu.samara.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 443011, �îññèÿ, ã.Ñàìàðà, óë.Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



ÊîâàëåâÂ.À., ÌåëüíèêîâÀ.Ä., �àäàåâÞ.Í. 157îïèñûâàþò, ñðàâíèâàÿ îòñ÷åòíóþ êîí�èãóðàöèþ ñ àêòóàëüíîé äå�îðìèðîâàííîé, èèíòåðâàëà âðåìåíè ñ ãðàíèöàìè t1, t2), â ïðåäåëàõ êîòîðîé èçìåíÿþòñÿ ïðîñòðàí�ñòâåííî-âðåìåííûå êîîðäèíàòû X1, X2, X3, X4.Êàê ýòî ïðèíÿòî â ñîâðåìåííîì âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè, ÷åðåç ∂β â äàëüíåé�øåì îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð ïîëíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííî-âðå-ìåííîé êîîðäèíàòå Xβ:
∂β = ∂explβ +

∑

s≥0

(
∂α1∂α2 ...∂αs∂βϕ

l
) ∂

∂(∂α1∂α2 ...∂αsϕ
l)
, (2)ãäå ∂explβ � îïåðàòîð ÷àñòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî ÿâíîìó âõîæäåíèþ ïåðåìåí�íîé Xβ.2. Îòïðàâíûì ïóíêòîì äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ �èçè÷åñêèõ ïîëåé ñëó�æèò ïðèíöèï �àìèëüòîíà�Îñòðîãðàäñêîãî (èëè ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ),êîòîðûé ãëàñèò, ÷òî äåéñòâèòåëüíîå ïîëå ðåàëèçóåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè òà�êèì îáðàçîì, ÷òî äåéñòâèå îêàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì, ò.å. ïåðâàÿ âàðèàöèÿ äåé�ñòâèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ âàðèàöèé �èçè÷åñêèõ ïîëåé ϕk:

δℑ = 0. (3)Çäåñü íå ïîäâåðãàþòñÿ âàðüèðîâàíèþ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå êîîðäèíàòû Xβè 4-îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.Ïîëíûå âàðèàöèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ êîîðäèíàò è ïîëåâûõ ïåðåìåí�íûõ, îòâå÷àþùèå âñåì äîïóñòèìûì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ãåîìåòðè÷åñêèì ïðåîá�ðàçîâàíèÿì
X̃β = X β(ϕs, Xγ , ε), ϕ̃k = Φk(ϕs, Xγ, ε), (4)ãäå

X β(ϕs, Xγ , ε)
∣∣
ε=0

= Xβ, Φk(ϕs, Xγ, ε)
∣∣
ε=0

= ϕk,âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî
δXβ = ε

(
∂X β(ϕs, Xγ , ε)

∂ε

)

ε=0

, δϕk = ε

(
∂Φk(ϕs, Xγ , ε)

∂ε

)

ε=0

. (5)Â ñëó÷àå, êîãäà ëàãðàíæèàí L çàâèñèò îò ãðàäèåíòîâ ïåðåìåííûõ ïîëÿ ïîðÿäêàíå âûøå ïåðâîãî (m = 1), âàðèàöèÿì �èçè÷åñêèõ ïîëåé ϕk ïðè íåâàðüèðóåìûõïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ êîîðäèíàòàõ îòâå÷àåò âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ
δℑ =

∫ {
∂L
∂ϕk

δϕk +
∂L

∂(∂βϕk)
∂β(δϕ

k)

}
d4X,èëè, âûäåëÿÿ äèâåðãåíòíîå ñëàãàåìîå, �

δℑ =

∫ {
∂L
∂ϕk

− ∂β
∂L

∂(∂βϕk)

}
δϕkd4X +

∫
∂β

(
∂L

∂(∂βϕk)
δϕk

)
d4X. (6)Èñ÷åçàþùèì êàê íà ãðàíèöå ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, òàê èíà ãðàíèöàõ âðåìåííîãî èíòåðâàëà âàðèàöèÿì �èçè÷åñêèõ ïîëåé ϕk áóäåò îòâå÷àòüâàðèàöèÿ äåéñòâèÿ

δℑ =

∫ {
∂L
∂ϕk

− ∂β
∂L

∂(∂βϕk)

}
δϕkd4X. (7)



158 Î ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ ñâÿçàííîãî ìèêðîïîëÿðíîãî òåðìîóïðóãîãî ïîëÿÏðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ñâîäèòñÿ ê óñëîâèþ ðàâåíñòâà íóëþ ïåðâîé âà�ðèàöèè �óíêöèîíàëà äåéñòâèÿ íà ðåàëüíîì �èçè÷åñêîì ïîëå ïðè âñåõ äîïóñòèìûõâàðèàöèÿõ ïåðåìåííûõ ïîëÿ è íåâàðüèðóåìûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ êîîðäè�íàòàõ. Èç ýòîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîëÿ â �îðìåóðàâíåíèé Ýéëåðà�Ëàãðàíæà
Ek(L) = 0, (8)ãäå â ñëó÷àå m ≥ 1

Ek(L) ≡
∂L
∂ϕk

− ∂β
∂L

∂(∂βϕk)
+ ∂γ∂β

∂L
∂(∂γ∂βϕk)

− · · · . (9)Îïåðàòîð Ek, îïðåäåëåííûé ñîãëàñíî (9), íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ýéëåðà. Ñòðóê�òóðà äè��åðåíöèðîâàíèé â îïåðàòîðå Ýéëåðà ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïîíÿòíîé è îáîçðè�ìîé, åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ
∂

∂ϕl
= ∂

0
l,

∂

∂(∂α1∂α2 ...∂αsϕ
l)

= ∂
s

α1α2...αs

l (10)è çàïèñàòü åãî ñèìâîëè÷åñêè â �îðìå
El =

∑

s≥0

(−1)s∂α1∂α2 ...∂αs∂
s

α1α2...αs

l . (11)3. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ (4) îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþãðóïïó (ãðóïïó Ëè; ñì., íàïðèìåð, [5, 6℄). Ââåäåì ñèìâîë ïðåîáðàçîâàíèÿ (4)
ς · ∂ = ξα

(
∂

∂Xα

)

expl

+ hj
∂

∂ϕj
(12)è çàìåòèì òàêæå, ÷òî

hj =
δϕj

ε
, ξα =

δXα

ε
.Äåéñòâèå

ℑ =

∫

D

L(ϕk, ∂αϕ
k, ∂γ∂αϕ

k, ..., Xβ)d4X (13)â ðåçóëüòàòå ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (4), îïðåäåëÿþùåãî çàìåíó ïåðåìåí�íûõ (Xβ , ϕk)→ (X̃β , ϕ̃k), òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â �ýêâèâàëåíòíîå� äåéñòâèå
ℑ̃ =

∫

D̃

L̃(ϕ̃k, ∂̃αϕ̃
k, ∂̃γ ∂̃αϕ̃

k, ..., X̃β)d4X̃,ãäå L(ϕk, ∂αϕ
k, ∂γ∂αϕ

k, ..., Xβ) → L̃(ϕ̃k, ∂̃αϕ̃
k, ∂̃γ ∂̃αϕ̃

k, ..., X̃β) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå�åñòåñòâåííîé� ïëîòíîñòè ëàãðàíæèàíà â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìåíîé ïåðåìåííûõ (4).Èíòåãðàë äåéñòâèÿ êàê îáúåêò �èçè÷åñêîãî èçìåðåíèÿ äîëæåí ñîõðàíÿòü ñâîþâåëè÷èíó ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (4), ò.å. �óíêöèîíàëû ℑ è ℑ̃ ýêâèâàëåíòíû:
ℑ̃ = ℑ. (14)Ýêâèâàëåíòíîñòü �óíêöèîíàëîâ ℑ è ℑ̃ îçíà÷àåò, ÷òî ýòî íà ñàìîì äåëå îäèí èòîò æå îáúåêò, òîëüêî ïðåäñòàâëåííûé ñ ïîìîùüþ ðàçíûõ íàáîðîâ ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííûõ è ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ.
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L̃(ϕ̃k, ∂̃αϕ̃

k, ∂̃γ ∂̃αϕ̃
k, ..., X̃β)→ L(ϕ̃k, ∂̃αϕ̃

k, ∂̃γ ∂̃αϕ̃
k, ..., X̃β), (15)îáåñïå÷èâàþùåé íåèçìåííîñòü �îðìû �óíêöèîíàëà äåéñòâèÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî �óíê�öèîíàë äåéñòâèÿ àáñîëþòíî èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïðå�îáðàçîâàíèé (4). Óêàçàííîå ðàâåíñòâî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íå òî÷íî, à ñ íåâÿçêîé ïî�ðÿäêà o(ε). Â ýòîì ñëó÷àå ðå÷ü äîëæíà èäòè îá èí�èíèòåçèìàëüíîé èíâàðèàíòíîñòè�óíêöèîíàëà äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé (4).Êðèòåðèé èí�èíèòåçèìàëüíîé èíâàðèàíòíîñòè �óíêöèîíàëà äåéñòâèÿ èìååò âèä

δL+ L∂(δX
γ)

∂Xγ
= 0, (16)ãäå âàðèàöèÿ ëàãðàíæèàíà δL�ëèíåéíàÿ ïî ε ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ

L(ϕ̃k, ∂̃αϕ̃
k, ∂̃γ ∂̃αϕ̃

k, ..., X̃β)− L(ϕk, ∂αϕ
k, ∂γ∂αϕ

k, ..., Xβ). (17)Â òåðìèíàõ òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî àíàëèçà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñò�íûõ ïðîèçâîäíûõ óêàçàííûé êðèòåðèé ïðèîáðåòàåò �îðìó
( ς
m
· ∂)L+ L ∂ξ

γ

∂Xγ
= 0, (18)ïðèãîäíóþ äëÿ ëàãðàíæèàíîâ, çàâèñÿùèõ îò ãðàäèåíòîâ ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ ïîðÿä�êà íå ïðåâûøàþùåãîm. Çäåñü äåéñòâèå îïåðàòîðà ς

m
·∂ íà ëàãðàíæèàí îïðåäåëÿåòñÿ�îðìóëàìè ïðîäîëæåíèÿ

ς
m
· ∂ = ς · ∂ +

m∑

s=1

hlα1α2...αs
∂
s

α1α2...αs

l , (19)
hlα1α2...αs

= ∂α1∂α2 ...∂αs(h
l − (∂σϕ

l)ξσ) + (∂α1∂α2 ...∂αs∂σϕ
l)ξσ. (20)Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé äåéñòâèåèíâàðèàíòíî, íàçûâàåòñÿ òàêæå ñèììåòðèåé äåéñòâèÿ.Ââîäÿ ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð òîêà (ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé m = 1)

Jβ =
1

ε

{
∂L

∂(∂βϕk)

(
δϕk − ∂ϕk

∂Xα
δXα

)
+ LδXβ

}
, (21)âàðèàöèþ äåéñòâèÿ (13), îòâå÷àþùóþ ãåîìåòðè÷åñêîé ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé (4),ìîæíî ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèé ïîëÿ Ej(L) = 0 ïðåäñòàâèòü â �îðìå

δℑ = ε

∫
(∂βJ

β)d4X. (22)Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ïðåäïîëîæåíèåì îá àáñîëþòíîé (èí�èíèòåçèìàëüíîé) èíâà�ðèàíòíîñòè �óíêöèîíàëà äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé (4). ßñíî,÷òî òîãäà â (22) ñëåäóåò ïîëàãàòü δℑ = 0 è ñîîòâåòñòâóþùèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìååòñëåäóþùóþ ÷åòûðåõìåðíóþ äèâåðãåíòíóþ �îðìó:
∂βJ

β = 0, (23)
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Jβ = L

(
∂X β(ϕs, Xγ , ε)

∂ε

)

ε=0

+
∂L

∂(∂βϕk)
×

×
[(

∂Φk(ϕs, Xγ , ε)

∂ε

)

ε=0

−
(
∂Xα(ϕs, Xγ , ε)

∂ε

)

ε=0

∂ϕk

∂Xα

]
.

(24)4. Äàëåå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà L ÿâíî íåçàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ êîîðäèíàò Xβ, ò.å.
∂explα L = 0. (25)Ïîñêîëüêó L âêëþ÷àåò â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ √ , òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûìñðàçó æå îãðàíè÷èòüñÿ ïëîñêèì ïðîñòðàíñòâîì�âðåìåíåì. Òîãäà, ïåðåõîäÿ ïðè íåîá�õîäèìîñòè ê äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ∂explα gµν = 0, ∂explα

√
= 0.Íàëè÷èå �ïðÿìîëèíåéíîé îñè� â èñêðèâëåííîì ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå�âðåìå�íè íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü a priori. �èìàíîâî ïðîñòðàíñòâî�âðåìÿ äîïóñêàåò èí�è�íèòåçèìàëüíîå äâèæåíèå (à, ñëåäîâàòåëüíî, è îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ íåïðåðûâíóþãðóïïó êîíå÷íûõ äâèæåíèé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò êîîðäèíàòíàÿñèñòåìà, êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà êîòîðîé íå çàâèñÿò îò îäíîé èç êîîð�äèíàò Xβ′; â ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòíûå êðèâûå Xβ′ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òðàåê�òîðèè äâèæåíèÿ è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∂β′

√
= 0. �ðóïïû äâèæåíèé íàçûâàþò�ñÿ òàêæå èçîìåòðèÿìè ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà.3 �ðóïïà äâèæåíèé ðèìàíîâà ïðî�ñòðàíñòâà�âðåìåíè õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà áó�äóò â òî÷íîñòè òàêèìè æå �óíêöèÿìè îò �íîâûõ� ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ êî�îðäèíàò, ñîõðàíÿÿ èí�èíèòåçèìàëüíûé ìåòðè÷åñêèé èíòåðâàë gαγ(X̃β)dX̃αdX̃γ =

= gαγ(X
β)dXαdXγ , ãäå �íîâûå� è �ñòàðûå� ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå êîîðäèíàòûñâÿçàíû �îðìóëàìè ãðóïïîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.Ïëîñêîå ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî�âðåìÿ äîïóñêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷åòûðå íåçà�âèñèìûõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïïû äâèæåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ òðàíñëÿöèÿìè âäîëüñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìîëèíåéíûõ îñåé. Çà�èêñèðóåì îòñ÷åòíûé ÷åòûðå-èíäåêñ α èðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó òðàíñëÿöèé ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè âäîëüïðÿìîëèíåéíîé α-îñè:

Xβ → X̃β = X β(Xγ , ε) = Xβ + εδβα. (26)Òàêîãî ðîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ âêëþ÷àþò òàêæå ñäâèãè âðåìåííîé êîîðäèíàòû.Ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ ëþáîé 4-îáëàñòè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ìíîãîîáðà�çèÿ äîëæåí áûòü àáñîëþòíî èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãðóïïû òðàíñëÿöèé ïðî�ñòðàíñòâà�âðåìåíè, åñëè ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà ÿâíî íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò Xβ(ò.å. ∂explα L = 0), ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êîîðäèíàòíîãî íàïðàâëåíèÿ α 4-âåêòîð òîêà
Jβ
(α) = T β·

·α îáðàçóåò òåíçîð âòîðîãî ðàíãà (êàíîíè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè�èìïóëüñà)
T µ·
·λ = Lδµλ − (∂λϕ

l)
∂L

∂(∂µϕl)
. (27)3Ñì.: ÝéçåíõàðòË.Ï. Íåïðåðûâíûå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé. � Ì.: �îñ. èçä-âî èíîñòð. ëèò-ðû,1947. � Ñ. 251�254; ÝéçåíõàðòË.Ï. �èìàíîâà ãåîìåòðèÿ. � Ì.: �îñ. èçä-âî èíîñòð. ëèò-ðû, 1948. �Ñ. 266�303; ÏåòðîâÀ.Ç. Ïðîñòðàíñòâà Ýéíøòåéíà. � Ì.: Ôèçìàòëèò, 1961. � 464 ñ.
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∂βT

β·
·α = 0. (28)5. Â ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè (MPE) êîíå÷íàÿ äå�îðìàöèÿ òåëà, ïðåä�ñòàâëÿåìàÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

x = x(X, t) (29)ïîëîæåíèÿ X îòñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè â ñîîòâåòñòâóþùåå àêòóàëüíîå ìåñòî x, ñî�ïðîâîæäàåòñÿ ðîòàöèîííîé ìèêðîäå�îðìàöèåé
φ = φ(X, t), (30)ãäå φ� âåêòîð ìèêðîâðàùåíèÿ (ïîëÿðíûé âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé êîíå÷íûé ïîâîðîòëîêàëüíîãî òðèýäðà, ñâÿçàííîãî ñ ìèêðîýëåìåíòîì). Ñ äîïîëíèòåëüíûìè ðîòàöèîí�íûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, êîòîðûìè íàäåëÿåòñÿ ìèêðîýëåìåíò, ñâÿçàíà è äîïîëíè�òåëüíàÿ èíåðöèÿ, èìïóëüñ pmicro è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ Kmicro:

pmicro = ρRI · φ̇, Kmicro =
1

2
ρRφ̇ · I · φ̇, (31)ãäå I� òåíçîð èíåðöèè, òî÷êîé îáîçíà÷àåòñÿ ÷àñòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïî âðåìå�íè ïðè �èêñèðîâàííîì îòñ÷åòíîì ïîëîæåíèè X.Ñòàâÿ ñâîåé öåëüþ âûâîä óðàâíåíèé ïîëÿ, îïèñûâàþùèõ äå�îðìàöèþ è ìèêðî�äå�îðìàöèþ ìèêðîïîëÿðíîãî òåðìîóïðóãîãî òåëà (MPTE) ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì îáîá�ùåííûì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè â äóõå òåîðèè GNII, âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöè�ïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ è �îðìàëèçìîì òåîðèè ïîëÿ CFT.Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå îïðåäåëÿþùèõ ïåðåìåííûõ ñëåäóåò ïðè�íÿòü ãðàäèåíò äå�îðìàöèè F = ∇R ⊗ x, ïîëÿðíûé âåêòîð ìèêðîâðàùåíèÿ φ è åãîãðàäèåíò∇R⊗φ, ãðàäèåíò òåìïåðàòóðíîãî ñìåùåíèÿ∇Rϑ è ñêîðîñòü òåìïåðàòóðíî�ãî ñìåùåíèÿ ϑ̇. Òåìïåðàòóðíîå ñìåùåíèå ϑ ââîäèòñÿ êàê ïåðâîîáðàçíàÿ ïî âðåìåíè(ïðè �èêñèðîâàííûõ Ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ) îò òåìïåðàòóðû θ

ϑ =

∫
θ dt. (32)Â äåêàðòîâûõ Ëàãðàíæåâûõ Xα (α = 1, 2, 3) è Ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ xj (j =

= 1, 2, 3) ïëîòíîñòü (íà åäèíèöó îáúåìà â îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè) ëàãðàíæèàíà ìèê�ðîïîëÿðíîãî òåðìîóïðóãîãî òåëà èìååò �îðìó ðàçíîñòè ïëîòíîñòè êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè è ñâîáîäíîé ýíåðãèè �åëüìãîëüöà
L(Xα, φj , ẋj , φ̇j , ϑ̇, ∂αxj , ∂αφj , ∂αϑ) =

1

2
ρR(Xα)ẋkẋk +

1

2
ρR(Xα)φ̇jIjkφ̇k−

−ψ(Xα, φj , ϑ̇, ∂αxj , ∂αφj , ∂αϑ).
(33)Âàðèàöèîííûé èíòåãðàë ìèêðîïîëÿðíîãî òåðìîóïðóãîãî äåéñòâèÿ, ñëåäîâàòåëüíî,áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

ℑ =

∫

D

L(Xα, φj , ẋj , φ̇j , ϑ̇, ∂αxj , ∂αφj , ∂αϑ)dX1dX2dX3dt

(α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

(34)ãäå D� äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå òðåõìåðíîé îáëàñòè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (îò�ñ÷åòíîé êîí�èãóðàöèè òåëà) è èíòåðâàëà âðåìåíè ñ ãðàíèöàìè t1, t2.



162 Î ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ ñâÿçàííîãî ìèêðîïîëÿðíîãî òåðìîóïðóãîãî ïîëÿÎáðàòèì âíèìàíèå íà òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïëîòíîñòü ëàãðàíæèàíà (33) íå çà�âèñèò ÿâíî îò Ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ xj â ñèëó ïðèíöèïà �àëèëååâîé èíâàðèàíòíî�ñòè (ðå÷ü èäåò îá èíâàðèàíòíîñòè ïëîòíîñòè ëàãðàíæèàíà îòíîñèòåëüíî òðàíñëÿöèéâ ïðîñòðàíñòâå ìåñò x). Òî÷íî òàê æå ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ïëîòíîñòü ëàãðàíæèà�íà ÿâíî íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðíîãî ñìåùåíèÿ ϑ, ñ÷èòàÿ äàííîå ïðåäïîëîæåíèåíåêîåé ðàçíîâèäíîñòüþ ïðèíöèïà êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè.Ïðåæäå ÷åì ñ�îðìóëèðîâàòü óðàâíåíèÿ ïîëÿ êàê óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæàäëÿ �óíêöèîíàëà (34) ðàññìîòðèì îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ ìèêðîïîëÿðíîãî òåðìî�óïðóãîãî êîíòèíóóìà. Â ðàìêàõ Ëàãðàíæåâà ïîëåâîãî �îðìàëèçìà îïðåäåëÿþùèåóðàâíåíèÿ âûñòóïàþò ïðîñòî êàê îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûåââîäÿòñÿ â öåëÿõ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè óðàâíåíèé ïîëÿ:
Sα·
·j =

∂ψ

∂(∂αxj)
,

Mα·
·j =

∂ψ

∂(∂αφj)
, Aj = −

∂ψ

∂φj
,

s = −∂ψ
∂ϑ̇

, jαR = − ∂ψ

∂(∂αϑ)
,

(35)
ãäå α = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3; èëè â �ïðÿìîé� çàïèñè

S =
∂ψ

∂F
,

M =
∂ψ

∂(∇R ⊗ φ)
, A = −∂ψ

∂φ
,

s = −∂ψ
∂ϑ̇

, jR = − ∂ψ

∂(∇Rϑ)
.

(36)
Óêàæåì íà ñìûñë ñèìâîëîâ, ó÷àñòâóþùèõ â çàïèñè îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé:

ψ� ïëîòíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè �åëüìãîëüöà (â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó îáúåìà â îò�ñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè), F = ∇R⊗x� ãðàäèåíò äå�îðìàöèè, S�ïåðâûé òåíçîð íàïðÿ�æåíèé Ïèîëà�Êèðõãî�à, M�òåíçîð ìèêðîíàïðÿæåíèé, A�ìîìåíò (ñîïðÿæåí�íûé ìèêðîâðàùåíèÿì), s� ïëîòíîñòü ýíòðîïèè (â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó îáúåìà â îò�ñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè), jR � âåêòîð ïîòîêà ýíòðîïèè (â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíèöóïëîùàäè â îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè), ϑ�òåìïåðàòóðíîå ñìåùåíèå.Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ �óíêöèîíàëà (34) åñòåñòâåííî ðàñïàäàþòñÿíà òðè ãðóïïû è èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
∂αS

α·
·j − ρRẍj = 0 (α = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

∂αMα·
·j +Aj − ρRIjkφ̈k = 0 (α = 1, 2, 3; j, k = 1, 2, 3),

∂αj
α
R + ṡ = 0 (α = 1, 2, 3).

(37)Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ ïîëÿ (37), ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ �óíêöèîíàëà ìèêðîïîëÿðíîãî òåðìîóïðóãîãî äåéñòâèÿ, âêëþ÷àþòäâà âåêòîðíûõ óðàâíåíèÿ è îäíî ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå� óðàâíåíèå áàëàíñà ýíòðî�ïèè (ñ îòñóòñòâóþùèì ïðîèçâîäñòâîì ýíòðîïèè).
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∂(ρRv)

∂t

∣∣∣∣
X

−∇R · S = 0,

∂(ρRI · φ̇)
∂t

∣∣∣∣∣
X

−∇R ·M = A,

∂s

∂t

∣∣∣∣
X

+∇R · jR = 0.

(38)
Ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ òåîðèè ïîëÿ ìîæíî âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû êàíî�íè÷åñêîãî òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà; îíè ðàñïàäàþòñÿ íà ñëåäóþùèå ÷åòûðå ãðóï�ïû.i: λ, µ = 1, 2, 3

T µ·
·λ = Lδµλ + Sµ·

·l (∂λxl) +M
µ·
·l (∂λφl)− j

µ
R(∂λϑ); (39)ii: λ = 4; µ = 1, 2, 3

T µ·
·4 = Sµ·

·l ẋl +M
µ·
·l φ̇l − j

µ
Rϑ̇; (40)iii: λ = 1, 2, 3; µ = 4

T 4·
·λ = −ρR(∂λxl)ẋl − ρR(∂λφl)Ilkφ̇k − s(∂λϑ); (41)iv: λ = 4; µ = 4

T 4·
·4 = L − ρRẋlẋl − ρRIlkφ̇lφ̇k − sϑ̇. (42)Êîìïîíåíòû (i) òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà, âçÿòûå ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì,�îðìèðóþò òåíçîð íàïðÿæåíèé Ýøåëáè

−P = LI+ S ·FT +M · (∇R ⊗ φ)T − jR ⊗ (∇Rϑ). (43)Èç êîìïîíåíò (ii) îáðàçóåòñÿ âåêòîð Óìîâà�Ïîéíòèíãà
Γ = S · v +M · φ̇− θjR. (44)Êîìïîíåíòû (iii) îïðåäåëÿþò âåêòîð ïñåâäîèìïóëüñà ïîëÿ

P = −ρRF · v − ρR(∇R ⊗ φ) · I · φ̇− s∇Rϑ. (45)Êîìïîíåíòà (iv) òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà åñòü (ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì) ïëîò�íîñòü ãàìèëüòîíèàíà
T 4·
·4 = −H. (46)Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ôåäåðàëüíîé öå�ëåâîé ïðîãðàììû �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè�(�Ê02.741.12.2173) è ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò �10-01-00184-à �Âîë�íîâûå çàäà÷è ñâÿçàííîé ãèïåðáîëè÷åñêîé òåðìîóïðóãîñòè�).



164 Î ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ ñâÿçàííîãî ìèêðîïîëÿðíîãî òåðìîóïðóãîãî ïîëÿËèòåðàòóðà[1℄ �àäàåâÞ.Í. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè êàê �èçè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ // Âåñò�íèê Ñàìàðñêîãî ãîñ. óíèâåðñèòåòà. Åñòåñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ. � 2000. � �4(18). �Ñ. 87�113.[2℄ �àäàåâÞ.Í. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè êàê �èçè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ // Ïðî�áëåìû ìåõàíèêè: Ñá. ñòàòåé. ê 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ À.Þ.Èøëèíñêîãî (Ïîäðåä. àêàä. Ä.Ì.Êëèìîâà.). � Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2003. � Ñ. 658�684.[3℄ ÊîâàëåâÂ.À., �àäàåâÞ.Í. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ñîâðåìåííûå �èçè÷åñêèåòåîðèè ïîëÿ // Èçâ. Ñàðàò. óí-òà. Íîâ. ñåð. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èí�îð�ìàòèêà. � 2009. � Ò. 9. � Â. 4. � ×. 2. � Ñ. 41�94.[4℄ ÊîâàëåâÂ.À., �àäàåâÞ.Í. Ýëåìåíòû òåîðèè ïîëÿ: âàðèàöèîííûå ñèììåòðèè èãåîìåòðè÷åñêèå èíâàðèàíòû. � Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2009. � 156 ñ.[5℄ ÎâñÿííèêîâË.Â. �ðóïïîâîé àíàëèç äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. � Ì.: Íàóêà,1978. � 400 ñ.[6℄ Olver P.J. Equivalene, Invariants and Symmetry. � Cambridge, New York, Mel�bourne: Cambridge University Press, 1995. � 526 pp.



ÊîâàëåâÂ.À., �àäàåâÞ.Í. 165ÓÄÊ 539.3ÂÎËÍÎÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÒÅÎ�ÈÈ ÏÎËß È ÒÅ�ÌÎÌÅÕÀÍÈÊÀÊîâàëåâÂ.À.1, �àäàåâÞ.Í.2Ïðåäñòàâëÿåìàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà �èçè÷åñêèì îñíîâàì è ìàòåìàòè÷åñêîìó àï�ïàðàòó ñîâðåìåííîé âîëíîâîé òåðìîìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä. Âûáîð òåîðèè ïîëÿâ êà÷åñòâå åäèíñòâåííîãî èñòî÷íèêà âûâîäà ñîîòíîøåíèé âîëíîâîé òåðìîìåõàíèêèäèêòóåòñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî áîëüøèíñòâî ðàçäåëîâ �èçèêè è ìåõàíèêè êíàñòîÿùåìó âðåìåíè óæå ïðèâåäåíû â ñîîòâåòñòâèå ñ ïðèíöèïàìè òåîðèè ïîëÿ è âçíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïèðàþòñÿ íà �îðìàëèçì òåîðèè ïîëÿ. Ñëåäóÿ [1�4℄, â ðàáî�òó âêëþ÷åíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, îïðåäåëåíèÿ è ïðèíöèïû âîëíîâîé òåðìîìåõàíèêèñïëîøíûõ ñðåä êàê �èçè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ â 4-ìåðíîì èñêðèâëåííîì ïðîñòðàí�ñòâå�âðåìåíè è ðàçâèâàåòñÿ Ëàãðàíæåâ ïîëåâîé �îðìàëèçì, ñâÿçàííûé ñ ïðèíöè�ïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ è âîçìîæíîñòüþ âàðèàöèîííîãî îïèñàíèÿ ïîëÿ ñ ïîìî�ùüþ óêàçàííîãî ïðèíöèïà. �àçâèâàåòñÿ òåîðèÿ ([5, 6℄) ãåîìåòðè÷åñêèõ âàðèàöèîí�íûõ ñèììåòðèé ïîëÿ è çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (âêëþ÷àÿ ðÿä èõ íîâûõ �îðì). Òåîðèÿïîëÿ çàòåì ïðèìåíÿåòñÿ â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíîãî ïîäõîäà ê ìàòåìàòè÷åñêîìóìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññà òåïëîïðîâîäíîñòè â òâåðäûõ òåëàõ (óïðóãèõ è ìèêðîïî�ëÿðíî óïðóãèõ) ñ ïîìîùüþ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ êîíå÷íóþñêîðîñòü òðàíñïîðòà òåïëà è âîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåçàòóõàþùèõ òåïëîâûõâîëí �âòîðîãî çâóêà� â òâåðäûõ òåëàõ. Äàíî îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî òåîðèÿ ãèïåðáî�ëè÷åñêîé òåðìîóïðóãîñòè ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ îñíîâíûìè ïðèíöèïàìè òåðìîäè�íàìèêè è ïðåäñêàçûâàåò íóëåâîå ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè òåð�ìè÷åñêîé âîëíû �âòîðîãî çâóêà�. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî, òîëüêî åñëèËàãðàíæèàí ñâÿçàííîãî òåðìîóïðóãîãî ïîëÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì òðàíñëÿöèîííîéèíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ òåìïåðàòóðíîãî ñìåùåíèÿ.Ïðîöåññû òðàíñïîðòà òåïëà â òâåðäûõ òåëàõ ìîãóò ìîäåëèðîâàòüñÿ ñ ïîìîùüþïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ïîäõîäîâ â çàâèñèìîñòè îò òîãî êàêîé �èçè÷åñêèé ìåõàíèçìïðèíèìàåòñÿ äëÿ åãî îáúÿñíåíèÿ: òåðìè÷åñêàÿ äè��óçèÿ èëè òåðìè÷åñêàÿ âîëíà�âòîðîãî çâóêà�. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ òåðìîóïðóãîñòè (CTE, onventional thermo-elastiity) îñíîâûâàåòñÿ íà çàêîíå òåïëîïðîâîäíîñòè Ôóðüå, êîòîðûé óñòàíàâëèâàåòïðîïîðöèîíàëüíîñòü âåêòîðà ïîòîêà òåïëà è îòðèöàòåëüíîãî ãðàäèåíòà (àíòèãðàäè�åíòà) òåìïåðàòóðû. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, êàê èçâåñòíî,ïðèíàäëåæèò ê ïàðàáîëè÷åñêîìó òèïó. Èññëåäîâàíèå �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ïà�ðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî òåìïåðàòóð�íîå âîçìóùåíèå, ëîêàëèçîâàííîå â îïðåäåëåííîì ìåñòå òåðìîóïðóãîãî òåëà, äîëæíîíåìåäëåííî îùóùàòüñÿ (õîòÿ è ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì çàòóõàíèåì) è â ëþáîì äðó�ãîì (ñêîëü óãîäíî óäàëåííîì) ìåñòå, à ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîòèâîðå÷èò ïðèíöèïóïðè÷èííîñòè. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ òåðìîóïðóãîñòè ïðåäñêàçûâàåò, òàêèì îáðàçîì,áåñêîíå÷íî áîëüøóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëþáîãî òåðìè÷åñêîãî ñèãíàëà.ßâëåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ïîñðåäñòâîì ðàñïðîñòðàíåíèÿ (ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ)íåçàòóõàþùèõ òåðìè÷åñêèõ âîëí ïîëó÷èëî íàçâàíèå �âòîðîãî çâóêà�. Ìîäåëèðîâà�íèå âîëí �âòîðîãî çâóêà� ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé òåðìîìåõàíèêè, ïîñêîëüêó1Êîâàëåâ Âëàäèìèð Àëåêñàíäðîâè÷ (vlad_koval�mail.ru), Ìîñêîâñêèé ãîðîäñêîé óíèâåðñèòåòóïðàâëåíèÿ Ïðàâèòåëüñòâà Ìîñêâû, 107045, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. Ñðåòåíêà, 28.2�àäàåâ Þðèé Íèêîëàåâè÷ (radayev�ssu.samara.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



166 Âîëíîâûå çàäà÷è òåîðèè ïîëÿ è òåðìîìåõàíèêàèõ ñóùåñòâîâàíèå â êðèñòàëëàõ âûñîêîé ÷èñòîòû â îáëàñòè ñâåðõíèçêèõ òåìïåðàòóðïîäòâåðæäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî. Íóëåâîå ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè, ñîïðîâîæäàþùååòàêèå âîëíû, ïîçâîëÿåò âåñòè ðå÷ü îá èñïîëüçîâàíèè �âòîðîãî çâóêà� äëÿ ïåðåäà÷èòåïëîâîãî ñèãíàëà áåç ïîòåðü ýíåðãèè íà çíà÷èòåëüíûå ðàññòîÿíèÿ.Â íà÷àëå 90-õ ãã. �ðèíîì è Íàõäè [7, 8℄ áûëà ïðåäëîæåíà âåñüìà îáùàÿ, îòëè÷�íàÿ îò êëàññè÷åñêîé òåîðèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, èçâåñòíàÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ êàêGN-òåîðèÿ. Îíà ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðèíöèïàìè òåðìîäèíàìèêè è áûëà ðàç�âèòà â îáùåé íåëèíåéíîé �îðìå â òðåõ âàðèàíòàõ I, II, III: â ëèíåéíîì ïðèáëè�æåíèè ïåðâûé âàðèàíò (GNI/CTE) ïðèâîäèò ê çàêîíó òåïëîïðîâîäíîñòè Ôóðüå èïàðàáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè, âòîðîé âàðèàíò (GNII) ïðåäëàãà�åò ðàññìàòðèâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà êàê âîëíîâîé íåäèññèïàòèâíûé ïðîöåññ(dissipationless thermoelastiity) è ïðèâîäèò ê ãèïåðáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ðàñïðî�ñòðàíåíèÿ òåïëà, òðåòèé âàðèàíò (GNIII) � ñìåøàííûé� âêëþ÷àåò ïåðâûå äâà âêà÷åñòâå ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ.�ëàâíûì ïðåèìóùåñòâîì òåîðèè GNII-òåðìîóïðóãîñòè ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëü�ñòâî, ÷òî îíà äîïóñêàåò âàðèàöèîííóþ ïîëåâóþ �îðìóëèðîâêó [9℄: âñå îñíîâíûåñîîòíîøåíèÿ GNII-òåðìîóïðóãîñòè ìîãóò áûòü ïîñëåäîâàòåëüíî âûâåäåíû èç ïðèí�öèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîäîáðàííûì ëàãðàíæèà�íîì. Â ïðåäñòàâëÿåìîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ Ëàãðàíæåâà ïîëåâàÿ �îðìóëèðîâêà äëÿñâÿçàííîãî GNII-òåðìîóïðóãîãî ïîëÿ (ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåëèíåéíûé âàðèàíò,òàê è ëèíåàðèçîâàííûå ñâÿçàííûå óðàâíåíèÿ); äàí âûâîä äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ�íåíèé ïîëÿ è êàíîíè÷åñêèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñëàáûõðàçðûâîâ ïåðåìåùåíèé è òåìïåðàòóðíûõ ñìåùåíèé èññëåäóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ãåîìåò�ðè÷åñêèõ è êèíåìàòè÷åñêèõ óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè Àäàìàðà�Òîìàñà.Ìåòîäàìè âîëíîâîé òåðìîóïðóãîñòè èçó÷àþòñÿ îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãàð�ìîíè÷åñêèõ òåðìîóïðóãèõ âîëí ïðîèçâîëüíîãî àçèìóòàëüíîãî ïîðÿäêà âäîëü äëèí�íîãî öèëèíäðè÷åñêîãî âîëíîâîäà, áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî íåïðîíèöàåìà äëÿòåïëà. Èññëåäîâàíèå ðåàëèçîâàíî â òðåõ òåðìîäèíàìè÷åñêè êîððåêòíûõ âàðèàíòàõ:GNI/CTE, GNII, GNIII. Â âû÷èñëèòåëüíîì àñïåêòå âíèìàíèå óäåëåíî âîëíàì ñî âòî�ðûìè, òðåòüèìè è áîëåå âûñîêèìè àçèìóòàëüíûìè ÷èñëàìè. Â ðàìêàõ íàèáîëåå îá�ùåé ìîäåëè ëèíåéíîé òåîðèè GNIII-òåðìîóïðóãîñòè ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è î ïðî�õîæäåíèè ñâÿçàííîé ãàðìîíè÷åñêîé òåðìîóïðóãîé âîëíû ñ âûñîêèì àçèìóòàëüíûì÷èñëîì (íîìåðîì îêðóæíîé ãàðìîíèêè) n âäîëü îñè ñâîáîäíîãî òåïëîèçîëèðîâàííî�ãî öèëèíäðè÷åñêîãî âîëíîâîäà êðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Íàéäåí ÷àñòîòíûéäåòåðìèíàíò óêàçàííîãî òèïà âîëí è ñðåäñòâàìè MathCAD 14 ÷èñëåííî ïðîâåäåíîèññëåäîâàíèå ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ â ïëàíå ðåøåíèÿ âåñüìà ñëîæíîé äëÿ âûñîêèõàçèìóòàëüíûõ ÷èñåë ïðîáëåìû ëîêàëèçàöèè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè çíà÷åíèéâîëíîâûõ ÷èñåë. �åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ â ñëó÷àå âûñîêèõ îêðóæíûõ ãàðìîíèê(n = 20, 97) äàíû â âèäå ãðà�èêîâ ñ çîíàìè ëîêàëèçàöèè êîðíåé ÷àñòîòíîãî óðàâ�íåíèÿ. Ïðîâåäåí àíàëèç õàðàêòåðíûõ äëÿ áîëüøèõ n çàêîíîìåðíîñòåé ïîâåäåíèÿ÷àñòîòíîãî äåòåðìèíàíòà â çàäàííîé îáëàñòè çíà÷åíèé äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé÷àñòåé âîëíîâîãî ÷èñëà ñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîé âîëíû.Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ôåäåðàëüíîé öå�ëåâîé ïðîãðàììû �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè�(�Ê 02.741.12.2173) è ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò �10-01-00184-à �Âîë�íîâûå çàäà÷è ñâÿçàííîé ãèïåðáîëè÷åñêîé òåðìîóïðóãîñòè�).



ÊîâàëåâÂ.À., �àäàåâÞ.Í. 167Ëèòåðàòóðà[1℄ �àäàåâÞ.Í. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè êàê �èçè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ // Âåñò�íèê Ñàìàðñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà. Åñòåñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ. � 2000. � �4(18). �Ñ. 87�113.[2℄ �àäàåâÞ.Í. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè êàê �èçè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ // Ïðî�áëåìû ìåõàíèêè: Ñá. ñòàòåé. ê 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ À.Þ.Èøëèíñêîãî (Ïîäðåä. àêàä. Ä.Ì.Êëèìîâà.). � Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2003. � Ñ. 658�684.[3℄ ÊîâàëåâÂ.À., �àäàåâÞ.Í. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ñîâðåìåííûå �èçè÷åñêèåòåîðèè ïîëÿ // Èçâ. Ñàðàò. óí-òà. Íîâ. ñåð. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èí�îð�ìàòèêà. � 2009. � Ò. 9. � Â. 4. � ×. 2. � Ñ. 41�94.[4℄ ÊîâàëåâÂ.À., �àäàåâÞ.Í. Ýëåìåíòû òåîðèè ïîëÿ: âàðèàöèîííûå ñèììåòðèè èãåîìåòðè÷åñêèå èíâàðèàíòû. � Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2009. � 156 ñ.[5℄ Noether E. Invariante Variationsprobleme // Kgl. Ges. Wiss. Nahr. G�ottingen.Math.-Physik. Kl. 2. � 1918. � S. 235�257.[6℄ Olver P.J. Equivalene, Invariants and Symmetry. � Cambridge, New York,Melbourne: Cambridge University Press, 1995. � 526 pp.[7℄ GreenA.E., Naghdi P.M. On undamped heat waves in an elasti solid // J. Therm.Stress. � 1992. � V. 15. � P. 253�264.[8℄ GreenA.E., Naghdi P.M. Thermoelastiity without energy dissipation // J.Elastiity. � 1993. � V. 31. � P. 189�208.[9℄ KalpakidesV.K., MauginG.A. Canonial formulation and onservation laws ofthermoelastiity without dissipation // Reports in Mathematial Physis. � 2004. �V. 53. � P. 371�391.



168 Äèíàìèêà òðåõñëîéíûõ òåðìîâÿçêîóïðóãèõ îáîëî÷åêÓÄÊ 539.3ÄÈÍÀÌÈÊÀ Ò�ÅÕÑËÎÉÍÛÕ ÒÅ�ÌÎÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÈÕÎÁÎËÎ×ÅÊÊîâàëåâÂ.À.1, �åâèíñêèé�.À.2Èññëåäîâàíèÿ ñîáñòâåííûõ è âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé òðåõñëîéíûõ îáîëî÷åê èïëàñòèí èìåþò êàê òåîðåòè÷åñêîå, òàê è ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå [1, 2℄. Ýòî ñâÿçàíî,â ÷àñòíîñòè, ñ òåì, ÷òî òîíêîñòåííûå êîíñòðóêöèè, îáðàçóåìûå òîíêèìè íåñóùèìèâíåøíèìè ñëîÿìè è ñðåäíèì ñëîåì (çàïîëíèòåëåì) çíà÷èòåëüíî áîëüøåé òîëùèíû,èìåþò ìåíüøèé âåñ ïðè çàäàííîé æåñòêîñòè â ñðàâíåíèè ñ îäíîðîäíûìè êîíñòðóê�öèÿìè. Êðîìå òîãî, ñðåäíèé ñëîé ìîæåò âûïîëíÿòü äîïîëíèòåëüíûå êîíñòðóêòèâ�íûå �óíêöèè, íå ñâÿçàííûå ñ îáåñïå÷åíèåì æåñòêîñòè, íàïðèìåð òåïëîèçîëÿöèîí�íûå. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî íàèáîëåå æåñòêèìè òðåõñëîéíûìè íåïîëîãèìèîáîëî÷êàìè (ò.å. îáëàäàþùèìè íàèáîëüøåé æåñòêîñòüþ ïðè �èêñèðîâàííîé ìàññå)ÿâëÿþòñÿ îáîëî÷êè ñ íåñèììåòðè÷íîé ñòðóêòóðîé ñëîåâ.Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ òðåõñëîéíûå îáîëî÷êè â ñëó÷àå, êîãäà òîëùèíà ñðåäíå�ãî ñëîÿ çíà÷èòåëüíî áîëüøå òîëùèí âíåøíèõ ñëîåâ [3℄. Ñðåäíèé ñëîé ðàññìàòðè�âàåòñÿ â ïîñòàíîâêå òåîðèè îáîëî÷åê ñ êîíå÷íîé ñäâèãîâîé æåñòêîñòüþ (òåîðèÿÌèíäëèíà��åéñíåðà), âíåøíèå ñëîè� â ïîñòàíîâêå ìåìáðàííîé òåîðèè. Ïðåäïîëà�ãàåòñÿ, ÷òî ñïîñîáû ñîåäèíåíèÿ ñëîåâ â åäèíûé ïàêåò ãàðàíòèðóþò îòñóòñòâèå èõñìåùåíèÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà; ïåðåìåùåíèÿ îáîëî÷êè ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñòîëùèíîé êîíñòðóêöèè; íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ïëîùàäêàõ, êàñàòåëüíûõ ê ïî�âåðõíîñòè îñðåäíåíèÿ, íå ó÷èòûâàþòñÿ. Äå�îðìèðîâàíèå ïàêåòà ñëîåâ îïðåäåëÿåòñÿãèïîòåçîé ëîìàíîé íîðìàëè; íîðìàëüíûé ýëåìåíò ñðåäíåãî ñëîÿ ïîñëå äå�îðìèðî�âàíèÿ íå îñòàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûì ê ïîâåðõíîñòè îñðåäíåíèÿ, à ïîâîðà÷èâàåòñÿíà íåêîòîðûé óãîë, íå èñêðèâëÿÿñü è íå èçìåíÿÿ ñâîåé äëèíû. Ìàòåðèàë âíåøíèõñëîåâ ïîëàãàåòñÿ èçîòðîïíûì òåðìîóïðóãèì, à ìàòåðèàë âíóòðåííåãî ñëîÿ ÿâëÿåòñÿèçîòðîïíûì òåðìîâÿçêîóïðóãèì. Äëÿ óêàçàííûõ òðåõñëîéíûõ îáîëî÷åê èñïîëüçó�åòñÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï êîíâîëþòèâíîãî òèïà [4℄. Èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïàâûâîäÿòñÿ ñâÿçàííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è òåïëîïðîâîäíîñòè, à òàêæå êðàåâûåè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Êðàåâûå óñëîâèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â íàèáîëåå îáùåé �îðìå,êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò óïðóãîìó çàêðåïëåíèþ îáîëî÷êè íà îïîðíîì êîíòóðå.�àçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïðîâå�ñòè àíàëèç âëèÿíèÿ àñèììåòðèè ïàêåòà ñëîåâ è âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ñðåäíåãî ñëîÿíà ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è �îðì êîëåáàíèé ïðè ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ óñëî�âèÿõ. �àññìîòðåí ÷èñëåííûé ïðèìåð äëÿ òðåõñëîéíîé ïîëóñ�åðè÷åñêîé ñòàëüíîéîáîëî÷êè ñ âíóòðåííèì áåòîííûì ñëîåì [3, 5℄. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü êîìïëåêñ�íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îò âåëè÷èíû âðåìåíè ðåëàêñàöèè ìàòåðèàëà ñðåäíåãîñëîÿ. Ïðè óâåëè÷åíèè âðåìåíè ðåëàêñàöèè äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ñîáñòâåííûõ çíà�÷åíèé óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ, ò.å. ïîâåäåíèå êîíñòðóêöèè ñòàíîâèòñÿ óïðóãèì. Îñó�ùåñòâëåíà êëàññè�èêàöèÿ êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ �îðì. Ïîêàçàíî íàëè÷èå êðàò�íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ïðîèçâåäåí àíàëèç ñòðóêòóðû ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíå�âûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà îòìå÷åíû çàâè�ñèìîñòü ñîáñòâåííûõ �îðì îò ìîäóëåé âÿçêîñòè ìîäåëè â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïåðèîä1Êîâàëåâ Âëàäèìèð Àëåêñàíäðîâè÷ (vlad_koval�mail.ru), Ìîñêîâñêèé ãîðîäñêîé óíèâåðñèòåòóïðàâëåíèÿ Ïðàâèòåëüñòâà Ìîñêâû, 107045, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. Ñðåòåíêà, 28.2�åâèíñêèé �îìàí Àëåêñàíäðîâè÷ (rvskra�gmail.om), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè�òåò, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.
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n�ãî ñîáñòâåííîãî êîëåáàíèÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê âåëè÷èíå âðåìåíè ðåëàêñàöèè ìàòåðè�àëà ñðåäíåãî ñëîÿ. Íàéäåíû êîìïëåêñíîçíà÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåí�íûå �óíêöèè. Îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé õàðàê�òåðèçóþò çàòóõàíèå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, âûçâàííûõ ñîáñòâåííîé è òåðìè÷åñêîéäèññèïàöèåé. Ïîñòðîåíû ðàçëîæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå äèíàìè÷åñêóþ ðåàêöèþ ïðèèìïóëüñíûõ âîçäåéñòâèÿõ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà�óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 09-08-01180-à).Ëèòåðàòóðà[1℄ �îëüäåíâåéçåðÀ.Ë. Òåîðèÿ óïðóãèõ òîíêèõ îáîëî÷åê. � Ì.: Íàóêà, 1976. � 512 ñ.[2℄ KovalevV.A. Transient osillation of the ellipti thermovisoelasti plates // Booksof Abstrats of the XXXVIII Summer shool-onferene Advaned problems inmehanis. St. Peterburg. � 2010. � P. 57.[3℄ ÊîâàëåâÂ.À., �åâèíñêèé�.À. �àñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ òðåõ�ñëîéíûõ âÿçêîóïðóãèõ ñ�åðè÷åñêèõ îáîëî÷åê // Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñ. óíè�âåðñèòåòà. Åñòåñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ. � 2008. � �8/2 (67). � Ñ. 188�200.[4℄ ÊîâàëåâÂ.À. Äèíàìèêà ìíîãîñëîéíûõ òåðìîâÿçêîóïðóãèõ ïëàñòèí // Èçâ. Ñà�ðàò. óí-òà. Íîâ. ñåð. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èí�îðìàòèêà. � 2009. � Ò. 9. �Âûï. 4. � ×. 2. � Ñ. 41�94.[5℄ ÊîâàëåâÂ.À., �åâèíñêèé�.À. �àñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò äëÿ òðåõñëîé�íûõ âÿçêîóïðóãèõ ïîëóñ�åðè÷åñêèõ îáîëî÷åê // Òåçèñû äîêëàäîâ XVI Çèìíåéøêîëû ïî ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû �Ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû êàê îñíîâàñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé�. Ïåðìü � Åêàòåðèíáóðã. � 2009. � Ñ. 192�193.



170 Ïðèìåíåíèå ìîäåëåé õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè â ìîäåëèðîâàíèè ýêîíîìèêè . . .ÓÄÊ 519.6Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÎÄÅËÅÉ ÕÀÎÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈÂ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÈ ÝÊÎÍÎÌÈÊÈ �Å�ÈÎÍÎÂ �ÎÑÑÈÈÊîâàëåâàÅ.Ä.1, Ñèäîðåíêî Â.Í., Ñîëîäîâíèêîâà Å.À.2Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ðîññèéñêèõ è çàðó�áåæíûõ àâòîðîâ, ïîñâÿùåííûõ ðàçðàáîòêàì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé õàîòè÷åñêîéäèíàìèêè ýêîíîìèêè. Áîëüøîå âíèìàíèå óäåëåíî ÿâëåíèþ öèêëîâ è õàîñà â ýêîíîìè�÷åñêèõ ñèñòåìàõ, èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ñèñòåì, à òàêæå óïðàâëåíèþ õà�îñîì. Îòäåëüíî ïðîàíàëèçèðîâàíà äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü äè��óçèîííîãî òèïà [1�3℄,îïèñûâàþùàÿ ðàçâèòèå êëþ÷åâûõ ïîêàçàòåëåé ýêîíîìèêè (ñîâîêóïíîãî êàïèòàëà,ñîâîêóïíîãî ñïðîñà è íîðìû ïðèáûëè) ðåãèîíîâ �îññèè. Äàííàÿ ìîäåëü âïåðâûåáûëà ïðåäëîæåíà ÌàãíèöêèìÍ.À., çàòåì ïðîàíàëèçèðîâàíà ÄåðíîâûìÀ.Â., Ñèäî�ðåíêîÂ.Í., ÑèäîðîâûìÑ.Â., ïîñëå ÷åãî ïîäâåðãëàñü âåðè�èêàöèè Êîâàëåâîé Å.Ä.è ÑîëîäîâíèêîâîéÅ.À. ïî äàííûì ðåãèîíàëüíîé ñòàòèñòèêè, ñâåäåííûõ â ñîïîñòà�âèìûå ðÿäû äèíàìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé çà ïîñëåäíèå 150 ëåò â ðàáîòå [4℄.�àññìàòðèâàåìàÿ â ðàáîòå íåëèíåéíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü äè��óçèîííîãî òè�ïà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé èç òðåõ íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñò�íûõ ïðîèçâîäíûõ è îïèñûâàåò ïðîöåññ îáùåñòâåííîãî âîñïðîèçâîäñòâà, âêëþ÷àÿñòàäèè ïðîèçâîäñòâà, ðàñïðåäåëåíèÿ, îáìåíà è ïîòðåáëåíèÿ. Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîéýòîé ìîäåëè îò àíàëîãè÷íûõ ìîäåëåé, ðàçðàáîòàííûõ â �îññèè è çà ðóáåæîì, ÿâëÿ�åòñÿ òî, ÷òî îñíîâíîé ïåðåìåííîé, ñòèìóëèðóþùåé ýêîíîìè÷åñêîå ðàçâèòèå, ñëóæèòðàñïðåäåëåíèå íîðìû ïðèáûëè, îïðåäåëÿþùåé íàïðàâëåííîñòü è èíòåíñèâíîñòü äâè�æåíèÿ (äè��óçèþ) êàïèòàëà è åãî ñàìîâîçðàñòàíèå ïîñðåäñòâîì ïðîèçâîäñòâà ïðè�áàâî÷íîé ñòîèìîñòè, âåëè÷èíà êîòîðîé òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ íîðìîé ïðèáûëè. Â ðàì�êàõ òàêîãî ïîäõîäà ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ òðàäèöè�îííûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ �óíêöèé.Äâà èç óðàâíåíèé ñèñòåìû îïèñûâàþò èçìåíåíèå è èíòåíñèâíîñòü äâèæåíèÿ(äè��óçèþ) êàïèòàëà è ïëàòåæåñïîñîáíîãî ñïðîñà ìåæäó ðåãèîíàìè ïîä âîçäåé�ñòâèåì èçìåíåíèÿ íîðìû ïðèáûëè, ïðîèñõîäÿùèå âñëåäñòâèå íåñîîòâåòñòâèÿ ïðåäëî�æåíèÿ ïðîèçâîäèìîé â ýêîíîìèêå ïðîäóêöèè ïëàòåæåñïîñîáíîìó ñïðîñó íà íåå. Äèñ�áàëàíñ ìåæäó ñïðîñîì è ïðåäëîæåíèåì îïèñûâàåòñÿ òðåòüèì óðàâíåíèåì ñèñòåìû. Âðàáîòå ïðîâåäåí àíàëèç áè�óðêàöèé îäíîðîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâó ðåøåíèé ñèñòåìûóðàâíåíèé. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè èçìåíåíèè îïðåäåëåííûõ (áè�óðêàöèîííûõ) ïàðàìåò�ðîâ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæåòèìåòü ñëåäóþùèå ðåæèìû ïîâåäåíèÿ: ñòàöèîíàðíûé, öèêëè÷åñêèé ñ íàëè÷èåì öèê�ëîâ ëþáîãî ïåðèîäà è ëþáîé êðàòíîñòè, õàîòè÷åñêèé. Îïèñàí òèï âîçíèêàþùåãîïðè ýòîì ñòðàííîãî àòòðàêòîðà.Ïîêàçàíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ íåëèíåéíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîæåò îïè�ñûâàòü øèðîêèé ñïåêòð ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì: îò êîìàíäíî-àäìèíèñòðàòèâíîé äî÷èñòî ðûíî÷íîé. Ïðè áîëüøîì �äàâëåíèè� ãîñóäàðñòâà íà áèçíåñ ýêîíîìèêà ìîæåòñóùåñòâîâàòü íåêîòîðîå âðåìÿ ñ íèçêèìè óðîâíÿìè êàïèòàëèçàöèè è ïîòðåáëåíèÿ,1Êîâàëåâà Åëåíà Äìèòðèåâíà, ê.�.-ì.í. (kovaleva_ed�mail.ru), Ìîñêîâñêèé ãîðîäñêîé óíèâåð�ñèòåò óïðàâëåíèÿ Ïðàâèòåëüñòâà Ìîñêâû, 107045, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. Ñðåòåíêà, 28.2Ñèäîðåíêî Âëàäèìèð Íèêîëàåâè÷ (v_sidorenko�mail.ru), Ñîëîäîâíèêîâà Åâãåíèÿ Àëåêñååâ�íà (esolodovnikova�gmail.om), Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà,119991, ã.Ìîñêâà, �ÑÏ-1, Ëåíèíñêèå ãîðû, 3-é íîâûé ó÷åáíûé êîðïóñ, Ýêîíîìè÷åñêèé �àêóëüòåò.



ÊîâàëåâàÅ.Ä., ÑèäîðåíêîÂ.Í., Ñîëîäîâíèêîâà Å.À. 171à çàòåì ðàçðóøàåòñÿ ïóòåì óìåíüøåíèÿ äî íóëÿ ïëàòåæåñïîñîáíîãî ñïðîñà íàñåëå�íèÿ. Ïðè ñðåäíåì �äàâëåíèè� ãîñóäàðñòâà íà áèçíåñ ýêîíîìèêà ìîæåò ñóùåñòâîâàòüâ ïðàêòè÷åñêè ñòàöèîíàðíîì (ïî ñóùåñòâó, çàñòîéíîì) ñîñòîÿíèè ñ íèçêèì óðîâ�íåì êàïèòàëèçàöèè è ïîòðåáëåíèÿ, íå ðàçðóøàÿñü ïðè ýòîì äëèòåëüíîå âðåìÿ. Ïðèíèçêîì �äàâëåíèè� ãîñóäàðñòâà íà áèçíåñ ýêîíîìèêà ìîæåò ðàçâèâàòüñÿ öèêëè÷íî,à òàêæå ðàçðóøàòüñÿ ïîä äåéñòâèåì ãëîáàëüíûõ êðèçèñîâ ïóòåì ïåðåõîäà ê õàîñó÷åðåç ñóáãàðìîíè÷åñêèé êàñêàä áè�óðêàöèé.Äàííàÿ ìîäåëü áûëà óñïåøíî àïðîáèðîâàíà íà äàííûõ ðîññèéñêîé ðåãèîíàëüíîéñòàòèñòèêè [4℄.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÌàãíèöêèéÍ.À. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñàìîðàçâèâàþùåéñÿ ðûíî÷íîé ýêîío�ìèêè // Òðóäû ÂÍÈÈÑÈ. � 1991. � C. 16�22.[2℄ ÌàãíèöêèéÍ.À., ÑèäîðîâÑ.Â. Íîâûå ìåòîäû õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè. � Ì.: Åäè�òîðèàë Ó�ÑÑ, 2004. � 320 ñ.[3℄ ÄåðíîâÀ.Â., ÌàãíèöêèéÍ.À., ÑèäîðåíêîÂ.Í., ÑèäîðîâÑ.Â. Äèíàìè÷åñêèé ïîä�õîä ê îöåíêå ñîñòîÿíèÿ ðûíî÷íîé ýêîíîìèêè // Ñòðàòåãèè äèíàìè÷åñêîãî ðàçâè�òèÿ �îññèè: åäèíñòâî ñàìîîðãàíèçàöèè è óïðàâëåíèÿ. Ìàòåðèàëû Ïåðâîé ìåæ�äóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîí�åðåíöèè. Òîì 2. ×àñòü 1-ÿ / Ïîä îáùåéðåä. ä. ñîö. í., ïðî�. Â.Ë. �îìàíîâà. � Ì.: Èçä-âî �Ïðîñïåêò�, 2004. � Ñ. 55�60.[4℄ ÑèäîðåíêîÂ.Í. Ïðèðîäíûå ðåñóðñû, îêðóæàþùàÿ ñðåäà è íàñåëåíèå ðåãèîíîâ�îññèè çà 150 ëåò. Ñòàòèñòè÷åñêèé âðåìåííèê. � Ì.: ÒÅÈÑ, 2010. � 160 ñ.



172 Ïîñòðîåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïëîñêîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è . . .ÓÄÊ 539.376ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎ�Î �ÅØÅÍÈß ÏËÎÑÊÎÉÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×ÈÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÅÉÑß ÏÎËÇÓ×ÅÑÒÈ Ñ Ó×ÅÒÎÌ��ÀÍÈ×ÍÛÕ ÝÔÔÅÊÒÎÂÊîâàëåíêîË.Â., ÏîïîâÍ.Í.1Ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå íåëèíåéíîé ñòîõàñòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è ïîëçó÷åñòè òîí�êîé ïëàñòèíû ïðè ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè ïðè óñëîâèè, ÷òî óïðóãèå äå��îðìàöèè ìàëû è èìè äîïóñòèìî ïðåíåáðå÷ü. Ìàòåðèàë ïëàñòèíû ñ÷èòàåòñÿ ñòî�õàñòè÷åñêè íåîäíîðîäíûì, òàê ÷òî òåíçîðû íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé äå�îðìàöèéÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè �óíêöèÿìè êîîðäèíàò x1 è x2 â äåêàðòîâîé îðòîãîíàëüíîéñèñòåìå êîîðäèíàò.Íåëèíåéíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à ïîëçó÷åñòè ñîñòîèò èç äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé, óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äå�îðìàöèé, äåòåð�ìèíèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïîëçó÷åñòè, âçÿ�òûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ íåëèíåéíîé òåîðèåé âÿçêîãî òå÷åíèÿ â ñòîõàñòè÷åñêîé �îðìå.Ïðè ïîìîùè ìåòîäà âîçìóùåíèé íåëèíåéíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ êñèñòåìå òðåõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî �ëóêòóà�öèé òåíçîðà íàïðÿæåíèé. Ýòà ñèñòåìà ïðè ïîìîùè ïåðåõîäà ê �óíêöèè íàïðÿæåíèéáûëà ñâåäåíà ê îäíîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, ðåøåíèå êîòîðîãî ïðåäñòàâ�ëåíî â âèäå ñóììû äâóõ ðÿäîâ. Ïåðâûé ðÿä çàäàåò ðåøåíèå âäàëè îò ãðàíèöû òåëàáåç ó÷åòà êðàåâûõ ý��åêòîâ, âòîðîé ðÿä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå â ïîãðàíè÷íîìñëîå, åãî ÷ëåíû áûñòðî çàòóõàþò ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ãðàíèöû ïëàñòèíû.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíî ðàñòÿæåíèå ñòîõàñòè÷åñêè íåîäíîðîäíîé ïîëó�ïëîñêîñòè â íàïðàâëåíèè äâóõ îñåé è îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå ñòîõàñòè÷åñêè íåîäíî�ðîäíîé ïîëîñû.Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðîâåäåí ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèçñëó÷àéíûõ ïîëåé íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî óñòàíîâëåíî,÷òî âáëèçè ãðàíèöû ïëàñòèíû ñóùåñòâóåò óçêèé ïîãðàíè÷íûé ñëîé, â êîòîðîì íà�ïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îòëè÷íî îò íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãîñîñòîÿíèÿ âäàëè îò ãðàíèöû ñðåäû. Ïîëó÷åíî, ÷òî â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè êîíöåí�òðàöèÿ íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ïëàñòèíû, âîçíèêàþùàÿ çà ñ÷åò íåîäíîðîäíîñòèìàòåðèàëà, â äâà è áîëåå ðàçà áîëüøå ÷åì íà áåñêîíå÷íîñòè â çàâèñèìîñòè îò ïà�ðàìåòðà íàãðóæåíèÿ è ñòåïåíè íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàçáðîñíàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ìîæåò áûòü íàìíîãî áîëüøå, ÷åìäëÿ ãëóáèííûõ ñëîåâ, ïðè÷åì øèðèíà ýòîãî ñëîÿ çàâèñèò îò ñòåïåíè íåîäíîðîäíîñòèìàòåðèàëà è îò ïàðàìåòðîâ íàãðóæåíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, �ëóêòóàöèè íàïðÿæåíèé â ïîãðàíè÷íîì ñëîå èãðàþò ñóùåñòâåí�íóþ ðîëü è èõ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ðåøåíèè âîïðîñà î íàäåæíîñòè ýëåìåíòîâêîíñòðóêöèé ïî êðèòåðèþ äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè.1Êîâàëåíêî Ëþäìèëà Âèêòîðîâíà (flytitmouse�mail.ru), Ïîïîâ Íèêîëàé Íèêîëàåâè÷(ponik25�gmail.om), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, 443100, �îññèÿ,ã. Ñàìàðà, óë. Ìîëîäîãâàðäåéñêàÿ, 244.



ÊîæåâíèêîâàË.Ì., ÌóêìèíîâÔ.Õ. 173ÓÄÊ 517.956.4ÓÁÛÂÀÍÈÅ �ÅØÅÍÈß ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÎ�ÎÏÀ�ÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈßÊîæåâíèêîâàË.Ì., ÌóêìèíîâÔ.Õ.1Ïóñòü Ω � íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rn, n ≥ 2. Â öèëèíäðè÷åñêîéîáëàñòè D = {t > 0}×Ω äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äâîéíîéíåëèíåéíîñòüþ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à
(|u|k−2u)t =

n∑

α=1

(|∇u|m−2uxα)xα , m > k > 1, (t,x) ∈ D; (1)
u(t,x)

∣∣∣
S
= 0, S = {t > 0} × ∂Ω; u(0,x) = ϕ(x), ϕ(x) ∈ Lk(Ω). (2)�àáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿçàäà÷è (1), (2) ïðè t→∞ îò ãåîìåòðèè íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω â ïðåäïîëîæåíèè�èíèòíîñòè íà÷àëüíîé �óíêöèåé ϕ(x).Òåîðåìà 1. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖u(t)‖Lk(Ω) ≥ ‖ϕ‖Lk(Ω) (C(ϕ)t+ 1)

−1/(m−k)
, t > 0. (3)Îñíîâíàÿ èäåÿ èç ðàáîòû ÌóêìèíîâàÔ.Õ. [1℄ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ñâåðõó ðåøå�íèÿ ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â íåîãðà�íè÷åííîé îáëàñòè Ω çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëà óñòàíàâëèâàåòñÿ îöåíêàóáûâàíèÿ ðåøåíèÿ ïî ìåðå óäàëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòü îáëàñòè Ω. Çàòåì, äëÿ �èê�ñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ t, âûáèðàåòñÿ îãðàíè÷åííàÿ ÷àñòü îáëàñòè Ω çà ïðåäåëàìèêîòîðîé ðåøåíèå �ïðåíåáðåæèìî ìàëî�, è â ýòîé îãðàíè÷åííîé ÷àñòè óñòàíàâëèâà�åòñÿ îöåíêà óáûâàíèÿ ðåøåíèÿ ïî âðåìåíè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå òàêîé æå ìåòîäïðèìåíÿåòñÿ äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.Äëÿ èçó÷åíèÿ óáûâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2) ïðè |x| → ∞ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿïîíÿòèåì λ-ðàçáèåíèÿ îáëàñòè, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü òî÷íûå îöåíêè ðåøåíèéêðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ýòî ïî�íÿòèå ìîæíî ñ÷èòàòü îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ λ-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ââåäåííîãî ðàíååâ ðàáîòàõ [2, 3℄ äëÿ îáëàñòåé, ðàñïîëîæåííûõ âäîëü âûäåëåííîé îñè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, àäàïòèðóÿ ïîíÿòèå λ-ðàçáèåíèÿ íà êâàçèëèíåéíûé îïåðà�òîð, óñòàíàâëèâàþòñÿ ðàâíîìåðíûå ïî âðåìåíè îöåíêè ñâåðõó äëÿ óðàâíåíèÿ (1) âøèðîêîì êëàññå îáëàñòåé ñ íåêîìïàêòíûìè ãðàíèöàìè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òîíåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ⊂ Rn ïðåäñòàâëåíà â âèäå îáúåäèíåíèÿ Ω =

∞⋃
N=0

Ω(N)ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ Ω(N) ⊂ Ω(N+1) îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé, óäîâëåòâî�ðÿþùèõ ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì. Äîïîëíåíèÿ Ω
(N)
(N−1) = Ω(N) \Ω(N−1) ðàñïàäàþòñÿíà êîíå÷íîå ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ω(N)

i , i = 1, p(N) : Ω
(N)
(N−1) =

p(N)⋃
i=1

ω
(N)
i , N =

= 1,∞. Ïåðåñå÷åíèÿ (∂Ω(N))
⋂
Ω = S(N), N = 0,∞, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíå÷íîå1Êîæåâíèêîâà Ëàðèñà Ìèõàéëîâíà (kosul�mail.ru), Ìóêìèíîâ Ôàðèò Õàìçàåâè÷(mfkh�rambler.ru), Ñòåðëèòàìàêñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïåäàãîãè÷åñêàÿ àêàäåìèÿ, 453103, �îñ�ñèÿ, ã.Ñòåðëèòàìàê, ïð. Ëåíèíà, 37.
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i = ∂ω

(N)
i

⋂
S(N) (S

(N)
i 6= ∅ ìîãóò áûòüíåñâÿçíûìè), i = 1, p(N), N = 1,∞.Äëÿ ìíîæåñòâà Q ⊂ Ω ââåäåì îáîçíà÷åíèå

λ[Q] = inf
{
‖∇g‖mLm(Q)

∣∣∣ g(x) ∈ C∞
0 (Ω), ‖g‖Lm(Q) = 1

}
.Îïðåäåëèì âåêòîðû t(N) = (t

(N)
1 , ..., t

(N)

p(N)) è λ(N) = (λ
(N)
1 , ..., λ

(N)

p(N)) �îðìóëàìè
t
(N)
i = dist(S

(N)
i , S̃

(N−1)
i ), ãäå S̃(N−1)

i = ∂ω
(N)
i ∩ S(N−1) 6= ∅, λ

(N)
i = λ

[
ω
(N)
i

]
, i =

= 1, p(N), N = 1,∞. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî θ > 0 òàêîå, ÷òîâûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
1 ≤ θλ(N)

i (t
(N)
i )m, i = 1, p(N), N = 1,∞. (4)Îïèñàííîå âûøå ïðåäñòàâëåíèå Ω =

∞⋃
N=0

Ω(N) ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ (4) áóäåìíàçûâàòü λ-ðàçáèåíèåì îáëàñòè.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ èìååò îãðàíè÷åííûé íîñèòåëü òàê, ÷òî
supp ϕ ⊂ Ω(0).Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

F (N) = 1/ inf
{
‖∇g‖Lm(Ω(N))

∣∣∣ g(x) ∈ C∞
0 (Ω), ‖g‖Lk(Ω(N)) = 1

}
, N = 0, ∞.Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ îáëàñòè Ω ñóùåñòâóåò λ-ðàçáèåíèå Ω =

∞⋃
N=0

Ω(N). Òîãäàíàéäóòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà M(θ, ‖ϕ‖,m, k), κ(θ,m, k) òàêèå, ÷òî äëÿ ðåøå�íèÿ u(t,x) çàäà÷è (1)�(2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖u(t)‖Lk(Ω) ≤Mt−1/(m−k)F 1/(m−k)(N(t)), t > 0, (5)ñ ïðîèçâîëüíîé íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó

F (N(t)) exp(κ(m− k)N(t)) ≥ t, t > 0.Çàìåòèì, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ìîæíî óñòðîèòü ðàçáèåíèå ñ âûïîëíåíèåì óñëî�âèÿ: ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà b òàêàÿ, ÷òî
F (N) ≤ C exp(bN), N ≥ 0.Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëîæèòü

exp(N(t)) = t1/(b+κ(m−k)), t > 0,è îöåíêèà (5) ïðèíèìàåò âèä
‖u(t)‖Lk(Ω) ≤Mt−κ/(b+κ(m−k)), t > 0.Åñëè æå âûïîëíåíî óñëîâèå

lim
N→∞

lnF (N)/N = 0,



ÊîæåâíèêîâàË.Ì., ÌóêìèíîâÔ.Õ. 175òî ìîæíî âûáðàòü
exp(N(t)) = t1/(κ(m−k)), t > 0, (6)è îöåíêà (5) ïðèíèìàåò âèä

‖u(t)‖Lk(Ω) ≤Mt−(1−ε)/(m−k), ε ∈ (0, 1), t > 0. (7)Âûáîð �óíêöèè N(t) �îðìóëîé (6) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, ïîñêîëüêó îöåíêà (7)èìååò ïîêàçàòåëü ñòåïåíè áëèçêèé ê ïîêàçàòåëþ 1/(m− k) îöåíêè ñíèçó (3).Ëèòåðàòóðà[1℄ ÌóêìèíîâÔ.Õ. Ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèé ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè�÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà // Ìàòåì. ñá. � 1980. � Ò. 111(153). � �4. �C. 503�521.[2℄ ÊîæåâíèêîâàË.Ì., ÌóêìèíîâÔ.Õ. Óáûâàíèå ðåøåíèÿ ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà�÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ìëàäøèìè ÷ëåíàìè //Ôóíäàìåíò. è ïðèêë. ìàòåì. � 2006. � Ò. 12. � �4. � C. 113�132.[3℄ ÊîæåâíèêîâàË.Ì. Ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèé ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõ ïàðàáîëè�÷åñêèõ óðàâíåíèé â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ // Èçâ. �ÀÍ. Cåð. ìàòåì. � 2010. �Ò. 74. � �2. � Ñ. 109�130.



176 Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Âëàñîâà, äèíàìèêà ñïëîøíûõ ñðåä è òóðáóëåíòíîñòüÓÄÊ 531+534.01+532.517.4ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÂËÀÑÎÂÀ, ÄÈÍÀÌÈÊÀÑÏËÎØÍÛÕ Ñ�ÅÄ È ÒÓ�ÁÓËÅÍÒÍÎÑÒÜÊîçëîâÂ.Â.1�àññìàòðèâàåòñÿ äèíàìèêà êîíòèíóóìà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, îïèñûâàå�ìàÿ êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì Âëàñîâà. Âûâîäèòñÿ áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà òî÷íûõóðàâíåíèé äâèæåíèÿ òàêîé ñðåäû â ýéëåðîâîì ïðåäñòàâëåíèè è èññëåäóþòñÿ èõ îá�ùèå ñâîéñòâà. Âàæíûì ïðèìåðîì ñëóæèò áåññòîëêíîâèòåëüíûé ãàç, äåìîíñòðèðóþ�ùèé íåîáðàòèìîå ïîâåäåíèå. Íåñìîòðÿ íà ïîòåíöèàëüíûé õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿîòäåëüíûõ ÷àñòèö, äëÿ äèíàìèêè êîíòèíóóìà õàðàêòåðíû äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà.�àññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèÿ Âëàñîâà ê ìîäåëèðî�âàíèþ ìåëêîìàñøòàáíîé òóðáóëåíòíîñòè.

1Êîçëîâ Âàëåðèé Âàñèëüåâè÷ (vvkozlov�mi.ras.ru), Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À.Ñòåê-ëîâà �ÀÍ, 119991, �îññèÿ, ã. Ìîñêâà, óë. �óáêèíà, 8.



ÊîçëîâàÅ.À. 177ÓÄÊ 517.9 ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÅ �ÅØÅÍÈß ÑÈÑÒÅÌÛÓ�ÀÂÍÅÍÈÉ �ÅËËÅ�ÑÒÅÄÒÀÊîçëîâà Å.À.1Óðàâíåíèå �åëëåðñòåäòà ymuxx+uyy = 0 (m� íå÷åòíîå ïîëîæèòåëüíîå) ÿâëÿåòñÿîäíèì èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà. (Ïðè m = 1� óðàâíåíèåÒðèêîìè.) Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ �åëü�àíäîìÈ.Ì. è Áàððîñ�ÍåòîÕ. â [3, 4℄ áûëè ïîñòðî�åíû �óíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ â îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâ�íåíèÿ (ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ δ-�óíêöèåé â ïðàâîé ÷àñòè, [1℄). Â äîêëàäå ñ ïîìîùüþîïèñàííîãî â [3, 4℄ ìåòîäà èññëåäîâàíî óðàâíåíèå �åëëåðñòåäòà ïðè ïðîèçâîëüíîìíå÷åòíîì m è óðàâíåíèå sign(y)|y|λuxx + uyy = 0 ïðè ïðîèçâîëüíîì λ > 0.Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ �åëëåðñòåäòà âûðàæàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ãè�ïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè �àóññà è ñîâïàäàþò ïðè m = 1 ñ ðåçóëüòàòàìè [3, 4℄.Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà âûðîæäàþùàÿñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà
sign(y)|y|Guxx + uyy = 0, ãäå G�êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñîáñòâåí�íûìè çíà÷åíèÿìè. Ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Tu = v îñóùåñòâ�ëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñèñòåìå sign(y)|y|ΛGvxx+vyy = 0, ãäå ΛG �íîðìàëüíàÿÆîðäàíîâà�îðìà ìàòðèöû G.Äëÿ êàæäîãî èç óðàâíåíèé ïîëó÷åííîé ñèñòåìû (òèïà �åëëåðñòåäòà) âûïèñû�âàþòñÿ �óíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ. Òåì ñàìûì â îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ õàðàêòå�ðèñòèêàìè óðàâíåíèé èññëåäóåìîé ñèñòåìû, ïîëó÷åíû �óíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ.Ýòè ðåøåíèÿ îáðàçóþò ìàòðèöó-�óíêöèþ [2℄, êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì ðå�øåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé �åëëåðñòåäòà.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÂëàäèìèðîâÂ.Ñ. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. � Ì.: Íàóêà, 1967. � 436 ñ.[2℄ �àíòìàõåðÔ.�. Òåîðèÿ ìàòðèö. � Ì.: Íàóêà, 1967. � 577 ñ.[3℄ Barros-Neto J., Gelfand I.M. Fundamental solutions for the Triomi operator //Duke Math. Journal. � 1999. � V. 98. � No. 3. � P. 465�483.[4℄ Barros-Neto J., Gelfand I.M. Fundamental solutions for the Triomi operator, II //Duke Math. Journal. � 2002. � V. 111. � No. 3. � P. 561�584.

1Êîçëîâà Åëåíà Àëåêñàíäðîâíà (leni2006�mail.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



178 Êâàíòîâûé âûâîä �îðìóëû ÀððåíèóñàÓÄÊ 517.956.4ÊÂÀÍÒÎÂÛÉ ÂÛÂÎÄ ÔÎ�ÌÓËÛ À��ÅÍÈÓÑÀÊîçûðåâÑ.Â.1Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê âûâîäû �îðìóëà Àððåíèóñà èç êèíåòè÷åñêîé òåî�ðèè. Â ýòîì ïîäõîäå óðàâíåíèå äè��óçèè â ïîòåíöèàëå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ýâî�ëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî�îðìóëà Àððåíèóñà äëÿ ñêîðîñòè íàäáàðüåðíîãî ïåðåõîäà âûâîäèòñÿ èç �îðìóëûäëÿ ñêîðîñòè ïîäáàðüåðíîãî (òóííåëüíîãî) ïåðåõîäà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî îïåðàòî�ðà Øðåäèíãåðà.Îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ñ âèòòåíîâñêèì ìåòîäîì äîêàçàòåëü�ñòâà íåðàâåíñòâ Ìîðñà. Â íàøåì ïîäõîäå âèòòåíîâñêàÿ ñïåêòðàëüíàÿ àñèìïòîòèêàîêàçûâàåòñÿ íèçêîòåìïåðàòóðíîé è �îðìóëà Àððåíèóñà ÿâëÿåòñÿ ïîïðàâêîé ê âèò�òåíîâñêîé àñèìïòîòèêå.Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòàìè �ÔÔÈ 08-01-00727-à è09-01-12161-î�è-ì, ãðàíòîì ïðåçèäåíòà �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè íà ïîääåðæêó íàó÷�íûõ øêîë ÍØ-7675.2010.1 è ïðîãðàììîé Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòèêè �ÀÍ �Ñîâðåìåí�íûå ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé ìàòåìàòèêè�, à òàêæå àíàëèòè÷åñêîé âåäîìñòâåííîéöåëåâîé ïðîãðàììîé ÌÎÍ ��àçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû 2009-2010ãîäû� ïðîåêò 3341.Ëèòåðàòóðà[1℄ Âîëîâè÷È.Â., ÊîçûðåâÑ.Â., Êâàíòîâûé âûâîä �îðìóëû Àððåíèóñà. (to be pub-lished).

1Êîçûðåâ Ñåðãåé Âëàäèìèðîâè÷ (kozyrev�mi.ras..ru), Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èìÂ.À.Ñòåêëîâà �ÀÍ, 119991, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. �óáêèíà, 8.



ÊîïòåâÀ.Â. 179ÓÄÊ 532.516:517.958ÎÁÙÈÉ ÈÍÒÅ��ÀË Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÍÀÂÜÅ�ÑÒÎÊÑÀÊîïòåâÀ.Â.1�àññìîòðåí îäèí èç âàðèàíòîâ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Îí ñîîòâåòñòâóåò ñëó�÷àþ äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïîëå ïîòåíöèàëüíûõ ìàññîâûõ ñèë.Àâòîðîì ïðåäëîæåíà íîâàÿ ñèñòåìà ïåðåìåííûõ, îáðàçîâàííàÿ îñíîâíûìè íåèç�âåñòíûìè u, v, w, p è àññîöèèðîâàííûìè íåèçâåñòíûìè Ψi. Äëÿ ïîñëåäíèõ íåèçâåñò�íûõ ââåäåíî íàçâàíèå ïñåâäî�óíêöèè òîêà.Ïðåèìóùåñòâî íîâûõ íåèçâåñòíûõ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïîñðåäñòâîì ýòèõ íåèç�âåñòíûõ, ïóòåì ïðèìåíåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïîñòðî�èòü îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà [1�2℄. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîâîêóïíîñòüíåñêîëüêèõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ îñíîâíûå è àññîöèèðîâàííûå íåèçâåñòíûå.Äëÿ ñëó÷àÿ 3D òàêèõ ñîîòíîøåíèé äåâÿòü, à äëÿ ñëó÷àÿ 2D ïÿòü.Äëÿ âñåõ ñîîòíîøåíèé òàêîãî òèïà ïîðÿäîê ïðîèçâîäíûõ îñíîâíûõ íåèçâåñòíûõíà åäèíèöó ìåíüøå èõ ïîðÿäêà â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ Íàâüå�Ñòîêñà. Òî åñòü, äëÿñêîðîñòåé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíûõ ïî êîîðäèíàòàì ïåðâûé, à äëÿ äàâëåíèÿ íóëåâîé�äàâëåíèå �èãóðèðóåò àääèòèâíî.Íåêîòîðûå èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñîäåðæàò êâàäðàòè÷íûå íåëèíåéíîñòè âèäà u2,
v2, w2, uv, uw, èëè vw. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò àíàëîãèóðàâíåíèÿ �èêêàòè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.Êàæäîå èç ñîîòíîøåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ îáùèé èíòåãðàë, ñîäåðæèò àääèòèâ�íûå �óíêöèè, ïîëó÷åííûå â ïðîöåññå èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ 3D ýòî �óíêöèèòðåõ ïåðåìåíûõ� ëèáî äâóõ êîîðäèíàò è âðåìåíè, ëèáî òðåõ êîîðäèíàò. Äëÿ ñëó�÷àÿ 2D ýòî �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ� ëèáî îäíîé êîîðäèíàòû è âðåìåíè, ëèáîäâóõ êîîðäèíàò. Äëÿ ñëó÷àÿ 3D àääèòèâíûõ �óíêöèé ïÿòíàäöàòü, äëÿ ñëó÷àÿ 2Dèõ ïÿòü.Àâòîðîì äîêàçàíî, ÷òî óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ, ðàññìîòðåíûå â ñîâîêóïíîñòè,ïðåäñòàâëÿþò èíòåãðàë óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåð�æäåíèÿ íàéäåíà êîìáèíàöèÿ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ óêàçàííûåñîîòíîøåíèÿ òðàíñ�îðìèðóþòñÿ â èñõîäíûå óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà.Ïîñòðîåííûé èíòåãðàë ñïðàâåäëèâ è äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà [3℄. Äëÿ ýòîãî äî�ñòàòî÷íî íà âñåõ ýòàïàõ ïîñòðîåíèÿ ïîëîæèòü ðàâíîé íóëþ âåëè÷èíó, îáðàòíóþ÷èñëó �åéíîëüäñà. Èçâåñòíûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé Ýéëåðà (èíòåãðàë Áåðíóëëè èèíòåãðàë Ëàãðàíæà�Êîøè) ïîëó÷àþòñÿ, êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè îïèñûâàåìîãî âûøåèíòåãðàëà. Âîçíèêàþùèå âçàèìîñâÿçè îáùåãî è ÷àñòíîãî óäîáíî èëëþñòðèðóþòñÿ ââèäå äåðåâà. Â îñíîâàíèè äåðåâà ðàñïîëàãàåòñÿ îïèñûâàåìûé âûøå îáùèé èíòåãðàëóðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà äëÿ ñëó÷àÿ 3D.Ïî ìíåíèþ àâòîðà ýòîò èíòåãðàë ìîæíî íàçâàòü îáùèì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿíåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Àâòîð íàäååòñÿ, ÷òî ýòîò èíòåãðàë ñî âðåìåíåì áóäåò âñå�ñòîðîííå èññëåäîâàí è çàéìåò äîñòîéíîå ìåñòî â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ. È ñ ñîîò�íîøåíèé, îáðàçóþùèõ ýòîò èíòåãðàë, ìîæíî áóäåò íà÷èíàòü ðåøåíèå êîíêðåòíûõãèäðîìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷.Ïîñêîëüêó ýòè ñîîòíîøåíèÿ áîëåå ïðîñòûå, ÷åì èñõîäíûå óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà, òî â ïåðñïåêòèâå ìîæíî ïîëó÷èòü îùóòèìóþ âûãîäó.1Êîïòåâ Àëåêñàíäð Âëàäèìèðîâè÷ (Alex.Koptev�mail.ru), Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåí�íûé óíèâåðñèòåò âîäíûõ êîììóíèêàöèé, 198035, �îññèÿ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, óë. Äâèíñêàÿ, 5/7.



180 Îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèé Íàâüå�ÑòîêñàËèòåðàòóðà[1℄ ÊîïòåâÀ.Â. Íîâûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. � Ñàðàíñê:Òðóäû ÑÂÌÎ. � Ò. 3�4. � 2001. � Ñ. 281�287.[2℄ ÊîïòåâÀ.Â. Èíòåãðàëû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. � Ñàðàíñê: Òðóäû ÑÂÌÎ. �Ò. 6. � 2004. � Ñ. 215�225.[3℄ KîïòåâÀ.Â. �èäðîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà. Èñòîðèÿ è ïåðñïåêòèâû ðå�øåíèÿ // Ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ, Âûï. 1, Ìåæâóçîâñêèé ñáîðíèê íàó÷íûõòðóäîâ. � ÑÏá: ÑÏ�ÓÂÊ, 2008. � Ñ. 43�58.



ÊîñûõÝ.�. 181ÓÄÊ 539.3ÈÇ�ÈÁ ÒÎÍÊÎÑÒÅÍÍÎ�Î ÑÒÅ�ÆÍß ÏÅ�ÅÌÅÍÍÎ�ÎÏÎ ÄËÈÍÅ ÊÎÍÒÓ�À, Â �ÀÌÊÀÕ �ÈÏÎÒÅÇ ÂËÀÑÎÂÀÊîñûõÝ.�.1Ïðèìåíåíèå äîðîãèõ âûñîêîïðî÷íûõ ìàòåðèàëîâ â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ òåõíèêèè ñòðîèòåëüñòâà ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíÿòü òîíêîñòåííûå êîíñòðóêöèè èâ ÷àñòíîñòè òîíêîñòåííûå ñòåðæíè. �àáîòó óïðóãèõ òîíêîñòåííûõ ñòåðæíåé èññëå�äîâàë Â.Ç. Âëàñîâ [1℄. Èì ñ�îðìóëèðîâàíà ò.í. ãèïîòåçà æåñòêîãî êîíòóðà, ââåäåíûïîíÿòèÿ ñåêòîðèàëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, öåíòðà èçãèáà, ïîñòðîåíàñèñòåìà ðàçðåøàþùèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ êîí�êðåòíûõ çàäà÷ äëÿ ñòåðæíåé ïîñòîÿííîãî - íå çàâèñÿùåãî îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíà�òû êîíòóðà, à òàê æå ïðè òîëùèíå ýëåìåíòîâ êîíòóðà, ïîñòîÿííîé âäîëü ïðîäîëüíîéîñè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ óïðóãèé ñòåðæåíü ïåðåìåííîãî âäîëü ïðîäîëü�íîé îñè êîíòóðà ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ òîëùèíû ñòåðæíÿ ïî äëèíå.Ââîäèòñÿ êðèâîëèíåéíàÿ îñü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êî�îðäèíàòîé s� ýòî ñëåä ïåðåñå÷åíèÿ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ñ ïëîñêîñòüþ ïîïåðå÷�íîãî ñå÷åíèÿ. Ýòà îñü èìååò â îáùåì ñëó÷àå íåñêîëüêî âåòâåé, è â íàøåé ïîñòàíîâêåçàäà÷è êîíöû ýòèõ âåòâåé èìåþò óæå íå ïîñòîÿííûå êîîðäèíàòû xKV , yKV � çäåñüèíäåêñ KV � óêàçûâàåò íà êîîðäèíàòû êîíöîâ v-îé âåòâè, à çàâèñÿùèå îò z, ò.å.êîîðäèíàòû ãðàíèö ñóòü �óíêöèè ïåðåìåííîé z: xKV (z), yKV (z).Â êàæäîé òî÷êå êðèâîëèíåéíîé îñè â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ââîäèì ìåñòíóþ ñè�ñòåìó îñåé (v, w, u) � çäåñü v� íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîé âäîëü s; w� íàïðàâëåíèåâíóòðåííåé íîðìàëè ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè â ýòîé òî÷êå, u�íàïðàâëåíèå â òî÷êåïàðàëëåëüíî îñè z. Ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè ïî ýòèì íàïðàâëåíèÿì îáîçíà÷èì òåìè æåñèìâîëàìè.Èñïîëüçóÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Ëàãðàíæà, ïîëó÷åíà ñèñòåìà äè��åðåíöèàëü�íûõ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ â ïåðåìåùåíèÿõ:
(Fζ,z − Syξ,zz − Sxη,zz − Sωθ,zz),z = − 1

E
qz,

(−Syζ,z + Iyξ,zz + Ixyη,zz + Iωxθ,zz),zz =
1

E


qx +

∫

L(z)

Pz,zxds


 ,

(−Sxζ,z + Ixyξ,zz + Ixη,zz + Iωyθ,zz),zz =
1

E


qy +

∫

L(z)

Pz,zyds


 ,

(−Sωζ,z + Iωxξ,zz + Iωyη,zz + Iωθ,zz),zz −

−
(
G

E
Idθ,z

)

,z

=
1

E


m+

∫

L(z)

Pz,zωds


 .

(1)
Çäåñü qx, qy, qz �ïðîåêöèè ïîãîííîé íàãðóçêè îò p(z, s); m�ïîãîííûé ìîìåíò îò�íîñèòåëüíî âûáðàííîãî ïîëþñà îò çàäàííîé âíåøíåé íàãðóçêè; ξ(z), η(z), ζ(z)�1Êîñûõ Ýäóàðä �ðèãîðüåâè÷ (ed-ksykh�rambler.ru), êà�åäðà ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêè, Áåëîðóñ�ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò òðàíñïîðòà, 246653, Áåëàðóñü, ã. �îìåëü, óë. Êèðîâà, 34.



182 Èçãèá òîíêîñòåííîãî ñòåðæíÿ ïåðåìåííîãî ïî äëèíå êîíòóðà . . .ïåðåìåùåíèÿ âäîëü îñåé x, y, z; θ(z)� óãîë çàêðó÷èâàíèÿ, îáóñëîâëåííûé äåïëà�íàöèåé è ÷èñòûì êðó÷åíèåì ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ; Sx, Sy, Sω � ñòà÷åñêèå îñåâûåè ñåêòîðèàëüíûå ìîìåíòû; Ix, Iy , Ixy � îñåâûå è öåíòðîáåæíûé ìîìåíòû èíåðöèè;
Iωx, Iωy , Iω � ñåêòîðèàëüíûå ìîìåíòû èíåðöèè; Id � ïîëÿðíûé ìîìåíò èíåðöèè; F �ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.�åøåíèå ñèñòåìû (1) ìîæíî ïðèâåñòè ê ìàòðè÷íîé �îðìå

(w) = C1Co(E, z) + C2Si(E, z) + (wq). (2)Çäåñü (w)� âåêòîð ñåäüìîãî ïîðÿäêà. Ìàòðè÷íûå �óíêöèè Co(Å, z) è Si(E, z) ðàñ�ñìîòðåíû â [2℄. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (2) � ýòî ÷àñòíîå ðåøåíèå ìàòðè÷íîé ñèñòå�ìû (1).Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïåðåìåííîéæåñòêîñòè êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé (ñòóïåí÷àòîé) �óíêöèåé.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÂëàñîâÂ.Ç. Òîíêîñòåííûå óïðóãèå ñòåðæíè. � Ì.: Ôèçìàòãèç, 1959.[2℄ ÊîñûõÝ.�. Ïðîäîëüíî-ïåîïåðå÷íûé èçãèá òðåõñëîéíûõ ñòåðæíåé ïåðåìåííîéæåñòêîñòè // Âåñòíèê Ñàì�Ó. Åñòåñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ. � 2008. � �8/1(67). �C. 390�400.



ÊðàñíîáàåâÈ.Î. 183ÓÄÊ 517.538.2 ÓÑËÎÂÈÅ ÍÀ ÌÍÈÌÛÅ ×ÀÑÒÈ ÒÎ×ÅÊÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÊÀÊ Ê�ÈÒÅ�ÈÉ ÏÎËÍÎÒÛÑÈÑÒÅÌÛ ÝÊÑÏÎÍÅÍÒ Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ C0 È LpÊðàñíîáàåâÈ.Î.1Äîêëàä ïîñâÿùåí ïðîáëåìå Ìþíöà�Ñàñà � ïðîáëåìå îïèñàíèÿ ïîëíûõ ñèñòåìâèäà
e(Λ) = {e−λnt}, λn ∈ Λ = {λn ∈ C, Reλn > 0} (1)â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(0,+∞) è C0[0,∞) = {f ∈ C[0,+∞) : f(+∞) = 0}.Èçâåñòíî, ÷òî óñëîâèå

∞∑

n=1

Reλn
1 + |λn|2

= +∞ (2)ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ïîëíîòû ñèñòåìû (1) â óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íîíå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîÿâèëàñü çàäà÷à îïèñàòü ðàñïîëîæå�íèå òî÷åê Λ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, ïðè êîòîðîì óñëîâèå (2) ÿâëÿëîñü áû íåîá�õîäèìûì äëÿ ïîëíîòû ñèñòåìû (1). Òàêîå îïèñàíèå áûëî ïîëó÷åíî â 1975 ãîäóÀ.Ì.Ñåäëåöêèì [1℄: â êëàññå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ, äëÿ êîòîðûõ
∞∫

−∞

log dist(Λ, iy)

1 + y2
dy > −∞, (3)óñëîâèå (2) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïîëíîòû ñèñòåìû (1) âïðîñòðàíñòâàõ C0 è Lp, p > 2. Îäíàêî, åñëè òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ íàõîäÿò�ñÿ â ïîëîñå A > Reλn > 0 è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2), âìåñòî óñëîâèÿ (3) ìîæåòáûòü èñïîëüçîâàíî ïîõîæåå óñëîâèå íà ïðîåêöèè òî÷åê λn íà ìíèìóþ îñü, ÷òî èïîêàçûâàåò äàííàÿ òåîðåìà:Òåîðåìà. Â êëàññå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ, òàêèõ, ÷òî A > Reλn > 0, A ∈ Rè äëÿ êîòîðûõ

∞∫

−∞

log dist(Imλn, y)

1 + y2
dy > −∞,óñëîâèå (2) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïîëíîòû ñèñòåìû(1) â ïðîñòðàíñòâàõ C0 è Lp, p > 2.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ 09-01-00225.Ëèòåðàòóðà[1℄ Ñåäëåöêèé À.Ì. Ê ïðîáëåìå Ìþíöà�Ñàñà äëÿ ïðîñòðàíñòâà C[0, 1] // Òð. Ìîñê.ýíåðãåòè÷åñêîãî èí-òà. � 1975. � Âûï. 260. � Ñ. 89�98.1Êðàñíîáàåâ Èãîðü Îëåãîâè÷ (maths_igor�mail.ru), Ìîñêâîñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòèì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 119234, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, Âîðîáüåâû ãîðû, 1.



184 Óðàâíåíèÿ ßíãà�Ìèëëñà, ãðàâèòàöèÿ è ýëåêòðîìàãíåòèçìÓÄÊ 515.1 Ó�ÀÂÍÅÍÈß ßÍ�À�ÌÈËËÑÀ, ��ÀÂÈÒÀÖÈßÈ ÝËÅÊÒ�ÎÌÀ�ÍÅÒÈÇÌÊðèâîíîñîâ Ë.Í.1, Ëóêüÿíîâ Â.À.2Èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ ãåîìåòðèè 4-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîí�îðì-íàÿ ñâÿçíîñòü êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé ßíãà�Ìèëëñà. Îñíîâíàÿöåëü� ïîëó÷åíèå ðåàëèñòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, â ðàìêàõ êîòîðîéìîæíî áûëî áû îáúÿñíèòü âñå ÷åòûðå �óíäàìåíòàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèÿ â Ïðèðîäå.Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äè��åðåíöèðóåìîåðàññëîåííîå ìíîãîîáðàçèå ñ 4-ìåðíîé áàçîé M. Ê êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿïðèñîåäèíåí ñëîé, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé 5-ìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî P5,ñîäåðæàùåå êâàäðèêó
− (x1)

2
+ (x2)

3
+ (x3)

2
+ (x4)

2
+ 2x0x5 = 0.�ðóïïîé èíâàðèàíòíîñòè ýòîé êâàäðèêè ÿâëÿåòñÿ êîí�îðìíàÿ ãðóïïà C(3, 1). Ýòàãðóïïà ïîçâîëÿåò ââåñòè íà ìíîãîîáðàçèè M êîí�îðìíóþ ñâÿçíîñòü

Ω =




ω0
0 ω1 ω2 ω3 ω4 0
ω1 0 ω2

1 ω3
1 ω4

1 ω1

ω2 ω2
1 0 −ω3

2 −ω4
2 −ω2

ω3 ω3
1 ω3

2 0 −ω4
3 −ω3

ω4 ω4
1 ω4

2 ω4
3 0 −ω4

0 ω1 −ω2 −ω3 −ω4 −ω0
0



,ñîñòîÿùóþ èç ï�à��îâûõ �îðì. Ïðîñòðàíñòâà êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè áûëè ðàñ�ñìîòðåíû Êàðòàíîì â [1℄. Ìàòðèöà êðèâèçíû

Φ = dΩ + Ω ∧ Ω =




Φ0
0 Φ1 Φ2 Φ3 Φ4 0

Φ1 0 Φ2
1 Φ3

1 Φ4
1 Φ1

Φ2 Φ2
1 0 −Φ3

2 −Φ4
2 −Φ2

Φ3 Φ3
1 Φ3

2 0 −Φ4
3 −Φ3

Φ4 Φ4
1 Φ4

2 Φ4
3 0 −Φ4

0 Φ1 −Φ2 −Φ3 −Φ4 −Φ0
0


êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîñòîèò èç 15 ñóùåñòâåííûõ êîìïîíåíò,ÿâëÿþùèõñÿ âíåøíèìè äè��åðåíöèàëüíûìè �îðìàìè 2-ãî ïîðÿäêà.Ëèíåéíûé îïåðàòîð Õîäæà ∗, äåéñòâóþùèé íà ìíîæåñòâå âíåøíèõ äè��åðåí�öèàëüíûõ 2-�îðì, ìàòðèöå êðèâèçíû Φ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó ∗Φ. Òàê êàêìàòðèöà Φ óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì Áèàíêè

dΦ + Ω ∧ Φ− Φ ∧ Ω = 0,1Êðèâîíîñîâ Ëåîíèä Íèêîëàåâè÷, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåòèì. Àëåêñååâà, 603950, �ÑÏ-41, ã. Í.Íîâãîðîä, óë. Ìèíèíà, 24.2Ëóêüÿíîâ Âÿ÷åñëàâ Àíàòîëüåâè÷ (oxyzt�ya.ru), Çàâîëæñêèé �èëèàë Íèæåãîðîäñêîãî ãîñó�äàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. Àëåêñååâà, Íèæåãîðîäñêàÿ îáëàñòü, ã. Çàâîëæüå,óë.Ïàâëîâñêîãî, 1à.



ÊðèâîíîñîâË.Í., Ëóêüÿíîâ Â.À. 185òî òðåáîâàíèå âûïîëíåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ èì óðàâíåíèé ßíãà�Ìèëëñà
d ∗ Φ+ Ω ∧ ∗Φ− ∗Φ ∧ Ω = 0íàäåëÿåò ìíîãîîáðàçèå äâîéñòâåííîñòüþ, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò íàáëþäàåìóþ â Ïðèðî�äå äâîéñòâåííîñòü ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.Êîëè÷åñòâà êîìïîíåíò ìàòðèöû Φ êðèâèçíû êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè äîñòàòî÷íî,÷òîáû ìîäåëèðîâàòü âñå 4 èçâåñòíûå â Ïðèðîäå �óíäàìåíòàëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ.Â ÷àñòíîñòè, �îðìà Φ0

0 ìîäåëèðóåò ýëåêòðîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå, à �îðìû Φi,
i = 1, 2, 3, 4� ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå.Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñ ðåàëüíîñòüþíåîáõîäèìî íàéòè õîòÿ áû îäíî ïîëíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ßíãà�Ìèëë�ñà, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé â ðàçâåðíóòîì âèäå 60 íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà, ñâÿçûâàþùèõ 60 èñêîìûõ �óíêöèé. Äàæå ñ ïîìîùüþ âû�÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí ðåøèòü òàêóþ çàäà÷ó â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿâîçìîæíûì. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñèñòåìó óðàâíåíèé ßíãà�Ìèëëñà óäàåòñÿóïðîñòèòü çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ ÷èñëà èñêîìûõ �óíêöèé.Åñëè ïîëîæèòü Φi = 0 è Φ0

0 = 0 (íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî êîí�îðìíîé ñâÿçíî�ñòè), òî êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé óìåíüøàåòñÿ äî 20. Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ,÷òî óðàâíåíèÿ ßíãà�Ìèëëñà ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ãðàâèòàöèè, ñîñòîÿùåéèç 10-òè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà
Rjm = 2bjm +

1

6
Rηjm(Rjm �òåíçîð �è÷÷è, ηjm �ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, R = ηjmRjm) è 9-òè óðàâíåíèéäâèæåíèÿ âåùåñòâà

ηmn
(
bkm|pn − bkp|mn + bimΦi

kpn

)
= 0,ãäå �óíêöèè bjm ñâÿçàíû ñ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà:

bjm =
1

2
Tjm +

1

6
Rηjm,à Φi

kpn �êîìïîíåíòû 2-�îðìû êðèâèçíû Φi
k. Ýòîò ñëó÷àé áûë ðàçîáðàí â [2℄.Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû Φi = 0 (ïðîñòðàíñòâî áåç êðó÷åíèÿ), òî ñèñòåìà óðàâ�íåíèé ßíãà�Ìèëëñà ñâîäèòñÿ ê òðåì ãðóïïàì: 10-òè óðàâíåíèÿì Ýéíøòåéíà, 9-òèóðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ âåùåñòâà è 8-ìè óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà

dΦ0
0 = 0; d ∗ Φ0

0 = 0.Äàííûé ñëó÷àé áûë ðàññìîòðåí â [3℄. Òåì ñàìûì îñóùåñòâëåíî óñïåøíîå îáúåäèíå�íèå ãðàâèòàöèè è ýëåêòðîìàãíåòèçìà â ìîäåëè ìíîãîîáðàçèÿ êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòèáåç êðó÷åíèÿ. Ýòî äåëàåò îïòèìèñòè÷íîé èäåþ îáúåäèíåíèÿ âñåõ 4 âèäîâ âçàèìîäåé�ñòâèé â Ïðèðîäå â ðàìêàõ 4-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè ñ êðó÷å�íèåì.



186 Óðàâíåíèÿ ßíãà�Ìèëëñà, ãðàâèòàöèÿ è ýëåêòðîìàãíåòèçìËèòåðàòóðà[1℄ ÊàðòàíÝ. Ïðîñòðàíñòâà à��èííîé, ïðîåêòèâíîé è êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè. �Èçäàòåëüñòâî Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà, 1962. � 210 ñ.[2℄ ÊðèâîíîñîâË.Í., ËóêüÿíîâÂ.À. Ñâÿçü óðàâíåíèé ßíãà�Ìèëëñà ñ óðàâíåíèÿìèÝéíøòåéíà // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì. � 2009. � No. 9. � C. 69�74.[3℄ ÊðèâîíîñîâË.Í., ËóêüÿíîâÂ.À. Ñâÿçü óðàâíåíèé ßíãà�Ìèëëñà ñ óðàâíåíèÿìèÝéíøòåéíà è Ìàêñâåëëà // Æóðí. ÑÔÓ. Ñåð. Ìàòåì. è �èç. � 2:4 (2009). �C. 432�448.



ÊðóïåííèêîâÀ.Â. 187ÓÄÊ 533.6 ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÇÀÄÀ×À Î ÄÂÈÆÅÍÈÈ �ÀÇÀÌÅÆÄÓ Â�ÀÙÀÞÙÈÌÈÑß ÏËÎÑÊÎÑÒßÌÈÊðóïåííèêîâÀ.Â.1Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ áåçâèõðåâûõ èçýíòðîïè÷åñêèõïîòåíöèàëüíûõ òå÷åíèé èäåàëüíîãî ãàçà, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ íåëèíåéíûì äè��å�ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè ϕ(t, θ, t):
ϕtt + 2ϕrϕrt +

2

r2
ϕθϕθt + ϕ2

rϕrr +
1

r4
ϕ2
θϕθθ+

+
2

r2
ϕrϕθϕrθ −

1

r3
ϕrϕ

2
θ = a2

(
ϕrr +

1

r
ϕr +

1

r2
ϕθθ

)
,

(1)
a2 =

γ + 1
2 − (γ − 1)

(
ϕt +

1
2ϕ

2
r +

1

2r2
ϕ2
θ

)
, γ = const,ãäå a� ñêîðîñòü çâóêà; r, θ� ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû; t� âðåìÿ. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿíàéäåí êëàññ ðåøåíèé, èñïîëüçóåìûé äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèé ãàçà ìåæäó âðàùàþùè�ìèñÿ ïî çàêîíàì θ = θ1(t), θ = θ2(t) ïëîñêîñòÿìè, îáðàçóþùèìè îñòðûé èëè òóïîéóãîë. �åøåíèå ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèé ñ óäàðíîé âîëíîé, èìåþùèé�îðìó âðàùàþùåãîñÿ ëó÷à.Ïðèìåíÿëèñü ñëåäóþùèå ìåòîäû:1) àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, îñíîâàííûé íà ñâåäåíèè óðàâíåíèÿ ñ íåêîòîðûì ÷èñëîìíåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ê óðàâíåíèþ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ,2) ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä �àëåðêèíà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðåøå�íèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äëÿ �óíêöèè äâóõïåðåìåííûõ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,3) ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äè��åðåíöèàëüíî�ãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, à èìåííî ìåòîä êîíå÷íûõðàçíîñòåé.Áîëüøóþ ñëîæíîñòü äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò íåëèíåé�íîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.Íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå èññëåäóåìîé çàäà÷è â ñëó÷àå íåêîòîðûõ çàäàííûõ çàêîíîâäâèæåíèÿ ïëàñòèí. Òàêæå ïîñòðîåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ìåòîäîì �àëåðêèíàè ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ïðè ïðîèçâîëüíûõ çàêîíàõ äâèæåíèÿ ïëàñòèí.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èìåþò êàê ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü� ñ òî÷êè çðåíèÿïðèëîæåíèé â ãàçîâîé äèíàìèêå, òàê è òåîðåòè÷åñêóþ � ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçâèòèÿ ìå�òîäîâ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìèïðîèçâîäíûìè.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÁóëàåâÑ.Â., ÂåëüìèñîâÏ.À., ÊðóïåííèêîâÀ.Â. Îá îäíîì êëàññå ïîòåíöèàëüíûõòå÷åíèé ãàçà // Òåçèñû äîêëàäîâ XXI Âñåðîññèéñêîé êîí�åðåíöèè �Àíàëèòè÷å�ñêèå ìåòîäû â ãàçîâîé äèíàìèêå�. � Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2006. � Ñ. 17�18.1Êðóïåííèêîâ Àëåêñåé Âàëåðüåâè÷ (al.krupennikov�mail.ru), Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûéòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, 432027, �îññèÿ, ã. Óëüÿíîâñê, óë. Ñåâåðíûé Âåíåö, 32.



188 Íåëèíåéíàÿ çàäà÷à î äâèæåíèè ãàçà ìåæäó âðàùàþùèìèñÿ ïëîñêîñòÿìè[2℄ ÂåëüìèñîâÏ.À., ÁóëàåâÑ.Â., ÊðóïåííèêîâÀ.Â. Îá îäíîì êëàññå áåçâèõðåâûõ èç�ýíòðîïè÷åñêèõ òå÷åíèé ãàçà // Òðóäû ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ÊËÈÍ-2006.Òîì 4: Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ìîäåëè â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ íàóêè è òåõíè�êè. � Óëüÿíîâñê: Óë�ÒÓ, 2006. � Ñ. 108�110.[3℄ ÂåëüìèñîâÏ.À., ÊðóïåííèêîâÀ.Â. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà �àëåðêèíà äëÿ ðåøåíèÿîäíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è ãàçîâîé äèíàìèêè // Òðóäû ìåæäóíàðîäíîé êîí�å�ðåíöèè ÊËÈÍ-2007. Òîì 4: Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ìîäåëè â íàóêå, òåõíèêå,åñòåñòâîçíàíèè è ýêîíîìèêå: ñèíòåç, àíàëèç, äèàãíîñòèêà. � Óëüÿíîâñê: Óë�ÒÓ,2007. � Ñ. 72�76.[4℄ ÂåëüìèñîâÏ.À., ÊðóïåííèêîâÀ.Â., ÌàöåíêîÏ.Ê. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà êîíå÷íûõðàçíîñòåé äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé íåëèíåéíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ãàçîâîé äè�íàìèêè // Ìåõàíèêà è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ: Ñá. íàó÷. òð. � Óëüÿíîâñê, 2007. �Ñ. 21�25.



ÊðóòîâÀ.À., ÌàðòûíåíêîÀ.Ï. 189ÓÄÊ 129.05.33ÑÂÅ�ÕÒÎÍÊÀß ÑÒ�ÓÊÒÓ�À ÀÒÎÌÀ ÌÞÎÍÍÎ�Î �ÅËÈßÊðóòîâÀ.À., ÌàðòûíåíêîÀ.Ï.1Àòîì ìþîííîãî ãåëèÿ (µe32He) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøóþ òðåõ÷àñòè÷íóþñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ýëåêòðîíà, îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííîãî ìþîíà è ïîëîæèòåëü�íî çàðÿæåííîãî ãåëèîíà (32He). Ýòîò àòîì èìååò áîëåå ñëîæíóþ ñâåðõòîíêóþ ñòðóê�òóðó ïî ñðàâíåíèþ ñ ìþîííûì ãåëèåì (µe42He), òàê êàê ñâåðõòîíêîå ðàñùåïëåíèåóðîâíåé ýíåðãèè îáóñëîâëåíî âçàèìîäåéñòâèåì ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ âñåõ òðåõ ÷à�ñòèö [1�5℄. Èññëåäîâàíèå ñïåêòðà ýíåðãèè ìþîííîãî ãåëèÿ èìååò âàæíîå çíà÷åíèåäëÿ ïðîâåðêè êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè (ÊÝÄ) [6℄. Ñâåðõòîíêîå ðàñùåïëåíèå îñ�íîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà (µe32He) áûëî èçìåðåíî ñ äîñòàòî÷íî õîðîøåé òî÷íîñòüþâ [7℄:
∆νhfsexp = 4166.3(2) MHz. (1)Â îòëè÷èå îò óðîâíåé ýíåðãèè äâóõ÷àñòè÷íûõ àòîìîâ, êîòîðûå èçó÷åíû â ÊÝÄñ î÷åíü âûñîêîé òî÷íîñòüþ [6℄, òåîðåòè÷åñêèå ðàñ÷åòû ñâåðõòîíêîãî ðàñùåïëåíèÿîñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ìþîííîãî ãåëèÿ (µ e 3

2He) áûëè âûïîëíåíû êàê â ðàìêàõ òåîðèèâîçìóùåíèé [1, 4℄, òàê è âàðèàöèîííûì ìåòîäîì [3, 5℄ ñ ìåíüøåé òî÷íîñòüþ.Ñâåðõòîíêîå ðàñùåïëåíèå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà (µ e 3
2He) îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùèì ãàìèëüòîíèàíîì:

δH = −8π

3
µN · µµδ(xµ)−

8π

3
µµ · µeδ(xµ − xe)−

8π

3
µe · µNδ(xe), (2)ãäå µe = −gee/(2me)se, µµ = −gµe/(2mµ)sµ, µN = −gNe/(2mp)IN �ìàãíèòíûå ìî�ìåíòû ýëåêòðîíà, ìþîíà, ãåëèîíà. xe, xµ ðàäèóñû-âåêòîðû ýëåêòðîíà è ìþîíà ïîîòíîøåíèþ ê ÿäðó. Ïîñêîëüêó íåðåëÿòèâèñòñêàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñèñòåìû ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êîîðäèíàòíîé è ñïèíîâîé âîëíîâûõ �óíê�öèé, ñäâèã óðîâíåé ýíåðãèè çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ (2) îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðè÷íûìýëåìåíòîì:

δE =< δH >= −a IN sµ − b sµse − c seIN , (3)ãäå
a =

2πα

3

gNgµ
mpmµ

< δ(xµ), b =
2πα

3

gµge
mµme

< δ(xµ − xe),

c =
2πα

3

gegN
memp

< δ(xe).
(4)Äèàãîíàëèçàöèÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà < δH > äàåò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåð�ãèè ñèñòåìû òðåõ ÷àñòèö:

λ1,2 =
1

4
(a+ b+ c)± 1

2
(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca)1/2, λ3 = −1

4
(a+ b+ c). (5)1Êðóòîâ Àíäðåé Àëåêñàíäðîâè÷(aakrutov�rambler.ru), Ìàðòûíåíêî Àëåêñåé Ïåòðîâè÷(mart�ssu.samara.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà,óë.Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



190 Ñâåðõòîíêàÿ ñòðóêòóðà àòîìà ìþîííîãî ãåëèÿÇíà÷åíèÿ λ1,2 è λ3 ñîîòâåòñòâóþò âåëè÷èíå ïîëíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû, ðàâíîãî 1/2 è
3/2. Â ñëó÷àå ìþîííîãî ãåëèÿ (µe32He) ìû èìååì a≫ b è a≫ c, ïîýòîìó ñ õîðîøåéòî÷íîñòüþ çíà÷åíèÿ λ1,2 ðàâíû

λ1 =
3

4
a+ . . . , λ2 = −1

4
a+

1

2
(b+ c) + . . . . (6)Â ðåçóëüòàòå íàèìåíüøèé èíòåðâàë ñâåðõòîíêîé ñòðóêòóðû îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ,êîòîðûé áûë èçó÷åí ýêñïåðèìåíòàëüíî [7℄, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

∆νhfs = λ2 − λ3 =
3

4
(b + c) +O

(
b

a
,
c

a

)
. (7)Â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ïîñòîÿííîé òîíêîé ñòðóêòóðû α è îòíîøåíèþìàññ ýëåêòðîíà è ìþîíà, ñ�îðìóëèðîâàííîé Ëàêäàâàëîé è Ìîðîì [1℄, à òàêæå âíàøåé ðàáîòå [8℄, ìû âû÷èñëÿåì ðÿä ïîïðàâîê, êîòîðûå âàæíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëååòî÷íîé òåîðåòè÷åñêîé âåëè÷èíû ñâåðõòîíêîãî ðàñùåïëåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (7):

• îäíîïåòëåâûå ïîïðàâêè ïîëÿðèçàöèè âàêóóìà ïîðÿäêà α5Me/Mµ;
• îäíîïåòëåâûå ýëåêòðîííûå âåðøèííûå ïîïðàâêè ïîðÿäêà α5, α5Me/Mµ;
• ïîïðàâêè íà ñòðóêòóðó ÿäðà ïîðÿäêà α6;
• ðåëÿòèâèñòñêèå ïîïðàâêè ïîðÿäêà α6.Îñíîâíûå àìïëèòóäû âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü â äàííîéðàáîòå, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.1-2.

a

G̃

b

G̃

c

G̃

d�èñ 1. Ý��åêòû ïîëÿðèçàöèè âàêóóìà, ñòðóêòóðû ÿäðà. Ïóíêòèðíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíêóëîíîâñêèé �îòîí. Âîëíèñòàÿ ëèíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñâåðõòîíêóþ ÷àñòü ïîòåíöèàëà Áðåéòà.
G̃�êóëîíîâñêàÿ �óíêöèÿ �ðèíà

a b c

G̃ G̃

d e�èñ 2. Âåðøèííûå ïîïðàâêè, ý��åêòû ñòðóêòóðû è îòäà÷è ÿäðà. Æèðíîé òî÷êîé îáîçíà�÷åíà âåðøèííàÿ �óíêöèÿ ÿäðàÏîëó÷åííûé íàìè ðåçóëüòàò ñâåðõòîíêîãî ðàñùåïëåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
∆νhfs = 4165.43 Ì�ö óëó÷øàåò ïðåäûäóùåå âû÷èñëåíèå [1℄ çà ñ÷åò ó÷åòà íîâûõ



ÊðóòîâÀ.À., ÌàðòûíåíêîÀ.Ï. 191âêëàäîâ. Îñòàþùååñÿ ðàçëè÷èå ìåæäó äàííûì òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì è ýêñïå�ðèìåíòàëüíîé âåëè÷èíîé (1), íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ òåîðåòè÷åñêîé îøèáêè±0.7 Ì�öè ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïîãðåøíîñòè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÏ �Íàó÷íûå è ïåäàãîãè÷åñêèåêàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè� (ãðàíò No. ÍÊ-20Ï/1).Ëèòåðàòóðà[1℄ Lakdawala S.D., MohrP. Calulation of the muoni 3He hyper�ne struture //Physial Review A. � 1981. � V. 24. � P. 2224�2227.[2℄ HuangK.-N., HughesV.W. Theoretial hyper�ne struture of the muoni 3He and
4He atoms // Physial Review A. � 1982. � V. 26. � P. 2330�2233.[3℄ DrahmanR.L. Hyper�ne struture in muoni helium: exited states // Journal ofPhysis B. � 1983. � V. 16. � P. L749�L51.[4℄ Ming-Keh Chen. Hyper�ne splitting for the ground-state muoni 3He atom�orretions up to α2 // Journal of Physis B. � 1993. � V. 26. � P. 2263�2272.[5℄ FrolovA.M. Properties and hyper�ne struture of helium-muoni atoms // PhysialReview A. � 2000. � V. 61. � P. 022509�022518.[6℄ EidesM.I., GrothH., ShelyutoV.A. Theory of light hydrogen-like atoms // PhysisReports. � 2001. � V. 342. � P. 62�261.[7℄ M. Gladish et al., Pro. 8th Int. Conf. on Atom. Phys., ed. I. Lindgren, A. Rosenand S. Svanberg (NY, Plenum).[8℄ KrutovA.A., MartynenkoA.P. Ground-state hyper�ne struture of the muonihelium atom // Physial Review A. � 2008. � V. 78. � P. 032513�032524.



192 Íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èí�ëÿöèîííûõ ðåøåíèé . . .ÓÄÊ 530.12ÍÎÂÛÉ ÌÅÒÎÄ ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈß ÈÍÔËßÖÈÎÍÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉÂ ÊÈ�ÀËÜÍÎÉ ÊÎÑÌÎËÎ�È×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈÊóáàñîâÀ.Ñ.11. Êèðàëüíûå êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè. Äåéñòâèå è òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëü�ñà äëÿ ñàìîãðàâèòèðóþùåé íåëèíåéíîé ñèãìà ìîäåëè ñ ïîòåíöèàëîì ñàìîäåéñòâèÿ
W (ϕ) èìåþò âèä [1℄

S =

∫ √−gd4x
(
R

2k
+

1

2
hAB(ϕ)ϕ

A
,µϕ

B
,νg

µν −W (ϕ)

)
, (1)

Tµν = ϕA,µϕ
A
,ν − gµν

(
1

2
ϕA
,αϕ

B
,βg

αβhAB −W (ϕC)

)
, (2)ãäå gµν(x)�ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, è h22 �ìåòðèêà �îíîâîãî ïîëÿ ϕ =

= (ϕ1, ..., ϕn), ∂µϕ
A = ϕA

,µ.Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ (1) ïî ϕC äàåò óðàâíåíèå êèðàëüíûõ ïîëåé
1√−g∂µ(

√−gϕ,µ
A )− 1

2

∂hBC

∂ϕA
ϕC
,µϕ

B
,νg

µν +W,A = 0, (3)ãäå W,A =
∂W

∂ϕA
. Ìåòðèêè êèðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà è ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ôðèä�ìàíà��îáåðòñîíà�Óîêåðà çàïèøåì â �îðìå:

ds2ts = dφ2 + h22(φ, ψ)dψ
2, (4)

ds2 = dt2 − a(t)2
(

dr2

1−Kr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

)
. (5)2. Ìåòîä ðåøåíèÿ. Ïîëåâûå óðàâíåíèÿ äâóõêîìïîíåíòíîé êèðàëüíîé êîñìî�ëîãè÷åñêîé ìîäåëè (3) â ìåòðèêå (4) è óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà ïðèíèìàþò âèä

φ̈+ 3Hφ̇− 1

2

∂h22
∂φ

ψ̇2 +
∂W

∂φ
= 0, (6)

3H(h22ψ̇) + ∂t(h22ψ̇)−
1

2

∂h22
∂ψ

ψ̇2 +
∂W

∂ψ
= 0, (7)

1

2
φ̇2(t) +

1

2
h22(t)ψ̇

2(t) =
1

k

[
K

a2
− Ḣ

]
, (8)

W (t) =
3

k

(
H2 +

1

3
Ḣ +

2

3

K

a2

)
. (9)�àññìîòðèì òðè �èçè÷åñêè çíà÷èìûõ ñëó÷àÿ: 1) ïðîñòðàíñòâåííî-ïëîñêàÿ Âñå�ëåííàÿ (K = 0), 2) îòêðûòàÿ Âñåëåííàÿ (K = −1), 3) çàìêíóòàÿ Âñåëåííàÿ (K = 1).1Êóáàñîâ Àëåêñàíäð Ñåðãååâè÷ (as-kubasov�rambler.ru), Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð�ñèòåò, 432001, �îññèÿ, ã. Óëüÿíîâñê, óë. Ë.Òîëñòîãî, 42.



ÊóáàñîâÀ.Ñ. 193Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñïåöèàëüíîì ðàçáèåíèè ÒÝÈ êèðàëüíûõ ïîëåé. Èñïîëü�çóÿ ðàçáèåíèÿ â ñëó÷àå 1) â âèäå
h22(φ, ψ) ≡ h22(φ),W (φ, ψ) =W1(φ) +W2(ψ) (10)è â ñëó÷àå 2) è 3) � â âèäå

h22(φ, ψ) ≡ h22(φ),W (φ, ψ) =W1(φ) + ef(φ)W2(ψ) (11)ïîëó÷åíû êëàññû íîâûõ òî÷íûõ ðåøåíèé.Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïî-íîâîìó îïèñàòü îòêðûòóþ è çàìêíóòóþ Âñå�ëåííóþ. Ïðîáëåìà åâêëèäîâîñòè Âñåëåííîé îáñóæäàåòñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [2℄. Ïîèìåþùèìñÿ äàííûì ñîâðåìåííàÿ íàáëþäàåìàÿ Âñåëåííàÿ áëèçêà ê ïðîñòðàíñòâåííî�ïëîñêîé. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ äëÿ îòêðûòîé èëè çàìêíóòîé Âñåëåííîéïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü êîìïîíåíòû êèðàëüíûõ ïîëåé íà ïëîñêóþ ÷àñòü è ÷àñòü, îòâå�÷àþùóþ çà �ñêðèâëåíèå� ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè äî îòêðûòîãî èëè çàìêíóòîãî. Òà�êèì îáðàçîì, ãåíåðàöèÿ ðåøåíèé çàâèñèò îò âûáîðà ìàñøòàáíîãî �àêòîðà, èëè,ïðè íåáîëüøîé ìîäè�èêàöèè ìåòîäà, îò ïîòåíöèàëà W . Îòìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðàóðàâíåíèé ìîäåëè òàêîâà, ÷òî åñëè íà íà÷àëüíîì ýòàïå Âñåëåííàÿ íà÷àëà ñâîþ ýâî�ëþöèþ, êàê îòêðûòàÿ èëè çàìêíóòàÿ, òî ýòîìó ýòàïó ñîîòâåòñòâîâàëî ïîëå ψ. Ïðèäàëüíåéøåì ðàñøèðåíèè, êîãäà äîìèíèðîâàíèå êîìïîíåíòû 3

k

(
H2 +

1

3
Ḣ

) íà÷àëîïðåîáëàäàòü íàä 2

k

K

a2
, îñíîâíóþ ðîëü íà÷àëî èãðàòü ïîëå φ.Âûâîäû. Ïðè èññëåäîâàíèè êèðàëüíîé äâóõêîìïîíåíòíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìî�äåëè, ïîðîæäàþùåé ñòåïåííóþ è ýêñïîíåíöèàëüíóþ èí�ëÿöèþ â ïëîñêîé, îòêðûòîéè çàìêíóòîé Âñåëåííîé, áûëè ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ, êîòîðûå áóäóò ïðåäñòàâëåíû âñòàòüå. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñòðóêòóðà ðåøåíèé, îòâå÷àþùàÿ îòêðûòîé èçàìêíóòîé Âñåëåííîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëÿ ðàñïðåäåëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîëå

φ îòâå÷àåò ïðîñòðàíñòâåííî ïëîñêîé âñåëåííîé, à ïîëå ψ� çà �ñêðèâëåíèå� ïëîñêîãîïðîñòðàíñòâà âðåìåíè äî îòêðûòîãî èëè çàìêíóòîãî. Â ñâåòå ïðîáëåìû åâêëèäîâî�ñòè íàáëþäàåìîé âñåëåííîé [2℄, ýòî ïðèâîäèò ê ìûñëè, ÷òî, åñëè â íà÷àëüíûé ïåðèîäñâîåé ýâîëþöèè Âñåëåííàÿ áûëà çàìêíóòîé èëè îòêðûòîé è åé îòâå÷àëî ïîëå ψ, òîïðè ïîñëåäóþùåì ðàñøèðåíèè íà÷àëî ïðåîáëàäàòü ïîëå φ.Àâòîð ïðèçíàòåëåí ïðî�åññîðó ×åðâîíóÑ.Â. çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è èíòåðåñ êðàáîòå.Ëèòåðàòóðà[1℄ Chervon S.V. Chiral non-linear sigma models and osmologial in�ation // Gravi-tation and Cosmology. � 1995. � V. 1. � No. 2. � P. 91�96.[2℄ ËèíäåÀ.Ä. Ôèçèêà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è èí�ëÿöèîííàÿ êîñìîëîãèÿþ. � Ì.:Íàóêà, 1990. � 275 .



194 Èññëåäîâàíèå ýâîëþöèè ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì òèïà �ðåàêöèÿ�äè��óçèÿ� . . .ÓÄÊ 517.957ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÝÂÎËÞÖÈÈ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÒÈÏÀ ��ÅÀÊÖÈß�ÄÈÔÔÓÇÈß� Â ÎÊ�ÅÑÒÍÎÑÒÈ ÒÎ×ÊÈÁÈÔÓ�ÊÀÖÈÈ ÒÜÞ�ÈÍ�ÀÊóðóøèíàÑ.Å.1Èçó÷åíî ïîâåäåíèå äâóõêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû òèïà �ðåàêöèÿ�äè��óçèÿ�, ó÷è�òûâàþùåé âëèÿíèå âíåøíåé �ëóêòóèðóþùåé ñðåäû:
∂x1
∂τ

= P (x1, x2, χ0, χ10...χn) + f1(r, τ)P2(x1, x2, χk+1, ...χn) +∇2x1,

∂x2
∂τ

= Q(x1, x2, η0, η10...ηn) + f2(r, τ)Q2(x1, x2, ηk+1, ...ηn) +D∇2x2,â îêðåñòíîñòè òî÷êè áè�óðêàöèè Òüþðèíãà. Çäåñü x1, x2 � äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåí�íûå, χ0. . .χn, η0. . . ηn � ïàðàìåòðû çàäà÷è, D, � îòíîøåíèå êîý��èöèåíòîâ äè��ó�çèè êîìïîíåíò, P , Q, P2 è Q2 �íåëèíåéíûå �óíêöèè, îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèåïîäñèñòåì. Ôëóêòóàöèè îêðóæàþùåé ñðåäû ìîäåëèðóþòñÿ êàê ñòàöèîíàðíîå îä�íîðîäíîå èçîòðîïíîå ãàóññîâî ïîëå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è �óíêöèåé êîððåëÿöèè:
〈fi(r ′, t′)fj(r ′′, τ)〉 = Φi(|r ′ − r ′′|)δ (t′ − τ) δij .Ïîëó÷åíû îáîáùåííûå óðàâíåíèÿ �èíçáóðãà�Ëàíäàó (Ó�Ë) äëÿ ýòîé ñèñòåìûâ ñëó÷àå âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè òèïà ìÿãêîé ìîäû. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäå�íèÿ ïðîöåäóðû óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé Ó�Ë ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿìîìåíòîâ íåçàòóõàþùèõ ìîä (ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà) èññëåäóåìîé ñèñòåìû è äèñïåð�ñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ èíêðåìåíòîâ óñðåäíåííûõ ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà.Ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå âíåøíåãî øóìà ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ èíêðåìåíòà íà�ðàñòàíèÿ êàæäîé ìîäû è èçìåíåíèþ îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè. Ýòî îáóñëàâëèâàåòçàâèñèìîñòü ñêîðîñòè îáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð îòïàðàìåòðîâ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ è ñìåùåíèå òî÷êè áè�óðêàöèè. Êðîìå òîãî, ìóëüòè�ïëèêàòèâíûå �ëóêòóàöèè ïàðàìåòðîâ ïðèâîäÿò ê ñìåùåíèþ ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèî�íàðíîãî ñîñòîÿíèÿ êàæäîé ìîäû è èçìåíåíèþ óñëîâèé ðåçîíàíñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿíåóñòîé÷èâûõ ìîä.×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ äèññèïàòèâíûõ ñòðóê�òóð, âîçíèêàþùèõ â ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ �èðåðà�Ìàéíõàðäòà è Øå��åðà, êà�÷åñòâåííî ïîäòâåðæäàåò âûâîäû, ñäåëàííûå âûøå [1, 2℄.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÊóðóøèíàÑ.Å., ÈâàíîâÀ.À.Äèññèïàòèâíûå ñòðóêòóðû â ñèñòåìå ðåàêöèÿ-äè���óçèÿ â ïîëå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ �ëóêòóàöèé // Èçâåñòèÿ ÂÓÇîâ. � Ïðèêëàä�íàÿ íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà. � 2010. � �3. Ñ. 85�103.[2℄ ÊóðóøèíàÑ.Å., ÇàâåðøèíñêèéÈ.Ï., ÌàêñèìîâÂ.Â., ÆåëíîâÞ.Â. Îáðàçîâàíèåäèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð â äâóõêîìïîíåíòíûõ ñèñòåìàõ òèïà ðåàêöèÿ�äè��ó�çèÿ âî �ëóêòóèðóþùåé ñðåäå // Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷å�ñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ: Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè. � 2010. � �1(20). �Ñ. 143�153.1Êóðóøèíà Ñâåòëàíà Åâãåíüåâíà (kurushina72�mail.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêñ�ìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, 443086, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, Ìîñêîâñêîå øîññå, 34.



ÊóðóøèíàÑ.Å., ÌàêñèìîâÂ.Â. 195ÓÄÊ 517.957ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ØÅÔÔÅ�ÀÂÁËÈÇÈ ÒÎ×ÊÈ ÁÈÔÓ�ÊÀÖÈÈ ÒÜÞ�ÈÍ�ÀÊóðóøèíàÑ.Å., ÌàêñèìîâÂ.Â.1Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ�ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ íà óñòîé÷èâîñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè áè�óðêàöèè ñòîõà�ñòè÷åñêîé ñèñòåìû �èòîïëàíêòîí�çîîïëàíêòîí�ðûáà Øå��åðà:
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(1)Çäåñü x1 � ïëîòíîñòü áèîìàññû ïîïóëÿöèè �èòîïëàíêòîíà, x2 �ïëîòíîñòü áèîìàñ�ñû ïîïóëÿöèè çîîïëàíêòîíà, ïàðàìåòðû r0, a0, b, m0, g, h, f , d1 è d2 ïîäðîáíîîïèñàíû â [1, 2℄. Ôëóêòóàöèè îêðóæàþùåé ñðåäû ìîäåëèðóþòñÿ êàê ñòàöèîíàðíîåîäíîðîäíîå èçîòðîïíîå ãàóññîâî ïîëå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è �óíêöèåé êîððåëÿöèè:
〈fi(r ′, t′)fj(r ′′, τ)〉 = Φi(|r ′ − r ′′|)δ (t′ − τ) δij .Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà ýòîé ñèñòåìû, à òàêæåäèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ íåóñòîé÷èâûõ ìîä.Èññëåäîâàíû çàâèñèìîñòè èíêðåìåíòîâ íåóñòîé÷èâûõ ìîä îò âîëíîâîãî ÷èñëàñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû (1), ðàññ÷èòàííûå íà îñíîâàíèè äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ.Ïîêàçàíî, ÷òî â çàêðèòè÷åñêîé îáëàñòè ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè �ëóê�òóàöèé θ1 ïîëÿ f1(r, τ), âõîäÿùåãî â ëèíåéíóþ êîìïîíåíòó ñèñòåìû (1), îáëàñòüíåóñòîé÷èâûõ ìîä óâåëè÷èâàåòñÿ. Êðîìå òîãî, èíêðåìåíòû ïðè íàëè÷èè øóìà áîëü�øå èíêðåìåíòîâ ïðè åãî îòñóòñòâèè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè ìóëüòèïëèêàòèâ�íîãî øóìà àìïëèòóäû íåóñòîé÷èâûõ ìîä íàðàñòàþò çíà÷èòåëüíî áûñòðåå, ÷åì â åãîîòñóòñòâèè, ÷òî óñêîðÿåò ïðîöåññ ðàçðóøåíèÿ îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ è îáðàçîâà�íèÿ äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî óâåëè÷åíèå èíòåíñèâíîñòè θ2ïîëÿ f2(r, τ), âõîäÿùåãî â íåëèíåéíóþ êîìïîíåíòó ñèñòåìû (1), âëèÿåò íà ïðîöåññîáðàçîâàíèÿ äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð çíà÷èòåëüíî ñèëüíåå.Èññëåäîâàíû çàâèñèìîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåóñòîé�÷èâûõ ìîä îò âîëíîâîãî ÷èñëà â äîêðèòè÷åñêîé îáëàñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èèìóëüòèïëèêàòèâíûõ �ëóêòóàöèé âîçíèêàåò îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè�øóì èíäóöè�ðóåò ïàðàìåòðè÷åñêóþ íåóñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (1) â äîêðèòè÷åñêîé îáëàñòè.Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû (1) â îêðåñòíîñòè òî÷êè áè�óð�êàöèè Òüþðèíãà â ïîëå âíåøíèõ �ëóêòóàöèé ïîêàçàëî íàëè÷èå ñëåäóþùèõ îñîáåí�íîñòåé ïðîöåññà îáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð.�àñøèðÿåòñÿ îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè ñèñòåì. Âíåøíèå øóìû ïðèâîäÿò ê óâåëè�÷åíèþ èíêðåìåíòîâ íåóñòîé÷èâûõ ìîä, â ðåçóëüòàòå ÷åãî àìïëèòóäû íåóñòîé÷èâûõìîä íàðàñòàþò áûñòðåå, ÷åì â îòñóòñòâèè øóìà, ÷òî óñêîðÿåò ïðîöåññ ðàçðóøåíèÿîäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ è îáðàçîâàíèÿ äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð. Ïðîèñõîäèò ñäâèã1Êóðóøèíà Ñâåòëàíà Åâãåíüåâíà (kurushina72�mail.ru), Ìàêñèìîâ Âàëåðèé Âëàäèìèðîâè÷(maximov52�dmail.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè àêàäåìèêàÑ.Ï.Êîðîëåâà, 443086, �îññèÿ, ã.Ñàìàðà, Ìîñêîâñêîå øîññå, 34.



196 Óñòîé÷èâîñòü ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû Øå��åðà . . .ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ êàæäîé ìîäû, èçìåíÿþòñÿ óñëîâèÿ ðåçîíàíñíîãî âçàèìî�äåéñòâèÿ ìîä, âîçíèêàåò ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå ñèñòåìû.×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ äèññèïàòèâíûõ ñòðóê�òóð, âîçíèêàþùèõ â ñèñòåìå (1), êà÷åñòâåííî ïîäòâåðæäàåò âûâîäû, ñäåëàííûå âû�øå [3℄.Ëèòåðàòóðà[1℄ She�erM. Fish and nutrients interplay determines algal biomass: a minimal model //OIKOS. � 1991. � No. 62. � �. 271�282.[2℄ MalhowH.Motional instabilities in prey-predator systems // J. Theor. Biol. � 2000. �V. 204. � �. 639�647.[3℄ ÊóðóøèíàÑ.Å., ÇàâåðøèíñêèéÈ.Ï., ÌàêñèìîâÂ.Â., ÆåëíîâÞ.Â. Îáðàçîâàíèåäèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð â äâóõêîìïîíåíòíûõ ñèñòåìàõ òèïà ðåàêöèÿ�äè��ó�çèÿ âî �ëóêòóèðóþùåé ñðåäå // Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷å�ñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ: Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè. � 2010. � �1(20). �Ñ. 143�153.



Êóðüÿíîâè÷Ý.À. 197ÓÄÊ 530.1�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÎÅ Á�ÎÓÍÎÂÑÊÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅÊóðüÿíîâè÷Ý.À.1Â äîêëàäå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ðåëÿòèâèñòñêîãî áðîóíîâ�ñêîãî äâèæåíèÿ, ñëåäóÿ ïðåäëîæåíèþ È.Â.Âîëîâè÷à [1℄. Èñïîëüçóÿ ðåëÿòèâèñòñêîåäåéñòâèå [2℄, áûëà âûïèñàíà �îðìóëà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà áðîóíîâñêîé÷àñòèöû èç îäíîé çàäàííîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà â äðóãóþ çàäàííóþ òî÷êó â çàäàí�íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè [3�5℄. Áûëà óñïåøíî íàéäåíà íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà,ïðèäàþùàÿ ñìûñë ýòîé �îðìóëå, ò.å. òàêàÿ, ÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñòàíîâèòñÿðàâíûì êîíå÷íîìó, íå ðàâíîìó íóëþ ÷èñëó. Ïðè âû÷èñëåíèè ýòîé êîíñòàíòû áûëàèñïîëüçîâàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ N -ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà òðàåêòîðèéè ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Äàëåå áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà îá àñèìïòîòèêåýòîé êîíñòàíòû ïðè óñëîâèè ñòðåìëåíèÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà òðàåêòîðèé êáåñêîíå÷íîñòè. Ïîäòâåðäèòü ýòó ãèïîòåçó ïîêà íå óäàëîñü, òàêæå íå óäàëîñü ïîäñ÷è�òàòü ñàìó ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè.Ëèòåðàòóðà[1℄ Âîëîâè÷È.Â. Î ðåëÿòèâèñòñêîì áðîóíîâñêîì äâèæåíèè. � 2008. � Ïðåïðèíò.[2℄ ËàíäàóË.Ä. Ëè�øèöÅ.Ì. Òåîðåòè÷åñêàÿ �èçèêà (Òîì 2. Òåîðèÿ ïîëÿ). � Ì.:Íàóêà, 1988.[3℄ ÊàöÌ. Âåðîÿòíîñòü è ñìåæíûå âîïðîñû â �èçèêå. � Ì.: Ìèð, 1965.[4℄ �ëèììÄæ. Äæà��åÀ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êâàíòîâîé �èçèêè. � Ì.: Ìèð,1984.[5℄ Ôåéíìàí�., ÕèáñÀ. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà è èíòåãðàëû ïî òðàåêòîðèÿì. � Ì.:Ìèð, 1968.
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198 Ïîñòðîåíèå ïðèíöèïèàëüíî ðåàëèçóåìîãî ó÷àñòêà �ïàäàþùåé� äèàãðàììû . . .ÓÄÊ 539.3ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ Ï�ÈÍÖÈÏÈÀËÜÍÎ �ÅÀËÈÇÓÅÌÎ�ÎÓ×ÀÑÒÊÀ �ÏÀÄÀÞÙÅÉ� ÄÈÀ��ÀÌÌÛÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈß ÄËß ÌÀÒÅ�ÈÀËÀ ÒÈÏÀ Ò�ÅÑÊÀËàâðîâàÒ.Á.1Äëÿ êîíòèíóàëüíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ îäíèì èç îñíîâîïîëàãàþùèõ ÿâëÿåòñÿïîíÿòèå ðàçóïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà. Óïðóãîïëàñòè÷åñêèå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøå�íèÿ ñ ðàçóïðî÷íåíèåì â ïðèíöèïå ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü íà÷àëüíûå ñòàäèè ðàçðóøå�íèÿ ìàòåðèàëîâ â ðàìêàõ ïîäõîäà è ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû.Ïðè èçó÷åíèè ðàçóïðî÷íåíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü âàðèàíòû òåîðèè òå÷åíèÿ, âêîòîðûõ ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå äå�îðìàöèé. Äëÿìàòåðèàëîâ òèïà Òðåñêà ýòà ïîâåðõíîñòü îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî íîðìàëü âåå ãëàäêîé òî÷êå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèììåòðèçîâàííóþ äèàäó. �åáðà ïîâåðõíîñòèòåêó÷åñòè òèïà Òðåñêà õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî íîðìàëè ê ãðàíÿì, ïðè ïåðåñå÷å�íèè êîòîðûõ îáðàçóþòñÿ ýòè ðåáðà, ÿâëÿþòñÿ ñîîñíûìè ñèììåòðèçîâàííûìè äèàäà�ìè. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ïëàñòè÷åñêîãî îòêëèêàíà äå�îðìàöèþ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî èíêðåìåíòàëüíîå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèåäëÿ ïàðàìåòðà èñòîðèè íà ðåáðå íå ìîæåò áûòü âûáðàíî íåçàâèñèìî, ýòî óñëîâèåïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âûøåóïîìÿíóòûì óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè ïëàñòè÷åñêîãîîòêëèêà ïðè ïåðåõîäå ñ ãðàíè íà ðåáðî. Ïîñòðîåíû èíêðåìåíòàëüíûå îïðåäåëÿþ�ùèå ñîîòíîøåíèÿ êàê â ãëàäêèõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè òèïà Òðåñêà, òàêè â òî÷êàõ, ïðèíàäëåæàùèõ ðåáðàì ýòîé ïîâåðõíîñòè. Òî åñòü ïîëó÷åíû ìîäóëèïëàñòè÷åñêîãî îòêëèêà ìàòåðèàëà äëÿ âñåõ ðåæèìîâ äå�îðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà(áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåíçîð óïðóãèõ ìîäóëåé ïðè ðàçãðóçêå ñîîòâåòñòâóåò çàêîíó �ó�êà äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìàòåðèàë óïðî÷íÿþùèéñÿ, åñëè âñååãî ìîäóëè äëÿ ïëàñòè÷åñêîãî îòêëèêà ïîëîæèòåëüíû è ðàçóïðî÷íÿþùèéñÿ, åñëèñðåäè ýòèõ ìîäóëåé èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí îòðèöàòåëüíûé. Åñëè ïîä ìîäóëÿìè, çíàêêîòîðûõ õàðàêòåðèçóåò ñâîéñòâà óïðî÷íåíèÿ èëè ðàçóïðî÷íåíèÿ, ïîíèìàòü �èñòèí�íûå� ìîäóëè â ñìûñëå ß. �ûõëåâñêîãî, ò.å. ñîáñòâåííûå ÷èñëà òåíçîðà ìîäóëåé êàêëèíåéíîãî îïåðàòîðà, îòîáðàæàþùåãî ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ âòîðî�ãî ðàíãà(ò.å. ïðîñòðàíñòâî òåíçîðîâ ìàëûõ äå�îðìàöèé) â ñåáÿ(ò.å. â ïðîñòðàíñòâîïðèðàùåíèé òåíçîðà íàïðÿæåíèé Êîøè), òî èõ ïîëîæèòåëüíîñòü (óïðî÷íåíèå) ýê�âèâàëåíòíà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòè÷íîé �îðìû,çàäàþùåé ïðèðàùåíèå ðàáîòû âíóòðåííèõ ñèë, à íàëè÷èå ñðåäè íèõ îòðèöàòåëüíûõ(ðàçóïðî÷íåíèÿ) ýêâèâàëåíòíî íàëè÷èþ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ýòîé êâàäðàòè÷�íîé �îðìû, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèÿì óïðî÷íåíèÿ è ðàçóïðî÷íåíèÿ ïî Äðóê�êåðó.Òàêèì îáðàçîì, â ïðîöåññå äå�îðìèðîâàíèÿ ðàçóïðî÷íåíèå íà÷èíàåò ðåàëèçî�âûâàòüñÿ â òîò ìîìåíò, êîãäà íàèìåíüøèé �èñòèííûé� ìîäóëü ïëàñòè÷åñêîãî îò�êëèêà ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Ñîñòîÿíèÿ ðàçóïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà ÿâëÿþòñÿäîñòèæèìûìè â òåõ ïðåäåëàõ, â êîòîðûõ óñëîâèå ðàçóïðî÷íåíèÿ ñîâìåñòèìî ñ íåðà�âåíñòâîì Àäàìàðà (èëè ïðè ñòðîãîì íåðàâåíñòâå ñ íåðàâåíñòâîì ñèëüíîé ýëëèï�òè÷íîñòè) äëÿ ìîäóëåé ìàòåðèàëà â ðåæèìå àêòèâíîãî ïëàñòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ.1Ëàâðîâà Òàòüÿíà Áîðèñîâíà (lavr�ssu.samara.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



ËàâðîâàÒ.Á. 199Ïðè íàðóøåíèè ýòîãî íåðàâåíñòâà ëþáàÿ êîí�èãóðàöèÿ òåëà ñ ëþáûìè ãðàíè÷íû�ìè óñëîâèÿìè ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåî�ðåìû Àäàìàðà è åå îáîáùåíèÿ íà óïðóãîïëàñòè÷åñêèå ìàòåðèàëû. Â äàííîé ðàáîòåïîêàçàíî, ÷òî ðàçóïðî÷íåíèå â ãëàäêîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè äëÿ óïðóãîïëà�ñòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ òèïà Òðåñêà íå äîñòèæèìî. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ àêòèâíîãîïëàñòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ â ãëàäêîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè òèïà Òðåñêà, ãäåðàçóïðî÷íåíèå íå âîçìîæíî, ñëó÷àé ïîëíîãî ïëàñòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ íà ðåáðåõàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî íà ðåáðå èìååòñÿ êîíå÷íàÿ äîñòèæèìàÿ ñòåïåíü ðàçóïðî÷�íåíèÿ. Â ðàáîòàõ Å.È. �ûæàêà äîêàçàíî, ÷òî íå òîëüêî ñóùåñòâóþò èñïûòàòåëüíûåóñòðîéñòâà, â êîòîðûõ âîçìîæíî óñòîé÷èâîå îäíîðîäíîå äå�îðìèðîâàíèå îáðàçöàâïëîòü äî íàðóøåíèÿ íåðàâåíñòâà ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè, íî è â íåêîòîðûõ èç íèõ(êðîìå èçìåðåíèÿ äå�îðìàöèé) âîçìîæíî ïðÿìîå èçìåðåíèå óñèëèé. Ñ ïîìîùüþâñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ, õàðàêòåðèçóþùèõ êàê ìàòåðèàë, òàê è ïîäõîäÿùèåïðîãðàììû äå�îðìèðîâàíèÿ, áûëè ïîñòðîåíû ñîâìåñòèìûå ñ íåðàâåíñòâîì Àäàìà�ðà �ïàäàþùèå� ó÷àñòêè äèàãðàìì äå�îðìèðîâàíèÿ íà ðåáðå óñëîâèÿ òåêó÷åñòè äëÿîäíîãî êëàññà ìàòåðèàëîâ òèïà Òðåñêà.



200 Ïðîåêöèîííûé àëãîðèòì êðàåâîé çàäà÷è íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ëàìåÓÄÊ 519.63Ï�ÎÅÊÖÈÎÍÍÛÉ ÀË�Î�ÈÒÌ Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×ÈÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß ËÀÌÅËåæíåâÂ.�., ÌàðêîâñêèéÀ.Í.1Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Q ⊂ R2 ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé S = ∂Q ðàññìàò�ðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à
(λ+ µ)∇÷ ū(x) + µ∆ū(x) = f̄(x), x ∈ Q, (1)

ū(x)|S = b̄(x), (2)ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîð-�óíêöèè ïðàâîé ÷àñòè f̄(x) = {f1(x), f2(x)}ñóììèðóåìû ñ êâàäðàòîì f̄(x) ∈ L̄2(Q), ãðàíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå b̄(x) íåïðåðûâíî,ïàðàìåòðû λ, µ äåéñòâèòåëüíû.1. Ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó [1℄
L̄2(Q) = P̄ (Q)⊕ V̄ (Q),ãäå P̄ (Q)� çàìûêàíèå â íîðìå L̄2(Q) ìíîæåñòâà íåïðåðûâíûõ ïîòåíöèàëüíûõ â Qâåêòîðíûõ ïîëåé, îðòîãîíàëüíûõ ãðàíèöå S; V̄ (Q)� çàìûêàíèå ãëàäêèõ ñîëåíîè�äàëüíûõ ïîëåé.�àçëîæèì èñêîìîå âåêòîðíîå ïîëå ū(x) è ïîëå ïðàâîé ÷àñòè f̄(x) íà îðòîãîíàëü�íûå ñëàãàåìûå

ū(x) = p̄(x) + s̄(x), f̄(x) = f̄p(x) + f̄s(x).Èçâåñòíû àëãîðèòìû ðàçëîæåíèÿ âåêòîð-�óíêöèé èç L̄2(Q) íà îðòîãîíàëüíûå ñëà�ãàåìûå [2℄.Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (1) è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà ∇÷∇ϕ(x) = ∇∆ϕ(x) = ∆p̄(x)äëÿ ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèè ϕ(x) ïîëÿ p̄(x), ïîëó÷èì
(λ+ 2µ)∆p̄(x) + µ∆s̄(x) = f̄p(x) + f̄s(x). (3)Ïîñêîëüêó ñîëåíîèäàëüíîå è ïîòåíöèàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâà ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿòîëüêî ïî ãàðìîíè÷åñêîìó âåêòîðíîìó ïîëþ, òî ïðèáàâèì è îòíèìåì (λ+2µ)∇q(x),ãäå q(x)� ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷å ãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, è óðàíåíèå (3) ðàñùåï�ëÿåòñÿ íà äâà

(λ+ 2µ)(∆p̄(x)−∇q(x)) = f̄p(x), (4)
µ∆s̄(x) + (λ + 2µ)∇q(x) = f̄s(x). (5)2. Ïðèâîäÿ óðàâíåíèå (4) ê âèäó ∇((λ + 2µ)(∆ϕ(x) − q(x)) − ϕf (x)) = 0, ãäå

∇ϕf (x) = f̄p(x), è ïðèìåíÿÿ ê íåìó îïåðàòîð Ëàïëàñà, äëÿ ïîòåíöèàëüíîé �óíê�öèè ϕ(x) èñêîìîãî ïîëÿ p̄(x) ïîëó÷àåì íåîäíîðîäíîå áèãàðìîíè÷åñêîå óðàâíåíèå
(λ+ 2µ)∆2ϕ(x) = g(x), g(x) = ∆ϕf (x).1Ëåæíåâ Âèêòîð �ðèãîðüåâè÷ (lzhnv�kubsu.ru), Ìàðêîâñêèé Àëåêñåé Íèêîëàåâè÷(mark�kubsu.ru), Êóáàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 350040, �îññèÿ, ã.Êðàñíîäàð, óë.Ñòàâðîïîëüñêàÿ, 149.



ËåæíåâÂ.�., ÌàðêîâñêèéÀ.Í. 201Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ(x) è ψf (x) �óíêöèè òîêà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîëåíîèäàëüíûõïîëåé s̄(x) = ∇cψ(x) è f̄s(x) = ∇cψf (x); ïóñòü η(x)� ñîïðÿæåííàÿ ê q(x) ãàðìîíè÷å�ñêàÿ �óíêöèÿ,∇q(x) = ∇cη(x). Òîãäà ïðèâîäÿ óðàâíåíèå (5) ê âèäó∇c(µ∆ψ(x)+(λ+
+ 2µ)η(x)− ψf (x)) = 0, ïðèìåíÿÿ ê íåìó îïåðàòîð Ëàïëàñà äëÿ �óíêöèè òîêà ψ(x)èñêîìîãî ïîëÿ s̄(x), ïîëó÷àåì íåîäíîðîäíîå áèãàðìîíè÷åñêîå óðàâíåíèå µ∆2ψ(x) =
= h(x), h(x) = ∆ψf (x).3. �àññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó (1)�(2). �àçëîæèì ãðàíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå b̄(x)íà íîðìàëüíóþ m̄(x) è êàñàòåëüíóþ l̄(x) ñîñòàâëÿþùèå. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç n̄è t̄ åäèíè÷íûå âåêòîðû� âíåøíèé íîðìàëüíûé ê S è êàñàòåëüíûé â íàïðàâëåíèèïîëîæèòåëüíîãî îáõîäà.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ϕ(x) è p̄(x) = ∇ϕ(x) ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó áèãàðìî�íè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

∆2ϕ(x) = g(x), x ∈ Q, (6)
ϕ(x)|S = 0,

∂ϕ(x)

∂n

∣∣∣∣
S

= (n̄, m̄) = (n̄, b̄(x)). (7)Ïîëó÷åííîå âåêòîðíîå ïîëå p̄(x) = ∇ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
p̄(x) = m̄(x), x ∈ S. Äåéñòâèòåëüíî, (m̄ − ∇ϕ)⊥n̄ ïî âòîðîìó óñëîâèþ â (7). Èçïåðâîãî ñëåäóåò îðòîãîíàëüíîñòü ∇ϕ⊥S è (m̄ − ∇ϕ)⊥t̄. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðíîåïîëå m̄−∇ϕ íà S ðàâíî íóëþ, è ãðàíè÷íîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ.Ñîëåíîèäàëüíîå ïîëå s̄(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∆s̄(x) =
1

µ
∇c(ψf (x) − (λ+ 2µ)η(x)), x ∈ Q, (8)äîëæíî òàêæå âûïîëíÿòüñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå s̄(x) = l̄(x) ïðè x ∈ S.Âåêòîðíîå ïîëå áóäåì �îðìèðîâàòü èç äâóõ ñîëåíîèäàëüíûõ ñëàãàåìûõ s̄(x) =

= s̄0(x) + s̄1(x) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè s̄0(x) = 0, s̄1(x) = l̄(x) ïðè x ∈ S.Ïóñòü ψ(x)��óíêöèÿ òîêà äëÿ s̄1(x), s̄1(x) = ∇cψ(x). �àññìîòðèì êðàåâóþ çà�äà÷ó
∆2ψ(x) = h(x), x ∈ Q, (9)

ψ(x)|S = 0,
∂ψ(x)

∂n

∣∣∣∣
S

= (l̄, t̄). (10)Èç (10) ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ s̄1(x). Äåéñòâèòåëüíî, âòî�ðîå óñëîâèå (10) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå (l̄, t̄) = (∇ψ, n̄) = (∇cψ, t̄), òî åñòü (l̄−∇cψ)⊥t̄.Èç ïåðâîãî èìååì ∇ψ⊥S, èëè ∇cψ⊥n̄, (l̄−∇cψ)⊥n̄. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðíîå ïîëå
l̄ −∇cψ íà S ðàâíî íóëþ, ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ s̄1(x) âûïîëíÿåòñÿ.Îáîçíà÷èì òåïåðü ∆ψ = ξ. Òîãäà ∆s̄1 = ∆∇cψ = ∇cξ è äëÿ s̄0(x) èç (8) ïîëó÷àåìçàäà÷ó óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

∆s̄0(x) =
1

µ
∇c(ψf (x)− (λ + 2µ)η(x)− µξ(x)), x ∈ Q,ñ îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì. Ìîæíî ïîêàçàòü ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è s̄0(x)ñîëåíîèäàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå.Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿíåîäíîðîäíîãî áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è ïîñëåäóþùåãî ðåøåíèÿ äâóõ êðàåâûõçàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ óäîáíî èñïîëü�çîâàòü ïðîåêöèîííûé ìåòîä áàçèñíûõ ïîòåíöèàëîâ [3℄.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà 2.1.1/3828 öåëåâîé ïðîãðàììû ��àçâèòèåíàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû (2009�2010 ãã.)� Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ èíàóêè �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè.



202 Ïðîåêöèîííûé àëãîðèòì êðàåâîé çàäà÷è íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ëàìåËèòåðàòóðà[1℄ ÁûõîâñêèéÝ.Á., ÑìèðíîâÍ.Â. Îá îðòîãîíàëüíîì ðàçëîæåíèè ïðîñòðàíñòâà âåê�òîð-�óíêöèé, êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõ â çàäàííîé îáëàñòè, è îïåðàòîðàõ âåê�òîðíîãî àíàëèçà // Òð. ÌÈÀÍ ÑÑÑ�. � 1960. � Ò. 59. � Ñ. 5�36.[2℄ ËåæíåâÂ.�., ÄàíèëîâÅ.À. Çàäà÷è ïëîñêîé ãèäðîäèíàìèêè. � Êðàñíîäàð, 2000.[3℄ ËåæíåâÂ.�., ÌàðêîâñêèéÀ.Í. Ìåòîä áàçèñíûõ ïîòåíöèàëîâ äëÿ íåîäíîðîäíîãîáèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ // Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà. � Åñòå�ñòâåííî íàó÷íàÿ ñåðèÿ. � 2008. � �8/1(67). � C. 127�139.



ËåîíåíêîÄ.Â. 203ÓÄÊ 539.3 ÊÎËÅÁÀÍÈÅ Ò�ÅÕÑËÎÉÍÎ�Î ÑÒÅ�ÆÍßÑ Ó×ÅÒÎÌ ÄÈÑÑÈÏÀÖÈÈ ÝÍÅ��ÈÈËåîíåíêîÄ.Â.1Âñå áîëåå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â ïðîìûøëåííîñòè íàõîäÿò ñëîèñòûå ýëå�ìåíòû êîíñòðóêöèé. Íåñóùèå ñëîè èç ìàòåðèàëîâ âûñîêîé ïðî÷íîñòè è æåñòêîñòèïðåäíàçíà÷åíû äëÿ âîñïðèÿòèÿ îñíîâíîé ÷àñòè ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè. Ñâÿçóþùèåñëîè, ñëóæàùèå äëÿ îáðàçîâàíèÿ ìîíîëèòíîé êîíñòðóêöèè, îáåñïå÷èâàþò ïåðåðàñ�ïðåäåëåíèå óñèëèé ìåæäó íåñóùèìè ñëîÿìè. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîáñòâåííûåïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ óïðóãîãî òðåõñëîéíîãî ñòåðæíÿ ñî ñæèìàåìûì çàïîëíèòåëåìñ ó÷åòîì ðàññåÿíèÿ ýíåðãèè â ñëîÿõ.Äëÿ èçîòðîïíûõ íåñóùèõ ñëîåâ ïðèíÿòû ãèïîòåçû Áåðíóëëè, â æåñòêîì çàïîë�íèòåëå ñïðàâåäëèâû òî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè ñ ëèíåéíîé àïïðîêñè�ìàöèåé ïåðåìåùåíèé åãî òî÷åê îò ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû z. Íà ãðàíèöàõ êîíòàêòàñëîåâ èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé. Ìàòåðèàëû íåñóùèõ ñëî�åâ íåñæèìàåìû â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè, â çàïîëíèòåëå ó÷èòûâàåòñÿ îáæàòèå.Äå�îðìàöèè ìàëûå.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òðåõñëîéíîãî ñòåðæíÿ ñëåäóþò èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïàËàãðàíæà ñ ó÷åòîì ðàáîòû ñèë èíåðöèè. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïîëó÷åíûâûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèéïðè øàðíèðíîì îïèðàíèè òîðöîâ ñòåðæíÿ.Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé äëÿ îñíîâàíèé ðàçëè÷íîé æåñò�êîñòè. Èññëåäîâàíû çàâèñèìîñòè ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îò æåñòêîñòè îñíî�âàíèÿ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ ñòåðæíÿ.

1Ëåîíåíêî Äåíèñ Âëàäèìèðîâè÷ (leoden�tut.by), Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòòðàíñïîðòà, 246653, �åñïóáëèêà Áåëàðóñü, ã. �îìåëü, óë. Êèðîâà, 34.



204 Î ïðîáëåìå ìîìåíòîâ â ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõÓÄÊ 519.213, 517.98 Î Ï�ÎÁËÅÌÅ ÌÎÌÅÍÒÎÂÂ ÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕËûêîâÊ.Â.1Ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòðàíñòâà èçìåðèìûõ �óíêöèé íà ïîëóèíòåðâàëå (0, 1] ñìåðîé Ëåáåãà µ. Ïåðåñòàíîâêîé x∗ èçìåðèìîé �óíêöèè x = x(t) íàçûâàåì íåâîçðàñ�òàþùóþ íåïðåðûâíóþ ñëåâà íåîòðèöàòåëüíóþ �óíêöèþ íà (0, 1], ðàâíîèçìåðèìóþñ |x|, ò.å. òàêóþ, ÷òî
µ{t ∈ (0, 1] : x∗(t) > τ} = µ{t ∈ (0, 1] : |x(t)| > τ} äëÿ âñåõ τ > 0.Ïåðåñòàíîâêà âñåãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà [1℄.Íàïîìíèì, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E èçìåðèìûõ �óíêöèé íà ïîëóèíòåðâàëå

(0, 1] íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè èç óñëîâèé x ∈ E è y∗(t) 6 x∗(t) äëÿ âñåõ
t ∈ (0, 1] ñëåäóåò y ∈ E è ‖y‖E 6 ‖x‖E . Ôóíäàìåíòàëüíîé �óíêöèåé ϕE ñèììåòðè÷�íîãî ïðîñòðàíñòâà E íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ

ϕE(a) := ‖χ(0,a]‖E ,ãäå ÷åðåç χ(0,a] = χ(0,a](t) îáîçíà÷åíà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ (èíäèêàòîð) ìíî�æåñòâà (0, a], a ∈ (0, 1]. Ïîäðîáíåå ñ òåîðèåé ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî ïî�çíàêîìèòüñÿ ïî êíèãå [1℄.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ñèììåòðè÷íîì ïðîñòðàíñòâå E âûïîëíåíî ñâîéñòâî åäèí�ñòâåííîñòè ïðîáëåìû ìîìåíòîâ è ïèñàòü E ∈ UMP (UMP � the Uniqueness in theMoment Problem), åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ E è ïðîèçâîëüíîé èçìåðèìîé �óíêöèè yèç óñëîâèÿ
1∫

0

|x(t)|n dt =
1∫

0

|y(t)|n dt äëÿ âñåõ n ∈ N,ñëåäóåò y∗(t) = x∗(t) äëÿ âñåõ t ∈ (0, 1]. Åñëè â E ñâîéñòâî åäèíñòâåííîñòè ïðîáëåìûìîìåíòîâ íå âûïîëíÿåòñÿ, áóäåì ïèñàòü E 6∈ UMP.�àññìîòðèì ñëåäóþùåå óñëîâèå äëÿ �óíäàìåíòàëüíîé �óíêöèè ϕE ïðîñòðàí�ñòâà E:
1∫

0

√
ϕE(t)

dt

t
= +∞. (∗)Òåîðåìà 1. Ïóñòü �óíäàìåíòàëüíàÿ �óíêöèÿ ϕE ñèììåòðè÷íîãî ïðîñòðàí�ñòâà E óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ϕE(t) 6 CϕE(t
2) äëÿ âñåõ t ∈ (0, 1]ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C > 0 è óñëîâèþ (∗). Òîãäà E ∈ UMP.1Ëûêîâ Êîíñòàíòèí Âëàäèìèðîâè÷ (alkv�list.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



ËûêîâÊ.Â. 205Ïóñòü ϕ = ϕ(t) � âîçðàñòàþùàÿ âîãíóòàÿ �óíêöèÿ íà (0, 1] òàêàÿ, ÷òî
limt→0+ ϕ(t) = 0. Ïðîñòðàíñòâî Ìàðöèíêåâè÷à M(ϕ) ñîñòîèò èç âñåõ èçìåðèìûõ�óíêöèé x = x(t) íà (0, 1], äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

‖x‖M(ϕ) := sup
0<t61

ϕ(t)

t

t∫

0

x∗(s) ds < +∞.Ôóíäàìåíòàëüíàÿ �óíêöèÿ ïðîñòðàíñòâà Ìàðöèíêåâè÷à M(ϕ) ñîâïàäàåò ñ îïðåäå�ëÿþùåé ýòî ïðîñòðàíñòâî �óíêöèåé ϕ. Êðîìå òîãî, ïðîñòðàíñòâî Ìàðöèíêåâè÷à
M(ϕ) � ñàìîå øèðîêîå èç âñåõ ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ ñ �óíäàìåíòàëüíîé�óíêöèåé ϕ [1℄.Òåîðåìà 2. Ïóñòü x0 = x0(t) := 1/ϕ(t) ∈ M(ϕ) è �óíäàìåíòàëüíàÿ �óíêöèÿïðîñòðàíñòâà M(ϕ) íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (∗), ò.å.

1∫

0

√
ϕ(t)

dt

t
< +∞.Òîãäà M(ϕ) 6∈ UMP.Ïðèìåð. Ïðîñòðàíñòâî Îðëè÷à ExpLα, α > 0, ñîñòîèò èç �óíêöèé x = x(t)òàêèõ, ÷òî

1∫

0

(
e|x(t)|

α/λ − 1
)
dt 6 1äëÿ íåêîòîðîãî λ = λ(x) > 0. Íîðìà â ExpLα ýêâèâàëåíòíà �óíêöèîíàëó

‖x‖ = sup
0<t61

log−1/α(e/t)x∗(t).Êðîìå òîãî, ïðîñòðàíñòâî Îðëè÷à ExpLα ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì Ìàðöèíêåâè÷à
M(ϕα), ãäå ϕα(t) = log−1/α(e/t) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ t. Èç ñ�îðìóëè�ðîâàííûõ òåîðåì ïîëó÷àåì, ÷òî ExpLα ∈ UMP òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α > 1/2.Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå Êàðëåìàíà (ñì., íàïðèìåð,[2, 3℄) è ýêñòðàïîëÿöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â [4, 5℄. Äîêàçàòåëüñòâî òåî�ðåìû 2 îïèðàåòñÿ íà óñëîâèå Êðåéíà [2, 3℄.�àáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ 10-01-00077-à è òåìàòè÷åñêèì ïëà�íîì ã/á ÍÈ� Ñàì�Ó 1.7.09.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÊðåéíÑ.�., ÏåòóíèíÞ.È., ÑåìåíîâÅ.Ì. Èíòåðïîëÿöèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòî�ðîâ. � Ì.: Íàóêà, 1978. � 400 ñ.[2℄ ÀõèåçåðÍ.È. Êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ. � Ì.: �È ÔÌË, 1961. � 312 ñ.[3℄ ÑòîÿíîâÉ. Êîíòðïðèìåðû â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. � Ì.: Ôàêòîðèàë, 1999. �288 ñ.[4℄ ÀñòàøêèíÑ.Â., ËûêîâÊ.Â. Ýêñòðàïîëÿöèîííîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöàè Ìàðöèíêåâè÷à, áëèçêèõ ê L∞ // Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. � 2006. �V. 47. � �5. � C. 974�992.[5℄ ÀñòàøêèíÑ.Â., ËûêîâÊ.Â. Ñèëüíî ýêñòðàïîëÿöèîííûå ïðîñòðàíñòâà è èíòåð�ïîëÿöèÿ // Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. � 2009. � V. 50. � �2. �C. 250�266.



206 Ê çàäà÷å ïðåñëåäîâàíèÿ ïðè íàëè÷èè çàïàçäûâàíèÿÓÄÊ 517.977.8Ê ÇÀÄÀ×Å Ï�ÅÑËÅÄÎÂÀÍÈß Ï�È ÍÀËÈ×ÈÈ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈßÌàìàäàëèåâÍ., ÒóõòàñèíîâÌ.1Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ çàâåðøåíèÿ ïðåñëåäîâàíèÿñ çàïàçäûâàíèåì ïî âðåìåíè. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðèìûêàåò ê èññëåäîâàíèÿì [1�3℄.Â ïðîñòðàíñòâå Rn ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàçèëèíåéíàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ èãðà ïðå�ñëåäîâàíèÿ, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì
ż(t) = Az(t) +Bz(t− h)− f(u, v), t ≥ 0, (1)ãäå z(t) ∈ Rn, t ≥ 0, n ≥ 1; A, B � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû, ðàçìåðíîñòè êîòîðûõ

(n×n); h��èêñèðîâàííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî; u ∈ P ⊂ Rp � óïðàâëÿþùèé ïàðà�ìåòð ïðåñëåäîâàíèÿ, v ∈ Q ⊂ Rq � óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð óáåãàíèÿ; P,Q� êîìïàê�òû; f : P ×Q→ Rn �íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ. Òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâîM èìååò âèä
M = M0 +M1, ãäå M0 � ïîäïðîñòðàíñòâî Rn, M1 ⊂ L�îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå
M0 â Rn; π�ìàòðèöà îïåðàòîðà îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ èç Rn íà L; ïîä îïå�ðàöèåé ∗ ïîíèìàåòñÿ îïåðàöèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè [1℄. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãîìíîæåñòâà N(R(·)) áåðåòñÿ ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ îäíîçíà÷íûõ âåòâåé ìíîãîçíà÷�íîãî îòîáðàæåíèÿ R(s), −h ≤ s ≤ 0 : N(R(·)) = {z0(s) :, z0(s) ∈ R(s), s ∈ [−h, 0]}.×åðåç Z(u(·), v(·), N(R(·))), îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî (ïó÷îê) âñåõ òðàåêòîðèé óðàâíå�íèÿ (1), èñõîäÿùèõ â ìîìåíò t = 0 èç òî÷åê íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà N(R(·)), ïðèäîïóñòèìûõ óïðàâëåíèÿõ u(·), v(·) ïðåñëåäóþùåãî è óáåãàþùåãî èãðîêîâ ñîîòâåò�ñòâåííî.Ïðè èçó÷åíèè èãðû (1) ìû îòîæäåñòâëÿåì ñåáÿ ñ ïðåñëåäîâàòåëåì. Â ýòîì ñëó÷àåíàøà öåëü çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèâåäåíèè ïó÷êà òðàåêòîðèé Z(u(·), v(·), N(R(·))) íà òåð�ìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M. Â ñëó÷àå, êîãäà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïó÷êàìè òðàåêòîðèéðàçðåøèìà, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â èãðå (1) ïó÷îê òðàåêòîðèé ìîæíî ïåðåâåñòèèç íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà N(R(·)) íà ìíîæåñòâî M çà âðåìÿ T. Çàìåòèì, ÷òî êî�ãäà íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî N(R(·)) îäíîòî÷å÷íî, òàêèå çàäà÷è èçó÷àëèñü ìíîãèìèàâòîðàìè [1, 2℄.Ïóñòü τ ≥ 0, r ∈ [0, τ ]. ×åðåç K(r), −∞ < r ≤ τ,� îáîçíà÷èì ìàòðè÷íóþ �óíê�öèþ, îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: à) K(r) = 0̃, r < 0, 0̃� íóëåâàÿ ìàòðèöàïîðÿäêà n; á) K(r) = E, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n; â) ýëåìåíòû ìàòðèöû
K(r) ïðèíàäëåæàò êëàññó C[0, τ ]; ã) K(r) óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâ�íåíèþ K̇(r) = AK(r) +BK(r − h), 0 < r ≤ τ.�àññìîòðèì ñëåäóþùåå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

F (r) =
⋂

v∈Q

F (r, v), r ≥ 0,ãäå F (r, v) = πK(r)f(P, v) è πK(r)f(P, v) =
{
πK(r)f(u, v) : u ∈ P

}
.Ïóñòü ω �ïðîèç�âîëüíîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, τ ] : ω = {0 = t0 < t1 < ... < tk = τ}, vi(r), ti−1 ≤ r ≤1Ìàìàäàëèåâ Íóìàíæîí (M_numana59�mail.ru), Òóõòàñèíîâ Ìóìèíæàí (mumin51�mail.ru), Íà�öèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò Óçáåêèñòàíà èìåíè Ìèðçî Óëóãáåêà, 100174, Óçáåêèñòàí, ã. Òàøêåíò,óë.Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 1.
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ti, i = 1, 2, ..., k,� ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè èç ìíîæåñòâà
Q. Ω ⊂M1 ∗ H [τ,N(R(·))], ãäå

H [τ,N(R(·))] = πK(τ)R(0) +

0∫

−h

πK(τ − r − h)BR(r)dr.Ïîëîæèì A0 = Ω, è
Ai =

⋂

vi(·)

[
Ai−1 +

ti∫

ti−1

πK(r)f(P, vi(r))dr
]
,

i = 1, 2, ..., k, Ak(Ω, ω) = Ak, W (Ω, τ) =
⋂

ω

Ak(Ω, ω),ãäå ïåðåñå÷åíèå áåðåòñÿ ïî âñåâîæìîæíûì ðàçáèåíèÿì ω îòðåçêà [0, τ ]. �àññìîòðèììíîæåñòâî
W2

[
M1 ∗ H [τ,N(R(·))], τ

]
=
⋃

Ω

W (Ω, τ), τ > 0.Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì τ = τ1 èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå
0 ∈ W2

[
M1 ∗ H(τ,N(R(·))), τ

]
.Òîãäà â èãðå (1) ïó÷îê òðàåêòîðèé ìîæíî ïåðåâåñòè èç ìíîæåñòâàN(R(·)) íà ìíîæå�ñòâîM çà âðåìÿ T = τ1. Ïðè ýòîì äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ u[t] èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ

u(s), 0 ≤ s < t, è v(s), 0 ≤ s ≤ t + ε, ãäå ε � ïðîèçâîëüíîå �èêñèðîâàííîå ïîëîæè�òåëüíîå ÷èñëî.Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó i = 1, 2, ..., k, à (ñð.[3℄)
M (i) =

⋃

Mi−1(·)

ti∫

ti−1

⋂

v∈Q

[
Mi−1(r) + πK(r)f(P, v))

]
dr,ãäå M0(r), t0 ≤ r ≤ t1,�ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ çàìêíóòîçíà÷íàÿ ìíîãîçíà÷íàÿ�óíêöèÿ,

t1∫

t0

M0(r)dr ⊂M (0), M (0) =M1 ∗ H [τ,N(R(·))],

Mi−1(r), ti−1 ≤ r ≤ ti, i > 1,�ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ çàìêíóòîçíà÷íàÿ ìíîãî�çíà÷íàÿ �óíêöèÿ,
ti∫

ti−1

Mi−1(r)dr ⊂M (i−1).Ïîëîæèì
M (k)(ω) =M (k), W3

[
M1 ∗ H [τ,N(R(·))], τ

]
=
⋃

ω

M (k)(ω), τ > 0.Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì τ = τ2 èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå
0 ∈ W3

[
M1 ∗ H(τ,N(R(·))), τ

]
.



208 Ê çàäà÷å ïðåñëåäîâàíèÿ ïðè íàëè÷èè çàïàçäûâàíèÿÒîãäà â èãðå (1) ïó÷îê òðàåêòîðèé ìîæíî ïåðåâåñòè èç ìíîæåñòâà N(R(·)) íà ìíî�æåñòâî M çà âðåìÿ T = τ2. Ïðè ýòîì äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ u[t] èñïîëüçóþòñÿ t,çíà÷åíèÿ u(s), 0 ≤ s < t, è v(s), 0 ≤ s ≤ t.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÏîíòðÿãèíË.Ñ. Èçáðàííûå íàó÷íûå òðóäû. � Ì: Íàóêà, 1988. � Ò. 2. � 575 .[2℄ ÍèêîëüñêèéÌ.Ñ. Ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå èãðû ïðåñëåäîâàíèÿ ïðè íàëè�÷èè çàïàçäûâàíèé // ÄÀÍ ÑÑÑ�. � 1971. � Ò. 197. � �5. � Ñ. 1018�1021.[3℄ ÑàòèìîâÍ.Þ. Ê ìåòîäàì ðåøåíèÿ èãðîâûõ çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ïó÷êàìè òðàåê�òîðèé // ÄÀÍ ÑÑÑ�. � 1990. � Ò. 314. � �1. � Ñ. 132�134.



ÌàíæèðîâÀ.Â. 209ÓÄÊ 517.968+539.3ÑÌÅØÀÍÍÛÅ ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÈ ÈÕ Ï�ÈËÎÆÅÍÈßÌàíæèðîâÀ.Â.1Èññëåäóþòñÿ ñìåøàííûå ìíîãîìåðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå èí�òåãðàëüíûå îïåðàòîðû êàê ñ ïîñòîÿííûìè, òàê è ñ ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè èíòåãðè�ðîâàíèÿ. Ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé ïðîåêöèîííûé ìåòîä èõ ðåøåíèÿ, ïîçâîëÿþ�ùèé ïîëó÷àòü ðåçóëüòàò â �îðìå ñ âûäåëåííûìè â ÿâíîì âèäå ãëàâíûìè îñîáåííî�ñòÿìè. Îáñóæäàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ òåîðèè â ìåõàíèêå.�àññìîòðèì ñìåøàííîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ N äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿ�ìè [1�6℄:
c(t)m(r)(I −V1)q(r, t) + (I−V2)Fq(r, t) = f(r, t), r ∈ Ω, t ∈ [τ0, T ], (1)
∫

Ω

q(ξ, t)fk(ξ)dΩξ =Mk(t), i = 1, . . . , N, f(r, t) =

N∑

i=1

αi(t)fi(r)− g(r, t), (2)ãäå r � ðàäèóñ-âåêòîð â Rn, Ω � îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â Rn, c(t) �íåïðåðûâíàÿ ïî t íà èíòåðâàëå [τ0, T ] çàäàííàÿ �óíêöèÿ, αk(t) (k = 1, . . . , N) �íåïðåðûâíûå ïî t íà èíòåðâàëå [τ0, T ] èñêîìûå �óíêöèè, q(r, t) � íåïðåðûâíàÿâ L2(Ω) ïî t íà [τ0, T ] èñêîìàÿ �óíêöèÿ, g(r, t) � íåïðåðûâíàÿ â L2(Ω) ïî t íà [τ0, T ]çàäàííàÿ �óíêöèÿ [7℄, m(r) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ èç L2(Ω), {f1(r), . . . , fN (r)} �íåêîòîðàÿ ñèñòåìà N ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ �óíêöèé èç L2(Ω); I � òîæäåñòâåííûéîïåðàòîð,Vk (k = 1, 2) � èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû Âîëüòåððà ñ íåïðåðûâíûìè ëèáîïîëÿðíûìè ÿäðàìè Kk(t, τ), F � âïîëíå íåïðåðûâíûé, ñàìîñîïðÿæåííûé è ïîëîæè�òåëüíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð èç L2(Ω) â L2(Ω) ñ ÿäðîì kF (r, ξ) ∈ L2(Ω× Ω).Ñîâåðøàÿ â (1), (2) çàìåíó ïåðåìåííûõ ïî �îðìóëàì
Q(r, t) = q(r, t)

√
m(r), F (r, t) = f(r, t)/

√
m(r), k(r, ξ) = kF (r, ξ)/

√
m(r)m(ξ),ïðèõîäèì ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ è äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì

c(t)(I −V1)Q(r, t) + (I−V2)AQ(r, t) = F (r, t), (3)
∫

Ω

Q(ξ, t)
fk(ξ)√
m(ξ)

dΩξ =Mk(t), k = 1, . . . , N, (4)
F (r, t) =

N∑

i=1

αi(t)
fi(r)√
m(r)

− g(r, t)√
m(r)

, Aφ(r, t) =

∫

Ω

k(r, ξ)φ(ξ, t)dΩξ, (5)êîòîðûå â äàëüíåéøåì è ïðåäñòîèò ðåøàòü. Îòìåòèì, ÷òî åñëè îïåðàòîð F ÿâëÿåòñÿâïîëíå íåïðåðûâíûì, ñàìîñîïðÿæåííûì è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì îïåðàòîðîìèç L2(Ω) â L2(Ω), òî îí íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì �èëüáåðòà�Øìèäòà [8℄.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ñìåøàííîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) ñ äîïîëíè�òåëüíûìè óñëîâèÿìè (4) ââåäåì áàçèñ ñïåöèàëüíîãî âèäà â L2(Ω) ñ ÿâíîé çàâèñèìî�ñòüþ îò �óíêöèè 1/
√
m(r). Äëÿ ýòîãî äîïîëíèì ñèñòåìó N ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ1Ìàíæèðîâ Àëåêñàíäð Âëàäèìèðîâè÷ (manzh�ipmnet.ru), Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì.À.Þ.Èøëèíñêîãî �ÀÍ, 119526, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, ïð-ò Âåðíàäñêîãî, 101-1.



210 Ñìåøàííûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ�óíêöèé {f1(r), . . . , fN (r)} òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü ïîëíàÿ ñèñòåìà â L2(Ω), à çàòåìâîñïîëüçóåìñÿ ïðîöåäóðîé îðòîãîíàëèçàöèè, ïðèâåäåííîé, íàïðèìåð â [9℄.Äëÿ �óíêöèé p1(r), . . . , pN(r) èç ïîëó÷åííîãî áàçèñà â L2(Ω) âûïîëíåíû ñëåäó�þùèå ñîîòíîøåíèÿ:
pk(r) =

Pk(r)√
m(r)

=

k∑

i=1

aki
fi(r)√
m(r)

, k = 1, . . . , N. (6)Îáðàùàÿ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (6), ïîëó÷èì
fk(r)√
m(r)

=
k∑

i=1

bkipi(r), k = 1, . . . , N, (7)ìàòðèöà [bki] êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå [aki] èñõîäíîéñèñòåìû.�èëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2(Ω) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîé ñóììû îðòî�ãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ: L2(Ω) = L◦
2(Ω) + L∗

2(Ω). Çäåñü L◦
2(Ω) � åâêëèäîâî ïðî�ñòðàíñòâî ñ áàçèñîì {p1(r), . . . , pN (r)}, à L∗

2(Ω) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ áàçè�ñîì {pN+1(r), pN+2(r), . . .}. Çàìåòèì, ÷òî ëþáûå íåïðåðûâíûå �óíêöèè t èç L2(Ω)ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñóììû íåïðåðûâíûõ �óíêöèé t ñî çíà÷åíèÿìèèç L◦
2(Ω) è L∗

2(Ω). Äëÿ �óíêöèè Q(r, t) ýòî ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä
Q(r, t) = Q◦(r, t) +Q∗(r, t), Q◦(r, t) =

N∑

i=1

Q◦
i (t)pi(r). (8)Èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ (4) ñîâìåñòíî ñ (7) è (8), ïîëó÷èì ñèñòåìóóðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé èìååò âèä:

Q◦
k(t) =

k∑

i=1

akiMi(t), k = 1, . . . , N. (9)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (6) ïðàâàÿ ÷àñòü (5) óðàâíåíèÿ (3) ìîæåò áûòü çàïèñàíàâ âèäå
F (r, t) =

N∑

i=1

αi(t)
fi(r)√
m(r)

− g(r, t)√
m(r)

= F ◦(r, t) + F ∗(r, t),

F ◦(r, t) =
N∑

k=1

N∑

i=k

[αi(t)bik −G◦
k(t)]pk(r), F ∗(r, t) = −G∗(r, t),

g(r, t)√
m(r)

= G◦(r, t) +G∗(r, t), G◦(r, t) =
N∑

i=1

G◦
i (t)pi(r),

G◦
k(t) =

∫

Ω

g(ξ, t)√
m(ξ)

pk(ξ)dΩξ.

(10)
Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèè (8)�(10) äëÿ �óíêöèè Q(r, t) èç äîïîëíèòåëüíûõóñëîâèé (4) îïðåäåëåíà �óíêöèÿ Q◦(r, t), à �óíêöèþ Q∗(r, t) íåîáõîäèìî íàéòè. Ó�óíêöèè F (r, t) íàîáîðîò � òðåáóåòñÿ íàéòè F ◦(r, t), à F ∗(r, t) çàäàåòñÿ èçâåñòíîé�óíêöèåé g(r, t)/√m(r). Îòìå÷åííûå îñîáåííîñòè ïîçâîëÿþò êëàññè�èöèðîâàòü ïî�ëó÷åííóþ çàäà÷ó êàê îñîáûé ñëó÷àé îáîáùåííîé ïðîåêöèîííîé çàäà÷è, ðàññìîòðåí�íîé íèæå.
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c(t)(I −V1)y(t) + (I−V2)Ay(t) = f(t), (11)ãäå y(t) è f(t) � íåïðåðûâíûå �óíêöèè t èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H , c(t) > 0 �íåïðåðûâíàÿ ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ t; I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð; A � âïîëíå íåïðåðûâ�íûé ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð èç H â H ; V1 è V2 � îïåðàòîðûÂîëüòåððà ïî t, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ïî t ñêàëÿðíûõ �óíêöèé ω1(t)è ω2(t) îïåðàòîðû (I − V1), (I − V2), {I − [ω1(t)V1 + ω2(t)V2]} è èì îáðàòíûå íåâûâîäÿò �óíêöèè èç êëàññà íåïðåðûâíûõ.�èëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîé ñóììû îðòîãî�íàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ H = H◦ ⊕H∗. Òîãäà íåïðåðûâíûå �óíêöèè t ñî çíà÷åíè�ÿìè èç ïðîñòðàíñòâà H ìîæíî çàïèñàòü â âèäå àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû �óíêöèé èçïîäïðîñòðàíñòâà H◦ è ïîäïðîñòðàíñòâà H∗

f(t) = f◦(t) + f∗(t), y(t) = y◦(t) + y∗(t), (12)ãäå f◦(t), y◦(t) � íåïðåðûâíûå �óíêöèè t èç ïîäïðîñòðàíñòâà H◦, à f∗(t), y∗(t) �íåïðåðûâíûå �óíêöèè t èç ïîäïðîñòðàíñòâà H∗.Îáîáùåííàÿ ïðîåêöèîííàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: Ïóñòü �óíêöèè f(t)è y(t) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (11) è ïðåäñòàâèìû â âèäå (12). Äëÿ çàäàííûõ�óíêöèé y◦(t) è f∗(t) íåîáõîäèìî íàéòè íåèçâåñòíûå �óíêöèè y∗(t) è f◦(t).Ââåäåì îïåðàòîð P◦ îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà H â ïîä�ïðîñòðàíñòâî H◦. Îïåðàòîð P∗ = I − P◦ ïðîåêòèðóåò ïðîñòðàíñòâî H íà ïîäïðî�ñòðàíñòâî H∗. Òàêæå èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ
P◦f(t) = f◦(t), P∗f(t) = f∗(t), P◦y(t) = y◦(t), P∗y(t) = y∗(t).Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì P∗ íà óðàâíåíèå (11). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íîâîå óðàâ�íåíèå, êîòîðîå ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèîáðåòàåò âèä
c(t)(I−V1)y

∗(t) + (I−V2)P
∗Ay∗(t) = f∗(t)− (I−V2)P

◦Ay◦(t). (13)Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð P∗A ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, ñàìîñîïðÿæåííûì èïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì îïåðàòîðîì èç H∗ â H∗.Ïóñòü ϕk � ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà P∗A ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûìçíà÷åíèÿì γk:
P∗Aϕk = γkϕk. (14)Ýòè ñîáñòâåííûå �óíêöèè îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà H∗ [10℄ è òîãäà ëþáóþíåïðåðûâíóþ �óíêöèþ t èç ïðîñòðàíñòâàH∗ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿïî ýòîìó áàçèñó

y∗(t) =
∑

i

y∗i (t)ϕi, f∗(t) =
∑

i

fi(t)ϕi,

f̂∗(t) = (I−V2)P
∗Ay∗(t) =

∑

i

f̂∗
i (t)ϕi.

(15)Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (15) â (13) è èñïîëüçóÿ (14) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿîïðåäåëåíèÿ �óíêöèé ðàçëîæåíèÿ y∗k(t), à ñëåäîâàòåëüíî è íåèçâåñòíîé �óíêöèè
y∗(t):

y∗k(t) = (I−Vk)−1f̃∗
k (t) = (I+Wk)f̃∗

k (t),

Vk =
c(t)V1 + γkV2

c(t) + γk
, f̃∗

k (t) =
fk(t)− f̂∗

k (t)

c(t) + γk
,

(16)



212 Ñìåøàííûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿãäå Wk � ðåçîëüâåíòíûé îïåðàòîð Âîëüòåððà äëÿ îïåðàòîðà Vk.Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé çàäà÷å, ââåäåì îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâà�íèÿ, îòîáðàæàþùèé ïðîñòðàíñòâî L2(Ω) íà L◦
2(Ω):

P◦φ(r, t) =

∫

Ω

φ(ξ, t)

N∑

i=1

pi(r)pi(ξ)dΩξ. (17)Îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ P∗ = I − P◦ îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî
L2(Ω) íà L∗

2(Ω). Òàêæå èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ
P◦F (r, t) = F ◦(r, t), P∗F (r, t) = F ∗(r, t),
P◦Q(r, t) = Q◦(r, t), P∗Q(r, t) = Q∗(r, t).

(18)Ïîäåéñòâîâàâ îïåðàòîðîì P∗ íà óðàâíåíèå (3), ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíå�íèå â ïîäïðîñòðàíñòâå L∗
2(Ω) (ñ èçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòüþ) äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíê�öèè q∗(r, t):

c(t)(I −V1)Q
∗(r, t) + (I−V2)P

∗AQ∗(r, t) =
= −G∗(r, t)− (I−V2)P

∗AQ◦(r, t),

P∗Aφ(r, t) =

∫

Ω

k∗(r, ξ)φ(ξ, t)dΩξ,

k∗(r, ξ) = k(r, ξ)−
∫

Ω

k(s, ξ)

N∑

i=1

pi(r)pi(s)dΩs.

(19)ÎïåðàòîðP∗A ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì �èëüáåðòà�Øìèäòà, äåéñòâóþùèì èç L∗
2(Ω)â L∗

2(Ω). �åøåíèå óðàâíåíèÿ (19) áóäåì ñòðîèòü â âèäå ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì �óíê�öèÿì ýòîãî îïåðàòîðà, êîòîðûå îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L∗
2(Ω). Ïóñòü ϕk(r) �ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà P∗A, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì γk.Òîãäà

P∗Aϕk(r) = γkϕk(r), k = N + 1, N + 2, . . . . (20)Ñîáñòâåííûå �óíêöèè ϕk(r) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñíûì�óíêöèÿì pk(r):
ϕk(r) =

∞∑

i=N+1

ϕ
(k)
i pi(r). (21)Òàê êàê ÿäðî k(r, ξ) ìîæíî ðàçëîæèòü â äâîéíîé ðÿä ïî �óíêöèÿì pk(r):

k(r, ξ) =

∞∑

i=1

∞∑

j=1

Rijpi(r)pj(ξ), Rij =

∫

Ω

∫

Ω

k(r, ξ)pi(r)pj(ξ)dΩxdΩξ,òî ñ ó÷åòîì (19) ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå â äâîéíîé ðÿä è ÿäðà k∗(r, ξ):
k∗(r, ξ) =

∞∑

i=N+1

∞∑

j=N+1

Rijpi(r)pj(ξ) +

N∑

i=1

∞∑

j=N+1

Rijpi(r)pj(ξ). (22)Ïîäñòàâëÿÿ (21) è (22) â (20), ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðà�è÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé γk è ñîáñòâåííûõ �óíê�öèé ϕk(r):
∞∑

i=N+1

Rmiϕ
(k)
i = γkϕ

(k)
m , m = N + 1, N + 2, . . . . (23)



ÌàíæèðîâÀ.Â. 213Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (19) ïðåäñòàâèì �óíêöèè Q∗(r, t) è G∗(r, t)â âèäå ðÿäîâ ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì ϕk(r):
Q∗(r, t) =

∞∑

i=N+1

Q∗
i (t)ϕi(r), G∗(r, t) =

∞∑

i=N+1

G∗
i (t)ϕi(r),

G∗
k(t) =

∫

Ω

g(ξ, t)√
m(ξ)

ϕk(ξ)dΩξè ïîäñòàâèì èõ â (19). Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (8)�(10) è (18)�(22), ïîëó÷èì ïîñëåäîâà�òåëüíîñòü óðàâíåíèé Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ �óíê�öèé Q∗
k(t)

(I−Vk)Q∗
k(t) = F̃ ∗

k (t), Vkφ(r, t) =

∫

τ0

K∗
k(t, τ)φ(r, τ)dτ,

Vk =
c(t)V1 + γkV2

c(t) + γk
, K∗

k(t, τ) =
c(t)K1(t, τ) + γkK2(t, τ)

c(t) + γk
,

F̃ ∗
k (t) = −

1

c(t) + γk

[
G∗

k(t) + (I−V2)

N∑

i=1

K
(i)
k Q◦

i (t)

]
,

K
(i)
k =

∞∑

n=N+1

Rinϕ
(k)
n , i = 1, . . . , N, k = N + 1, N + 2, . . . .Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî èìååì:

q(r, t) =
Q(r, t)√
m(r)

=
1

m(r)

[ N∑

i=1

i∑

j=1

aijMj(t)Pi(r) +

∞∑

i=N+1

Q∗
i (t)Φi(r)

]
,

Φk(r) =
∞∑

i=N+1

ϕ
(k)
i Pi(r).Îòìåòèì, ÷òî â ðåøåíèè â ÿâíîì âèäå âûäåëåíà �óíêöèÿ m(r), ÷òî ïîçâîëÿåò íàìïðîâîäèòü àíàëèòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ äàæå äëÿ áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ è ðàçðûâ�íûõ �óíêöèé m(r).Ïîäåéñòâîâàâ îïåðàòîðîì P◦ íà âûðàæåíèå (19), ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿíàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé αk(t) (k = 1, . . . , N).Ëèòåðàòóðà[1℄ ÌàíæèðîâÀ.Â. Êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíî ñòàðåþùèõ è âÿçêîóïðó�ãèõ òåë // Ìåõàíèêà êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé. � Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2001. �Ñ. 549�565.[2℄ ÀðóòþíÿíÍ.Õ., ÌàíæèðîâÀ.Â. Êîíòàêòíûå çàäà÷è òåîðèè ïîëçó÷åñòè. � Åðå�âàí: Èçä-âî ÍÀÍ �À, 1999. � 318 ñ.[3℄ PolyaninA.D., ManzhirovA.V. Handbook of Integral Equations, 2nd edition. � BoaRaton: Chapman & Hall/ CRC, 2008. � 1144 p.[4℄ ÀðóòþíÿíÍ.Õ., ÌàíæèðîâÀ.Â., ÍàóìîâÂ.Ý. Êîíòàêòíûå çàäà÷è ìåõàíèêè ðàñ�òóùèõ òåë. � Ì.: Íàóêà, 1991. � 176 ñ.[5℄ ÌàíæèðîâÀ.Â. Ñìåøàííûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ êîíòàêòíîé ìåõàíèêè èòðèáîëîãèè // Ñìåøàííûå çàäà÷è ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òåëà: ÌàòåðèàëûV �îñ. êîí�. ñ ìåæäóíàð. ó÷àñòèåì. � Ñàðàòîâ: Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, 2005. �Ñ. 221�224.



214 Ñìåøàííûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ[6℄ �îðÿ÷åâàÈ.�., Äîáû÷èíÌ.Í. Êîíòàêòíûå çàäà÷è â òðèáîëîãèè. � Ì.: Ìàøèíî�ñòðîåíèå, 1988. � 254 ñ.[7℄ ÂëàäèìèðîâÂ.Ñ. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. � Ì.: Íàóêà, 1981. � 512 ñ.[8℄ �óðñàÝ. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Òîì òðåòèé. ×àñòü II. Èíòåãðàëüíûåóðàâíåíèÿ è âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå. � Ì.; Ë.: �ÒÒÈ, 1934. � 318 ñ.[9℄ Ñåãå �. Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. � Ì.: Ôèçìàòëèò, 1962. � 500 ñ.[10℄ ÊîëìîãîðîâÀ.Í., ÔîìèíÑ.Â. Ýëåìåíòû òåîðèè �óíêöèé è �óíêöèîíàëüíîãîàíàëèçà. � Ì.: Íàóêà, 1976. � 496 ñ.



ÌàðòåìüÿíîâàÍ.Â. 215ÓÄÊ 517.095ÎÁ�ÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÂÛ�ÎÆÄÀÞÙÅ�ÎÑßÓ�ÀÂÍÅÍÈß ÑÌÅØÀÍÍÎ�Î ÒÈÏÀÌàðòåìüÿíîâàÍ.Â.1�àññìîòðèì âûðîæäàþùååñÿ óðàâíåíèå ñìåøàííîãî ýëëèïòèêî-ãèïåðáîëè÷åñêî�ãî òèïà ñ íåèçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòüþ
Lu ≡ K(y)uxx + uyy − b2K(y)u = f(x) (1)â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D = {(x, y)| 0 < x < 1,−α < y < β}, ãäå K(y) = sgn y · |y|n,

n > 0, α > 0, β > 0, b > 0� çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, è ïîñòàâèì ñëåäóþùóþîáðàòíóþ çàäà÷ó ñ íåëîêàëüíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì.Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Íàéòè â îáëàñòè D �óíêöèè u(x, y) è f(x), óäîâëåòâîðÿ�þùèå óñëîâèÿì:
u ∈ C1(D) ∩C2(D− ∪D+); (2)

f(x) ∈ C(0, 1); (3)
Lu = f(x), (x, y) ∈ D− ∪D+; (4)

u(0, y) = u(1, y), ux(0, y) = 0, −α ≤ y ≤ β; (5)
u(x, β) = ϕ(x), u(x,−α) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ 1; (6)

uy(x,−α) = g(x), 0 ≤ x ≤ 1, (7)ãäå ϕ(x), ψ(x) è g(x)� çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè,
ϕ(0) = ϕ(1), ψ(0) = ψ(1), ϕ′(0) = ψ′(0) = 0, (8)

D+ = D ∩ {y > 0}, D− = D ∩ {y < 0} .�àçëè÷íûå îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ îòäåëüíûõ òèïîâ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èçó÷àëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Îòìåòèì çäåñü ïðåæäå âñåãîðàáîòû ÒèõîíîâàÀ.Í. [1℄, ËàâðåíòüåâàÌ.Ì. [2, 3℄, ÈâàíîâàÂ.Ê. [4℄ è èõ ó÷åíèêîâ.Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì ìîæíî íàéòè â ìîíîãðà�èè ÄåíèñîâàÀ.Ì. [5℄.Â ïîñëåäíèå ãîäû â ðàáîòàõ [6, 7℄ äëÿ îáîñíîâàíèÿ åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâî�âàíèÿ ðåøåíèÿ ïðÿìûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé. Òàêèì ìåòîäîì ðåøåíû îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèéñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà [8, 9℄.Îòìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ çàäà÷à ñ óñëîâèÿìè (6) è (7) äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãîòèïà (1) â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D èññëåäîâàíà â [10℄.Îáðàòíàÿ çàäà÷à (2)�(7) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè n = 0 èçó÷åíà â ðàáîòå [11℄.Â äàííîé ðàáîòå óñòàíîâëåí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�(7) äëÿóðàâíåíèÿ (1) ïðè âñåõ n > 0. �åøåíèå ïîñòðîåíî â âèäå ñóìì áèîðòîãîíàëüíûõðÿäîâ ïî ñèñòåìàì ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ �óíêöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ âçà�èìíî-ñîïðÿæåííûõ çàäà÷. Îòìåòèì, ÷òî áàçèñíîñòü ýòèõ ñèñòåì â ïðîñòðàíñòâå L2áûëà âïåðâûå äîêàçàíà â ðàáîòå [12℄ è èñïîëüçîâàíà â [13℄.1Ìàðòåìüÿíîâà Íèíà Âèêòîðîâíà (ninamartem�yandex.ru), Ïîâîëæñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñîöè�àëüíî-ãóìàíèòàðíàÿ àêàäåìèÿ, 443090 �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àíòîíîâà-Îâñååíêî, 26.



216 Îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïàËèòåðàòóðà[1℄ ÒèõîíîâÀ.Í. Îá óñòîé÷èâîñòè îáðàòíûõ çàäà÷ // ÄÀÍ. � 1943. � T. 39. � �5. �Ñ. 195�198.[2℄ ËàâðåíòüåâÌ.Ì. Îá îäíîé îáðàòíîé çàäà÷å äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ // Äîêë.ÀÍ ÑÑÑ�. � 1964. � Ò. 157. � �3. � Ñ. 520�521.[3℄ ËàâðåíòüåâÌ.Ì., �îìàíîâÂ.�., ØèøàòñêèéÑ.Ò. Íåêîððåêòíûå çàäà÷è ìàòåìà�òè÷åñêîé �èçèêè è àíàëèçà. � Ì.: Íàóêà, 1980. � 286 ñ.[4℄ ÈâàíîâÂ.Ê., ÂàñèíÂ.Â., ÒàíàíàÂ.Ï. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ èåå ïðèëîæåíèÿ. � Ì.: Íàóêà, 1978. � 206 ñ.[5℄ ÄåíèñîâÀ.Ì. Ââåäåíèå â òåîðèþ îáðàòíûõ çàäà÷. � Ì.: Ì�Ó, 1994. � 208 ñ.[6℄ ÑàáèòîâÊ.Á. Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà â ïðÿìîóãîëüíîéîáëàñòè // Äîêë. �ÀÍ. � 2007. � Ò. 413. � �1. � Ñ. 23�26.[7℄ ÑàáèòîâÊ.Á. Îá îäíîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà òðåòüåãîïîðÿäêà // Äîêë. �ÀÍ. 2009. Ò.427, �5. Ñ. 593 � 596.[8℄ ÑàáèòîâÊ.Á., Ñà�èíÝ.Ì. Îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè�÷åñêîãî òèïà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè // Äîêë. �ÀÍ. � 2009. � Ò. 429. � �4. �Ñ. 451�454.[9℄ ÑàáèòîâÊ.Á., Ñà�èíÝ.Ì. Îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî ïàðà�áîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè // Èçâåñòèÿ Âóçîâ. Ìà�òåìàòèêà. � 2010. � �4. � Ñ. 55�62.[10℄ ÑàáèòîâàÞ.Ê. Êðàåâûå çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûì óñëîâèåì äëÿ óðàâíåíèé ñìå�øàííîãî òèïà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè. Àâòîðå�åðàò äèññ. ... ê.�.-ì.í. � Ñòåð�ëèòàìàê: Ñ�ÏÀ, 2007. � 20 ñ.[11℄ ÑàáèòîâÊ.Á., ÌàðòåìüÿíîâàÍ.Â. Íåëîêàëüíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿñìåøàííîãî òèïà // Èçâåñòèÿ Âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. (â ïå÷àòè).[12℄ ÈëüèíÂ.À. Î ñóùåñòâîâàíèè ïðèâåäåííîé ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíå�íûõ �óíêöèé ó íåñàìîñîïðÿæåííîãî îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî îïå�ðàòîðà // Òðóäû Ìàòåì. èíñòèòóòà èì. Â.À.Ñòåêëîâà. � 1976. � Ò. 142. �Ñ. 148�155.[13℄ ÈîíêèíÍ.È. �åøåíèå îäíîé êðàåâîé çàäà÷è òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íåêëàñ�ñè÷åñêèì êðàåâûì óñëîâèåì // Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. � 1977. � Ò. 13. ��2. � Ñ. 294�304.



ÌàðòûíåíêîÀ.Ï., ÑàëååâÀ.Â. 217ÓÄÊ 539.12 ÄÂÀÆÄÛ ÒßÆÅËÛÅ ÁÀ�ÈÎÍÛÂ ÊÂÀÇÈÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÊÂÀ�ÊÎÂÎÉ ÌÎÄÅËÈÌàðòûíåíêîÀ.Ï., ÑàëååâÀ.Â. 1Ïåðåõîä îò äâóõêâàðêîâûõ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ê òðåõêâàðêîâûì ñèñòåìàì ïðè�âîäèò ê ðÿäó ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ îïðåäåëåíèåì òðåõ÷àñòè÷íîé ðåëÿòèâèñòñêîéâîëíîâîé �óíêöèè, à òàêæå âèäà ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ êâàðêîâ â áàðèîíå. Íàïðàêòèêå, âàæíî èìåòü òàêóþ òåîðèþ, êîòîðàÿ áû ïîçâîëÿëà ïîëó÷àòü íàäåæíûåðåçóëüòàòû äëÿ âñåõ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí â ýêñïåðèìåíòàõ, êàñàþùèõñÿ áàðèîííîéñïåêòðîñêîïèè, ïðîöåññîâ ðîæäåíèÿ è ðàñïàäà. Äâàæäû òÿæåëûå áàðèîíû (Q1Q2q)ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåðåñíóþ òðåõêâàðêîâóþ ñèñòåìó. Äâà òÿæåëûõ êâàðêà îáðà�çóþò �ÿäðî� (Q1Q2), âîêðóã êîòîðîãî íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà 1/mq äâèæåòñÿ ëåãêèéêâàðê. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âåäåò ê êâàðê-äèêâàðêîâîé ìîäåëè áàðèîíîâ. Ïðîáëåìàñïåêòðà ìàññ áàðèîíîâ ñ äâóìÿ òÿæåëûìè êâàðêàìè èññëåäîâàëàñü ìíîãèìè àâòîðà�ìè. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü êâàðê-äèêâàðêîâîå ïðèáëèæåíèå, ãèïåðöåíòðàëüíîåïðèáëèæåíèå, âàðèàöèîííûé ìåòîä [1�7℄.Â äàííîé ðàáîòå ìû âûïîëíèëè íîâûé ðàñ÷åò ñïåêòðà ìàññ áàðèîíîâ â ðåëÿòè�âèñòñêîé êâàçèïîòåíöèàëüíîé êâàðêîâîé ìîäåëè. Öåëü ðàáîòû ñîñòîÿëà â óëó÷øå�íèè òî÷íîñòè òåîðåòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî âàðè�àöèîííîãî ìåòîäà. Ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí áàðèîíà áûë ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììûãàìèëüòîíèàíîâ äâóõêâàðêîâûõ âçàèìîäåéñòâèé. Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ òðåõêâàðêîâîéñèñòåìû àïïðîêñèìèðóåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ãàóññîâûõ ýêñïîíåíò, èëè áàçèñ�íûõ âîëíîâûõ �óíêöèé (ãàóññîâ áàçèñ) [8, 9℄:
Ψ(r1, r2, r3) =

K∑

k=1

ck exp{−
3∑

i<j

αk
ij(ri − rj)

2}. (1)Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè êîíòðîëèðóåòñÿ ïóòåì çàäàíèÿ ðàçìåðíîñòè áàçèñàK èêà÷åñòâîì îòáîðà ýëåìåíòîâ. Êðèòåðèåì îòáîðà ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå ìèíèìàëüíîéýíåðãèè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðà �àìèëüòîíàïðè åãî äåéñòâèè íà âîëíîâóþ �óíêöèþ Ψ. Áàçèñ ãåíåðèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Âûïîëíÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ íåñêîëüêèõ ðàçíûõ Ψ1..M â êîòîðûå áûë äîáàâëåíïðîèçâîëüíî ñ�îðìèðîâàííûé ýëåìåíò áàçèñà, ðàçëè÷íûé äëÿ êàæäîé Ψi, çàòåì âû�áèðàåòñÿ íàèáîëåå óäà÷íàÿ ïî çíà÷åíèþ ýíåðãèè Ψm. Ôóíêöèÿ Ψm ñòàíîâèòñÿ íîâûìáàçèñîì, è ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ çàíîâî, âñåãî K ðàç, òàêèì îáðàçîì êîëè÷åñòâîýëåìåíòîâ áàçèñà äîñòèãàåò K. Ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â åãî ñêîðîñòèè âûñîêîé òî÷íîñòè, êîòîðàÿ äîñòèãàåòñÿ âñëåäñòâèå îïòèìèçàöèè àëãîðèòìà äèà�ãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíèàíà è âîçìîæíîñòüþ êîíòðîëèðîâàòü ÷èñëî ñòîõàñòè÷åñêèõâàðèàöèé M . Ìåòîä ïîçâîëÿåò òàêæå âû÷èñëÿòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïîòåíöèàëàâçàèìîäåéñòâèÿ â ñòàðøèõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé.Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ñïåêòðà ìàññ áàðèîíîâ ìû âû�áðàëè íåðåëÿòèâèñòñêèé òðåõêâàðêîâûé ãàìèëüòîíèàí, ñîñòîÿùèé èç êóëîíîâñêèõ1Ìàðòûíåíêî Àëåêñåé Ïåòðîâè÷ (mart�ssu.samara.ru), Ñàëååâ Àðòåì Âëàäèìèðîâè÷(sartemv�mail.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë.Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



218 Äâàæäû òÿæåëûå áàðèîíû â êâàçèïîòåíöèàëüíîé êâàðêîâîé ìîäåëè÷ëåíîâ è ïîòåíöèàëà êîí�àéíìåíòà:
H0 =

p2
1

2m1
+

p2
2

2m2
+

p2
3

2m3
− 2

3

∑

i<j

αij
s

|rij |
[1 +

αij
s

4π
(ã1 + 8γEβ0)] +

3∑

i=1

1

2
(Ari +B). (2)Ïîëîæåíèå êâàðêà i îòíîñèòåëüíî òî÷êè ñâÿçè ñòðóí, êîòîðàÿ ïðèáëèæåííî ñîâïà�äàåò ñ òî÷êîé öåíòðà ìàññ, çàäàåòñÿ âåêòîðîì ri, à rij = ri − rj , êîíñòàíòà ïàðíîãîâçàèìîäåéñòâèÿ αij

s = αs(µ̃
2
ij) çàâèñèò îò ïðèâåäåííîé ìàññû ïàðû µ̃2

ij .Cïåêòð ìàññ áàðèîíîâ â íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëåííûì ðåøå�íèåì çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ äàííîãî ãàìèëüòîíèàíà ñ ïîìîùüþ ñòî�õàñòè÷åñêîãî âàðèàöèííîãî ìåòîäà. Ïîëó÷åííûå âîëíîâûå �óíêöèè çàòåì èñïîëüçó�þòñÿ ïðè ðàñ÷åòå ìíîãî÷èñëåííûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿêâàðêîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå êàê è â [3�5℄ òðåõêâàðêîâûé ïîòåíöèàë èìååò âèä ñóì�ìû ïàðíûõ ïîòåíöèàëîâ âçàèìîäåéñòâèÿ òèïà Áðåéòà
V SI(r1, r2, r3) =

7∑

k=1

△Vk(r1, r2, r3), (3)
△V1 = −

3∑

k=1

A

8m2
i

∇2
i ri +

3∑

k=1

A

8m2
i

{ri[p2
i −

(piri)
2

r2i
]}W+

+

3∑

i,j=1,i<j

A

2mimj
{rij [p2

ij −
(pijrij)

2

r2ij
]}W ,
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△V2 =
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3
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s
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), (5)
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B
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i
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, (6)
△V4 = −
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i,j=1;i<j

1

2mimj
{2
3

αij
s

rij
[pipj +

(pirij)(pjrij)

r2ij
]}W , (7)

△V5 =

3∑

i,j=1;i<j

3αij
s
2

8πm2
i

∇2
i

ln(µ̃ijrij)

rij
, (8)

△V6 =

3∑

i,j=1;i<j

3αij
s
2

2πmimj
{pipj

ln(µ̃ijrij)

rij
+

(pirij)(pjrij)

r2ij
(
ln(µ̃ijrij)

rij
− 1

rij
)}W , (9)

△V7 = −
3∑

i<j

4αij
s

2

3π|rij |
β0 ln(µ̃ij |rij |). (10)Âêëàä îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ △Vk â ìàññó áàðèîíà áûë ïîëó÷åí â ïåðâîì ïîðÿäêåòåîðèè âîçìóùåíèé. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàëèñü âîëíîâûå �óíêöèè (1), à ñàìè ìàò�ðè÷íûå ýëåìåíòû áûëè âûðàæåíû â àíàëèòè÷åñêîì âèäå â òåðìèíàõ ïåðåìåòðîâ ck,

αk
ij . Ïîëó÷åíû íàáëþäàåìûå ìàññû áàðèîíîâ, ñîäåðæàùèõ äâà òÿæåëûõ êâàðêà èïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðàñ÷åòàìè äðóãèõ àâòîðîâ.



ÌàðòûíåíêîÀ.Ï., ÑàëååâÀ.Â. 219Ëèòåðàòóðà[1℄ Capstik S. IsgurN., Baryons in a relativized quark model with hromodynamis //Physial Review D. � 1986. � V. 34. � P. 2809�2835.[2℄ Rihard J.M., The Nonrelativisti three-body problem for baryons // PhysisReports. � 1992. � V. 212. � P. 1�76.[3℄ EbertD., FaustovR.N., GalkinV.O., MartynenkoA.P., SaleevV.A., Heavy baryonsin the relativisti quark model // Zeitshrift fur Physik C. � 1997. � V. 76. �P. 111�115.[4℄ EbertD., FaustovR.N., GalkinV.O., MartynenkoA.P. Mass spetra of doubly heavybaryons in the relativisti quark model // Physial Review D. � 2002. � V. 66. �P. 014008�014037.[5℄ MartynenkoA.P., Ground-state triply and doubly heavy baryons in a relativistithree-quark model // Physis Letters B. � 2008. - V. 663. � P. 317�321.[6℄ Narodetskii I.M., TrusovM.A., The Heavy baryons in the nonperturbative stringapproah // Physis of Atomi Nulei. � 2002. � V. 65. � P. 917�924.[7℄ Gershtein S.S., KiselevV.V., LikhodedA.K., OnishenkoA.I. Spetrosopy of doublyheavy baryons. � Physial Review D. � 2000. � V. 62. � P. 054021�054032.[8℄ VargaK., SuzukiY. Preise solution of few body problems with stohasti variationalmethod on orrelated Gaussian basis // Physial Review C. � 1995. � V. 52. �P. 2885�2905.[9℄ VargaK., SuzukiY., Solution of few body problems with the stohasti variationalmethod: 1. Central fores // Computer Physis Communiations. � 1997. � V. 106. �P. 157�168.



220 Ïàðíîå ðîæäåíèå ÷àðìîíèÿ â ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé àííèãèëÿöèèÓÄÊ 519.999 ÏÀ�ÍÎÅ �ÎÆÄÅÍÈÅ ×À�ÌÎÍÈßÂ ÝËÅÊÒ�ÎÍ-ÏÎÇÈÒ�ÎÍÍÎÉ ÀÍÍÈ�ÈËßÖÈÈÌàðòûíåíêîÀ.Ï.1, ÒðóíèíÀ.Ì.2, ÝëåêèíàÅ.Í.3Â ýêñïåðèìåíòàõ äâóõ êîëëàáîðàöèé Belle è BaBar áûëè èçìåðåíû ñå÷åíèÿ ðîæ�äåíèÿ ïàðû (cc̄) ìåçîíîâ [1, 2℄ â ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé àííèãèëÿöèè. Îíè âûÿâèëèçíà÷èòåëüíîå ðàñõîæäåíèå ñ òåîðåòè÷åñêîé âåëè÷èíîé ñå÷åíèé ðîæäåíèÿ ïàðû, êîòî�ðàÿ ïðåäñêàçûâàëàñü â ðàìêàõ íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêè (Í�Ê�ÕÄ) [3�6℄ â ëèäèðóþùåì ïîðÿäêå ïî αs. Äëÿ óëó÷øåíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿïðîöåññîâ ðîæäåíèÿ ïàðû S-âîëíîâûõ ìåçîíîâ â ðåàêöèè e+ + e− → J/Ψ + ηc áû�ëè ïðåäïðèíÿòû çíà÷èòåëüíûå óñèëèÿ, êîòîðûå âêëþ÷àëè êàê âû÷èñëåíèå âêëà�äîâ ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà ïî αs, òàê è ðàñ÷åò ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîïðàâîê, ñâÿçàííûõñ îòíîñèòåëüíûì äâèæåíèåì êâàðêîâ, îáðàçóþùèõ êîíå÷íûå ìåçîííûå ñîñòîÿíèÿ[3�9℄. Â ðåçóëüòàòå ðàñõîæäåíèå ìåæäó òåîðèåé è ýêñïåðèìåíòîì äëÿ ïðîöåññîâ
σ(e+ + e− → J/Ψ + ηc) óäàëîñü ïðåîäîëåòü. Íåñìîòðÿ íà ýòè óñïåõè, äîñòèãíóòûåâ ðàìêàõ Í�ÊÕÄ, ïîòåíöèàëüíûõ ìîäåëÿõ è â ïîäõîäå íà ñâåòîâîì êîíóñå, çàäà÷àïàðíîãî ðîæäåíèÿ ÷àðìîíèÿ â e+e− àííèãèëÿöèè ñîõðàíÿåò ñâîþ àêòóàëüíîñòü. Ñîäíîé ñòîðîíû ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàðÿäó ñ ðîæäåíèåì S-âîëíîâûõ ñîñòî�ÿíèé çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äðóãèå ïðîöåññû ðîæäåíèÿ P- èD-âîëíîâûõ ñîñòîÿíèé ÷àðìîíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ðàçíîîáðàçèå èñïîëüçóåìûõ ìå�òîäîâ îïèñàíèÿ ïàðíîãî ðîæäåíèÿ ÷àðìîíèÿ ñòàâèò çàäà÷ó ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåìûõâ íèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ êâàðê-ãëþîííîé äèíàìèêè.Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðîäîëæàåì èññëåäîâàíèå ýêñêëþçèâíîãî ïàðíîãî ðîæäå�íèÿ ÷àðìîíèÿ â e+e− àííèãèëÿöèè íà îñíîâå ðåëÿòèâèñòñêîé êâàðêîâîé ìîäåëè[7�9℄ â ñëó÷àå, êîãäà â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè îáðàçóþòñÿ S- è P-âîëíîâûå ìåçîíû (cc̄).�åëÿòèâèñòñêàÿ êâàðêîâàÿ ìîäåëü äàåò ðåøåíèå ìíîãèõ çàäà÷ â �èçèêå òÿæåëûõêâàðêîâ. Íåêîòîðûå îñíîâíûå îñîáåííîñòè êâàðêîâûõ ìîäåëåé è Í�ÊÕÄ î÷åíü ïî�õîæè. Òàê ðàçëîæåíèå àìïëèòóä ðîæäåíèÿ ÷àðìîíèÿ è îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿòÿæåëûõ êâàðêîâ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî îòíîñèòåëüíîãî èìïóëüñà, àíàëîãè÷íî ðàç�ëîæåíèþ Í�ÊÕÄ ïî îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè êâàðêîâ v. �ÿä îñíîâíûõ íåïåðòóð-áàòèâíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ â Í�ÊÕÄ ïîäõîäå ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç âîë�íîâûå �óíêöèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé êâàðêîâ. �åëÿòèâèñòñêàÿ êâàðêîâàÿ ìîäåëüäàåò âîçìîæíîñòü èçó÷àòü âîïðîñ îá óøèðåíèè ìåçîííûõ âîëíîâûõ �óíêöèé áëàãî�äàðÿ ó÷åòó ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîïðàâîê ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü âåäåòê ðîñòó ñå÷åíèé ïàðíîãî ðîæäåíèÿ ÷àðìîíèÿ. Öåëü äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ñîñòîÿëàâ ïîñëåäîâàòåëüíîì âû÷èñëåíèè ðåëÿòèâèñòñêèõ ý��åêòîâ êàê â àìïëèòóäàõ S- èP-âîëíîâîãî ðîæäåíèÿ ìåçîíîâ (ñì. ðèñ.1), òàê è â èõ âîëíîâûõ �óíêöèÿõ.Â ðàìêàõ ïåðòóðáàòèâíîé êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêè àìïëèòóäà ðîæäåíèÿ ïàðûìåçîíîâ èìååò âèä:1Ìàðòûíåíêî Àëåêñåé Ïåòðîâè÷(mart�ssu.samara.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè�òåò, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.2Òðóíèí Àíòîí Ìàðàòîâè÷(amtrnn�gmail.om), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèéóíèâåðñèòåò èìåíè àêàäåìèêà Ñ.Ï. Êîðîëåâà, 443086, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Ëóêà÷åâà, 34.3Ýëåêèíà Åëåíà Íèêîëàåâíà (elekina-e1�yandex.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.
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Γ
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+=�èñ 3. Àìïëèòóäà ïàðíîãî ðîæäåíèÿ ÷àðìîíèÿ â e+e− àííèãèëÿöèè. S îáîçíà÷àåò S-âîëíî�âîé ìåçîí, P �P-âîëíîâîé ìåçîí. Âîëíèñòàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò �îòîíó, à ïóíêòèðíàÿ�ãëþîíó. Γ� âåðøèííàÿ �óíêöèÿ ïàðíîãî ðîæäåíèÿ ÷àðìîíèÿ
M(p−, p+, P,Q) =

8π2ααsQc

3s
v̄(p+)γ

βu(p−)

∫
dp

(2π)3

∫
dq

(2π)3
×

×Sp
{
ΨS(p, P )Γβν

1 (p, q, P,Q)ΨP(q,Q)γν+

+ΨP(q,Q)Γβν
2 (p, q, P,Q)ΨS(p, P )γν

}
,

(1)ãäå p, q è P,Q� îòíîñèòåëüíûå è ïîëíûå èìïóëüñû êâàðêîâ â ìåçîíàõ, à ðåëÿòèâèñò�ñêèå âîëíîâûå �óíêöèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé êâàðêîâ ðàâíû
ΨS(p, P ) =

ΨS
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2
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]
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(2)
ΨP(q,Q) =

ΨP
0 (q)[

ǫ(q)

m

(ǫ(q) +m)

2m

]
[
v̂2 − 1

2
+ v̂2

q2

2m(ǫ(q) +m)
+
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×
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2
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2m(ǫ(q) +m)
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]
.

(3)Â ëèäèðóþùåì ïîðÿäêå ïî αs âåðøèííàÿ �óíêöèÿ ïðèìåò âèä:
Γβν
1 (p, P ; q,Q) = γµ

(l̂ − q̂1 +m)

(l − q1)2 −m2 + iǫ
γβD

µν(k1)+

+γβ
(p̂1 − l̂ +m)

(l − p1)2 −m2 + iǫ
γµD

µν(k1),

(4)
Γβν
2 (p, P ; q,Q) = γβ

(q̂2 − l̂ +m)

(l − q2)2 −m2 + iǫ
γµD

µν(k2)+

γµ
(l̂ − p̂2 +m)

(l − p2)2 −m2 + iǫ
γβD

µν(k2).

(5)Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (1)�(5) ïðîâåäåí ðàñ÷åò ðåëÿòèâèñòñêèõ ý��åêòîâ â ðîæ�äåíèè ïàðû è ïîêàçàíî, ÷òî ñå÷åíèÿ ðîæäåíèÿ ïðåòåðïåâàþò çíà÷èòåëüíûé ðîñò(�àêòîð 2) ïðè ýíåðãèè √s = 10.6 �ýÂ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÏ �Íàó÷íûå è ïåäàãîãè÷åñêèåêàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè� (ãðàíò No. ÍÊ-20Ï/1).



222 Ïàðíîå ðîæäåíèå ÷àðìîíèÿ â ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé àííèãèëÿöèèËèòåðàòóðà[1℄ AbeK., et al. Study of double harmonium prodution in e+e− annihilation at √s =
= 10.6 GeV // Physial Review D. � 2004. � V. 70. � P. 071102�071110.[2℄ AubertB., et al. Measurement of double harmonium prodution in
e+e− annihilation at √s = 10.6 GeV // Physial Review D. � 2005. � V. 72. �P. 031101�031108.[3℄ BraatenE., Lee J. Exlusive double harmonium prodution from e−e+ annihilationinto a virtual photon // Physial Review D. � 2003. � V. 67. � P. 054007�054020;2005. � V. 72. 099901(E).[4℄ BragutaV.V., LikhodedA.K., LuhinskyA.V. The proesses e+e− → J/Ψχc0,
Ψ(2S)χc0 at √s = 10.6 GeV in the framework of light one formalism // PhysisLetters B. � 2006. � V. 635. � P. 299�304.[5℄ LiuK.-Y., He Z.-G., ChaoK.-T. Problems of double-harm prodution in e+e−annihilation at √s = 10.6 GeV // Physis Letters B. � 2003. � V. 557. � P. 45�54.[6℄ BodwinG.T., KangD., Lee J. Potential-model alulation of an order-v2nonrelativisti QCD matrix element // Physial Review D. � 2006. � V. 74. �P. 014014�014026.[7℄ EbertD., MartynenkoA.P. Relativisti e�ets in the prodution of pseudosalar andvetor doubly heavy mesons from e+e− annihilation // Physial Review D. � 2006. �V. 74. � P. 054008�054020.[8℄ EbertD., FaustovR.N., GalkinV.O., MartynenkoA.P. Relativisti desription of thedouble harmonium prodution in e+e− annihilation // Physis Letters B. � 2009. �V. 672. � P. 264�269.[9℄ ElekinaE.N., MartynenkoA.P., Relativisti e�ets in the double S- and P-waveharmonium prodution in e+e− annihilation // Physial Review D. � 2010. �V. 81. � P. 054006�054017.



ÌàðòûíåíêîÀ.Ï., Ýëåêèíà Å.Í. 223ÓÄÊ 519.999ÂÊËÀÄ ÏÎËß�ÈÇÓÅÌÎÑÒÈ Ï�ÎÒÎÍÀ Â ÑÂÅ�ÕÒÎÍÊÓÞÑÒ�ÓÊÒÓ�Ó ÌÞÎÍÍÎ�Î ÂÎÄÎ�ÎÄÀÌàðòûíåíêîÀ.Ï., ÝëåêèíàÅ.Í.1Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà (ÊÝÄ) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîéêâàíòîâîïîëåâîé ìîäåëüþ, êîòîðàÿ ïðîâåðÿåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ýêñïåðèìåíòàõ ñ òî÷�íîñòüþ 10−6÷10−7 [1℄. Èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû óðîâíåé ýíåðãèè ïðîñòåéøèõ àòîìîâïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíóþ çàäà÷ó äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íûõ çíà÷åíèé �óíäà�ìåíòàëüíûõ �èçè÷åñêèõ êîíñòàíò. Èíòåðâàë ñâåðõòîíêîé ñòðóêòóðû (ÑÒÑ) àòîìàâîäîðîäà áûë èçìåðåí ìíîãî ëåò íàçàä ñ î÷åíü âûñîêîé òî÷íîñòüþ [1℄:
∆Ehfs

exp = 1420 405 751.7667(9) Hz. (1)Òåîðåòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ èíòåðâàëà ñâåðõòîíêîé ñòðóêòóðû îáû÷íî ïðåäñòàâ�ëÿþò â âèäå (∆Ehfs
th = 2π~∆νhfsth ):

∆Ehfs
th = EF (1 + δQED + δs + δp), EF =

8

3
α4

µPm
2
pm

2
e

(mp +me)3
. (2)Ñëàãàåìîå δQED îáîçíà÷àåò âêëàä ÊÝÄ ý��åêòîâ, à δs è δp âêëþ÷àþò ý��åêòûñòðóêòóðû è ïîëÿðèçóåìîñòè ÿäðà. Îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå íåîïðåäåëåííîñòè âû�ðàæåíèÿ (2) ñâÿçàíû èìåííî ñ ýòèìè ïîïðàâêàìè. Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò âèññëåäîâàíèè ïîïðàâêè íà ïîëÿðèçóåìîñòü ïðîòîíà â ñâåðõòîíêîé ñòðóêòóðå àòî�ìîâ ýëåêòðîííîãî è ìþîííîãî âîäîðîäà [2�8℄.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ äîñòèãíóò çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â ýêñïåðèìåíòàëüíîì èçó÷å�íèè òîíêîé ñòðóêòóðû ìþîííîãî âîäîðîäà [9℄. Ïðåäâàðèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûåðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðîå ðàçëè÷èå ìåæäó òåîðèåéè ýêñïåðèìåíòîì. Îíî òðåáóåò ïåðåñ÷åòà ðàçëè÷íûõ âêëàäîâ êàê â ëýìáîâñêèé ñäâèã,òàê è â ñâåðõòîíêóþ ñòðóêòóðó ñïåêòðà ýíåðãèè. Îäíèì èç òàêèõ âêëàäîâ ÿâëÿåòñÿïîïðàâêà íà ïîëÿðèçóåìîñòü ïðîòîíà. Îñíîâíîé âêëàä â ý��åêò ïîëÿðèçóåìîñòèïðîòîíà äàþò äâóõ�îòîííûå îäíîïåòëåâûå àìïëèòóäû âèðòóàëüíîãî êîìïòîíîâñêî�ãî ðàññåÿíèÿ íà ïðîòîíå. Îí ìîæåò áûòü âûðàæåí â òåðìèíàõ ñòðóêòóðíûõ �óíêöèéíóêëîíà äëÿ ïîëÿðèçîâàííîãî ðàññåÿíèÿ G1,2(W,Q

2) [2, 3℄:
∆Ehfs

p =
Zαme

2πmp(1 + κ)
EF (∆1 +∆2) = (δ1 p + δ2 p)EF = δpEF , (3)

∆1 =

∫ ∞

0

dQ2

Q2

{
9

4
F 2
2 (Q

2)β0(σ)− 4m3
p

∫ ∞

νth

dν

ν
β1(σ, θ)G1(ν,Q

2)

}
, (4)

∆2 = −12m2
p

∫ ∞

0

dQ2

Q2

∫ ∞

νth

dνβ2(σ, θ)G2(ν,Q
2), (5)

β0(σ) =
4

9σ2
[−3σ + 4σ

√
1 + σ + 2− 2

√
1 + σ], θ = ν2/Q2, σ =

4m2
1

Q2
, (6)1Ìàðòûíåíêî Àëåêñåé Ïåòðîâè÷(mart�ssu.samara.ru), Ýëåêèíà Åëåíà Íèêîëàåâíà(elekina-e1�yandex.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà,óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



224 Âêëàä ïîëÿðèçóåìîñòè ïðîòîíà â ñâåðõòîíêóþ ñòðóêòóðó ìþîííîãî âîäîðîäà
β1(σ, θ) =

θ

σ(−1 + σθ)

[−2
√
1 + σ + 2− 4σ2 − 2σ√

1 + σ
+

+
2σ(−θ2 + θ3/2

√
1 + θ + θ + 2√

θ(1 + θ)

]
,

β2(σ, θ) =
2

σ(−1 + σθ)
[1−
√
1 + σ + σ(−θ +

√
θ(1 + θ)].Ïîëÿðèçàöèîííûå ñòðóêòóðíûå �óíêöèè ïðîòîíà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå(g1(ν,Q2) = m2

2νG1(ν,Q
2), g2(ν,Q2) = m2ν

2G2(ν,Q
2)):

g1(ν,Q
2)=

m2 ·K
8π2α(1+Q2/ν2)

[
σ1/2(ν,Q

2)−σ3/2(ν,Q2)+
2
√
Q2

ν
σTL(ν,Q

2)

]
, (7)

g2(ν,Q
2)=

m2 ·K
8π2α(1+Q2/ν2)

[
−σ1/2(ν,Q2)+σ3/2(ν,Q

2)+
2ν√
Q2

σTL(ν,Q
2)

]
, (8)ãäå K �êèíåìàòè÷åñêèé ïîòîêîâûé �àêòîð âèðòóàëüíûõ �îòîíîâ, σ1/2, σ3/2 � ñå�÷åíèÿ âèðòóàëüíîãî �îòîïîãëîùåíèÿ â ñîñòîÿíèè ñèñòåìû �îòîí-íóêëîí ñ ïîëíûììîìåíòîì ðàâíûì 1/2 è 3/2. Èíäåêñ TL ó ñå÷åíèÿ σTL îáîçíà÷àåò ñëó÷àé ðàññåÿ�íèÿ, êîãäà ñïèðàëüíîñòü �îòîíà èçìåíÿåòñÿ ñ ïîïåðå÷íîé â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè íàïðîäîëüíóþ â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèé σ1/2, σ3/2, σTL â ðåçî�íàíñíîé îáëàñòè (W ≤ 2 �ýÂ) ïðèìåíÿëñÿ óñîâåðøåíñòâîâàííûé âàðèàíò èçîáàðíîéìîäåëè, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ïðîöåññû �îòî- è ýëåêòðîðîæäåíèÿ π, η ìåçîíîâ, íóê�ëîííûõ ðåçîíàíñîâ íà íóêëîíå. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèÿÁðåéòà�Âèãíåðà äëÿ ñå÷åíèé ïîãëîùåíèÿ σ1/2, σ3/2, σTL. Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììûMAID [10℄ áûëè ïîñòðîåíû �óíêöèè g1,2(ν,Q2) â ÷èñëåííîì âèäå (ñì. ðèñ.1). Â íåðå�çîíàíñíîé îáëàñòè èñïîëüçîâàëèñü ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïàðòîííûõ ðàñïðå�äåëåíèé, ÷åðåç êîòîðûå ìîæíî âûðàçèòü ïîëÿðèçàöèîííûå ñòðóêòóðíûå �óíêöèèíóêëîíà. Íîâîå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïîïðàâêè íà ïîëÿðèçóåìîñòü ïðîòîíà äëÿ ìþ�îííîãî âîäîðîäà ðàâíî δp = (4.1 ± 1.0) · 10−4. Äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå ïîëó÷åííûõðåçóëüòàòîâ ñâÿçàíî ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì èçó÷åíèåì ïðîöåññîâ ýëåêòðîðîæäåíèÿíóêëîííûõ ðåçîíàíñîâ íà äåòåêòîðå CLAS [8℄ è áîëåå òî÷íûì îïðåäåëåíèåì ïàðà�ìåòðîâ èçîáàðíîé ìîäåëè [10℄.
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�èñ 4. Ïîëÿðèçàöèîííûå ñòðóêòóðíûå �óíêöèè ïðîòîíà g1,2(W,Q2) â çàâèñèìîñòè îò Q2(0÷ 1) �ýÂ2 è W (1.1÷ 2.0) �ýÂ�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÏ �Íàó÷íûå è ïåäàãîãè÷åñêèåêàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè� (ãðàíò No. ÍÊ-20Ï/1).



ÌàðòûíåíêîÀ.Ï., Ýëåêèíà Å.Í. 225Ëèòåðàòóðà[1℄ EidesM.I., GrothH., ShelyutoV.A. Theory of light hydrogen-like atoms // PhysisReports. � 2001. � V. 342. � P. 62�261.[2℄ FaustovR.N., MartynenkoA.P. Proton polarizability ontribution to hydrogenhyper�ne splitting. � European Physial Journal C. � 2002. � V. 24. � P.281�285;Physis of Atomi Nul. � 2002. � V. 65. � P. 265�270.[3℄ CherednikovaE.V., FaustovR.N., MartynenkoA.P., Proton polarizabilityontribution to the hyper�ne splitting in muoni hydrogen // Nulear Physis A. �2002. � V. 703. � P. 365�377.[4℄ Friar J.L., Sik I. Zemah moments for hydrogen and deuterium // Physis LettersB. � 2005. � V. 579. � P. 285�289.[5℄ Brodsky S.J. et al. Constraints on the proton struture from preision atomi-physismeasurements // Physial Review Letters. � 2005. � V. 94. � P. 022001�022004.[6℄ VolotkaA.V., ShabaevV.M., PlunienG., So�G. Zemah and magneti radius of theproton from the hyper�ne splitting in hydrogen // European Physial Journal D. �2005. � V. 33. � P. 23�27.[7℄ DupaysA. et al., Proton Zemah radius from measurements of the hyper�ne splittingof hydrogen and muoni hydrogen // Physial Review A. � 2003. � V. 68. �P. 052503�052508.[8℄ CarlsonC.E., NazaryanV., Gri�oenK. Proton struture orretions to eletroniand muoni hydrogen hyper�ne splitting // Physial Review A. � 2008. � V. 78. �P. 022517�022526.[9℄ PohlR., Nez F., Antognini A., et al., Nature. � 2010 (to be published)[10℄ Drehsel D., Kamalov S.S., Tiator L. Unitary isobar model �MAID2007 //European Physial Journal A. � 2007. � V. 34. � P. 69�97.



226 Ê âîïðîñó î ìàññàõ �åðìèîíîâ â òåîðèè ïîëÿÓÄÊ 51.72Ê ÂÎÏ�ÎÑÓ Î ÌÀÑÑÀÕ ÔÅ�ÌÈÎÍÎÂ Â ÒÅÎ�ÈÈ ÏÎËßÌàð÷óêÍ.�.1Â Ñòàíäàðòíîé Ìîäåëè ýëåêòðîñëàáûõ âçàèìîäåéñòâèé ìàññû �åðìèîíîâ âîç�íèêàþò â ðåçóëüòàòå þêàâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ �åðìèîíîâ ñ ïîëåì Õèããñà ñïèíà0. Â ðàáîòå îáñóæäàåòñÿ ìîäåëü â êîòîðîé ÷àñòèöû ñïèíà 1/2 îáëàäàþò çàðÿäîìïîðîæäàþùèì íåàáåëåâî êàëèáðîâî÷íîå ïîëå ñïèíà 1 ñî ñïèíîðíîé êàëèáðîâî÷íîéñèììåòðèåé. Ìàññà ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ êîíñòàíòîé âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèöû ñýòèì êàëèáðîâî÷íûì ïîëåì.Â ðàáîòàõ [1�5℄ áûë ïðåäëîæåí è ðàçðàáîòàí íîâûé ïîäõîä ê óðàâíåíèÿì òåîðèèïîëÿ, îñíîâàííûé íà òàê íàçûâàåìûõ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèÿõ òåîðèè ïîëÿ. Â íàñòîÿ�ùåé ðàáîòå óêàçàííûé ïîäõîä ê óðàâíåíèÿì òåîðèè ïîëÿ ðàçâèâàåòñÿ â ñëåäóþùåìíàïðàâëåíèè: ïðåäëîæåíû ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ Äèðàêà�ßíãà�Ìèëëñà îïèñûâàþ�ùèå âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèöû ñïèíà 1/2 îäíîâðåìåííî ñ äâóìÿ ïîëÿìè ßíãà�Ìèëëñà,ïðè÷åì îäíî èç íèõ îáëàäàåò óíèòàðíîé ñèììåòðèåé, à äðóãîå � ñïèíîðíîé ñèììåò�ðèåé.Ëèòåðàòóðà[1℄ Ìàð÷óêÍ.�. Óðàâíåíèÿ òåîðèè ïîëÿ è àëãåáðû Êëè��îðäà � Èæåâñê: �ÕÄ,2009.[2℄ MarhukN.G. Tehnique of Tensors with Values in the Atyah-K�ahler Algebra inthe New Representation of Dira�Yang�Mills Equations / Russian Journ. of Math.Phys. � 2006. � Vol. 13. � No. 3. � P. 299�314.[3℄ MarhukN.G. New Representation of Dira�Yang�Mills Equations // Russian Journ.of Math. Phys. � 2006. � Vol. 13. � No. 4. � P. 397�413.[4℄ MarhukN.G. Model Dira�Maxwell equations with pseudounitary symmetry //Theoretial and Mathematial Physis. � 2008. � No. 157(3). � P. 1723�1732.[5℄ MarhukN.G. A onept of Dira-type tensor equations // Nuovo Cimento � 2002. �V. 117B. � No. 12. � P. 1357�1388.

1Ìàð÷óê Íèêîëàé �óðüåâè÷ (nmarhuk2005�yandex.ru), Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì.Â.À.Ñòåêëîâà �ÀÍ, 119991, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. �óáêèíà, 8.



ÌåëèøåâàÅ.Ï. 227ÓÄÊ 517.95ÇÀÄÀ×À ÄÈ�ÈÕËÅ ÄËß ÍÀ��ÓÆÅÍÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈßÑÌÅØÀÍÍÎ�Î ÒÈÏÀÌåëèøåâàÅ.Ï.1�àññìîòðèì íàãðóæåííîå óðàâíåíèå ñìåøàííîãî òèïà
Lu = sgn y · uxx + uyy − b2sgn y · u (x, y) + C (y)u (x, 0) = 0 (1)â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D = {(x, y) : 0 < x < 1,−α < y < β}, α, β � çàäàííûå ïî�ëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, C (y) = C1 (y) ïðè y ≥ 0, C (y) = C2 (y) ïðè

y ≤ 0, Ci (y), i = 1, 2, � çàäàííûå íåïðåðûâíûå �óíêöèè.Çàäà÷à Äèðèõëå. Íàéòè â îáëàñòè D �óíêöèþ u (x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëå�äóþùèì óñëîâèÿì:
u (x, y) ∈ C1

(
D
)
∩ C2 (D+ ∪D−) ; (2)

Lu (x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−; (3)
u (0, y) = u (1, y) = 0, −α ≤ y ≤ β; (4)

u (x, β) = ϕ (x) , u (x, −α) = ψ (x) , 0 ≤ x ≤ 1, (5)ãäå ϕ (x), ψ (x)� çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè, ïðè ýòîì ϕ (0) = ϕ (1) =
= ψ (0) = ψ (1), D+ = D ∩ {y > 0}, D− = D ∩ {y < 0}.Îòìåòèì, ÷òî êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íàãðóæåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ ÍàõóøåâàÀ.Ì. è åãî ó÷åíèêîâ (ñì [1℄).Â ðàáîòå [2℄ äëÿ íàãðóæåííîãî ïàðàáîëî�ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ïðÿìîóãîëü�íîé îáëàñòè èçó÷åíà íà÷àëüíî�ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé ìåòîäîì ñïåêòðàëüíûõðàçëîæåíèé [3℄ óñòàíîâëåí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è è ñàìîðåøåíèå ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì ñîîòâåòñòâóþùåéîäíîìåðíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.Çàäà÷à (2)�(5) ïðè b = 0 èçó÷åíà â ðàáîòå àâòîðà [4℄. Â äàííîé ðàáîòå ïðè âñåõ
b > 0 óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿçàäà÷è (2)�(5) è ðåøåíèå ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû ðÿäà Ôóðüå.Ïóñòü u (x, y)� ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(5). �àññìîòðèì �óíêöèþ

uk (y) =
√
2

1∫

0

u (x, y) sinπkxdx. (6)Íà îñíîâàíèè (6), ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (1) è îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4),ïîëó÷èì
u′′k (y)− λ2kuk (y) = −C1 (y)uk (0) , y > 0, (7)
u′′k (y) + λ2kuk (y) = −C2 (y)uk (0) , y < 0, (8)ãäå λk =

√
b2 + (πk)

2.1Ìåëèøåâà Åêàòåðèíà Ïåòðîâíà (melisheva86�mail.ru), Ïîâîëæñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñîöè�àëüíî-ãóìàíèòàðíàÿ àêàäåìèÿ, 443090, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àíòîíîâà�Îâñååíêî, 26.



228 Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïàÂ ñèëó óñëîâèé (2) è (5) äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (7) è (8) èìåþò åäèí�ñòâåííûå ðåøåíèÿ
uk (y) =





ψk
C1k (y) shλkβ − C1k (β) shλky

λk∆αβ (k)
+

+ψk
sh [λk (y − β)]

∆αβ (k)
+ ϕk

∆αy (k)

∆αβ (k)
, y > 0,

ψk
∆−yβ (k)

∆αβ (k)
− ϕk

sinλk (α+ y)

∆αβ (k)
−

−ϕk
C2k (y) sinλkα+ C2k (−α) sinλky

λk∆αβ (k)
, y < 0,

(9)
ãäå

C1k (y) =

y∫

0

C1 (t) sh [λk (y − t)]dt, C2k (y) =

0∫

y

C2 (t) sin [λk (t− y)]dt,

∆αy (k) =
sinλkα

λk
[C1k (y)− λk chλky]−

− shλky

λk
[λk cosλkα+ C2k (−α)] , y ≥ 0,

∆−yβ (k) =
sinλky

λk
[λk chλkβ − C1k (β)]−

− shλkβ

λk
[λk cosλky + C2k (y)] , y ≤ 0,

∆αβ (k) =
sinλkα

λk
[C1k (β)− λk chλkβ]−

− shλkβ

λk
[λk cosλkα+ C2k (−α)] 6= 0, k ∈ N.

(10)Ïóñòü u (x, y)�ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è (2)�(5) (ãäå ϕ (x) = ψ (x) ≡ 0) èâûïîëíåíî óñëîâèå (10) ïðè âñåõ k ∈ N . Òîãäà ϕk = ψk ≡ 0 è èç �îðìóë (9) è (6)ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì y ∈ [−α, β]
1∫

0

u (x, y) sinπkxdx = 0, k = 1, 2, ... . (11)Èç ðàâåíñòâ (11) â ñèëó ïîëíîòû ñèñòåìû ñèíóñîâ {√2 sinπkx} â ïðîñòðàíñòâå
L2 [0, 1] ñëåäóåò, ÷òî u (x, y) = 0 ïî÷òè âñþäó íà [0, 1] ïðè ëþáîì y ∈ [−α, β]. Ïî�ñêîëüêó â ñèëó (2) �óíêöèÿ u (x, y) íåïðåðûâíà â D, òî u (x, y) ≡ 0 â D.Òàêèì îáðàçîì, íàìè óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè.Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(5), òî îíî åäèíñòâåííîòîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (10) ïðè âñåõ k ∈ N .�åøåíèå çàäà÷è (2)�(5) ïðè óñëîâèè (10) áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû ðÿäà Ôóðüå

u (x, y) =
√
2

+∞∑

k=1

uk (y) sinπkx, (12)



ÌåëèøåâàÅ.Ï. 229ãäå �óíêöèè uk (y) îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (9), èç êîòîðûõ âèäíî, ÷òî âûðàæå�íèå ∆αβ (k) ÿâëÿåòñÿ çíàìåíàòåëåì. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ (12)äàííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ÷èñåë α, β è �óíêöèé Ci (y) , i =
= 1, 2, òàêèõ, ÷òî ïðè áîëüøèõ k âûðàæåíèå ∆αβ (k) îòäåëåíî îò íóëÿ.Ëåììà 1. Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé: 1) α = p�íàòóðàëüíîå;2) α = p/q, p, q ∈ N , (p, q) = 1, (q, 4) = 1, òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C0, òàêàÿ, ÷òîïðè áîëüøèõ k è ëþáîì �èêñèðîâàííîì β > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|∆αβ(k)| ≥ C0e
πkβ > 0. (13)Ñ ó÷åòîì ëåììû 1 äîêàçàíà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 2. Åñëè ϕ(x) ∈ C3[0, 1], ϕ(0) = ϕ(1) = ϕ′′(0) = ϕ′′(1) = 0 è ψ(x) ∈

C3[0, 1], ψ(0) = ψ(1) = ψ′′(0) = ψ′′(1) = 0, C1 (y) ∈ C [0, β] , C2 (y) ∈∈ C [−α, 0]è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (10) è (13), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è(2)�(5) è îíî îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì (12).Ëèòåðàòóðà[1℄ ÍàõóøåâÀ.Ì. Çàäà÷è ñî ñìåùåíèåì äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. �Ì.: Íàóêà, 2006. � 287 ñ.[2℄ ÑàáèòîâÊ.Á. Íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ ïàðà�áîëî�ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà // Äîêë. ÀÌÀÍ. Íàëü÷èê. � 2009. � Ò. 11. � �1. �Ñ. 66�73.[3℄ ÑàáèòîâÊ.Á. Çàäà÷à Òðèêîìè äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè�÷åñêîãî òèïà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. � 2009. �Ò. 86. � Âûï. 2 � Ñ. 273�279.[4℄ ÌåëèøåâàÅ.Ï. Çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ Ëàâðåíòüåâà�Áè�öàäçå // Âåñòèê Ñàìàðñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà. Åñòåñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ. � (âïå÷àòè).



230 Áåñêîíå÷íîìåðíûå ïóàññîíîâñêèå ïðîöåññû è óðàâíåíèÿ òèïà ÄèðàêàÓÄÊ 517.9ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌÅ�ÍÛÅ ÏÓÀÑÑÎÍÎÂÑÊÈÅ Ï�ÎÖÅÑÑÛÈ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÒÈÏÀ ÄÈ�ÀÊÀÌèíàæäèíîâàË.À.1Ïîñòðîåíû ïðîöåññû òèïà ïóàññîíîâñêèõ â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, òàêèå, ÷òîïåðåõîäíûå ìåðû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â ñåïàðàáåëüíûõ áàíàõîâûõ àëãåáðàõ. �àñ�ïðåäåëåíèÿìè òàêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿþòñÿ ñ÷åòíîàääèòèâíûå ìåðû ñî çíà÷åíèÿìè âòåõ æå àëãåáðàõ (íå îáÿçàòåëüíî êîììóòàòèâíûõ). Ñ ïîìîùüþ òàêèõ ìåð ïîñòðîåíûðåøåíèÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé òèïà Äèðàêà (ñ íåêîììóòèðóþùèìè êîý��èöè�åíòàìè). ×àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ êëàññè÷å�ñêîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà (ñ ìàòðè÷íûìè êîý��èöèåíòàìè), ïîëó÷åííîå â [1�3℄.Ëèòåðàòóðà[1℄ ShamarovN.N. Matrix-Valued Cylindrial Measures of Markov Type and theirFourier Transforms // Russian Journal of Mathematial Physis. � 2003. � V. 10. �No. 3. � P. 1�16.[2℄ ØàìàðîâÍ.Í. Ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ïî ñ÷åòíî-àääèòèâíîé ìåðå, ïðåäñòàâ�ëÿþùèé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà // Òðóäû Ìîñêîâñêîãî Ìàòåìàòè÷åñêîãîÎáùåñòâà. � 2005 � Ò. 66. � Ñ. 263�276.[3℄ ØàìàðîâÍ.Í. Ìåðà Ïóàññîíà�Ìàñëîâà è �îðìóëû Ôåéíìàíà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ�íåíèÿ Äèðàêà // Ôóíäàìåíòàëüíàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà. � 2006. � Ò. 12. �Âûï. 6. � C. 193�211.

1Ìèíàæäèíîâà Ëèëèÿ Àíÿñîâíà (lilli05�mail.ru), Ìîñêîâñêèé àðõèòåêòóðíûé èíñòèòóò,107031, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. �îæäåñòâåíêà, 11.



ÌèðñàáóðîâÌ., �óçèåâÌ.Õ. 231ÓÄÊ 517.956.6Î �ÀÇ�ÅØÈÌÎÑÒÈ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈßÑÌÅØÀÍÍÎ�Î ÒÈÏÀ Ñ ÑÈÍ�ÓËß�ÍÛÌ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÌÂ ÍÅÎ��ÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈÌèðñàáóðîâÌ.1, �óçèåâÌ.Õ.2�àññìîòðèì óðàâíåíèå
(sign y) |y|m uxx + uyy +

β0
y
uy = 0 (1)â îáëàñòè D = D+ ∪ D− ∪ I ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z = x + iy, ãäå

D+ �ïîëóïëîñêîñòü y > 0, D− �êîíå÷íàÿ îáëàñòü ïîëóïëîñêîñòè y < 0, îãðàíè�÷åííàÿ õàðàêòåðèñòèêàìè AC è BC óðàâíåíèÿ (1), âûõîäÿùèìè èç òî÷åê A(−1, 0),
B(1, 0), è îòðåçêîì AB ïðÿìîé y = 0, I � èíòåðâàë 0 < x < 1 ïðÿìîé y = 0. Â(1) m, β0 �íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì m > 0,
−m/2 < β0 < 1.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: I1 = {(x, y) : −∞ < x ≤ 1, y = 0}, I2 = {(x, y) : 1 ≤ x < ∞,
y = 0}, C0(C1)�òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèêè AC(BC) ñ õàðàêòåðèñòèêîé,èñõîäÿùåé èç òî÷êè E(c, 0), ãäå c ∈ I � ïðîèçâîëüíîå �èêñèðîâàííîå ÷èñëî.�àññìîòðèì äè��åîìîð�èçì p(x) ∈ C1[−1, c], ïåðåâîäÿùèé îòðåçîê [−1, c] â
[c, 1], ïðè÷åì p′(x) < 0, p(−1) = 1, p(c) = c. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîé �óíêöèèïðèâåäåì ëèíåéíóþ �óíêöèþ p(x) = δ − kx, ãäå k = (1− c)/(1 + c), δ = 2c/(1 + c).Çàäà÷à. Òðåáóåòñÿ íàéòè â îáëàñòè D �óíêöèþ u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëå�äóþùèì óñëîâèÿì:1) u(x, y) ∈ C(D̄), ãäå D̄ = D ∪ I1 ∪ AC ∪BC ∪ I2 ;2) u(x, y) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C2(D+) è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) âýòîé îáëàñòè;3) u(x, y) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì êëàññà R1 [1℄ â îáëàñòè D−\(EC0∪
∪EC1);4) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà lim

R→∞
u(x, y) = 0, y ≥ 0, R2 = x2 +

4

(m+ 2)
2 y

m+2;5) u(x, y) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì
u(x, y)|y=0 = τi(x), ∀x ∈ Ii, i = 1, 2,

u[θ0(x)] + µu[θ1(p(x))] = ψ(x), −1 ≤ x ≤ c,
u(p(x), 0) = ρu(x, 0) + f(x), −1 ≤ x ≤ c (2)è óñëîâèþ ñîïðÿæåíèÿ
lim

y→+0
yβ0uy = lim

y→−0
(−y)β0uy, x ∈ I\{c},ïðè÷åì ýòè ïðåäåëû ïðè x = ±1, x = c ìîãóò èìåòü îñîáåííîñòè ïîðÿäêà íèæå

1− 2β, ãäå β = (m+2β0)/2(m+2), θ0(x0) è θ1(x0)� ñîîòâåòñòâåííî à��èêñû òî÷åê1ÌèðñàáóðîâÌ. (mruziev�mail.ru), Òåðìåçñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, �åñïóáëèêà Óç�áåêèñòàí, ã. Òåðìåç.2�óçèåâÌ.Õ. (mruziev�mail.ru), Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è èí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ÀÍ�Óç., �åñïóáëèêà Óçáåêèñòàí, ã. Òàøêåíò.



232 Î ðàçðåøèìîñòè îäíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà . . .ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê AC è BC ñ õàðàêòåðèñòèêàìè, èñõîäÿùèìè èç òî÷êè
(x0, 0), x0 ∈ I:

θ0(x0) =
x0 − 1

2
− i
[
(m+ 2)(1 + x0)

4

]2/(m+2)

,

θ1(x0) =
1 + x0

2
− i
[
(m+ 2)(1− x0)

4

]
2/(m+2)

,

ψ(x), f(x)� çàäàííûå �óíêöèè, ïðè÷åì ψ(x), f(x) ∈ C[−1, c]∩C1,α(−1, c) , ψ(−1) =
= 0 , f(−1) = 0, f(c) = 0, µ = const > 0, 0 < ρ < 1. Ôóíêöèè τi(x) â îêðåñòíîñòèòî÷åê x = −1, x = 1 ïðåäñòàâèìû â âèäå τi(x) = (1 − x2)τ̃i(x) è óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèþ �åëüäåðà íà ëþáûõ îòðåçêàõ [−N,−1], [1, N ], N > 1, è äëÿ äîñòàòî÷íîáîëüøèõ |x|�íåðàâåíñòâó |τi(x)| ≤M |x|−δ, δ, M = const > 0. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå(2) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óñëîâèÿ Ôðàíêëÿ [2�4℄.Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿÒåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 0 < ρ < 1, µ > 0, p(x) = δ−kx. Òîãäà çàäà÷àîäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ýêñòðåìóìà.Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä èíòåãðàëü�íûõ óðàâíåíèé. Èññëåäóåìàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ïîýòàïíî ñâîäèòñÿ êðåøåíèþ ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÿäðîì Êîøè è èíòåãðàëüíîãîóðàâíåíèÿ Âèíåðà�Õîï�à, à òàêæå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãîðîäà. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [5℄ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè èññëåäîâàíà êðàåâàÿ çàäà�÷à ñ íåëîêàëüíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà õàðàêòåðèñòèêå äëÿ óðàâíåíèÿ (1), ïðè
β0 = −(m/2).Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ êîððåêòíîñòü çàäà÷è, ãäå ÷àñòè C0C è C1C ñî�îòâåòñòâåííî õàðàêòåðèñòèê AC è BC îñâîáîæäåíû îò êðàåâûõ óñëîâèé è ýòî íåäî�ñòàþùåå íåëîêàëüíîå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî çàìåíåíî àíàëîãîì óñëîâèÿ Ôðàíêëÿ.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÑìèðíîâÌ.Ì. Óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà. � Ì., 1985. � 304 ñ.[2℄ ÔðàíêëüÔ.È. Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. � 1956. � Ò. 20. � �2. �Ñ. 196�202.[3℄ ÄåâèíãòàëüÞ.Â. Èçâåñòèÿ Âóçîâ, ìàòåìàòèêà. � 1958. � 2(3). � C. 39�51.[4℄ Ëèíü Öçÿíü-áèí. Âåñòíèê Ë�Ó. Ñåð. ìàòåì., ìåõ. è àñòðîí. � 1961. � 3(13). �Ñ. 28�39.[5℄ ÑàëàõèòäèíîâÌ.Ñ., ÌèðñàáóðîâÌ. Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. � 2009. � 85:11. �Ñ. 748�761.



ÌèòðîõèíÑ.È. 233ÓÄÊ 517.927ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î ÎÏÅ�ÀÒÎ�À ØÅÑÒÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀÑ ÑÓÌÌÈ�ÓÅÌÛÌ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÌ Ñ �ÀÇ�ÛÂÍÎÉÂÅÑÎÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÅÉÌèòðîõèíÑ.È.1�àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð øåñòîãî ïîðÿäêà ñ ñóììèðóåìûì ïî�òåíöèàëîì ñ ðàçðûâíîé âåñîâîé �óíêöèåé, çàäàííûé äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíå�íèÿìè
y61(x) + q1(x)y1(x) = λa6y1(x), 0 ≤ x ≤ x1, a > 0, (1)
y62(x) + q2(x)y2(x) = λb6y2(x), x1 ≤ x ≤ π, b > 0, (2)è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñëåäóþùåãî âèäà:
y
(m1)
1 (0) = y

(m2)
1 = . . . = y

(m5)
1 = y

(n1)
2 (π) = 0, (3)ãäå m1 > m2 > . . . > m5, m1,m2, . . . ,m5, n1 ∈ {0, 1, 2, . . . , 5}, ãäå λ� ñïåêòðàëüíûéïàðàìåòð, �óíêöèÿ q(x) íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì.Âñåãî â (3) âîçìîæíû 36 ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ìû ñ÷èòàåì,÷òî y(0)(x) = y(x).Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîòåíöèàë q(x) ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìîé �óíêöèåé íàîòðåçêå [0, π]:

q(x) ∈ L1[0, π] ⇔
d

dx




x∫

0

q(t)dt


 = q(x) ï. â. íà [0, π]. (4)Äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû âèäà (1)�(2) ñ óñëîâèåì (3) íà÷àëè èçó÷àòüñÿíåäàâíî. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ðàáîòà ([1℄) äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âòîðîãîïîðÿäêà ïîÿâèëàñü â 2000-ì ãîäó. Â íåé äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷åíà àñèìïòî�òèêà ëþáîãî ïîðÿäêà äëÿ ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è àñèìïòîòèêàñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëþáîãî ïîðÿäêà. Â ðàáîòå [2℄ ìåòîäîì, îòëè÷íûì îò ìåòî�äà ðàáîòû [1℄, èçó÷àëñÿ äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â ñëó÷àå

m1 = n1 = 2, m2 = n2 = 0. Â ìîíîãðà�èè [3℄ ìåòîä ðàáîòû [2℄ îáîáùåí íà äè���åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð 2n-ãî ïîðÿäêà (n = 2, 3, 4, . . .), íà �óíêöèîíàëüíî-äè���åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, è íà äè��åðåíöèàëüíûåîïåðàòîðû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ðàçðûâíîé âåñîâîé �óíêöèåé.Ïóñòü λ = s6, s = 6
√
λ�íåêîòîðàÿ �èêñèðîâàííàÿ âåòâü êîðíÿ, âûáðàííàÿ óñëî�âèåì 6

√
1 = +1. Ïóñòü wk �êîðíè øåñòîé ñòåïåíè èç åäèíèöû, òî åñòü w6

k = 1, wk =

= 6
√
1 = e

2πi(k−1)
6 = zk−1, z = e

2πi
6 , k = 1, 2, . . . , 6. ×èñëà wk íàõîäÿòñÿ íà åäèíè÷íîéîêðóæíîñòè è äåëÿò åå íà øåñòü ðàâíûõ ÷àñòåé, ïðè÷åì w1 = 1.Â ðàáîòå [2℄ íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.1Ìèòðîõèí Ñåðãåé Èâàíîâè÷ (mitrokhin-sergey�yandex.ru), Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè�âåðñèòåò, 119192, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, 1.



234 Àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà . . .Òåîðåìà 1. Îáùåå ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1)�(2) èìååò âèä
y
(m)
1 (x, s) =

6∑

k=1

C1ky
(m)
1k (x, s), y

(m)
2 (x, s) =

6∑

k=1

C2ky
(m)
2k (x, s), m = 0, 1, . . . , 5, (5)ãäå C1k �ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, y1k(x, s), y2k(x, s)�ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðå�øåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1)�(2), ïðè÷åì ïðè |s| → ∞ ñïðàâåäëèâû ñëå�äóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ:

y
(m)
1k (x, s) = (as)m

(
wm

k e
awksx − 1

6a5s5
Am

15k(x, s) +O
(eIm (|s|x)

s10

))
, k = 1, 2, . . . , 6;

y
(m)
2k (x, s) = (bs)m

(
wm

k e
bwksx − 1

6b5s5
Am

25k(x, s) +O
(eIm (|s|x)

s10

))
, k = 1, 2, . . . , 6;

Am
15k(x) =

6∑

n=1

wm
n

w5
n

eawnsx

x∫

0

q1(t)e
a(wk−wn)stdtq1kn, m = 0, 1, 2, . . . , 5;

Am
25k(x) =

6∑

n=1

wm
n

w5
n

ebwnsx

x∫

x1

q2(t)e
b(wk−wn)stdtq2kn, m = 0, 1, 2, . . . , 5. (6)Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå �îðìóëû:

y
(m)
1k (0, s) = (as)m; y

(m)
2k (x1, s) = (bs)m · wm

k · ebwksx1 ;

k = 1, 2, . . . , 6; m = 0, 1, 2, . . . , 5.Èäåþ ðàçëîæåíèÿ âèäà (6) ìû èçëîæèëè â ãëàâå 5 ìîíîãðà�èè [3℄.Òåîðåìà 2. Àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3) â ñåêòîðåîòðåçêà AB èíäèêàòîðíîé äèàãðàììû (A(1; 0), B(1/2;
√
3/2)) èìååò âèä

sk,6 =
2πiK1

M(w1 − w2)
+

2πid5k
M(w1 − w2)K5

1

+O
( 1

K10
1

)
,

K1 = k +
M0 +N

6
, M0 =

5∑

n=1

mn, N = n1, k = 1, 2, . . . ,

d5k,6=−
M6

384π6

[( 1

a5

x1∫

0

q1(t)dtq1,11 +
1

b5

π∫

x1

q2(t)
)
− 2
( 1

a5

( x1∫

0

. . .
)
2
+

1

b5

( π∫

x1

. . .
)
3

)]
,

( x1∫

0

. . .
)
2
=

x1∫

0

q1(t) sin
(2aπ
M
·K1t+

π(1− 2M0)

6

)
dt,

( π∫

x1

. . .
)
3
=

π∫

x1

q2(t) sin
(2πK1

M
· (bt+ (a− b)x1) +

π(1− 2M0)

6

)
dt.



ÌèòðîõèíÑ.È. 235Ëèòåðàòóðà[1℄ Âèíîêóðîâ Â.À., Ñàäîâíè÷èé Â.À. Àñèìïòîòèêà ëþáîãî ïîðÿäêà ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé êðàåâîé çàäà÷èØòóðìà�Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêåñ ñóììèðóåìûì ïîòåíöèàëîì // Èçâåñòèÿ �ÀÍ. Ñåðèÿ: ìàòåì. � 2000. � Ò. 64,�4. � Ñ. 47�108.[2℄ Ìèòðîõèí Ñ.È. Àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðà�òîðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ñóììèðóåìûìè êîý��èöèåíòàìè // Âåñòíèê Ìîñê.óí-òà. Ñåð. 1, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà. � 2009. � �3. � Ñ. 14�17.[3℄ Ìèòðîõèí Ñ.È. Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ îïåðàòîðîâ: ãëàäêèå, ðàçðûâíûå, ñóììè�ðóåìûå êîý��èöèåíòû. � Ì.: ÈÍÒÓÈÒ, 2009. � 364 ñ.



236 Ôóíêöèîíàëüíàÿ ìåõàíèêà: ýâîëþöèÿ ìîìåíòîâ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ . . .ÓÄÊ 519.999ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ: ÝÂÎËÞÖÈß ÌÎÌÅÍÒÎÂÔÓÍÊÖÈÈ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈß È ÒÅÎ�ÅÌÀ Î ÂÎÇÂ�ÀÙÅÍÈÈÌèõàéëîâÀ.È.1Ïðîáëåìà íåîáðàòèìîñòè, ò.å. âîïðîñ ñïîñîáå ðåäóêöèè íåîáðàòèìûõ ïî âðåìå�íè óðàâíåíèé ìàêðîñêîïè÷åñêîé äèíàìèêè (óðàâíåíèé ïåðåíîñà è äð.) ê �óíäàìåí�òàëüíûì ìèêðîñêîïè÷åñêèì óðàâíåíèÿì (óðàâíåíèÿì �àìèëüòîíà è Øðåäèíãåðà)ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå ãëóáîêèõ ïðîáëåì îñíîâàíèé �èçè÷åñêîé òåîðèè. Ñ òåõïîð êàê áûëè ñ�îðìóëèðîâàíû ïàðàäîêñû Ëîøìèäòà è Ïóàíêàðå�Öåðìåëî óñòàíàâ�ëèâàþùèå ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó êàðòèíîé ðåëàêñàöèè ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ðàâ�íîâåñèþ è îñíîâîïîëàãàþùèìè ñâîéñòâàìè ìåõàíè÷åñêîãî äâèæåíèÿ � â ÷àñòíîñòèñëåäñòâèåì òåîðåìû Ïóàíêàðå î âîçâðàùåíèè ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâà�íèÿ ýíòðîïèè êàê �óíêöèè êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé íàòðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû� ñòàëî ÿñíî, ÷òî ðåäóêöèîíèçì â óçêîì ñìûñëå, ò.å. âûâîäìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé òîëüêî èç îñíîâàíèé ìåõàíèêè ñêîðåå âñåãî íåâîçìî�æåí, äà è ìåòîäîëîãè÷åñêè íåïðèåìëèì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,èñòèííîñòü êàê óðàâíå�íèé ìåõàíèêè, òàê è óðàâíåíèé �èçè÷åñêîé êèíåòèêè äåëàåò íåîáõîäèìûì ïîñòðîå�íèå ïðîöåäóðû âûâîäà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé èç íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõïðåñêðèïöèé, ïðè÷åì â ðàìêàõ ýòèõ ïðåñêðèïöèé âûâîä äîëæåí áûòü îäíîçíà÷åí,à ñàìè ïðåñêðèïöèè íå çàâèñèìû îò êîíêðåòíîãî âèäà ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû. Êíàñòîÿùåìó ìîìåíòó áûë ïðåäëîæåí ðÿä ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû íåîáðàòè�ìîñòè, è òåì íå ìåíåå îíà âñå åùå îñòàåòñÿ íå ðåøåííîé. Áîëüøèíñòâî ñîâðåìåí�íûõ ïîäõîäîâ ðàññìàòðèâàþò ñâîéñòâà ìàêðîñêîïè÷åñêîé äèíàìèêè êàê àòðèáóòû�àçîâîãî ïîòîêà ìåõàíè÷åñêîé êàê öåëîãî, à íå îäíîé èçîëèðîâàííîé òðàåêòîðèè,ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àÿñü â ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäîëîãè÷åñîãî ïðèíöèïà.Íàèáîëåå èçâåñòíûì ïîäõîäîì òàêîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Áîãîëþáîâà [1℄, çà�êëþ÷àþùåéñÿ â ïîñòðîåíèè öåïî÷êè óðàâíåíèé Áîãîëþáîâà�Áîðíà��ðèíà�Êèðê�âóäà�Èâîíà ïóòåì óñðåäíåíèÿ ìíîãî÷àñòè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Äðóãîé îðè�ãèíàëüíûé ìåòîä ðàçâèò Ïðèãîæèíûì [2℄. Ýòîò ìåòîä òàêæå èñõîäèò èç óðàâíåíèÿËèóâèëëÿ, îäíàêî ïðåäëàãàåò ñîâñåì èíóþ åãî èíòåðïðåòàöèþ, îñíîâàííóþ íà àíà�ëîãèè ìåæäó óðàâíåíèÿìè Ëèóâèëëÿ è Øðåäèíãåðà. Ñêîáêà Ïóàññîíà ñ �óíêöè�åé �àìèëüòîíà (îïåðàòîð Ëèóâèëëÿ) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê àíàëîã ãàìèëüòîíèàíà,äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé��óíêöèé ðàñïðåäåëåíèé, à â ðîëè ìàê�ðîñêîïè÷åñêèõ âåëè÷èí (ïðåæäå âñåãî òåìïåðàòóðû è ýíòðîïèè) âûñòóïàþò îïåðà�òîðû íå êîììóòèðóþùèå ñ îïåðàòîðîì Ëèóâèëëÿ. Íåäàâíî ïðåäëîæåí åùå îäèíñïîñîá èíòåðïðåòàöèè óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ êàê �óíäàìåíòàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìåõà�íèêè ��óíêöèîíàëüíàÿ ìåõàíèêà [3℄, òàêæå ðàññìàòðèâàþùàÿ â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèÿñèñòåìû �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, íî ñîñòîÿíèå íå ìàêðîñêîïè÷åñêîé, à ìèêðîñêî�ïè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïîñêîëüêó �óíêöèîíàëüíàÿ ìåõàíèêà ìîäè�èöèðóåò óðàâíåíèÿêëàññè÷åñêîé ìèêðîñêîïè÷åñêîé äèíàìèêè, íåîáõîäèìî ðàçîáðàòüñÿ ê êàêèì íàáëþ�äàåìûì ïîñëåäâèåì ïðèâîäèò ïîäîáíàÿ ìîäè�èêàöèÿ. Äàííûé äîêëàä, íàäåþñü,ïîçâîëèò ïðîëèòü ñâåò íà ýòîò âîïðîñ.1Ìèõàéëîâ Àíäðåé Èãîðåâè÷ (mikhailov1984�gmail.ru), Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì.Â.À.Ñòåêëîâà �ÀÍ, 119991, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. �óáêèíà, 8.



ÌèõàéëîâÀ.È. 237Óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ (1) îïðåäåëÿåò äèíàìèêó ñèñòåìû â �óíêöèîíàëüíîé �îð�ìóëèðîâêå êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.
∂tρ+ ∂i(ρv

i) = 0. (1)�åøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
ρ(t) = ρ0(u(−t, x)) ãäå ρ0 � íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, à u(−t, x)�ïîòîê âåêòîðíîãîïîëÿ. �àçëàãàÿ ýêñïîíåíòó âåêòîðíîãî ïîëÿ â ðÿä Òåéëîðà ïî êîîðäèíàòå è óñðåäíÿÿïî íà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ìîæíî âû÷èñëèòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿ�íèÿ êàê �óíêöèè ìîìåíòîâ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Mα ãäå α�ìóëüòèèíäåêñ, à
uα = ∂αu/α! ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäÿíàÿ ïîðÿäêà α,ñ ñîîòâåòñòâóþùèì âåñîì.

〈u(t, x)〉 =
∑

α

Mαuα. (2)Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò çàäà÷à ïðîñëåäèòü ýâîëþöèþ öåíòðèðîâàííûõìîìåíòîâ âñåõ ïîðÿäêîâ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåé�ëîðà è ïåðåñòàâëÿÿ óìíîæåíèå è ñóììèðîâàíèå ìû ìîæåì ïîñòðîèòü àëãîðèòì (3)äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòà ðàñïðåäåëåíèÿ ëþáîãî ïîðÿäêà, åñëè çàäàíû íà÷àëüíûåìîìåíòû.
Mα(t)=

∑

δk;
δk6δk+1∀k

∑

β6α


u

α−β
γ




∑ïåðåñòàíîâêè |β|∏

k = 1;
δk6δk+1∀k

uikδk








M

(α−β)γ

|β|∏

k = 1;
δk6δk+1∀k

M δk


 . (3)Çàìåòèì, åñëè ðàñïðåäåëåíèå èìååò âèä ρ(x) =

1

εD
φ
(x
ε

), òî äëÿ åãî ìîìåíòîâñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû Mα ∼ ε|α|, ïîýòîìó èñïîëü�çóÿ (3) â ÷èñëåííûõ ðàññ÷åòàõ ìû ìîæåì óäåðæèâàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâðÿäà, ñîõðàíÿÿ ïðèåìëèìóþ òî÷íîñòü ïðè èñëåäîâàíèè äèíàìèêó ñðåäíèõ çíà÷åíèéêàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ íà âðåìåíàõ ñðàâíèìûõ ñ ïåðèîäîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ïðåäåëà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. [4℄) ïðèâîäèò ê òîìó÷òî âñÿêàÿ òðàåêòîðèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåíûõ çàêàí÷èâàåòñÿâ çíà÷åíèÿõ êîîðäèíàò ñðåäíèõ ïî ïðåäåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, à çíà÷èò íà áåñêî�íå÷íî áîëüøèõ âðåìåíàõ, êîãäà íóæíî ó÷èòûâàòü âñå ÷ëåíû ðÿäà, �îðìóëà (3) íåóäîáíà, ïîñêîëüêó íå ïîçâîëÿåò âûäåëèòü àñèìïòîòèêó. Ñîõðàíåíèå �àçîâîãî îáúå�ìà è �èíèòíîñòü äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè òåîðåìû Ïóàíêàðå î âîçâðàùåíèè,îäíàêî �óíêöèîíàëüíàÿ ìåõàíèêàê ïðåäñêàçûâàåò âîçíèêíîâåíèå îòêëîíåíèé (4)òðàåêòîðèé óñðåäíåííûõ îò íà÷àëüíîé òî÷êè çà ïåðèîä
〈 D∑

i=1

(ui(t, x)− ui(0, x))2
〉
=

∑

α, β
16|α|,|β|

Mα+β
D∑

i=1

(uiαu
i
β). (4)Óêàçàííûé ý��åêò âîçíèêàåò â ñèëó çàâèñèìîñòè ïåðèîäà îò íà÷àëüíîé òî÷êè2 �äè��åðåíöèðóÿ óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè u(T (x), x) = u(0, x) ïî êîîðäèíàòå, ìû ïî�ëó÷àåì íåïåðèîäè÷íîñòè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ uα(T (x), x) 6= uα(0, x), ïðè ýòîì ãëî�áàëüíàÿ ïåðèîäè÷íîñòü â �óíêöèîíàëüíîé ìåõàíèêå ñîõðàíÿåòñÿ.2Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ íà îäíîé îðáèòå, ïåðèîä îäèíàêîâ.



238 Ôóíêöèîíàëüíàÿ ìåõàíèêà: ýâîëþöèÿ ìîìåíòîâ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ . . .�àçðóøåíèå ïåðèîäè÷íîñòè â �óíêöèîíàëüíîé ìåõàíèêå ïðèâîäèò ê íåñîõðàíå�íèþ íà òðàåêòîðèÿõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé êîîðäèíàò èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ êëàññè÷å�ñêîé ñèñòåìû
I(〈u(t, x)〉)− I(u(t, x))=

∑

β

∑

δk;
δk6δk+1∀k







∑ïåðåñòàíîâêè |β|∏

k = 1;
δk6δk+1∀k

uikδk




|β|∏

k = 1;
δk6δk+1∀k

M δkIβ


. (5)Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò ïàðàäîêñ� â �óíêöèîíàëüíîé ìåõàíèêå ñðåäíèå çíà÷å�íèÿ èíâàðèàíòîâ äâèæåíèÿ, íàïðèìåð ýíåðãèè ñîõðàíÿþòñÿ, íî êàê �óíêöèè ñðåä�íèõ çíà÷åíèé êîîðäèíàò èíâàðèàíòû,è â ÷àñòíîñòè ãàìèëüòîíèàí óáûâàþò, ñëåäîâà�òåëüíî ïðåäñêàçàíèå äèíàìèêè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, êàêèå âåëè÷èíû èçìå�ðÿþòñÿ� èçìåðåíèå èíâàðèàíòîâ ïîçâîëÿåò ãîðàçäî òî÷íåå ïðåäñêàçàòü ñîñòîÿíèåêëàññè÷åñêîé ñèñòåìû â ïîñëåäóþùèé ìîìåíòû âðåìåíè.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÁîãîëþáîâÍ.Í. Ïðîáëåìû äèíàìè÷åñêîé òåîðèè â ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå. � Ì.,Ë.: Î�ÈÇ. �îñòåõèçäàò, 1946.[2℄ ÏðèãîæèíÈ. Îò ñóùåñòâóþùåãî ê âîçíèêàþùåìó: âðåìÿ è ñëîæíîñòü â �èçè÷å�ñêèõ íàóêàõ. Ïåð. ñ àíãë. /Ïîä ðåä., ñ ïðåäèñë. è ïîñëåñë. Þ.Êëèìîíòîâè÷à. �Èçä. 2-å, äîï. � Ì.: Åäèòîðèàë Ó�ÑÑ, 2002. � 288 ñ.[3℄ Volovih I.V. Time Irreversibility Problem and Funtional Formulation of ClassialMehanis. � arXiv:0907.2445v1 [ond-mat.stat-meh℄[4℄ ÊîçëîâÂ.Â. Òåïëîâîå ðàâíîâåñèå ïî �èááñó è Ïóàíêàðå. � Ìîñêâà, Èæåâñê: Èí�ñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, 2002. � 320 ñ.



Ìèõàéëîâà Å.Â., ÀâðÿñêèíàÌ.Ñ. 239ÓÄÊ 51-7, 519.2, 519.6�ÅÊÓ��ÅÍÒÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈß ÊÓÌÓËßÒÈÂÍÛÕÔÓÍÊÖÈÉ �ÈÑÊÀÌèõàéëîâàÅ.Â., ÀâðÿñêèíàÌ.Ñ.1Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû àíàëèçà ðåêóððåíòíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿêóìóëÿòèâíûõ �óíêöèé óáûòêîâ äëÿ ïðåäïðèÿòèÿ.Îñóùåñòâëåíèå ïðåäïðèíèìàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè íåðàçðûâíî ñâÿçàíî ñ çàêëþ�÷åíèåì äîãîâîðîâ. Ïîä îáÿçàòåëüñòâîì ñîãëàñíî �Ê �Ô (ñò. 307 �Ê �Ô) ïîíèìàåòñÿîáÿçàííîñòü îäíîãî ëèöà (äîëæíèêà) ñîâåðøèòü îïðåäåëåííîå äåéñòâèå â ïîëüçóäðóãîãî ëèöà (êðåäèòîðà), ëèáî âîçäåðæàòüñÿ îò íåãî. Îáÿçàòåëüñòâà âîçíèêàþò èçäîãîâîðà, âñëåäñòâèå ïðè÷èíåíèÿ âðåäà è èíûõ îñíîâàíèé, ïðåäóñìîòðåííûõ �Ê �Ô.Îáÿçàòåëüñòâà äîëæíû èñïîëíÿòüñÿ íàäëåæàùèì îáðàçîì è â ñðîê â ñîîòâåòñòâèèñ óñëîâèÿìè äîãîâîðà.�àññìîòðèì ïîðò�åëü èç N äîãîâîðîâ ïðåäïðèÿòèÿ ñ ðàçëè÷íûìè êîíòðàãåíòà�ìè.Ïóñòü Xn �äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ xn ñ âå�ðîÿòíîñòÿìè qn è îïèñûâàþùàÿ ðàçìåð óáûòêà ïðåäïðèÿòèÿ ïî n-ìó (n = 1, N)äîãîâîðó.Ñòðóêòóðèðóåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó èñêà Xn êàê ïîêàçàíî â [1℄. Òîãäà, âåëè�÷èíó Xn, �àêòè÷åñêè îïèñûâàþùóþ èíäèâèäóàëüíûé èñê ìîæíî çàïèñàòü â âèäåïðîèçâåäåíèÿ:
Xn = In · Yn,ãäå In � èíäèêàòîð, ïîêàçûâàþùèé �àêò íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ, ñâÿçàííîãî ñ ïîëó�÷åíèåì óùåðáà ïî äîãîâîðó ñ n-ì êîíòðàãåíòîì (In = 0, åñëè îáÿçàòåëüñòâà ïî äî�ãîâîðó èñïîëíåíû ïîëíîñòüþ, In = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå); Yn �îïèñûâàåò ðàçìåðóùåðáà â ñëó÷àå, êîãäà In = 1.Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû In ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî òàê:

P (In = 0) = P (Xn = 0) = p0,

P (In = 1) = 1− P (X = 0) = 1− p0 = q0.�àñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Yn � ýòî óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå èñêà Xn,ïðè óñëîâèè, ÷òî Xn > 0:
P (Yn = xn) = P (Xn = xn|Xn > 0) =

P (Xn = xn)

P (Xn > 0)
=

pi
1− p0

, i = 1, . . . n.Íîðìèðóåì çíà÷åíèÿ âîçìîæíûõ óùåðáîâ. Ïóñòü xn = ln · B, ãäå B � ïîðÿäîêóáûòêîâ, ln �íîðìèðîâàííîå çíà÷åíèå xn.Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íîðìèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ln öåëî÷èñëåííû. Òîãäà î÷å�âèäíî, ÷òî ln áóäóò ïðèíèìàòü îãðàíè÷åííîå ÷èñëî çíà÷åíèé, íàïðèìåð J .Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå äîãîâîðà ðàçáèòû íà J ãðóïï.1Ìèõàéëîâà Åëåíà Âëàäèìèðîâíà (milena82�yandex.ru), Àâðÿñêèíà Ìàðãàðèòà Àëåêñååâíà(entobez�bk.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäå�ìèêà Ïàâëîâà, 1.



240 �åêóððåíòíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ êóìóëÿòèâíûõ �óíêöèé ðèñêàÊðîìå òîãî, ïî ðàçëè÷íûì äîãîâîðàì íåèñïîëíåíèå îáÿçàòåëüñòâ íàñòóïàåò ñðàçëè÷íîé âåðîÿòíîñòüþ. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå àíàëèçà êîíòðàãåíòîâ ïîëó÷åíî I ðàç�ëè÷íûõ âåðîÿòíîñòåé qi (i = 1, I) íàðóøåíèÿ èñïîëíåíèÿ îáÿçàòåëüñòâ.Òîãäà ìîæíî ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâà äîãîâîðîâNij , ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûìâåðîÿòíîñòÿì qi è äèñêðåòèçèðîâàííûì çíà÷åíèÿì óùåðáà lj (i = 1, . . . n).Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òàáëèöó, â êàæäîé ÿ÷åéêå êîòîðîé ðàñïîëîæåíû âåëè÷è�íû Nij .Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êóìóëÿòèâíûé ðàçìåð óùåðáà ïðåäïðèÿòèÿ.�åêóððåíòíûé ìåòîä de Pril [2, 3℄ îñíîâàí íà ìîäåëè èíäèâèäóàëüíûõ ðèñêîâ.Äëÿ ðàñ÷åòà èñïîëüçóåòñÿ �îðìóëà:
p(s) =

1

s

min(s,J)∑

j

[ sj ]∑

l=0

A(l − 1, j)p(s− j · l),ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì
p(0) = p0 =

I∏

i=1

(1− qi)
∑J

j Nij .Òîãäà êóìóëÿòèâíàÿ �óíêöèÿ óáûòêîâ ïðèìåò âèä:
R(s) = p(s ≤ S) =

Smax∑

s=0

p(k).�åêóððåíòíûé ìåòîä Panjer [4℄ îñíîâàí íà ìîäåëè êîëëåêòèâíûõ ðèñêîâ. Äëÿðàñ÷åòà èñïîëüçóåòñÿ �îðìóëà:
PS(s) =

min(s,J)∑

j=1

p(j) · PS(s− j) ·
(
a+

b · j
s

)
, íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì

PS(0) = HS(0) = π(0) = P (ν = 0),ïðè óñëîâèè
π(k) =

(
a+

b

k

)
· π(k − 1),ãäå a, b�íåêîòîðûå êîíñòàíòû, îïðåäåëÿåìûå ïðîöåññîì ïîñòóïëåíèÿ èñêîâ.Êóìóëÿòèâíàÿ �óíêöèÿ óáûòêîâ, ïîëó÷åííàÿ ïî ìåòîäó Panjer èìååò âèä:

R(s) = p(s ≤ S) =
Smax∑

s=0

PS(s).Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ðåêóððåíòíûõ ìåòîäîâ de Pril è Panjerïîëó÷åíû ãðà�èêè êóìóëÿòèâíûõ �óíêöèé è �óíêöèé ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿäëÿ 35 ïîðò�åëåé. Ïðîàíàëèçèðîâàíà ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðàïîð�åëÿ è ðàññìàòðèâàåìûõ â íèõ âåðîÿòíîñòåé.
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242Ïðèìåíåíèå äîâåðèòåëüíîé òåîðèè Áþëüìàíà�Øòðàóáà äëÿ àíàëèçà ðåíòàáåëüíîñòèÓÄÊ 519.2 Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ ÄÎÂÅ�ÈÒÅËÜÍÎÉ ÒÅÎ�ÈÈÁÞËÜÌÀÍÀ�ØÒ�ÀÓÁÀ ÄËß ÀÍÀËÈÇÀ �ÅÍÒÀÁÅËÜÍÎÑÒÈÌèõàéëîâàÅ.Â., ÍèêèøîâÂ.Í.1Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äîâåðèòåëüíîé ìîäåëè Áþëü�ìàíà�Øòðàóáà äëÿ àíàëèçà ðåíòàáåëüíîñòè.�åíòàáåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì ïîêàçàòåëåì, îòðàæàþùèì êîíå÷íûå �è�íàíñîâûå ðåçóëüòàòû äåÿòåëüíîñòè ïðåäïðèÿòèÿ. Ïðîáëåìà ïðîãíîçèðîâàíèÿ êîý���èöèåíòà ðåíòàáåëüíîñòè íà ñëåäóþùèé ïåðèîä àêòóàëüíà, ò.ê. íà îñíîâå ïîëó÷åí�íûõ çíà÷åíèé ïðåäïðèÿòèå ìîæåò ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ îá îáúåìàõ è âèäàõ âåäåíèÿõîçÿéñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè â ñëåäóþùåì ïåðèîäå.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîý��èöèåíòà ðåíòàáåëüíîñòè íà ñëåäóþùèé ïåðèîä ìîæíî èñ�ïîëüçîâàòü ïîäõîäû, èñïîëüçóåìûå â ñòðàõîâàíèè è ïîäðîáíî îïèñàííûå â [1℄. Òîãäàðåíòàáåëüíîñòü ïðåäïðèÿòèÿ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ êàê âçâåøåííîå ñðåäíåå çíà÷åíèéðåíòàáåëüíîñòè, îïðåäåëåííûõ íà îñíîâå îïèñàííûõ âûøå ïîäõîäîâ.�àññìîòðèì ïðîèçâîäñòâåííóþ äåÿòåëüíîñòü ïðåäïðèÿòèÿ çà ðÿä ëåò. Äëÿ ýòî�ãî ââåäåì äâå ìàòðèöû: ïðèáûëè D è çàòðàò S. Ïî ñòðîêàì ìàòðèö ðàñïîëîæåíûäàííûå î ïàðòèÿõ òîâàðîâ (ðàáîò, óñëóã), ðàñïðåäåëåííûå ïî ãîäàì.Ïóñòü ñòðîêè i = 1, I �êîëè÷åñòâî ãðóïï (íîìåíêëàòóð) òîâàðîâ, à ñòîëáöû
j = 1, J � êîëè÷åñòâî ëåò íàáëþäåíèé.Â îáùåì ñëó÷àå â êàæäîé ãðóïïå íàõîäèòñÿ Nij äîãîâîðîâ. Ïðîíóìåðóåì äîãî�âîðà â ãðóïïå ïî k = 1, . . . , Nij .Äîïóñòèì, ÷òî âåëè÷èíû Dijk ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè ñî ñðåäíèì E(Dijk) = µ èäèñïåðñèåé V ar(Dijk) = σ2.Íà îñíîâå äàííûõ î ïðèáûëè è çàòðàòàõ äëÿ ïðåäïðèÿòèÿ ìîæíî ðàññ÷èòàòüìàòðèöó X , ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû ðåíòàáåëüíîñòè Xij =
= Dij/Sij îòäåëüíîé ãðóïïû òîâàðîâ i â ãîä íàáëþäåíèÿ j.Íà îñíîâå èñõîäíûõ äàííûõ ðàññ÷èòàåì âåëè÷èíû, ñ÷èòàÿ, ÷òî èíäåêñîì �+�îáîçíà÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèå:

Si+ =

J∑

j=1

Sij , S+j =

I∑

i=1

Sij , S++ =

I∑

i=1

J∑

j=1

Sij ,

Di+ =
J∑

j=1

Dij , D+j =
I∑

i=1

Dij , D++ =
I∑

i=1

J∑

j=1

Dij ,

Xi+ =
1

Si+

J∑

j=1

XijSij , X+j =
1

S+j

I∑

i=1

XijSij , X++ =
1

S++

I∑

i=1

J∑

j=1

XijSij .Ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèÿ ðåíòàáåëüíîñòè îòäåëüíîé ãðóïïû äîãîâîðîâ îïðå�äåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè:
E(Xij) = m, V ar(Xij) =

s2

Sij
,1Ìèõàéëîâà Åëåíà Âëàäèìèðîâíà (milena82�yandex.ru), Íèêèøîâ Âèêòîð Íèêîëàåâè÷(TSh-sea05�yandex.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 443011, �îññèÿ, ã.Ñàìàðà, óë.Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



Ìèõàéëîâà Å.Â., ÍèêèøîâÂ.Í. 243ãäå m = µ/d� ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ñðåäíåå çíà÷åíèå íà åäèíèöó ðàñõîäîâ,
s2 = σ2/d�ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé äèñïåðñèþ íà åäèíèöó ðàñõîäîâ.Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíû Xij íåçàâèñèìû è èìåþò íîðìàëü�íîå ðàñïðåäåëåíèå N (m, s2

Sij

). Ïðè ýòîì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ m â ãðóïïàõ ìîãóò ðàç�ëè÷àòüñÿ, à äèñïåðñèè îäèíàêîâû è ðàâíû s2

Sij
.Ïðîâåðêà ãèïîòåç îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå êðèòåðèåâ Ñòüþäåíòà, Ôèøåðà èëèäèñïåðñèîííîãî àíàëèçà [2�5℄.Ñîãëàñíî ìîäåëè Áþëüìàíà�Øòðàóáà âåëè÷èíû Xij ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

Xij = m+Ωi +Ωij ,ãäå Ωi è Ωij �íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì èäèñïåðñèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè âûðàæåíèÿìè:
E(Ωi) = E(Ωij) = 0, V ar(Ωi) = a, V ar(Ωij) =

s2

Sij
.Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå ìîäåëè ïîäîáíîãî ðîäà îïðàâäàíî, åñëè ãèïîòåçà î ðà�âåíñòâå ñðåäíèõ ãðóïï îòâåðãàåòñÿ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîðò�åëü ïðåäïðèíèìàòåëü�ñêèõ äîãîâîðîâ ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîðîäíûì è ðåíòàáåëüíîñòü ïî âñåì âèäàì äåÿòåëü�íîñòè áóäåò îäèíàêîâà).Ñòðóêòóðíûå ïàðàìåòðû ìîäåëè çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

ŝ2 =

I∑

i=1

J∑

j=1

(Xij −Xi+)
2Sij , a =

W − V
K

,ãäå
W =

1

IJ − 1

I∑

i=1

J∑

j=1

Sij

S++
(Xij −X++)

2,

V =
1

I(J − 1)

I∑

i=1

J∑

j=1

Sij

S++
(Xij −Xi+)

2,

K =
1

IJ − 1



1−

I∑

i=1

S2
i+

S2
++



.Íà îñíîâå ïîñòðîåííîé ìîäåëè ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ïðîãíîçíûõçíà÷åíèé ðåíòàáåëüíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîðîäíîé è íåîäíîðîäíîé ñõåì.Îäíîðîäíàÿ ñõåìà:

Zk = Xk+γk +
1− γk
γ

I∑

i=1

γiXi+,ãäå
γk =

aSk+

aSk+ + s2
.



244Ïðèìåíåíèå äîâåðèòåëüíîé òåîðèè Áþëüìàíà�Øòðàóáà äëÿ àíàëèçà ðåíòàáåëüíîñòèÍåîäíîðîäíàÿ ñõåìà:
Zk = m(1− γk) + γkXi+ = X++(1− γk) + γkXi+.Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå ïîñòðîåííîé ìîäåëè Áþëüìàíà�Øòðàóáà ïîëó÷åíûïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ ðåíòàáåëüíîñòè è ïðîâåäåí àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.Ëèòåðàòóðà[1℄ Êààñ�.È.,�óâåðòñÆ., ÄýíýÆ., ÄåòóíÌ. Ñîâðåìåííàÿ àêòóàðíàÿ òåîðèÿ ðèñêà:ïåðåâ. ñ àíãë. � Ì.: ßíóñ-Ê, 2007. � 376 ñ.[2℄ ÊîáçàðüÀ.È. Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà. Äëÿ èíæåíåðîâ è íàó÷�íûõ ðàáîòíèêîâ. � Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2006. � 816 ñ.[3℄ Êðàìåð�. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ñòàòèñòèêè. � Ì.: Ìèð, 1975.[4℄ ÊðåìåðÍ.Ø. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà: Ó÷åáíèê äëÿâóçîâ. 2-å èçä., ïåðåðàá. è äîï. � Ì.: ÞÍÈÒÈ-ÄÀÍÀ, 2004. � 573 ñ.[5℄ ÀéâàçÿíÑ.À., ÌõèòàðÿíÂ.Ñ. Ïðèêëàäíàÿ ñòàòèñòèêà è îñíîâû ýêîíîìåòðèêè. �Ì.: ÞÍÈÒÈ, 1998. � 993 ñ.



Ìîë÷àòñêèéË.Ñ., ÏàíêîâÂ.Ä. 245ÓÄÊ 530.1 ÍÅÉÒ�ÎÍ-ÀÍÒÈÍÅÉÒ�ÎÍÍÛÅ ÎÑÖÈËËßÖÈÈÂ ÑÎËÍÅ×ÍÛÕ ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÈÕ ËÓ×ÀÕÌîë÷àòñêèéË.Ñ.1, Ïàíêîâ Â.Ä.2Îäíèì èç äàâíèõ çàãàäî÷íûõ âîïðîñîâ �èçèêè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿâîïðîñ î ñîõðàíåíèè áàðèîííîãî çàðÿäà. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîâðåìåííûõ �èçè÷åñêèõòåîðèé ýòà âåëè÷èíà íå äîëæíà áûòü ñòðîãî ñîõðàíÿþùåéñÿ, òàê êàê îíà íå ñâÿçàíàñ êàêîé-ëèáî êàëèáðîâî÷íîé ñèììåòðèåé. Îäíàêî ýêñïåðèìåíòû ïî ïîèñêó ïðîöåññîâñ íàðóøåíèåì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ áàðèîííîãî çàðÿäà ïîêà íå ïðèâåëè ê ïîëîæèòåëü�íîìó ðåçóëüòàòó. Ýòè ïîèñêè îãðàíè÷åíû äâóìÿ òèïàìè ýêñïåðèìåíòîâ: ïîèñêàìèðàñïàäà ïðîòîíà è íåéòðîí-àíòèíåéòðîííûõ îñöèëëÿöèé â ïîòîêàõ õîëîäíûõ íåé�òðîíîâ, èäóùèõ îò ÿäåðíîãî ðåàêòîðà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøèå íàäåæäû âîçëà�ãàþòñÿ íà îïûòû ñ óëüòðàõîëîäíûìè íåéòðîíàìè â ëîâóøêàõ [1, 2℄.Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîèñêà n − ñ îñöèëëÿöèé â ñîëíå÷�íûõ êîñìè÷åñêèõ ëó÷àõ (ÑÊË). Ñîãëàñíî àñòðî�èçè÷åñêèì äàííûì [3℄ ïðè õðîìî�ñ�åðíûõ âñïûøêàõ íà Ñîëíöå â êîñìè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî âûáðàñûâàþòñÿ ìîùíûåïîòîêè ïðîòîíîâ, ÿäåð ãåëèÿ è äðóãèõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ñ ýíåðãèÿìè, äîñòè�ãàþùèìè çíà÷åíèé ïîðÿäêà 10GeV . Ïîñêîëüêó óäåëüíàÿ ýíåðãèÿ ñâÿçè íóêëîíîâ âàòîìíûõ ÿäðàõ ïîðÿäêà 8MeV/nucleon, â ïîòîêàõ ñ ýíåðãèåé E ≥ 10MeV ïðèñóò�ñòâóþò íåéòðîíû. Åñëè áàðèîííûé çàðÿä íå ñîõðàíÿåòñÿ è â ïðèðîäå ñóùåñòâóþòíåéòðîí-àíòèíåéòðîííûå îñöèëëÿöèè, òî â ïîòîêàõ, èäóùèõ îò Ñîëíöà, äîëæíûèìåòü ìåñòî ïåðåõîäû
n→ ñ→ p̃+ e+ + νe. (1)Ïðèâëåêàòåëüíîñòü ýêñïåðèìåíòîâ ñ ÑÊË â ñðàâíåíèè ñ ýêñïåðèìåíòàìè íà ïîâåðõ�íîñòè Çåìëè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.Ïðè íåñîõðàíåíèè áàðèîííîãî çàðÿäà çàðÿäîâûå ñîñòîÿíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ñòàöè�îíàðíûìè. Ñâÿçü ìåæäó çàðÿäîâûìè è ñòàöèîíàðíûìè ñîñòîÿíèÿìè äàåòñÿ óãëîìñìåøèâàíèÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
sin 2θ =

2δ

E2 − E1
, (2)ãäå δ �ïàðàìåòð ñìåøèâàíèÿ ñîñòîÿíèé, E1 è E2 � ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè ñòàöèî�íàðíûõ ñîñòîÿíèé íåéòðîí-àíòèíåéòðîííîé ñèñòåìû. Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà�

w(n→ ñ) ∝ sin2 2θ. (3)Ïîñêîëüêó ìàãíèòíûå ìîìåíòû íåéòðîíà è àíòèíåéòðîíà ïðîòèâîïîëîæíû ïîçíàêó, â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ âçàèìîäåéñòâèå ñèñòåìû ñ ïîëåìâíîñèò äîìèíèðóþùèé âêëàä â ðàñùåïëåíèå óðîâíåé, ðàâíûé |E2 − E1| = 2 |µ|B,ãäå B �èíäóêöèÿ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, èç �îðìóë (2) è (3)ñëåäóåò, ÷òî èíòåíñèâíîñòè ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññîâ (1) íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè è â ÑÊËñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
I(Earth)/I(cosmic− ray) ≈ (Bcr/BE)

2. (4)1Ìîë÷àòñêèé Ëåâ Ñîëîìîíîâè÷ (levmolhatsky�mail.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãî�ãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, 443099, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Ì. �îðüêîãî, 65/67.2Ïàíêîâ Âëàäèìèð Äìèòðèåâè÷, Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò 443011, �îññèÿ,ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



246 Íåéòðîí-àíòèíåéòðîííûå îñöèëëÿöèè â ñîëíå÷íûõ êîñìè÷åñêèõ ëó÷àõÒàê êàê èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ó ïîâåðõíîñòè Çåìëè B ≈ 0.5G, à â ñðåäå êîñ�ìè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ �Bcr ≈ 5× 10−5G [ 3 ℄ , èç �îðìóëû (4) ñëåäóåò, ÷òî �àêòîðïîäàâëåíèÿ îñöèëëÿöèé â çåìíûõ óñëîâèÿõ â ñðàâíåíèè ñ óñëîâèÿìè â (ÑÊË) ðàâåí
I(Earth)/I(cosmic− ray) ≈ 10−8.Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíòîì â ïîëüçó ý��åêòèâíîñòè ýêñïåðèìåíòîâ ñ ÑÊË.Âû÷èñëåíèÿ, âûïîëíåííûå â ðàáîòå, ïîêàçûâàþò, ÷òî ñðåäè àíòèíóêëîíîâ â îêðåñò�íîñòè Çåìëè äîëæíû äîìèíèðîâàòü àíòèïðîòîíû, âîçíèêàþùèå â ðåçóëüòàòå öåïî÷�êè ïåðåõîäîâ (1). Â îáùåì íóêëîííîì ïîòîêå ÑÊË â îêðåñòíîñòè Çåìëè ñëåäóåòîæèäàòü, ÷òî Ip̃/Itotal ≈ 10−16 − 10−17.Ëèòåðàòóðà[1℄ KerbikovB.O., KudryavtsevA.E., LenskyV.A. Neutron-antineutron osillations in atrap revisited // ÆÝÒÔ. � 2004. � Ò. 125. � Â. 3. Ñ. 476�485.[2℄ IgnatovihV. On n − ñ osillation of ultraold neutrons // Phys. Rev. D. � 2003. �V. 67. � 016004(8).[3℄ Ñþíÿåâ�.À. è äð. Ôèçèêà êîñìîñà. Ýíöèêëîïåäèÿ. � Ì., 1986.



ÎáðóáîâÊ.Ñ., ÆóðàâëåâÂ.Ì. 247ÓÄÊ 530.1 531.011 577.21ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ-ÀË�ÅÁ�ÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÈÊÎÓËÀ�ÕÎÏÔÀ È ÈÍÒÅ��È�ÓÅÌÛÅ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛÎáðóáîâ Ê.Ñ., ÆóðàâëåâÂ.Ì.1Â äîêëàäå èçëàãàåòñÿ ïåðå�îðìóëèðîâêà ìåòîäà îáîáùåííûõ ïîäñòàíîâîê Êî�óëà�Õîï�à [1�3℄ íà ñëó÷àé íåëèíåéíûõ äèñêðåòíûõ êîíå÷íîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõñèñòåì. Ìåòîä îñíîâûâàåòñÿ íà âîçìîæíîñòè ïåðåíåñòè îáùèé ïðèíöèï âû÷èñëå�íèÿ ëèíåàðèçóåìûõ ìåòîäîì îáîáùåííûõ ïîäñòàíîâîê Êîóëà�Õîï�à óðàâíåíèé â÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî êîîðäèíàòåçàìåíåíà íà äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íà ìàòðè÷íîé àëãåáðå. Òàêèì îïåðàòîðîìÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûé êîììóòàòîð:
DxF̂ = [x̂, F̂ ]ñî ñòàíäàðòíûì ïðàâèëîì Ëåéáíèöà. Çäåñü x̂� íåêîòîðûé âûäåëåííûé ýëåìåíò ìàò�ðè÷íîé àëãåáðû. Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè â ñòàíäàðòíîì ìåòîäå Êîóëà�Õîï�à ñî�õðàíÿåòñÿ è â íîâîì ïîäõîäå. Â ðåçóëüòàòå óäàåòñÿ ñòðîèòü ðåøåíèÿ áîëüøîãî ÷èñ�ëà íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå ñèñòåì òèïà Âîëüòåððà�Ëîòêèè ñèñòåì òèïà ãèïåðöèêë. Â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ êîíêðåòíûå ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿèíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé è ïîñòðîåíèÿ èõ òî÷íûõ ðåøåíèé.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì., ÍèêèòèíÀ.Â. Íîâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ íåëèíåéíûõ ýâîëþöè�îííûõ óðàâíåíèé, ëèíåàðèçóåìûõ ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâîê òèïà Êîóëà�Õîï�à //Íåëèíåéíûé ìèð. � 2007. � Ò. 5. � �9. � C. 603�611.[2℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì.Ìåòîä îáîáùåííûõ ïîäñòàíîâîêÊîóëà�Õîï�à è íîâûå ïðèìåðûëèíåàðèçóåìûõ íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé // ÒÌÔ. � 2009. � Ò. 158. ��1. � Ñ. 58�71.[3℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì., ÆóðàâëåâÀ.Â., ÊîðíèëîâÄ.À., ÍèêèòèíÀ.Â., ÑàìîéëîâÂ.Â.Ìåòîä îáîáùåííûõ ïîäñòàíîâîê Êîóëà�Õîï�à â òåîðèè íåëèíåéíûõ äèñêðåò�íûõ ñèñòåì // Cá. Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. � Óëüÿíîâñê: Óë�ÒÓ,2009. � Ñ. 89�103.[4℄ ÝéãåíÌ., ØóñòåðÏ. �èïåðöèêë. Ïðèíöèïû ñàìîîðãàíèçàöèè ìàêðîìîëåêóë. Ïå�ðåâîä ñ àíãëèéñêîãî. � Ì.: Ìèð, 1982. � 270 .

1Îáðóáîâ Êîíñòàíòèí Ñåðãååâè÷ (zhvitorm�gmail.om), Æóðàâëåâ Âèêòîð Ìèõàéëîâè÷(zhvitorm�gmail.om), Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 432001, �îññèÿ, ã. Óëüÿíîâñê,óë. Ë.Òîëñòîãî, 42.



248 Î äâóõ ñïåöèàëüíûõ �óíêöèÿõ . . .ÓÄÊ 517.968.22: 517.58Î ÄÂÓÕ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈßÕ, ÎÁÎÁÙÀÞÙÈÕÔÓÍÊÖÈÞ ÒÈÏÀ ÌÈÒÒÀ�-ËÅÔÔËÅ�À,ÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ È Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÈÎãîðîäíèêîâ Å.Í.1Îáîçíà÷èì
Eρ (z; ν, µ) = Γ

(
µ
ν

) ∞∑

n=0

n∏

k=0

Γ

(
kρ+ ν
kρ+ µ

)
zn, (1)

Eρ (z;µ) = Γ (µ)

∞∑

n=0

n∏

k=0

Γ

(
kρ+ 1
kρ+ µ

)
zn

n!
, (2)ñóììû ðÿäîâ, ãäå Γ (µ) � ãàììà-�óíêöèÿ Ýéëåðà, Γ( µ

ν

)
=

Γ (µ)

Γ (ν)
; z, µ, ν ∈ C,

Reρ > 0; ν, kρ+ ν /∈ Z−
0 .Ïåðâàÿ èç �óíêöèé Eρ (z; ν, µ) ïðèìûêàåò ê õîðîøî èçâåñòíîé îáîáùåííîé �óíê�öèè Ìèòòàã�Ëå��ëåðà, ââåäåííîé ÊèëáàñîìÀ.À. è ÑàéãîÌ. â ðàáîòå [1℄ êàê ñóììàðÿäà

Eα,m,l (z) ≡
∞∑

n=0

cnz
nñ êîý��èöèåíòàìè

c0 = 1 è cn =

n−1∏

k=0

Γ

[
α (km+ l) + 1

α (km+ l + 1) + 1

]
(n ∈ N) ,ãäå α, l ∈ C, Reα > 0, m > 0, α (km+ 1) /∈ Z− (k ∈ N0). Ñâîéñòâà ýòîé ñïåöèàëü�íîé �óíêöèè èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [2, 3℄. Îïðåäåëåíèå è íåêîòîðûå îñíîâíûå �àêòûìîæíî íàéòè â ìîíîãðà�èè [4℄.Âòîðàÿ èç ââåäåííûõ âûøå �óíêöèé âîçíèêëà â ðàáîòå àâòîðà [5℄ â ïðîöåññåðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ óðàâíåíèÿ äðîáíîé äè���óçèè, çàïèñàííîãî â òåðìèíàõ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êîáåðà�Ýðäåéè, ïðè ïîïûòêåðàñïðîñòðàíèòü �óíêöèþ Eρ (z; ν, µ) íà ñëó÷àé ν = 0. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
ν→0
Eρ (z; ν, µ) = Γ (µ)

∞∑

n=0

n∏

k=0

Γ

(
kρ+ 1
kρ+ µ

)
(
z

ρ

)n

n!
= Eρ

(
z

ρ
;µ

)
.Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, �óíêöèè âèäà (1) è (2) âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè íà�÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííû�ìè êîý��èöèåíòàìè. Îäíèì èç ìåòîäîâ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè ýòèõðåøåíèé è ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èäåÿ ðåäóêöèè äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ�íåíèÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ âîëüòåððîâñêîãî òèïà [4℄. Ïî�ýòîìó îñíîâíîå âíèìàíèå â äîêëàäå îòâîäèòñÿ çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ÿâíûõ ðåøåíèéèíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ ñïåöèàëüíîãî âèäà

ϕ (x) − λxβIα0xxηϕ (x) = kxσ−1, (3)1Îãîðîäíèêîâ Åâãåíèé Íèêîëàåâè÷ (eugen.ogo�gmail.om), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè�÷åñêèé óíèâåðñèòåò, 443100, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Ìîëîäîãâàðäåéñêàÿ, 244.



ÎãîðîäíèêîâÅ.Í. 249ãäå Iα0xf ≡ (Iα0+f) (x) � ëåâîñòîðîííèé èíòåãðàë �èìàíà�Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α.Â ÷àñòíîñòè, ïðè α + β 6= σ (σ > 0) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) çàïèñûâàåòñÿ ñ ïî�ìîùüþ �óíêöèè (1), â êîòîðîé ρ = α + β + η, µ = σ − β, ν = σ − α − β, è èìååòâèä
ϕ (x) = kxσ−1Eρ (λxρ; ν, µ) .Â ñëó÷àå α+ β = σ åãî ðåøåíèå ïðèíèìàåò âèä
ϕ (x) = kxσ−1Eσ

(
xσ

σ
;α

)
.Êðîìå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ η = 0 èëè β = 0, ðàññìîòðåíû îñîáûå ñëó÷àè, êîãäà óðàâ�íåíèå (3) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì òðåòüåãî ðîäà. Íàéäåíî ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâ�íåíèÿ (3) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ â âèäå îáîáùåííîãî ñòåïåííîãî ðÿäà f (x) = ∞∑

n=0
cn(x

σ)
n.Äëÿ �óíêöèé (1) è (2) ïðèâîäÿòñÿ �îðìóëû äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è äè��å�ðåíöèðîâàíèÿ. Óêàçàíà ñâÿçü ñ èçâåñòíûìè �óíêöèÿìè.Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ çàäà÷è òèïà Êîøè äëÿ äðîáíîãî äè���åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Dα
0xy − λxβy = 0 (0 < x ≤ b;α > 0;λ ∈ R) ,

(
Dα−k

0x y
)
(0+) = bk (bk ∈ R; k = 1, 2 . . . n;n = − [−α])â òåðìèíàõ �óíêöèé (1), (2) è àíàëîãè÷íûå çàäà÷è äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå�íèé ñ ïðîèçâîäíîé Êîáåðà�Ýðäåéè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ôåäåðàëüíîãî àãåíòñòâà ïî îáðàçîâàíèþ (ïðî�åêò �ÍÏ 2.1.1/3397), �ÔÔÈ (ïðîåêò �07-01-00478-à).Ëèòåðàòóðà[1℄ KilbasA.A., SaigoM. On solution of integral equation of Abel�Volterra type // Di�.Integr. Equat. � No. 8. � 1995. � P. 993�1011.[2℄ Goren�oR., KilbasA.A., Rogosin S.V. On the generalized Mittag-Le�er typefuntion // Integral Transform. Spe. Fund. � 1998. � 7(3�4). � P. 215�224.[3℄ �îðåí�ëî�., ÊèëáàñÀ.À., �îãîçèíÑ.Â. Î ñâîéñòâàõ îáîáùåííîé �óíêöèè Ìèò�òàã-Ëå��ëåðà // Äîêëàäû ÍÀÍ Áåëàðóñè. � 1998. � Ò. 42. � �5. � Ñ. 34�39.[4℄ KilbasA.A., SrivastavaH.M., Trujillo J.J. Theory and Appliations of FrationalDi�erential Equations // Amsterdam: Elsevier, 2006. � 523 pp.[5℄ ÎãîðîäíèêîâÅ.Í. Íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îäíîãî ìîäåëüíîãî ïàðàáî�ëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé // Â ñá.: Ìàò. ìîäåëèðîâàíèå èêðàåâûå çàäà÷è: Òð. ×åòâåðòîé Âñåðîññèéñêîé íàó÷í. êîí�. ñ ìåæäóíàð. ó÷à�ñòèåì. ×. 3. � Ñàìàðà: Ñàì�ÒÓ, 2007. � Ñ. 147�152.



250 Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé . . .ÓÄÊ 517.95: 517.968.72ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ È �ÅØÅÍÈÅ ÍÀ×ÀËÜÍÎ-Ê�ÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×ÄËß ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ÂÎËÍÎÂÛÌÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÌ È ÌËÀÄØÈÌÈ Ä�ÎÁÍÛÌÈÏ�ÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ �ÈÌÀÍÀ�ËÈÓÂÈËËßÎãîðîäíèêîâ Å.Í., ßøàãèíÍ.Ñ.1Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó âðåìåíè íàêîïëåíî äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðå�çóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ïîñòàíîâêå è ìåòîäàì ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ, íà÷àëüíî-êðà�åâûõ, íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìèäðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè �èìàíà�Ëèóâèëëÿ èëè Êàïóòî [1℄. Îñíîâíîå âíèìàíèåàâòîðîâ, ÷àùå âñåãî, ñîñðåäîòî÷åíî íà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ äðîáíîãî ïî�ðÿäêà: óðàâíåíèÿõ äðîáíîé äè��óçèè, äè��óçèîííî-âîëíîâûõ óðàâíåíèÿõ, óðàâíå�íèÿõ ñ îïåðàòîðàìè äðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî âñåì ïåðåìåííûì. Óðàâíåíèÿñ ìëàäøèìè äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè èçó÷åíû, êàê íàì êàæåòñÿ, íåäîñòàòî÷íî. Ïî�äîáíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ èíòåðåñíû óæå òåì, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû,äëÿ íèõ îêàçûâàþòñÿ êîððåêòíûìè êëàññè÷åñêèå ïîñòàíîâêè íà÷àëüíûõ è íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷, ñ äðóãîé ñòîðîíû, èõ ðåøåíèÿ íàäåëåíû ñâîéñòâàìè, ïðèñóùèìèíåêîòîðûì íåëèíåéíûì îáúåêòàì è èõ ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì.Ëåâîñòîðîííèé ÷àñòíûé èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð �èìàíà�Ëèóâèë-ëÿ ïîðÿäêà α(α ∈ R) ïî ïåðåìåííîé t (t ∈ [a, b]) ìû îáîçíà÷àåì Iαat è åãî äåéñòâèå íà�óíêöèþ, íàïðèìåð, äâóõ ïåðåìåííûõ u = u (x, t) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè:
Iαat = D−α

at u ≡




1

Γ (α)

t∫

a

u (x, τ ) dτ

(t− τ )1−α (α > 0) ,

(
∂

∂t

)n

In+α
at u ≡

(
∂

∂t

)n

D
−(n+α)
at u (α ≤ 0) ,

(1)ãäå n = [−α]+1, Γ (α) � ãàììà-�óíêöèÿ Ýéëåðà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì (1)ïðè α ≥ 0 ñèìâîë Dα
atu îçíà÷àåò ÷àñòíóþ äðîáíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî t ïîðÿäêà α è

Dα
atu =

(
∂

∂x

)n

In−α
at u.Â äîêëàäå ðàññìîòðåíî ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ âîë�íîâûì îïåðàòîðîì

utt +
n∑

k=1

akD
αk
0t ut +

m∑

s=1

bsD
βs

0t u = a2uxx, (2)ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ak, bs è äåéñòâèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè αk, βs(ak, bs ∈ R, αk, βs ∈ (0, 1), k = 1, 2 . . . n, s = 1, 2 . . .m) îòíîñèòåëüíî èñêîìîé �óíêöèè
u = u (x, t) â îáëàñòè Ω = {(x, t) : 0 < x < l, t > 0}.Çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) u (x, t) ∈ C

(
Ω̄
)
∩

∩C2 (Ω), óäîâëåòâîðÿþùåå îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
u (0, t) = u (l, t) = 0 (t ≥ 0) (3)1Îãîðîäíèêîâ Åâãåíèé Íèêîëàåâè÷ (eugen.ogo�gmail.om), ßøàãèí Íèêîëàé Ñåðãååâè÷(nik-yashagin�yandex.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, 443100, �îññèÿ,ã. Ñàìàðà, óë. Ìîëîäîãâàðäåéñêàÿ, 244.



ÎãîðîäíèêîâÅ.Í., ßøàãèíÍ.Ñ. 251è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
u (x, 0) = τ (x) , ut (x, 0) = ν (x) (0 ≤ x ≤ l) . (4)Èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêèé ìåòîä Ôóðüå, ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(4) èùåì â âèäå

u (x, t) = X (x) T (t) .Êàê è â ñëó÷àå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî X (x) ïðèõîäèì ê çàäà÷åØòóðìà�Ëèóâèëëÿ è îïðåäåëÿåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn =
(nπ
l

)2 è ñîáñòâåí�íûå �óíêöèè Xn (x) = sin
πn

l
x ýòîé çàäà÷è (n ∈ N ). Äëÿ �óíêöèè T (t) ïîëó÷èììíîæåñòâî äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

T ′′
n +

n∑

k=1

akD
αk
0t T

′
n +

m∑

s=1

bsD
βs

0t Tn + λna
2Tn = 0, (5)ãäå Tn (t) = Tn (t, λn) (n ∈ N).Îáîñíîâàíèþ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâ�íåíèé âèäà (5) ïîñâÿùåíà ðàáîòà àâòîðîâ [2℄.Ïóñòü çàäàíû çíà÷åíèÿ

Tn (0) = An, T
′
n (0) = Bn. (6)Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (5)�(6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Tn (t) = Anfn (t) +Bngn (t) , (7)ãäå fn (t), gn (t) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5), îáëàäàþùåãîñâîéñòâàìè: fn (0) = 1, gn (0) = 0 è f ′
n (0) = 0, g′n (0) = 1.Ñ÷èòàÿ òåïåðü An, Bn â (7) ïðîèçâîëüíûìè äåéñòâèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè, ìîæ�íî çàïèñàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2), óäîâëåòâîðÿþùåãî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (3), ââèäå

u (x, t)=
∞∑

n=1

un (x, t)=
∞∑

n=1

Xn (x)Tn (t)=
∞∑

n=1

[Anfn (t) +Bngn (t)] sin
nπ

l
x. (8)Ïîä÷èíÿÿ (8) íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (4), â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî �óíêöèè τ (x) è

ν (x) äîïóñêàþò ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì sin
nπ

l
x, íàõî�äèì ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è

u (x, t) =
2

l

l∫

0

∞∑

n=1

[τ (ξ) fn (t) + ν (ξ) gn (t)] sin
nπ

l
ξ sin

nπ

l
xdξ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ôåäåðàëüíîãî àãåíòñòâà ïî îáðàçîâàíèþ (ïðî�åêò �ÍÏ 2.1.1/3397), �ÔÔÈ (ïðîåêò �07-01-00478-à).



252 Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé . . .Ëèòåðàòóðà[1℄ KilbasA.A., SrivastavaH.M., Trujillo J.J. Theory and Appliations of FrationalDi�erential Equations. � Amsterdam: Elsevier, 2006. � 523 pp.[2℄ ÎãîðîäíèêîâÅ.Í., ßøàãèíÍ.Ñ. Ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü è ñòðóêòóðà ðå�øåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîãî êëàññà îáûêíîâåííûõ ëèíåéíûõ äè��åðåíöè�àëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè �èìàíà�Ëèóâèëëÿ / Â ñá.: Ìàò.ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è: Òð. Ñåäüìîé Âñåðîññèéñêîé íàó÷í. êîí�. ñìåæäóíàð. ó÷àñòèåì. ×. 3. � Ñàìàðà: Ñàì�ÒÓ, 2010. � Ñ. 225�232.



ÎãîðîäíèêîâÅ.Í., �àä÷åíêîÂ.Ï., ßøàãèíÍ.Ñ. 253ÓÄÊ 539.376:517.968.72�ÅÎËÎ�È×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÂßÇÊÎ-ÓÏ�Ó�Î�Î ÒÅËÀÑ ÏÀÌßÒÜÞ È ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÄ�ÎÁÍÛÕ ÎÑÖÈËËßÒÎ�ÎÂÎãîðîäíèêîâ Å.Í., �àä÷åíêî Â.Ï., ßøàãèíÍ.Ñ.1Â ìîíîãðà�èè [1℄ ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ìîäåëè âÿçêî-óïðóãîãî òå�ëà ñ ïàìÿòüþ (íàñëåäñòâåííî-óïðóãîãî òåëà) îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè äðîáíîãîäè��åðåíöèðîâàíèÿ (â òîì, èëè èíîì ñìûñëå åãî îïðåäåëåíèÿ), â ÷àñòíîñòè, óðàâ�íåíèå
σ +

n∑

k=1

bkD
βk

0t σ = E0ε+

m∑

k=1

EkD
αk
0t ε, (1)ãäå σ = σ (t) è ε = ε (t) � íàïðÿæåíèå è äå�îðìàöèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t; bk, E0, Ek �çàäàííûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû; Dα

0tϕ ≡
(
Dα

0+ϕ
)
(t) � ëåâîñòîðîííÿÿ äðîáíàÿ ïðî�èçâîäíàÿ �èìàíà�Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α.�åîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü (1) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñòàíäàðòíîé ìîäåëè âÿçêî-óïðó�ãîãî òåëà [2℄, ñîâïàäàÿ ñ ïîñëåäíåé ïðè αk, βk ∈ N, è â îáùåì ñëó÷àå ñîäåðæèò ðàç�ëè÷íûå íàáîðû ìåæäóïðåäåëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêîâ αk, βk ∈ [k, k + 1), k ∈ N.Êîíêðåòèçèðóÿ çàâèñèìîñòü (1), ìîæíî çàïèñàòü ðàâåíñòâî

n∑

k=0

s∑

i=0

bkiD
k+βki

0t σ =
m∑

k=0

r∑

j=0

akjD
k+αkj

0t ε, (2)ãäå b00 = 1, a00 = E0; αkj = {αk} (j = 1, 2 . . . r), βki = {βk} (i = 1, 2 . . . s) � äðîáíûå÷àñòè ÷èñåë αk, βk, ïðè÷åì αk0 = βk0 = 0, ïðè ëþáûõ k.Èçó÷åíèå è èñïîëüçîâàíèå ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé âèäà (2) íàòàëêèâàåòñÿ íàîïðåäåëåííûå òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ �àêòîì íåñóììèðóåìîñòè â îáùåì ñëó÷àåäðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ Dα
0tϕ ïîðÿäêà α > 1.Âìåñòî îñíîâíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íàïðÿæåíèåì, äå�îðìàöèåé è èõ ïðîèç�âîäíûìè â âèäå (2) â ðàáîòå àâòîðîâ [3℄ ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

n∑

k=0

s∑

i=0

bkiD
βki

0t σ
(k) =

m∑

k=0

r∑

j=0

akjD
αkj

0t ε(k), (3)ãäå äëÿ �óíêöèè u = u (t), u(k) =

(
d

dt

)(k)

u. Â ÷àñòíîñòè, îãðàíè÷èâàÿñü îäíîéöåëîé è îäíîé ìåæäóïðåäåëüíîé ïðîèçâîäíîé â êàæäîì èíòåðâàëå [k, k + 1), ìîæíîçàïèñàòü
n∑

k=0

(
bk0 + bk1D

βk

0t

)
σ(k) =

m∑

k=0

(ak0 + ak1D
αk
0t ) ε

(k). (4)Ñ÷èòàÿ σ = σ (t) çàäàííîé �óíêöèåé âðåìåíè, äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè ε =
= ε (t), â ÷àñòíîñòè, ïðè m = 1, ïîëó÷èì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ äðîáíûìèïðîèçâîäíûìè

E0ε+ a01D
α0
0t ε+ a10ε̇+ a11D

α1
0t ε̇ = f (t) , (5)1Îãîðîäíèêîâ Åâãåíèé Íèêîëàåâè÷ (eugen.ogo�gmail.om), �àä÷åíêî Âëàäèìèð Ïàâëîâè÷(radh�samgtu.ru), ßøàãèí Íèêîëàé Ñåðãååâè÷ (nik-yashagin�yandex.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàð�ñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, 443100, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Ìîëîäîãâàðäåéñêàÿ, 244.



254 �åîëîãè÷åñêèå ìîäåëè âÿçêî-óïðóãîãî òåëà ñ ïàìÿòüþ . . .ãäå f (t) � ñóòü ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4).Â êëàññå �óíêöèé ε̇ (t) ∈ AC [0, T ] è f (t) ∈ L (0, T ) óðàâíåíèå (5) ðåäóöèðóåòñÿê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ òèïà Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà
a11ε+ a10I

α1
0t ε+ a01I

1+α1−α0
0t ε+ E0I

1+α1
0t ε = I1+α1

0t f, (6)ðåøåíèå êîòîðîãî çàâåäîìî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.Â äîêëàäå âûäåëåíû ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ (6), â êîòîðûõ åãî ðåøåíèåìîæåò áûòü íàéäåíî â ÿâíîì âèäå â òåðìèíàõ ñïåöèàëüíîé �óíêöèè òèïà Ìèòòàã�Ëå��ëåðà [3℄.Èñïîëüçîâàíèå ðåîëîãè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé (4) ïðè ìîäåëèðîâàíèè âÿçêî-óïðó�ãèõ ýëåìåíòîâ îñöèëëÿòîðîâ íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿìñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè �èìàíà�Ëèóâèëëÿ.Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî äðîáíîãî îñöèëëÿöèîííîãî óðàâíåíèÿ â ðàáîòå [4℄ ðàñ�ñìîòðåíî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ü+

n∑

k=1

akD
αk
0t u̇+

m∑

s=1

akD
βs

0t u+ b0u = f (t) , (7)ãäå αk, βs ∈ (0, 1), k = 1, 2 . . . n; s = 1, 2 . . .m, äëÿ êîòîðîãî îáîñíîâàíà êîððåêòíîñòüçàäà÷è Êîøè â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå: u (0) = u0, u̇ (0) = u̇0. Â íàñòîÿùåé ðàáîòåóðàâíåíèå (7) ðàññìîòðåíî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî αk ∈ [0, 1), à βs ∈ (0, 2). Îáîñíîâà�íû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ âèäîèçìåíåííîé çàäà÷è òèïà Êîøè ñíà÷àëüíûìè äàííûìè
u (0) = u0, lim

t→0+

(
u̇+

n∑

k=1

akI
1−αk
0t u̇+

m∑

s=1

bsI
1−βs

0t u

)
= u1.Ïðîñòåéøèé ïðèìåð óðàâíåíèÿ âèäà (7) ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé �èìàíà�Ëèóâèë�ëÿ ïîðÿäêà áîëüøå åäèíèöû è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñòàíîâêà íà÷àëüíîé çàäà÷è ïðèâå�äåíû â ðàáîòå [5℄. �åøåíèå íàéäåíî â ÿâíîì âèäå â òåðìèíàõ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ�óíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ �óíêöèåé òèïà Ìèòòàã�Ëå��ëåðà è ââåäåííûõ àâòîðàìè âðàáîòå [6℄.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ôåäåðàëüíîãî àãåíòñòâà ïî îáðàçîâàíèþ (ïðî�åêò �ÍÏ 2.1.1/3397), �ÔÔÈ (ïðîåêò �07-01-00478-à).Ëèòåðàòóðà[1℄ KilbasA.A., SrivastavaH.M., Trujillo J.J. Theory and Appliations of FrationalDi�erential Equations. � Amsterdam: Elsevier, 2006. � 523 pp.[2℄ �àáîòíîâÞ.Í. Ìåõàíèêà äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. � Ì.: Íàóêà, 1979. �744 ñ.[3℄ �àä÷åíêîÂ.Ï., ÎãîðîäíèêîâÅ.Í., ßøàãèíÍ.Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè âÿçêî�óïðóãîãî òåëà è âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ äðîáíûõ îñöèëëÿòîðîâ / Â ñá.: Òðèíà�äöÿòà Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîí�åðåíöiÿ iìåíi àêàäåìiêà Ì. Êðàâ÷óêà: Ìàòåðià�ëè êîí�åðåíi��. ×. 1. � Êè��â, 2010. � Ñ. 344�345.[4℄ ÎãîðîäíèêîâÅ.Í., ßøàãèíÍ.Ñ. Ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü è ñòðóêòóðà ðå�øåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîãî êëàññà îáûêíîâåííûõ ëèíåéíûõ äè��åðåíöè�àëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè �èìàíà�Ëèóâèëëÿ / Â ñá.: Ìàò.ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è: Òð. Ñåäüìîé Âñåðîññèéñêîé íàó÷í. êîí�. ñìåæäóíàð. ó÷àñòèåì. ×. 3. � Ñàìàðà: Ñàì�ÒÓ, 2010. � Ñ. 225�232.
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256 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òðåõñëîéíîé ïåðåêëþ÷àòåëüíîé íàíîñòðóêòóðûÓÄÊ 51.72 ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ Ò�ÅÕÑËÎÉÍÎÉÏÅ�ÅÊËÞ×ÀÒÅËÜÍÎÉ ÍÀÍÎÑÒ�ÓÊÒÓ�ÛÎñòðîâñêàÿÍ.Â., ÏîëÿêîâàÂ.Â., ÏîïêîâÀ.Ô.1Èññëåäîâàíà äèíàìèêà âåêòîðîâ íàìàãíè÷åííîñòè â òðåõñëîéíîé ïëàíàðíîéñòðóêòóðå, ñîñòîÿùåé èç äâóõ �åððîìàãíèòíûõ íàíîñëîåâ ðàçíîé òîëùèíû, ðàçäå�ëåííûõ íåìàãíèòíîé ìåòàëëè÷åñêîé ïðîñëîéêîé. Ñòðóêòóðà ïîìåùåíà â ïîñòîÿííîåâíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå è óïðàâëÿåòñÿ ñïèí-ïîëÿðèçîâàííûì òîêîì èíæåêöèè. Âïèîíåðñêîé ðàáîòå [1℄ íà îñíîâå �èçè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âïîäîáíîé ñòðóêòóðå, â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû òîêà èíæåêöèè, âîçìîæíû äâå ðàâ�íîâåñíûå êîí�èãóðàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè â ìàãíèòíûõ ñëî�ÿõ� àíòèïàðàëëåëüíàÿ ïðè ìàëûõ òîêàõ è ïàðàëëåëüíàÿ ïðè áîëüøèõ. Òåîðåòè÷å�ñêèé ðåçóëüòàò áûë ïîçäíåå ïîäòâåðæäåí ýêñïåðèìåíòàëüíî, íàïð., â ðàáîòàõ [2, 3℄ èïðèâåë ê ðàçðàáîòêå êîíöåïöèè ìàãíèòîðåçèñòèâíîé ýíåðãîíåçàâèñèìîé êîìïüþòåð�íîé ïàìÿòè. Ýòî ïîáóäèëî íàñ ê áîëåå äåòàëüíîìó àíàëèçó ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõâ òàêîé ñòðóêòóðå.Â ðàáîòå [1℄ è ðÿäå ïîñëåäóþùèõ òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò äèíàìèêà íàìàãíè÷åí�íîñòè óïðàâëÿåìîãî ñëîÿ áûëà ðàññìîòðåíà áåç ó÷åòà âçàèìíîãî âëèÿíèÿ ñëîåâ(íàïð., [4℄). Â ïîñòðîåííîé íàìè ìîäåëè ýòî âëèÿíèå ó÷èòûâàåòñÿ: ìàòåìàòè÷åñêàÿìîäåëü ñòðóêòóðû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà ñâÿçàííûõ óðàâíåíèÿ Ëàíäàó�Ëè�øè�öà��èëüáåðòà äèíàìèêè âåêòîðîâ íàìàãíè÷åííîñòè â êàæäîì ñëîå [5℄. Â ñèëó ìàëûõëèíåéíûõ ðàçìåðîâ ñòðóêòóðû (ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ íàíîìåòðîâ) ÷ëåíû, îòâå÷àþ�ùèå îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèÿì è ñîäåðæàùèå ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå, âîáîèõ óðàâíåíèÿõ ìîãóò áûòü îïóùåíû, òàê ÷òî ðàñïðåäåëåíèå íàìàãíè÷åííîñòè âêàæäîì ñëîå ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîðîäíûì. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü ñâîäèòñÿ ê íåëè�íåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò âåêòîðîâ íàìàã�íè÷åííîñòè. Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà ìîäóëÿ âåêòîðîâ íàìàãíè÷åííîñòè â ñòðóêòóðå ïî�ñòîÿííà, ïîëíîå �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû ÷åòûðåõìåðíî è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñ�åðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Íàìè áû�ëî ðàññ÷èòàíî ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíâíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ è òîêà èíæåêöèè, îïðåäåëåíû èõ òèïû è êîîðäèíàòû.Áûëî íàéäåíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ êîìáèíàöèÿõ ïàðàìåòðîâ â ñèñòåìå âîçíèêà�þò ïðåäåëüíûå öèêëû, óêàçûâàþùèå íà âîçáóæäåíèå ïðåöåññèè íàìàãíè÷åííîñòè âñëîÿõ ñòðóêòóðû. Ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïîëÿ áûëè âûÿâëåíû èíòåðâàëûçíà÷åíèé òîêà, â êîòîðûõ äèíàìèêà íàìàãíè÷åííîñòè èìååò îäíîòèïíûé õàðàêòåð.Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåæäå ÷åì ñèñòåìà äîñòèãíåò ñîñòîÿíèÿ óñòîé÷èâîãî ïåðåêëþ÷åíèÿñ ïàðàëëåëüíîé êîí�èãóðàöèåé íàìàãíè÷åííîñòè, îíà ïðîõîäèò êàñêàä áè�óðêàöèéñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè ñïèíîâîé äèíàìèêè. ×èñëåííî áûëè óñòàíîâëåíû ïîðîãîâûåçíà÷åíèÿ òîêà, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïåðåñòðîéêà �àçîâûõ ïîðòðåòîâ äèíàìè÷å�ñêîé ñèñòåìû.1Îñòðîâñêàÿ Íàòàëüÿ Âëàäèìèðîâíà (ost-miet�yandex.ru), Ïîëÿêîâà Âèêòîðèÿ Âëàäèñëàâîâ�íà (vika.breeze�gmail.om), Ïîïêîâ Àíàòîëèé Ôåäîðîâè÷ (afpopkov�inbox.ru), Ìîñêîâñêèé ãîñó�äàðñòâåííûé èíñòèòóò ýëåêòðîííîé òåõíèêè (òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò), 124498, �îññèÿ, Ìîñêâà,Çåëåíîãðàä, Ñîëíå÷íàÿ àëëåÿ, 5.



ÎñòðîâñêàÿÍ.Â., Ïîëÿêîâà Â.Â., ÏîïêîâÀ.Ô. 257Ëèòåðàòóðà[1℄ Slonzewski J.C. Current-driven exitation of magneti multilayers // JMMM. �1996. � V. 159. � L1.[2℄ Katine J.A. et al. Current-driven magnetization reversal and spin wave exitationsin Co/Cu/Co pillars // Phys. Rev. Lett. � 2000. � V. 84. � P. 3149.[3℄ Grollier J. et al. Field dependene of magnetization reversal by spin transfer // Phys.Rev. B. � 2003. � V. 67. � P. 174402.[4℄ BoninR., SerpioC., Bertotti G. et al. Analytial study of magnetization dynamisdriven by spin-polarized urrents // Eur. Phys. J. B. � 2007. � V. 59. � P. 435�445.DOI: 10.1140/epjb/e2007-00051-5[5℄ OstrovskayaN.V., PolyakovaV.V., PopkovA.F. Numerial simulation of urrent�driven magnetization dynamis in three-layered magneti strutures // J. Phys.:Conf. Ser. � 2010. � V. 200. � 072073. DOI: 10.1088/1742-6596/200/7/072073.



258 Òî÷íûå êîñìîëîãè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ �àíòîìíûõ è òàõèîííûõ ïîëåéÓÄÊ 530.12 ÒÎ×ÍÛÅ ÊÎÑÌÎËÎ�È×ÅÑÊÈÅ �ÅØÅÍÈßÄËß ÔÀÍÒÎÌÍÛÕ È ÒÀÕÈÎÍÍÛÕ ÏÎËÅÉÏàíèíàÎ.�.1, ×åðâîíÑ.Â.2Â ðàìêàõ êîñìîëîãèè ìèðà íà áðàíå êëàññ òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ ñêàëÿðíûõ �àí�òîìíûõ è òàõèîííûõ ïîëåé âåñüìà îãðàíè÷åí [1℄, ïîýòîìó òðåáóþòñÿ íîâûå ïîäõîäûäëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèëîæåíèåìåòîäà ñóïåðïîòåíöèàëà ê ðåøåíèþ çàäà÷ êîñìîëîãèè ñ ïîëÿìè òåìíîãî ñåêòîðà.Âïåðâûå ìåòîä ñóïåðïîòåíöèàëà áûë àïïðîáèðîâàí â ðàáîòå [2℄ â ïðèëîæåíèè êìèðó íà áðàíå.Ïðåäñòàâèì ñóïåðïîòåíöèàë êàê ïîòåíöèàë ïîëíîé ýíåðãèè â âèäå
W (ϕ) =

1

2
U(ϕ) + V (ϕ), U(ϕ) = ϕ̇. (1)Ïðè ýòîì ñëåäóåò óêàçàòü âèä çàâèñèìîñòè ïîëÿ òåìíîãî ñåêòîðà îò âðåìåíè. Òîãäàìû ìîæåì ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèé ñêàëÿðíîãî ïîëÿ è Ýéíøòåéíà âûðàæåíèÿ äëÿñóïåðïîòåíöèàëà è ïàðàìåòðà Õàááëà:
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U(ϕ)dϕ. (2)Ñóïåðïîòåíöèàë äëÿ ïîëåé òåìíîãî ñåêòîðà ñòðîèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäîì ïî�ñòðîåíèÿ äëÿ îáû÷íîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Ôîðìà ñóïåðïîòåíöèàëà çàâèñèò îò õàðàê�òåðèñòèê êîíêðåòíîãî ïîëÿ òåìíîãî ñåêòîðà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ êîñ�ìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ýâîëþöèè Âñåëåííîé ñ îäíèì ñêàëÿðíûì ïîëåì, âêëþ÷àþùèå�àíòîìíûå è òàõèîííûå ïîëÿ.Ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå ñóïåðïîòåíöèàë êàê �óíêöèþ îò êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöè�àëüíîé ýíåðãèè ïîëÿ òåìíîãî ñåêòîðà, ìîæíî ïîíèçèòü ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ñêàëÿð�íîãî ïîëÿ, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ïîèñê òî÷íûõ ðåøåíèé. Ïðè ðåøåíèè äèíà�ìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè Ýéíøòåéíà îòíî�ñèòåëüíî ìàñøòàáíîãî �àêòîðà è �èçè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïîëó÷åíû íîâûå êëàññûòî÷íûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé [3, 4℄ äëÿ �àíòîìíûõ è òàõèîííûõ ïîëåé.Â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ ñ íåñêîëüêèìè ðàçíûìè òèïàìèýâîëþöèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.Ëèòåðàòóðà[1℄ CopelandE.J., SamiM., Tsujikawa S. Dynamis of Dark Energy //ArXiv:hep-th/0603057.[2℄ Chervon S.V., SamiM. Òî÷íûå ðåøåíèÿ êîñìîëîãè÷åñêîé èí�ëÿöèè íà áðàíå�àíäàëë�Ñàíäðóì // Ýëåêòðîííûé æóðíàë �Èññëåäîâàíî â �îññèè� 2009. �Ñ. 1151�1160. http://zhurnal.ape.relarn.ru/artiles/2009/088.pdf1Ïàíèíà Îëüãà �åííàäüåâíà (panina.ph�gmail.om), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷å�ñêèé óíèâåðñèòåò èì. àêàäåìèêà Ñ.Ï.Êîðîëåâà, 443086, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, Ìîñêîâñêîå ø., 34.2×åðâîí Ñåðãåé Âèêòîðîâè÷ (hervon.sergey�gmail.om), Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäà�ãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. È.Í.Óëüÿíîâà, 432700, �îññèÿ, ã. Óëüÿíîâñê, ïëîùàäü 100-ëåòèÿ ñî äíÿðîæäåíèÿ Â.È.Ëåíèíà, 4.
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260 Ìåòîä ãðàíè÷íûõ ñîñòîÿíèé â ðåøåíèè çàäà÷ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé . . .ÓÄÊ 539.37ÌÅÒÎÄ ��ÀÍÈ×ÍÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ Â �ÅØÅÍÈÈ ÇÀÄÀ×ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÛÕ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÓÏ�Ó�Î�ÎÈÇÎÒ�ÎÏÍÎ�Î ÒÅËÀÏåíüêîâ Â.Á., ÑòåáåíåâÈ.Í.1Ìåòîä ãðàíè÷íûõ ñîñòîÿíèé (Ì�Ñ) ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ îñíîâíûõ çàäà÷ óïðó�ãîñòè èçîòðîïíûõ òåë ïðè ñòàöèîíàðíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ïðèçìàòè÷å�ñêèõ òåë ïðîèçâîëüíîãî îäíîñâÿçíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.�ÿä õàðàêòåðíûõ Ì�Ñ [1℄ îñîáåííîñòåé ïîçâîëÿþò ý��åêòèâíî ðåøàòü çàäà÷èñòàòèêè èçîòðîïíûõ òåë. Ïåðñïåêòèâíîå ðàçâèòèå äàííîãî ìåòîäà ïðîñìàòðèâàåòñÿäëÿ ðåøåíèé çàäà÷ äèíàìèêè (íàïðèìåð, ñòàöèîíàðíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé).Ïðèìåíèì ðåøåíèå Êèëü÷åâñêîãî [2℄ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèêâûíóæåííûõ ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé ñðåäû. ×åðåç ïîëó÷åííûå ðàçðåøàþùèå ñîîò�íîøåíèÿ [3℄ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé óïðóãèõ òåë �íàáèðàåòñÿ� ñåïàðàáåëüíûéáàçèñ ïðîñòðàíñòâ âíóòðåííèõ ñîñòîÿíèé.Íàéäåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó �óíêöèÿìè â ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèÿõ Í.À.Êèëü-÷åâñêîãî è Í.È.Îñòðîñàáëèíà [4℄.Âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå â Ì�Ñ îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðàìè êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðå�ìåùåíèé, òåíçîðîâ äå�îðìàöèé è íàïðÿæåíèé. Ââîäèòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,îïðåäåëÿåìîå ÷åðåç èíòåãðàë îò ñâåðòêè òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé ïîîáëàñòè çàíÿòîé òåëîì (ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óïðóãîãî äå�îðìèðîâàíèÿ). Âûïîë�íÿåòñÿ îðòîãîíàëèçàöèÿ èñõîäíîãî áàçèñà.Íà ãðàíèöå òåëà íàïðÿæåíèÿ îñòàâëÿþò �ñëåä� â âèäå ïîâåðõíîñòíûõ óñèëèé,êîòîðûå âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïåðåìåùåíèÿ îáðàçóþò ãðàíè÷íîå ñîñòî�ÿíèå. Ñòðîèòñÿ áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ãðàíè÷íûõ ñîñòîÿíèé, îðòîãîíàëüíûé â ñìûñëåñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ � ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà îò ñâåðòêè âåêòîðîâ ïîâåðõ�íîñòíûõ óñèëèé è ïåðåìåùåíèé. Â ïðîñòðàíñòâå ãðàíè÷íûõ ñîñòîÿíèé ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå âûðàæàåò ñîáîé ïðèíöèï âèðòóàëüíûõ ðàáîò âíåøíèõ ñèë â äèíàìè�êå [5℄.Â ñèëó òåîðåì Áåòòè, Ñîìèëüÿíû è ïðèíöèïà âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé, îáà ïðî�ñòðàíñòâà âíóòðåííèõ è ãðàíè÷íûõ ñîñòîÿíèé ñîïðÿæåíû ãèëüáåðòîâûì èçîìîð�èç�ìîì. Ýòî ïîçâîëÿåò çàäà÷ó îòûñêàíèÿ âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ ñâåñòè ê ïðîáëåìå ïî�ñòðîåíèÿ èçîìîð�íîãî åìó ãðàíè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îòêðàåâûõ óñëîâèé. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíå�íèé ðàçëîæåíèåì îòíîñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå èñêîìûõ ñîñòîÿíèé â ðÿä ïîýëåìåíòàì îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà.�åøåíà ïåðâàÿ è âòîðàÿ çàäà÷à óïðóãîñòè äëÿ îäíîñâÿçíîãî ìíîãîóãîëüíîãî ïî�ïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ïðèçìû.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÏåíüêîâÂ.Á., ÏåíüêîâÂ.Â. Ìåòîä ãðàíè÷íûõ ñîñòîÿíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëè�íåéíîé ìåõàíèêè // Äàëüíåâîñòî÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. � 2001. � Ò. 2. ��2. � Ñ. 115�137.1Ïåíüêîâ Âèêòîð Áîðèñîâè÷ (viktorp�lipetsk.ru), Ñòåáåíåâ Èâàí Íèêîëàåâè÷(ivan-vanadiy�yandex.ru), Ëèïåöêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, 398600, �îñ�ñèÿ, ã.Ëèïåöê, óë. Ìîñêîâñêàÿ, 30.



Ïåíüêîâ Â.Á., ÑòåáåíåâÈ.Í. 261[2℄ Êèëü÷åâñêèéÍ.À. Îñíîâû òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ ñ ïðèëîæåíèÿìè ê ìåõàíèêå. �Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà, 1972. � 148 ñ.[3℄ ÏåíüêîâÂ.Á., ÑòåáåíåâÈ.Í. �åíåðèðîâàíèå áàçèñà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé êî�ëåáëþùåéñÿ óïðóãîé ñðåäû // Àâèàêîñìè÷åñêèå òåõíîëîãèè ¾ÀÊÒ-2008¿: òðóäûIX Âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîí�åðåíöèè è øêîëû ìîëîäûõ ó÷åíûõ,àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ. � Âîðîíåæ: Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèéóíèâåðñèòåò, 2008. � Ñ. 169�173.[4℄ ÎñòðîñàáëèíÍ.È. Ôóíêöèè êèíåòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé â ìåõàíèêå ñïëîøíûõñðåä. // Äèíàìèêà ñïëîøíûõ ñðåä: Ñáîðíèê íàó÷íûõ òðóäîâ. Âûïóñê 125: Ìåõà�íèêà ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíûõ ñðåä. � Íîâîñèáèðñê: Èíñòèòóò ãèäðîäèíàìèêèÑÎ �ÀÍ, 2007. � Ñ. 76�116.[5℄ �îðøêîâÀ.�., ÑòàðîâîéòîâÝ.È., ÒàðëàêîâñêèéÄ.Â. Òåîðèÿ óïðóãîñòè è ïëàñòè÷�íîñòè. � Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2002. � 416 ñ.



262 Âçàèìîäåéñòâèå æèâûõ ñèñòåì è çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ . . .ÓÄÊ 517.9ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÆÈÂÛÕ ÑÈÑÒÅÌ È ÇÀÄÀ×À�ÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈß Â ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÓÅÌÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕÏåøèíÑ.Â.1�àññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåì è ðàñïîçíàâàíèÿ ïðè íåïðå�ðûâíîì èçìåíåíèè ïîëîæåíèÿ íàáëþäàòåëÿ îò ðàññìàòðèâàåìîãî èñòî÷íèêà îáðà�çà. Óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ïðîñòðàíñòâî: 1) àääèòèâíîñòü; 2) ìíîãîìåðíîñòü;3) ìíîãîìàñøòàáíîñòü è èåðàðõè÷íîñòü; 4) íàëè÷èå êàòàëèçàòîðà èëè èíãèáèòîðà.Óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà âðåìåííûå ïðîöåññû: îãðàíè÷åííîñòü âî âðåìåíè. Îá�ñóæäàþòñÿ óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ìåõàíèêè Íüþòîíà, �àìèëüòîíà, Øðåäèíãåðà èËàãðàíæà. Çàðîäèâøèñü â íåäðàõ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, äèíàìè÷åñêèé ïîäõîä êîïèñàíèþ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé áûë ðàñïðîñòðàíåí âïîñëåäñòâèè íà âñå îáëàñòè �è�çèêè è íà ëþáûå îáúåêòû ìàêðî- è ìèêðîìèðà. Ïîíÿòèå èí�îðìàöèè îòíîñèòñÿ êïåðåäà÷å, ïðèåìó è îáðàáîòêå êàêèõ-ëèáî ñâåäåíèé èëè ñèãíàëîâ. Íàèâûñøåãî ðàç�âèòèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ îíî äîñòèãëî â êîìïüþòåðíîé òåõíèêå. Êàçàëîñü áû, íåòîáëàñòè, ãäå ýòè ïîíÿòèÿ ïðèõîäèëè áû â ñîïðèêîñíîâåíèå äðóã ñ äðóãîì. Îäíàêîýòî íå òàê: ïðè ýâîëþöèè ñëîæíûõ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì âîçìîæíî ïîÿâëåíèå òî÷åêáè�óðêàöèè, ãäå äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå îáúåêòà ìîæåò ñèëüíî çàâèñåòü îò ìàëûõâîçìóùåíèé, ò.å. îò ñèãíàëîâ, ïðèõîäÿùèõ ëèáî îò îêðóæåíèÿ, ëèáî îò äðóãèõ äè�íàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïîýòîìó äëÿ ñëîæíûõ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì îäèíàêîâî âàæíûìÿâëÿþòñÿ êàê äèíàìè÷åñêèå, (ò.å. ãðóáûå), òàê è èí�îðìàöèîííûå (ò.å. áîëåå òîíêèå)àñïåêòû ïîâåäåíèÿ ñèñòåì. Èìåííî ýòîìó âîïðîñó� âçàèìîäåéñòâèþ äèíàìè÷åñêèõè èí�îðìàöèîííûõ àñïåêòîâ ïîâåäåíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì� è ïîñâÿùåíî íàñòîÿùååâûñòóïëåíèå.

1Ïåøèí Ñåðãåé Âëàäèìèðîâè÷ (peshin�fryazino.net), Ôðÿçèíñêèé �èëèàë Èíñòèòóòà ðàäèî�òåõíèêè è ýëåêòðîíèêè èì. Â.À.Êîòåëüíèêîâà �ÀÍ, 141190, �îññèÿ, Ìîñêîâñêàÿ îáë., ã. Ôðÿçèíî,ïë. Ââåäåíñêîãî, 1.



ÏèñêîâñêèéÅ.Â. 263ÓÄÊ 517.958ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÌÎÄÅËÜÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ Â �ÀÌÊÀÕÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ�Î ÏÎÄÕÎÄÀÏèñêîâñêèéÅ.Â.1Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà �óíêöèîíàëüíîé ìå�õàíèêè [1℄ ê ìîäåëüíîé çàäà÷å î òðàåêòîðèè îñöèëëÿòîðà ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíî�ñòüþ, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì Äþ��èíãà. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà, âêîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ èíäèâèäóàëüíûå òðàåêòîðèè, â �óíêöèîíàëüíîì ïîäõîäå,ïðåäëîæåííîì È.Â.Âîëîâè÷åì [1℄, îñíîâíûì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ðàñ�ïðåäåëåíèå íà �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå è ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà.Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû â �óíêöèîíàëüíîì ïîäõî�äå è êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþìåòîäà Êðûëîâà�Áîãîëþáîâà�Ìèòðîïîëüñêîãî [2℄. Óñòàíîâëåíà çàâèñèìîñòü ðàç�íîñòè óñðåäíåííîé è êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îò äèñïåðñèèíà÷àëüíûõ äàííûõ. Òàêæå èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû âðåìåííîãî ïîðîãà,ïîñëå êîòîðîãî íàáëþäàåòñÿ ñóùåñòâåííîå ðàñõîæäåíèå óñðåäíåííîé è êëàññè÷åñêîéòðàåêòîðèé, îò äèñïåðñèè íà÷àëüíûõ äàííûõ.�àáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòàìè �ÔÔÈ 08-01-00727-à è 09-01-12161-î�è-ì.Ëèòåðàòóðà[1℄ Âîëîâè÷È.Â. Ïðîáëåìà íåîáðàòèìîñòè è �óíêöèîíàëüíàÿ �îðìóëèðîâêà êëàñ�ñè÷åñêîé ìåõàíèêè // Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî óíèâåðñèòåòà. � Ñàìàðà: Èçä. �Ñàìàð�ñêèé óíèâåðñèòåò�, 2008. � �8/1(67). � Ñ. 35�60.[2℄ ÁîãîëþáîâÍ.Í., ÌèòðîïîëüñêèéÞ.À. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè íåëè�íåéíûõ êîëåáàíèé. � Ì.: �îñòåõèçäàò, 1955. � 408 ñ.

1Ïèñêîâñêèé Åâãåíèé Âèêòîðîâè÷ (piskovskiy�mi.ras.ru), Ìîñêîâñêèé �èçèêî-òåõíè÷åñêèéèíñòèòóò (ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò), 141700, �îññèÿ, Ì.Î., ã. Äîëãîïðóäíûé, Èíñòèòóòñêèéïåð, 9.



264 Êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ . . .ÓÄÊ 539.376ÊËÀÑÑ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ �ÅØÅÍÈÉ ÄËß ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÑÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕ Ê�ÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÅÉÑß ÏÎËÇÓ×ÅÑÒÈÏîïîâÍ.Í., �àä÷åíêîÂ.Ï.1Èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèéâ óñëîâèÿõ íåëèíåéíîé ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åéäàæå â äåòåðìèíèðîâàííîé ïîñòàíîâêå. Íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà ñòðóêòóðíîé íåîäíî�ðîäíîñòè ìàòåðèàëà ïðèâîäèò ê ñòîõàñòè÷åñêèì êðàåâûì çàäà÷àì, â êîòîðûõ êðîìå�èçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü è ñòàòè�ñòè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòü.Îäíèì èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ìåõàíèêèäå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà, ïîçâîëÿþùèé ñâå�ñòè ñòîõàñòè÷åñêè íåëèíåéíóþ çàäà÷ó ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàòèñòè÷åñêè ëèíåé�íûõ çàäà÷. Îäíàêî ýòîò ïîäõîä ñâÿçàí ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè âû÷èñëè�òåëüíîãî õàðàêòåðà, ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ îáû÷íî îãðàíè÷èâàþò�ñÿ ïåðâûì (ðåæå âòîðûì) ïðèáëèæåíèåì ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà, êîòîðîå ñïðà�âåäëèâî äëÿ ñëàáîíåîäíîðîäíûõ ñðåä.Ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è óñòàíîâèâøåé�ñÿ ïîëçó÷åñòè äëÿ òîëñòîñòåííîé òðóáû, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãîäàâëåíèÿ. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñ�êîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ñòîõàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà òðóáû îïè�ñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ñëó÷àéíîé �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé (ðàäèóñà), êîòîðàÿðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïîëçó÷åñòè ïðè�íèìàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íåëèíåéíîé òåîðèåé âÿçêîãî òå÷åíèÿ â ñòîõàñòè÷åñêîé�îðìå.�åøåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîëçó÷åñòè ñâîäèòñÿ ê ñòàòèñòè÷åñêè íåëè�íåéíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ, êî�òîðîå ïðè ïîìîùè ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ñòàòèñòè÷åñêèëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èç êîòîðîé ìîæíî íàéòè ñîñòàâëÿþùèåðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñëó÷àéíîãî ïîëÿ íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé äå�îðìàöèéïðè ïîëçó÷åñòè â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè íåîäíîðîäíîñòè è ïîêàçàòåëÿ íåëèíåéíî�ñòè ìàòåðèàëà ñ ó÷åòîì ÷ëåíîâ äî òðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿ ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà.Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðè�ñòèê ÿâëÿþòñÿ çíàêîïåðåìåííûìè çàòóõàþùèìè �óíêöèÿìè è ìîìåíòû âòîðîãî ïî�ðÿäêà ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ ñëó÷àéíîãî îäíîðîä�íîãî ïîëÿ, çàâèñÿùåãî òîëüêî îò ðàäèóñà.Âûïîëíåí àíàëèç ñõîäèìîñòè ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà äëÿ ïîëåé íàïðÿæåíèéíà îñíîâå êîìáèíèðîâàííîãî ïîäõîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïû�òàíèé è òî÷íîãî ðåøåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷è äëÿ òðóáû èç íåîäíîðîäíîãî ïîðàäèóñó ìàòåðèàëà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î õîðîøåé ñêîðîñòèñõîäèìîñòè ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà â çàäà÷àõ óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè.1Ïîïîâ Íèêîëàé Íèêîëàåâè÷ (ponik25�gmail.om), �àä÷åíêî Âëàäèìèð Ïàâëîâè÷(radh�samgtu.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, 443100, �îññèÿ,ã. Ñàìàðà, óë. Ìîëîäîãâàðäåéñêàÿ, 244.



ÏîïîâÍ.Í., �àä÷åíêî Â.Ï. 265�àññìîòðåí âàðèàíò çàäà÷è, êîãäà ñòîõàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà òðóáû îïè�ñûâàþòñÿ ñëó÷àéíîé �óíêöèåé äâóõ àðãóìåíòîâ ðàäèóñà r è óãëà ϕ. �åøåíèå ñòðî�èëîñü íà îñíîâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà ñ èñïîëüçîâàíèåì�óíêöèè íàïðÿæåíèé, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïîëó÷åíî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíå�íèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.Â ðåçóëüòàòå äåòàëüíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ñëó÷àéíûõ ïîëåé íàïðÿæå�íèé è ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé óñòàíîâëåíî, ÷òî ñëó÷àéíûå âàðèàöèè ðåîëîãè÷åñêèõñâîéñòâ ìàòåðèàëà ìîãóò îêàçûâàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà îöåíêó ðàáîòîñïîñîá�íîñòè òîëñòîñòåííûõ òðóá. Âðåìÿ äî ðàçðóøåíèÿ, âû÷èñëåííîå ñ ó÷åòîì ñòîõàñòè÷å�ñêèõ íåîäíîðîäíîñòåé ìîæåò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷�íûì äåòåðìèíèðîâàííûì ïðîãíîçîì.



266 Ôðàêòàëüíûå ìîäåëè è ìåòîäû íà îñíîâå äðîáíûõ îïåðàòîðîâ . . .ÓÄÊ 530.1: 537.86Ô�ÀÊÒÀËÜÍÛÅ ÌÎÄÅËÈ È ÌÅÒÎÄÛ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ Ä�ÎÁÍÛÕÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ È ÑÊÅÉËÈÍ�À Â ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕÈ Ï�ÈÊËÀÄÍÛÕ Ï�ÎÁËÅÌÀÕ ÔÈÇÈÊÈÏîòàïîâÀ.À.1I. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâíî îùóùàåòñÿ íåäîñòàòî÷íîñòü òðàäèöèîííûõ �èçè÷å�ñêèõ ìîäåëåé. Ñ ñîçäàíèåì â 70-õ ãã. XX â. �ðàêòàëüíîé ãåîìåòðèè (ÌàíäåëüáðîòÁ.)â íàóêó è òåõíèêó íà÷àëè ñòðåìèòåëüíî ïðîíèêàòü èäåè äðîáíûõ ðàçìåðíîñòåé,äðîáíûõ îïåðàòîðîâ, íåäè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé, ñêåéëèíãà. Äàííûå ìàòåìà�òè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, îáúåäèíåííûå ñ �èçèêîé �ðàêòàëîâ, îáðàçóþò íîâûå �ìîñòèêè�,äîâîëüíî íåîæèäàííûå, ìåæäó íå òîëüêî ñìåæíûìè äèñöèïëèíàìè, ÷òî çà÷àñòóþïðèâîäèò ê ý��åêòèâíûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷, èíîãäà òðóäíî ðàçðåøèìûõ íàäàííîì óðîâíå ðàçâèòèÿ êëàññè÷åñêèõ íàó÷íûõ íàïðàâëåíèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîë�íîå îïèñàíèå ïðîöåññîâ ñîâðåìåííîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ è ïîëåé íåâîçìîæíî ëèøüñ ïîìîùüþ �îðìóë êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêè. Ýâîëþöèÿ âçãëÿäîâ àâòîðà è ðàçâè�òèå íà ñåãîäíÿøíèé ìîìåíò â È�Ý �ÀÍ ��ðàêòàëüíîé èäåîëîãèè� èññëåäîâàíèéïîêàçàíû íà ðèñ. 1, ãäå ïðèâåäåíû ñâåäåíèÿ è î ìîìåíòå èõ èíòåíñèâíîãî ðàçâåðòû�âàíèÿ [1�10℄.

�èñ 1. Ýñêèç ðàçâèòèÿ íîâûõ òåõíîëîãèé íà îñíîâå �ðàêòàëîâ, äðîáíûõ îïåðàòîðîâ è ñêåé�ëèíãà1Ïîòàïîâ Àëåêñàíäð Àëåêñååâè÷ (potapov�plire.ru), Èíñòèòóò ðàäèîòåõíèêè è ýëåêòðîíèêèèì. Â.À.Êîòåëüíèêîâà �ÀÍ, 125009, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. Ìîõîâàÿ, 11, êîðï. 7.



ÏîòàïîâÀ.À. 267II. Âñå ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàìêàõ íîâîãî �óíäàìåíòàëüíîãî íà�ó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ �Ôðàêòàëüíàÿ ðàäèî�èçèêà è �ðàêòàëüíàÿ ðàäèîýëåêòðîíèêà:ïðîåêòèðîâàíèå �ðàêòàëüíûõ ðàäèîñèñòåì�, ïðåäëîæåííîãî è ðàçâèâàåìîãî àâòî�ðîì â È�Ý èì. Â.À.Êîòåëüíèêîâà �ÀÍ, íà÷èíàÿ ñ 80-õ ãã. XX â. [1�10℄. Â ÷àñòíîñòè,�èçè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äðîáíûõ îïåðàòîðîâ ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü ðàäèîýëåìåí�òû íà ïàññèâíûõ ýëåìåíòàõ, ìîäåëèðóþùèå �ðàêòàëüíûå èìïåäàíñû ñ ÷àñòîòíûìñêåéëèíãîì [2, 10℄. Ïðè êîíå÷íîé ñòàäèè ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè �ðàêòàëüíîãî èìïåäàí�ñà ìîæíî ðåãóëèðîâàòü äèàïàçîíû ÷àñòîò, â êîòîðûõ áóäåò íàáëþäàòüñÿ ñòåïåííàÿ÷àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü èìïåäàíñà. Â òàêîì ñëó÷àå ìû âïåðâûå íà ïðàêòèêå ðåàëèçó�åì ��ðàêòàëüíûé êîíäåíñàòîð� [1, 2, 10℄. Îñíîâûâàÿñü íà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòàõ,ìîæíî ãîâîðèòü î ïðîåêòèðîâàíèè �ðàêòàëüíûõ ýëåìåíòîâ, �ðàêòàëüíûõ àíòåíí,�ðàêòàëüíûõ ÷àñòîòíî-èçáèðàòåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé è, ñàìîå ãëàâíîå, ïðèíöèïèàëü�íî íîâûõ �ðàêòàëüíûõ ðàäèîñèñòåì� ðèñ. 2. Áîëåå ïîäðîáíî âñå ðàññìàòðèâàåìûåâîïðîñû ïðåäñòàâëåíû íà ñàéòå àâòîðà: www.potapov-fratal.om

�èñ 2. Àâòîðñêàÿ êîíöåïöèÿ �ðàêòàëüíûõ ðàäèîñèñòåì è óñòðîéñòâ / �ðàêòàëüíûõ èìïå�äàíñîâIII. Èñõîäÿ èç âñåãî âûøåñêàçàííîãî, ìîæíî îáúåêòèâíî ãîâîðèòü î ñòàíîâëåíèèìîñêîâñêîé íàó÷íîé øêîëû �ðàêòàëüíûõ ìåòîäîâ ñ öåíòðîì â È�Ý �ÀÍ. Ó÷åò�ðàêòàëüíîñòè è ñêåéëèíãà ìîäè�èöèðóåò îñíîâíûå óðàâíåíèÿ �èçèêè. Äðîáíîåèíòåãðîäè��åðåíöèðîâàíèå ïðåäëàãàåò áîëåå áîãàòûé è áîëåå îáùèé êëàññ äè��å�ðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ àïïàðàòíîé ðåàëèçàöèè óñòðîéñòâè ìåòîäîâ �ðàêòàëüíîé ðàäèîýëåêòðîíèêè íåîáõîäèìà ýëåìåíòíàÿ áàçà, ïîçâîëÿþ�ùàÿ íåïîñðåäñòâåííî âûïîëíÿòü îáðàáîòêó ñèãíàëîâ â ïðîñòðàíñòâå äðîáíîé ìåðûè ìîäåëèðîâàòü �ðàêòàëüíûå îáúåêòû è ïðîöåññû, äèíàìèêà êîòîðûõ ïîä÷èíÿåòñÿäè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì äðîáíîãî ïîðÿäêà��ðàêòàëüíûå èìïåäàíñû.Êîðåííîå îòëè÷èå �ðàêòàëüíîé ðàäèî�èçèêè îò êëàññè÷åñêîé ñâÿçàíî ñ ïðèíöè�ïèàëüíî èíûì ïîäõîäîì ê îñíîâíûì ñîñòàâëÿþùèì ñèãíàëà è ïîëÿ. Ýòî ïîçâîëÿ�åò ïåðåéòè íà íîâûé óðîâåíü èí�îðìàöèîííîé ñòðóêòóðû ðåàëüíûõ íåìàðêîâñêèõñèãíàëîâ è ïîëåé [1�10℄.Â äîêëàäå íà îñíîâå [1�10℄ îïðåäåëåíû íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.Àâòîð íàäååòñÿ, ÷òî â äîêëàäå åìó óäàëîñü ïîêàçàòü íà äîñòàòî÷íî ìíîãî÷èñëåííûõ



268 Ôðàêòàëüíûå ìîäåëè è ìåòîäû íà îñíîâå äðîáíûõ îïåðàòîðîâ . . .ïðèìåðàõ ñóùåñòâóþùèå è ïîòåíöèàëüíûå ��àçîâûå� òî÷êè ïðèìåíåíèÿ �ðàêòàëîâ,äðîáíûõ îïåðàòîðîâ è ý��åêòîâ ñêåéëèíãà â íàóêå è òåõíèêå. Ïî êðàéíåé ìåðå: �Ïðèèçó÷åíèè íàóê ïðèìåðû íå ìåíåå ïîó÷èòåëüíû, ÷åì ïðàâèëà�, È.Íüþòîí.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÏîòàïîâÀ.À. Ôðàêòàëû â ðàäèî�èçèêå è ðàäèîëîêàöèè. � Ì.: Ëîãîñ, 2002. �664 ñ.[2℄ ÏîòàïîâÀ.À. Ôðàêòàëû â ðàäèî�èçèêå è ðàäèîëîêàöèè: Òîïîëîãèÿ âûáîðêè.Èçä. 2-å, ïåðåðàá. è äîï. � Ì.: Óíèâåðñèòåòñêàÿ êíèãà, 2005. � 848 ñ.[3℄ ÏîòàïîâÀ.À. Ôðàêòàëû è õàîñ êàê îñíîâà íîâûõ ïðîðûâíûõ òåõíîëîãèé â ñî�âðåìåííûõ ðàäèîñèñòåìàõ. � Äîïîëíåíèå ê êí.: Êðîíîâåð �. Ôðàêòàëû è õàîñâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ / Ïåð. ñ àíãë. � Ì.: Òåõíîñ�åðà, 2006. � Ñ. 374�479.[4℄ ÏîòàïîâÀ.À. Ôðàêòàëüíûå ìîäåëè è ìåòîäû íà îñíîâå ñêåéëèíãà â �óíäàìåí�òàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ ïðîáëåìàõ ñîâðåìåííîé �èçèêè // Ñá. íàó÷. òð. �Íåîá�ðàòèìûå ïðîöåññû â ïðèðîäå è òåõíèêå� / Ïîä ðåä. Â.Ñ. �îðåëèêà è À.Í. Ìî�ðîçîâà. � Ì.: Ì�ÒÓ èì. Í.Ý.Áàóìàíà, 2008. � Â. II. � Ñ. 5�107.[5℄ ÏîòàïîâÀ.À., �óëÿåâÞ.Â., ÍèêèòîâÑ.À., ÏàõîìîâÀ.À., �åðìàíÂ.À. Íîâåéøèåìåòîäû îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé / Ïîä ðåä. À.À.Ïîòàïîâà. � Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ,2008. � 496 ñ (Ìîíîãðà�èÿ� ïî ãðàíòó �ÔÔÈ � 07-07-07005).[6℄ ÏîäîñåíîâÑ.À., ÏîòàïîâÀ.À., ÑîêîëîâÀ.À. Èìïóëüñíàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà øè�ðîêîïîëîñíûõ ðàäèîñèñòåì è ïîëÿ ñâÿçàííûõ ñòðóêòóð / Ïîä ðåä. À.À. Ïîòà�ïîâà. � Ì.: �àäèîòåõíèêà, 2003. � 720 ñ.[7℄ ÏîòàïîâÀ.À. Ôðàêòàëüíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ �ëóêòóàöèé ñèãíàëîâ è äè�íàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ïðîñòðàíñòâå äðîáíîé ðàçìåðíîñòè // �ëàâà â êí. �Ôëóê�òóàöèè è øóìû â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ æèâîé è íåæèâîé ïðèðîäû� / Ïîä ðåä.�.Ì.Þëüìåòüåâà è äð. � Êàçàíü: Ìèí-âî îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �åñïóáëèêè Òà�òàðñòàí, 2008. � Ñ. 257�310.[8℄ ÏîòàïîâÀ.À., �èëüìóòäèíîâÀ.Õ., ÓøàêîâÏ.À. Ôðàêòàëüíûå ýëåìåíòû è ðà�äèîñèñòåìû: Ôèçè÷åñêèå àñïåêòû / Ïîä ðåä. À.À. Ïîòàïîâà. � Ì.: �àäèîòåõíè�êà, 2009. � 200 ñ.[9℄ ÀíòèïîâÎ.È., ÍåãàíîâÂ.À., ÏîòàïîâÀ.À. Äåòåðìèíèðîâàííûé õàîñ è �ðàê�òàëû â äèñêðåòíî-íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ / Ïîä ðåä. è ñ ïðåäèñëîâèåì àêàä.Þ.Â. �óëÿåâà è ÷ë.-êîðð. �ÀÍ Ñ.À.Íèêèòîâà. � Ì.: �àäèîòåõíèêà, 2009. � 235 ñ.[10℄ ÏîòàïîâÀ.À., ×åðíûõÂ.À. Äðîáíîå èñ÷èñëåíèå À.Â.Ëåòíèêîâà, òåîðèÿ �ðàê�òàëîâ è ñêåéëèíã / Ïîä ðåä. À.À.Ïîòàïîâà. � Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010. � 820 ñ.



ÏîòàïîâÀ.À., ×åðíûøåâÑ.Ë. 269ÓÄÊ 530.1: 537.86Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ ÔÈ�Ó�ÍÛÕ ×ÈÑÅË ÄËß ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß�ÅØÅÒ×ÀÒÛÕ ÓÏÀÊÎÂÎÊÏîòàïîâÀ.À.1, ×åðíûøåâÑ.Ë.2�åøåò÷àòûå óïàêîâêè øàðîâ èçó÷àþòñÿ â ñâÿçè ñ ìîäåëèðîâàíèåì àòîìíûõ è ìî�ëåêóëÿðíûõ ñòðóêòóð, êàê òâåðäûõ òåë, òàê è æèäêîñòåé. Ïðîáëåìà óïàêîâêè øàðîâäëÿ ðåøåòîê âçàèìîñâÿçàíà è ñ ïðîáëåìîé êîäèðîâàíèÿ èí�îðìàöèè. Èçâåñòíî, ÷òîïîèñê ïëîòíîé óïàêîâêè øàðîâ â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ýêâèâàëåíòåí îòûñêà�íèþ êîäà, äîïóñêàþùåãî óñòîé÷èâóþ (áåç èñêàæåíèé) ïåðåäà÷ó èí�îðìàöèè. Ïðèýòîì áîëüøåé ïëîòíîñòè óïàêîâêè ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøàÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè êîäè�ðîâàíèÿ [1℄. Êîíñòðóèðîâàíèå �îòîííûõ êðèñòàëëîâ íà îñíîâå �ðàêòàëüíûõ ñòðóê�òóð, �ðàêòàëüíûõ ìèêðîàíòåíí è �ðàêòàëüíûõ ÷àñòîòíî-èçáèðàòåëüíûõ ñòðóêòóð[2�4℄, òàêæå ñâÿçàíî ñ ïðîáëåìîé óïàêîâêè.Â ñòàòüå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðåøåò÷àòûõ óïàêîâîê ïðèìåíÿþòñÿ �èãóðíûå ÷èñ�ëà, èçâåñòíûå ïè�àãîðåéöàì, îïðåäåëåííûå Äèî�àíòîì [5℄. Ôèãóðíîå ÷èñëî
ΦM

L (N)� ýòî ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò, îáúåäèíÿþùèé â ñåáå ÷èñëî, ìíîæåñòâî èãåîìåòðè÷åñêóþ �èãóðó è õàðàêòåðèçóåìûé òðåìÿ öåëî÷èñëåííûìè ïàðàìåòðàìè[6�7℄. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà L îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê àðè�ìåòè÷åñêîãî ðÿäà, çàäàþùåãî�èãóðíûå ÷èñëà. Ïàðàìåòð Ì îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî ñîñòàâíûõ ÷àñòåé ãåîìåòðè�÷åñêèõ �èãóð è ñîîòâåòñòâåííî èõ ãðóïïó ñèììåòðèè. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà N� ýòîíîìåðà, íàïðèìåð, ìîìåíòîâ âðåìåíè, îïðåäåëÿþùèå ýâîëþöèþ îáúåêòîâ.Çíà÷åíèþ L = 1 ñîîòâåòñòâóþò �èãóðíûå ÷èñëà íà ïðÿìîé; çíà÷åíèþ L = 2��èãóðíûå ÷èñëà íà ïëîñêîñòè; çíà÷åíèþ L = 3��èãóðíûå ÷èñëà â òðåõìåðíîìïðîñòðàíñòâå è ò.ä. Äëÿ �èãóðíûõ ÷èñåë íà ïëîñêîñòè (L = 2) çíà÷åíèåM = 0 ñîîò�âåòñòâóåò òðåóãîëüíûì ÷èñëàì; M = 1� ÷åòûðåõóãîëüíûì;M = 2� ïÿòèóãîëüíûìè ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî k óãëîâ ìíîãîóãîëüíèêà, íà êàæäîé ñòîðîíå êîòîðîãîðàñïîëîæåíî (N − 1) òî÷åê, îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà M ñîîòíîøåíèåì
M = k+3. Çäåñü N �íîìåð ýòàïà ýâîëþöèè �èãóðíîãî ÷èñëà. Ôèãóðíûå ÷èñëà êàêïëîñêèå, òàê è ìíîãîìåðíûå, íàõîäÿò ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷.Ñóììû ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåóãîëüíûõ ÷èñåë ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü íóìåðóþùèå�óíêöèè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ óñòàíàâëèâàåòñÿ áèåêöèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñ�ëåííûõ êîîðäèíàò âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ñ ðàçìåðíîñòÿìè L2 > L1 > 0. Â [6℄ïðèâåäåíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ íóìåðàöèè òî÷åê òðåõ- è ÷åòûðåõìåðíûõ ðåøåòîêñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè.×åòûðåõóãîëüíûå �èãóðíûå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé �óíêöèè, îïðåäåëÿþùèåêðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé (d-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî,
d > 1) è âçàèìîñâÿçàííûå ñ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè [7, 8℄. Ïÿòèóãîëüíûå ïëîñêèå ÷èñ�ëà ïðèìåíÿþòñÿ â èçâåñòíîé �îðìóëå Ýéëåðà [9℄, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ÷àñòíûéñëó÷àé �îðìóëû ßêîáè, èñïîëüçóåìîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö (d-ìåðíûõ øà�ðîâ) ñ çàäàííîé íîðìîé, óïàêîâàííûõ â îïðåäåëåííîé ðåøåòêå. Ôîðìóëà Ýéëåðàïîçâîëÿåò òàêæå ïîëó÷èòü ïðîñòîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñ�ëà ðàçáèåíèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà íàòóðàëüíûå ñëàãàåìûå. Ýòà æå âåëè÷èíà õà�1Ïîòàïîâ Àëåêñàíäð Àëåêñååâè÷ (potapov�plire.ru), Èíñòèòóò ðàäèîòåõíèêè è ýëåêòðîíèêèèì. Â.À.Êîòåëüíèêîâà �ÀÍ, 125009, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. Ìîõîâàÿ, 11, ê7.2×åðíûøåâ Ñ.Ë. (nature�front.ru), �îññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåòèì. Ê.Ý.Öèîëêîâñêîãî (ÌÀÒÈ), 109240, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, Áåðíèêîâñêàÿ íàá., 14.



270 Ïðèìåíåíèå �èãóðíûõ ÷èñåë äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðåøåò÷àòûõ óïàêîâîêðàêòåðèçóåò ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï êîíå÷íîãîïîðÿäêà.Ôèãóðíûå ÷èñëà ìîãóò ñëóæèòü ìîäåëÿìè êàê ðåøåò÷àòûõ, òàê è íåðåøåò÷à�òûõ óïàêîâîê îáúåêòîâ (òî÷åê, ÷àñòèö), ïðåäñòàâëÿþùèõ d-ìåðíûå øàðû. Êàæäàÿåäèíèöà �èãóðíîãî ÷èñëà ïðåäñòàâëÿåò îäèí øàð. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåðåäà÷è èí�îð�ìàöèè ïî êîäèðóåìûì êàíàëàì, êàæäàÿ òî÷êà (øàð) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîäîâîåñëîâî ðàçìåðíîñòè øàðà. �àçìåðíîñòü åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ðàçìå�ùàþòñÿ òî÷êè �èãóðíîãî ÷èñëà, îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì îòñ÷åòîâ â ñîîòâåòñòâèè ñèçâåñòíîé òåîðåìîé Â.À.Êîòåëüíèêîâà, íåîáõîäèìûì äëÿ çàäàííîé ïîëîñû ÷àñòîòïðè êîäèðîâàíèè.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû êóáè÷åñêèå ðåøåòêè Zd (ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåò�÷àòûå óïàêîâêè) è ðåøåòêè âèäà Ad (d ≥ 1) [1℄. Óïàêîâêè â ðåøåòêàõ A2 è A3,ñîãëàñíî [1℄, ÿâëÿþòñÿ ïëîòíåéøèìè íà ïëîñêîñòè è â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (äëÿñëó÷àÿ d = 3 ñðåäè ðåøåò÷àòûõ óïàêîâîê). Èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü óïàêîâêè øà�ðîâ, îáðàçóþùèõ òðåóãîëüíûå Φ0
d(n) è ÷åòûðåõóãîëüíûå Φ1

d(n) ÷èñëà, â ðàññìàòðè�âàåìûå ðåøåòêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé. Ôèãóðíîå ÷èñëî ΦM
L (N) çàäàåòñÿñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè [6℄:

ΦM
L+1(N) =

i=N∑

i=0

ΦM
L (i).Çäåñü L = 0, 1, 2, . . .; M = 0, 1, 2, . . .; N = 0, 1, 2, . . .. Ïðè ýòîì ΦM

L (0) = 0;
ΦM

L (1) = 1; ΦM
0 (N) = Ì + 1 ïðè N > 1. Êðèòåðèåì âîçìîæíîñòè óïàêîâêè ñëó�æèò ñóùåñòâîâàíèå áèåêöèè ìåæäó íåîòðèöàòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíà�òàìè (x1, . . . , xd) øàðîâ, óïàêîâàííûõ â ðåøåòêó è êîîðäèíàòàìè øàðîâ, îáðàçó�þùèõ ñîîòâåòñòâóþùåå �èãóðíîå ÷èñëî. Ïîëàãàåì, ÷òî òàêàÿ áèåêöèÿ ñâÿçûâàåòýêâèâàëåíòíûå ðåøåòêè Z1 è A1 è �èãóðíûå ÷èñëà Φ0

1(n) è Φ0
2(n). Íà ïëîñêîñòè�èãóðíûå ÷èñëà Φ1

2(n) óïàêîâûâàþòñÿ â êâàäðàòíóþ ðåøåòêó Z2, à �èãóðíûå ÷èñ�ëà Φ0
2(n) â ãåêñàãîíàëüíóþ ðåøåòêó A2. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ d = 1, 2, 3, . . . �èãóð�íûå ÷èñëà Φ0

d(n) óïàêîâûâàþòñÿ â ðåøåòêè âèäà Ad, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè
Ad : (x0, x1, . . . , xd) ∈ Zd+1;x0 + x1 + . . .+ xd = 0.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÊîíâåéÄæ., ÑëîýíÍ. Óïàêîâêè øàðîâ, ðåøåòêè è ãðóïïû: Â 2-õ òò. � Ì.: Ìèð,1990.[2℄ ÏîòàïîâÀ.À. Ôðàêòàëû â ðàäèî�èçèêå è ðàäèîëîêàöèè: Òîïîëîãèÿ âûáîðêè.Èçä. 2-å, ïåðåðàá. è äîï. � Ì.: Óíèâåðñèòåòñêàÿ êíèãà, 2005. � 848 ñ.[3℄ ÏîòàïîâÀ.À. Ôðàêòàëüíûå ìîäåëè è ìåòîäû íà îñíîâå ñêåéëèíãà â �óíäà�ìåíòàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ ïðîáëåìàõ ñîâðåìåííîé �èçèêè // Ñá. íàó÷. òð.�Íåîáðàòèìûå ïðîöåññû â ïðèðîäå è òåõíèêå� / Ïîä ðåä. Â.Ñ. �îðåëèêà èÀ.Í.Ìîðîçîâà. � Ì.: Ì�ÒÓ èì. Í.Ý.Áàóìàíà, 2008. � Âûï. II. � Ñ. 5�107.[4℄ ÏîòàïîâÀ.À., ×åðíûõÂ.À. Äðîáíîå èñ÷èñëåíèå À.Â. Ëåòíèêîâà, òåîðèÿ �ðàêòà�ëîâ è ñêåéëèíã / Ïîä ðåä. À.À.Ïîòàïîâà. � Ì.: Èçä-âî �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîéëèòåðàòóðû, 2010. � 820 ñ.[5℄ Äèî�àíò Àëåêñàíäðèéñêèé. Àðè�ìåòèêà è êíèãà î ìíîãîóãîëüíûõ ÷èñ�ëàõ / Ïåð. ñ äðåâíåãðå÷åñêîãî Þ.Í.Âåñåëîâñêîãî; �åä. è êîììåíòàðèèÈ.�. Áàøìàêîâîé. � Ì.: Íàóêà, 1974. � 328 ñ.



ÏîòàïîâÀ.À., ×åðíûøåâÑ.Ë. 271[6℄ ×åðíûøåâ Ñ.Ë. Íóìåðóþùèå �óíêöèè íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ êîîð�äèíàò L-ìåðíûõ âåêòîðîâ // Ôóíäàìåíòàëüíàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà. �2009. � Ò. 15. � �1. � Ñ. 147�155.[7℄ ×åðíûøåâÑ.Ë., ×åðíûøåâË.Ñ. Êâàíòîâûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ èçìåðå�íèé // Èçìåðèòåëüíàÿ òåõíèêà. � 2006. � �12. � Ñ. 3�8; Chernyshev S.L.,ChernyshevL.S. // Measurement Tehniques. � 2006. � V. 49. � �12. � P. 1171�1178.[8℄ NegadiT., KiblerM. The Periodi Table in Flatland // Intern. Journal of QuantumChemistry. � 1996. � V. 57. � �1. � P. 53�61.[9℄ ÊàöÂ.�., ×åíÏ. Êâàíòîâûé àíàëèç / Ïåð. ñ àíãë. � Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2005. � 128 ñ.



272 Âëèÿíèå ïåðåìåæàåìîñòè íà ïðîäîëüíûé êîððåëÿöèîííûé êîý��èöèåíò . . .ÓÄÊ 532.537ÂËÈßÍÈÅ ÏÅ�ÅÌÅÆÀÅÌÎÑÒÈ ÍÀ Ï�ÎÄÎËÜÍÛÉÊÎ��ÅËßÖÈÎÍÍÛÉ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒ 2-�Î ÏÎ�ßÄÊÀÑÎ Â�ÅÌÅÍÅÌÏûðêîâàÎ.À.1Â ðàáîòå ïðèíèìàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü ïîòîêà: ïîòîê ïðåäïîëàãàåòñÿ êàê ñìåñüäâóõ ðåæèìîâ � ÷èñòî òóðáóëåíòíîãî êîëìîãîðîâñêîãî ðåæèìà (τ), âçÿòîãî ñ âå�ñîì, ðàâíûì çíà÷åíèþ êîý��èöèåíòà ïåðåìåæàåìîñòè (äîëè òóðáóëåíòíîãî ðåæè�ìà) γ = ρτ/ρ è ÷èñòî âÿçêîãî ðåæèìà (ν), âçÿòîãî ñ âåñîì (1 − γ). Äëÿ êàæäîãî èçðåæèìîâ â îòäåëüíîñòè ñóùåñòâóþò èíâàðèàíòû Ëîéöÿíñêîãî Loi è àâòîìîäåëüíî�ñòè: êîëìîãîðîâñêàÿ äëÿ òóðáóëåíòíîãî ðåæèìà è ïîÌèëëèîíùèêîâó äëÿ âÿçêîãî. Âðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïðîèñõîäèò ñìåøåíèå çàêîíîìåðíîñòåé, õàðàêòåðíûõ äëÿýòèõ ðåæèìîâ.Îòíîñèòåëüíî çàâèñèìîñòè äëÿ γ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà òàêîãî æå âèäà, êàêïðèíÿòî ó Ëîéöÿíñêîãî [1℄: γ = 1− exp
(
−c1K+

τ

), íî ñ äðóãîé ýìïèðè÷åñêîé ïîñòîÿí�íîé c1. Ëîéöÿíñêèì âûðàæåíèå äëÿ γ ââåäåíî, âî ìíîãîì, èç èíòóèòèâíûõ �èçè÷å�ñêèõ ñîîáðàæåíèé, òàê ÷òî âîïðîñ î ñîâåðøåíñòâîâàíèè çàâèñèìîñòè äëÿ γ îñòàåòñÿîòêðûòûì. Âûðàæåíèå äëÿ K+
τ ïðèíÿòî â âèäå àïïðîêñèìàöèè, íà îñíîâå ðàçâèâà�åìîé ïîëóýìïèðè÷åñêîé ìîäåëè ïåðåíîñà, ìåæäó âûðàæåíèÿìè äëÿ îäíîòî÷å÷íîãîñëó÷àÿ (ξ = r

λ
=∞

) èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà è ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè (ξ → 0).Â ðàìêàõ ìîäåëè, èñïîëüçóþùåéñÿ â ðàáîòå, ïðèíÿòî ãèïîòåòè÷åñêîå ñîîòíîøå�íèå Loi(t) = = γ(Loi)τ + (1 − γ)(Loi)ν . Ò.ê. âåëè÷èíà êîý��èöèåíòà ïåðåìåæàåìîñòè
γ ñ ðîñòîì âðåìåíè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ [3℄, òî Loi(t) ñòðåìèòñÿ ê (Loi)ν . Ýòî ñîãëà�ñóåòñÿ ñ âûâîäîì Ñåäîâà [5℄ î òîì, ÷òî âåëè÷èíà èíòåãðàëà Ëîéöÿíñêîãî ìåíÿåòñÿñ òå÷åíèåì âðåìåíè, ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâåõàðàêòåðíîé ïîñòîÿííîé. È òîëüêî íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå âûðîæäåíèÿ èíòåãðàëËîéöÿíñêîãî ñòàíîâèòñÿ èíâàðèàíòîì, êîãäà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ðàâíîå (Loi)ν .�àññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü äàåò îòâåòû íà âîïðîñû, âîçíèêàþùèå â ñâÿçè ñ ïîâåäå�íèåì çàâèñèìîñòè äëÿ ïðîäîëüíîãî êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè âòîðîãî ïîðÿäêà [4℄

f(ξ) = γ
u2τ
u2
fτ (ξ) + (1− γ)u

2
ν

u2
fν(ξ)â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè.Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòåïåííûå çà�âèñèìîñòè îò âðåìåíè äëÿ ïóëüñàöèîííîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè ïîòîêà ïîëó÷å�íî, ÷òî ñ ðîñòîì âðåìåíè êðèâûå äëÿ ïðîäîëüíîãî êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè f(ξ),ðàññ÷èòàííîãî ïî ìîäåëè, âûõîäÿò íà ÷èñòî òóðáóëåíòíûé êîëìîãîðîâñêèé ðåæèìçàòóõàíèÿ fτ ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíû ξ. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ÷åòêî âûðàæåííûì Õèíöå ìíåíèåì ðÿäà àâòîðîâ [2, 6, 8℄ î òîì, ÷òî òóðáóëåíòíîñòüíàõîäèòñÿ â ïðîñòîì àâòîìîäåëüíîì ðåæèìå ëèøü ÷àñòè÷íî.Êðèâûå äëÿ ïðîäîëüíîãî êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè â ÷èñòî âÿçêîì ñëó÷àå fνíå çàâèñÿò îò âðåìåíè.Ñðàâíåíèå ïîâåäåíèÿ ïðîäîëüíîãî êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè ñ ó÷åòîì ïåðåìå�æàåìîñòè f(ξ) â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè ïîêàçàëî, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ1Ïûðêîâà Îëüãà Àíàòîëüåâíà (omukha�mail.ru), Ìîñêîâñêèé �èçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (ãî�ñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò), 141700, �îññèÿ, ã. Äîëãîïðóäíûé, Èíñòèòóòñêèé ïåð., 9.



ÏûðêîâàÎ.À. 273àðãóìåíòà ξ êðèâûå ñîâïàäàþò, áóäó÷è áëèçêè ê àâòîìîäåëüíîìó ðåøåíèþ ïî Ìèë�ëèîíùèêîâó fν â ÷èñòî âÿçêîì ñëó÷àå, à çàòåì íà÷èíàþò óäàëÿòüñÿ îò íåãî, âûõîäÿíà ÷èñòî òóðáóëåíòíûé ðåæèì fτ òåì áûñòðåå, ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå âðåìåíè. Ïðèýòîì êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå áîëüøèì âðåìåíàì, ðàñïîëàãàþòñÿ íèæå, ÷òî êà÷å�ñòâåííî âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ îïûòíûìè äàííûìè, ïðèâåäåííûìè â [3℄.Ìîäåëüíàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ ïðîäîëüíîãî êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè âòîðîãî ïî�ðÿäêà èìååò àñèìïòîòè÷åñêè ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèé âèä è ñîãëàñóåòñÿ ñ îïûò�íûìè äàííûìè Áýò÷åëîðà�Òàóíñåíäà�Ñòþàðòà. Ìîäåëè ïåðåíîñà Îáóõîâà�Êîâàæ�íîãî��åéçåíáåðãà�Êàðìàíà [2, 3, 7, 8℄, äàþùèå ïðàâèëüíîå îïèñàíèå â èíåðöèîííîìèíòåðâàëå ñïåêòðà, ñòàíîâÿòñÿ áîëåå ïðèåìëåìûìè, òàê êàê ïîãðåøíîñòè â èõ àñèìï�òîòèêàõ ïðè óáûâàíèè êîý��èöèåíòà ïåðåìåæàåìîñòè äî íóëÿ ñòàíîâÿòñÿ ìàëûìè.Àâòîð áëàãîäàðèò Îíó�ðèåâàÀ.Ò. çà íåîöåíèìóþ ïîìîùü â ðàáîòå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÀÂÖÏ ��àçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåí�öèàëà âûñøåé øêîëû� (ïðîåêò 2.1.1/500) è ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèåêàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè� íà 2009�2013 ãîäû.Ëèòåðàòóðà[1℄ ËîéöÿíñêèéË.�. Ïîëóýìïèðè÷åñêèå òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîöåññîâ ìîëåêó�ëÿðíîãî è ìîëÿðíîãî îáìåíîâ â òóðáóëåíòíîì äâèæåíèè // Òðóäû Âñåñîþçíî�ãî ñúåçäà ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå. � Ì., Ë.: ÀÍ, 1962. � Ñ.143�166.[2℄ ÌîíèíÀ.Ñ. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ãèäðîìåõàíèêà / À. Ñ. Ìîíèí, À. Ì. ßãëîì. � Ì.:Ôèçìàòãèç., 1967. � 720 ñ.[3℄ Îíó�ðèåâÀ.Ò., ÏûðêîâàÎ.À. Çàäà÷à î çàòóõàíèè ñëàáîé òóðáóëåíòíîñòè â îä�íîðîäíîì èçîòðîïíîì ïîòîêå // Ïðåïðèíò ÌÔÒÈ. � Ì.: ÌÔÒÈ, 2005. � 13 ñ.[4℄ Îíó�ðèåâÀ.À., Îíó�ðèåâÀ.Ò., ÏûðêîâàÎ.À. Çàäà÷à î çàòóõàíèè îäíîðîäíîéèçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè ñ ó÷åòîì ÿâëåíèÿ ïåðåìåæàåìîñòè // Àêòóàëüíûåïðîáëåìû �óíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè: Ñá. íàó÷. òðóäîâ. � Ì.:ÌÔÒÈ, 2009. � Ñ. 124�135.[5℄ ÑåäîâË.È. Ìåòîäû ïîäîáèÿ ðàçìåðíîñòè â ìåõàíèêå. �Ì.: Íàóêà, 1981. � 448 ñ.[6℄ BathelorG.K. The Theory of Homogeneous Turbulene, Cambridge UniversityPress, New York, 1953. (Èìååòñÿ ïåðåâîä: Áýò÷åëîð Äæ. Òåîðèÿ îäíîðîäíîé òóð�áóëåíòíîñòè. � Ì.: ÈË, 1955. � 137 ñ.)[7℄ Drisñoll, Kennedy. Model for the turbulent energy spetrum // Phys. Fluids, 1983. �V. 26. � No. 5. � P. 1228�1233.[8℄ Hinze J.O. Turbulent, N-Y�Toronto�London: MGraw-Hill, 1959. (Èìååòñÿ ïåðå�âîä: Õèíöå È.Î. Òóðáóëåíòíîñòü. � Ì.: Ôèçìàòãèç, 1963. � 680 ñ.)



274 Ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ è èõ ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ êâàíòîâîé ýâîëþöèèÓÄÊ 531:530.145ÑÆÀÒÛÅ ÑÎÑÒÎßÍÈß È ÈÕ Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅÂ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÝÂÎËÞÖÈÈ�àäèîíîâÀ.À., Òëÿ÷åâÒ.Â., ×åáîòàðåâÀ.Ì.1Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è êâàíòîâîé äèíàìèêè, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðåä�ñòàâëÿþòñÿ â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ �óíêöèîíàëîâ ñêà÷êîîáðàçíûõ ïðî�öåññîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè çàðÿæåííûõ÷àñòèö â íàíîïëåíêàõ ïîä äåéñòâèåì ñêðåùåííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ïî�ëåé. Ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ ãàìèëüòîíèàíîâ, íå ñîäåðæàùèõ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå,ïîäðîáíî èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [1, 2℄.Ïóñòü B � ñèììåòðè÷íàÿ (n × n)-ìàòðèöà, C � ýðìèòîâà (n × n)-ìàòðèöà,
f ∈ Cn �êîìïëåêñíûé âåêòîð, m(dp) �âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà â Rn, à φ(p) : Rn →
→ [0, 2π)�âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ (�àçîâàÿ �óíêöèÿ, çàäàííàÿ ïî mod2π). �àñ�ñìîòðèì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (i∂t + Ĥ)ψ = 0 ñ âòîðè÷íî êâàíòîâàííûì ãàìèëü�òîíèàíîì

Ĥ = H2 + V

(
a† + a√

2

)
, V (x) = κ

∫

Rn

ei(p,x)+iφ(p)m(dp), κ > 0, Im V = 0,

H2 =
1

2

(
(a†, Ba†) + (a,Ba)

)
+ (a†, Ca) + (f, a) + (f, a†).�àññìîòðèì îäíîðîäíûé ïî âðåìåíè è êîîðäèíàòàì ìàðêîâñêèé ñêà÷êîîáðàçíûéïðîöåññ ps, ïåðåõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Êîëìîãîðî�âà�Ôåëëåðà:

∂tP (Γ, t|x) = κ

∫
m(dq)

(
P (Γ, t|x+ q)− P (Γ, t|x)

)
, P (Γ, 0|x) = IΓ(x).Ïðîöåññ ps ñîâåðøàåò n ñêà÷êîâ çà âðåìÿ t ñ âåðîÿòíîñòüþ Pn(t) =

(κt)n

n!
e−κt, P (ps−

− ps−0 ∈ A) = m(A). Ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [3℄, ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà i∂tψ + Ĥψ = 0 â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ õðîíîëî�ãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëó÷àéíûõ îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùåãî êëàññ ñæàòûõ ñîñòî�ÿíèé:
ψ(t) = eκt Et

←−∏
k
e

i√
2
(qk,(a

†
t−τk

+at−τk
))+i(φ(qk)+

π
2 )
eiH2tψ(0), at

def
= eiH2ta e−iH2t.×èñëî ñîìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè () ñëó÷àéíîå: â êàæäîì ñîìíîæèòåëå ìî�ìåíòû τk ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà [0, t] è óïîðÿäî÷åíû òàê, ÷òî îïåðàòîðû ñá�îëüøèìè τk äåéñòâóþò ïîçæå. Ïîñêîëüêó ìîìåíòû {τk} è ñêà÷êè {qm}� íåçàâèñè�ìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è τk ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî, òî òàêèìè æå ñâîéñòâàìèîáëàäàþò sk = t− τk è qm. Ïðåîáðàçîâàíèå a→ at îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæå�íèÿ ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì [4℄ â òîì ñìûñëå, ÷òî [ak(t), aj(t)] = 0, [ak(t), a†j(t)] = δkj

ȧt = i[H2, at] = −i(B a†t + C at + f), ȧ†t = i[H2, a
†
t ] = i(B at + C a†t + f).1�àäèîíîâ Àëåêñàíäð Àíäðååâè÷ (alex.radionov89�gmail.om), Òëÿ÷åâ Òèìóð Âÿ÷åñëàâîâè÷(timattv�gmail.om), ×åáîòàðåâ Àëåêñàíäð Ìèõàèëîâè÷ (hebotarev�phys.msu.ru), Ìîñêîâñêèé ãî�ñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò, 119991, �îññèÿ, Ìîñêâà,óë. Ëåáåäåâà, 1.



�àäèîíîâÀ.À., Òëÿ÷åâÒ.Â., ×åáîòàðåâÀ.Ì. 275Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî (n× n)-ìàòðèö {Φt,Ψt} òàêîå, ÷òî
(
at
a†t

)
=

(
Φt Ψt

Ψt Φt

) (
a
a†

)
+ i

∫ t

0

(
Φt−τ Ψt−τ

Ψt−τ Φt−τ

) ( −f
f

)
dτ.Îïåðàòîð òîêà Ît = i(at − a†t) âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ ìàòðèö Φt è Ψt:

Ît = i(Ψt − Φt) a
† + i(Φt −Ψt) a+ 2Re ft, ft =

∫ t

0

(Φsf −Ψsf) ds, (1)à äëÿ ψ(0) = | 0 〉 ñðåäíèé òîê It def
= 〈ψ(t), Îtψ(t)〉 âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç äâå íåçàâèñèìûåñëó÷àéíûå ðåàëèçàöèè �óíêöèîíàëîâ {Zt, Wt} è {Z̃t, W̃t}, îïðåäåëåííûõ íèæå âòåîðåìå 1:

It = e2κtEt e
i(Wt−W̃t)×

×
{
2Re ft + ie−

1
2 |Zt−Z̃t|2[(Φt −Ψt)Z̃te

i
2 Im (Z̃t,Zt) − (Φt −Ψt)Zte

− i
2 Im (Z̃t,Zt)

]}
.Òåîðåìà 1. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (i∂t + Ĥ)ψ = 0 èìååò âèä ìàòåìàòè÷åñêîãîîæèäàíèÿ ïî ñëó÷àéíûì ñäâèãàì �àçû è êîãåðåíòíûì ñäâèãàì ñîñòîÿíèÿ ψt
def
=

eiH2tψ(0):
ψ(t) = eκt Et e

iWt+(Zt,a
†)−(Zt,a)ψt, Zt = i

∑
k zk, zk = (Φsk + Ψsk)

T qk/
√
2 ∈ Cn,

Wt =
∑

k

(√
2 (qk,Re fsk)+ φ(qk) +

π
2 + Im

(
zk,
∑

j<k zj
))
,ãäå ñêà÷êè {qk}K1 , qk ∈ Rn, ìîìåíòû ñêà÷êîâ {sk}K1 , sk ∈ (0, t) è èõ ÷èñëî K �íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëüíûé ãàìèëüòîíèàí Ĥc = H2+Vα,β(x),ãäå

H2 =
1

2

(
(p1 +Hx2)

2 + p22
)
+ E1x1 + E2x2, Vα,β(x) = V0

(3− v(βx))α
4α

,

v(x) = cosx1 + cos

(
x1 +

√
3

2
x2

)
+ cos

(
x1 −

√
3

2
x2

)
,

x ∈ R2, α, β > 0, v(x)��óíêöèÿ, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ñèììåòðèéêðèñòàëëè÷åñêîé óãëåðîäíîé ïëåíêè, ïîâîðîòîâ íà óãîë π

3
âîêðóã íà÷àëà êîîðäè�íàò è ñäâèãîâ íà 2π ïî îñè x1 è íà 4π√

3
ïî îñè x2; max v|x2=0 = 1

1

8
, max v|x1=0 =

= 1. Ïàðàìåòð β ðåãóëèðóåò ìàñøòàá, à ïàðàìåòð α� âûñîòó áàðüåðà è îòíîøåíèå
maxV6,10(x1, 0)/maxV6,10(0, x2) (ñì. ðèñ.1). Êàæäîå ñëàãàåìîå ïîòåíöèàëà v(x) ïî�ðîæäàåò ðàâíîâåðîÿòíûå ñêà÷êè â R2, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ñîñòîÿò èç òî÷åê íîñèòåëÿÔóðüå-îáðàçà: ±{1, 0}, ±{1, √3

2
}, ±{1,−√3

2
}.�àìèëüòîíèàí H2 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ýíåðãèè â êàëèáðîâêå Ëàíäàó â ñêðå�ùåííûõ îäíîðîäíûõ ýëåêòðè÷åñêîì è ìàãíèòíîì ïîëÿõ áåç ó÷åòà ñïèíà. Óðàâíå�íèå Øðåäèíãåðà ñ ìîäåëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì Ĥc îïèñûâàåò äèíàìèêó ýëåêòðîíàâ êðèñòàëëè÷åñêîé óãëåðîäíîé ïëåíêå ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñ êîìïî�íåíòàìè (E1, E2) â ïëîñêîñòè ïëåíêè è ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ H . Äëÿðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëüíîé çàäà÷è íàéäåí ÿâíûé âèä ìàòðèö Φt è Ψt è ïîñòðîåíûñëó÷àéíûå �óíêöèîíàëû Wt è Zt. Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãîàíàëèçà çàâèñèìîñòè òîêà îò âíåøíèõ ïîëåé.



276 Ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ è èõ ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ êâàíòîâîé ýâîëþöèè
-20 -10 0 10 20

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

-20

-10

0

10

20

-20

-10

0

10

20

0.0
0.5
1.0
1.5
2.0

�èñ 3. Íà ïåðâîì ãðà�èêå èçîáðàæåí ïîòåíöèàë Vα,β(x) â ñå÷åíèÿõ x2 = 0 è x1 = 0 ïðè
α = 6, β = 10, v0 = 1 (maxV6,10(x1, 0) = 2, max V6,10(0, x2) = 1). Âòîðîé è òðåòèé ãðà�èêè�äâóìåðíàÿ è òðåõìåðíàÿ âèçóàëèçàöèè ïîòåíöèàëà V6,10(x)Ëèòåðàòóðà[1℄ �åéëåðÂ.À., ÌàðãóëèñÂ.À. Ñòðóêòóðà ñïåêòðà ìàãíèòíî-áëîõîâñêîãî ýëåêòðîíàâ äâóìåðíîé ðåøåòêå // ÒÌÔ. � 1984. � Ò. 61. � �1. � C. 140�149.[2℄ �åéëåðÂ.À., ßâíîðåøàåìûå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè çàðÿæåííîé ÷àñòèöûâ ìàãíèòíîì ïîëå // Ìàòåì. ìîäåëèðîâàíèå. � 1995. � Ò. 7. � �5. � C. 26�28.[3℄ PolyakovA.V. Stohasti solution of the Shr�odinger equation // RJMP. � 2004. �V. 11. � �2. � P. 209�220.[4℄ ÁåðåçèíÔ.À. Ìåòîä âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. � Ì.: Íàóêà, 1986. � 318 ñ.



�àäêåâè÷ Å.Â. 277ÓÄÊ 517.9ÑÌÅØÀÍÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÑÈÑÒÅÌ ÇÀÊÎÍÎÂ ÑÎÕ�ÀÍÅÍÈß.Ï�ÎÁËÅÌÛ ÊÎ��ÅÊÒÍÎÑÒÈ�àäêåâè÷Å.Â.1Äîêëàä ïîñâÿùåí äâóì òåìàì, ñâÿçàííûì ñ èññëåäîâàíèåì êîððåêòíîñòè ñìåøàí�íîé çàäà÷è:1) Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îäíà èç ïðîáëåì êèíåòèêè íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ ñâÿ�çàíà ñ íåäîñòàòî÷íîé èí�îðìàöèåé î íà÷àëüíî-êðàåâûõ äàííûõ áîëüøåé ÷à�ñòè íåðàâíîâåñíûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå íå èìååò èíòóèòèâíîãî �èçè÷åñêîãîñìûñëà� èõ íåëüçÿ îïðåäåëèòü èç ýêñïåðèìåíòà. Ê òîìó æå ÷èñëî íåðàâíîâåñ�íûõ ïåðåìåííûõ íàñòîëüêî âåëèêî, ÷òî ÷èñëà, ðàçóìíûõ ñ �èçè÷åñêîé òî÷êèçðåíèÿ, ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íå äîñòàòî÷íî äëÿ ïîñòàíîâêè ñìåøàííîé çàäà�÷è. Òîãäà â êàêîì ñìûñëå íàäî ïîíèìàòü êîððåêòíîñòü ñìåøàííîé çàäà÷è? Âäîêëàäå áóäåò ïðèâåäåí ïîäõîä ×åïìàíà ê èññëåäîâàíèþ âîçíèêàþùèõ çäåñüïðîáëåì.2) Àíàëèç ïîëèíîìèàëüíûõ ïó÷êîâ äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé ñèñòåì ìîìåíòîâ�ðýäà äëÿ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèíèé Áîëüöìàíà è Ôîêåðà�Ïëàíêà ïîêàçû�âàåò, ÷òî äëÿ ìîìåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ( è â áîëååøèðîêîì ñìûñëå ìîäåëåé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä) ïåðåìåííàÿ êðàòíîñòü õà�ðàêòåðèñòèê ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñàìîé ïðèðîäû îïèñûâàåìûõ �èçè÷åñêèõïðîöåññîâ, ñâÿçàíûõ ñ âêëþ÷åíèåì â îïèñàíèå ìîìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà,íåðàâíîâåñíûõ, íåêîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ. Áóäóò ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûåóñëîâèÿ êîððåêòíîñòè ñìåøàííîé çàëà÷è â ñëó÷àå êðàòíîñòè êîðíåé õàðàêòå�ðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.Ëèòåðàòóðà[1℄ Gui-Qiang Chen, LevermoreC.D., Tai-Ping Luui Hyperboli onservation laws withsti� relaxation terms and entropy // Comm. on Pure and Appl. Math. � 1994. �V. XLVII. � P. 787�830.[2℄ ChapmanS., CowlingT. Mathematial Theory on Non-uniform Gases // 3nd. ed.Cambridge: Univ. Press, 1970.[3℄ RadkevihÅ.V. Irreduible Chapman�Enskog Projetions and Navier�Stokes Ap�proximations // Instability in Models Conneted with Fluid Flows. II. Edited byClaude Bardos and Andrei Fursikov; International Mathematial Series. � V. 6. �P. 85�151, Springer(2007).[4℄ �àäêåâè÷Å.Â. Ïðîåêöèè ×åïìåíà-Ýíñêîãà è ïðîáëåìû Íàâüå-Ñòîêñ ïðèáëèæå-íèÿ // Òðóäû Ìàò. Èíñò. èì. Ñòåêëîâà. � 2005. � Ò. 250. � Ñ. 219�225 Ïåðåâîä:Proeedings of the Stelov Institute of Mathematis. � 2005. � V. 250. � P. 1�7.[5℄ PalinV.V., RadkevihÅ.V. Hyperboli Regularization of Conservation Laws // ISSN1061-9208, Russian J. of Math. Phys. � 2008. � V. 15. � No. 3. � P. 401�421.[6℄ PalinV.V., RadkevihE.V. Mathematial aspets of the Maxwell problem // Appli�able Analysis. � 2009. � V. 88. � No. 8. � P. 1233�1264.1�àäêåâè÷ Åâãåíèé Âëàäèìèðîâè÷, Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â.Ëîìî-íîñîâà, 119991, �îññèÿ, Ìîñêâà, �ÑÏ-1, Âîðîáüåâû ãîðû.



278 Ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îäíîãî òðåõ÷àñòè÷íîãî ìîäåëüíîãî îïåðàòîðàÓÄÊ 517.984ÑÓÙÅÑÒÂÅÍÍÛÉ ÑÏÅÊÒ� ÎÄÍÎ�Î Ò�ÅÕ×ÀÑÒÈ×ÍÎ�ÎÌÎÄÅËÜÍÎ�Î ÎÏÅ�ÀÒÎ�À�àñóëîâÒ.Õ., �àõìîíîâÀ.À.1Èññëåäîâàíèþ ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà òðåõ÷àñòè÷íûõ íåïðåðûâíûõ è äèñêðåò�íûõ îïåðàòîðîâ Øðåäèíãåðà ïîñâÿùåíû ìíîãèå ðàáîòû (ñì. íàïðèìåð [1, 2℄, ñîîò�âåòñòâåííî). Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõ÷àñòè÷íûé ìîäåëüíûé îïåðàòîð
H. Âûäåëåí êàíàëüíûé îïåðàòîð è ÷åðåç ñïåêòð êàíàëüíîãî îïåðàòîðà îïèñàíî ìå�ñòîïîëîæåíèå ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà H.ÏóñòüTν ≡ (−π;π]ν � ν-ìåðíûé êóá ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îòîæäåñòâëåíèåì ïðîòè-âîïîëîæíûõ ãðàíåé, L2(T

ν)� ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóå�ìûõ (êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Tν è Ls
2((T

ν)2)� ãèëüáåðòî�âî ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûõ (êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) ñèììåòðè÷íûõ�óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà (Tν)2.Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå Ls
2((T

ν)2) ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûéñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð
H = H0 − V1 − V2,ãäå îïåðàòîðû H0 è Vi (i = 1, 2) îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

(H0f)(p, q) = u(p, q)f(p, q),

(V1f)(p, q) =

∫

Tν

v(q, s)f(p, s)ds,

(V2f)(p, q) =

∫

Tν

v(p, s)f(s, q)ds.Çäåñü u è v�âåùåñòâåííîçíà÷íûå ñèììåòðè÷íûå íåïðåðûâíûå �óíêöèèíà (Tν)2.Äëÿ �îðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû íàðÿäó ñ îïåðàòîðîìH ðàññìîò-ðèì òàêæå îïåðàòîð H1, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2((T
ν)2) ïî�îðìóëå

H1 = H0 − V1.Ëåãêî ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîð H1 êîììóòèðóåò ñ ëþáûì îïåðàòîðîìóìíîæåíèÿ íà îãðàíè÷åííóþ �óíêöèþ α(p) â L2((T
ν )2).Èç ðàçëîæåíèÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë ïðîñòðàíñòâà L2((T

ν)2):
L2((T

ν)2) =

∫

Tν

⊕L2(T
ν)dp (1)ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð H1 ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë

H1 =

∫

Tν

⊕h1(p)dp,1�àñóëîâ Òóëêèí Õóñåíîâè÷ (rth�mail.ru), �àõìîíîâ Àñêàð Àõìàäîâè÷ (araxmonov�mail.ru),Áóõàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 200100, Óçáåêèñòàí, ã. Áóõàðà, óë. Ì. Èêáîë, 11.



�àñóëîâ Ò.Õ., �àõìîíîâÀ.À. 279ãäå îïåðàòîð (ìîäåëü Ôðèäðèõñà) h1(p), p ∈ Tν , äåéñòâóåò â L2(T
ν) ïî �îðìóëå

h1(p) = h0(p)− v1.Çäåñü îïåðàòîðû h0(p), p ∈ Tν è v1 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðàâèëàì:
(h0(p)f)(q) = u(p, q)f(q), (v1f)(q) =

∫

Tν

v(q, s)f(s)ds.Îòìåòèì, ÷òî â ðàçëîæåíèè (1) ïîä çíàêîì ïðÿìîãî èíòåãðàëà ñòîÿò îäèíàêîâûåñëîè.Îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ v1 îïåðàòîðà h0(p), p ∈ Tν ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìîäíîìåðíûì îïåðàòîðîì. Èç èçâåñòíîé òåîðåìû �. Âåéëÿ [1℄ î ñîõðàíåíèè ñóùå�ñòâåííîãî ñïåêòðà ïðè âîçìóùåíèÿõ êîíå÷íîãî ðàíãà âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâåííûéñïåêòð σess(h1(p)) îïåðàòîðà h1(p), p ∈ Tν ñîâïàäàåò ñ ñóùåñòâåííûì ñïåêòðîì îïå�ðàòîðà h0(p), p ∈ Tν . Èçâåñòíî, ÷òî σess(h0(p)) = [m(p);M(p)], ãäå ÷èñëà m(p) è
M(p) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ðàâåíñòâàì

m(p) = min
q∈Tν

u(p, q), M(p) = max
q∈Tν

u(p, q).Èç ïîñëåäíèõ äâóõ �àêòîâ ñëåäóåò, ÷òî σess(h1(p)) = [m(p);M(p)].Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ Tν ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïå�ðàòîðà h1(p) ìîæåò ïðåâðàòèòüñÿ â òî÷êó {m(p)} è ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî
p ∈ Tν ìû íå ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà h1(p) ÿâëÿ�åòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì. Íàïðèìåð, åñëè �óíêöèÿ u(·, ·) èìååò âèä

u(p, q) = ε(p) + ε(p+ q) + ε(q),ãäå �óíêöèÿ ε(·) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
ε(q) =

ν∑

i=1

(1− cosqi), q = (q1, · · · , qν) ∈ Tν è p = (π, · · · , π︸ ︷︷ ︸
ν

) ∈ Tν ,òîãäà σess(h1(p)) = {4ν}.Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð H1 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è ñàìîñîïðÿæåííûìâ L2((T
ν )2) è îí âûáðàí åäèíñòâåííîì îáðàçîì èç îïåðàòîðà H â ñèëó ñâîéñòâàðàçëîæèìîñòè â ïðÿìîé îïåðàòîðíûé èíòåãðàë.Ïîëîæèì

m = min
p,q∈Tν

u(p, q), M = max
p,q∈Tν

u(p, q),

σtwo(H1) =
⋃

p∈Tν

σdisc(h1(p)), σthree(H1) = [m;M ].Ñïåêòð îïåðàòîðà H1 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.Òåîðåìà 1. Äëÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà H1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
σ(H1) = σtwo(H1) ∪ σthree(H1).Òåïåðü ñ�îðìóëèðóåì òåîðåìó, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðà�òîðà H.



280 Ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îäíîãî òðåõ÷àñòè÷íîãî ìîäåëüíîãî îïåðàòîðàÒåîðåìà 2. Ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà H ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì îïåðà�òîðà H1, ò.å. σess(H) = σ(H1).Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 îïåðàòîðH1 îáëàäàåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì êàíàëü�íîãî îïåðàòîðà ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû íà�çîâåì èõ êàíàëüíûìè îïåðàòîðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè îïåðàòîðó H. Çàìåòèì, ÷òîêàíàëüíûé îïåðàòîð H1 èìååò áîëåå ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, ÷åì H, è ïîýòîìó òåîðåìà2 èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ñïåêòðà îïåðàòîðà H.Òåïåðü ââåäåì íîâûå ïîäìíîæåñòâà ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà H.Îïðåäåëåíèå.Ìíîæåñòâà σtwo(H1) è σthree(H1) íàçûâàþòñÿ äâóõ÷àñòè÷íûìèè òðåõ÷àñòè÷íûìè âåòâÿìè ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà H, ñîîòâåòñòâåí-íî.Ëèòåðàòóðà[1℄ �èäÌ., ÑàéìîíÁ. Ìåòîäû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. � Ò. 4. Àíàëèçîïåðàòîðîâ. � Ì.: Ìèð, 1982.[2℄ ËàêàåâÑ.Í., ÌóìèíîâÌ.Ý. Ñóùåñòâåííûé è äèñêðåòíûé ñïåêòð òðåõ÷àñòè÷íîãîîïåðàòîðà Øðåäèíãåðà íà ðåøåòêå // Òåîð. è ìàò. �èç. � 2003. � Ò. 135. � �3. �Ñ. 478�503.



�àñóëîâ Ò.Õ., ÒóðäèåâÕ.Õ. 281ÓÄÊ 517.984ÏÎ�Î�ÎÂÛÅ ßÂËÅÍÈÅ ÄËß ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÉÌÎÄÅËÈ Ô�ÈÄ�ÈÕÑÀ�àñóëîâÒ.Õ., ÒóðäèåâÕ.Õ.1Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåííàÿ ìîäåëü Ôðèäðèõñà h(p), â ñëó�÷àå �óíêöèè ñïåöèàëüíîãî âèäà wi, i = 1, 2, ÿâëÿþùåéñÿ ïàðàìåòðîì îïåðàòîðà h(p).Ýòà �óíêöèÿ èìååò íåâûðîæäåííûé ìèíèìóì â íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Èçó�÷åíû ïîðîãîâûå ÿâëåíèÿ äëÿ h(p) â çàâèñèìîñòè îò òî÷êè ìèíèìóìà �óíêöèè w2.�åçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòà�òîâ èç ðàáîò [1℄. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [2℄ ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿìîäåëè Ôðèäðèõñà.Ïóñòü T3 ≡ (−π;π]3 � òðåõìåðíûé êóá ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îòîæäåñòâëåíèåìïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé, L2(T
3)� ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî-èíòåãðè�ðóåìûõ (êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà T3 è C�îäíîìåðíîå êîì�ïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî.Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ïðÿìóþ ñóììó ïðîñòðàíñòâ H0 = C è H1 = L2(T

3), ò.å.
H = H0 ⊕H1.�àññìîòðèì îáîáùåííóþ ìîäåëü Ôðèäðèõñà h(p), p ∈ T3, äåéñòâóþùóþ â H ïîïðàâèëó

h(p) =

(
h00(p) h01
h10 h11(p)

)
,ãäå îïåðàòîðû hii(p) : Hi → Hi, i = 0, 1, p ∈ T3 è hij : Hj → Hi, i, j = 0, 1, i 6= jîïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

(h00(p)f0)0 = w1(p)f0, (h01f1)0 =

∫

T3

v(s)f1(s)ds,

(h10f0)1(q) = v(q)f0, (h11(p)f1)1(q) = w2(p, q)f1(q).Çäåñü fi ∈ Hi, i = 0, 1, v(·)�âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ÷åòíàÿ �óíêöèÿíà T3, à �óíêöèè w1(·) è w2(·, ·) îïðåäåëåíû ïî �îðìóëàì
w1(p) = ε(p) + λ, w2(p, q) = ε(p) + ε(p+ q) + ε(q),

ε(p) =

3∑

i=1

(1− cosmp(i)), p = (p(1), p(2), p(3)) ∈ T3, m ∈ N,ãäå λ��èêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à N-ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð h(p), p ∈ T3 îãðàíè÷åí è ñàìîñîïðÿæåí â H.Îáîçíà÷èì ÷åðåç n ≡ n(m) ÷èñëî òî÷åê
(pi, qj) ∈ (T3)2, pi = (p

(1)
i , p

(2)
i , p

(3)
i ), qj = (q

(1)
j , q

(2)
j , q

(3)
j ),äëÿ êîòîðûõ

p
(k)
i , q

(k)
j ∈

{
0,± 2

m
π;± 4

m
π; · · · ;±m

′

m
π

}
, k = 1, 2, 3,1�àñóëîâ Òóëêèí Õóñåíîâè÷ (rth�mail.ru), Òóðäèåâ Õàëèì Õàìðàåâè÷ (hturdiev�mail.ru), Áó�õàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 200100, Óçáåêèñòàí, ã. Áóõàðà, óë. Ì. Èêáîë, 11.



282 Ïîðîãîâûå ÿâëåíèå äëÿ îáîáùåííîé ìîäåëè Ôðèäðèõñàïðè÷åì ps 6= pl è qs 6= ql ïðè s 6= l; çäåñü
m′ =

{
m− 2, åñëè m ÷åòíàÿ
m− 1, åñëè m íå÷åòíàÿ.Ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèÿ w2(·, ·) (ñîîò. w1(·)) èìååò íåâûðîæäåííûéìèíèìóì â òî÷êàõ (pi, qj) ∈ (T3)2 (ñîîò. pi ∈ T3) è n = (m′ + 1)6, Äîïîëíèòåëüíîáóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî m ≥ 3 (åñëè m = 1, 2, òîãäà n = 1, à â íàñòîÿùåé ðàáîòåíàì èíòåðåñåí ñëó÷àé n > 1).Ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì p ∈ T3 îïðåäåëèì ðåãóëÿðíóþ â C\σess(h(p)) �óíê�öèþ (äåòåðìèíàíò Ôðåäãîëüìà, àññîöèèðîâàííûé ñ îïåðàòîðîì h(p), p ∈ T3)

∆(p ; z) = w1(p)− z −
∫

T3

v2(s)ds

w2(p, s)− z
.Ôóíêöèÿ w2(·, ·) èìååò íåâûðîæäåííûé ìèíèìóì â òî÷êàõ (pi, qj) ∈ (T3)2,

i, j = 1,
√
n, à �óíêöèÿ v(·) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé íà T3, ïîýòîìó èç òåîðåìû îïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà Ëåáåãà è ðàâåíñòâà ∆(pi ; 0) = ∆(p1 ; 0),

i = 2,
√
n ñëåäóåò, ÷òî

∆(p1 ; 0) = lim
p→pi

∆(p ; 0), i = 1,
√
n.Çàìå÷àíèå. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî h(p1) ≡ h(pi), i = 2,
√
n.Ïóñòü C(T3) (ñîîò. L1(T

3)) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ (ñîîò. èíòå�ãðèðóåìûõ) �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà T3.Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð h(p1) èìååò ðåçîíàíñ ñ íóëåâîé ýíåðãè�åé, åñëè ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà
(Gψ)(q) =

v(q)

2λ

∫

T3

v(s)ψ(s)ds

ε(s)
, ψ ∈ C(T3)è ïî êðàéíåé ìåðå îäíà (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû) ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåí�íàÿ �óíêöèÿ ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ψ(qj) 6= 0 ïðè íåêîòîðîì j ∈ {1, 2, · · · ,√n}.Åñëè îïåðàòîð h(p1) èìååò ðåçîíàíñ ñ íóëåâîé ýíåðãèåé, òîãäà âåêòîð-�óíêöèÿ

f = (f0, f1), ãäå
f0 = const 6= 0, f1(q) = −

v(q)f0
2ε(q)

, (1)óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ h(p1)f = 0 è f1 ∈ L1(T
3) \ L2(T

3).Åñëè îïåðàòîð h(p1) èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òîãäà âåêòîð-�óíê�öèÿ f = (f0, f1), ãäå f0 è f1 îïðåäåëåíû ïî �îðìóëå (1), óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
h(p1)f = 0 è f1 ∈ L2(T

3).Äëÿ òî÷íîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñëè îïåðàòîð h(p1) èìååò ðåçîíàíñ ñ íóëåâîéýíåðãèåé, òîãäà �óíêöèÿ v(·) îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â n0, 1 < n0 ≤
√
n òî÷êàõìíîæåñòâà {qj}√n

j=1.Äàëåå, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåíóìåðóåì)ïðåäïîëîæèì, ÷òî v(qj) 6= 0 ïðè j = 1, n0. Òàê êàê {pj}√n
j=1 ≡ {qj}

√
n

j=1, ïîëîæèì pj =

= qj , j = 1, n0.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ òîãî ÷òîáû,ëèáî ÷èñëî z = 0 ÿâëÿëîñü ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà h(p1), ëèáî îïåðàòîð
h(p1) èìåë ðåçîíàíñ ñ íóëåâîé ýíåðãèåé.



�àñóëîâ Ò.Õ., ÒóðäèåâÕ.Õ. 283Òåîðåìà 1. à) Îïåðàòîð h(p1) èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ∆(p1 ; 0) = 0 è v(qj) = 0, j = 1,
√
n;á) Îïåðàòîð h(p1) èìååò ðåçîíàíñ ñ íóëåâîé ýíåðãèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∆(p1 ; 0) = 0 è v(qj) 6= 0 ïðè íåêîòîðîì j ∈ {1, 2, · · · ,√n}.Òåïåðü ñ�îðìóëèðóåì ðåçóëüòàò î ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëüÿ Ôðåäãîëüìà.Òåîðåìà 2. Åñëè îïåðàòîð h(p1) èìååò ðåçîíàíñ ñ íóëåâîé ýíåðãèåé, òîãäàèìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå
∆(p ; z) =

π2

m2

n0∑

j=1

v2(qj)

√
3

4
|p− pi|2 − z +O(|p− pi|2) +O(|z|)ïðè |p− pi| → 0, i = 1, n0 è z → −0.Ëèòåðàòóðà[1℄ Albeverio S., Lakaev S.N., RasulovT.H. On the Spetrum of an Hamiltonian in FokSpae // Disrete Spetrum Asymptotis. J. Stat. Phys. � 2007. � V. 127. � No. 2. �P. 191�220.[2℄ �àñóëîâÒ.Õ. Àñèìïòîòèêà äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îäíîãî ìîäåëüíîãî îïåðàòîðà,àññîöèèðîâàííîãî ñ ñèñòåìîé òðåõ ÷àñòèö íà ðåøåòêå // Òåîð. è ìàòåì. �èç. �2010. � Ò. 163. � �1. � Ñ. 34�44.



284 Íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ËûêîâàÓÄÊ 517.956.32ÍÅËÎÊÀËÜÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ ËÛÊÎÂÀ�åïèíÎ.À.1, ÊóìûêîâàÑ.Ê.2�àññìîòðèì ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{
y2ux + vy − au = 0,
vx + uy = 0

(1)â îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé õàðàêòåðèñòèêàìè AC : x− 1

2
y2 = 0, BC : x+

1

2
y2 = 1 èîòðåçêîì I : 0 6 x 6 1 ïðÿìîé y = 0.Çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå u(x, y), v(x, y) ñèñòåìû (1) èç êëàññà C(D)∩C1(D ∪ I),èìåþùèå íåïðåðûâíûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå â îáëàñòè D, ïðè÷åì ux(x, 0), uy(x, 0)ìîãóò èìåòü èíòåãðèðóåìûå îñîáåííîñòè ïðè ñòðåìëåíèè x ê òî÷êàì A è B, è óäî�âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

v(x, 0) = ϕ(x), 0 6 x 6 1,

A(x)
(
I
δ1, δ2,

a−3
4 −δ1

0+ u [θ0(t)]
)
(x)+

+B(x)
(
I
µ1, µ2,− a+3

4 −µ1

1− u [θ1(t)]
)
(x) = C(x) 0 < x < 1,ãäå |a| < 1, ϕ(x), A(x), B(x), C(x)�èçâåñòíûå �óíêöèè, òàêèå, ÷òî

ϕ(x) ∈ C2(I) ∩ C3(I), ϕ′(0) = ϕ′(1) = 0,

A(x), B(x), C(x) ∈ C1(I) ∩ C3(I), A2(x) +B2(x) 6= 0 äëÿ ëþáûõ x ∈ [0, 1]; δ1, δ2, µ1,
µ2 �äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

θ0(x), θ1(x)�òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû (1), âûõîäÿùèõ èç òî÷êè
(x, 0) (0 < x < 1) ñ õàðàêòåðèñòèêàìè AC è BC ñîîòâåòñòâåííî.(

Iα, β, η0+ f
)
(x), (Iα, β, η1− f

)
(x) � îáîáùåííûå èíòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå ñ ãèïåðãåî�ìåòðè÷åñêîé �óíêöèåé �àóññà F (a, b; c; z), ââåäåííûå â [1℄ (ñì. òàêæå [2. Ñ. 326�327℄)è èìåþùèå ïðè äåéñòâèòåëüíûõ α, β, η è x > 0 âèä

(
Iα, β, η0+ f

)
(x) =

x−α−β

Γ(α)

x∫

0

(x− t)α−1F

(
α+ β, −η; α; 1− t

x

)
f(t) dt

(α > 0, 0 < x < 1),

(
Iα, β, η0+ f

)
(x) =

(
d

dx

)n (
Iα+n,β−n,η−n
0+ f

)
(x)

(0 < x < 1, α < 0, n = [−α] + 1),1�åïèí Îëåã Àëåêñàíäðîâè÷ (matstat�mail.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ýêîíîìè÷åñêèéóíèâåðñèòåò, 443090, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Ñîâåòñêîé Àðìèè, 141.2Êóìûêîâà Ñâåòëàíà Êàíøóáèåâíà, Êàáàðäèíî-Áàëêàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòèì. Õ.Ì.Áåðáåêîâà, 360004, �îññèÿ, ã. Íàëü÷èê, óë. ×åðíûøåâñêîãî, 173.
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(
Iα, β, η1− f

)
(x) =

(1− x)−α−β

Γ(α)

1∫

x

(t− x)α−1F

(
α+ β, −η; α; t− x

1− x

)
f(t) dt

(α > 0, 0 < x < 1),

(
Iα, β, η1− f

)
(x) =

(
− d

dx

)n (
Iα+n,β−n,η−n
1− f

)
(x)

(0 < x < 1, α < 0, n = [−α] + 1).Äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé δ1, δ2, µ1, µ2 äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü èñ�ñëåäóåìîé çàäà÷è.Ëèòåðàòóðà[1℄ SaigoM. A remark on integral operators involving the Gauss hypergeometrifuntions // Math. Rep. Kyushu Univ. � 1978. � V. 11. � �2. � P. 135�143.[2℄ ÑàìêîÑ.�., ÊèëáàñÀ.À., Ìàðè÷åâÎ.È. Èíòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå äðîáíîãî ïî�ðÿäêà è íåêîòîðûå èõ ïðèëîæåíèÿ. � Ìèíñê: Íàóêà è òåõíèêà, 1987. � 688 ñ.



286 Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îäíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî àíàëîãà ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ . . .ÓÄÊ 517.951Ê�ÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÎÄÍÎ�Î Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÍÍÎ�ÎÀÍÀËÎ�À �ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß,ÂÛ�ÎÆÄÀÞÙÅ�ÎÑß ÍÀ ÊÎÎ�ÄÈÍÀÒÍÛÕ ÏËÎÑÊÎÑÒßÕ�îäèîíîâàÈ.Í.1Óðàâíåíèå
Uxyz +

γ

z
Uxy +

β

y
Uxz +

α

x
Uyz +

βγ

yz
Ux +

αγ

xz
Uy +

αβ

xy
Uz +

αγβ

xyz
U = 0, (1)

0 < α, β, γ � onst<1, ðàññìîòðèì íà ìíîæåñòâå H = H1 ∪ H2, ãäå H1 = {(x, y, z)/
0 < x < y < h, 0 < z < +∞}, h � onst, h > 0; H2 = {(x, y, z)/0 < y < x < h,
0 < z < +∞}.Äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü è ïîëó÷åíû â ÿâíîì âèäå ðåøåíèÿ ñëåäóþ�ùèõ êðàåâûõ çàäà÷.Íà ìíîæåñòâå H íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), íåïðåðûâíîå â H ñ óñëîâèÿìè:Çàäà÷à I:

U(x, h, z) = ψ(x, z), 0 < x < h, 0 < z < +∞, (2)
lim
y→0

yβU(x, y, z) = ϕ(x, z), 0 < x < h, 0 < z < +∞, (3)
lim
z→0

zγU(x, y, z) = f1(x, y), 0 < x < y < h, (4)
lim
z→0

zγU(x, y, z) = f2(x, y), 0 < y < x < h, (5)íà ïëîñêîñòè x = y óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ
τ1(x, z) = lim

y→x+0
U(x, y, z) = lim

y→x−0
U(x, y, z) = τ2(x, z), (6)

x2β lim
y→x+0

(Ux − Uy) = x2α lim
y→x−0

(Ux − Uy) +
(
x2αU(x, x, z)

) ′
x. (7)Çàäà÷à II:  äàííûìè (2), (4), (5), à òàêæå x∫

0

U(x, t, z)dt = ϕ2(x, z) è óñëîâèÿìèñîïðÿæåíèÿ (6) è (7).Çàäà÷à III:  óñëîâèÿìè y∫

0

tαU(t, y, z)dt = ϕ1(y, z), x∫

0

tβU(x, t, z)dt = ϕ3(x, z), àòàêæå (4), (5) è ñîïðÿæåíèåì íà ïëîñêîñòè y = x (6) è
x2β lim

y→x+0
(Ux − Uy) = x2α lim

y→x−0
(Ux − Uy). (8)1�îäèîíîâà Èðèíà Íèêîëàåâíà (mvdolg�ssu.samara.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè�òåò, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



�îäèîíîâàÈ.Í. 287�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÀÂÖÏ3341 âåäîìñòâåííîéïðîãðàììû Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �Ô è êîíòðàêòà 2173 ÔÖÏ �Íàó÷íûåè íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè� íà 2009�2013 ãã.Ëèòåðàòóðà[1℄ Çàõàðîâ Â.Í. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ, âûðîæäàþùåãîñÿ íà êî�îðäèíàòíûõ ïëîñêîñòÿõ. Äîêëàäû 52-îé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè Ñ�ÏÓ (Ñáîðíèêòðóäîâ) ìàé 1998 ã., Ñàìàðà.



288 Àíàëèç ïðîäóêòèâíîñòè äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì äîáûâàþùèõ ñêâàæèíÓÄÊ 917.946ÀÍÀËÈÇ Ï�ÎÄÓÊÒÈÂÍÎÑÒÈ ÄÂÎßÊÎÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕÑÈÑÒÅÌ ÄÎÁÛÂÀÞÙÈÕ ÑÊÂÀÆÈÍ�îòåðñÏ.Â.1Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïîçâîëÿþùàÿ àíàëèçèðîâàòüïðîäóêòèâíîñòü ñèñòåì äîáûâàþùèõ ñêâàæèí. Ñèñòåìà ñêâàæèí ìîäåëèðóåòñÿ ïëîñ�êîé áåñêîíå÷íîé äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé ðåøåòêîé òî÷å÷íûõ ñòîêîâ îäèíàêîâîé ìîù�íîñòè.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ îöåíêè ïðîäóêòèâíîñòè ñèñòåìû ñêâàæèí èñïîëüçóþò�ñÿ òàê íàçûâàåìûé shape fator (êîý��èöèåíò �îðìû). Îí ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòüñðåäíåå äàâëåíèå â îáëàñòè ïèòàíèÿ ñêâàæèíû â çàâèñèìîñòè îò �îðìû åãî êîíòó�ðà ïèòàíèÿ. Â ðàáîòå [3℄ âåëè÷èíà êîý��èöèåíòà �îðìû áûëà âû÷èñëåíà äëÿ ðÿäàðåøåòîê (ïðÿìîóãîëüíàÿ, ðàâíîáåäðåííî-òðåóãîëüíàÿ, ðîìáè÷åñêàÿ) è ñðàâíåíà ñêîý��èöèåíòîì �îðìû äëÿ èäåàëüíîãî êðóãîâîãî êîíòóðà.Â äàííîé ðàáîòå íàéäåíà àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà �îðìû îòòèïà ðåøåòêè, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü shape fator äëÿ ëþáîé �îðìû êîíòóðàïèòàíèÿ. Àíàëîãè÷íî ðàáîòàì èç îáëàñòè âèõðåâîé äèíàìèêè [1, 2℄ äëÿ äâîÿêîïåðè�îäè÷åñêèõ ñèñòåì ñêâàæèí áûëà ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ ïðèâëå÷åíèåìýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé Âåéåðøòðàññà. Äàííàÿ ìîäåëü çàäàåò êîìïëåêñíûé ïîòåí�öèàë, ÿâëÿþùèéñÿ äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé, â âèäå:
ϕ (z, z̄) = lnσ (z) +

αz2

2
− π

∆
zz̄, (1)ãäå σ (z)� ñèãìà-�óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà, α =

π

2
− 2η1, η1 = ζ (ω1/2)�êâàçèïåðèîääçåòà-�óíêöèè Âåéåðøòðàññà, ∆� ïëîùàäü ÿ÷åéêè äëÿ âûáðàííîãî òèïà ðåøåòêè.Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü äàííîãî ïîòåíöèàëà îïðåäåëÿåò ïîëå äàâëåíèÿ, à åãî ïðî�èçâîäíàÿ � ïîëå ñêîðîñòåé. Äàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâîëèëà âû÷èñëèòüðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ äàâëåíèÿ è ïîëÿ ñêîðîñòåé â ðåøåòêàõ ïðîèçâîëüíûõ êîí�èãó�ðàöèé è îïðåäåëèòü êîíòóðû ïèòàíèÿ ñêâàæèí, ðàñïîëîæåííûõ â óçëàõ ðåøåòêè.Â èòîãå äëÿ êîý��èöèåíòà ïðîäóêòèâíîñòè ñêâàæèíû PI = 1/Re [ϕ (z, z̄)] áûëîíàéäåíî ÿâíîå âûðàæåíèå:

PI = 2/ ln

[
4∆

γCAr2w

]
, (2)ãäå γ = 1, 781, rw � ðàäèóñ ñêâàæèíû, CA � êîý��èöèåíò �îðìû êîíòóðà ïèòàíèÿñêâàæèíû.Äëÿ îäíîé ñêâàæèíû, ðàñïîëîæåííîé â ïàðàëëåëîãðàììå ïåðèîäîâ, êîý��èöè�åíò �îðìû ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

CA (τ) =
16π2

γ
Imτ

∣∣∣∣∣q
1
3

∞∏

n=1

(
1− q2n

)4
∣∣∣∣∣ , (3)ãäå τ = ω1/ω2 � îòíîøåíèå ïåðèîäîâ ðåøåòêè, q = exp [iπτ ].1�îòåðñ Ïàâåë Âÿ÷åñëàâîâè÷ (roters�ssu.samara.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



�îòåðñÏ.Â. 289Â ñëó÷àå, êîãäà â ïàðàëëåëîãðàììå ïåðèîäîâ ðàñïîëîæåíû äâå ñêâàæèíû  îäè�íàêîâûì äåáèòîì Q, êîý��èöèåíò �îðìû êàæäîé èõ íèõ ìîæåò áûòü íàéäåí áëà�ãîäàðÿ óñòàíîâëåííîé çàâèñèìîñòè:
C

(2)
A (τ) =

γ

8

R2
12

∆

[
C

(1)
A (τ)

]2
, (4)ãäå C(2)

A � êîý��èöèåíò �îðìû äëÿ îäíîé èç äâóõ ñêâàæèí, ðàñïîëîæåííûõ â ïà�ðàëëåëîãðàììå ïåðèîäîâ; C(1)
A �êîý��èöèåíò �îðìû äëÿ îäíîé ñêâàæèíû â ïà�ðàëëåëîãðàììå ïåðèîäîâ ñ äåáèòîì 2Q; R12 �âûðàæàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿñêâàæèíàìè:

lnR12 = Re ln

[
σ (z1 − z2)−

α (z1 − z2)2
2

]
− π

2∆
|z1 − z2|2 . (5)Çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòà CA ïîëíîñòüþ ñîâïàëè ñî çíà÷åíèÿìè, âû÷èñëåííûìèÄèòöîì è äðóãèìè àâòîðàìè ïóòåì ÷èñëåííîãî ñóììèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íûõ óñëîâíî�ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ ðåøåòîê.Ëèòåðàòóðà[1℄ Î'ÍåéëÊ.À. Î ãàìèëüòîâîé äèíàìèêå âèõðåâûõ ðåøåòîê. // Ôóíäàìåíòàëüíûåè ïðèêëàäíûå ïðîáëåìû òåîðèè âèõðåé. � Ìîñêâà, Èæåâñê: Èíñòèòóò êîìïüþ�òåðíûõ èññëåäîâàíèé. � 2003. � Ñ. 336�353.[2℄ Òêà÷åíêîÂ.Ê. Î âèõðåâûõ ðåøåòêàõ // ÆÝÒÔ. � 1965. � Ò. 49. � C. 1875�1883.[3℄ DietzD.N. Determination of Average Reservoir Pressure From Build-Up Surveys. �Rejswijk, The Netherlands: SPE, 1965. � P. 955�959.



290 Ïðèáëèæåííîå ðàñøèðåíèå ëîðåíöåâîé ñèììåòðèè . . .ÓÄÊ 530.12+539.1.Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ �ÀÑØÈ�ÅÍÈÅ ËÎ�ÅÍÖÅÂÎÉ ÑÈÌÌÅÒ�ÈÈÄÎ ÊÎÍÔÎ�ÌÍÎÉ ÄËß ÌÀÑÑÈÂÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖ Â Ï�ÅÄÅËÅÑÂÅ�ÕÂÛÑÎÊÈÕ ÝÍÅ��ÈÉ�óäîéÞ.�., ÂåðíèãîðàÈ.À.1Âîò óæå áîëåå ïîëóâåêà â àñòðî�èçèêå êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé (ÊË) â îáëàñòè ñâåðõ�âûñîêèõ ýíåðãèé (ïîðÿäêà 1018�1020 ýÂ) îñòàåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìà ñóùåñòâîâà�íèÿ ïðåäåëà �ðåéçåíà�Çàöåïèíà�Êóçüìèíà (�ÇÊ), ïðåäïîëîæåííîãî ïðàêòè÷åñêèîäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî â ðàáîòàõ [1℄ è [2℄. Ñîãëàñíî ýòèì ðàáîòàì, ðàñïðåäåëå�íèå ïî ýíåðãèÿì ïðîòîííîé êîìïîíåíòû ïåðâè÷íûõ ÊË äîëæíî ðåçêî îáðûâàòüñÿâ îáëàñòè ýíåðãèé ïîðÿäêà E�ÇÊ ≈ 5 · 1019ýÂ çà ñ÷åò ïîòåðü ýíåðãèè ïðîòîíîâ íà�îòîðîæäåíèå ïèîíîâ â ðåàêöèÿõ âèäà p + γ → p + π0 èëè p + γ → n + π+ (ïîñëåäóþùèì β-ðàñïàäîì n→ p+ e−+ νe), ãäå γ � �îòîíû ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ.Íåñìîòðÿ íà äëèòåëüíîå âðåìÿ, ïðîøåäøåå ñ ìîìåíòà ïðåäñêàçàíèÿ ïðåäåëà�ÇÊ, åãî ýêñïåðèìåíòàëüíûé ñòàòóñ âñå åùå îñòàåòñÿ íå âïîëíå îïðåäåëåííûì (ñì.,íàïðèìåð, [3℄). Ïîýòîìó íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû Êèðæíèöà è ×å÷èíà [4℄ (ñì. òàêæå Êî�óëìåí è �ëýøîó [5℄ è áîëåå ïîçäíèå ðàáîòû [6, 7℄) � ðàññìàòðèâàëàñü âîçìîæíîñòü,îñòàâàÿñü â ðàìêàõ ¾îáû÷íîé¿ �èçèêè, íàéòè ðåñóðñû åå �äå�îðìàöèè�, äîïóñêà�þùèå (ïî êðàéíåé ìåðå, â ïðèíöèïå) ïðåîäîëåíèå ïðåäåëà �ÇÊ. Ñîãëàñíî [4℄, ïî�äîáíóþ ðîëü ìîãëî áû ñûãðàòü îòêëîíåíèå îò ëîðåíöåâñêîé êèíåìàòèêè ïðè î÷åíüâûñîêèõ çíà÷åíèÿõ ëîðåíö-�àêòîðà γ = E/E0 ≈ 1010 ÷ 1011.Îäíàêî â [4℄ ýòîò ïîäõîä áûë ñ�îðìóëèðîâàí íà ïîëó�åíîìåíîëîãè÷åñêîì óðîâíåè, íà íàø âçãëÿä, íóæäàåòñÿ â áîëåå íàäåæíîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáîñíîâàíèè, ÷òî èÿâëÿåòñÿ öåëüþ äàííîé ðàáîòû. Íàøà èñõîäíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ñâåðõ�âûñîêèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ëîðåíö-�àêòîðà γ â êèíåìàòèêå ëþáûõ ìàññèâíûõ ÷à�ñòèö ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïîÿâëÿþòñÿ �êîí�îðìíûå� ïîïðàâêè ïî ñòåïåíÿì 1/γ (îòñóò�ñòâóþùèå äëÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö â ïðåäåëå 1/γ = 0). Çäåñü èìååò ìåñòî àíàëîãèÿñ õîðîøî èçâåñòíûìè ðåëÿòèâèñòñêèìè (ëîðåíöåâñêèìè) ïîïðàâêàìè ïî ñòåïåíÿììàëîé âåëè÷èíû γ− 1 (òî÷íåå, ïî ñòåïåíÿì β = v/c ∼ (γ− 1)1/2, c � ñêîðîñòü ñâåòà)ê îáû÷íîé ãàëèëååâñêîé êèíåìàòèêå.Òåîðåòè÷åñêîé îñíîâîé ïîäîáíîãî ïîäõîäà ñëóæèò ïîñòåïåííîå ðàñøèðåíèå ãðóï�ïû äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ðîñòîì çíà÷åíèé γ: îò ãðóïïû �àëèëåÿ G10 ê ãðóï�ïå Ëîðåíöà�Ïóàíêàðå P10 è äàëåå ê êîí�îðìíîé ãðóïïå Âåéëÿ�Ôîêà C15, ïðè÷åì÷èñëî òî÷íûõ èíâàðèàíòîâ â ýòîì ïðîöåññå ñîêðàùàåòñÿ. Òåì íå ìåíåå, ïðåäïîëàãà�åòñÿ âîçìîæíîñòü íå òîëüêî òî÷íîãî, íî è ïðèáëèæåííîãî íàðóøåíèÿ òîé èëè èíîéñèììåòðèè, à òàêæå ïðèìåíèìîñòü òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ìàëûìïàðàìåòðàì γ − 1 è ξ ≡ 1/γ.Â ÷àñòíîñòè, ïðè ìàëûõ ξ = E0/E ñëåäóåò çàìåíèòü ëîðåíöåâ ñêàëÿð IL(p;E0) =
= E2−p2 = E2

0 , èíâàðèàíòíûé ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ E0 è ξ, íà êîí�îðìíûé ñêàëÿð
IC(p;E0) = C(ξ)IL(p;E0), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì èíâàðèàíòîì òîëüêî â áåçìàñ�ñîâîì ñëó÷àå E0 = 0, ξ = 0. Èìåííî ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî è óêàçûâàåò åñòå�ñòâåííûé ïóòü ïîñòðîåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ C(ξ) ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ξ ïðèïåðåõîäå îò ãðóïïû P10 ê ãðóïïå C15.1�óäîé Þðèé �ðèãîðüåâè÷ (rudikar�mail.ru), Âåðíèãîðà Èðèíà Àëåêñàíäðîâíà(wenera-83�mail.ru), �îññèéñêèé óíèâåðñèòåò äðóæáû íàðîäîâ, êà�åäðà, 117198, �îññèÿ,ã.Ìîñêâà, óë. Ìèêëóõî-Ìàêëàÿ, 6.



�óäîéÞ.�., ÂåðíèãîðàÈ.À. 291�ðóïïà P10 îïðåäåëÿåòñÿ 10 ïàðàìåòðàìè è ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåìãðóïïû ëîðåíöåâûõ âðàùåíèé L6 è ãðóïïû òðàíñëÿöèé T4(c), îïðåäåëÿåìîé ïðî�èçâîëüíûì ïîñòîÿííûì 4-âåêòîðîì c. �ðóïïà C15 âêëþ÷àåò äîïîëíèòåëüíî ê P10îäíîìåðíóþ ïîäãðóïïó D1 äèëàòàöèé ñ îäíèì ñêàëÿðíûì ïàðàìåòðîì λ > 0, àòàêæå ïîäãðóïïó �ñïåöèàëüíûõ� êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, èëè ïðåîáðàçîâàíèéÌåáèóñà�Âåéëÿ�Ôîêà, C4(c) = RT4(c)R, ãäåR � íåëèíåéíîå (çàâèñÿùåå îò P ) ïðå�îáðàçîâàíèå èíâåðñèè RP ≡ −P/P 2, âîîáùå íå ñîäåðæàùåå êàêèõ-ëèáî ïàðàìåòðîâè îáëàäàþùåå èíâîëþòèâíûì ñâîéñòâîì R2 = R.Ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèé C4(c) ëþáîé 4-âåêòîð P ïåðåõîäèò â
PC = C(P ; c)P +∆P (P ; c), ∆P (P ; c) = C(P ; c)cP 2; P 2

C = C(P ; c)P 2, (1)ïðè÷åì êîí�îðìíûé ìíîæèòåëü C(P ;c) äàåòñÿ âûðàæåíèåì
C(P ; c) = [σ(P ; c)]−1, σ(P ; c) = 1− 2cP + c2P 2 = c2(P − c/c2)2. (2)Äëÿ ïîñòàâëåííûõ â äàííîé ðàáîòå öåëåé äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ �èçè÷åñêèâûäåëåííûì âûáîðîì c = −aP (a > 0) ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåõîäîì ê îäíîðîäíûì êî�îðäèíàòàì: îò âåêòîðà 4-èìïóëüñà P ê âåêòîðó 4-ñêîðîñòè V = P/E = (1, v = p/E)(ýòî óäîáíî, ïîñêîëüêó V 2 = ξ2). Ïîêàçàíî, ÷òî çà ñ÷åò âûáîðà êîí�îðìíîãî ïàðà�ìåòðà â âèäå a = αγ∗, ãäå γ∗ = EÏëàíêà/Eïðîòîíà ≈ 1018, α = O(1), äåéñòâèòåëüíîóäàåòñÿ ïðåîäîëåòü ïðåäåë �ÇÊ äëÿ ïðîòîíîâ, ïðè÷åì íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷èå ïîäõî�äîâ, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â öåëîì ñîãëàñóþòñÿ ñ [4�8℄.Ëèòåðàòóðà[1℄ GreisenK. // Phys. Rev. Lett. � 1966. � V. 16, No 17. � P. 748�750.[2℄ Çàöåïèí�.Ò., ÊóçüìèíÂ.À. // Ïèñüìà â ÆÝÒÔ. � 1966. � Ò. 4. � Ñ. 114�116.[3℄ ÁåðåçèíñêèéÂ.Ñ. // Òðóäû ÂÊÊË-31. � Ì.: Ì�Ó, 2010.[4℄ ÊèðæíèöÄ.À., ×å÷èíÂ.À. // ßäåðíàÿ �èçèêà. � 1972. � Ò. 15. � âûï. 5. � Ñ.1051�1058.[5℄ Coleman S., GlashowS.L. // Phys. Rev. D. � 1999. � V. 59. � P. 116008.[6℄ Gonzalez�Mestres L. // 2000. Pro. 26th ICRC. � 1999. � arXiv: physis/0003080v1.[7℄ Sully S.T., Steker F.W. // arXiv: astro-ph/0811.2230v4.[8℄ JaobsonT., Liberati S., MattinglyD. // arXiv:hep-ph/0407370v1.



292 Î íàðóøåíèè íåðàâåíñòâà Àäàìàðà ïðè óïðî÷íåíèè ìàòåðèàëàÓÄÊ 539.3 Î ÍÀ�ÓØÅÍÈÈ ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÀ ÀÄÀÌÀ�ÀÏ�È ÓÏ�Î×ÍÅÍÈÈ ÌÀÒÅ�ÈÀËÀ�ûæàêÅ.È.1Ïîíÿòèÿ óïðî÷íåíèÿ è ðàçóïðî÷íåíèÿ ñâÿçàíû ñ òåíçîðîì ìîäóëåé æåñòêîñòè,çàäàþùèì èíêðåìåíòàëüíîå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ íàïðÿæåíèé Êîøè, àíåðàâåíñòâî Àäàìàðà (èìåþùåå ñìûñë óíèâåðñàëüíîãî íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óñòîé�÷èâîñòè) ñâÿçàíî ñ äðóãèì òåíçîðîì ìîäóëåé æåñòêîñòè, çàäàþùèì èíêðåìåíòàëü�íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ íàïðÿæåíèé Ïèîëû. �àçíûå òåíçîðû ìîäóëåé ìàòåðèàëà ñâÿçà�íû ìåæäó ñîáîé, è íåðàâåíñòâî Àäàìàðà ìîæåò íàðóøàòüñÿ êàê çà ñ÷åò ðàçóïðî÷íå�íèÿ, òàê è ïðè óïðî÷íåíèè çà ñ÷åò äîñòàòî÷íî áîëüøèõ äåâèàòîðíûõ íàïðÿæåíèé.Â ðàáîòå äëÿ íåêîòîðîãî èçâåñòíîãî ïðîñòîãî ìîäåëüíîãî èíêðåìåíòàëüíîãî îïðå�äåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íàðóøåíèÿ íåðàâåíñòâà Àäàìàðà ïðèóïðî÷íåíèè ìàòåðèàëà. Êîíêðåòíî, ïîëó÷åíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé èïàðà âåêòîðîâ, íà êîòîðûõ àäàìàðîâà áèêâàäðàòè÷íàÿ �îðìà âïåðâûå ïðèíèìàåòíóëåâîå çíà÷åíèå. �àññìîòðåíû ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ ëîêàëèçàöèîííîé íåóñòîé÷è�âîñòè, âîçíèêàþùåé â äàííîì ñëó÷àå, îò òðàäèöèîííî ïðèíèìàåìûõ ñâîéñòâ ëîêà�ëèçàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè, õàðàêòåðíûõ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ëîêàëèçàöèÿ ïîðîæ�äàåòñÿ ðàçóïðî÷íåíèåì ìàòåðèàëà.

1�ûæàê Åâãåíèé Èçìàèëîâè÷ (e_i_ryzhak�mail.ru), Èíñòèòóò �èçèêè Çåìëè �ÀÍ, 123995, �îñ�ñèÿ, ã. Ìîñêâà, óë. Á.�ðóçèíñêàÿ, 10.



Ñàêáàåâ Â.Æ. 293ÓÄÊ 519.98Î ÄÈÍÀÌÈÊÅ ÊÂÀÍÒÎÂÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ ÊÂÀÍÒÎÂÎÉÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÂÛ�ÎÆÄÅÍÍÛÌ �ÀÌÈËÜÒÎÍÈÀÍÎÌÑàêáàåâÂ.Æ.1Êâàíòîâûé ãàìèëüòîíèàí ñ âûðîæäåííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �îðìîé ðàññìàò�ðèâàåòñÿ âìåñòå ñî ñâîåé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ â ïðîñòðàíñòâå çàìêíóòûõ ëèíåé�íûõ îïåðàòîðîâ. Çàäàíèå ìåðû, ñîñðåäîòî÷åííîé â ïðîèçâîëüíîé ïðîêîëîòîé îêðåñò�íîñòè âûðîæäåííîãî ãàìèëüòîíèàíà, ïðåâðàùàåò ðåãóëÿðèçàöèþ â ñëó÷àéíûé ïðî�öåññ. Ñ�îðìóëèðîâàíà è ðåøåíà çàäà÷à î íàáëþäàåìîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âïðîñòðàíñòâå êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, îïðåäåëÿåìîé ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó�÷àéíîãî ïðîöåññà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ðåãóëÿðèçàöèþ êâàíòîâîé ñèñòåìû ñ âûðîæ�äåííûì ãàìèëüòîíèàíîì: íåèçâåñòíîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿïî çíà÷åíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â îäèí èëè â äâà ðàçëè÷íûõ ìîìåíòà âðå�ìåíè. Èññëåäóåòñÿ ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà êðàéíèõ òî÷åê ñîâîêóïíîñòè êâàíòîâûõñîñòîÿíèé.Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà
i
d

dt
u(t) = Lu(t), t > 0, (1)

u(+0) = u0, u0 ∈ H = L2(R), (2)ãäå L� ñèììåòðè÷åñêèé ïëîòíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí�ñòâå H , çàäàííûé äè��åðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà â ñèììåòðè÷�íîé �îðìå
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+ b(x) (3)ñ îãðàíè÷åííûìè êóñî÷íî íåïðåðûâíûìè êîý��èöèåíòàìè è íåîòðèöàòåëüíûì êî�ý��èöèåíòîì g(x) ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé. Âûðîæäåíèå îïðàòîðà� îáðàùåíèå âíóëü êîý��èöèåíòà g(x)� ïðèâîäèò ê íåñàìîñîïðÿæåííîñòè ñèììåòðè÷åñêîãî îïå�ðàòîðà L. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð L óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

dim(Ker(L∗ + iI)) > dim(Ker(L∗ − iI)) = 0 è ïîýòîìó ãåíåðèðóåò èçîìåòðè÷åñêóþ íîíå óíèòàðíóþ ïîëóãðóïïó eiLt, t > 0. Ñ çàäà÷åé Êîøè (1), (2) ñâÿçàíà ïîñëåäîâà�òåëüíîñòü ðåãóëÿðèçîâàííûõ çàäà÷ Êîøè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2) äëÿ óðàâíåíèé
i
d

dt
u(t) = Lǫu(t), t > 0, ǫ ∈ E ≡ (0, 1), (4)ãäå ïðè êàæäîì ǫ ∈ E îïåðàòîð Lǫ ñàìîñîïðÿæåí è ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åí, à ïðè

ǫ → 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Lǫ} àïïðîêñèìèðóåò îïåðàòîð L. Íàïðèìåð, òàêîå ïîâå�äåíèå ïðîÿâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ Lǫ, ǫ ∈ (0, 1), ǫ → 0, çàäàâàåìûõäè��åðåíöèàëüíûìè âûðàæåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ðàâíîìåðíî îòäåëåííûì îòíóëÿ êîý��èöèåíòîì gε(x) = g(x) + ǫ âìåñòî g(x).1Ñàêáàåâ Âñåâîëîä Æàíîâè÷ (fumi2003�mail.ru), Ìîñêîâñêèé �èçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò,141700, �îññèÿ, ã. Äîëãîïðóäíûé, Ìîñêîâñêàÿ îáë., Èíñòèòóòñêèé ïåð., 9.



294 Î äèíàìèêå êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé ñèñòåìû ñ âûðîæäåííûìÏóñòü B(X)�áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, äåé�ñòâóþùèõ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X . Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ïðè ǫ→ 0 ïî�ñëåäîâàòåëüíîñòè ðåãóëÿðèçîâàííûõ ïîëóãðóïï {e−iLǫt, t > 0, }ǫ∈E, ǫ→0 â ïðîñòðàí�ñòâå H èçó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåãóëÿðèçîâàííûõ äèíàìè�÷åñêèõ ïîëóãðóïï {Tǫ(t), t > 0}ǫ∈E, ǫ→0 â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå êâàíòîâûõ ñîñòî�ÿíèé (B(H))∗, äåéñòâóþùèõ ïî ïðàâèëó
Tǫ(t)r = ρǫ(t, r), r ∈ (B(H))∗ãäå 〈Tǫ(t)r,A〉 = 〈r, eiLǫtAe−iLǫt〉 ∀ A ∈ B(H).Òåîðåìà 1. Ïóñòü t > 0. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ {e−iLǫt} íåñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùåéñÿ ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè, àïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ {Tǫ(t)} íå èìååò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿ�ùåéñÿ â *-ñëàáîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà B((B(H))∗).×åðåç Σ(H) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé� ïåðåñå÷åíèå åäèíè÷�íîé ñ�åðû S1((B(H))∗)  ïîëîæèòåëüíûì êîíóñîì (B(H))∗+ ïðîñòðàíñòâà (B(H))∗.Ïóñòü Σp(H) åñòü ìíîæåñòâî ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé��óíêöèîíàëîâ ρu ∈ Σ(H), äåé�ñòâèå êîòîðûõ íà ëþáîé ýëåìåíò A ∈ B(H) çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì 〈ρu,A〉 = (u,Au),ãäå u� ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò åäèíè÷íîé ñ�åðû S1(H) ïðîñòðàíñòâà H .Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèíàìè÷åñêèõ ïîëóãðóïï {Tǫ(t)}ǫ∈E, ǫ→0 èçó÷àåòñÿ êàê ñëó�÷àéíûé ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå B((B(H))∗), îïðåäåëåííûé íà èçìå�ðèìîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçàöèè (E, 2E) ñ êîíå÷íî àääèòèâíîé íåîò�ðèöàòåëüíîé íîðìèðîâàííîé ìåðîé µ íà σ-àëãåáðå âñåõ ïîäìíîæåñòâ 2E, ñîñðåäî�òî÷åííîé â ïðîèçâîëüíîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîé òî÷êè ǫ = 0. Êëàññ

W (E) óäîâëåòâîðÿþùèõ óêàçàííûì óñëîâèÿì ìåð íåïóñò (ñì. [1℄). Ìàòåìàòè÷åñêîåîæèäàíèå ïðîöåññà Tǫ(t), îïðåäåëåííîå èíòåãðàëîì Ïåòòèñà ïî ìåðå µ ∈ W (E), çà�äàåò ñåìåéñòâî óñðåäíåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñì. [2℄)
T µ(t) =

∫

E

Tǫ(t)dµ, t > 0,äåéñòâóþùèõ íà ïðîèçâîëüíîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå r ∈ Σ(H) òàêèì îáðàçîì, ÷òî
〈T µ(t)r,A〉 =

∫

E

〈Tǫ(t)r,A〉dµ ∀ A ∈ B(H).Îòîáðàæåíèå T µ(t) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàí�ñòâà (B(H))∗ ñ èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì Σ(H), íî íå èíúåêòèâííî è íå ñþðúåê�òèâíî (ñì. [3℄).Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé Σ(H) ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåìâ *-ñëàáîé òîïîëîãèè ïîñòðàíñòâà (B(H))∗ ìíîæåñòâà âûïóêëûõ êîìáèíàöèé ÷è�ñòûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé Σp(H), êîòîðîå âêþ÷åíî âî ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åê
Extr(Σ(H)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åê íîðìàëüíûõ êâàíòîâûõñîñòîÿíèé Σn(H) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé Σp(H), à ìíîæåñòâî
Σn(H) � ñ çàìûêàíèåì â òîïîëîãèè íîðìû ïîñòðàíñòâà (B(H))∗ ìíîæåñòâà âûïóê�ëûõ êîìáèíàöèé ÷èñòûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé Σp(H) (ñì. [4℄). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Σw(H) ìíîæåñòâî êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå èíòåãðàëà Ïåòòèñà
ρ =

∫
N

Pekdµ, ãäå {ek}� îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â H , Pek �îðòîãîíàëüíûé ïðî�åêòîð íà âåêòîð ek è µ� ÷èñòî êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ìåðà íà ìíîæåñòâå N, îïðåäå�ëåííàÿ íà àëãåáðå âñåõ ïîäìíîæåñòâ 2N è ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî çíà÷åíèÿ 0 è 1.



Ñàêáàåâ Â.Æ. 295Òåîðåìà 2. Ëþáàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Σw(H) ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ìíî�æåñòâà Σ(H). Ìíîæåñòâî Σ(H) ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì â òîïîëîãèè íîðìû ïî�ñòðàíñòâà (B(H))∗ âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà Σw(H).Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò êëàññ ìåð M ⊂ W (E) òàêîé, ÷òî ∀ µ ∈ M(t) ñåìåé�ñòâî îòîáðàæåíèé T µ(t), t > 0, îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì íàáëþäàåìîñòè.Ñóùåñòâóåò òàêîé �óíêöèîíàë Φ(ρ, r), (ρ, r) ∈ Σ(H) × Σp(H), ÷òî äëÿ êàæäîãî
ρ0 ∈ Σp(H) è ëþáîãî t > 0 ìíîæåñòâî òî÷åê ñòðîãîãî ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà
Φ(T µ(t)ρ0, ·) åñòü êðèâàÿ C(t) ∈ Σp(H), ãîìåîìîð�íàÿ îêðóæíîñòè. Äëÿ ëþáîãî
t > 0 íàéäåòñÿ òàêîå t1 6= t, t1 > 0, ÷òî êðèâûå C(t) è C(t1) èìåþò åäèíñòâåííóþîáùóþ òî÷êó ρ0 = C(t)⋂ C(t1).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ N 09-01-00265, N 10-01-00395,ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè� íà 2009-2013ãîäû è ÀÂÖÏ ��àçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû�, ïðîåêò N 2.1.1/500.Ëèòåðàòóðà[1℄ Hewit E., IosidaK. Finitely additive measures // Trans. Amer. Math. So. � 1952. �V. 72. � P. 46�66.[2℄ SakbaevV.Zh. Stohasti Properties of Degenerated Quantun Systems // In�niteDimentional Analysis, Quantum Probabilities and Related Topis. � 2010. � V. 13. �P. 65�85.[3℄ ÑàêáàåâÂ.Æ. Îá óñðåäíåíèè êâàíòîâûõ äèíàìè÷åñêèõ ïîëóãðóïï // ÒÌÔ. �2010 (ïðèíÿòà â ïå÷àòü).[4℄ ÝìõÆ. Àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè è êâàíòîâîé òåîðèèïîëÿ. � Ì.: Ìèð, 1976. � 423 .



296 Àññîöèàòèâíîå ðîæäåíèå êâàðêîâ â êâàçè-ìóëüòè-ðåäæåâñêîé êèíåìàòèêå . . .ÓÄÊ 539.1 ÀÑÑÎÖÈÀÒÈÂÍÎÅ �ÎÆÄÅÍÈÅ ÊÂÀ�ÊÎÂÂ ÊÂÀÇÈ-ÌÓËÜÒÈ-�ÅÄÆÅÂÑÊÎÉ ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÅÍÀ ÊÎËËÀÉÄÅ�ÀÕ ÂÛÑÎÊÈÕ ÝÍÅ��ÈÉÑàëååâÂ.À., ØèïèëîâàÀ.Â.1Ìû ðàññìàòðèâàåì àññîöèàòèâíîå ðîæäåíèå êâàðêîâ ñîâìåñòíî ñ �îòîíàìè â ïîä�õîäå êâàçè-ìóëüòè-ðåäæåâñêîé êèíåìàòèêè [1℄, îñíîâàííîì íà ãèïîòåçå ðåäæåçàöèè
t-êàíàëüíûõ ãëþîíîâ è êâàðêîâ ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ. Íàø àíàëèç áàçèðîâàí íàïðåäïèñàíèè Êèìáåðà�Ìàðòèíà��ûñêèíà [2℄ äëÿ íåèíòåãðèðîâàíûõ ãëþîííûõ èêâàðêîâûõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîëëèíåàðíûõ �óíêöèé ðàñ�ïðåäåëåíèÿ Ìàðòèíà��îáåðòñà�Ñòèðëèíãà�Òîðíà ïàðòîíîâ â ïðîòîíå [3℄ â êà÷å�ñòâå èñõîäíûõ.Îñíîâíîé âêëàä â èçó÷àåìûå íàìè ïðîöåññû âíîñèò ïîäïðîöåññ ðàññåÿíèÿ ðåäæå�çîâàííîãî ãëþîíà íà ðåäæåçîâàííîì êâàðêå ñ ðîæäåíèåì êâàðêà è �îòîíà, êîòîðûéîïèñûâàåòñÿ ý��åêòèâíîé âåðøèíîé �åäæåîí��åäæåîí�êâàðê��îòîí [4℄. Èñïîëü�çóÿ äàííóþ âåðøèíó, ìû ïîëó÷èëè êâàäðàò ìîäóëÿ àìïëèòóäû èññëåäóåìîãî ïîäïðî�öåññà è ñ åãî ïîìîùüþ âû÷èñëèëè ðàçëè÷íûå ñå÷åíèÿ àññîöèàòèâíîãî êâàðê-�îòîí�íîãî ðîæäåíèÿ. Íàøè ðàñ÷åòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìèÊîëëàáîðàöèé CDF è D0, ïîëó÷åííûìè íà êîëëàéäåðå Òýâàòðîí, áåç ïðèâëå÷åíèÿñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ [5℄ .Ëèòåðàòóðà[1℄ FadinV.S., LipatovL.N. Radiative orretions to QCD sattering amplitudes in amulti-Regge kinematis // Nulear Physis B. � 1993. � V. 406. � P. 259�292; Next-to�leading Corretions to the BFKL Equation From the Gluon and Quark Prodution //Nulear Physis B. � 1996. � V. 477. � P. 767�808.[2℄ KimberM.A., MartinA.D., RyskinM.G. Unintegrated parton distributions //Physial Review D. � 2001. � V. 63. � P. 114027-1�114027-19.[3℄ MartinA.D., RobertsR.G., StirlingW.J., ThorneR.S. NNLO global partonanalysis // Physis Letters B. � 2002. � V. 531. � P. 216�224.[4℄ SaleevV.A. Quark Reggeization and Prompt Photon Prodution at HERA andTevatron // Proeedings of XVII International Workshop on Deep-InelastiSattering and Related Topis. 2009. Madrid, Spain; Progress in High EnergyPhysis. � 2009. � V. 3. � P. 106�112.[5℄ Kniehl B.A., SaleevV.A., ShipilovaA.V. Inlusive b and bb̄ prodution with quasi�multi-Regge kinematis at the Tevatron // Physial Review D. � 2010. � V. 81. �P. 094010-1�094010-13.

1Ñàëååâ Âëàäèìèð Àíàòîëüåâè÷ (saleev�ssu.samara.ru), Øèïèëîâà Àëåêñàíäðà Âèêòîðîâ�íà (alexshipilova�ssu.samara.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 443011, �îññèÿ,ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



ÑàìàðèíÀ.Þ. 297ÓÄÊ 539.183+539.194ÄÈÍÀÌÈÊÀ Ï�ÎÖÅÑÑÀ ÏÅ�ÅÕÎÄÀ ÌÅÆÄÓ ÑÎÑÒÎßÍÈßÌÈÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î ÑÏÅÊÒ�ÀÑàìàðèíÀ.Þ.1Ïåðåõîä �� èçìåíåíèå �èçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû � ìîæåò ÿâëÿòüñÿ îáú�åêòîì ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåññ,ëîãè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé. Ýòî ïðèâîäèò ê ïðåäïîëîæåíèþ êîíå÷íî�ñòè è íåïðåðûâíîñòè âðåìåíè èçìåíåíèÿ âîëíîâûõ �óíêöèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà [1℄.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äèñêðåòíîñòü çíà÷åíèé �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí è ñïåêòðà âîëíîâûõ�óíêöèé íå ïîçâîëÿåò �èçè÷åñêè ðàññìàòðèâàòü ìàòåðèàëüíûé îáúåêò, â ïðîöåñ�ñå ïåðåõîäà ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè â ñèëó îòñóòñòâèÿ ó íåãî â ýòî âðåìÿ êàêèõ-ëèáî�èçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Ñîãëàñíî êâàíòîâîé òåîðèè ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íîñèòóíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð ïðè âçàèìîäåéñòâèè ìèêðîñèñòåì. Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíìåòîä îïèñàíèÿ ïðîöåññà ïåðåõîäà, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ìàòðè÷íûõ ýëå�ìåíòîâ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí � �óíêöèé êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ (ìàòðè÷íûõ ýëå�ìåíòîâ êîîðäèíàòû è âðåìåíè) [2, 3℄. Îñíîâó ýòèõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñîñòàâëÿþòêîíòèíóàëüíûå èíòåãðàëû (èíòåãðàëû ïî òðàåêòîðèÿì) [4℄. Äëÿ îïèñàíèÿ âðåìåí�íîãî õîäà ýâîëþöèè âîëíîâîé �óíêöèè â ïðîöåññå êâàíòîâîãî ñêà÷êà â ñòðóêòó�ðó ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ââîäÿòñÿ ïåðåìåííûå ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè ïåðåõîäà.Äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ýòèõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, â �îðìå èíòåãðàëîâ ïîòðàåêòîðèÿì, ïðàêòè÷åñêè íåðàçðåøèìî. Â äîêëàäå ïîêàçàíî, êàêèì îáðàçîì ýòèìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå �óíêöèé êîìïëåêñíûõ ïå�ðåìåííûõ � ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ êîîðäèíàòû è âðåìåíè, èìåþùèõ îäíîçíà÷íóþ�èçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ â íà÷àëå è êîíöå ïåðåõîäà. Ïðåäëîæåí âàðèàöèîííûéïðèíöèï, ïîçâîëÿþùèé âûâåñòè äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâïåðåõîäà.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÑàìàðèíÀ.Þ. Âîçíèêíîâåíèå ñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé àòîìîâ è ìîëåêóë çà ñ÷åòîáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âîçáóæäåííûõ ýëåêòðîíîâ // Âåñòíèê ñàìàðñêîãî ãîñ.òåõí. óí-òà. � Ñåð. Ôèç.-ìàò. íàóêè, 2009. � �1(18). � Ñ. 214�221.[2℄ ÑàìàðèíÀ.Þ. Âîëíîâîå óðàâíåíèå ïåðåõîäà ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè äèñêðåòíîãîñïåêòðà // Âåñòíèê. ñàìàðñêîãî ãîñ. òåõí. óí-òà. � Ñåð. �èç.-ìàò. íàóêè, 2009. ��2(19). � Ñ. 226�229.[3℄ ÑàìàðèíÀ.Þ. Âîëíîâîå óðàâíåíèå ïåðåõîäà ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè äèñêðåòíîãîñïåêòðà // Âåñòíèê ñàìàðñêîãî ãîñ. òåõí. óí-òà. � Ñåð. �èç.-ìàò. íàóêè, 2010. ��1(20). � Ñ. 188�196.[4℄ Ôåéìàí�., ÕèáñÀ. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà è èíòåãðàëû ïî òðàåêòîðèÿì. � Ì,: Ìèð,1968. � 382 ñ.
1Ñàìàðèí Àëåêñåé Þðüåâè÷ (Sfvfrinay�Yahoo.om), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèéóíèâåðñèòåò, 443100, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Ìîëîäîãâàðäåéñêàÿ, 244.



298 �åøåíèå â ÿâíîì âèäå íåëîêàëüíîé çàäà÷è . . .ÓÄÊ 517.956.32�ÅØÅÍÈÅ Â ßÂÍÎÌ ÂÈÄÅ ÍÅËÎÊÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×ÈÄËß ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈßÑ ×ÀÑÒÍÎÉ Ä�ÎÁÍÎÉ Ï�ÎÈÇÂÎÄÍÎÉ �ÈÌÀÍÀ�ËÈÓÂÈËËßÑàéãàíîâàÑ.À.1�àññìîòðèì óðàâíåíèå
{
uxx −Dα

0+, yu = 0 (y > 0, 0 < α < 1),

xuxx + yuyy + pux + quy = 0 (y < 0,
1

2
< p, q < 1, q > p),

(1)ãäå Dα
0+, y �÷àñòíàÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �èìàíà�Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α, 0 < α < 1,îò �óíêöèè u(x, y) ïî âòîðîé ïåðåìåííîé [1. . 341℄.Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè D, êîòîðàÿ ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå êâàäðàòà D+ = {(x, y) : 0 6 x, y 6 1}, åäèíè÷íîãî èí�òåðâàëà I = (0, 1) ïðÿìîé y = 0 è îáëàñòè D−, ëåæàùåé â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè

(y < 0) è îãðàíè÷åííîé õàðàêòåðèñòèêàìè AC : x + y = 0, BC :
√
x +
√−y = 1óðàâíåíèÿ (1), ïðÿìîé y = 0, A(0, 0), B(1, 0).Ïóñòü (Iα, β, η0+ f

)
(x) � îïåðàòîð îáîáùåííîãî äðîáíîãî èíòåãðî-äè��åðåíöèðî�âàíèÿ, ââåäåííûé â [1, . 326�327℄.Çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèå u(x, y) óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè D, óäîâëåòâîðÿþùååêðàåâûì óñëîâèÿì
u(0, y) = ϕ0(y), u(1, y) = ϕ1(y), 0 < y < 1,

(
I

1
2−q, 1+q−p

2 , p+q−1
2

0+ tq−1u [θ0(t)]
)
(x) =

= Ax
p+q−3

2 u(x, 0) +Bx
p+q−1

2 +ε (0 < x < 1,
1

2
< p, q < 1, q > p, ε > 0),à òàêæå óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ

lim
y→0+

y1−αu(x, y) = lim
y→0−

u(x, y) (0 6 x 6 1),

lim
y→0+

y1−α
(
y1−αu(x, y)

)
y
= lim

y→0−
(−y)quy(x, y) (0 < x < 1).Çäåñü θ0(x) = x

4
− ix

4
�òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (1), âûõîäÿ�ùèõ èç òî÷åê (x, 0) ñ õàðàêòåðèñòèêîé AC, ϕ0(y), ϕ1(y)� çàäàííûå �óíêöèè, òàêèå,÷òî
y1−αϕ0(y), y

1−αϕ1(y) ∈ C(0, 1),
A è B� äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû.�åøåíèå u(x, y) ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íàõîäèì â êëàññå äâàæäû äè��åðåíöèðó�åìûõ â îáëàñòè D �óíêöèé òàêèõ, ÷òî

y1−αu(x, y) ∈ C(D+
), u(x, y) ∈ C(D−

),

uxx ∈ C (D+ ∪D−) , uyy ∈ C(D
−
),

y1−α
(
y1−αu

)
y
∈ C (D+ ∪ {(x, y): 0 < x < 1, y = 0}) .1Ñàéãàíîâà Ñâåòëàíà Àëåêñàíäðîâíà (syomina_sa�mail.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè�÷åñêèé óíèâåðñèòåò, 443100, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Ìîëîäîãâàðäåéñêàÿ, 244.



ÑàéãàíîâàÑ.À. 299Â ðàáîòå äîêàçàíû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ èññëåäóå�ìîé çàäà÷è.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÑàìêîÑ.�., ÊèëáàñÀ.À., Ìàðè÷åâÎ.È. Èíòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå äðîáíîãî ïî�ðÿäêà è íåêîòîðûå èõ ïðèëîæåíèÿ. � Ìèíñê: Íàóêà è òåõíèêà, 1987. � 688 ñ.



300 Ìåòîä èçîìåòðè÷åñêèõ ïîãðóæåíèé . . .ÓÄÊ 530.12 ÌÅÒÎÄ ÈÇÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÏÎ��ÓÆÅÍÈÉÂ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈ-ÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÎÉÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÑÈ�ÌÀ ÌÎÄÅËÈÑâèñòóíîâàÞ.À.1, ×åðâîíÑ.Â.2×èñòî êèíåòè÷åñêèå ñàìîãðàâèòèðóþùèå íåëèíåéíûå ñèãìà ìîäåëè (ÍÑÌ) îïè�ñûâàþòñÿ äåéñòâèåì
S =

∫

M

√−gdmx
(
R

2κ
+

1

2
hAB(ϕ)ϕ

A
,µϕ

B
,νg

µν

)
.Çäåñü (Mm, gµν(x))�ïðîñòðàíñòâî�âðåìÿ, (Nn, hAB(ϕ))� êèðàëüíîå ïðîñòðàíñòâî,ñ êîîðäèíàòàìè ϕ = (ϕ1, ..., ϕn), ïðåäñòàâëÿþùèìè ñîáîé ìóëüòèïëåò êèðàëüíûõ ïî�ëåé. Îäíèì èç ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ÍÑÌ, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü òî÷íûå êîñìîëî�ãè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà è êèðàëüíûõïîëåé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä èçîìåòðè÷åñêîãî ïîãðóæåíèÿ (ÈÏ). Äàííûé ïîäõîä çàêëþ÷à�åòñÿ â ïîãðóæåíèè èçîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâî öåëåé â ïðîñòðàíñòâî�âðå�ìÿ [1℄, ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò óïðîùåíèå óðàâíåíèé çà ñ÷åò âûáîðà ñâÿçè ìåæäó êè�ðàëüíûìè ïîëÿìè è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûìè êîîðäèíàòàìè. Ýòà ñâÿçü îñíîâû�âàåòñÿ íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû Êýìïáåëëà�Ìàãààðäà [2℄. Îïèðàÿñü íà îáîáùåíèåòåîðåìû Êýìïáåëëà�Ìàãààðäà [3, 4℄ íà ñëó÷àé, êîãäà èñòî÷íèêîì ãðàâèòàöèè ÿâëÿ�åòñÿ ìóëüòèïëåò êèðàëüíûõ ïîëåé, èñïîëüçóÿ àíàëîãèþ ñ ðàáîòîé [5, 4℄ ïðèìåíÿåòñÿìåòîä ãåíåðàöèè íà îñíîâå ÈÏ äëÿ ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ÍÑÌ.Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàëèñü äâóõ-, òðåõ- è ïÿòèêîìïîíåíòíûå ÍÑÌ.Äëÿ äâóõ- è òðåõêîìïîíåíòíûõ ÍÑÌ áûëè ïîëó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ.Â ðàìêàõ òðåõêîìïîíåíòíîé ÍÑÌìåòîä ãåíåðàöèè òî÷íûõ ðåøåíèé çàêëþ÷àåòñÿâ ñëåäóþùåì. Ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè âûáèðàåòñÿ â ãàóññîâûõ íîðìàëüíûõêîîðäèíàòàõ

ds2 = ḡαβdx
αdxβ + εdu2,ãäå ε = ±1;α, β, ... = 0, 1, 2;u = x3. Ìåòðèêó êèðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâèì ââèäå:

dS2
N = hαβ(ϕ

γ)dϕαdϕβ .Ïðåäïîëàãàÿ ñâÿçè ìåæäó êîîðäèíàòàìè ϕγ è êîîðäèíàòàìè xγ , à òàêæå ìåòðèêîéêèðàëüíîãî (ïîãðóæàåìîãî) ïðîñòðàíñòâà è ìåòðèêîé ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè:
ϕγ = xγ ; hαβ(ϕ

γ) = gαβ(x
γ),ãäå gαβ(xγ) = ḡαβ(x

γ , u = 0) èëè gαβ(xγ) = ḡαβ(x
γ , u = 0), ïîñòóëèðóåì ñîîòíîøåíèåìåæäó òðåõìåðíûì áëîêîì ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâîì öåëåé.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

ḡαβ = (ω0u− 1)2hαβ(x
γ).1Ñâèñòóíîâà Þëèÿ Àëåêñàíäðîâíà (u.a.svistunova�gmail.om), Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûéóíèâåðñèòåò, 432000, �îññèÿ, ã. Óëüÿíîâñê, óë. Ë. Òîëñòîãî, 42.2×åðâîí Ñåðãåé Âèêòîðîâè÷ (sv_hervon�rambler.ru), Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè�÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. È.Í.Óëüÿíîâà, 432000, �îññèÿ, ã. Óëüÿíîâñê, Ïëîùàäü 100-ëåòèÿ ñî äíÿðîæäåíèÿ Â.È.Ëåíèíà, 4.



ÑâèñòóíîâàÞ.À., ×åðâîíÑ.Â. 301Èññëåäîâàëèñü äâà êëàññà ìîäåëåé:1. Ïåðâûé êëàññ îïðåäåëÿëñÿ ḡ33 = −1 è u = x3 = r. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàí�ñòâî ïîãðóæåíèÿ:
ds21 = (ω0r − 1)2(h(r, t)dt2 − f(r, t)r2dθ2 − r2f(r, t) sin2 θdφ2)− dr2,ãäå h(r, t) è f(r, t)� íåêîòîðûå �óíêöèè âðåìåíè è êîîðäèíàò, ω0 �íåêîòîðàÿ êîí�ñòàíòà.2. Âòîðîé êëàññ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà h(r, t) = const = 1.Òîãäà ìîæíî âûáðàòü ḡ33 = 1 è u = x3 = t. Ïðîñòðàíñòâî ïîãðóæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿìåòðèêîé:

ds22 = dt2 − (ω0t− 1)2(f(r, t)r2dθ2 − r2f(r, t) sin2 θdφ2 − dr2).Äëÿ êàæäîãî êëàññà ìîäåëåé ìåòîäîì ãåíåðàöèè íà îñíîâå ÈÏ áûëè ïîëó÷åíû òî÷�íûå ðåøåíèé â ðàìêàõ ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ÍÑÌ.Àíàëîãè÷íàì îáðàçîì èññëåäîâàëàñü äâóêîìïîíåíòíàÿ ÍÑÌ, ïîñòðîåííàÿ êàêäâóìåðíàÿ ÷àñòü ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â ðàìêàõ äàí�íîé ìîäåëè òàêæå áûëè ïîëó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïðèìåíåíèÿìåòîäà ÈÏ ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè:
ds2 = ḡα,β(x

γ , x2)dxαdxβ + ǫ(dx2)2 + F (xγ , xk)(dx3)2.Çäåñü α, β = 0, 1; k = 2, 3. Òîãäà ìåòðèêà êèðàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà:
dS2

ch = hα,β(ϕ
γ)dϕαdϕβ .Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè ìåòðèê è êîîðäèíàòàìè:

ϕγ = xγ ; hα,β = gα,β ; gα,β(x
γ) = ḡα,β(x

γ , 0).Äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîé ÍÑÌ ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå áûëî èññëåäîâàíî äâà êëàññàìîäåëåé.Ëèòåðàòóðà[1℄ Èâàíîâ�.�. Ñèììåòðèè, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è òî÷íûå ðåøåíèÿ â íåëèíåéíîéñèãìà-ìîäåëè // Òåîðåòè÷åñàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà. � 1983. � Ò. 57. � �1. �Ñ. 45�54.[2℄ Campbell J. A Course of Di�erential Geometry. � Oxford: Claredon, 1926.;MagaardL. Zur einbettung riemannsher Raume in Einstein-Raume undkonformeulidishe Raume. � PhD Thesis. � Kiel, 1963.[3℄ BezerraV., Chervon S., Dahia F. and RomeroC., Self-gravitating nonlinear sigmamodel, isometri embeddings and harmoni maps // 2004.[4℄ ×åðâîíÑ., ÑâèñòóíîâàÞ. �åíåðèðîâàíèå òî÷íûõ ðåøåíèé â òðåõêîìïîíåíòíîéñàìîãðàâèòèðóþùåé êèíåòè÷åñêîé íåëèíåéíîé ñèãìà-ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåìèçîìåòðè÷åñêèõ ïîãðóæåíèé // Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ïîâîëæñêèé ðåãèîí. Ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè. � 2008. � �2. � Ñ. 95�107.[5℄ AndersonE. Dahia F., Lidsey J., RomeroC. Embeddings in Spaetimes Soured bySalar Fields // J. Math. Phys. � 2003. � V. 44. � P. 5108�5119 (gr-q/0111094).



302 �èïîòåçà î ãàðìîíè÷åñêèõ ñ�åðàõÓÄÊ 514.84 �ÈÏÎÒÅÇÀ Î �À�ÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÔÅ�ÀÕÑåðãååâÀ.�.1�àðìîíè÷åñêèå ñ�åðû çàäàþòñÿ ãëàäêèìè îòîáðàæåíèÿìè ðèìàíîâîé ñ�åðû âðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ, ÿâëÿþùèìèñÿ ýêñòðåìàëÿìè �óíêöèîíàëà ýíåðãèè, îïðå�äåëÿåìîãî èíòåãðàëîì òèïà Äèðèõëå. Îíè óäîâëåòâîðÿþò íåëèíåéíûì ýëëèïòè÷å�ñêèì óðàâíåíèÿì, îáîáùàþùèì óðàâíåíèå Ëàïëàñà�Áåëüòðàìè. Â ñëó÷àå, êîãäàðàññìàòðèâàåìûå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè, ãîëîìîð�íûåè àíòèãîëîìîð�íûå ñ�åðû ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè ìèíèìóìàìè �óíêöèîíàëà ýíåð�ãèè, îäíàêî ó ýòîãî �óíêöèîíàëà èìåþòñÿ, êàê ïðàâèëî, è íåìèíèìàëüíûå êðèòè÷å�ñêèå òî÷êè.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëÿ ßíãà�Ìèëëñà òàêæå ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëÿìè íåêîòîðî�ãî �óíêöèîíàëà, çàäàâàåìîãî äåéñòâèåì ßíãà�Ìèëëñà. Ëîêàëüíûå ìèíèìóìû ýòîãî�óíêöèîíàëà íàçûâàþòñÿ èíñòàíòîíàìè è àíòè-èíñòàíòîíàìè. Âíà÷àëå ñ÷èòàëîñü,÷òî îíè èñ÷åðïûâàþò âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè äåéñòâèÿ ßíãà�Ìèëëñà íà 4-ìåðíîìåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R4, ïîêà íå áûëè ïîñòðîåíû ïðèìåðû íåìèíèìàëüíûõ ïî�ëåé ßíãà�Ìèëëñà.Èìååòñÿ î÷åâèäíîå �îðìàëüíîå ñõîäñòâî ìåæäó ïîëÿìè ßíãà�Ìèëëñà è ãàð�ìîíè÷åñêèìè îòîáðàæåíèÿìè, íî ïîñëå ðàáîòû Àòüè 1984 ã. ñòàëî ÿñíî, ÷òî ýòîñõîäñòâî èìååò íà ñàìîì äåëå áîëåå ãëóáîêóþ ïðèðîäó. Áîëåå êîíêðåòíî, ãèïîòåçàî ãàðìîíè÷åñêèõ ñ�åðàõ óòâåðæäàåò, ÷òî èìååòñÿ ïðÿìîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðî�ñòðàíñòâîì ìîäóëåé G-ïîëåé ßíãà�Ìèëëñà íà R4 è ïðîñòðàíñòâîì öåíòðèðîâàííûõãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ðèìàíîâîé ñ�åðû â ïðîñòðàíñòâî ïåòåëü ΩG, ãäå G�êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè. Îáñóæäåíèþ óêàçàííîé ãèïîòåçû è ïîñâÿùåí äîêëàä.

1Ñåðãååâ Àðìåí �ëåáîâè÷ (sergeev�mi.ras.ru), Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À.Ñòåêëîâà�ÀÍ, 119991, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. �óáêèíà, 8.



Ñåðãååâß.Ä. 303ÓÄÊ 510.2, 519.6, 511.11×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß Ñ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎ ÁÎËÜØÈÌÈ ÈÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎ ÌÀËÛÌÈ ÂÅËÈ×ÈÍÀÌÈ: ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÏÎÄÕÎÄÀ,Ï�ÈËÎÆÅÍÈß È ÄÅÌÎÍÑÒ�ÀÖÈß �ÀÁÎÒÛ ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÀÑåðãååâß.Ä.1Âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ áåñêîíå÷íîñòüþ è ñ åå �ïðîòèâîïîëîæíîñòüþ� � áåñêîíå÷�íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè, ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà (ñì., íàïðèìåð [1�10℄).Ýòè âîïðîñû, êàê ïðàâèëî, çàòðàãèâàþò ïðîáëåìû, íàïðÿìóþ ñâÿçàííûå ñ îñíîâà�íèÿìè ìàòåìàòèêè. Òå îòâåòû íà íèõ, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûìè âêàæäûé êîíêðåòíûé èñòîðè÷åñêèé ïåðèîä, àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ êàê â �îðìèðîâà�íèè �óíäàìåíòà ìàòåìàòèêè ýòîãî âðåìåíè, òàê è ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷.Èìåííî èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèé áåñêîíå÷íî áîëüøîãî è áåñêîíå÷íî ìàëîãî â ÷èñëåí�íûõ âû÷èñëåíèÿõ (â òîì ÷èñëå è ñ ïðèìåíåíèåì êîìïüþòåðîâ) è ðàñøèðåíèå ãðàíèöèõ ïðèìåíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé çàäà÷åé íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ.Ñóùåñòâóþùèå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ íå ïîçâîëÿþò ÷èñëåííî ðàáîòàòü ñ áåñêîíå÷�íûìè è áåñêîíå÷íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè íà êîìïüþòåðå, èñïîëüçóÿ òå æå �îðìàëü�íûå ïðàâèëà, ÷òî è ïðè ðàáîòå ñ êîíå÷íûìè ÷èñëàìè. Ñðåäè ïðè÷èí, êîòîðûå íåïîçâîëÿþò íàì îðãàíèçîâàòü òàêóþ ðàáîòó, ìîæíî âûäåëèòü, êàê ìèíèìóì, ñëåäó�þùèå: ñóùåñòâîâàíèå íåîïðåäåëåííûõ �îðì (íàïðèìåð, ∞−∞, ∞
∞ ), íåâûïîëíåíèåäëÿ áåñêîíå÷íîñòè àðèñòîòåëåâñêîãî ïðèíöèïà �÷àñòü ìåíüøå öåëîãî� (äåéñòâèòåëü�íî, äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî x ñëåäóåò x+1 > x, òîãäà êàê∞+1 =∞) è íåâîçìîæíîñòüõðàíåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çíàêîâ â êîíå÷íîé ïàìÿòè êîìïüþòåðà. Íåñìîòðÿ íàýòî, ââèäó îãðîìíîãî çíà÷åíèÿ ïîíÿòèÿ áåñêîíå÷íîñòè äëÿ ìàòåìàòèêè, ëþäè ñòà�ðàþòñÿ âêëþ÷èòü åãî â ðàáîòó ñ êîìïüþòåðîì, íàïðèìåð, ðàçðàáàòûâàÿ ñèñòåìûâû÷èñëåíèé, èñïîëüçóþùèå ñèìâîëû +∞ è −∞ (èëè áîëåå ñëîæíûå ñèñòåìû çàïè�ñè ñèìâîëîâ, êîòîðûå ÷àñòî ñâÿçàíû ñ òîé èëè èíîé âåðñèåé íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà,êàðäèíàëüíûìè èëè îðäèíàëüíûìè (ïîðÿäêîâûìè) ÷èñëàìè).Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ïðèêëàäíûõ çàäà÷ è ñîçäàíèå êîìïüþòåðà, âû�ïîëíÿþùåãî ÷èñëåííûå (íå ñèìâîëüíûå) âû÷èñëåíèÿ ñ áåñêîíå÷íûìè è áåñêîíå÷íîìàëûìè âåëè÷èíàìè, èñïîëüçóÿ òå æå �îðìàëüíûå ïðàâèëà, êîòîðûìè ìû ïîëüçó�åìñÿ ïðè ðàáîòå ñ êîíå÷íûìè ÷èñëàìè.Â äîêëàäå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîãèå âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèåïðè ðàáîòå ñ áåñêîíå÷íîñòüþ (íàïðèìåð, íåêîòîðûå ïàðàäîêñû, íåîïðåäåëåííûå �îð�ìû ïðè íàõîæäåíèè ïðåäåëîâ, è ò.ä.) íå îáóñëîâëåíû ïðèðîäîé áåñêîíå÷íîñòè, àÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ñëàáîñòè òðàäèöèîííûõ ñèñòåì çàïèñè ÷èñåë. Àíàëîãè÷íî òî�ìó, êàê ýòî ïðîèñõîäèò â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ, â ìàòåìàòèêå ñóùåñòâóåò òðèàäà:èññëåäîâàòåëü, îáúåêò èññëåäîâàíèÿ è èíñòðóìåíò èññëåäîâàíèÿ, òî÷íîñòü êîòîðî�ãî âëèÿåò íà ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèÿ. Â ìàòåìàòèêå ê èíñòðóìåíòàì èññëåäîâàíèÿìîãóò áûòü îòíåñåíû, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñèñòåìû çàïèñè ÷èñåë. Õîðîøî ðàçðàáîòàí�íûå ñîâðåìåííûå ñèñòåìû çàïèñè êîíå÷íûõ ÷èñåë ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ñ êîíå÷íûìè âåëè÷èíàìè, îäíàêî, ïðè ðàáîòå ñ áåñêîíå÷íûìè÷èñëàìè ìû èñïûòûâàåì òðóäíîñòè. Íàïðèìåð, ìû íå â ñîñòîÿíèè çà�èêñèðîâàòüðåçóëüòàò îïåðàöèè x+ 1 è îòìåòèòü, ÷òî x+ 1 > x, åñëè x� áåñêîíå÷íîå ÷èñëî.1Ñåðãååâ ßðîñëàâ Äìèòðèåâè÷ (yaro�si.deis.unial.it), Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè�âåðñèòåò èì. Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî, ïð. �àãàðèíà, 23, 603950 Íèæíèé Íîâãîðîä; Distinguished FullProfessor, University of Calabria, Rende, Italy; A�liated Researher, the Institute of High PerformaneComputing and Networking of the National Researh Counil of Italy.



304 ×èñëåííûå âû÷èñëåíèÿ ñ áåñêîíå÷íî áîëüøèìè è áåñêîíå÷íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè . . .Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâûé, �èçè÷åñêè îðèåíòèðîâàííûé, ïîäõîä ê ÷èñ�ëåííûì âû÷èñëåíèÿì, ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü ïðîñòóþ è íàãëÿäíóþ àðè�ìåòèêóäëÿ ðàáîòû íå òîëüêî ñ êîíå÷íûìè ÷èñëàìè, íî è ñ áåñêîíå÷íî áîëüøèìè è áåñêî�íå÷íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè (ñì. îáçîð [13℄, îïèñàíèå ðÿäà ïðèëîæåíèé â [12�16℄ èíàó÷íî-ïîïóëÿðíóþ êíèãó [11℄). Ïîñòðîåííàÿ àðè�ìåòèêà åñòåñòâåííî ðàñïðîñòðà�íÿåò íàáëþäàåìîå â îêðóæàþùåì íàñ ìèðå ñâîéñòâî �÷àñòü âñåãäà ìåíüøå öåëîãî�,èñïîëüçóåìîå ïðè ðàáîòå ñ êîíå÷íûìè ÷èñëàìè, íà áåñêîíå÷íî áîëüøèå è áåñêîíå÷íîìàëûå âåëè÷èíû.Ïðåäëàãàåìàÿ ìåòîäîëîãèÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ó îïðåäåëåííûõ áåñêîíå÷íûõìíîæåñòâ ÷èñëî èõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì íîâûé ïîäõîä íå ïðîòèâîðå÷èò âçãëÿäàìÊàíòîðà è �îáèíñîíà (íåñòàíäàðòíûé àíàëèç), à äîïîëíÿåò èõ (ñì. [13, 18, 19,20℄). Äëÿ ðÿäà çàäà÷ óñòàíàâëèâàþòñÿ òî÷íîñòè îïèñàíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåê�òîâ, ïðåäîñòàâëÿåìûå òðàäèöèîííûìè èíñòðóìåíòàìè (ÿçûê Êàíòîðà è �îáèíñîíà)è íîâîé ñèñòåìîé çàïèñè. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ïðîèñõîäèò ïðè �èçè÷åñêèõèçìåðåíèÿõ ïðèáîðàìè ðàçíîé òî÷íîñòè, îáà ïðåäîñòàâëÿåìûõ îòâåòà âåðíû ñ òî÷�íîñòüþ, îáåñïå÷èâàåìîé ïðèáîðîì (â äàííîì ñëó÷àå� ìàòåìàòè÷åñêèì ÿçûêîì).Ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ïîçèöèîííàÿ ñèñòåìà ñ áåñêîíå÷íîé áàçîé, ïîçâîëÿþùàÿ çà�ïèñûâàòü áåñêîíå÷íî áîëüøèå è áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû â ÿâíîé �îðìå êîíå÷�íûì ÷èñëîì ñèìâîëîâ. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò äàòü äåòàëüíûå îòâåòû íàñåðèþ êëàññè÷åñêèõ âîïðîñîâ è ïàðàäîêñîâ, èìåþùèõ äåëî ñ áåñêîíå÷íî áîëüøèìèè áåñêîíå÷íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè. Â ÷àñòíîñòè, ñ íîâûõ ïîçèöèé ðàññìàòðèâàþò�ñÿ Ïåðâàÿ Ïðîáëåìà �èëüáåðòà è ìàøèíû Òüþðèíãà (ñì. [18, 19℄). Îáñóæäàþòñÿãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè íîâîãî ïîäõîäà. �àññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû è ïðèëîæåíèÿ.Íîâûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êîìïüþòåð (ïîëó÷åíû ïàòåíòû �Ô è ÅÑ),âûïîëíÿþùèé ÷èñëåííûå (íå ñèìâîëüíûå) âû÷èñëåíèÿ ñ êîíå÷íûìè, áåñêîíå÷íîáîëüøèìè è áåñêîíå÷íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè. Âî âðåìÿ äîêëàäà äåìîíñòðèðóåòñÿêàëüêóëÿòîð äëÿ ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ, êîòîðûé âûïîëíÿåò ÷èñëåííûå âû�÷èñëåíèÿ ñ áåñêîíå÷íî áîëüøèìè, êîíå÷íûìè è áåñêîíå÷íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè. Âçàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî òåêñòû ðÿäà ñòàòåé äîñòóïíû ïî àäðåñó [21℄.Ëèòåðàòóðà[1℄ CantorG. Contributions to the Founding of the Theory of Trans�nite Numbers. �Dover Publiations. � New York, 1955.[2℄ Conway J.H., GuyR.K. The Book of Numbers. � New York: Springer�Verlag, 1996.[3℄ G�odelK. The Consisteny of the Continuum-Hypothesis. � Prineton: PrinetonUniversity Press. 1940.[4℄ HardyG.H. Orders of in�nity. � Cambridge: Cambridge University Press, 1910.[5℄ HilbertD. Mathematial Problems: Leture delivered before the InternationalCongress of Mathematiians at Paris in 1900 // Bulletin of the AmerianMathematial Soiety. � 1902. � No. 8 P. 437�479.[6℄ KnoppK. Theory and Appliation of In�nite Series. � New York: Dover Publiations,1990.[7℄ LeibnizG.W., Child J.M. The Early Mathematial Manusripts of Leibniz. � NewYork: Dover Publiations, 2005.[8℄ Mayberry J.P. The Foundations of Mathematis in the Theory of Sets. � Cambridge:Cambridge Univ. Press, 2001.[9℄ Newton I. Method of Fluxions. � 1671.[10℄ RobinsonA. Non-Standard Analysis, Prineton Univ. Press, Prineton 1996.
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306 Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ëàçåðíîãî îõëàæäåíèÿ àòîìîâÓÄÊ 535.21 ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ËÀÇÅ�ÍÎ�ÎÎÕËÀÆÄÅÍÈß ÀÒÎÌÎÂÑèáàòîâ�.Ò., Ó÷àéêèíÂ.Â.1Ëàçåðíûì îõëàæäåíèåì è ïëåíåíèåì àòîìîâ íàçûâàþò íîâûé òåõíîëîãè÷åñêèéïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ àòîìîâ ñ òåìïåðàòóðàìè â äèàïàçîíå íàíîêåëüâèíîâ (òî åñòü ñîñêîðîñòÿìè ïîðÿäêà ìì/ñ), ñóùåñòâåííî îáîãàòèâøèéøèðîêóþ îáëàñòü íàíî�èçè÷å�ñêèõ èññëåäîâàíèé� îò ñïåêòðîñêîïèè ñâåðõâûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ è àòîìíûõ ÷àñîâäî àòîìíîé èíòåð�åðîìåòðèè è êîíäåíñàöèè Áîçå�Ýéíøòåéíà [1℄. Âñëåäñòâèå îáìå�íà èìïóëüñàìè è �îòîíàìè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ è ïðèîáðåòåíèÿ èìïóëüñîâ îòäà÷èïðè ñïîíòàííîì èçëó÷åíèè ïðîöåññ ýâîëþöèè àòîìíîãî èìïóëüñà âûãëÿäèò êàê ñëó�÷àéíîå áëóæäàíèå â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå. Èäåÿ íîâîãî ìåòîäà îõëàæäåíèÿ ñî�ñòîèò â ñîçäàíèè â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà (p = 0)íåáîëüøèõ ðàçìåðîâ �ëîâóøêè�, êóäà àòîìû ìîãóò ïîïàäàòü â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíûõáëóæäàíèé è îñòàâàòüñÿ òàì ïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ. Îõëàæäåíèå, õàðàêòåðèçóå�ìîå â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå âîçðàñòàíèåì êîíöåíòðàöèè àòîìîâ â îêðåñòíîñòè
p = 0 è óìåíüøåíèåì åå çà ïðåäåëàìè ëîâóøêè, â ìàòåìàòè÷åñêîì ïëàíå îáóñëîâ�ëåíî êîíêóðåíöèåé äâóõ ïðîöåññîâ: èìïóëüñíîé äè��óçèåé è îáðàùåíèåì â íóëüâåðîÿòíîñòè âûõîäà èç òî÷êè p = 0. Èñòîðèÿ êàæäîãî àòîìà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïî�ñëåäîâàòåëüíîñòüþ âçàèìíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-÷èí τ1, θ1, τ2, θ2, τ3, θ3, ...,ãäå θj � ñëó÷àéíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü j-ãî ïëåíåíèÿ, τj � ñëó÷àéíàÿ ïðîäîëæèòåëü�íîñòü äè��óçèè ìåæäó j-ì è j + 1-ì ïëåíåíèåì, íàçûâàåìàÿ âðåìåíåì ðåöèðêóëÿ�öèè. Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îáîçíà÷èì qτ (t) è qθ(t).Åñëè ÷àñòîòà ïåðåñêîêà â îêðåñòíîñòè p = 0 âåäåò ñåáÿ ïî çàêîíó

R(p) ≃ 1

τ0

(
p

p0

)α

, p < p0,òî
P (θj > θ) ∼ Aθ−ν , θ →∞,ãäå ïîêàçàòåëü ν ñâÿçàí ñ α è ðàçìåðíîñòüþ èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà D ñîîòíîøå�íèåì ν = D/α.Êîíöåíòðàöèÿ îõëàæäåííûõ àòîìîâ N0(t) ïðîïîðöèîíàëüíà âåðîÿòíîñòè îáíàðó�æèòü àòîìà â íà÷àëå êîîðäèíàò f0(t). Ïîñëåäíÿÿ �óíêöèÿ âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþèíòåãðàëà
f0(t) =

t∫

0

[F (t′)− F ′(t′)]dt′÷åðåç ðàçíèöó òåìïîâ ïåðåõîäîâ F (t) è F ′(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå èíòåãðàëü�íûõ óðàâíåíèé (ïðè óñëîâèè, ÷òî äâèæåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ îñâîáîæäåíèÿ èç ëîâóøêè):
F (t) = qτ (t) +

t∫

0

F ′(t− t′)qτ (t′)dt′,1Ñèáàòîâ �åíàò Òèìåðãàëèåâè÷, Ó÷àéêèí Âëàäèìèð Âàñèëüåâè÷(vuhaikin�gmail.om), Óëüÿ�íîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 432000, �îññèÿ, ã. Óëüÿíîâñê, óë. Ë. Òîëñòîãî, 42.
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F ′(t) =

t∫

0

F (t− t′) q0(t′)dt′.Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è ðåøèâ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó, ïîëó÷èì
f̃0(λ) =

q̃τ (λ)

λ
· 1− q̃0(λ)
1− q̃τ (λ)q̃θ(λ)

.Êàê ñëåäóåò èç �èçè÷åñêèõ ïîëîæåíèé
1− q̃θ(λ) ∼ Aλα, 1− q̃τ (λ) ∼ Bλβ ,ãäå 0 < α, β < 1. Â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé λ �óíêöèÿ f̃0(λ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå�íèþ
Aλαf̃0(λ) +Bλβ f̃0(λ) = Aλα−1.Ïðèìåíèâ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïðèõîäèì ê äðîáíî-äè��åðåíöèàëü�íîìó óðàâíåíèþ
[0Dα

t + b0Dβ
t ]f0(t) =

1

Γ(1− α) t
−α.Åãî ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà �óíêöèé �ðèíà, èìååò âèä:

f0(t) = tα−βEα−β,α+1−β(−btα−β).Îíî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàå�ìîãî ïðîöåññà ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.�àáîòà ïîääåðæàíà �îññèéñêèì �îíîì �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ãðàíò10-1-00608.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÁàðäóÔ., ÁóøîÆ.-Ô., ÀñïåÀ., Êîýí-ÒàííóäæèÊ. Ñòàòèñòèêà Ëåâè è ëàçåðíîåîõëàæäåíèå. � Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2005. � 240 ñ.[2℄ Ó÷àéêèíÂ.Â. Ìåòîä äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ. � Óëüÿíîâñê: Èçä-âî �Àðòèøîê�,2008. � 510 ñ.



308 Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ýíäîòàêñèèÓÄÊ 621.382ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ Ï�ÎÖÅÑÑÀ ÝÍÄÎÒÀÊÑÈÈÄËß ÏÎËÓ×ÅÍÈß ÏÎËÓÏ�ÎÂÎÄÍÈÊÎÂÛÕ�ÅÒÅ�ÎÑÒ�ÓÊÒÓ� ÊÀ�ÁÈÄÀ Ê�ÅÌÍÈß ÍÀ Ê�ÅÌÍÈÈÑ Ò�ÅÁÓÅÌÛÌÈ ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÀÌÈÑèâàêîâàÊ.Ï.1Ïðè ïðîâåäåíèè òåõíîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé â ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ìàòåðèàëàõïî÷òè âñåãäà íåèçáåæíî ïðîèñõîäèò äè��óçèÿ è ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïðèìåñåé, è ìà�òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äè��óçèîííûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ý��åê�òèâíûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè òåõíîëîãèè ïîëó÷àåìûõ ìàòåðèàëîâ è ïðèáîðîâ.Â áîëüøèíñòâå ðàáîò ïðè ðàñ÷åòå äè��óçèîííîãî ëåãèðîâàíèÿ íà îñíîâå ÷èñ�ëåííûõ ìåòîäîâ ó÷èòûâàþòñÿ îñîáåííîñòè �èçè÷åñêîãî ìåõàíèçìà �îðìèðîâàíèÿòîíêèõ ïëåíîê. Ýòè îñîáåííîñòè íåîáõîäèìî àíàëèçèðîâàòü â êàæäîì êîíêðåòíîìñëó÷àå îòäåëüíî. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîöåññ ýíäîòàêñèè (ïðîöåññ äè��óçèîííîãî ïðå�îáðàçîâàíèÿ Si-�àçû â SiC-�àçó ïðè îäíîâðåìåííîì ëåãèðîâàíèè ìîäè�èöèðóþ�ùèìè ïðèìåñÿìè ðàçíîãî òèïà ïðîâîäèìîñòè) íåäîñòàòî÷íî èçó÷åí, êàê ñ ïîçèöèèàíàëèçà äè��óçèîííûõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â ïðîöåññå ðîñòà è ëåãèðîâàíèÿãåòåðîñòðóêòóð êàðáèäà êðåìíèÿ íà êðåìíèè, òàê è ñ ïîçèöèè èõ êîìïëåêñíîãî àíà�ëèçà. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëèðîâàíèå äè��óçèîííûõ ïðîöåññîâ äëÿ ñëó÷àÿ ýíäî�òàêñèè, à òàêæå ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ â ïðîöåññåïîëó÷åíèÿ ãåòåðîñòðóêòóð 3C-SiC/Si, ðàáîòàþùèõ â îáëàñòè âûñîêèõ òåìïåðàòóð,ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé.Â ðàáîòå ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà äè��óçèîííîãî ëåãèðî�âàíèÿ ñ ó÷åòîì âíóòðåííåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äëÿ ãåòåðîñòðóêòóð ñëåäóþùèõòèïîâ: n-Si(P)/n-SiC(P)/p-SiC(B), p-Si(B)/p-SiC(B)/n-SiC(P) è n-Si(P)/n-SiC(P)/p-SiC(Ga), ãäå ëåãèðóþùèå ïðèìåñè ���îñ�îð, Â�áîð, Ga� ãàëëèé. Òèïè÷íûåêðèâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåíû â ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè áåç ó÷å�òà âíóòðåííåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî âíóòðåííåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëåîêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ðàñïðåäåëåíèè ïðèìåñåé.Óñòàíîâëåíî, âëèÿíèå ïîëÿ óñèëèâàåòñÿ ñ ðîñòîì âðåìåíè îòæèãà, ÷òî îêàçû�âàþò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà çàêîíîìåðíîñòè ìèãðàöèè ïðèìåñåé è íà õàðàêòåðçàëåãàíèÿ p�n-ïåðåõîäà â ñòðóêòóðå. Ìîäåëü ñ ó÷åòîì âíóòðåííåãî ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ äàåò õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ,ïîýòîìó äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ãëóáèíû çàëåãàíèÿ p�n-ïåðåõîäà â ãåòåðîñòðóêòóðàõêóáè÷åñêîãî êàðáèäà êðåìíèÿ íà êðåìíèè äàííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà,÷òî ïîçâîëèò ïîëó÷àòü ãåòåðîñòðóêòóðû 3C-SiC/Si ñ òðåáóåìûìè ïàðàìåòðàìè.
1Ñèâàêîâà Êñåíèÿ Ïåòðîâíà (sivakovakp�mail.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



ÑèìîíîâÏ.Ì., ÂàãèíÀ.À. 309ÓÄÊ 519.863.2ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ �ÀÇÂÈÒÈÅ Â ÌÎÄÅËßÕ ÝÊÎÍÎÌÈÊÈÑ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÓÏ�ÀÂËßÅÌÎÉÏ�ÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈÑèìîíîâÏ.Ì.1, ÂàãèíÀ.À.2Îáåñïå÷èòü òåêóùèå íóæäû ïðîèçâîäñòâà â ðàñõîäíûõ ðåñóðñàõ (ìàòåðèàëû, çà�ãîòîâêè, ïîëó�àáðèêàòû è òàê äàëåå) ìîæíî ñ ïîìîùüþ îáîðîòíûõ �îíäîâ. Äëÿýòîãî èñïîëüçóåòñÿ îáîðîòíûé êàïèòàë. Ïîòðåáíîñòü ïðîèçâîäñòâà â îáîðîòíîì êà�ïèòàëå çàâèñèò îò ïðîèçâîäñòâåííîé ìîùíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âåñòè ïðî�öåíòíóþ âåëè÷èíó: çàãðóæåííîñòü ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé, çàâèñÿùóþ îò íà�ëè÷èÿ îáîðîòíîãî êàïèòàëà è ñîáñòâåííî ïðîèçâîäñòâåííîé ìîùíîñòè. Â äîêëàäåïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ íà ïðèìåðå ìîäåëè Ñîëîó.Êëàññè÷åñêèå ìîäåëè, èñïîëüçóþùèå ïðîèçâîäñòâåííûå �óíêöèè, îïåðèðóþòîáîáùåííûìè �àêòîðàìè ïðîèçâîäñòâà, íåçàâèñÿùèìè îò èõ âíóòðåííåé ðîëè â ïðî�öåññå ïðîèçâîäñòâà. Äàííûé ïîäõîä óïðîùàåò ìîäåëü, ïîçâîëÿÿ ïðè ýòîì äîñòàòî÷íîòî÷íî ìîäåëèðîâàòü ïîâåäåíèå èññëåäóåìîãî îáúåêòà, íî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòî�ãî ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íî, íàïðèìåð, äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è óïðàâëåíèÿïðîöåññîì.Â òåçèñàõ äîêëàäà áóäåò ðàññìîòðåíà ìîäåëü ñ óïðàâëÿåìûì ðàñïðåäåëåíèåìðåñóðñîâ âíóòðè ïðîèçâîäñòâà ïî ñïîñîáó èõ ó÷àñòèÿ â ïðîèçâîäñòâåííîì ïðîöåññå.Äàäèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ïðîèçâîäñòâåííîé �óíêöèè ñ ðàñïðåäå�ëåíèåì ðåñóðñîâ (óïðàâëÿåìîé ïðîèçâîäñòâåííîé �óíêöèè).Äëÿ ïðîèçâîäñòâà íàì íåîáõîäèìî: íàëè÷èå îñíîâíûõ �îíäîâ (ñòàíêè, èíñòðó�ìåíòû è ïðèñïîñîáëåíèÿ), äëÿ �îðìèðîâàíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ îñíîâíîé êà�ïèòàë è íàëè÷èå äîñòóïíîãî òðóäà. Îáîçíà÷èì âåëè÷èíó âîçìîæíîãî (ïðåäåëüíîãî)âûïóñêà F (Kopf , L), ãäå Kopf � íàêîïëåííûå îñíîâíûå ïðîèçâîäñòâåííûå �îíäû,
L � äîñòóïíûé òðóä. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî F � ïðîèçâîäñòâåííàÿ �óíêöèÿ ñòåïåíèîäíîðîäíîñòè îäèí.Òåïåðü ââåäåì ïðîöåíòíóþ âåëè÷èíó: çàãðóæåííîñòü ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíî�ñòåé, çàâèñÿùóþ îò íàëè÷èÿ îáîðîòíîãî êàïèòàëà è ñîáñòâåííî ïðîèçâîäñòâåííîéìîùíîñòè:

G (Koc, F ) ∈ [0, 1), Koc ≥ 0, F ≥ 0,ãäå Koc � îáîðîòíûé êàïèòàë, F � ïðåäåëüíàÿ ìîùíîñòü ïðîèçâîäñòâà. Ââåäåìäîïîëíèòåëüíî ïàðàìåòð u(t) ∈ [0, 1], è çàïèøåì îñíîâíîé è îáîðîòíûé êàïèòàë,êàê �óíêöèè ñóììàðíîãî êàïèòàëà ïðîèçâîäñòâà K:
Kopf = u(t)K, Koc = (1 − u(t))K.Òîãäà �óíêöèþ, îïèñûâàþùóþ êîíå÷íîå ïðîèçâîäñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

F̃ (K,L, u(t)) = F (u(t)K,L) ·G((1 − u(t))K,F (K,L)).Ïîñòàâèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà â ñëó÷àå óïðàâëÿåìîé ýêî�íîìè÷åñêîé �óíêöèè. Êàê è íåîêëàññè÷åñêîé çàäà÷å îá îïòèìàëüíîì ýêîíîìè÷åñêîì1Ñèìîíîâ Ïåòð Ìèõàéëîâè÷ (simonov�eon.psu.ru), Ïåðìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,614990, �îññèÿ, ã. Ïåðìü, óë. Áóêèðåâà, 15.2Âàãèí Àëåêñàíäð Àëåêñååâè÷ (simpm2�mail.ru), Ïåðìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíè�âåðñèòåò, 614000, �îññèÿ, ã.Ïåðìü, Êîìñîìîëüñêèé ïðîñïåêò, 29.



310 Îïòèìàëüíîå ðàçâèòèå â ìîäåëÿõ ýêîíîìèêè . . .ðîñòå èìååòñÿ îäíà �àçîâàÿ êîîðäèíàòà � êàïèòàëîâîîðóæåííîñòü ðàáî÷åãî k(t), àóðàâíåíèå äâèæåíèÿ � ýòî îñíîâíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íåîêëàññè÷åñêî�ãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà:
k̇(t) = f̃(k, u(t))− (η + µu(t))k(t)− c(t), f̃(k, u(t)) = F̃ (k, 1, u(t))/L.Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå çàäàåòñÿ çíà÷åíèåì êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè îäíîãî ðàáî÷åãî

k(t0) = k0.Áóäåì îïòèìèçèðîâàòü èíòåãðàë
W =

t1∫

t0

e−δ(t− t0)(βQ(c(t)) + (1 − β)f̃(k, u(t))) dt→ max,

β ∈ [0, 1], 0 ≤ c(t) ≤ f̃(k(t), u(t))íà ðåøåíèÿõ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íåîêëàññè÷åñêîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðî�ñòà ïðè óñëîâèÿõ k(t0) = k0. Ýòîò èíòåãðàë ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðèåäèíñòâåííîì {k∗, u∗}.�àáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ, àäìèíèñòðàöèåé Ïåðìñêîãî êðàÿ�10-01-96054-ð-óðàë-à, è ÇÀÎ �Ï�Î�ÍÎÇ�.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÈíòðèëèãàòîðÌ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìèçàöèè è ýêîíîìè÷åñêîãî òåî�ðèÿ. � Ì.: Àéðèñ-ïðåññ, 2002. � 576 ñ.[2℄ ÊóçíåöîâÞ.À. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ýêîíîìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. � ÍèæíèéÍîâãîðîä: Èçä-âî Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà, 2008. � 449 ñ.



Ñèðî÷åíêî Â.Ï. 311ÓÄÊ 517.958:532.5Î ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËßÕ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÂßÇÊÎÉÆÈÄÊÎÑÒÈ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÇÀÂÈÕ�ÅÍÍÎÑÒÈÑèðî÷åíêî Â.Ï.1Èçó÷åíèå çàêîíîâ äâèæåíèÿ æèäêîñòåé âñåãäà èãðàëî âàæíóþ ðîëü â ðàçâèòèèòåõíèêè è åñòåñòâîçíàíèÿ. Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ æèäêîñòü ìîæíî ñ áîëü�øîé äîñòîâåðíîñòüþ ñ÷èòàòü âÿçêîé íåñæèìàåìîé íüþòîíîâñêîé ñðåäîé, è ïðîèñõî�äÿùèå â íåé ïðîöåññû ìîäåëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà [1℄.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè àêòèâíî èñïîëüçóåò�ñÿ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå [2℄. Èñïîëüçîâàíèå äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíà�ìèêè âÿçêîé æèäêîñòè óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà â åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ñêîðî�ñòü-äàâëåíèå ïðèâîäèò ê îïðåäåëåííûì âû÷èñëèòåëüíûì òðóäíîñòÿì. Ýòî ñâÿçàíîñ îòñóòñòâèåì óðàâíåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ è îñîáîé ðîëüþ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè.Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè îáû÷íî ââîäÿòñÿ ñïåöèàëüíûåïðîöåäóðû [2℄. Ïîïûòêè ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ òðóäíîñòåé ñâÿçàíû îáû÷íî ñ âûáîðîìíîâûõ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Ýòîïîçâîëÿåò èçáåæàòü ÿâíîãî ïðèñóòñòâèÿ äàâëåíèÿ â óðàâíåíèÿõ, à òàêæå íåïîñðåä�ñòâåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè.Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ ïëîñêèõ òå÷åíèé â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ââîäèòñÿ â ðàññìîò�ðåíèå �óíêöèÿ òîêà. Ââåäåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà äëÿ çàâèõðåííîñòè ïîçâîëÿåòïîëó÷èòü îïèñàíèå òå÷åíèÿ â ïåðåìåííûõ çàâèõðåííîñòü-�óíêöèÿ òîêà. Ïî ñðàâíå�íèþ ñ óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà â åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ êîëè÷åñòâî óðàâíå�íèé óìåíüøàåòñÿ ñ òðåõ äî äâóõ, à äëÿ ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿçàâèõðåííîñòè è ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè òîêà ìîãóò áûòü ïðèìå�íåíû ý��åêòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè [3℄.Â ñëó÷àå äâóìåðíûõ ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòåé (çàäà÷è îáòåêàíèÿ òåë ïîòîêîì æèäêî�ñòè) çàâèõðåííîñòü è �óíêöèÿ òîêà äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êðîìå ñîîòâåòñòâóþùèõíà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé åùå íåêîòîðûì èíòåãðàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì, êî�òîðûå ýêâèâàëåíòíû îäíîçíà÷íîñòè äàâëåíèÿ â æèäêîñòè. Èìåþòñÿ ïóáëèêàöèè, âêîòîðûõ óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîñòè íå ñîäåðæàòñÿ â ïîñòàíîâêå çàäà÷è, ÷òî ïðèâîäèòê íåâåðíûì ðåçóëüòàòàì ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðåàëüíûõ òå÷åíèé. Âñòàòüå [4℄ äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ïîñòàíîâîê â ïåðåìåííûõ çàâèõðåííîñòü-�óíê�öèÿ òîêà è â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ ñêîðîñòü-äàâëåíèå â äâóìåðíûõ ìíîãîñâÿçíûõîáëàñòÿõ. Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â óñòàíîâëåíèè ýêâèâàëåíòíîñòè èãðàþò èíòåãðàëü�íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîñòè äàâëåíèÿ.Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðåõìåðíûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè âîäíîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ ïðèìåíÿþòñÿ äâå ïîñòàíîâêè, ïîëó÷àþùèåñÿ èç óðàâíåíèéÍàâüå-Ñòîêñà ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ äàâëåíèÿ: ïîñòàíîâêà â ïåðåìåííûõ çàâèõðåííî�ñòü-âåêòîðíûé ïîòåíöèàë è ïîñòàíîâêà â ïåðåìåííûõ çàâèõðåííîñòü-ñêîðîñòü [2℄.Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ ïîñòàíîâîê õîðîøî èçó÷åííîé ïîñòà�íîâêå â ïåðåìåííûõ ñêîðîñòü-äàâëåíèå, ïî-âèäèìîìó, îòñóòñòâóþò, íåñìîòðÿ íà çíà�÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé, èñïîëüçóþùèõ ýòè ïîñòàíîâêè.Â äîêëàäå äàíî äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñòàíîâîê ñ èñïîëüçîâàíèåìçàâèõðåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå�1Ñèðî÷åíêî Âëàäèìèð Ïðîõîðîâè÷ (sir�ssu.samara.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè�òåò, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



312 Î ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ äèíàìèêè âÿçêîé æèäêîñòè . . .Ñòîêñà â îäíîñâÿçíûõ è ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ, â òîì ÷èñëå äëÿ ñëó÷àÿ òåïëî�ïðîâîäíîé æèäêîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî â âàæíîì äëÿ ïðàêòèêè ñëó÷àå ìíîãîñâÿçíûõîáëàñòåé ïîñòàíîâêè äîëæíû ñîäåðæàòü íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîñòè äàâëå�íèÿ.Ëèòåðàòóðà[1℄ Áýò÷åëîðÄæ. Ââåäåíèå â äèíàìèêó æèäêîñòè. � Ì.: Ìèð, 1973.[2℄ Ôëåò÷åðÊ. Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû â äèíàìèêå æèäêîñòåé: Â 2-õ ò.: Ò.2. � Ì.:Ìèð, 1991. � 552 ñ.[3℄ ÑàìàðñêèéÀ.À. Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì. � Ì.: Íàóêà, 1983.[4℄ ÊóçíåöîâÁ.�., Ñèðî÷åíêîÂ.Ï. Î ïîñòàíîâêå çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè â ìíîãîñâÿç�íûõ îáëàñòÿõ // Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè: Ñá. íàó÷í. òðóäîâ. � Íîâîñèáèðñê:ÈÂÒ ÑÎ �ÀÍ, 1995. � Ò. 4. � �12. � Ñ. 209�218.



ÑêîðîõîäÀ.Â. 313ÓÄÊ 517.95Ê�ÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÑÌÅØÀÍÍÎ�Î ÒÈÏÀÑ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ ÑÎÏ�ßÆÅÍÈßÑêîðîõîä À.Â.1�àññìîòðèì óðàâíåíèå ñìåøàííîãî òèïà
Lu =





ymuxx + uyy = 0, y > 0,m > 0,

uxy −
q

x− y (ux − uy) = 0, y < 0, x < 0,

uxy −
q

x+ y
(ux + uy) = 0, y < 0, x > 0, q =

m

2(m+ 2)
,

(1)â îáëàñòè D, îãðàíè÷åíèé ïðè y > 0 ãëàäêîé êðèâîé Γ, ëåæàùåé â ïîëóïëîñêîñòè
y > 0, ñ êîíöàìè â òî÷êàõ A(−1, 0) è B(1, 0), îòðåçêàìè ïðÿìûõ x = −1, y = x,
x = 1, y = −x ïðè y < 0.Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè D ïîñòàâèì ñëåäóþùèå êðàåâûå çàäà÷è òèïà �åë�ëåðñòåäòà ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì ñîïðÿæåíèÿ.Çàäà÷à V1. Íàéòè â îáëàñòè D �óíêöèþ u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþ�ùèì óñëîâèÿì:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C2(D+) ∩ C1(D−), uxy ∈ C(D−);

Lu ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−;

u(x, y) |Γ= ϕ(s), 0 ≤ s ≤ l;
u(−1, y) = ψ1(y), u(1, y) = ψ2(y), y ∈ [−1, 0];

uy(x,+0) = −v1_(x), x ∈ (0, 1); uy(x,+0) = v1_(x), x ∈ (0, 1),ãäå
v1_(x) =

d

dx

0∫

x

(t− x)−λu(t, 0)dt+

0∫

x

(t− x)−λu(x, t)dt, 0 < λ < 1, x ∈ (−1, 0);

v2_(x) = d

dx

x∫

0

(x − t)−ru(t, 0)dt+

x∫

0

(x− t)−ru(x, t)dt, 0 < r < 1, x ∈ (0, 1);

ψ1(x), ψ2(x), ϕ(s)� çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè, ïðè÷åì ψ1(0) = ϕ(l),
ψ2(0) = ϕ(0), D+ = D∩{y > 0}, D1_ = D∩{x < 0, y < 0}, D2_ = D∩{x > 0, y < 0},
D_ = D1_ ∩D2_.Çàäà÷à V2. Íàéòè â îáëàñòè D �óíêöèþ u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþ�ùèì óñëîâèÿì:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C2(D+) ∩C1(D−), uxy ∈ C(D−);

Lu ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−;1Ñêîðîõîä Àííà Âëàäèìèðîâíà (sorohodav�mail.ru), Ïîâîëæñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñîöèàëüíî�ãóìàíèòàðíàÿ àêàäåìèÿ, 443090, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àíòîíîâà-Îâñååíêî, 26.



314 Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà . . .
u(x, y) |Γ= ϕ(s), 0 ≤ s ≤ l;

u(x, x) = ψ1(x), x ∈ [−1, 0]; u(x,−x) = ψ2(x), x ∈ [0, 1];

uy(x,+0) = v1_(x), x ∈ (0, 1); uy(x,+0) = −v2_(x), x ∈ (0, 1),ãäå
v1_(x) =

d

dx

x∫

−1

(x− t)−λu(t, 0)dt+

0∫

x

(t− x)−λu(x, t)dt, 0 < λ < 1, x ∈ (−1, 0);

v2_(x) = d

dx

1∫

x

(t− x)−ru(t, 0)dt+

x∫

0

(x− t)−ru(x, t)dt, 0 < r < 1, x ∈ (0, 1);

ψ1(x), ψ2(x), ϕ(s)� çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè, ïðè÷åì ψ1(0) = ψ2(0).Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòèðåøåíèÿ çàäà÷ V1, V2 ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êðèâóþ Γ. Åäèíñòâåííîñòüäîêàçûâàåòñÿ íà îñíîâàíèè ìåòîäà ýêñòðåìóìà [1℄, à ñóùåñòâîâàíèå ñâîäèòñÿ ê ðàç�ðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Áîëåå ïîäðîáíîåäîêàçàòåëüñòâî óêàçàííûõ óòâåðæäåíèé ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòàõ àâòîðà [2�4℄.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÑàáèòîâÊ.Á. Î ïðèíöèïå ìàêñèìóìà äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà // Äè���åðåíö. óðàâíåíèÿ. � 1988. � Ò. 24. � �11. � Ñ. 1967�1976.[2℄ ÑêîðîõîäÀ.Â. Î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè çàäà÷è �åëëåðñòåäòà äëÿ óðàâ�íåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà ñî ñïåöèàëüíûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ // ÂåñòíèêÑ�Ó. Åñòåñòâåííî-íàó÷íàÿ ñåðèÿ. � �2(61). � 2008. � Ñ. 60�68.[3℄ ÑêîðîõîäÀ.Â. Î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è òèïà �åëëåðñòåäòà äëÿ óðàâíå�íèÿ ñìåøàííîãî òèïà ñ íåëîêàëüíûì óñëîâèåì ñîïðÿæåíèÿ // Òðóäû ÑÔ ÀÍ �Á.Ñåðèÿ �Ôèçèêî-ìåòàìàòè÷åñêèå è òåõíè÷åñêèå íàóêè�. � Âûï. 6. � Ó�à: �èëåì,2009. � Ñ. 127�143.[4℄ ÑêîðîõîäÀ.Â. Îá îäíîé íåëîêàëüíîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà //Èíòåãðàòèâíûé õàðàêòåð ñîâðåìåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ. Ìàòåðèà�ëû âòîðîé âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîí�åðåíöèè, ïîñâÿùåííîé ïà�ìÿòè çàñëóæåííîãî äåÿòåëÿ íàóêè �Ô, äîêòîðà �èç.-ìàò. íàóê, ïðî�åññîðàÂ.Ô.Âîëêîäàâîâà (Ñàìàðà, 26�28 îêòÿáðÿ 2009ã.). � Ñàìàðà: Ï�Ñ�À, 2009. �Ñ. 67�72.



ÑìîëÿíîâÎ.�. 315ÓÄÊ 517.1ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌÅ�ÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ËÈÓÂÈËËßÂ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÅÑìîëÿíîâÎ.�.1Áåñêîíå÷íîìåðíûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû è èõ êâàíòîâûå àíàëîãè ÿâëÿþòñÿåñòåñòâåííûìè ìîäåëÿìè ñèñòåì, ðàññìàòðèâàåìûõ â êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé ñòà�òèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå.Òàê êàê, ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå À.Âåéëÿ, íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ (ëîêàëüíîâûïóêëûõ) ïðîñòðàíñòâàõ íå ñóùåñòâóåò ìåðû Ëåáåãà (ò.å. íåíóëåâîé èíâàðèàíòíîéîòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ σ-êîíå÷íîé ëîêàëüíî êîíå÷íîé ñ÷åòíî-àääèòèâíîé ìåðû), òîâ êà÷åñòâå óðàâíåíèé Ëèóâèëëÿ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî ðàññìàò�ðèâàòü óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî �óíêöèé âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà, ïðèíèìàþùèõçíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå (íåîòðèöàòåëüíûõ) ìåð íà �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ãàìèëüòî�íîâîé ñèñòåìû èëè íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþùåé êâàíòîâîé ñèñòå�ìû; òàêèå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ëèóâèëëÿ îòíîñèòåëüíî ìåð. Áåñêî�íå÷íîìåðíûå óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ îòíîñèòåëüíî ìåð èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ� áåç ïåðåõîäà ê òàê íàçûâàåìîìó òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëó � âåðîÿòíîñòíûõàíàëîãîâ êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé Áîãîëþáîâà (íàçûâàåìûõ òàêæå öåïî÷êà�ìè óðàâíåíèé Áîãîëþáîâà�Áîðíà��ðèíà�Êèðêâóäà�Èâîíà), à òàêæå îáîáùåíèéñàìèõ ñèñòåì óðàâíåíèé Áîãîëþáîâà.Â äîêëàäå ðàñìîòðåí ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé áåñêîíå÷íîìåðíûõ óðàâíå�íèé Ëèóâèëëÿ îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð è ñîîòâåòñòâóþùèõ àíàëîãîâ óðàâ�íåíèé Áîãîëþáîâà è èõ âåðîÿòíîñòíûõ àíàëîãîâ ñ ïîìîùüþ �îðìóë Ôåéíìàíà. Âå�ðîÿòíîñòíûå àíàëîãè ñèñòåìû óðàâíåíèé Áîãîëþáîâà ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îòêëàññè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Áîãîëþáîâà [2℄. Èìåííî, ìåðû íà êîíå÷íîìåðíûõïðîñòðàíñòâàõ, ïëîòíîñòÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûå �óíêöèè â áåñêîíå÷íîéñèñòåìå óðàâíåíèé Áîãîëþáîâà, íå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîãóòáûòü ñäåëàíû âåðîÿòíîñòíûìè ïóòåì êàêîé áû òî íè áûëî íîðìèðîâêè2; îòñþäàñëåäóåò, ÷òî ìåðà íà �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïñåâäîîáðàçàìè [3℄ êîòîðîé ýòè ìåðûÿâëÿþòñÿ3, ìîæåò íå áûòü äàæå σ-êîíå÷íîé, òàê ÷òî ñòàíäàðòíàÿ òåõíèêà öèëèíäðè�÷åñêèõ ìåð îêàçûâàåòñÿ ê íåé íåïðèìåíèìîé. Òåì íå ìåíåå, ýâîëþöèÿ ìåðû íà �à�çîâîì ïðîñòðàíñòâå, îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Áîãîëþáîâà, ñîâïàäàåò ñ òîé,êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ îòíîñèòåëüíî �óíêöèé âåùåñòâåííîãîàðãóìåíòà, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ìåð íà �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå �íî íà ýòîò ðàç ýòè ìåðû íå ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòíûìè.Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìàìîäåëèðóåò ñèñòåìó êëàññè÷åñêèõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, âñå óðàâíåíèÿ âå�ðîÿòíîñòíîãî àíàëîãà ñèñòåìû óðàâíåíèé Áîãîëþáîâà îêàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè,è â ýòîì ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòà ðàáîòû [8℄ (ÿâëÿþùåãîñÿ ðàçâèòèåì ðåçóëüòà�òîâ ðàáîò [1℄ è [6℄) ïîêàçàíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà êîí�èãóðàöèîííîìïðîñòðàíñòâå ñòðåìèòñÿ (â ñìûñëå [8℄) ê ïðîèçâåäåíèþ íåçàâèñèìûõ ðàâíîìåðíûõðàñïðåäåëåíèé.1Ñìîëÿíîâ Îëåã �åîðãèåâè÷ (Smolyanov�yandex.ru), Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòèì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, 119992, �îññèÿ, ã. Ìîñêâà, Âîðîáüåâû ãîðû, ä.1.2Ýòè �óíêöèè èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ïëîòíîñòè ÷àñòèö è èõ êîíå÷íûõ íàáîðîâ.3Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ ìåð ïñåâäîîáðàçû çàìåíÿþò ïðîåêöèè.



316 Áåñêîíå÷íîìåðíûå óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêåÎòìåòèì òàêæå, ÷òî ðåøåíèå áåñêîíå÷íîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ îòíîñè�òåëüíî ìåð ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ïðåäåëîì ìåðîçíà÷íûõ �óíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøå�íèÿìè óðàâíåíèé Ëèóâèëëÿ îòíîñèòåëüíî ìåð íà êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõèñõîäíîãî áåñêîíå÷íîìåðíîãî �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.�åçóëüòàòû äîêëàäà ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Â.Â.Êîçëîâûì.Ëèòåðàòóðà[1℄ Ïóàíêàðå.À. Èçáðàííûå òðóäû. Ò. 3. � Ì.: Íàóêà, 1974.[2℄ Áîãîëþáîâ.Í.Í. Ñîáðàíèå íàó÷íûõ òðóäîâ. Ò. 5. � Ì.: Íàóêà, 2006.[3℄ ÁóðáàêèÍ. Èíòåãðèðîâàíèå. Âåêòîðíîå èíòåãðèðîâàíèå. Ìåðà Õààðà. Ñâåðòêà èïðåäñòàâëåíèÿ. � Ì.: Hàóêà, 1970.[4℄ ÑìîëÿíîâÎ.�., ÔîìèíÑ.Â. // Óñïåõè ìàòåì. íàóê. � 1976. � Ò. 31. � �4. � Ñ. 3�56.[5℄ SmolyanovO.G., von WeizsaekerH. // Comptes Rend. Aad. Si. Paris. � 1995. �T. 321. � S. I. � P. 103�108.[6℄ ÊîçëîâÂ.Â. Òåïëîâîå ðàâíîâåñèå ïî �èááñó è Ïóàíêàðå. � Ì., Èæåâñê, 2002.[7℄ KozlovV.V. // Reg. Chaoti Dyn. � 2004. � �1. � P. 23�34.[8℄ ÊîçëîâÂ.Â., ÑìîëÿíîâÎ.�. // ÒÂÏ. � 2006. � Ò. 51. � Â. 2. � Ñ. 1�18.[9℄ ÀêêàðäèË., ÑìîëÿíîâÎ.�. // ÄÀÍ. � Ò. 424. � No. 5. � 2009. � Ñ. 583�587.



Ñïèðèäîíîâà Å.Â., ÁåëîáîðîäîâàÑ.Â. 317ÓÄÊ 539.421.2ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ �ÀÇÂÈÒÈß �ÀÑÊËÈÍÈÂÀÞÙÅÉÒ�ÅÙÈÍÛ Â ÍÀ�ÓØÅÍÍÎÌ ÌÀÒÅ�ÈÀËÅÑïèðèäîíîâàÅ.Â., Áåëîáîðîäîâà Ñ.Â.1Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçâèòèÿ ðàñ�êëèíèâàþùåé òðåùèíû â íàðóøåííîì ìàòåðèàëå. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿðàçðàáîòêà àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîý��èöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæå�íèé ïåðâîãî ðîäà â íàðóøåííîì ìàòåðèàëå.Áûëà ïîñòàâëåíà è ðåøèíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ ðàçâèòèÿ ðàñêëèíèâà�þùåé òðåùèíû ÀÂ â ìàòåðèàëå, íàðóøåííîì òðåùèíîé ÑD ñ ðàçëè÷íûìè óãëàìèíàêëîíà ê îñè Îõ, ïðè èçìåíåíèè äëèíû çèÿþùåé òðåùèíû L è ðàññòîÿíèÿ îò çèÿ�þùåé òðåùèíû äî íàêëîííîé d. Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòîâ ââåäåíî óñëîâèå òîãî, ÷òîâåëè÷èíà (d+L) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé. �àñêëèíèâàþùàÿ òðåùèíà ìîäåëèðóåòñÿ ïðÿ�ìîëèíåéíûì ðàçðåçîì êîíå÷íîé äëèíû. Íà áåðåãàõ òðåùèíû ÀÎ çàäàíû ñäâèãîâûåè íîðìàëüíûå ñìåùåíèÿ, à íà òðåùèíå ÎÂ ñäâèãîâûå è íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ.Êðàåâûå óñëîâèÿ èìåëè ñëåäóþùèé âèä:
uin = u0n; σ

i
s = 0 íà òðåùèíå ÀÎ ;

σi
s = 0; σi

n = 0 íà òðåùèíå ÎÂ.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîý��èöèåíòà èíòåíñèâíîñòèíàïðÿæåíèé ïåðâîãî ðîäà, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé [1℄, ó÷èòûâàþùèéíîðìàëüíûå ðàçðûâû ñìåùåíèé íà áåðåãàõ òðåùèíû.Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìåòîäîì ðàçðûâíûõ ñìå�ùåíèé [2℄, áûëà íàéäåíà àïïðîêñèìèðóþùàÿ çàâèñèìîñòü íîðìàëüíîãî ðàñêðûòèÿçèÿþùåé òðåùèíû.Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàë, ÷òî ïîãðåøíîñòü âûáîðà àïïðîêñè�ìèðóþùåé çàâèñèìîñòè ñîñòàâëÿåò â ñðåäíåì 3%.Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ áûëè ïîñòðîåíû àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè êðý��èöè�åíîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ïåðâîãî ðîäà â íàðóøåííîì ìàòåðèàëå, ñ ó÷åòîìäëèíû çèÿþùåé òðåùèíû L, ðàññòîÿíèÿ îò çèÿþùåé òðåùèíû äî íàêëîííîé d, âå�ëè÷èíû (d+L) è óãëà íàêëîíà ê îñè Îõ.Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàííûå êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëîâ ïîçâîëÿþò ïðî�ãíîçèðîâàòü ðîñò ðàñêëèíèâàþùåé òðåùèíû íà ïëîñêîñòè, îñëàáëåííîé åñòåñòâåí�íîé òðåùèíîé.Ëèòåðàòóðà[1℄ ËèíüêîâÀ.Ì. Êîìïëåêñíûé ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òåîðèèóïðóãîñòè. � ÑÏá.: Íàóêà, 1999. � 385 ñ.[2℄ Êðàó÷Ñ. Ìåòîäû ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ìåõàíèêå òâåðäîãî òåëà. � Ì.: Ìèð,1987. � 328 ñ.1Ñïèðèäîíîâà Åêàòåðèíà Âëàäèìèðîâíà (skatyusha�rambler.ru), Áåëîáîðîäîâà Ñâåòëàíà Âà�ëåíòèíîâíà (svetabelkhor�yandex.ru), Îðåíáyðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 460018, �îñ�ñèÿ, ã.Îðåíáóðã, ïð. Ïîáåäû, 13.



318 Íåóïðóãîå äå�îðìèðîâàíèå òðåõñëîéíîé îðòîòðîïíîé ïëàñòèíûÓÄÊ 539.3ÍÅÓÏ�Ó�ÎÅ ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ Ò�ÅÕÑËÎÉÍÎÉÎ�ÒÎÒ�ÎÏÍÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛÑòàðîâîéòîâÝ.È.1, Ïðîòóðî È.È.2Ââåäåíèå. Ýêñïåðèìåíòàëüíî òåîðåòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîéâÿçêîóïðóãîñòè áûë ïðåäëîæåí è àïðîáèðîâàí Èëüþøèíûì [1℄. Äëÿ òðåõñëîéíûõñòåðæíåé è êðóãîâûõ ïëàñòèí îí áûë ïðèìåíåí â [2, 3℄. Èçãèá óïðóãèõ ïðÿìîóãîëü�íûõ îðòîòðîïíûõ òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí èññëåäîâàí â [4�6℄. Â äàííîì äîêëàäå ðàñ�ñìîòðåí öèëèíäðè÷åñêèé èçãèá îðòîòðîïíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ñ ëèíåéíîâÿçêîóïðóãèì çàïîëíèòåëåì.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìîòðåí öèëèíäðè÷åñêèé èçãèá ñèììåòðè÷íîé ïî òîë�ùèíå òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû ñ îðòîòðîïíûìè óïðóãèìè íåñóùèìè ñëîÿìè è æåñòêèìèçîòðîïíûì ëèíåéíî âÿçêîóïðóãèì çàïîëíèòåëåì. Ñèñòåìà êîîðäèíàò x, y, z ñâÿçà�íà ñî ñðåäèííîé ïëîñêîñòüþ çàïîëíèòåëÿ. Ïëàñòèíà ñ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íî äëèííîé âíàïðàâëåíèè îñè Oy. Îíà íàãðóæåíà ïîñòîÿííîé â íàïðàâëåíèè ýòîé îñè ïîïåðå÷íîéíàãðóçêîé p = p(x), q = q(x) . Âäîëü îñè Ox íàãðóçêà ìîæåò ìåíÿòüñÿ ïðîèçâîëü�íî. Äëÿ îïèñàíèÿ êèíåìàòèêè ïàêåòà èñïîëüçîâàíà ãèïîòåçà �ëîìàíîé� íîðìàëè:â òîíêèõ íåñóùèõ ñëîÿõ 1, 2 ñïðàâåäëèâû ãèïîòåçû Êèðõãî�à, â íåñæèìàåìîì ïîòîëùèíå ñðàâíèòåëüíî òîëñòîì çàïîëíèòåëå 3 íîðìàëü îñòàåòñÿ ïðÿìîëèíåéíîé, íåèçìåíÿåò ñâîåé äëèíû, íî ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà íåêîòîðûé äîïîëíèòåëüíûé óãîë ψ(x).×åðåç w(x) è u(x), îáîçíà÷åí ïðîãèá è ïðîäîëüíîå ïåðåìåùåíèå ñðåäíåé ïëîñêîñòèçàïîëíèòåëÿ ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ìàòåðèàëû âñåõ ñëîåâ íåñæèìàåìû â ïîïåðå÷�íîì íàïðàâëåíèè, òî ïðîãèá â îñòàëüíûõ òî÷êàõ íîðìàëè ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòèñîâïàäàåò ñ w(x). Ïî êîíòóðó ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå æåñòêèõ äèà�ðàãì, ïðåïÿò�ñòâóþùèõ îòíîñèòåëüíîìó ñäâèãó ñëîåâ, íî íå ìåøàþùèõ äå�îðìèðîâàíèþ èç ñâîåéïëîñêîñòè. Äå�îðìàöèè ìàëûå. Ôèçè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âÿçêîóïðóãîñòè äëÿ çàïîë�íèòåëÿ ïðèíèìàþòñÿ â âèäå:
s(3)x = 2G∗

3ý(3)x , s(3)xz = 2G∗
3ý(3)xz , G∗

3(F (t)) ≡ G(3)

(
F (t)−

∫ t

0

R3(t− τ)F (τ)dτ
)
. (1)ãäå s(3)ij , σ(3) � äåâèàòîðíàÿ è øàðîâàÿ ÷àñòè òåíçîðà íàïðÿæåíèé; ý(3)ij , ǫ(3) �äåâè�àòîðíàÿ è øàðîâàÿ ÷àñòè òåíçîðà äå�îðìàöèé; G∗

3(t)�îïåðàòîð ëèíåéíîé âÿçêî�óïðóãîñòè; R3(t)�ÿäðî ðåëàêñàöèè ìàòåðèàëà çàïîëíèòåëÿ; K3 �ìîäóëü îáúåìíîéäå�îðìàöèè çàïîëíèòåëÿ.�åøåíèå çàäà÷è. �åøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòèäëÿ ñèììåòðè÷íîé ïî òîëùèíå ïëàñòèíû, êîíñîëüíî çàêðåïëåííîé è íàõîäÿùåéñÿïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííûõ ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê p, q, èìååò âèä [3℄:
u =

p

a1
x

(
1− 1

2
x

)
,

ψ =
a3 q

a4a5
(cth(β) sh(βx) −H(βx)− x+ 1) ,1Ñòàðîâîéòîâ Ýäóàðä Èâàíîâè÷ (edstar�mail.by), Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòòðàíñïîðòà, 246653, Áåëàðóñü, ã. �îìåëü, óë. Êèðîâà, 34.2Ïðîòóðî Èâàí Èâàíîâè÷ (aaalpha�mail.ru), Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò òðàíñ�ïîðòà, 246653, Áåëàðóñü, ã. �îìåëü, óë. Êèðîâà, 34.
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w=

q

a4

[
a23

a4a5β

(
cth(β)H(βx)−sh (βx)−βx

(x
2
− 1
)
−cth(β)

)
+
x4

24
− x

3

6
+
x2

4

]
. (2)�åøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé òðåõñëîéíîé ïëà�ñòèíû ìîæíî ïîëó÷èòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêèì ìåòî�äîì àïïðîêñèìàöèé Èëüþøèíà [1℄. Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå óñëî�âèÿ β < 1, ÷òî èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, ïðè G3 ≪ G, K3 ≪ K. Ýòî óñëîâèå âûïîë�íÿåòñÿ äëÿ êîìïîçèòíûõ òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí, ó êîòîðûõ, êàê ïðàâèëî, óêàçàííûåïàðàìåòðû óïðóãîñòè â íåñóùèõ ñëîÿõ íà äâà ïîðÿäêà âûøå, ÷åì â çàïîëíèòåëå.Îïåðàòîðíûé âèä ðåøåíèÿ çàäà÷è îá èçãèáå ñèììåòðè÷íîé òðåõñëîéíîé êîíñîëü�íî çàêðåïëåííîé ïëàñòèíû ñ ëèíåéíî âÿçêîóïðóãèì çàïîëíèòåëåì ïîëó÷èì èç ñî�îòíîøåíèé (2) �îðìàëüíîé çàìåíîé êîíñòàíò ai íà a∗i = ai{G3→G∗

3}� îïåðàòîðû,ïîëó÷àåìûå èç êîý��èöèåíòîâ ai â ðåøåíèè (2), â êîòîðûõ ìîäóëü ñäâèãà G3 çàìå�íÿåòñÿ îïåðàòîðîì ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè G∗
3 (1). Ïðè ýòîì ïðåîáðàçóåì îïåðà�òîðû, âõîäÿùèå â ïðàâûå ÷àñòè ðåøåíèÿ, âûäåëÿÿ â íèõ îïåðàòîðû Èëüþøèíà g∗βk:

g∗βk = 1/(1 + βkω
∗), ω∗ = 2G∗

3/3K3, βk = const.
w∗ =

q

24
x2
[(
−x2 − 6

)
α2g

∗
β2 + 4x

(
α4 + α5g

∗
β3

)
− 24

(
α8g

∗
β2 + α9g

∗
β4 + α10g

∗
β5

)]
,

ψ∗ = q
[
1
2x

2(1− x)
(
α4 + α3g

∗
β3

)
+ 2x

(
x2 − 1

) (
α6g

∗
β4 + α7g

∗
β5

)]
,

u∗ = px
(
1
2x+ 1

)
α1g

∗
β1. (3)Ñîîòâåòñòâóþùèå èçîáðàæåíèÿì g∗βk �óíêöèè gβk(t), îòðàæàþùèå âÿçêîóïðóãèåñâîéñòâà çàïîëíèòåëÿ, ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè èç ýêñïåðèìåíòîâ [1℄. �åøåíèå çàäà÷èîá èçãèáå òðåõñëîéíîé êîíñîëè ñ âÿçêîóïðóãèì çàïîëíèòåëåì ñëåäóåò â ÿâíîì âèäåèç (3) ïîñëå ðàñøè�ðîâêè îïåðàòîðîâ w∗, u∗, ψ∗:

u = x
(
1− x

2

)
α1

t∫

0

gβ1(t− τ)dp(τ),

ψ =
x2

2
(1− x)


α4 + α3

t∫

0

gβ3(t− τ)dq(τ)


+

+2x
(
x2 − 1

)

α6

t∫

0

gβ4(t− τ)dq(τ)+α7

t∫

0

gβ5(t− τ)dq(τ)


 ,

w =
x2

24


4x


α4 + α5

t∫

0

gβ3(t− τ)dq(τ)


−

−
((
x2 + 6

)
α2 + 24α8

) t∫

0

gβ2(t− τ)dq(τ)−

−24


α9

t∫

0

gβ4(t− τ)dq(τ)+ α10

t∫

0

gβ5(t− τ)dq(τ)




 .

(4)
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïèñàíèÿ äå�îðìèðîâàíèÿ êîíñîëüíî çàêðåïëåííîé òðåõ�ñëîéíîé ïëàñòèíû ñ ëèíåéíî âÿçêîóïðóãèì çàïîëíèòåëåì äîñòàòî÷íî çíàíèÿ ïÿòèýêñïåðèìåíòàëüíûõ �óíêöèé Èëüþøèíà gβk(t). Â ñëó÷àå øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ òîð�öîâ ïëàñòèíû ðåøåíèå (4) èçìåíèòñÿ, íî ïðèâëå÷åíèÿ íîâûõ �óíêöèé gβk(t) íå ïî�òðåáóåòñÿ.



320 Íåóïðóãîå äå�îðìèðîâàíèå òðåõñëîéíîé îðòîòðîïíîé ïëàñòèíûËèòåðàòóðà[1℄ ÈëüþøèíÀ.À., ÏîáåäðÿÁ.Å. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè òåðìîâÿçêîóïðóãî�ñòè. � Ì.: Íàóêà, 1970. � 280 ñ.[2℄ ÑòàðîâîéòîâÝ.È. Âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷åñêèå ñëîèñòûå ïëàñòèíû è îáîëî÷êè. ��îìåëü: Áåë�ÓÒ, 2002. � 344 ñ.[3℄ Ïëåñêà÷åâñêèéÞ.Ì., ÑòàðîâîéòîâÝ.È., ßðîâàÿÀ.Â. Äå�îðìèðîâàíèå ìåòàëëî�ïîëèìåðíûõ ñèñòåì. � Ìí.: Áåëàðóñêàÿ íàâóêà, 2004. � 342 ñ.[4℄ ÑòàðîâîéòîâÝ.È., ÏðîòóðîÈ.È. Íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïðÿ�ìîóãîëüíîé òðåõñëîéíîé êîìïîçèòíîé ïëàñòèíû // Âåñòíèê ãðàæäàíñêèõ èíæå�íåðîâ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã). � 2009. � �1(18). � C. 34�38.[5℄ ÏðîòóðîÈ.È. Èçãèá ïðÿìîóãîëüíîé òðåõñëîéíîé îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû // Ìà�òåðèàëû. Òåõíîëîãèè. Èíñòðóìåíòû. � 2010. � Ò. 15. � �1. � C. 9�13.[6℄ ÑòàðîâîéòîâÝ.È., ÏðîòóðîÈ.È. Äå�îðìèðîâàíèå òðåõñëîéíûõ îðòîòðîïíûõïëàñòèí ïîä äåéñòâèåì ëîêàëüíûõ íàãðóçîê // Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóäàð�ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. � 2008. � �8/1(67). � Ñ. 469�478.



ÑòåïàíîâàË.Â. 321ÓÄÊ 539.42ÀÍÀËÈÇ ÍÀÏ�ßÆÅÍÍÎ-ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÍÎ�Î ÑÎÑÒÎßÍÈßÂÁËÈÇÈ ÂÅ�ØÈÍÛ Ò�ÅÙÈÍÛ Â ÌÀÒÅ�ÈÀËÅÑÎ ÑÒÅÏÅÍÍÛÌ ÎÏ�ÅÄÅËßÞÙÈÌ ÇÀÊÎÍÎÌÑòåïàíîâàË.Â.1Àíàëèç íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âáëèçè êîí÷èêà òðåùèíû ÿâ�ëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé ìåõàíèêè òðåùèí. Îñîáûé èíòåðåñâûçûâàëî è âûçûâàåò èññëåäîâàíèå ïîëåé íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé ó âåðøèíûòðåùèíû â ìàòåðèàëàõ ñ íåëèíåéíûìè îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè. Íàèáîëüøååðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë ñòåïåííîé çàêîí ñâÿçè ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äå�îðìà�öèÿìè (èëè íàïðÿæåíèÿìè è ñêîðîñòÿìè äå�îðìàöèé, åñëè ðå÷ü èäåò î ñòåïåííîìçàêîíå òåîðèè óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè). Îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííî-äå�îðìèðî�âàííîãî ñîñòîÿíèÿ â ìàòåðèàëå ñî ñòåïåííûì çàêîíîì ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì ìíîãî÷èñ�ëåííûõ èññëåäîâàíèé, íà÷èíàÿ ñ êëàññè÷åñêèõ ðàáîò Äæ.Õàò÷èíñîíà, Äæ.�àéñà èÄæ.�îçåíãðåíà (Õ��) [1, 2℄, â êîòîðûõ óñòàíîâëåíà àñèìïòîòèêà íàïðÿæåíèé âáëè�çè óñòüÿ òðåùèíû è ïîêàçàíî, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿþòñÿâ ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì
σij(r, θ) =

(
J

BInr

)1/(n+1)

σ̃ij(θ, n) (r → 0),ãäå J � èíâàðèàíòíûé èíòåãðàë ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ, r, θ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòûñ ïîëþñîì â âåðøèíå òðåùèíû, B, n � ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû ñòåïåííîãî çàêîíàóïðî÷íåíèÿ, In = In(n) � áåçðàçìåðíûé J-èíòåãðàë, σ̃ij(θ, n) � óíèâåðñàëüíîå óãëî�âîå ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé, îïðåäåëÿåìîå èç ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è. Â òå÷åíèåìíîãèõ ëåò ïîñòðîåíèå âûñøèõ ïðèáëèæåíèé â çàäà÷å Õ�� ÿâëÿëîñü ïðåäìåòîììíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé [3, 4℄. Âî âñåõ óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ ãëàâíûé ÷ëåíàñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé íàïðÿæåíèé � ðåøåíèå Õ�� [1, 2℄. Â íàñòîÿùåå âðå�ìÿ ñëîæèëîñü ïîíèìàíèå î íåîáõîäèìîñòè îïðåäåëåíèÿ âñåãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé â çàäà÷å Õ�� [5℄. Â [5℄ îòìå÷àåòñÿ, ÷òî â áîëüøèíñòâå ðàáîò ïðåíåáðåãà�þò ñëàãàåìûìè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ âèäà r3/2, r, r1/2, r−3/2, r−5/2, ... â ïîëíîìðåøåíèè Óèëüÿìñà ïðè èññëåäîâàíèè óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ çàäà÷. Åñëè ñóùåñòâóåòîáëàñòü ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, îõâàòûâàþùàÿ âåðøèíó òðåùèíû, òî ïîëíîå ðåøå�íèå âíå îáëàñòè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ äîëæíî ñîäåðæàòü ñëàãàåìûå áîëåå âûñîêèõïîðÿäêîâ. Â [5℄ îáñóæäàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ðÿäà òðàäèöèîííûõ ãèïîòåç, ïðèíèìà�åìûõ ïðè èçó÷åíèè çàäà÷ î òðåùèíàõ â óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ìàòåðèàëàõ, à èìåííî,ïðåäïîëîæåíèå î ìàëîìàñøòàáíîì ïëàñòè÷åñêîì òå÷åíèè. Äèñêóññèÿ, ðàçâåðíóòàÿâ [5℄, âåäåò ê ñëåäóþùèì âîïðîñàì îáùåãî õàðàêòåðà. 1) Ñêîëüêî ñèíãóëÿðíûõ ñëà�ãàåìûõ äëÿ âûáðàííîãî íåóïðóãîãî ìàòåðèàëà ìîæåò ìàòåìàòè÷åñêè ñóùåñòâîâàòüâáëèçè âåðøèíû òðåùèíû è êàê îíè ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû? 2) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõòî èëè èíîå ñëàãàåìîå â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè ìîæíî òðàêòîâàòü êàê �èçè�÷åñêè îáîñíîâàííîå è èãðàþùåå äîìèíèðóþùóþ ðîëü? À èìåííî, åñëè êëàññè÷åñêîåðåøåíèå Õ�� ñ òåîðåòè÷åñêè èçâåñòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì s = −1/(n + 1)íå ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì ñëàãàåìûì â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû, òî êàêìîæíî íàéòè îáùóþ �óíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü s = s(n)?1Ñòåïàíîâà Ëàðèñà Âàëåíòèíîâíà (lst�ssu.samara.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè�òåò, 443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



322 Àíàëèç íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âáëèçè âåðøèíû òðåùèíû . . .Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿìåòîäîì âîçìóùåíèé, ðàçâèòûì â àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè. Öåëüþ íàñòîÿùåãî èñ�ñëåäîâàíèÿ áóäåò àíàëèç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè òðåùèíû íîðìàëüíîãî îòðûâà, ñïîìîùüþ ìåòîäà âîçìóùåíèé. Èçó÷èì íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèå âîêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû íîðìàëüíîãî îòðûâà â ìàòåðèàëå ñî ñòåïåííûìèîïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè εij = 3Bσn−1
e sij/2, ãäå εij � êîìïîíåíòû òåíçîðà äå��îðìàöèé, sij � êîìïîíåíòû äåâèàòîðà òåíçîðà íàïðÿæåíèé; σe = (3sijsij/2)

1/2 �èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé; B, n � ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû.Ñòåïåííîé õàðàêòåð îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé çàäà÷è ïîçâîëÿåò îáðàòèòüñÿ êïðåäñòàâëåíèþ �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè F (r, θ) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ñ ïîëþ�ñîì â âåðøèíå òðåùèíû â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì: F (r, θ) =
= rλ+1f(θ). Â çàäà÷å î òðåùèíå îòðûâà óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ïðèâîäèò ê íåëèíåé�íîìó îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (ÎÄÓ) ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêàîòíîñèòåëüíî �óíêöèè f(θ):
f2
e f

IV
{

(n− 1)
[

(1− λ2)f + f ′′
]2

+ f2
e

}

+C1f
4
e f

′′
− C2f

4
e

[

(1− λ2)f + f ′′
]

+

+(n− 1)(n− 3)
{[

(1− λ2)f + f ′′
] [

(1− λ2)f ′ + f ′′′
]

+ 4λ2f ′f ′′
}2 [

(1− λ2)f + f ′′
]

+

+(n−1)f2
e

{

[

(1−λ2)f ′+f ′′′
]2
+
[

(1−λ2)f+f ′′
]

(1−λ2)f ′′+ 4λ2
(

f ′′2+ f ′f ′′′
)

}

[

(1−λ2)f+f ′′
]

+

+2(n− 1)f2
e

{[

(1− λ2)f + f ′′
] [

(1− λ2)f ′ + f ′′′
]

+ 4λ2f ′f ′′
} [

(1− λ2)f ′ + f ′′′
]

+

+C1(n−1)f2
e

{[

(1−λ2)f + f ′′
] [

(1−λ2)f ′ + f ′′′
]

+ 4λ2f ′f ′′
}

f ′ + f4
e (1−λ2)f ′′ = 0, (1)ãäå f2

e =
[
(1−λ2)f + f ′′]2+4λ2f ′2, C1 = 4λ [(λ−1)n+ 1] , C2 = (λ−1)n [(λ− 1)n+ 2].Âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè îòñóòñòâèÿ ïîâåðõíîñòíûõ óñèëèé íà áåðåãàõ òðå�ùèíû f(θ = ±π) = 0, f ′(θ = ±π) = 0 óðàâíåíèå (1) ïîñòóëèðóåò íåëèíåéíóþ çàäà÷óíà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ êàê �óíêöèè îò ïîêàçà�òåëÿ íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà n è îò λ0 � ñîáñòâåííîãî ÷èñëà, îòâå÷àþùåãî íåâîç�ìóùåííîé ëèíåéíîé çàäà÷å (n = 1), ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèé

λ = λ0 + ε, n = 1 + εn1 + ε2n2 + ... , f(θ) = f0(θ) + εf1(θ) + ε2f2(θ) + ... , (2)ãäå ε � îòêëîíåíèå ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ îò ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ëèíåéíîé çàäà÷è
λ0 ïðè èçìåíåíèè n, f0(θ) � ðåøåíèå �íåâîçìóùåííîé� ëèíåéíîé çàäà÷è (n = 1). Ñïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé (2) èç êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ÎÄÓ (1) ïîëó�÷àåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðàåâûõ çàäà÷ îòíîñèòåëüíî �óíêöèé fi(θ).Â ðàáîòå ïîëó÷åíû òðåõ÷ëåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ïîêàçàòåëÿ íåëè�íåéíîñòè ìàòåðèàëà n äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ0, ñîîòâåòñòâó�þùåãî ëèíåéíîé çàäà÷å. Èñïîëüçóÿ íàéäåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ, ìîæíîíàéòè îöåíêó äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ, îòâå÷àþùèõ ïðîèçâîëüíîìó n è äàëååäàííàÿ îöåíêà äîëæíà áûòü óòî÷íåíà, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî èññëåäîâà�íèÿ èñõîäíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Íàéäåíî, ÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâàñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé è ñàìè òðåõ÷ëåííûå ðàçëîæåíèÿ ïîêàçàòåëÿ íåëèíåé�



ÑòåïàíîâàË.Â. 323íîñòè ìàòåðèàëà èìåþò âèä:
n = 1− 2ε

λ0 − 1
+ ε2n2 +O(ε3),

λ0 6 −3

2
, n2 = −λ

5
0 − 2λ40 − 7λ30 + 12λ20 + 4λ0 − 6

(λ0 + 1)(λ0 − 1)4
,

λ0 >
3

2
, n2 = −λ

5
0 − 2λ40 − 7λ30 + 10λ20 + 4λ0 − 4

(λ0 + 1)(λ0 − 1)4
.

(3)Äëÿ λ0 = 1/2 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîé çàäà÷å Õ��) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
nk = (−1)k+1(λ0 − 1)−(k+1), n = 1−

∞∑

k=1

(−ε)k(λ0 − 1)−(k+1) = −λ/(λ− 1),

λ = n/(n+ 1).Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîëó÷åíà õîðîøî èçâåñòíàÿ �îðìóëà,ñâÿçûâàþùàÿ ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ è ïîêàçàòåëü íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà n, ÷òî ïîä�òâåðæäàåò ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà.Ëèòåðàòóðà[1℄ Huthinson J.W. Singular behaviour at the end of tensile rak in a hardeningmaterial // J. Meh. Phys. Solids. � 1968. � V. 16. � �1. � P. 13�31.[2℄ Rie J.R., RosengrenG.F. Plane strain deformation near a rak tip in a power-lawhardening material // J. Meh. Phys. Solids. � 1968. � V. 16. � �1. � P. 1�12.[3℄ NguyenB.N., OnkP.R., Van Der GiessenE. On Higher-Order Crak-Tip Fields inCreeping Solids // Trans. ASME. J. Appl. Meh. � 2000. � V. 67. � �2. � P. 372�382.[4℄ NikishkovG.P. An algorithm and a omputer program for the three-term asymptotiexpansion of elasti-plasti rak tip stress and displaement �elds // Engng.Frature Mehanis. � 1995. � V. 50. � �1. � P. 65�83.[5℄ HuiC.Y., RuinaA. Why K? High order singularities and small sale yielding //Intern. J. of Frature. � 1995. � V. 72. � P. 97�120.



324 Còðóíû íà ïëîñêîñòè: êîñû îñîáåííîñòåé è ñïåêòðàëüíûå çàäà÷èÓÄÊ 517.958CÒ�ÓÍÛ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ: ÊÎÑÛ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÅÉÈ ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÒàëàëîâÑ.Â.1Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ãåîìåòðèè áåñêîíå÷íûõ
(1 + 2)D ñòðóí â ðàìêàõ ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî ðàíåå àâòîðîì [1, 2℄. Ìîòèâàöèÿèññëåäîâàíèé ñâÿçàíà ñ òåì âíèìàíèåì, êîòîðîå â ïîñëåäíåå âðåìÿ óäåëÿåòñÿ èññëå�äîâàíèþ è ìîäåëèðîâàíèþ ýíèîíîâ � ãèïîòåòè÷åñêèõ ÷àñòèö ñ äðîáíîé ñòàòèñòèêîé(ñì, íàïðèìåð, [3℄). Ýòî îáóñëîâëåíî, â ÷àñòíîñòè, èäåÿìè èõ ïðèìåíåíèÿ â ìîäåëÿõòîïîëîãè÷åñêèõ êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ [4℄. Ìèðîâûå ëèíèè ýíèîíîâ îáðàçóþò êîñûðàçëè÷íîé òîïîëîãèè, ÷òî è ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâûâàòü (êâàíòîâûå) âû÷èñëèòåëüíûåàëãîðèòìû. �åàëüíûå �ýëåìåíòàðíûå� ÷àñòèöû ñóùåñòâóþò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí�ñòâå E3, ÿâëÿÿñü, ñîîòâåòñâåííî, ëèáî áîçîíàìè, ëèáî �åðìèîíàìè. Ýíèîí, ïî-âèäè�ìîìó, íàáëþäàòü âîçìîæíî ëèøü êàê êâàçè÷àñòèöó � ò.å. êàê íåêîòîðîå êîëëåêòèâ-íîå âîçáóæäåíèå ñèñòåìû ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, ýâîëþöèîíèðóþùåéâ òîé èëè èíîé êâàçèïëîñêîé ñòðóêòóðå. Ïðîñòåéøàÿ ïëàíàðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñè�ñòåìà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, ñîëèòîííûå âîçáóæäåíèÿ êîòîðîéïîçâîëÿþò íàãëÿäíî ìîäåëèðîâàòü êîñû ìèðîâûõ ëèíèé ðàçëè÷íîé òîïîëîãèè �ýòî áåñêîíå÷íàÿ ñòðóíà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå � âðåìåíè; äàííûé îáúåêò èÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ â ïðåäñòàâëåííîì äîêëàäå.Ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà ìèðîâîãî ëèñòà îïèñûâàåòñÿ â ïðåäñòàâëÿåìîì ïîäõîäå ñïîìîùüþ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ îáîáùàåò èçâåñòíîå óðàâíåíèåËèóâèëëÿ [5℄. �ðóïïà ñèììåòðèè äàííîé ñèñòåìû (îáîáùàþùàÿ 2D êîí�îðìíóþãðóïïó ξ± → f±(ξ±)) ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè �àêòîðèçàöèþ ìíîæåñòâà ñòðóííûõ ìè�ðîâûõ ëèñòîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò äàëåå ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà èçó÷åíèè èõ îñîáåííîñòåé �ìèðîâûõ ëèíèé òî÷åê âîçâðàòà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäîìó ñìåæíîìó êëàññó ìîæ�íî ñîïîñòàâèòü òó èëè èíóþ (â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ) ñïåêòðàëü�íóþ çàäà÷ó. Òàê, â îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ ïðåäñòàâèòåëü â óêàçàííûõ ñìåæíûõêëàññàõ ìîæåò áûòü âûáðàí òàê, ÷òî åãî ìèðîâîé ëèñò âîññòàíàâëèâàåòñÿ (ñ òî÷�íîñòüþ äî ãðóïïû äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà E1,2) ïî ðåøåíèÿì ïàðû ñïåêòðàëüíûõçàäà÷ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, êîý��èåíòû êîòîðûõ îïðåäåëåíû âòîðîé êâàäðàòè÷íîé�îðìîé ìèðîâîãî ëèñòà. �àññìàòðèâàþòñÿ �N -ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ� (ò.å. áåçîòðàæà�òåëüíûå ïîòåíöèàëû â äàííîì ñëó÷àå); ñóììàðíîå ÷èñëî òî÷åê äèñêðåòíîãî ñïåêòðàâ óêàçàííûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷àõ ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó íèòåé êîñû ìèðîâûõ ëèíèéòî÷åê âîçâðàòà ñòðóíû. �àññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü èíòåðïðåòàöèè òàêîé ñèñòå�ìû êàê ìîäåëè âçàèìîäåéñòâóþùèõ �êâàçè÷àñòèö� íà ïëîñêîñòè.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÒàëàëîâÑ.Â. // ÒÌÔ. � 2007. � Ò. 152. � No. 3. � Ñ. 430�439; ÒÌÔ. � 2009. �Ò. 159. � No. 1. � Ñ. 58�63.[2℄ ÒàëàëîâÑ.Â. // ÒÌÔ. � 2000. � Ò. 123. � �1. � Ñ. 38.; Journ. of Phys. A. � 1989. �V. 22. � P. 2275.1Òàëàëîâ Ñåðãåé Âëàäèìèðîâè÷ (svtalalov�tltsu.ru), Òîëüÿòòèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð�ñèòåò, 445667, �îññèÿ, ã. Òîëüÿòòè Ñàìàðñêîé îáë., óë. Áåëîðóññêàÿ, 14.



Òàëàëîâ Ñ.Â. 325[3℄ Negro J., del OlmoM.A., Tosiek J. // J. Math. Phys. � 2006. � 47: 033508.[4℄ KitaevA.Yu. // Annals Phys. 2003. � V. 303. � P. 2�30. � ArXiv: quant-ph/9707021[5℄ ÏîãðåáêîâÀ.Ê., ÒàëàëîâÑ.Â. // ÒÌÔ. � 1987. � Ò. 70. � �3. � Ñ. 342.



326 �åøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî â ñðåäíåì ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ íå�òåïðîâîäîìÓÄÊ 519.6: 517.977.56 :622.692�ÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎ�Î Â Ñ�ÅÄÍÅÌ��ÀÍÈ×ÍÎ�Î ÓÏ�ÀÂËÅÍÈß ÍÅÔÒÅÏ�ÎÂÎÄÎÌÒîïêîË.Â.1Òåïëîãèäðàâëè÷åñêèå ïðîöåññû òðàíñïîðòèðîâêè íå�òè ïî òðóáîïðîâîäó äèàìåò�ðà D è äëèíû L, îïèñûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè [1�6℄
∂θ

∂t
+ ϑ

∂θ

∂x
=

4k

ρcD
(θe − θ) , (t, x) ∈ Q; (1)

∂P

∂x
= −ρgγ ν

m (θ)

Dm+1

(
πϑ

4

)2−m

− 16τ0(θ)

3D
− ρgdHb

dx
, (t, x) ∈ Q; (2)ñ íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

θ (0, x) = θ0 (x) , x ∈ (0, L), θ (t, 0) = α (t) , P (t, 0) = β (t) , t ∈ (0, T ), (3)ãäå t�âðåìÿ; x�ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà; θ = θ (t, x)� òåìïåðàòóðà íå�òè;
P = P (t, x)�äàâëåíèå íå�òè; ϑ = ϑ (t)� ñêîðîñòü äâèæåíèÿ íå�òè; k = k (t, x)�êîý��èöèåíò òåïëîïåðåäà÷è îò íå�òè â îêðóæàþùóþ ñðåäó ÷åðåç ñòåíêó òðóáû;
ρ� ïëîòíîñòü íå�òè; c�óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü íå�òè; θe = θe (t, x)�òåìïåðàòóðàîêðóæàþùåé ñðåäû; g� óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ; γ,m� ýìïèðè÷åñêèå êîý���èöèåíòû, çàâèñÿùèå îò ðåæèìà òå÷åíèÿ íå�òè; Hb = Hb (x)� âûñîòà íå�òåïðîâî�äà íàä óðîâíåì ìîðÿ; θ0 (x)� íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íå�òè â òðóáîïðîâîäå; α (t),
β (t)� òåìïåðàòóðà è äàâëåíèå íå�òè íà âõîäå â òðóáîïðîâîä.Ïðîöåññû òðàíñïîðòèðîâêè íå�òè ïî òðóáîïðîâîäàì íàõîäÿòñÿ ïîä âîçäåéñòâè�åì �àêòîðîâ ñëó÷àéíîãî õàðàêòåðà. Â óðàâíåíèÿõ (1)�(3) ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìèè �óíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ýìïèðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû â óðàâíåíèè (2), m, γ, êîý���èöèåíò òåïëîïåðåäà÷è îò íå�òè â îêðóæàþùóþ ñðåäó k = k (t, x), òåìïåðàòóðàîêðóæàþùåé ñðåäû θe = θe (t, x) è äð. Â ñèëó ýòîãî ñëó÷àéíûìè áóäóò òåìïåðàòóðàíå�òè θ = θ (t, x) è äàâëåíèå íå�òè P = P (t, x).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óðàâíåíèè (1) ñëó÷àéíûå �óíêöèè k = k (t, x), θe = θe (t, x)ïðåäñòàâëåíû â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ äåòåðìèíèðîâàí�íûõ �óíêöèé ñ èçâåñòíûìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ.Ââåäåì ñëó÷àéíûå âåêòîðû S1 = (C1, C2, . . . Cn, D1, D2, . . . , Dk) , S2 = (γ,m) , êîì�ïîíåíòû êîòîðûõ áóäåì ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè (íåïðåðûâíûìè èëèäèñêðåòíûìè) âåëè÷èíàìè ñ èçâåñòíûìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ.�åàëèçàöèè âåêòîðà S = (S1, S2) áóäåì îáîçíà÷àòü Sq = (Sq

1 , S
q
2), à ðåøåíèåñèñòåìû (1)�(3) ïðè ðàçëè÷íûõ Sq áóäåì îáîçíà÷àòü θq (t, x) = θ (t, x;Sq), P q (t, x) =

= P (t, x;Sq) è íàçûâàòü èõ ðåàëèçàöèÿìè ðåøåíèÿ θ (t, x) , P (t, x) ñèñòåìû (1)�(3).Ïîä ðåøåíèåì ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû (1)�(3) áóäåì ïîíèìàòü ñîâîêóïíîñòü ðå�àëèçàöèé θq (t, x) , P q (t, x) , q = 1, 2, . . . , N.Â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ âûáåðåì òåìïåðàòóðó α(t) è äàâëåíèå β(t) íå�òè íà âõîäåâ òðóáîïðîâîä è ââåäåì ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî â ñðåäíåì óïðàâëåíèÿ òåïëîâûì ðåæèìîì âíå�òåïðîâîäå áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, êîòîðûéïîêàçûâàåò õîðîøóþ ñõîäèìîñòü.1Òîïêî Ëþäìèëà Âàëåðüåâíà (ltopko�gmail.om), Ïàâëîäàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòèì.Ñ.Òîðàéãûðîâà, 140000, Êàçàõñòàí, ã.Ïàâëîäàð, óë. Ëîìîâà, 64.



ÒîïêîË.Â. 327Ëèòåðàòóðà[1℄ ×åðíÿåâÂ.Ä., �àëëÿìîâÀ.Ê., ÞêèíÀ.Ô., ÁîíäàðåíêîÏ.Ì. Òðóáîïðîâîäíûéòðàíñïîðò íå�òè â ñëîæíûõ óñëîâèÿõ ýêñïëóàòàöèè. � Ì.: Íåäðà, 1990. � 232 ñ.[2℄ ÀãàïêèíÂ.Ì., ÊðèâîøåèíÁ.Ë., Þ�èíÂ.À. Òåïëîâîé è ãèäðàâëè÷åñêèé ðàñ÷å�òû òðóáîïðîâîäîâ äëÿ íå�òè è íå�òåïðîäóêòîâ. � Ì.: Íåäðà, 1981. � 256 ñ.[3℄ �óñåéíçàäåÌ.À., Þ�èíÂ.À. Íåóñòàíîâèâøååñÿ äâèæåíèå íå�òè è ãàçà â ìàãè�ñòðàëüíûõ òðóáîïðîâîäàõ. � Ì. : Íåäðà, 1981. � 232 ñ.[4℄ EvseyevaA.U., NeronovV.S. The mathematial model of the visoplasti �uids �owthrough the pipelines // Modelling, Simulation & Control. Ser. B. AMSE Press. �Frane, Paris, 1988. � V. 18. � �1. � P. 31�42.[5℄ ÆóìàãóëîâÁ.Ò., ÑìàãóëîâØ.Ñ., ÅâñååâàÀ.Ó., ÍåñòåðåíêîâàË.À. Òðóáîïðîâîä�íûé òðàíñïîðò âûñîêîâÿçêèõ è âûñîêîçàñòûâàþùèõ íå�òåé. � Àëìàòû: �ûëûì,2002. � 140 ñ[6℄ ÍåðîíîâÂ.Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå òåï�ëîãèäðàâëè÷åñêèìèìè ïðîöåññàìè â íå�òåïðîâîäàõ ñ ó÷åòîì ñëó÷àéíûõ �àê�òîðîâ. � Àñòàíà: ÅÍÓ èì. Ë.Í. �óìèëåâà, 2005. � 107 ñ.



328 Óðàâíåíèå òèïà Áîëüöìàíà è H-òåîðåìà â �óíêöèîíàëüíîé �îðìóëèðîâêå . . .ÓÄÊ 536.758Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÒÈÏÀ ÁÎËÜÖÌÀÍÀ È H-ÒÅÎ�ÅÌÀ ÂÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎÉ ÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÅ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÉÌÅÕÀÍÈÊÈÒðóøå÷êèíÀ.Ñ.1Ïðåäëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ òèïà Áîëüöìàíà èç óðàâíåíèÿ Ëè�óâèëëÿ â êîíå÷íîì îáúåìå â ðàìêàõ �óíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà ê êëàññè÷åñêîé ìå�õàíèêå [1, 2℄. Îíî îñíîâûâàåòñÿ íà ðàçäåëåíèè äâóõ ìàñøòàáîâ ïðîñòðàíñòâà-âðåìå�íè � ìàêðî- è ìèêðîñêîïè÷åñêîãî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èäåîëîãèåé �óíêöèîíàëüíîé�îðìóëèðîâêè ìåõàíèêè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ÷àñòèö �îðìèðóåòñÿ íà îñ�íîâå èçìåðåíèé, êîòîðûå èìåþò ïîãðåøíîñòü [3℄. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ãîâîðèòüî òî÷íîñòè, ñ êîòîðîé çàäàíà íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè â óðàâíå�íèè Ëèóâèëëÿ. Äîïóñòèì, íàøè èçìåðèòåëüíûå ïðèáîðû ïðîñëåæèâàþò èçìåíåíèÿ�èçè÷åñêèõ âåëè÷èí ëèøü íà ìàêðîìàñøòàáå, ìíîãî áîëüøåì, ÷åì õàðàêòåðíûé ðà�äèóñ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö (ìèêðîìàñøòàá). Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùóþ íà÷àëüíóþ�óíêöèþ ïëîòíîñòè íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî äàííîãî äëÿ óðàâ�íåíèÿ Ëèóâèëëÿ, ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïèñàíèå äèíàìèêè íàìèêðîìàñøòàáå è â íåãî ÿâíî âõîäèò ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè(ñ õàðàêòåðíûì ðàäèóñîì âçàèìîäåéñòâèÿ). Òåì íå ìåíåå, äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîéíà÷àëüíîé �óíêöèè ïëîòíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå òèïà Áîëüöìàíà, âîñ�ïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ è èäåîëîãèåé öåïî÷åê Áîãîëþáîâà [4℄, åñëèïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ìèêðîñêîïè÷åñêîé �óíêöèè ïëîòíîñòèçàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàêðîñêîïè÷åñêîé �óíêöèè. Äëÿ ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ âåðíà
H-òåîðåìà î âîçðàñòàíèè ýíòðîïèè.Ëèòåðàòóðà[1℄ Âîëîâè÷È.Â. Ïðîáëåìà íåîáðàòèìîñòè è �óíêöèîíàëüíàÿ �îðìóëèðîâêà êëàñ�ñè÷åñêîé ìåõàíèêè // Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Åñòå�ñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ. � 2008. � � 8/1(67). � Ñ. 35�55.[2℄ Âîëîâè÷È.Â. Óðàâíåíèÿ Áîãîëþáîâà è �óíêöèîíàëüíàÿ ìåõàíèêà // Òåîðåòè÷å�ñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà. � 2010 (ïðèíÿòî â ïå÷àòü).[3℄ Òðóøå÷êèíÀ.Ñ. Íåîáðàòèìîñòü è ðîëü èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà â �óíêöèîíàëü�íîé �îðìóëèðîâêå êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè // Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ�èçèêà. � 2010 (ïðèíÿòî â ïå÷àòü).[4℄ ÁîãîëþáîâÍ.Í. Ïðîáëåìû äèíàìè÷åñêîé òåîðèè â ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå. �Ì.�Ë.: �îñòåõèçäàò, 1946. � 119 ñ.

1Òðóøå÷êèí Àíòîí Ñåðãååâè÷ (trushehkin�mi.ras.ru), Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì.Â.À.Ñòåêëîâà �ÀÍ, 119991, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. �óáêèíà, 8.



Ó÷àéêèíÂ.Â. 329ÓÄÊ 524.1-352Ä�ÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÓÑÊÎ�ÅÍÈßÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÈÕ ËÓ×ÅÉ Â ÌÅÆÇÂÅÇÄÍÎÉ Ñ�ÅÄÅÓ÷àéêèíÂ.Â.1Â ïðåäûäóùåé ñòàòüå [1℄ îáñóæäàëñÿ �èçè÷åñêèé ñìûñë äðîáíî-äè��åðåíöèàëü�íîãî óðàâíåíèÿ äè��óçèè â ñâÿçè ñ ïðîáëåìàìè, âîçíèêøèìè ïðè åãî ïðèìåíåíèèê îïèñàíèþ ïåðåíîñà êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé â �àëàêòèêå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äðîáíî�äè��åðåíöèàëüíûé ïîäõîä ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê îïèñàíèþ óñêîðåíèÿ(òî÷íåå, äîóñêîðåíèÿ) êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé â ìåæçâåçäíûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ. Â îò�ëè÷èå îò ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ðå÷ü èäåò òåïåðü î ïîâåäåíèè ÷àñòèö â èìïóëüñíîìïðîñòðàíñòâå. Ïîñëåäîâàòåëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ (ñòîëêíîâåíèÿ) çàðÿæåííîé ÷à�ñòèöû ñ áîëåå èëè ìåíåå ëîêàëèçîâàííûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè ìàãíèòíîãî ïîëÿ�îò äâèæóùèõñÿ ñ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé ñêîðîñòüþ ìàãíèòíûõ îáëàêîâ, êîòîðûåèìåë â âèäó Ôåðìè â ñâîèõ ïèîíåðñêèõ ðàáîòàõ [2℄, äî ñèëüíûõ óäàðíûõ âîëí â îñòàò�êàõ ñâåðõíîâûõ, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â îáçîðå Áåðåæêî è Êðûìñêîãî [3℄, ìîæíî ðàñ�ñìàòðèâàòü êàê ìãíîâåííûå ïåðåëåòû èç îäíîé òî÷êè èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâàâ äðóãóþ. Ïðèîáðåòàåìûå ÷àñòèöåé â ðåçóëüòàòå òàêèõ ñòîëêíîâåíèé èìïóëüñû ∆piÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè, è äàæå ïðè èçîòðîïíîì èõ ðàñïðåäåëåíèè ïðåäñòàâëÿþùàÿ÷àñòèöó â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå òî÷êà
p = p0 +∆p1 +∆p2 +∆p3 + . . . ,ïîäîáíî áðîóíîâñêîé ÷àñòèöå, âñå äàëüøå óõîäèò îò òî÷êè (èìïóëüñà) èíæåêöèèóñêîðåíèÿ p0, ÷òî è îçíà÷àåò äàëüíåéøåå óñêîðåíèå (äîóñêîðåíèå) ÷àñòèöû.Ïåðâàÿ ìîäåëü Ôåðìè áûëà, ïî ñóùåñòâó, äèíàìè÷åñêîé, ÷àñòèöà óñêîðÿëàñüíåïðåðûâíî (çà ñ÷åò ðàçíèöû ìåæäó ÷àñòîòàìè âñòðå÷íûõ è äîãîíÿþùèõ ñòîëêíîâå�íèé) è åå ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ ñïóñòÿ èíòåðâàë âðåìåíè t ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿèìåëà âèä äåëüòà-�óíêöèè

f(E, t) = δ(E − E0e
at),óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ

∂f(E, t)

∂t
= −∂[aEf(E, t)]

∂E
+ δ(E − E0)δ(t).Ôëóêòóàöèîííûé æå ìåõàíèçì óñêîðåíèÿ îïèñûâàåòñÿ (â èçîòðîïíîì ñëó÷àå) óðàâ�íåíèåì

∂f(p, t)

∂t
= Kf(p, t) + δ(p− p0)δ(t). (1)Îïåðàòîð K çäåñü çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèðàùåíèÿ èìïóëüñà ∆p â ýëåìåíòàð�íîì ñòîëêíîâåíèè. Åñëè ñðåäíèé êâàäðàò ýòîãî ïðèðàùåíèÿ êîíå÷åí, òî Kf(p, t) =

= D△f(p, t), ãäå D�êîý��èöèåíò äè��óçèè â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè îíáåñêîíå÷åí, íî ∆pi íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è õàðàêòåðèçóþòñÿ èçî�òðîïíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ àñèìïòîòèêîé ñòåïåííîãî âèäà P(|∆pi| > x) ∝ x−ν , ν ∈
(0, 2), òî Kf(p, t) = Dν△ν/2f(p, t), ãäå △ν/2 �îïåðàòîð Ëàïëàñà â ñòåïåíè ν/2 (ñì.1Ó÷àéêèí Âëàäèìèð Âàñèëüåâè÷(vuhaikin�gmail.om), Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð�ñèòåò, 432000, �îññèÿ, ã. Óëüÿíîâñê, óë. Ë. Òîëñòîãî, 42.



330 Äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ óñêîðåíèÿ êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé . . .[4℄). Íàêîíåö, íàèáîëåå ý��åêòèâíûé ìåõàíèçì óñêîðåíèÿ êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé (íà�ðîíòàõ óäàðíûõ âîëí, âîçíèêàþùèõ ïðè âçðûâàõ ñâåðõíîâûõ çâåçä) õàðàêòåðèçóåò�ñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòüþ (â ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå) ïðèðàùåíèÿ èìïóëüñà ñà-ìîìóèìïóëüñó âñòóïàþùåé â ñòîëêíîâåíèå ñ âîëíîé ÷àñòèöû, ∆pi = qpi, ãäå q�èçîòðîï�íî ðàñïðåäåëåííûé âåêòîð ñî ñòåïåííîé ïëîòíîñòüþ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû |q| > 1.Â ýòîì ñëó÷àå ñòîëêíîâèòåëüíûé ÷ëåí íå ïðèâîäèòñÿ ê äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîìóâèäó:Kf(p, t)=µν 1∫

−1

dξ

2

∞∫

1

f

(
p

/√
1+2ξq+q2, t

)/(√
1+2ξq+q2

)3
q−ν−1dq−f(p, t)



 .Óðàâíåíèå (1), êàê è âñå âûòåêàþùèå èç íåãî óðàâíåíèÿ, íà÷èíàåòñÿ ñî �ñëîâà�

∂f(p, t)/∂t. Â êèíåòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ýòî îçíà÷àåò ìàðêîâîñòü ïðîöåññà, àâ�òîìàòè÷åñêè ïðèâîäÿùóþ ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ âðåìåíè (ïðîáåãà)ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìè. Â ëþáîì óíèâåðñèòåòñêîì ó÷åáíèêå ïî �èçè÷åñêîé êèíå�òèêå ìîæíî íàéòè âûâîä ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ñëó÷àå ðàçðåæåííîãî ãàçà. Íèêòî,îäíàêî, íå ñìîæåò îòâåòèòü íà âîïðîñ, êàêîâî ðåàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåðâàëîââðåìåíè ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìè ñòîëêíîâåíèÿìè êîñìè÷åñêîé ÷àñòèöû ñ îáëàêàìèìåæçâåçäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, íàïðèìåð, ÷òî îíî âîâñå íåýêñïîíåíöèàëüíîå, à, äîïóñòèì, ñòåïåííîå: P(∆ti > t) ∝ t−α, α ∈ (0, 1). Ýòî âïîëíåñîãëàñóåòñÿ ñ ñàìîïîäîáíîé êàðòèíîé òóðáóëåíòíûõ äâèæåíèé, ñ åå ñòåïåííûìè çà�êîíîìåðíîñòÿìè.�èïîòåçà î �ðàêòàëüíîì õàðàêòåðå ìåæçâåçäíîé ñðåäû, âûäâèãàåìàÿ â ðÿäå ðà�áîò, òàêæå âåä¼ò ê ñòåïåííûì ðàñïðåäåëåíèÿì. Â ïðèíöèïå, ðå÷ü èäåò î ïîâåäåíèèìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèé â ìåæçâåçäíîì ïðîñòðàíñòâå. Îáû÷íî ìû ïðåäñòàâëÿåìèõ êàê îòíîñèòåëüíî ïëàâíûå ëèíèè, â íåêîòîðûõ ìåñòàõ óïèðàþùèåñÿ â ìàãíèò�íûå ïðîáêè, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ äðóãèìè, ðåçêî ìåíÿþùèå ñâîè íàïðàâëåíèÿ, è ñàìèâûïîëíÿþùèå ñî âðåìåíåì �äè��óçèîííûé òàíåö�. Âäîëü íèõ è äâèæóòñÿ �âåäóùèåöåíòðû� íåñóùèõñÿ ïî âèíòîâûì òðàåêòîðèÿì ÷àñòèö. Òàê âîò, åñëè ïî ìåðå óâåëè�÷åíèÿ îáçîðà è ñîîòâåòñòâóþùåãî óìåíüøåíèÿ ìàñøòàáà ýòè ïëàâíûå îòðåçêè ïåðå�ñòàþò áûòü çàìåòíûìè è õàîòè÷íîñòü ñòðóêòóðû ñòàíîâèòñÿ îñíîâíîé äîìèíàíòîé,ìû èìååì àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíóþ ñðåäó, ïðîáåãè â êîòîðîé ìîæíî ìîäåëèðî�âàòü îáû÷íîé ýêñïîíåíòîé. Åñëè æå ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ îáçîðà â åãî ïîëå ïîïàäàþòîòðåçêè ëèíèé âñå áîëüøèõ ðàçìåðîâ, çàìåùàþùèå ñîáîé òå, êîòîðûå ñòàëè òåïåðüìàëûìè â ðåçóëüòàòå óìåíüøåíèÿ ìàñøòàáà, òàê ÷òî (êà÷åñòâåííî, êîíå÷íî) ñòðóê�òóðà âíåøíå íå èçìåíèëàñü, òî ýòî è åñòü �ðàêòàëüíàÿ ñòðóêòóðà. Â ýòèõ óñëîâèÿõîæèäàòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîáåãîâ, õàðàêòåðíîãî äëÿ ñèëüíî ïå�ðåìåøàííûõ ñðåä, îñîáûõ îñíîâàíèé íåò, õîòÿ è êàòåãîðè÷åñêè îòâåðãíóòü òàêóþâîçìîæíîñòü� òîæå. Óäîáíûì ñïîñîáîì ñîõðàíåíèÿ �â îäíîì ïàêåòå� òàêèõ, êàçà�ëîñü áû íåñîâìåñòèìûõ êà÷åñòâ êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå äðîáíîé ïðîèçâîäíîéïî âðåìåíè:
0Dα

t f(p, t) = Kf(p, t) + δ(p− p0)δα(t), (2)ãäå 0Dα
t � îïåðàòîð äðîáíîé ïðîèçâîäíîé �èìàíà�Ëèóâèëëÿ, à δα(t) ≡ t+

−α/Γ(1−
−α). Ïåðåõîä îò ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ê äðîáíîé ïîðÿäêà α < 1 íå òðåáóåòñïåöèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé: óäîáíåå âîñïîëüçîâàòüñÿñîîòíîøåíèåì, ñâÿçûâàþùèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1)�(2) [4℄:

fα(p, t) = (t/α)

∞∫

0

f1(p, τ)g+(tτ
−1/α;α)τ−1/α−1dτ.



Ó÷àéêèíÂ.Â. 331Çäåñü g+(t;α)�îäíîñòîðîííÿÿ óñòîé÷èâàÿ (â ñìûñëå Ëåâè) ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòèñ òðàíñ�îðìàíòîé Ëàïëàñà [5℄
∫ ∞

0

exp(−λt)g+(t;α)dt = exp(−λα),à t, τ è λ�îáåçðàçìåðåííûå ïåðåìåííûå.Â ðàáîòå íàõîäÿòñÿ ðåøåíèÿ äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé óñêîðåíèÿêîñìè÷åñêèõ ëó÷åé âî �ðàêòàëüíîé ñðåäå è èññëåäóþòñÿ èõ ñâîéñòâà.�àáîòà ïîääåðæàíà �ÔÔÈ, ãðàíò 10-01-00608.Ëèòåðàòóðà[1℄ Ó÷àéêèíÂ.Â. Î äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîé ìîäåëè ïåðåíîñà êîñìè÷åñêèõ ëó÷åéâ ãàëàêòèêå // Ïèñüìà â ÆÝÒÔ. � 2010. � Ò. 91. � Ñ. 115�120.[2℄ Fermi E. Of the origin of the osmi radiation // Phys. Rev. � 1949. � V. 75. �P. 1169�1174; Galati magneti �elds and the origin of osmi radiation //Astrophys. Journ. � 1954. V. 119. � P. 1�6.[3℄ ÁåðåæêîÅ.�., Êðûìñêèé�.Ô. Óñêîðåíèå êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé óäàðíûìè âîëíà�ìè // ÓÔÍ. � 1988. � Ò. 154. � C. 49�91.[4℄ Ó÷àéêèíÂ.Â. Ìåòîä äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ. � Óëüÿíîâñê: Èçä-âî �Àðòèøîê�,2008. � 510 ñ.[5℄ ÇîëîòàðåâÂ.Ì. Îäíîìåðíûå óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ. � Ì.: Íàóêà, 1983. �304 ñ.



332 Ïëîòíîñòè ïîòîêîâ ãàçîâîé è ïûëåâîé �ðàêöèé âíóòðåííåé êîìû êîìåòû . . .ÓÄÊ 533.7: 519.63ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÏÎÒÎÊÎÂ �ÀÇÎÂÎÉ È ÏÛËÅÂÎÉ Ô�ÀÊÖÈÉÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÉ ÊÎÌÛ ÊÎÌÅÒÛ67P/CHURYUMOV�GERASIMENKO ÂÁËÈÇÈ ÏÅ�È�ÅËÈßÔèëèïïîâÞ.Ï.1Â ðàáîòå âûïîëíåí ðàñ÷åò ïëîòíîñòåé ïîòîêîâ ãàçîâîé è ïûëåâîé �ðàêöèé âíóò�ðåííåé êîìû êîðîòêîïåðèîäè÷åñêîé êîìåòû 67P/Churyumov�Gerasimenko ñ èñïîëü�çîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ ìîäåëè âíóòðåííåé êîìû êîìåòû [1℄. Äëÿ ðàñ÷åòà ïëîòíîñòèïîòîêîâ ãàçà áûëè ïðèìåíåíû îñíîâíûå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñïëîøíîé ñðåäû (óðàâ�íåíèÿ Ýéëåðà) â ïðèáëèæåíèè àêñèàëüíîé ñèììåòðèè âíóòðåííåé êîìû. Äëÿ ðåøå�íèÿ ñèñòå-ìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áûëè èñïîëüçîâàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿñ ó÷åòîì èìåþùèõñÿ �åíîìåíîëîãè÷åñêèõ äàííûõ äëÿ êîìåòû. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òîãàçîâàÿ �ðàêöèÿ êîìû ÿâëÿåòñÿ äâóõêîìïîíåíòíîé: H2O-ãàç, ÑÎ-ãàç.Ïîòîêè ïûëè ñ ïîâåðõíîñòè ÿäðà õàðàêòåðèçóþòñÿ øèðîêèì ñïåêòðîì âîçìîæ�íûõ çíà÷åíèé ìàññ. Äëÿ ðàñ÷åòà ïëîòíîñòåé ïîòîêîâ ïûëåâîé �ðàêöèè áûë èñïîëü�çîâàí àëãîðèòì [1℄, îñíîâàííûé íà ðàçáèåíèè ñïåêòðà çíà÷åíèé ìàññ ïûëåâûõ ÷àñòèöíà áîëüøîå êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ è èñïîëüçîâàíèè êóìóëÿòèâíîãî ìàññîâîãî ðàñ�ïðåäåëåíèÿ [2℄. Ïðè âû÷èñëåíèè òåìïåðàòóðû ïûëåâûõ ÷àñòèö è ïîâåðõíîñòè ÿäðàêîìåòû áûëè èñïîëüçîâàíû íîâûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àâòîðàìè íàñòîÿùåé ðà�áîòû. Çäåñü áûëè âû÷èñëåíû ïðîèçâîäñòâà ïûëè êàê äëÿ îòäåëüíûõ èíòåðâàëîâ,òàê è äëÿ âñåãî ñïåêòðà ìàññ.Â ÷èñëåííîì àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàíî, ÷òî ìîíîêñèä óãëåðîäà äàåò îïðå�äåëÿþùèé âêëàä â êîíöåíòðàöèþ è ïîòîêè ìîëåêóë ãàçà íà íî÷íîé ñòîðîíå ÿäðà.Äàííûé �àêò óêàçûâàåò íà ïðèíöèïèàëüíóþ íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà CO-êîìïîíåíòû âïðåöèçèîííîì ìîäåëèðîâàíèè ãàçîâîé �ðàêöèè êîìû. Ïîëó÷åíû ðàñïðåäåëåíèÿ ðà�äèàëüíîé è òàíãåíöèàëüíîé ñêîðîñòè ìîëåêóë ãàçà. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèåïûëè è ãàçà èìååò ïî÷òè ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé õàðàêòåð. Ïîäîáíûé õàðàêòåððàñïðîñòðàíåíèÿ ãàçà áûë îáíàðóæåí â òåîðåòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè êîìû êîìåò46/PWirtanen, 81/PWild 2 [3℄, C/1995Hale-Bopp [4℄. Çäåñü òàêæå ïðåäñòàâëåíû ãè�ñòîãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòåé ïîòîêîâ ïûëåâûõ ÷àñòèö è èõ ìàññû äëÿ ðàç�ëè÷íûõ êëàññîâ. Äëÿ ìàññèâíûõ ÷àñòèö âû÷èñëåíû ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ �àçîâîãîóãëà, äëÿ êîòîðûõ ÷àñòèöû äàííîãî êëàññà åùå ìîãóò áûòü ïîäíÿòû ñ ïîâåðõíîñòèÿäðà.Ëèòåðàòóðà[1℄ MullerM., GrunE. An Engineering Model of the Dust and Gas Environment ofthe Inner Coma of Comet P/Wirtanen // GIADA Douments Arhive. � RO�ESC-TA-5501. � 1998.[2℄ DivineN. Dust �ux models for CRAF at P/Tempel 2 // Jet Propulsion Laboratory,inter-o�e memorandum. � 5137-87-53. � 1987.1Ôèëèïïîâ Þðèé Ïåòðîâè÷ (yuphil�ssu.samara.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,443011, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Àêàäåìèêà Ïàâëîâà, 1.



ÔèëèïïîâÞ.Ï. 333[3℄ MullerM. A model of the Inner oma of omets with appliations to the ometsP/Wirtanen and P/Wild 2: Dissertation for the degree of Dotor of NaturalSienes. � Hei-delberg, Germany, 1999. � 97 pp.[4℄ CombiM.R., KabinK., DeZeeuwD.L., Gombosi T.I. Dust-gas interrelations inomets: Observations and theory // Earth, Moon, and Planets. � 1997. � V. 79. �P. 275�306.



334 Êîñìîëîãè÷åñêàÿ èí�ëÿöèÿ â ìîäåëÿõ ãðàâèòàöèè ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìèÓÄÊ 524.8ÊÎÑÌÎËÎ�È×ÅÑÊÀß ÈÍÔËßÖÈß Â ÌÎÄÅËßÕ ��ÀÂÈÒÀÖÈÈÑ ÂÛÑØÈÌÈ Ï�ÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈÔîìèíÈ.Â.1Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåííîå äåéñòâèå äëÿ ìîäåëåé ñ âûñøèìè ïðîèç�âîäíûìè
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)� ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ (�óíêöèÿ �àóññà)Àñèìïòîòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè áóäóò èí�ëÿöèîííàÿ ñòàäèÿ a ∼ exp(βt) è ðàäèà�öèîííî-äîìèíèðîâàííûé ðåæèì ðàñøèðåíèÿ a ∼ t1/2. Òàêèì îáðàçîì, â ïîëó÷åííîìðåøåíèè åñòü åñòåñòâåííûé âûõîä èç èí�ëÿöèè íà ïîñëåäóþùèå ñòàäèè ýâîëþöèèÂñåëåííîé.Óðàâíåíèå (3) ïðåäñòàâëÿåò âçàèìîñâÿçü ìàñøòàáíîãî �àêòîðà è ïàðàìåòðà Õàá�áëà â ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíîñòè ìîäåëåé ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè ìîäåëÿì ñî ñêà�ëÿðíûì ïîëåì [2℄
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0 a (H) . (5)1Ôîìèí Èãîðü Âëàäèìèðîâè÷ (ingvor�inbox.ru), Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèéóíèâåðñèòåò èìåíè Í.Ý.Áàóìàíà, 105005, �îññèÿ, ã. Ìîñêâà, 2-ÿ Áàóìàíñêàÿ óë., ä.5.



ÔîìèíÈ.Â. 335Âûáîð ïîñòîÿííîé C ñîîòâåòñòâóåò âèäó êîí�îðìíîãî ìíîæèòåëÿ F (R) =
∂f (R)

∂R
âñëó÷àå ýêâèâàëåíòíîñòè ìîäåëåé.Èñõîäÿ èç ïîëó÷åííîãî âèäà ìàñøòàáíîãî �àêòîðà, ìîæíî ðàññ÷èòàòü îñíîâíûåêîñìîëîãè÷åñêèå ïàðàìåðû [3℄.Ëèòåðàòóðà[1℄ LiddleA.R. and LythD.H. Phys. Rep. � 1993. � 231. � 1.[2℄ MukhanovV.F., FeldmanH.A., BrandenbergerR.H. Theory of osmologial perturba�tions. � Phys. Rev. � 1992. � 215. � 203.[3℄ Chervon S.V., Fomin I.V., About the alulation of osmologial parameters in exatmodels of in�ation. � Gravitation and Cosmology. � (2007).



336 Âëèÿíèå àíèçîòðîïíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîâðåæäåíèé . . .ÓÄÊ 539.3ÂËÈßÍÈÅ ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÎ�Î �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈßÏÎÂ�ÅÆÄÅÍÈÉ ÄËß ÎÑÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÎÉ ÇÀÄÀ×ÈÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÅÎ�ÈÈ ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈÕîëêèíàÍ.À.1Ïðîáëåìà ìîäåëèðîâàíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòè÷å�ñêèõ òåë ñ ðàññåÿííûì ïîëåì ìèêðîïîâðåæäåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ çà�äà÷ ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, îñîáåííî â ïðèìåíåíèè ê âûÿñíåíèþâîïðîñîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèí. Äàííàÿ òåìàòèêà àêòóàëüíà â ïëàíå ñîâåðøåí�ñòâîâàíèÿ ðàñ÷åòîâ íà ïðî÷íîñòü ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Òåîðåòè÷åñêèå ðàññìîòðå�íèÿ è ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ñâèäåòåëüñòâóþò î ñóùåñòâåííîì âëèÿíèè ðàññå�ÿííîãî ïîëÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé, ëîêàëèçîâàííûõ â çîíàõ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ óêîíöåíòðàòîðîâ íàïðÿæåíèé (òðåùèíû, âûðåçû è äðóãèå äå�åêòû), íà ðàñïðåäåëå�íèå íàïðÿæåíèé â òåëå. �àñ÷åò óêàçàííîãî âëèÿíèÿ ñ ïîìîùüþ ñâÿçàííîé êðàåâîéçàäà÷è (ïëàñòè÷íîñòü-ïîâðåæäåííîñòü) ñîñòàâëÿåò îñíîâó ðàáîòû.Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ æåñòêîïëàñòè÷åñêîå òåëî, ïîä÷èíÿþùååñÿ êðèòåðèþòåêó÷åñòè Òðåñêà, ñ ðàññåÿííûì àíèçîòðîïíûì ïîëåì ïîâðåæäåíèé.Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå àíèçîòðîïíîé ïîâðåæäåííîñòè ÿâëÿëîñü ïðåäìå�òîì èíòåíñèâíûõ èññëåäîâàíèé íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé. Êëàññè÷å�ñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ î ïîâðåæäåííîñòè ñâÿçàíû ñ òàê íàçûâàåìûì ãåîìåòðè÷åñêèìïîäõîäîì [1℄, ïîçâîëÿþùèì äîâîëüíî ïðîñòî ó÷åñòü àíèçîòðîïèþ ñîñòîÿíèÿ ïîâðå�æäåííîñòè. Ïðè ïîìîùè ýòîãî ïîäõîäà ý��åêò âîçðàñòàíèÿ âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèéâ ñðåäå ñ ïîâðåæäåíèÿìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ý��åêòèâíîãî íàïðÿ�æåíèÿ. Òåíçîð ý��åêòèâíûõ íàïðÿæåíèé ñòðîèòñÿ êàê âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèåòåíçîðà íàïðÿæåíèé Êîøè è ñîîñíîãî åìó îáðàòíîãî òåíçîðà ñïëîøíîñòè. Óñëîâèåñîîñíîñòè âûïîëíÿåòñÿ, åñëè â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåìóïðóãîé äå�îðìàöèè íà ñîñòîÿíèå ïîâðåæäåííîñòè.Òåíçîðíàÿ ìåðà àíèçîòðîïíîé ïîâðåæäåííîñòè ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ñîêðàùåíèÿ,âñëåäñòâèå ðàñïðåäåëåíèÿ ìèêðîïîâðåæäåíèé, ðåàëüíî íåñóùåé íàãðóçêó ïëîùà�äè äâóìåðíîãî ýëåìåíòà òåëà â çàâèñèìîñòè îò åãî îðèåíòàöèè. Ïîâðåæäåííîñòüïðåäñòàâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì ïîâðåæäåííîñòè âòîðîãî ðàíãà, ãëàâíûåîñè êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ ãëàâíûìè îñÿìè òåíçîðà íàïðÿæåíèé [2�4℄. Ýòî ïîçâîëÿåòïðåîäîëåòü òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ íåñèììåòðè÷íîñòüþ ââåäåííûõ ðàíåå òåíçîðíûõìåð àíèçîòðîïíîé ïîâðåæäåííîñòè, à òàêæå äàòü ÿñíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ è ìåõàíè�÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé òåíçîðà ïî�âðåæäåííîñòè.Ñâÿçàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, êîãäà ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå èñêàæàåòñÿ ïîëåì ïî�âðåæäåíèé, è îäíîâðåìåííî ïîâðåæäåíèÿ âîçðàñòàþò â ïðîöåññå íàêîïëåíèÿ ïëàñòè�÷åñêèõ äå�îðìàöèé, çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùèõ ñâîéñòâ óðàâíåíèé,âîçìîæíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ è âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê èõ èíòåãðèðîâàíèþ, ïî ñðàâ�íåíèþ ñ òðàäèöèîííûìè óðàâíåíèÿìè òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè.�àçðàáîòàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü áàçèðóåòñÿ íà óðàâíåíèÿõ, âêëþ÷àþùèõóðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè, óðàâíåíèå íåñîâìåñòíîñòè ïðèðàùå�íèé ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé, ñîîòíîøåíèÿ àññîöèèðîâàííîãî çàêîíà òå÷åíèÿ ñ1Õîëêèíà Íàòàëüÿ Àëåêñàíäðîâíà (knatalyasamgu�mail.ru), Ìîñêîâñêèé ãîðîäñêîé óíèâåðñèòåòóïðàâëåíèÿ Ïðàâèòåëüñòâà Ìîñêâû, 103045, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. Ñðåòåíêà, 28.



ÕîëêèíàÍ.À. 337ó÷åòîì ïîâðåæäåíèé, à òàêæå óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå èçìåíåíèå ãëàâíûõ ïîâðå�æäåííîñòåé â çàâèñèìîñòè îò ïðèðàùåíèé äå�îðìàöèé.Ïîëó÷åíà çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ñòàòè÷åñêèõ è êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé òåîðèèñâÿçàííîé ïëàñòè÷íîñòè è ïîâðåæäåííîñòè â èçîñòàòè÷åñêîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìåîòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèé ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé, ãëàâíûõ ñêîðîñòåé ïëàñòè÷åñêèõäå�îðìàöèé è ïðèðàùåíèé ïåðåìåùåíèé [5, 6℄, êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå óäîá�íîé äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ è àíàëèçà óðàâíåíèé ñâÿçàííîé çàäà÷è. Äîêàçàíî, ÷òî ñè�ñòåìà îñíîâíûõ ñîîòíîøåíèé îòíîñèòñÿ ê ãèïåðáîëè÷åñêîìó òèïó, ÷òî ïîçâîëÿåòîáîáùèòü ïîíÿòèå ïîëÿ ñêîëüæåíèÿ íà ñëó÷àé ñâÿçàííûõ àíèçîòðîïíûõ ñîñòîÿíèéïîâðåæäåííîñòè. Íàêëîí ëèíèé ñêîëüæåíèÿ äëÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ íå ñîâïàäàåòñ íàêëîíîì ëèíèé ñêîëüæåíèÿ ïðè èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêîì òå÷åíèè.Èññëåäîâàíà çàäà÷à î ëîêàëèçàöèè ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé è ïîâðåæäåíèé âïðåäåëàõ øåéêè îäíîîñíî ðàñòÿãèâàåìîãî îáðàçöà â îñåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå ñó÷åòîì íàêîïëåíèÿ àíèçîòðîïíîé ïîâðåæäåííîñòè.Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ñâÿçàííîé (ïëàñòè÷íîñòü-ïîâðåæäåííîñòü) îñåñèììåòðè÷�íîé çàäà÷è áûëè ÷èñëåííî îïðåäåëåíû ïîëå èçîñòàò è çíà÷åíèå ïðåäåëüíîé ðàñòÿ�ãèâàþùåé ñèëû ïðè àïïðîêñèìàöèè êîíòóðà ñâîáîäíîé ãðàíèöû äóãîé ýëëèïñà äëÿñâÿçàííîé îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è.Ïîñêîëüêó ñæàòèå ïðîèñõîäèò â ðàäèàëüíîì è îêðóæíîì íàïðàâëåíèÿõ, òî íà�êîïëåíèå ïîâðåæäåíèé ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì: dD1 = 0, dD2 = 0, dD3 =
= KdεP3 .×èñëåííûé àíàëèç ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè κh = 1/2, K = 3/2 ðåøåíèå ñó�ùåñòâóåò âñåãäà, ïîñêîëüêó âñþäó âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâîD3 < 1. �àññìàòðèâàëñÿïðîöåññ íàãðóæåíèÿ ïî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé âåëè÷èíå ãîðèçîíòàëüíîãî ðàçìå�ðà ïëàñòè÷åñêîé çîíû âäîëü ñâîáîäíîãî áåðåãà òðåùèíû äî ìîìåíòà ïåðåñå÷åíèÿãðàíèöû ïëàñòè÷åñêîé çîíû ñ òî÷êîé E. Âåëè÷èíà øàãà λ ðàçíîñòíîé ñõåìû èìååòïîðÿäîê 10−4h. Äàëüíåéøåå èçìåëü÷åíèå ñåòêè íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííûì èçìåíå�íèÿì âåëè÷èíû ïðåäåëüíîé ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêè, ÷òî êîñâåííî ñâèäåòåëüñòâóåòî ñõîäèìîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà.Ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëÿþòñÿ â âèäå

P∗
2πkh2

= 0, 822 . . . .Ëèòåðàòóðà[1℄ ÌóðàêàìèÑ., �àäàåâÞ.Í. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òðåõìåðíîãî àíèçîòðîïíî�ãî ñîñòîÿíèÿ ïîâðåæäåííîñòè // Èçâ. �ÀÍ. Ìåõ. òâåðä. òåëà. � 1996. � �4. �Ñ. 93�110.[2℄ RadayevY.N., Murakami S., HayakawaK. Mathematial Desription of AnisotropiDamage State in Continuum Damage Mehanis // Trans. Japan So. Meh. Engn. �V. 60A. � No. 580. � 1994. � P. 68�76.[3℄ RadayevY.N. On diretional average of the loal anisotropi damage // Int. J.Frature. � 2004. � V. 128. � P. 293�307.[4℄ RadayevY.N. Constitutive models of anisotropi damage and modeling of damagingmiroproesses in solids // Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñ. óíèâåðñèòåòà. Åñòåñòâåííîíà�ó÷íàÿ ñåðèÿ. Âòîðîé ñïåö. âûïóñê. � 2003. � Ñ. 74�86.[5℄ �àäàåâÞ.Í. Êàíîíè÷åñêèå èíâàðèàíòû óðàâíåíèé òåîðèè ñâÿçàííîé ïëàñòè÷�íîñòè è ïîâðåæäåííîñòè // Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñ. óíèâåðñèòåòà. � 1999. ��4(14). � Ñ. 70�93.[6℄ �àäàåâÞ.Í. Êàíîíè÷åñêèå èíâàðèàíòû óðàâíåíèé òåîðèè ñâÿçàííîé ïëàñòè÷íî�ñòè è ïîâðåæäåííîñòè // Èçâ. �ÀÍ. Ìåõ. òâåðä. òåëà. � 2000. � �5. � Ñ. 27�45.



338 �àçðûâíîå íàïðÿæåíèå êîðû íåéòðîííîé çâåçäûÓÄÊ 539.4�ÀÇ�ÛÂÍÎÅ ÍÀÏ�ßÆÅÍÈÅ ÊÎ�Û ÍÅÉÒ�ÎÍÍÎÉ ÇÂÅÇÄÛ×óãóíîâ À.È.1, Horowitz C.J.2�àçðûâíîå íàïðÿæåíèå (ìàêñèìóì êðèâîé äå�îðìàöèÿ-íàïðÿæåíèå) êîðû íåé�òðîíîé çâåçäû èãðàåò âàæíóþ ðîëü äëÿ �èçèêè íåéòðîííûõ çâåçä, âêëþ÷àÿ ãëèò÷èïóëüñàðîâ, èçëó÷åíèå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí, à òàêæå âñïûøêè ïðè çâåçäîòðÿñåíè�ÿõ. Íàìè ïðîâåäåí áîëüøîé îáúåì ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ðàçðûâíîãîíàïðÿæåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ íåèäåàëüíîñòè (îáðàòíûõ òåìïåðàòóðàõ) èñêîðîñòÿõ äå�îðìàöèè. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ îïèñàíû â ðàìêàõ äèíàìè÷åñêîé òåî�ðèè ïðî÷íîñòè Æóðêîâà. Ïîëó÷åííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïðèìåíåíà äëÿ îöåíêè íàïðÿ�æåíèÿ, êîòîðîå êîðà íåéòðîííîé çâåçäû ìîæåò ïîääåðæèâàòü â òå÷åíèå âðåìåíè ïî�ðÿäêà ñåêóíäû-ãîäà. Íà òàêèõ âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ ðàçðûâíîå íàïðÿæåíèå ñèëüíîçàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è ìîæåò áûòü î÷åíü ìàëûì ïðè ïàðàìåòðàõ íåèäåàëüíî�ñòè Γ . 200. Ýòîò ý��åêò ìîæåò îãðàíè÷èâàòü äîëãîâå÷íîñòü ãîð íà ïîâåðõíîñòèêîðû íåéòðîííîé çâåçäû. Òàêæå ïðåäëîæåíà àëüòåðíàòèâíàÿ ìîäåëü ðàçðûâíîãî íà�ïðÿæåíèÿ íåçàâèñÿùåãî îò âðåìåíè âîçäåéñòâèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíàäëÿ îöåíêè âåðõíåãî ïðåäåëà ðàçðûâíîãî íàïðÿæåíèÿ. �åçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû âñòàòüå [1℄.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ (08-02-00837), ïðîãðàììû Âå�äóùèå íàó÷íûå øêîëû �îññèè (ÍØ 3769.2010.2), ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �îññèéñêîéÔåäåðàöèè äëÿ ìîëîäûõ êàíäèäàòîâ íàóê (ÌÊ-5857.2010.2), ãðàíòà äåïàðòàìåíòàýíåðãèè ÑØÀ (DE-FG02-87ER40365) è Îáùåóíèâåðñèòåòñêîãî èññëåäîâàòåëüñêîãîãðàíòà îò IBM äëÿ Óíèâåðñèòåòà Èíäèàíû.Ëèòåðàòóðà[1℄ ChugunovA.I., HorowitzC.J. Breaking stress of neutron star rust // MonthlyNoties of the Royal Astronomial Soiety: Letters, aepted; arXiv:1006.2279.

1×óãóíîâ Àíäðåé Èãîðåâè÷ (andr.astro�mail.ioffe.ru), Ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò èì.À.Ô. Èî��å, óë. Ïîëèòåõíè÷åñêàÿ 26, 194021 Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, �îññèÿ.2Horowitz Charles, (horowit�indiana.edu), Department of Physis and Nulear Theory Center,Indiana University, Bloomington, IN 47405.



ØàìàðîâÍ.Í. 339ÓÄÊ 517.9ÔÎ�ÌÓËÛ ÔÅÉÍÌÀÍÀ È ÔÅÉÍÌÀÍÀ�ÊÀÖÀ ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÂ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ p-ÀÄÈ×ÅÑÊÈÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕØàìàðîâÍ.Í.1Êëàññè÷åñêèé îäíîðîäíûé ýëëèïòè÷åñêèé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãîïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè (íàïðèìåð, îïåðàòîð Ëàïëàñà), îò êîì�ïëåêñíîé �óíêöèè íåñêîëüêèõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî îïðåäåëèòü êàêïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (ÏÄÎ), ñèìâîë êîòîðîãî ðàâåí êâàäðàòè÷íîé�îðìå îò �èìïóëüñíûõ� ïåðåìåííûõ, ñîïðÿæåííûõ èñõîäíûì. Ñòåïåíè îïåðàòîðàËàïëàñà îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ ñèìâîëîâ, ðàâíûõ ñîîòâåòñòâóùèìóäâîåííûì ñòåïåíÿì íîðìû âåêòîðà, ñîñòàâëåííîãî èç �èìïóëüñíûõ� êîîðäèíàò. Âñëó÷àå êîìïëåêñíûõ �óíêöèé êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, ïðîáåãàþùèõ ïîëå íåâåùåñòâåííûõ, íî p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, òà æå ñõåìà ñî ñòåïåíÿìè íîðìû ïðèâîäèòê îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðîâ Âëàäèìèðîâà Dα, ÿâëÿþùèõñÿ àíàëîãàìè ñòåïåíè α/2îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èòîãîâûé îïåðàòîð ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòåïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ òðåõ îïåðàöèé: îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå,óìíîæåíèÿ íà îäíîðîäíóþ �óíêöèþ-ñèìâîë îò �èìïóëüñíûõ� ïåðåìåííûõ è, íàêî�íåö, ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Äàííûé àëãîðèòì ìîæíî ïðèìåíèòü è â ñëó÷àå�óíêöèé áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî (îáîáùåííûå)ìåðû, ïîëó÷àåìûå ïîñëå ïåðâîãî (îáðàòíîãî) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è íà êîòîðûåóìíîæàåòñÿ ñèìâîë, íåâîçìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ �óíêöèÿìè, äàæå îáîáùåííûìè, âñèëó îòñóòñòâèÿ (ïî òåîðåìå Âåéëÿ) äîñòàòî÷íî õîðîøåé ìåðû Õààðà íà áåñêîíå÷�íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.Áåñêîíå÷íîìåðíûå ÏÄÎ â ïðîñòðàíñòâàõ �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà âåùåñòâåí�íûõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ áûëè îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãîñïîñîáà Î.�.Ñìîëÿíîâûì. Îäíîé èç âàæíåéøèõ ìîòèâèðîâîê èõ èçó÷åíèÿ ÿâëÿåò�ñÿ ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ ñòðóí è áðàí, àäåêâàòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì êî�òîðîé ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç, ïîñêîëüêó íà÷èíàåòñÿ îíà ñ âûïèñûâà�íèÿ �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì, ïðîõîäÿùèì â áåñêîíå÷íîìåðíîìïðîñòðàíñòâå. Îòìåòèì äëÿ ñðàâíåíèÿ, ÷òî â êâàíòîâîé ìåõàíèêå àíàëîãè÷íûé èíòå�ãðàë (Ôåéíìàíà) áåðåòñÿ õîòü è ïî áåñêîíå÷íîìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó òðàåêòîðèé, íîýòè �êëàññè÷åñêèå� òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè îòðåçêà â êîíå÷íîìåðíîåïðîñòðàíñòâî.Ôîðìóëîé Ôåéíìàíà â êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëå�íèå ðåøåíèÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ïðåäåëà èíòåãðàëîâ ïî êîíå÷íûì äå�êàðòîâûì ñòåïåíÿì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ. Ôîðìóëîé Ôåéíìàíà�Êàöàâ êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå òîãî æå ðåøåíèÿ â âè�äå èíòåãðàëà ïî ïðîñòðàíñòâó îòîáðàæåíèé îòðåçêà â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ.Â äîêëàäå ñòðîÿòñÿ îäíîðîäíûå çàìêíóòûå ÏÄÎ, àíàëîãè÷íûå ñòåïåíÿì áåñêî�íå÷íîìåðíîãî ëàïëàñèàíà, äåéñòâóþùèå â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ �óíêöèé, îïðå�äåëåííûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, íà �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íàä ïîëåì p-àäè÷åñêèõ÷èñåë, è äîêàçûâàþòñÿ �îðìóëû Ôåéíìàíà è Ôåéíìàíà�Êàöà äëÿ ýëåìåíòîâ ïîëó�ãðóïï, ïîðîæäåííûõ ýòèìè ÏÄÎ êàê ãåíåðàòîðàìè.1Øàìàðîâ Íèêîëàé Íèêîëàåâè÷ (nshamarov�yandex.ru), Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêèõ ïðîáëåì ìèê�ðîìèðà èì. Í.Í.Áîãîëþáîâà, Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà,119991, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. Õîõëîâà, 1.



340 Ôîðìóëû Ôåéíìàíà è Ôåéíìàíà�Êàöà . . .Îäíèì èç êëþ÷åâûõ òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ â êîíñòðóêöèè ðàçðåøàþùåé ïîëóãðóï�ïû äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î �îðìóëå ×åðíîâà, êîòîðàÿ âíàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèìåíåíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ �îðìóë, íàçûâàåìûõ �îðìóëàìè Ôåé�íìàíà è Ôåéíìàíà�Êàöà â êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå.Ôîðìóëîé Ôåéíìàíà â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ðåøå�íèÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ïðåäåëà èíòåãðàëîâ ïî äåêàðòîâûì ñòåïåíÿìòàê íàçûâàåìîãî �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ ïðîèçâåäåíèåì îáëàñòè îïðå�äåëåíèÿ èñêîìîé �óíêöèè íà äâîéñòâåííîå ê íåé ïðîñòðàíñòâî. Ôîðìóëîé Ôåéí�ìàíà�Êàöà â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå òîãî æå ðåøåíèÿ ñïîìîùüþ èíòåãðàëà ïî ïðîñòðàíñòâó îòîáðàæåíèé îòðåçêà â �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ �îðìóë Ôåéíìàíà è Ôåéíìàíà�Êàöà â áåñêîíå÷íîìåðíîì âåùå�ñòâåííîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå �îðìóëà ×åðíîâà âïåðâûå ïðèìåíåíà Î.�.Ñìîëÿ-íîâûì. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí è â ñëó÷àå p-àäè÷åñêèõ áåñêî�íå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ.�åçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè p-àäè÷åñêèõ ñòðóíñ âåùåñòâåííûì äåéñòâèåì.



Øåëêîâè÷Â.Ì. 341ÓÄÊ 517.9ÄÅËÜÒÀ-ÓÄÀ�ÍÛÅ ÂÎËÍÛ Â ÑÈÑÒÅÌÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ�ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈÊÈ ��ÀÍÓËÈ�ÎÂÀÍÍÎ�Î �ÀÇÀØåëêîâè÷Â.Ì.1�ðàíóëèðîâàííûå (òî åñòü, ñûïó÷èå) ñðåäû (granular media) äàâíî èñïîëüçóþòñÿáûòó, â ïðîìûøëåííîñòè, â òåõíîëîãèè. Ïðè ýòîì, íåñìîòðÿ íà îãðîìíîå ïðèêëàä�íîå çíà÷åíèå ãðàíóëèðîâàííûõ ñðåä, èõ ñâîéñòâà äî íåäàâíåãî âðåìåíè ïðàêòè÷åñêèíå èçó÷àëèñü. Äâà äåñÿòèëåòèÿ íàçàä íà÷àëîñü èíòåíñèâíîå èçó÷åíèå òàêèõ ìàòåðè�àëîâ. Òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ãðàíóëèðîâàííûõ ìàòåðèàëîâ íàõîäèòñÿïîêà â çà÷àòî÷íîì ñîñòîÿíèè.Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ãèäðîäè�íàìèêè ãðàíóëèðîâàííîãî ãàçà
ρt +∇ · (ρU) = 0,

(ρU)t +∇ · (ρU⊗U+ I ρT ) = U,
Tt +∇ · (UT ) = −(γ − 2)T ∇ ·U− ΛρT 3/2,

(1)ãäå ·� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, ⊗� òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, I �åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà; ρ� ïëîòíîñòü, U ∈ Rn � ñêîðîñòü, T �òåìïåðàòóðà, γ � àäèà�áàòè÷åñêèé èíäåêñ, p = ρT � äàâëåíèå. Çäåñü γ �àäèàáàòè÷åñêèé èíäåêñ (γ = 2 è
γ = 5/3 äëÿ ñëó÷àåâ n = 2 è n = 3, ñîîòâåòñòâåííî), Λ � êîíñòàíòà, ñâÿçàííàÿ ñýíåðãèåé ïðîöåññîâ ñòîëêíîâåíèé è âû÷èñëÿåìàÿ â ðàìêàõ êèíåòè÷åñêîé òåîðèè.Íà �èçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè â [2℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà (1) ìîæåò äî�ïóñêàòü ðåøåíèå, ñîäåðæàùåå â ïëîòíîñòè δ-�óíêöèþ: ρ(x, t) = 2m∗(t)δ(x)+ρ∗(x, t),ãäå m∗(t), ρ∗(x, t)� ãëàäêèå �óíêöèè.Ìû ðàññìàòðèâàåì ðåøåíèÿ òèïà δ-óäàðíûõ âîëí â ýòîé ñèñòåìå (1). Òàêèå ñèí�ãóëÿðíûå ðåøåíèÿ èìåþò �èçè÷åñêèé ñìûñë.Ïóòü Γ =

{
(x, t) : S(x, t) = 0

}� ãèïåðïîâåðõíîñòü êîðàçìåðíîñòè 1 â âåðõíåì ïî�ëóïðîñòðàíñòâå Rn+1
+ = {(x, t) : x ∈ Rn, t ∈ [0,∞)} ⊂ Rn+1, Γt =

{
x ∈ Rn : S(x, t) =

= 0
}�äâèæóùàÿñÿ ïîâåðõíîñòü â Rn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ν åäèíè÷íóþ íîðìàëü êïîâåðõíîñòè Γt, íàïðàâëåííàÿ (â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè) èç Ω−

t = {x ∈ Rn :
S(x, t) < 0} â Ω+

t = {x ∈ Rn : S(x, t) > 0}. Âðåìåííàÿ êîìïîíåíòà íîðìàëüíîãîâåêòîðà −G =
St

|∇S| ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêîðîñòü âîëíîâîãî �ðîíòà Γt âäîëü íîð�ìàëè ν.Äëÿ ñèñòåìû (1) ðàññìîòðèì íà÷àëüíûå äàííûå òèïà δ-óäàðíûõ âîëí
(U0(x), ρ0(x), T 0(x), x ∈ Rn; U0

δ(x), x ∈ Γ0

)
,ãäå ρ0(x) = ρ̂ 0(x) + e0(x)δ(Γ0),

(2)òàêèå ÷òî U0 ∈ L∞(Rn;Rn
), ρ̂0, T 0 ∈ L∞(Rn;R

), e0 ∈ C(Γ0), Γ0 =
{
x : S0(x) = 0

}�íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå �ðîíòà δ-óäàðíîé âîëíû, ∇S0(x)
∣∣
S0=0

6= 0, U0
δ(x), x ∈ Γ0 �íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü δ-óäàðíîé âîëíû, δ(Γ0) (≡ δ(S0)) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà,ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ0.1Øåëêîâè÷ Âëàäèìèð Ìèõàéëîâè÷ (shelkv�yahoo.om), Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé Àðõèòåêòóðíî�Ñòðîèòåëüíûé Óíèâåðñèòåò, 190005, �îññèÿ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, óë. 2-ÿ Êðàñíîàðìåéñêàÿ, 4.



342 Äåëüòà-óäàðíûå âîëíû â ñèñòåìå óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè ãðàíóëèðîâàííîãî ãàçàÎïðåäåëåíèå 1. Òðîéêà ðàñïðåäåëåíèé (U, ρ, T ) è ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ, ãäå ρ(x, t)ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû
ρ(x, t) = ρ̂(x, t) + e(x, t)δ(Γ),è U ∈ L∞(Rn× (0,∞);Rn

), ρ̂, H ∈ L∞(Rn× (0,∞);R
), e ∈ C(Γ), íàçûâàåòñÿ ðåøåíè�åì òèïà δ-óäàðíîé âîëíû äëÿ çàäà÷è Êîøè (1), (2), åñëè äëÿ âñåõ ϕ ∈ D(Rn× [0,∞))âûïîëíåíû èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà

∫ ∞

0

∫
ρ̂
(
ϕt +U ·∇ϕ

)
dx dt+

∫

Γ

e
δϕ

δt

dΓ√
1 +G2

+

∫
ρ̂ 0(x)ϕ(x, 0) dx +

∫

Γ0

e0(x)ϕ(x, 0) dΓ0 = 0,

∫ ∞

0

∫ (
ρ̂U(ϕt +U ·∇ϕ

)
+ ρ̂ T∇ϕ

)
dx dt +

∫

Γ

eUδ
δϕ

δt

dΓ√
1 +G2

+

∫ U0(x)ρ̂ 0(x)ϕ(x, 0) dx +

∫

Γ0

e0(x)U0
δ(x)ϕ(x, 0) dΓ0 = 0,

∫ ∞

0

∫
T
(
ϕt +U ·∇ϕ

)
dx dt−

∫

R
n+1
+ \Γ

(
(γ − 2)T ∇ ·U+ ΛρT 3/2

)
ϕdxdt

+

∫
T 0(x)ϕ(x, 0) dx = 0.Çäåñü Rn+1

+ = Rn × R+, dΓ� ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà íà ïîâåðõíîñòè Γ, dΓ0 �ïîâåðõ�íîñòíàÿ ìåðà íà ïîâåðõíîñòè Γ0; Uδ = νG = −St∇S

|∇S|2 ñêîðîñòü δ-óäàðíîé âîëíû,
δϕ

δt
� δ-ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé t (ñîâïàäàþùàÿ ñ Ëàãðàíæåâîé ïðî�èçâîäíîé)

δϕ

δt
=
∂ϕ

∂t
+G

∂ϕ

∂ν

∣∣∣
Γ
=
∂ϕ

∂t
+Uδ ·∇ϕ

∣∣∣
Γ
=
Dϕ

Dt

∣∣∣
Γ
,

δ(Γ)�äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ.Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 1 è ïîâòîðÿÿ ïðàêòè÷åñêè ñëîâî â ñëîâî äîêàçàòåëüñòâîòåîðåìû [1. Òåîðåìà 9.1℄, ìû âûâåäåì óñëîâèÿ �àíêèíà��þãîíèî äëÿ ñèñòåìû (1):Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ω ⊂ Rn+1
+ = Rn × R+ � îáëàñòü, ðàçäåëÿåìàÿãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ Γ =

{
(x, t) : S(x, t) = 0

} íà ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè Ω∓ =
= {(x, t) : ∓S(x, t) > 0}. Ïóñòü (U, ρ, T ), Γ� ðåøåíèå òèïà δ-óäàðíîé âîëíû äëÿñèñòåìû (1), à U, ρ, T ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè â Ω± è èìåþò îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû
U±, ρ̂±, T± íà Γ. Òîãäà íà ãèïåðïîâåðõíîñòè ðàçðûâà Γ èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ�àíêèíà��þãîíèþ äëÿ δ-óäàðíîé âîëíû

δe

δt
+∇Γt · (eUδ) =

(
[ρU]− [ρ]Uδ

)
· ν,

δ(eUδ)

δt
+∇Γt · (eUδ ⊗Uδ) =

(
[ρU⊗U+ I ρT ]− [ρU]Uδ

)
· ν,ãäå ∇Γt =

(
δ

δx1
, . . . ,

δ

δxn

), δf

δxj
=

(
∂f

∂xj
− νj

∂f

∂ν

)∣∣∣
Γ
, δ-ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåííîéïåðåìåííîé xj .



Øåëêîâè÷Â.Ì. 343Êàê èçâåñòíî, ðåøåíèÿ òèïà δ-óäàðíûõ âîëí ñâÿçàíû ñ ïðîöåññàìè ïåðåíîñà èêîíöåíòðàöèè (ñì. [1℄). Ìû èññëåäóåì ïðîöåññû ïåðåíîñà ìàññû, ìîìåíòà è ýíåðãèèèç ïðîñòðàíñòâà, îêðóæàþùåãî äâèæóùèéñÿ �ðîíò δ-óäàðíîé âîëíû íà ýòîò �ðîíò.�åøåíà çàäà÷à Êîøè, ñâÿçàííàÿ ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì îäèíî÷íîé δ-óäàðíîé âîëíûâ ñèñòåìå (1).Ëèòåðàòóðà[1℄ Øåëêîâè÷Â.Ì. Ñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ ñèñòåì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ òèïà δ- è
δ′-óäàðíûõ âîëí è ïðîöåññû ïåðåíîñà è êîíöåíòðàöèè // Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõíàóê. � 2008. � Ò. 63. � Âûï. 3. � Ñ. 73�146.[2℄ Fouxon I., MeersonB., AssafM., LivneE. Formation of density singularities inhydrodynamis of inelasti gases // Phys. Review, E. � 2007. � V. 75. � 050301(R),(4 pages).



344 Ñòðóêòóðà åâêëèäîâà è óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà. . .ÓÄÊ 512.5ÑÒ�ÓÊÒÓ�À ÅÂÊËÈÄÎÂÀ È ÓÍÈÒÀ�ÍÎ�Î Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÍÀ ÑÈÑÒÅÌÀÕ �ÈÏÅ�ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÕ ×ÈÑÅËØèðîêîâÄ.Ñ.1Â äîêëàäå ðàññìîòðåí îäèí èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ïðèìåðîâ ñèñòåìû ãè�ïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë � àëãåáðà Êëè��îðäà [1℄ íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ èëè êîì�ïëåêñíûõ ÷èñåë ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè. Àëãåáðà Êëè��îðäà ÿâëÿåòñÿîäíèì èç âîçìîæíûõ îáîáùåíèé âåùåñòâåííûõ, êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è êâàòåðíèîíîâè èìååò ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè è �èçèêè. Ê ïðè�ìåðó, àëãåáðà Êëè��îðäà íàõîäèò ñâîå ïðèìåíåíèå â òåîðèè ïîëÿ [3℄, ðîáîòîòåõíè�êå, îáðàáîòêå ñèãíàëîâ è èçîáðàæåíèé, õèìèè, íåáåñíîé ìåõàíèêå, ýëåêòðîäèíàìèêåè äð.Äëÿ ýëåìåíòîâ àëãåáðû Êëè��îðäà ñ �èêñèðîâàííûì áàçèñîì ([2℄ è [3℄) îïðåäå�ëÿþòñÿ îïåðàöèè ÷åòíîñòíîãî è Êëè��îðäîâà ñîïðÿæåíèÿ. Íà îñíîâå ýòèõ îïåðàöèéââîäèòñÿ îïåðàöèÿ ýðìèòîâà ñîïðÿæåíèÿ, êîòîðàÿ ÿâíî çàâèñèò îò �èêñèðîâàííûõãåíåðàòîðîâ àëãåáðû Êëè��îðäà. Ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå ïîçâîëÿåò ââåñòè îïåðàöèþñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è çàäàòü ñòðóêòóðó åâêëèäîâà (â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå)èëè óíèòàðíîãî (â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå) ïðîñòðàíñòâà íà àëãåáðå Êëè��îðäà.Òàêæå ðàññìîòðåíà àëãåáðà Êëè��îðäà çàäàííîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû ñ âûäå�ëåííûì ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòîâ ðàíãà îäèí [1℄. Äëÿ äàííîãî îáúåêòàîïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ ðàíãîâ è êâàòåðíèîííûõ òèïîâ [4℄ â áåñêîîðäèíàòíîé �îðìå.Ïðîâåäåíû ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ââåñòè ñòðóêòóðó åâêëèäîâà (èëè óíè�òàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà íà àëãåáðàõ Êëè��îðäà çàäàííîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû áåç�èêñèðîâàííîãî áàçèñà.Ëèòåðàòóðà[1℄ LounestoP. Cli�ord Algebras and Spinors. � Cambridge University Press, 1997.[2℄ MarhukN.G., ShirokovD.S. Unitary spaes on Cli�ord algebras. � Advanes inApplied Cli�ord Algebras. � V. 18. � No. 2. � 2008.[3℄ Ìàð÷óêÍ.�. Óðàâíåíèÿ òåîðèè ïîëÿ è àëãåáðû Êëè��îðäà. � Ì.-Èæåâñê: ÍÈÖ��åãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà�, 2009. � 304 .[4℄ ØèðîêîâÄ.Ñ. Êëàññè�èêàöèÿ ýëåìåíòîâ àëãåáð Êëè��îðäà ïî êâàòåðíèîííûìòèïàì // Äîêë. ÀÍ. � Ò. 427. � �6. � 2009.
1Øèðîêîâ Äìèòðèé Ñåðãååâè÷ (shirokov�mi.ras.ru), Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â. À. Ñòåê�ëîâà �îññèéñêîé Àêàäåìèè Íàóê, 119991, �îññèÿ, ã.Ìîñêâà, óë. �óáêèíà, ä. 8.



Øëÿïèí Â.À., ÌèðîíîâÂ.Â., Æóðàâëåâ Â.Ì., ÊîðíèëîâÄ.À. 345ÓÄÊ 530.1 531.01ÌÅÒÎÄ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÉ ÝÍÒ�ÎÏÈÈ Â ÒÅÎ�ÈÈÑËÓ×ÀÉÍÎ-ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÛÕ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌØëÿïèíÂ.À., ÌèðîíîâÂ.Â., ÆóðàâëåâÂ.Ì., ÊîðíèëîâÄ.À.1Â äîêëàäå èçëàãàåòñÿ îáùèé ïîäõîä ê àíàëèçó ñëó÷àéíî-âîçìóùåííûõ íåëèíåé�íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè [1�3℄. Â îñíî�âå ïîäõîäà ëåæèò ìåòîä óñðåäíåíèÿ óðàâíåíèé ñëó÷àéíî-âîçìóùåííîé ñèñòåìû ïîàíñàìáëþ, êîòîðûé ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé, ÷àñòî èìåíóåìîé óðàâíåíèÿìè�åéíîëüäñà. Êàê õîðîøî èçâåñòíî ñèñòåìà óðàâíåíèé �åéíîëüäñà äëÿ íåëèíåéíûõóðàâíåíèé îêàçûâàåòñÿ íåçàìêíóòîé â ñëåäñòâèå íàëè÷èÿ âûñøèõ ìîìåíòîâ ñëó÷àé�íîé âåëè÷èíû óñðåäíåííûõ óðàâíåíèÿõ. Â ïðåäëàãàåìîì ïîäõîäå çàìûêàíèå óðàâ�íåíèé �åéíîëüäñà ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè. Ìåòî�äà ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïîëó÷åííûå ñ åãî ïîìîùüþ óðàâíåíèÿäëÿ ìîìåíòîâ äàþò ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàêñèìàëüíî áîëüøèì ÷èñëîì ìèêðîñîñòîÿíèé(ìèêðîòðàåêòîðèé ñèñòåìû), ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ êàæäàÿ óñðåäíåííàÿòðàåêòîðèÿ ñèñòåìû. Ýòî îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìàëüíóþ íàáëþäàåìîñòü òàêèõ òðàåê�òîðèé.Â ðàáîòå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ òàêîãî ïîäõîäà â òåîðèè êîíå÷íî�ìåðíûõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå, ãàìèëüòîíîâñêèì. Äëÿ ïðîñòûõ ñèñòåì òèïà Âîëüòåððà�Ëîòêè ïðîàíàëèçèðîâàíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé è íåêîòîðûå âàæíûå èõñâîéñòâà, ñâÿçàííûå ñ èõ ñïåöèàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì, ïîëó÷åííûì ñ ïîìîùüþ ëè�íåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Âû÷èñëåíû óðàâíåíèé óñðåäíåííîé äèíàìèêè ãàìèëüòîíîâ�ñêèõ ñèñòåì è ïîëó÷åíû òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ óñðåäíåí�íîé äèíàìèêè.Òàê æå êðàòêî èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ê çàäà÷àì ëîêàëüíîðàâíîâåñíîé òóðáóëåíòíîñòè ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Âûåäåíû óðàâíåíèÿ è ïðèâåäåíàíàëèç òå÷åíèé Êóýòòà.Ëèòåðàòóðà[1℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì., ØëÿïèíÂ.À. Ïðèíöèï âòîðè÷íîãî ìàêñèìóìà ýíòðîïèè è óðàâ�íåíèÿ �åéíîëüäñà â ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêå îäíîìåðíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì //Íåëèíåéíûé ìèð. � 2008. � Ò. 6. � �7. � C. 352�363.[2℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì. Òóðáóëåíòíîñòü òå÷åíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè âáëèçè ëîêàëü�íîãî ðàâíîâåñèÿ è ïðèíöèï âòîðè÷íîãî ìàêñèìóìà ýíòðîïèè // ÆÒÔ. � 2009. ��1. � C. 16�27.[3℄ ÆóðàâëåâÂ.Ì., ØëÿïèíÂ.À. Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ �óíêöèé â ñòîõàñòè÷åñêîéäèíàìèêå îäíîìåðíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì è ïðèíöèï âòîðè÷íîãî ìàêñèìóìà ýí�òðîïèè // Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. � Óëüÿíîâñê: Óë�ÒÓ, 2009. �Ñ. 72�88.1Øëÿïèí Âÿ÷åñëàâ Àëåêñàíäðîâè÷ (zhvitorm�gmail.om), Ìèðîíîâ Ïàâåë Ïàâëîâè÷,(zhvitorm�gmail.om), Æóðàâëåâ Âèêòîð Ìèõàéëîâè÷ (zhvitorm�gmail.om), Êîðíèëîâ ÄìèòðèéÀëåêñàíäðîâè÷ (zhvitorm�gmail.om), Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 432001, �îññèÿ,ã. Óëüÿíîâñê, óë. Ë.Òîëñòîãî, 42.



346 Êëàññè÷åñêèå è êâàíòîâûå êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìèÓÄÊ 517.23:530.12:531.51ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÅ È ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÊÎÑÌÎËÎ�È×ÅÑÊÈÅÌÎÄÅËÈ Ñ Ä�ÎÁÍÛÌÈ Ï�ÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈÙèãîëåâÂ.Ê.1Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå íàáëþäàåòñÿ àêòèâíûé èíòåðåñ ê ïðèìåíåíèþ äðîáíûõïðîèçâîäíûõ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ �èçèêè, ãäå îíè èãðàþò ñóùåñòâåííóþ è èíîãäàâåäóùóþ ðîëü â ïîíèìàíèè ñëîæíûõ êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ ñèñòåì [1℄. Íà ýòîì�îíå äîñòèæåíèÿ äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîãî àíàëèçà â òåîðèè ãðàâèòàöèè è êîñ�ìîëîãèè îêàçûâàþòñÿ êóäà êàê áîëåå ñêðîìíûìè, è åäâà ëè íàáåðåòñÿ äâà äåñÿòêàïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ ýòîé òåìå (ñì., íàïðèìåð, [2�5℄. Â òî æå âðåìÿ, èçâåñòíûñóùåñòâåííûå ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé êîñìîëîãèè [6℄, ïîáóæäàþùèå êñåðüåçíûì ìîäè�èêàöèÿì âîçìîæíûõ èñòî÷íèêîâ óñêîðåííîãî ðàñøèðåíèÿ Âñåëåí�íîé èëè ñàìîé ãðàâèòàöèîííîé òåîðèè. Â ýòîì ïëàíå âïîëíå îïðàâäàí ïîÿâèâøèéñÿèíòåðåñ ê äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíûì ìîäè�èêàöèÿì êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé.Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðèâîäèì îáçîð îñíîâíûõ ïóáëèêàöèé íà òåìó äðîáíî äè���åðåíöèàëüíîãî ïîäõîäà â êîñìîëîãèè, èçâåñòíûõ àâòîðó, è ïðåäëàãàåì ïîäõîäûê âûâîäó ìîäè�èöèðîâàííûõ óðàâíåíèé Ôðèäìàíà è Óèëåðà�ÄåÂèòòà, ïîçâîëÿþ�ùèå, íà íàø âçãëÿä, èçáåæàòü êîí�ëèêòà ìåæäó öåëüíîðàçìåðíîñòüþ (ïñåâäî)�èìà-íîâà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÎÒÎ è äðîáíîñòüþ ïîðÿäêà ïðîèçâîäíûõ â ìîäè�èöè�ðîâàííûõ óðàâíåíèÿõ. Ïðè ýòîì ìû îáñóæäàåì è âîïðîñ î âûáîðå îïðåäåëåíèÿ äðîá�íûõ ïðîèçâîäíûõ ìåæäó ïðîèçâîäíûìè �èìàíà�Ëèóâèëëÿ (Ï�Ë) è Êàïóòî (ÏÊ)íà îñíîâå ïðîñòåéøèõ âàðèàíòîâ ðåøåíèé ìîäè�èöèðîâàííûõ óðàâíåíèé. Êàê îò�ìå÷åíî â ðàáîòå [3℄, ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà ê ââåäåíèþ äðîáíûõ ïðîèç�âîäíûõ â êîñìîëîãèþ: ïðîñòåéøèé (Last Step Modi�ation, LSM), êîãäà ïðîèçâîäíûåöåëîãî ïîðÿäêà â óðàâíåíèÿõ Ýéíøòåéíà äëÿ äàííîé ãåîìåòðè÷åñêîé êîí�èãóðàöèèçàìåíÿþòñÿ èõ äðîáíûìè àíàëîãàìè, òî åñòü ∂t → Dα
t , è �óíäàìåíòàëüíûé (FirstStep Modi�ation, FSM), êîãäà ìîäè�èêàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ïîñòðîåíèÿ äðîáíî-äè���åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.Èíòåíñèâíî ðàçâèâàåìûé ïîäõîä ê ìîäè�èêàöèè óðàâíå�íèé êîñìîëîãèè è âîîáùå íåêîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì ëàãðàíæåâîé äèíàìèêè íà îñíî�âå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà äëÿ �óíêöèîíàëà äåéñòâèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà (FrationalAtion-Like Variational Approah, FALVA) â ðàáîòàõ El-Nabulsi [2℄,ïðåäñòàâëÿåò îäèíèç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé ìîäè�èêàöèè (Intermediate Step Approah,ISA), óïîìÿíóòîé â ðàáîòå [3℄.Íàøè èññëåäîâàíèÿ áàçèðóþòñÿ â áîëüøåé ÷àñòè èìåííî íà ISA, ïîñêîëüêó óðàâ�íåíèÿ êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé êîñìîëîãèè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç âàðèàöèîííî�ãî ïðèíöèïà äëÿ �óíêöèîíàëà äåéñòâèÿ Ýíøòåéíà��èëüáåðòà, â êîòîðîì âàðèàöèÿïðîèçâîäèòñÿ êàê ïî ìàñøòàáíîìó �àêòîðó , òàê è ïî øàãîâîé �óíêöèè N, èëè, êàêïîêàçàíî â [6℄, ïîñëåäíåå ìîæåò áûòü çàìåíåíî óñëîâèåì âðåìåííîé ìàñøòàáíîé èí�âàðèàíòíîñòè, è â ëþáîì ñëó÷àå ëåãêî ïîääàþùåãîñÿ îáîáùåíèþ íà äðîáíî-ïîðÿä�êîâûé ñëó÷àé. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åí äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíûé àíàëîã óðàâíåíèéÔðèäìàíà, âêëþ÷àþùèõ ñêàëÿðíîå ïîëå, êàê èñòî÷íèê ãðàâèòàöèè, è óðàâíåíèÿÓèëåðà�ÄåÂèòòà â ðàìêàõ ISA è LSM. Òàêæå ìû îáñóæäàåì âîïðîñ î âîçìîæíîéýðåäèòàðíîñòè (ïàìÿòè) â êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè âñèëó íåëîêàëüíîãî õàðàêòåðà Ï�Ë è ÏÊ è â ñâÿçè ñ âîçìîæíûì ñóùåñòâîâàíèåì1Ùèãîëåâ Âèêòîð Êîíñòàíòèíîâè÷ (vkshh1�yahoo.om), Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð�ñèòåò, 432000, �îññèÿ, ã. Óëüÿíîâñê, óë. Ëüâà Òîëñòîãî, 42.



ÙèãîëåâÂ.Ê. 347ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ, â ðîëè êîòîðûõ ìîæåò âûñòóïàòü, ñêàæåì, êâèíòýññåíöèÿèëè �àíòîìíûå ïîëÿ.Ëèòåðàòóðà[1℄ Ó÷àéêèíÂ.Â. Ìåòîä äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ. � Óëüÿíîâñê: Àðòèøîê, 2008. �512 ñ.[2℄ El-Nabulsi A.R. Frational Unstable Eulidean Universe // EJTP 8. � 2005. �P. 1�11; EJTP 5. � 2008. � No. 17. � P. 103�106; Rom. Journ. Phys. � V. 52. �No. 3�4. � P. 467�481; Rom. Report in Phys. � 2007. � V. 59. � No. 3 P. 763�771.[3℄ RobertsM.D. Frational Derivative Cosmology/ arXiv: 0909.117 [gr-q℄.[4℄ Munkhammar J. Riemann-Liouville Frational Einstein Field Equations/arXiv:1003.4981[physis.gen-ph℄.[5℄ Vaaru S.I. Frational Nonholonomi Rii Flows/arXiv:1004.0625[math.DG℄.[6℄ KiselevV.V. Vetor �eld as a quintessene partner/arXiv: 0402095 [gr-q℄.



348 �åøåíèå çàäà÷ òèïà Êîøè äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà . . .ÓÄÊ 517.968.72�ÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ× ÒÈÏÀ ÊÎØÈ ÄËß ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�ÎÓ�ÀÂÍÅÍÈß ÂÒÎ�Î�Î ÏÎ�ßÄÊÀ Ñ Ï�ÎÈÇÂÎËÜÍÛÌ ×ÈÑËÎÌÌËÀÄØÈÕ Ä�ÎÁÍÛÕ Ï�ÎÈÇÂÎÄÍÛÕ ÏÓÒÅÌÔÀÊÒÎ�ÈÇÀÖÈÈ ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÎ�Î ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÀßøàãèíÍ.Ñ.1�àññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå
ü+
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akD
1+αk
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k=0

bkD
βk

0t u = f (t) , (1)ãäå u (t) � èñêîìàÿ, à f (t) � çàäàííàÿ �óíêöèè, Dα
0t � ëåâîñòîðîííÿÿ äðîáíàÿïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà α [1℄, ü = d2u

dt2 , t ∈ [0, T ]; ak, bk ∈ R, αk, βk ∈ (0, 1). Èçâåñòíî,÷òî ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ ìîãóò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå ìîäåëüíûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé äðîáíûõ îñöèëëÿòîðîâ [2, 3℄.Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñòàâèòüñÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ [4℄, çàäà÷à òèïà Êîøè
u (0) = u0, lim

t→0+
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u̇ (t) +

n∑

k=0

akD
αk
0t u

]
= u1. (2)Çàäà÷à (1)�(2) ðåäóöèðóåòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Âîëüòåððà âòîðîãî ðî�äà. Åñëè èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò �àêòîðèçàöèþ, òî íåòðóäíî íàéòè ðåøå�íèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â òåðìèíàõ îáîáùåííîé �óíêöèè òèïà Ìèòòàã�Ëå��ëåðà
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Γ

(
n∑

i=1
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) , (3)ãäå ᾱ = (α1, α2 . . . αn) � ìóëüòèèíäåêñ, z = (z1, z2 . . . zn) � âåêòîð ïåðåìåííûõ, ïà�ðàìåòðû µ, αi ∈ C, ïðè÷åì Reαi > 0, i = 1, n. Îáîáùåíèå �óíêöèè òèïà Ìèòòàã�Ëå��ëåðà íà ñëó÷àé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ íåñêîëüêî â èíîé, ÷åì (3) �îðìå ïðåäëî�æåíî â ðàáîòå C.B.Hadid, Yu. Luhko [5℄.Â ðàáîòå äàëåå ðàññìîòðåíà ïîñòàíîâêà âèäîèçìåíåííîé çàäà÷è òèïà Êîøè
u (0) = u0, lim

t→0+

[
u̇ (t) +

n∑

k=0

ak (D
αk
0t u− u (t))

]
= u1, (4)ðåøåíèå êîòîðîé íàõîäèòüñÿ àíàëîãè÷íî çàäà÷å (1)�(2). Ïîñòàíîâêà íà÷àëüíîé çà�äà÷è ñ óñëîâèÿìè (4) ìîòèâèðîâàíà æåëàíèåì ïîëó÷èòü êëàññè÷åñêèå íà÷àëüíûåóñëîâèÿ ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ïî ïàðàìåòðàì äðîáíîñòè αk, βk → 0.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ôåäåðàëüíîãî àãåíòñòâà ïî îáðàçîâàíèþ (ïðî�åêò �ÍÏ 2.1.1/3397), �ÔÔÈ (ïðîåêò �07-01-00478-à).1ßøàãèí Íèêîëàé Ñåðãååâè÷ (nik-yashagin�yandex.ru), Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷å�ñêèé óíèâåðñèòåò, 443100, �îññèÿ, ã. Ñàìàðà, óë. Ìîëîäîãâàðäåéñêàÿ, 244.



ßøàãèíÍ.Ñ. 349Ëèòåðàòóðà[1℄ KilbasA.A., SrivastavaH.M., Trujillo J.J. Theory and Appliations of FrationalDi�erential Equations. � Amsterdam: Elsevier, 2006. � 523 pp.[2℄ ÍàõóøåâÀ.Ì. Äðîáíîå èñ÷èñëåíèå è åãî ïðèìåíåíèå. � Ì.: Ôèçìàòëèò, 2003. �272 ñ.[3℄ ÎãîðîäíèêîâÅ.Í. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äðîáíûõ îñöèëëÿòîðîâ, ïîñòàíîâêàè ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè // Ìàò. ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çà-äà÷è:Òð. Øåñòîé Âñåðîññèéñêîé íàó÷í. êîí�. ñ ìåæäóíàð. ó÷àñòèåì. ×. 1. � Ñàìàðà:Ñàì�ÒÓ, 2009. � Ñ. 177�181.[4℄ ÎãîðîäíèêîâÅ.Í., ßøàãèíÍ.Ñ. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷ òèïà Êîøè äëÿäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè �è�ìàíà�Ëèóâèëëÿ // Âåñòí. Ñàì. ãîñ. òåõí. óí-òà. Ñåð. Ôèç.-ìàò. íàóêè. � 2010. ��1(20). � Ñ. 24�36.[5℄ Hadid S.B., LuhkoYu. An operational method for solving frational di�erentialequations of an arbitrary real order // Panam. Math. J. � 1966. No. 6(1). P. 57�73.



350 Modelling of Adsorption of Moleules of Organi Substanes . . .ÓÄÊ 541.1MODELLING OF ADSORPTION OF MOLECULES OF ORGANICSUBSTANCES ACTING AS INHIBITORS OF CORROSIONAND HYDROGEN ABSORPTION BY METALSUSING QUANTUM CHEMISTRYBeloglazov G.S.1The task of omputer modeling of moleular properties suh as inhibitive e�ieny oforgani additions (OrA) is to serve the aim of purposeful organi synthesis of e�ient in�hibitors of orrosion and hydrogen absorption of metals on the basis of known qualitativeand quantitative struture-to-property relationships. On the �rst stage of suh modeling,it makes sense to establish (a) whih quantum hemial harateristis being obtainedfrom the omputations prove to be in signi�ant (and best if one to one) relationship withexperimental data on e�ieny against orrosion and hydrogen absorption, and (b) theright size of polyatomi luster whih, on one hand, would already orretly map the qual�itative and quantitative dependenies haraterizing the important proesses involvingmetal protetion (inluding adsorption of OrA on the surfae of metal being proteted)and their results (taking into aount the status of the media and other onditions oforrosion and/or hydrogen absorption), on another hand, so that a researher is not yetexposed to massive problems of too long alulations.A series of nine Organi Additives (OrA)� hydrazides and hydrazones, four of whihare the derivatives of glyoli aid, was studied in three qualities: as inhibitors of hydrogenabsorption of steel (a), orrosion inhibitors (b), and bioides against mushroom growthon metal surfae ().The obtained data show that aeptor properties of the studied OrA (represented byLUMO energies) are not responsible for their bioide ation.(a) None strong orrelation have been established so far for the ase of hydrogenabsorption. Among the alulated values of the orrelation oe�ients between the om�puted Quantum Chemial Charateristis (QCC) and experimentally measured inhibitinge�ienies, the only signi�ant orrelations are between the net eletri Mulliken hargeon the nitrogen atom (N1) forming one of the two N-H groups in the studied moleulesof the OrA under question, and:(b) orrosion inhibiting e�ienies of only those hydrazides and hydrazones that arenot the derivatives of glyoli aid;() e�ienies of bioide ation of only those hydrazides and hydrazones that are notthe derivatives of glyoli aid.Some typial results of orrelation analysis are given in Table 1 below:The obtained results agree with the data previously published. Generally, the devel�opment of the proposed approah is promising from the point of view of the prospets ofbuilding possibly universal model apable of desribing inhibitive ation against orrosionand hydrogen absorption by metals in di�erent media and under various onditions.
1BeloglazovG.S. (drgeorge59�mail.ru.), Unversity of Dodoma, Dodoma, Tanzania, P.O. 259, TAN�ZANI.



Beloglazov G.S. 351Table 1Correlation oe�ients between the e�ienies of the studied OrA(not the derivatives of glyoli aid) and omputed quantum hemial harateristis (QCC)OrAonen�tration,mMol/L Correlation oe�ients between inhibiting e�ienies and QCC (%)HOMO LUMO Dip. mo�ment Eletriharge Qon Nitro�gen1 Eletri hargeQ on Nitro�gen2 Eletriharge Qon Oxygen0.25 51 5 �41 98.5 �36 130.5 51 5 �41 98.5 �29 131 51 5 �41 98.5 �28 13



352 The Derivation of Hydrodynami Equations for Harmoni CrystalsAMS Subjet Classi�ation: 82C20, 82C05, 60F17, 76A02THE DERIVATION OF HYDRODYNAMIC EQUATIONSFOR HARMONIC CRYSTALSDudnikova T.V. 1The paper onerns the problems of the derivation of the limiting �hydrodynami�equations from the Hamilton dynamis (see, for example, [1℄ for a detailed disussionof the results and methods on this problem). As the model we onsider the harmonirystals in the half-spae Zd
+ = {z ∈ Zd : z1 > 0}, with zero boundary ondition. In theharmoni approximation, the rystal is haraterized by the displaements u(z, t) ∈ Rn,

z ∈ Zd
+, of the rystal atoms from their equilibrium positions. The �eld u(z, t) is governedby a disrete wave equation.The derivation of hydrodynami equations is onneted with the problem of onver�gene to an equilibrium measure. Hene, the �rst step in our investigation is the proofof suh onvergene. We study the distribution µt of the random solution u(·, t) at time

t ∈ R. It is assumed that the initial probability measure µ0 has zero mean, a �nite meanenergy density and some mixing properties. We prove the weak onvergene of µt toan equilibrium Gaussian measure as t → ∞ (see [7℄). In [3, 4℄, we have analyzed thelong-time onvergene to an equilibrium distribution for systems desribed by partialdi�erential equations in Rd. In [5�7℄, the results were extended to harmoni rystals.To derive the hydrodynami equations we apply the speial so-alled hydrodynamilimit proedure. We introdue a small sale parameter ε > 0 and onsider a family of theinitial measures {µε
0, ε > 0} satisfying some onditions. In partiular, (i) for any r ∈ Rd

+

+ = {r ∈ Rd : r1 > 0} and z, z′ ∈ Zd
+, the ovariane of the measure µε

0 at points [r/ε]+zand [r/ε] + z′ onverges to a limit matrix as ε → 0; (ii) the ovariane of µε
0 at points

z, z′ ∈ Zd
+ vanishes as |z− z′| → ∞ uniformly in ε. Given nonzero τ ∈ R and r ∈ Rd

+, westudy the distribution µε
τ/εκ,r/ε of the random solution u(z, t) lose to the spatial point

[r/ε] and at time moments τ/εκ with an κ, κ ∈ (0, 1]. In the ase κ < 1, we prove thatthe measures µε
τ/εκ,r/ε onverge to a limit measure as ε → 0, whih is Gaussian and itsovariane matrix does not depend on τ . For κ = 1, the limit is established,

lim
ε→0

µε
τ/ε,r/ε = µG

τ,r, (1)where µG
τ,r is a Gaussian measure. In partiular, we derive the expliit formulas forthe ovariane matrix of the limit measure. These formulas allow us to onlude thatthe Fourier transform of the limit ovariane matrix evolves aording to the followingequation:

∂τfτ,r(θ) = i C(θ)∇Ω(θ) · ∇rfτ,r(θ), r ∈ Rd
+, τ > 0, (2)where C(θ) = ( 0 Ω−1(θ)

−Ω(θ) 0

), θ ∈ Td, and, roughly, Ω(θ) is the dispersion relationof the harmoni rystal. The boundary and initial onditions for (2) are written in termsof the initial ovariane matrix. The equation (2) an be onsidered as the analog of theEuler equation for our model. In [2℄, the equation (2) was derived for the in�nite hainof harmoni osillators on one-dimensional lattie Z1.1Dudnikova Tatiana Vladimirovna (tdudnikov�mail.ru), Elektrostal Polytehnial Institute, 144000,Russia, Elektrostal, Pervomajskaya Str., 7.



DudnikovaT.V. 353In phonon physis it is standard pratie to use the Wigner funtion W (t, r, θ) asdensity of phonons with wave number θ at loation r and at spei�ed time t. W evolvesaording to the semilassial energy transport equation
∂tW (t, r, θ) = −∇Ω(θ) · ∇rW (t, r, θ), r ∈ Rd

+, (3)
W (t, r, θ) at �xed r, t are expressed by the ovariane of the Gaussian measure µG

t,r whihis invariant under the lattie dynamis. Thus (3) an be understood as the equation gov�erning the motion of the parameters whih haraterize the loally stationary measures.The results (1)�(3) are proved in [8℄. For harmoni rystals in the entire spae Zd, theywere obtained in [6℄.The next result is the derivation of the equation for the �next orretion� to thelimiting Euler equation (2). Namely, we establish that the orrelation matries of themeasures µε
τ/ε2,r/ε (i.e., for κ = 2) are approximated by matrix-valued funtions qετ,r(z−

−z′) as ε→ 0. Moreover, the funtions f ε
t,r(θ) := q̂εεt,r(θ) evolve aording to the following(Navier�Stokes type) equation

∂tf
ε
t,r(θ) = iC(θ)

(
∇Ω(θ) · ∇rf

ε
t,r(θ) +

ε

2
tr
[
∇2Ω(θ) · ∇2

rf
ε
t,r(θ)

])
, r ∈ Rd

+, t > 0,where ∇2
rf stands for the matrix of seond partial derivatives of f with respet to r.The present work was partially supported by the RFBR grant (09-01-00288).Referenes[1℄ DobrushinR.L., SinaiYa.G., SukhovYu.M. Dynamial systems of statistial mehan�is and kineti equations. Chapter 10. Dynamial systems of statistial mehan�is // Dynamial systems�2. Itogi Nauki i Tekhniki. Ser. Sovrem. Probl. Mat. Fund.Napr. � 1985. � V. 2. � VINITI. � Mosow. � P. 235�284.[2℄ DobrushinR.L., Pellegrinotti A., SuhovYu.M., Triolo L. One dimensional harmonilattie ariature of hydrodynamis // J. Stat. Phys. � 1986. � V. 43. � P. 571�607.[3℄ DudnikovaT.V., KomehA.I., and SpohnH. On a two-temperature problem for waveequation // Markov Proesses and Related Fields. � 2002. � V. 8. � P. 43�80.[4℄ DudnikovaT.V., KomehA. On a two-temperature problem for the Klein-Gordonequation // Teor. Veroyatnost. i Primenen. � 2005. � V. 50. � No. 4. � P. 675�710[in Russian℄ (English transl. Theory Probab. Appl. � 2006. � V. 50. � No. 4. �P. 582�611).[5℄ DudnikovaT.V., KomehA.I., SpohnH. On the onvergene to statistial equilibri�um for harmoni rystals // J. Math. Phys. � 2003. � V. 44. � P. 2596�2620.[6℄ DudnikovaT.V., SpohnH. Loal stationarity for lattie dynamis in the harmoniapproximation // Markov Proesses and Related Fields. � 2006. � V. 12. � No. 4. �P. 645�578.[7℄ DudnikovaT.V. On the asymptotial normality of statistial solutions for harmonirystals in half-spae // Russian J. Math. Phys. � 2008. � V. 15. � No. 4. � P. 460�472.[8℄ DudnikovaT.V. Lattie dynamis in the half�spae. Energy transport equa�tion // to appear in J. Math. Phys. � 2010. � V. 51. � No. 6 (Preprint athttp://arxiv.org/abs/0905.4806).



354 On an Optimization Problem . . .ÓÄÊ 517.5ON AN OPTIMIZATION PROBLEM WITH RESPECT TO DOMAINFOR THE EIGENVALUES OF THE LAPLACE OPERATOR∗GasimovY.S.1Let's onsider the set K of the pairs d = (D1, D2) ∈M ×M satisfying the ondition
D1 +D2 = D, where M is a set of onvex bounded domains from Rn, D ∈M is a �xeddomain, D1 +D2 = {x ∈ Rn : x = x1 + x2, x1 ∈ D1, x2 ∈ D2}.We onsider the following problem on K

−∆u = λu, x ∈ D1, (1)
u(x) = 0, x ∈ SD1 , (2)
−∆v = µv, x ∈ D2, (3)
v(x) = 0, x ∈ SD2 . (4)The �rst eigenvalues of the problems (1), (2) and (2), (4) de�ne by λ1 and µ1 orre�spondingly. The objet under investigation is the problem

J (d) = λ1 (D1) + µ1 (D2)→ min, d ∈ K. (5)In [1℄ the following formulas have been obtained for the �rst variation of the eigenvalueswith respet to domain
δλ1 (D1) = −

∫

SD∗
1

|∇u1|2
[
PD1 (n (x))− PD∗

1
(n (x))

]
ds, (6)

δµ1 (D2) = −
∫

SD∗
2

|∇u1|2
[
PD2 (n (x))− PD∗

2
(n (x))

]
ds, (7)where

PD(x) = max
l∈D

(l, x) , x ∈ Rnsupport funtion of the domain D.Now let's show that K is a onvex set. To do this let's take any
d = (D1, D2), d̄ =

(
D̄1, D̄2

)
∈ Kand α ∈ (0, 1).Then D1 +D2 = D and D̄1+ D̄2 ∈ D. Multiplying by α and (1− α) orrespondinglyand taking a sum we obtain

αD1 + αD2 + (1− α) D̄1 + (1− α) D̄2 = D.1Gasimov Yusif S. (ysfgasimov�yahoo.om), Institute of Applied Mathematis, Baku State University,AZ1148, Azerbaijan, Baku, Z.Khalilov Str., 23.
∗This researh is supported by Baku State University Internal Grant Program �50+50�.



GasimovY.S. 355It means that αd+ (1− α) d̄ ∈ K. Thus K is onvex.As we see from (5)
δJ (D) = δλ1 (D1) + δµ1 (D2) . (8)Substituting here (6), (7) onsidering onvexity ofK we obtain the following neessaryondition of optimality for the problem (5) with respet to d

∫

SD∗
1

|∇u1|2
[
PD∗

1
(n (x))− PD1 (n (x))

]
ds−

−
∫

SD∗
2

|∇u1|2
[
PD∗

1
(n (x))− PD1 (n (x))

]
ds ≤ 0, ∀d = (D1, D2) ∈ K.

(9)
It should be noted that the pair d = (D/2, D/2) ∈ K satis�es this ondition. But theproblem to prove that this ondition is also su�ient for any D ∈ M is open. Howeverit is proved that in the ase when D is a ball of proper dimension (9) is also su�ientondition for the pair (D/2, D/2) .Referenes[1℄ GasimovY.S. On some properties of the eigenvalues by the variation of the domain //Mathematial Physis, Analysis, Geometry. � V. 10. � N. 2. � 2003. � P. 249�255.



356 Finiteness of the Number of Eigenvalues of a Blok Operator MatrixÓÄÊ 517.984FINITENESS OF THE NUMBER OF EIGENVALUESOF A BLOCK OPERATOR MATRIXIbrogimov O.O.1, RasulovT.H.2In this note we onsider a blok operator matrix H(K) and study its spetrum de�pending on quasi-momentum K. The problem of the in�niteness of the disrete spetrumof H(0) was onneted with the existene of so-alled threshold-energy resonane of thegeneralized friedrihs model h(0), see [1�3℄. In this paper we prove that if the operator
h(0) has a threshold-energy resonane, then for anyK 6= 0 the operatorH(K) has �nitelymany eigenvalues below the bottom of its essential spetrumDenote by T3 the three-dimensional torus, the ube (−π, π]3 with appropriately iden�ti�ed sides. Let C be the �eld of omplex numbers, L2(T

3) be the Hilbert spae of squareintegrable (omplex) funtions de�ned on T3 and Ls
2((T

3)2) be the Hilbert spae of squareintegrable (omplex) symmetri funtions de�ned on (T3)2.Denote by H the diret sum of spaes H0 = C, H1 = L2(T
3) and H2 = Ls

2((T
3)2),that is, H = H0 ⊕H1 ⊕H2.The Hilbert spae H is alled the three-partile ut subspae of the Fok spae.Let H(K), K ∈ T3 be the blok operator matrix of the form

H(K) =




H00(K) H01 0
H∗

01 H11(K) H12

0 H∗
12 H22(K)


 ,where the operators Hii(K) : Hi → Hi and Hij : Hj → Hi, i 6= j, i, j = 0, 1, 2 are de�nedby the rule

(H00(K)f0)0 = w0(K)f0, (H01f1)0 =

∫

T3

v0(s)f1(s)ds,

(H11(K)f1)1(p) = w1(K; p)f1(p), (H12f2)1(p) =

∫

T3

v1(s)f2(p, s)ds,

(H22(K)f2)2(p, q) = w2(K; p, q)f1(p).Here fi ∈ Hi, i = 0, 1, 2, w0(·) and v1(·) are real-valued bounded funtions on T3,
v2(·) is a real-valued analyti funtion on T3, and the funtions w1(·; ·) and w2(·; ·, ·) hasthe form
w1(K; p) = ε(

K

2
−p)+ε(K

2
+p)+λ, w2(K; p, q) = ε(

K

3
+p)+ε(

K

3
+q)+ε(

K

3
−p−q)for some λ > 0, where

ε(p) =

3∑

i=1

(1− cos pi) , p = (p1, p2, p3) ∈ T3.1Ibrogimov Orif Olimovih (orif141988�mail.ru), Samarkand State University, 140104, Uzbekistan,Samarkand, University Boulevard, 15.2Rasulov Tulkin Husenovih (rth�mail.ru), Bukhara State University, 200100, Uzbekistan, Bukhara,Ì. Ikbol Str, 11.



IbrogimovO.O., Rasulov T.H. 357Under these assumptions the operator H(K) is bounded and self-adjoint in H. More�over, one an see that for any K ∈ T3 the funtion w2(K; ·, ·) (resp. w1(K; ·)) has aunique non-degenerate minimum at the point (0, 0) ∈ (T3)2 (resp. 0 ∈ T3).In modern mathematial physis the operators H01 and H12 (resp. H10 and H21)de�ned in the Fok spae are alled annihilation (resp. reation) operators.In order to formulate our main result we introdue the family of the bounded andself-adjoint operators h(K; p), p ∈ T3 ats in H0 ⊕H1 as
h(K; p) =

(
h00(K; p) h01

h∗01 h11(K; p)

)with the entries
(h00(K; p)f0)0 = w1(K; p)f0, (h01f1)0 =

1√
2

∫

T3

v2(s)f1(s)ds,

(h11(K; p)f1)1(q) = w2(K; p, q)f1(q).Set
m(K) = min

p,q∈T3
w2(K; p, q) = 3ε(

K

3
), M(K) = max

p,q∈T3
w2(K; p, q).The following theorem desribes essential spetrum of H(K).Theorem 1. For the essential spetrum of H(K) the equality

σess(H(K)) =
⋃

p∈T3

σdisc(h(K, p)) ∪ [m(K),M(K)],holds, where σdisc(h(K, p)) is the disrete spetrum of h(K, p).The sets ⋃p∈T3 σdisc(h(K, p)) and [m(K),M(K)] are alled two-partile and three�partile branhes of the essential spetrum of H(K), respetively.Let C(T3) be the Banah spae of ontinuous funtions on T3.De�nition.The operator h(0; 0) is said to have a zero energy resonane, if the number1 is an eigenvalue of the operator
(Gψ)(q) =

v2(q)

4λ

∫
v2(s)ψ(s)ds

ε(s)
, ψ ∈ C(T3)and the assoiated eigenfuntion ψ (up to onstant fator) satis�es the ondition ψ(0) 6= 0.Let us denote byN(K, z) the number of eigenvalues (inluding multipliities) ofH(K)lying below z < minσess(H(K)).The main result of the present paper is the following theorem.Theorem 2. Let the operator h(0, 0) have a threshold energy resonane. Then forall K 6= 0 the operator H(K) has a �nite number of eigenvalues below the bottom of theessential spetrum of H(K) and for the funtion N(·, 0) the relation

lim
|K|→0

N(K, 0)

|log|K|| =
γ0
πholds, where γ0 is the unique positive solution of the equation

γ
√
3cosh

πγ

2
= 8sinh

πγ

6
.We remark that the operator H(K) have not been onsidered before and the Theo�rem 2 applies to lattie systems only and has no analogue for the ontinuous ase.



358 Finiteness of the Number of Eigenvalues of a Blok Operator MatrixReferenes[1℄ Albeverio S., Lakaev S.N., RasulovT.H. On the Spetrum of an Hamiltonian in FokSpae // Disrete Spetrum Asymptotis. J. Stat. Phys. � 2007. � V. 127. � No. 2. �P. 191�220.[2℄ Abdullaev Zh.I. Finiteness of the disrete spetrum for non-trivial values of the fullquasi-momentum in the system of three bosons on a lattie // Russian Math. Sur�veys. � 2007. � V. 62. � No. 1. � P. 175�201.[3℄ Albeverio S., Lakaev S.N., MuminovZ.I. Shr�odinger Operators on Latties. The E��mov E�et and Disrete Spetrum Asymptotis // Ann. Henri Poinar�e. � 2004. �V. 5. � P. 743�772.



Iriyama S., OhyaM. 359ÓÄÊ 517.9COMPUTATIONAL COMPLEXITY OF QUANTUM ALGORITHM ANDAPPLICATIONSIriyama S., OhyaM.1Introdution. We have studied on quantum algorithm for several years. Ohya andVolovih disovered the quantum algorithmwith haos dynamis alled the OMV quantumalgorithm whih an solve SAT problem, one of NP omplete problems, in polynomialtime[1, 2, 3, 4, 5℄. We applied this quantum algorithm to the other problems, multiplealignment of amino aid sequene, Hamilton losed path problem, protein folding problemand EXPTIME problem[3, 11℄. Therefore we found that OMV quantum algorithm isuseful for searhing problems, i.e., to searh the objets whih satisfy the given onditions.In the �eld of Bio-Information there exist many searhing problems, and we an applyour quantum algorithm to them.In this talk, we explain the de�nition of a generalized quantum Turing mahine, anddisuss the omputational omplexity of quantum algorithm.Generalized quantum Turing mahine. Let Q be a set of states inluding aninitial state q0 and a set of �nal states {qF } and Σ a set of alphabets inluding a blanksymbol #. We denote a set of all in�nite sequenes of alphabets in Σ as
Σ∗ = Σ× Σ× · · · = Σ∞.Let A ∈ Σ∗ be a sequene of alphabets representing the tape state as

A = · · · ,#, a−M− , · · · , a−1, a0, a1, · · · , aM+ ,#, · · ·where ak is a tape alphabet and M−,M+ ∈ N. M− +M+ + 1 is alled the tape length.Eah tape alphabet has a unique index. We write the k-th tape alphabet ak as A (k).The GQTM Mgq is de�ned by the quadruplet (Q,Σ,H,Λδ), where Λδ is a quantumtransition funtion from a on�guration to a on�guration. Q and Σ are represented bya density operator on Hilbert spae the HQ and HΣ, whih are spanned by anonialbasis {|q〉 ; q ∈ Q} and {|a〉 ; a ∈ Σ} , respetively. A tape on�guration A is a sequeneof elements of Σ represented by a density operator on the Hilbert spae HΣ spannedby a anonial basis {|A〉 ;A ∈ Σ∗} , where Σ∗ is the set of all sequenes of alphabetsin Σ. A position of tape head is represented by a density operator on the Hilbert spae
HZ spanned by a anonial basis {|i〉 ; i ∈ Z}. Then a on�guration ρ of GQTM Mgq isdesribed by a density operator in H ≡ HQ ⊗ HΣ ⊗ HZ . Let S (H) be the set of alldensity operators in the Hilbert spae H.Here, we de�ne the transition funtion

δ1 : R×Q× Σ×Q× Σ×Q× Σ× {0,±1} ×Q× Σ× {0,±1} → C.A quantum transition funtion is given by a quantum hannel Λδ1 satisfying the followingondition.1Satoshi Iriyama (iriyama�is.noda.tus.a.jp), Masanori Ohya (ohya�is.noda.tus.a.jp), TokyoUniversity of Siene, 2463, Yamazaki, Noda City, Chiba, Japan.



360 Computational Complexity of Quantum Algorithm and AppliationsDe�nition 1. Λδ1 is alled a quantum transition hannel if there exists a transitionfuntion δ1 suh that for all quantum on�guration ρ =
∑

k

λk |ψk〉 〈ψk|, |ψk〉 =

=
∑

l

αk,l |qk,l, Ak,l, ik,l〉, ∑
k

λk = 1, ∀λk ≥ 0, ∑
l

|αk,l|2 = 1, ∀αk,l ∈ C it holds
Λδ1 (ρ) ≡
≡∑k,l,m,n,p,b,d,p′,b′,d′ δ1 (λk, qk,l, Ak,l (ik,l) , qm,n, Am,n (im,n) , p, b, d, p

′, b′, d′)×
× |p,B, ik,l + d〉 〈p′, B′, im,n + d′|

B (j) =

{
b j = ik,l

Ak,l (j) otherwise
B′ (j) =

{
b′ j = im,n

Am,n (j) otherwiseso that the RHS of the �rst equation is a state.De�nition 2. Mgq = (Q,Σ,H,Λδ) is alled a LQTM(Linear Quantum Turing Mahine)if there exists a transition funtion
δ2 : Q× Σ×Q× Σ×Q× Σ× {0,±1} ×Q× Σ× {0,±1} → Csuh that for all quantum on�guration ρk, Λδ2 is written as

Λδ2 (ρk) ≡∑k,l,m,n,p,b,d,p′,b′,d′ δ2 (qk,l, Ak,l (ik,l) , qm,n, Am,n (im,n) ,

p, b, d, p′, b′, d′) |p,B, ik,l + d〉 〈p′, B′, im,n + d′|so that the RHS is a state. For all quantum on�guration ∑
k

λkρk, Λδ2 is a�ne;
Λδ2

(
∑

k

λkρk

)
=
∑

k

λkΛδ2 (ρk)De�nition 3. A GQTM Mgq is alled unitary QTM (UQTM), if the quantumtransition hannel Λδ3 is a unitary hannel implemented: Λδ3 = AdUδ3
. Uδ3 is givenby, for |ψ〉 = |q, A, i〉 ,

Uδ3 |ψ〉 = Uδ3 |q, A, i〉
=
∑

p,b,d

δ3 (q, A (i) , p, b, d) |p,B, i+ d〉where
δ3 : Q× Σ×Q× Σ× {0, 1} → Cis a transition funtion and it satis�es for any q ∈ Q, a ∈ Σ, q′ (6= q) ∈ Q, a′ ( 6= a) ∈ Σ,

∑

p,b,d

|δ3 (q, a, p, b, d)|2 = 1.

∑

p,b,d,d′

δ3 (q
′, a′, p, b, d′)

∗
δ3 (q, a, p, b, d) = 0.



Iriyama S., OhyaM. 361Remark 1. Classial Turing Mahine(CTM) is represented as LQTM that transitionhannel has diagonal part only. Moreover, for any q, p ∈ Q, a, b ∈ Σ, d ∈ {0,±1}, de�ne
δ3 (q, a, p, b, d) = 0 or 1 then UQTM is a reversal CTM.A haos ampli�er used in [1, 2℄ is a non-linear quantum hannel, the details of thishannel and its appliation to the SAT problem will be disussed in the setion 4.4.Results. We showed the following results:
• SAT problem is belongs to BGQPP [6, 7℄.
• Constrution of universal quantum Turing mahine(a generalization of BV typeuniversal QTM) [8℄.
• Quantum algorithm for partial reursive funtion with a superposition [10℄.
• Pebble game(EXPTIME) belongs to BGQPP if we assume Orale [11℄.Referenes[1℄ OhyaM., Volovih I.V. Quantum omputing and haoti ampli�ation // J. opt. B. �2003. � 5. � No. 6. � P. 639�642.[2℄ OhyaM., Volovih I.V. New quantum algorithm for studying NP-ompleteproblems // Rep. Math. Phys. � 2003. � 52. � No. 1. � P. 25�33.[3℄ OhyaM., Volovih I.V. Mathematial Foundation of Quantum Computers //Teleportations and Cryptography, to be published.[4℄ OhyaM., MasudaN., NP problem in Quantum Algorithm // Open Systems andInformation Dynamis. � 2000. � 7. � No. 1. � P. 33�39.[5℄ IriyamaS., OhyaM. Rigorous Estimate for OMV SAT Algorithm // Open Systems& Information Dynamis. � 2008. � 15. � 2. � P. 173�187.[6℄ IriyamaS., OhyaM., Volovih I.V. Generalized Quantum Turing Mahine and itsAppliation to the SAT Chaos Algorithm // QP-PQ: Quantum Prob. White NoiseAnal., Quantum Information and Computing. � 2006. � 19. � World Si. Publishing. �P. 204�225.[7℄ IriyamaS., OhyaM. Language Classes De�ned by Generalized Quantum TuringMahine // Open System and Information Dynamis. � 2008. � 15:4. � P. 383�396.[8℄ IriyamaS., MiyaderaT., OhyaM. Note on a Universal Quantum Turing Mahine //Physis Letter A. � 2008. � No. 372. � P. 5120�5122.[9℄ IriyamaS., OhyaM. Quantum algorithm for SAT problem using entangled degree //Pro. of 2008 International Symposium on Physis of Quantum Tehnology. � 2008. �No. 175.[10℄ IriyamaS., OhyaM. The problem to onstrut Unitary Quantum Turing Mahinefor ompute partial reursive funtion // TUS. � 2009. � Preprint.[11℄ IriyamaS., OhyaM. Quantum Algorithm for Pebble Game and Its ComputationalComplexity // TUS. � 2010. � Preprint.[12℄ IriyamaS., OhyaM., SatoK., Volovih I.V. Photosyntheti Antenna and EntropyDereasing // 2010. � To be published.



362 Ternary Z3-graded Algebras as Representation of QuarksÓÄÊ 539.1TERNARY Z3-GRADED ALGEBRAS AS REPRESENTATION OFQUARKSKernerR.1We onsider ubi and ternary algebras with Z3-grading, with ubi onstitutive rela�tions instead of binary ones. Both assoiative and non-assoiative ases are disussed. Weonstrut the Z3-graded analogs of Grassmann and exterior algebras, and show expliitlyhow the lowest dimensional ases an be onstruted.We show how the Lorentz symmetry represented by the SL(2, C) group an be in�trodued without any notion of metri, just as the symmetry of Z3-graded ubi algebraand its onstitutive relations. Parallelly, non-assoiative ternary algebra of ubi matries(three-valened ovariant tensors) is introdued, and its representation is found in termsof the Pauli matries. The relationship of suh algebrai onstrutions with quark statesis also onsidered.Finally, we introdue a ubi generalization of Dira's equation, based on the 3 × 3omplex matries spanning ubi generalization of the Cli�ord algebra. The diagonalizedequation is of third order, displaying solutions with omplex wave vetors and frequenies.Although these solutions annot propagate, we show how their ubi ombinations angenerate ordinary wave solutions in Minkowskian spae-time.Referenes[1℄ KernerR. J. Math. Phys. � 1992. � No. 33. � P. 403�412.[2℄ VainermanL., KernerR. J. Math. Phys. � 1996. � No. 37. � P. 2553�2561.[3℄ AbramovV., KernerR., Le RoyB. J. Math. Phys. � 1997. � No. 38. � P. 1650�1669.[4℄ KernerR. The ubi hessboard // Classial and Quantum Gravity. � 1997. �Vol. 14. � No. 1A. P. A203�A216.[5℄ Ternary algebrai strutures and their appliations in physis. � 2000. � arX�iv:math-ph/0011023v1.

1Kerner Rihard (rihard.kerner�upm.fr), Laboratoire de Physique Th�eorique de la Mati�ere Con�dens�ee, Tour 13-23, Boite Courrier 121, Universit�e Pierre et Marie Curie, 4 Plae Jussieu, 75005 Paris,Frane.



MissarovM.D. 363ÓÄÊ 51.7 RENORMALIZATION GROUP IN PROJECTIVESPACE REPRESENTATIONMissarovM.D.1Fermioni model on the hierarhial lattie is de�ned by the Hamiltonian
H(ψ∗;α) =

∑

i,j∈Λ

d−α
n (i, j)[ψ̄1(i)ψ1(j) + ψ̄2(i)ψ2(j)]+

+
∑

i∈Λ

[r(ψ̄1(i)ψ1(i) + ψ̄2(i)ψ2(i)) + gψ̄1(i)ψ1(i)ψ̄2(i)ψ2(i)],where dn(i, j) denote hierarhial distane on the hierarhial lattie Λ with elementaryell size n = pd, p is any prime number, d is formal dimension of the lattie, α is modelparameter, r and g are real-valued oupling onstants, all omponents of the fermioni�eld are generators of a Grassmann algebra [1, 2℄.We investigate an ation of blok-spin renormalization group (RG) transformation inthe spae of non-normalized Grassmann-valued �densities� of single spin �distribution�
f(ψ∗; c0, c1, c2) = c0 + c1(ψ̄1ψ1 + ψ̄2ψ2) + c2ψ̄1ψ1ψ̄2ψ2. Partiularly, if c0 6= 0, we anwrite the density f in the exponential form f(ψ∗; c0, c1, c2) = c0 exp{−L(ψ∗; r(c), g(c))},where

c = (c0, c1, c2),

r(c) = −c1/c0, g(c) = (c21 − c0c2)/c20,
L(ψ∗(x); r, g) = r

(
ψ̄1(x)ψ1(x) + ψ̄2(x)ψ2(x)

)
+ gψ̄1(x)ψ1(x)ψ̄2(x)ψ2(x).If c0 = 0, as, for example, in the ase of Grassmann δ-funtion δ(ψ∗) = ψ̄1ψ1ψ̄2ψ2, theexponential representation is impossible. We all c-oordinates by projetive oordinates,beause points (c0, c1, c2) and a(c0, c1, c2), a 6= 0 de�ne the same model. The RG-trans�formation R(α) in projetive spae representation has the following form: R(α)c = c′,where

c′0 = n2(c2 − 2c1 + c0)
n−2

[
(c1 − c0)2 +

1

n
(c0c2 − c21)

]
,

c′1 = λ1n
2(c2 − 2c1 + c0)

n−2

[
(c1 − c0)(c2 − c1) +

1

n
(c0c2 − c21)

]
,

c′2 = λ21n
2(c2 − 2c1 + c0)

n−2

[
(c2 − c1)2 +

1

n
(c0c2 − c21)

]
,

λ1 = pα−d. If c2 − 2c1 + c0 6= 0, we an omit this fator. Projetive spae representationgive us global piture of RG-dynamis and more natural de�nition of RG-map. For ex�ample, RG-transformation in (r, g)-spae is well de�ned, if g 6= n(r + 1)2. The ritialparabola g = n(r + 1)2 in c-spae is desribed as a set of c = (c0, c1, c2), suh that c′0 =
= (c1− c0)2+(c0c2− c21)/n = 0. But RG-transformation in c-spae is well de�ned in thisase also. The mapping R(α) is orretly de�ned as the mapping from two-dimensional1Missarov Mukadas Dmuhtasibovih (Moukadas.Missarov�ksu.ru), Kazan Federal University, 420008,Russia, Kazan, ul. Kremlevskaya, 18.



364 Renormalization Group in Projetive Spae Representationprojetive spae to itself everywhere exept the point (1, 1, 1) beause R(α)(1, 1, 1) =
= (0, 0, 0). In the (r, g) plane this is the point (−1, 0), and we all this point the singularpoint of the RG mapping. RG-map in (r, g)-spae have three �nite �xed points, if α 6= dand one in�nitely far �xed point, whih in c-spae is desribed by the vetor (0, 0, 1),determining the Grassmann δ(ψ∗)-funtion density.We realize 2-dimensional projetive c�spae (c0, c1, c2) as a unit disk
D =

{
(c1, c2) : c

2
1 + c22 ≤ 1

}, where the opposite points of the boundary irle S =

=
{
(c1, c2) : c

2
1 + c22 = 1

} must be identi�ed. The regular point (r, g) in the plane ofoupling onstant orresponds to the point (c1(r, g), c2(r, g)),
c1(r, g) = −

r√
1 + r2 + (r2 − g)2

, c2(r, g) = −
r2 − g√

1 + r2 + (r2 − g)2
.The δ-funtion �xed point in (c1, c2)-spae is given as (0, 1). The line {(r, g) : g = 0} in

(c1, c2)-spae is desribed as a urve {(c1(r, 0), c2(r, 0)) : r ∈ R} whih an be onsideredas losed urve beause (c1(r, 0), c2(r, 0))→ (0, 1), when r → ±∞. The lower half-plane,
{(r, g) : g < 0} in (c1, c2)-spae in given as a domain D1, bounded by above mentionedurve. We investigate RG-dynamis in the domain D\D1 whih orresponds to the upperhalf-plane in (r, g)-spae.We suppose in the following that α > d.Let g(r; a) = (r−a)(r−b0)−1(r+1)2, b0 = (1−p−d)(1−p−α)−1. We denote by γ±(a)the following urves in (c1, c2)-spae:
γ+(a)={c1(r, g(r; a)), c2(r, g(r; a)) : r ≥ a} , γ−(a)={c1(r, g(r; a)), c2(r, g(r; a)) : r ≤ a} .Let us denote limiting point of γ+(a) when r → +∞ as (c+1 (a), c+2 (a)) and limit�ing point of γ−(a) when r → −∞ as (c−1 (a), c−2 (a)). Both limiting points lie on theboundary irle S. Let ρ1,+(a) and ρ1,−(a) denote the shortest part of the S betweenpoints (c+1 (a), c+2 (a)) and (0, 1) and (c−1 (a), c−2 (a)) and (0, 1) orrespondingly. Finally,let ρ2,+(a) denote the urve {(c1(r, 0), c2(r, 0)) : r ≥ a} and ρ2,−(a) denote the urve
{(c1(r, 0), c2(r, 0)) : r ≤ a}. We onsider urvilinear triangles T+(a) and T−(a) enlosedby urves γ+(a), ρ1,+(a), ρ2,+(a) and γ−(a), ρ1,−(a), ρ2,−(a) orrespondingly.Theorem 1. Domains T+(a) for a ≥ 4 and T−(a) for a ≤ −5 are RG�invariant.Any point of T+(a), a ≥ 4 and any point of T−(a), a ≤ −5 tends to the (0, 1) under
RG�iterations.Computer experiments show that almost all points of D \D1 (exept �xed points andinvariant urves) �nd themselves in T+(4) or T−(5) under �nite number of RG�iterations.Referenes[1℄ MissarovM.D. RG-invariant urves in the fermioni hierarhial model // Teor. Mat.Fiz. � 1998. � V. 114. � No. 3. � P. 323�336.[2℄ MissarovM.D. Renormalization group solution of fermioni Dyson model// Asymp�toti Combinatoris with Appliation to Mathem. Physis, V.A.Malyshev andA.M.Vershik (eds.). � 2002. � Kluwer Aademi Publishers. � P. 151�166.



Ryabtsov I.S. 365ÓÄÊ 517.5 AN EQUIVALENCE TO PARSEVAL FRAMESRyabtsov I.S.1There have been presented several types of frame equivalene [1�3℄. A new approahto the de�nition of frame equivalene, whih is based on the length transformation offrame vetors with �angles� being onstant.De�nition. Two frames F = {fi}Mi=1 and G = {gi}Mi=1 in RN are equivalent, if thereexists suh a set {αi}Mi=1 of nonzero onstants that for any i = 1,M there holds fi = αigi.The above given equivalene splits the whole set of frames into disjoint lasses.Let's hoose a frame norm(F) = {ni}Mi=1, alled normalized element for the given lass
F, whih identi�es this lass uniquely. This frame is de�ned by the following onditions

‖ni‖ = 1, i = 1,M.For any lass F there exists one and only one frame norm(F). If we know any frame F ∈ Ffrom the lass, than we an always �nd a normalized element.All the lasses of frames are divided in two types: the �rst ontaining Parseval framesand those whih do not. Let's agree that lass F ontains Parseval frames, if there existsa set of nonzero onstants {αi}Mi=1 suh that the system of vetors {αini}Mi=1 is Parsevalframe. In other ases we an say that the lass does not ontain Parseval frames.The main result of the work is onneted with the possibility to hek the existeneof Parseval frames for �almost� all lasses.Theorem. For any lass of frames F, taken arbitrarily from the set of all lasses butsome zero-set, one an we an establish the presene of Parseval frames in the lass bymeans of speial algorithm .Usage of LDLT deomposition from [4, 5℄ give us an opportunity to use the algorithmquite e�etively and helps to redue the neessary omputations to a minimum.Referenes[1℄ Roderik B. Holmes, Vern I. Paulsen. Optimal frames for erasures, Department ofMathematis. � University of Houston. � Houston. � TX. � 77204-3476. � USA.[2℄ ChristensenO. An Introdution to Frames and Riesz Bases. � Birkh�auser. � Boston,2002.[3℄ CasazzaP.G., Tremain J.C. A brief introdution to hilbert spae frame theory and itsappliations. � Department of Mathematis. � University of Missouri. � Columbia. �MO 65211-4100.[4℄ Demmel. J.W. Applied Numerial Linear Algebra. � Philadelphia, 1997.[5℄ PressW.H., Teukolsky S.A., VetterlingW.T., FlanneryB.P. Numerial Reipes in CThe Art of Sienti� Computing. Seond Edition. � Cambridge University Press.
1Ryabtsov Igor Sergeevih (tinnulion�mail.ru), Samara State University, 443011, Russia, Samara,Aademia Pavlova Str., 1.



366 Dynamis of Nonequilibrium Thermal Entanglement for Three-Qubit SystemÓÄÊ 530.145DYNAMICS OF NONEQUILIBRIUM THERMAL ENTANGLEMENTFOR THREE-QUBIT SYSTEMSinayskiy I.E., PumuloN., Petruione F.1In desribing real physial systems one should always take into aount the in�uene ofthe surroundings. The study of open systems is partiularly important for understandingproesses in quantum physis [1℄. Here we onsider a hain of three qubits. The �rst andthe last qubit are oupled to separate bosoni baths at di�erent temperatures. The totalHamiltonian of the system is given by:
Ĥ = ĤS + ĤB1 + ĤB3 + ĤSB1 + ĤSB3, (1)where ĤS is the Hamiltonian of the qubit subsystem,

ĤS =

3∑

i=1

ǫi
2
σ̂z
i +K

2∑

i=1

(
σ̂+

iσ̂
−
i+1 + σ̂−

iσ̂
+
i+1

)
. (2)The Hamiltonians of the reservoirs for the �rst qubit (j = 1) and the last qubit (j = 3)are given by sum of harmoni osillators. The interation between the qubit subsystemand the bosoni baths is desribed by

ĤSBj = σ̂+
j

∑

n

g(j)n b̂n,j + σ̂−
j

∑

n

g(j)∗n b̂†n,j . (3)Of ourse, σ̂±
j , σ̂

z
j are the well-known Pauli matries and b̂†n,j and b̂n,j denote bosonireation and annihilation operators. In Born-Markov approximation the equation for theevolution of the redued density matrix ρ̂ of the qubit subsystem is:

dρ̂

dt
= −i[ĤS , ρ̂] + L1(ρ̂) + LN (ρ̂) (4)with dissipators

Lj(ρ̂) ≡
∑

µ,ν

J (j)
µ,ν(ωj,ν){[V̂j,µ, [V̂ †

j,ν , ρ̂]]−

−(1− eβjωj,ν )[V̂j,µ, V̂
†
j,ν ρ̂]}.

(5)We derive analytial expressions for the redued density matrix of the qubit sub�system. With the help of the obtained analytial solutions we study the dynamis ofentanglement. Speial attention is given to the entanglement in the stationary state ofthe system. We perform a omparison of the steady state onurrene with two-qubitase studied earlier [2℄ and show that for ertain range of the parameters the onurrenefor the three qubit ase is greater than in the two-qubit one.Referenes[1℄ BreuerH.-P., Petruione F. The Theory of Open Quantum Systems. � Oxford Uni�versity Press, 2002.[2℄ Sinaysky I., Petruione F., BurgarthD., Phys. Rev. � 2008. � A78. � 062301.1Ilya Evgenievih Sinayskiy (sinayskiy�ukzn.a.za), Nathan Pumulo (nate95�gmail.om),Franeso Petruione (petruione�ukzn.a.za), Quantum Researh Group, Shool of Physis andNational Institute for Theoretial Physis, University of KwaZulu-Natal, Durban, 4001, South Afria.
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