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УДК 519.8

ПРОБЛЕМЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
ВОДНЫХ ЭКОСИСТЕМ

А.И. Абакумов
Институт автоматики и процессов управления ДВО РАН

Россия, 690041, Владивосток, Радио 5
E-mail: abakumov@iacp.dvo.ru

Ключевые слова: математическая модель, трофические отношения, фи-
топланктон, биопродуктивность

Сложности моделирования водных экосистем связаны с нехваткой и неточ-
ностью данных, а также существенной нелинейностью процессов жизнеде-
ятельности живых организмов. Вытекающие отсюда проблемы иллюстри-
руются примерами моделей для экосистем и сообществ водных организмов.

Введение
Моделирование водных экосистем или их подсистем осуществляется с различ-

ной степенью детализации в зависимости от поставленных задач и доступной ин-
формации об объекте. Модель может описывать экосистему в целом или ее наиболее
важные составляющие [1, 2]. Характерной особенностью биологических процессов
является их нелинейность [1, 3]. Трудности построения и использования моделей во
многом связаны с качественной недостаточностью и количественной неточностью
данных о моделируемом объекте. На примерах моделей для водной экосистемы и
ее нижних трофических уровней рассматриваются особенности моделирования жи-
вых систем [4 - 6]. Исследование трофических отношений в сообществах представля-
ет собой многогранную проблему. Функционирование водных экосистем во многом
определяется нижними трофическими уровнями. Биологическая продуктивность си-
стемы основана на продуктивности фитопланктона [2]. Изучение фитопланктона
представляет собой важную и интересную задачу. Существенное значение для фи-
топланктона имеет его пространственное распределение, которое обладает высокой
степенью неоднородности. Эта неоднородность определяется как внутри- и межвидо-
выми отношениями в фитопланктоне, так и условиями внешней среды. Работа под-
держана грантом РФФИ, проект № 11-01-98517-р_восток_а, и грантом ДВО РАН
№ 12-I-П15-02 по программе фундаментальных исследований Президиума РАН.

Модели сообществ водных организмов
Представлены модели трофических взаимодействий в водной экосистеме. При-

ведены примеры для морских экосистем, указаны достоинства и недостатки моде-
лей. Модельное описание является глобальным, многие важные процессы описыва-
ются неточно, другие вообще не замечаются. Но такие модели позволяют проана-
лизировать общие закономерности. Одним из способов повышения достоверности
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расчетов является разработка комплексов согласованных моделей для одного и того
же объекта. Переход к более детальному описанию повышает достоверность моде-
лирования и значимость количественных результатов модельных расчетов. Опреде-
ляющими для экосистем являются нижние трофические уровни. Особое внимание
привлекает жизнедеятельность фитопланктона. Исследуются процессы конкурен-
ции за минеральное питание и закономерности доминирования отдельных видов в
фитопланктонных сообществах [7]. Изучается жизнедеятельность фитопланктона в
вертикальном одномерном столбе воды без ее направленного движения. В реально-
сти этот столб воды в водоеме перемещается, искажается и перемешивается с дру-
гими. Все эти процессы мы оставили в стороне для анализа влияния экологических
условий среды на жизнедеятельность фитопланктона. Гидрофизические эффекты в
этом случае только искажают картину функционирования планктона. Оставив в сто-
роне направленный перенос, считаем, что основную роль при перемещении веществ
в воде играет диффузия. Фитопланктон и минеральные вещества пассивно пере-
мещаются вследствие молекулярной и микротурбулентной диффузии. Микротурбу-
лентная диффузия играет основную роль, коэффициенты турбулентной диффузии
на несколько порядков больше, чем молекулярной [8, 9]. От пространственного рас-
пределения фитопланктона существенно зависит первичная продукция и биопродук-
тивность водоема. В свою очередь, продуктивность фитопланктона в значительной
мере определяется процессом потребления минеральных веществ при строительстве
растительного организма в ходе фотосинтеза [10]. Фотосинтез зависит от освещенно-
сти, точнее, фотосинтетически активной радиации (ФАР). Определенную регулиру-
ющую роль для жизненных процессов играет температура воды. Таким образом, из
факторов окружающей среды мы учитываем минеральное питание, освещенность и
температуру. Разнообразные модельные подходы к исследованию водных экосистем
позволяют наиболее полно использовать имеющуюся экспериментальную информа-
цию об объекте повысить качество модельных результатов.
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процесс, техническая система, условия работоспособности.

Исследуются модели постепенных отказов технических систем. Основное
внимание уделено задаче оценки вероятности пребывания случайного про-
цесса изменения параметров системы в области, определяемой условиями
работоспособности.

Одним из направлений современной теории надежности является функциональ-
но-параметрическое направление (ФП-подход). Сущность этого подхода заключает-
ся в следующем [1]. Для каждой технической системы, исходя из условий ее функ-
ционирования и эксплуатации, формулируются условия работоспособности. Обычно
эти условия записываются в виде системы неравенств. В соответствии с методоло-
гией ФП-подхода процесс функционирования системы и ее техническое состояние в
любой момент времени определяются конечным набором некоторых переменных –
параметров системы, а все отказы есть следствие отклонений параметров от их ис-
ходных (номинальных, расчетных) значений. Формой проявления отказа является
выход параметров за пределы области допустимых значений (области работоспо-
собности). Изменения параметров, характеризующих работоспособность системы,
в общем случае описываются непрерывными и нестационарными случайными про-
цессами. Для оценки надежности системы возникает необходимость вычислять ве-
роятность пребывания случайного процесса в области работоспособности в течение
заданного времени. Известно, что любой случайный процесс Y (t) можно предста-
вить в виде семейства случайных величин

{
Yt ∈ T̃

}
, где Yt – случайная величи-

на, наблюдаемая в момент времени t; T̃ – совокупность моментов времени, или
же рассматривать его как семейство функций yω(t) в некотором функциональном
пространстве. Причем функции yω(t) зависят от параметра ω, характеризующего
реализацию или выборочную функцию случайного процесса. Будем рассматривать
случайный процесс изменения параметра Y (t) как некоторую измеримую функцию,
отображающую T̃ в пространство Y случайных величин, определенных на веро-
ятностном пространстве (Ω, σ, P ). Множество T̃ обычно называют областью опре-
деления случайного процесса, а Y – областью его значений. Значения случайной
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функции Y (t) в точках t ∈ T̃ являются случайными величинами, т.е. измеримыми
функциями, отображающими вероятностное пространство в борелевскую прямую.
Рассмотрим t-сечение пространства Y × T̃ . Для данного t-сечения можно записать

Pt(D) =

b∫
a

ft(y)dy, (1)

где Pt(D) – вероятность того, что в момент времени t параметр будет находиться в
области допустимых значений D = {y|a 6 y 6 b}; ft(y) – одномерная плотность рас-
пределения случайного процесса Y (t), заданная в момент времени t. Функция Pt(D)

– вероятностная мера множества реализаций случайного процесса Y (t), значения
которых в момент t принадлежат области допустимых значений. Соотношение (1)
справедливо для всех сечений множества Y × T̃ , определяемых точками t. Рассмот-
рение множеств Yt, называемых одномерными цилиндрическими множествами, и
соответствующих им одномерных плотностей распределения не позволяет в общем
случае определить искомую вероятность нахождения случайного процесса в области
D в течение заданного времени T, поскольку меры Pt(D) на одномерных цилиндри-
ческих множествах не являются достаточно полной характеристикой случайного
процесса Y (t). Выделим из множества всех реализаций исследуемого случайного
процесса множество Sµ таких реализаций, значения которых в моменты t1, t2, . . . , tµ
принадлежат числовому множеству D. Значение вероятностной меры случайного
процесса Y (t), соответствующее этому множеству, определяется формулой

P (Sµ) =

b∫
a

· · ·
b∫
a︸ ︷︷ ︸

µ

ft1,t2,...,tµ(yt1 , yt2 , . . . , ytµ)dy1dy2 . . . dyµ, (2)

где ft1,t2,...,tmu(yt1 , yt2 , . . . , yt) – совместная плотность распределения случайных ве-
личин, рассматриваемых в сечениях t1, t2, . . . , tµ, причем tm = T. При достаточно
большом числе t-сечений, выделенных на [0, T ], значение P (Sµ) можно принять рав-
ным искомой вероятности нахождения случайного процесса в области допустимых
значений в течение требуемого времени T, т.е. вероятности безотказной работы объ-
екта. Приведенные рассуждения несложно распространить на случай прогнозиро-
вания вероятности безотказной работы объекта, поведение которого описывается m
параметрами. При этом необходимо рассматривать векторный случайный процесс
Y(t) = {Y1(t), Y2(t), . . . , Ym(t)}. Каждому значению аргумента t случайного про-
цесса Y (t) можно поставить в соответствие множество Y (t). Область допустимых
значений параметров является подмножеством Y (t).Мера множества D для любого
t-сечения определяется выражением

Pt(D) =

∫
· · ·

∫
︸ ︷︷ ︸
D

ft(y1, y2, . . . ym)dy1dy2 . . . dym,

причем
Pt(Y ) =

∫
· · ·

∫
︸ ︷︷ ︸
Y

ft(y1, y2, . . . ym)dy1dy2 . . . dym = 1.

Полной вероятностной характеристикой векторного случайного процесса будет его
вероятностная мера, которая может быть задана с помощью µ×m-мерной функции

Сборник материалов XXXVII Дальневосточной Математической Школы-Семинара
имени академика Е.В. Золотова, Владивосток, 8 – 14 сентября 2013 г.



12

распределения. Вероятность безотказной работы будет вычислена после µ-кратного
интегрирования этой меры по множеству D. Воспользоваться соотношением (2) и
тем более его многомерным аналогом при решении задач прогнозирования и управ-
ления надежностью практически не представляется возможным не только из-за
трудностей математического характера, но и отсутствия необходимой исходной ин-
формации. Однако при наложении определенных ограничений на характер выбороч-
ных функций (реализаций) yω удается получить сравнительно простые и удобные
для практического использования соотношения. Будем считать характер случай-
ного процесса Y (t) таким, что для нахождения любой его реализации в области
допустимых значений в течение заданного времени необходимо и достаточно, что-
бы эта реализация принадлежала области допустимых значений в ограниченном (и
небольшом) числе t-сечений Y (t) которые назовем релевантными. Изучение зако-
номерностей необратимых изменений параметров элементов технических систем и
устройств (резисторов, конденсаторов, транзисторов), в частности различных видов
радиоэлектронной аппаратуры (измерительных устройств, усилительных блоков и
др.) показывает, что для большинства из них принятое предположение справедливо,
причем число таких сечений не превышает трех. Если удалось выделить релевант-
ные t-сечения и определить совместную плотность распределения случайных вели-
чин, рассматриваемых в этих сечениях, то для определения надежности системы
можно воспользоваться формулой (2). В докладе рассмотрены некоторые наиболее
часто встречающиеся при расчетах надежности модели случайных процессов дрей-
фа параметров и приведены соответствующие им решения задачи оценки вероятно-
сти невыхода случайного процесса за пределы заданной области. Работа выполнена
при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных иссле-
дований (грант № 11-08-98503 р_восток_а).
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Формулируются и исследуются задачи маскировки для трехмерных урав-
нений Максвелла, описывающих рассеяние электромагнитных волн в од-
нородной среде, содержащей проницаемое анизотропное препятствие Ω с
частично покрытой в целях маскировки границей. С помощью оптимиза-
ционного метода указанная задача сводится к решению задачи управления.
Роль управления в ней играет поверхностная проводимость покрытой части
границы, входящая в импедансное граничное условие на покрытой части
границы области Ω. Доказывается ее разрешимость и выводится система
оптимальности, описывающая необходимые условия экстремума.

Введение

В последние годы большое внимание уделяется созданию средств маскировки
материальных объектов от их обнаружения с помощью электромагнитной или аку-
стической локации. Разработке методов решения указанных задач посвящено боль-
шое количество работ. Отметим среди них работы [1, 2, 3, 4]. В математическом
плане задачи маскировки заключаются в нахождении неизвестных коэффициентов
для уравнений Гельмгольца или Максвелла с переменными коэффициентами пу-
тем решения соответствующих обратных задач. Однако реализовать полученные
решения на практике затруднительно, даже если использовать композитные мате-
риалы (см. об этом в обзоре [4]). Более предпочтительным в плане технической
реализации решений является использование альтернативного способа маскировки,
основанного на покрытии материальных объектов тонким слоем определенного ве-
щества, свойства которого характеризуются специальной функцией – граничным
импедансом или граничной проводимостью. Внесение такого покрытия моделирует-
ся введением импедансного граничного условия, связывающего между собой элек-
трическое и магнитное поля (либо звуковое давление и нормальную компоненту
колебательной скорости в случае акустической локации) через граничный коэффи-
циент, называемый поверхностным импедансом. В случае, если объект имеет неиз-
менную формулу, задача его маскировки от обнаружения (радаром или сонаром)
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сводится к выбору такого покрытия, которое минимизирует рассеяную волну, воз-
никающую при падении на объект первичной электромагнитной или акустической
волны. Математически эта задача сводится к решению обратной экстремальной за-
дачи. Роль управления в ней играет поверхностная проводимость η покрытой части
границы, а в качестве функционального ограничения выступает используемая мо-
дель распространения электромагнитных или акустических волн, рассматриваемая
при импедансном граничном условии. Именно эта задача рассматривается в данном
докладе для двух трехмерных моделей распространения. Исследованию математи-
ческих задач, возникающих при указанном способе маскировки в двумерном случае,
посвящены работы [5, 6].

1. Постановка задачи

Пусть Ω – ограниченная область в R3 со связным дополнением Ωc ≡ R3 \ Ω

и липшицевой границей Γ, состоящей из двух частей Γ1 и Γ2. Первая модель, на
которую будем ссылаться как на модель 1, описывается соотношениями

Ee × n|Γ = 0,He × n|Γ1 = 0,He × n|Γ2 = −η(n×Ee × n), (1)

rotEe − ikHe = 0, rotHe + ikEe = 0 в Ωc, lim
r→∞

(Hs × x− rEs) = 0. (2)

Здесь Ee = Einc + Es, где Einc – падающая волна, Es – рассеяная препятствием Ω

волна, k – положительное волновое число, η = η(x) – поверхностная проводимость
покрытой части Γ2 границы Γ, n – единичный вектор внешней по отношению к
Ω нормали к границе Γ, соотношение (2) описывает условие излучения Сильвера-
Миллера в R3. Отметим, что граничное условие на Γ2 в (2) имеет смысл модифи-
цированного условия Леонтовича для электромагнитных волн [7]. Задача (1), (2)
моделирует рассеяние электромагнитных волн препятствием Ω с частично покры-
той в целях маскировки границей. Вторая модель (модель 2) описывает рассеяние
электромагнитных волн в однородной среде, содержащей анизотропное проницаемое
препятствие Ω с покрытой в целях маскировки частью Γ2 границы Γ. Математиче-
ски задача рассеяния заключается в нахождении электромагнитных полей (Ei,Hi)

в Ω и (Ee,He) в Ωc, удовлетворяющих уравнениям (2) в области Ωc, уравнениям

rotEi − ikHi = 0, rotHi + ikN(x)Ei = 0 в Ω, (3)

смешанным условиям сопряжения на границе Γ, имеющим вид

Ee×n−Ei×n|Γ=0, He×n−Hi×n|Γ1=0, He×n−Hi×n|Γ2=− η(n×E×n), (4)

и условию излучения Сильвера–Мюллера в (2). Здесь N(x) – заданная в Ω матрич-
ная функция, описывающая параметры среды в Ω. Целью настоящей работы явля-
ется анализ задач управления для моделей 1 и 2, возникающих при решении задач
маскировки оптимизационным методом. Указанные задачи заключаются в миними-
зации определенного функционала качества, зависящего от состояния (электромаг-
нитного поля) и неизвестной функции (управления), удовлетворяющих уравнениям
состояния (1), (2) либо (2), (3), (4). В качестве функционала качества мы выберем
один из следующих:

I1(E) = ‖E−Ed‖2Q ≡
∫
Q

|E−Ed|2dx, I2(E) =

∫
Γr

|E−Ed|2dσ. (5)
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Здесь функция Ed ∈ L2(Q) (либо Ed ∈ L2(Γr)) моделирует поле, измеренное в неко-
торой подобласти Q ⊂ Ωc или на границе Γr шара Br радиуса r, содержащего Ω

внутри себя. В случае, когда Ed = Einc, функционал I1 (либо I2) имеет смысл квад-
рата среднеквадратичной интегральной нормы рассеяного поля Es по Q (либо по
Γr). В качестве управления мы выберем поверхностную проводимость η, входящую
в условие (1) либо (4). Предполагая, что η является элементом пространстваHs(Γ2),
введем следующий функционал:

Jj(E
s, η) =

α0

2
Ij(E

s) +
α1

2
‖η‖2Hs(Γ2), j = 1, 2. (6)

Здесь α0 и α1 – неотрицательные параметры, служащие для регулирования относи-
тельной важности каждого из слагаемых в (6). Рассматриваемые в статье задачи
управления заключаются в нахождении такого управления η и отвечающего ему
состояния – электромагнитного поля, решающего задачу (1), (2) либо (2), (3), (4),
которые обеспечивают минимум функционалу (6).

2. Основные результаты

Рассматривая для конкретности модель 2, отметим, что первый этап решения
задачи управления для данной модели состоит в сведении исходной задачи сопря-
жения (2), (3), (4), рассматриваемой во всем пространстве R3, к эквивалентной
задаче, рассматриваемой в ограниченной области. Для этого введем так называе-
мый внешний оператор Кальдерона, являющийся аналогом известного оператора
Дирихле–Неймана (см. [8]), используемого в подобных ситуациях для уравнения
Гельмгольца. Предварительно введем ряд функциональных пространств. Обозна-
чим через BR шар радиуса R с центром в начале координат с границей ΓR, содер-
жащий Ω. Положим Ωe = Ωc ∩BR. Будем использовать пространства вектор-функ-
ций H(rot,Ωe), H(rot, BR), L2(Q), L2(Γr), L2(Γ2), H

1/2
T (ΓR), H

−1/2
T (ΓR) и простран-

ства скалярных функций L∞(Γ2), Hs(Γ2) с нормами ‖ · ‖rot,Ωe , ‖ · ‖rot,BR , ‖ · ‖Q,
‖ · ‖Γr , ‖ · ‖Γ2 , ‖ · ‖1/2,ΓR , ‖ · ‖−1/2,ΓR , ‖ · ‖L∞(Γ2) и ‖ · ‖s,Γ2 соответственно. Здесь, в
частности, H1/2

T (ΓR) обозначает подпространство пространства H1/2(ΓR), состоящее
из тангенциальных на ΓR вектор–функций из пространства H1/2(ΓR), H

−1/2
T (ΓR) –

двойственное к H
1/2
T (ΓR) относительно пространства L2

T (ΓR). Введем пространство
E inc = {v ∈ H(rot,Ωe) : rotrotv+ k2v = 0} с нормой ‖ · ‖Einc = ‖ · ‖rot,Ωe . Оно будет
служить для описания сужений падающих полей на Ωe. Положим L∞η0

(Γ2) = {η ∈
L∞(Γ2) : η(x) > η0}, Hs

η0
(Γ2) = {η ∈ Hs(Γ2) : η(x) > η0}, η0 = const > 0, s > 0. Нам

также потребуются пространство

X = X(BR,Γ2) = {v ∈ H(rot, BR) : vT ≡ n× v × n|Γ2 ∈ L2
T (Γ2)},

наделенное гильбертовой нормой ‖v‖2X = ‖v‖2rot,BR
+‖vT ‖2Γ2

, и следующие простран-
ства следов вектор-функций из пространства H(rot, BR):

H
−1/2
div (ΓR) = {v ∈ H

−1/2
T (ΓR)3 : divΓRv ∈ H−1/2(ΓR)},

H
−1/2
rot (ΓR) = {v ∈ H

−1/2
T (ΓR)3 : rotΓRv ∈ H−1/2(ΓR)}.

Здесь и ниже divΓR и rotΓR – операторы поверхностной дивергенции и поверхност-
ного ротора на сфере ΓR (их определения см., например, в [9, с. 276]). Поскольку ΓR
представляет собой гладкую связную компоненту границы области Ωe, то H

−1/2
div (ΓR)
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и H
−1/2
rot (ΓR) образуют пару сопряженных друг к другу пространств и справедливы

включения x̂× v|ΓR ∈ H
−1/2
div (ΓR),vT |ΓR ∈ H

−1/2
rot (ΓR) для v ∈ H(rot, BR). Здесь век-

тор x̂ = x/|x| имеет смысл единичного вектора внешней нормали к сфере ΓR в точке
x ∈ ΓR, vT |ΓR ≡ x̂×v× x̂|ΓR – тангенциальная компонента вектора v на ΓR. Теперь
мы в состоянии свести задачу (2), (3), (4) к эквивалентной задаче, рассматриваемой
в ограниченной области – шаре BR. Для этого введем внешний оператор Кальдеро-
на Ge : H

−1/2
div (ΓR) → H

−1/2
div (ΓR). По определению оператор Ge отображает любой

вектор g ∈ H
−1/2
div (ΓR), заданный на ΓR, в вектор x̂ ×H|ΓR , где вектор H вместе с

E является излученным решением краевой задачи rotE − ikH = 0, rotH + ikE = 0

в R3 \ BR, x̂ × E = g на ΓR. Известно (см. [8]), что Ge является изоморфизмом
пространства H

−1/2
div (ΓR) на H

−1/2
div (ΓR), причем задача (2), (3), (4) эквивалентна сле-

дующей задаче сопряжения для электрических полей Ei и Ee, рассматриваемой в
шаре BR:

rotrotEi − k2N(x)Ei = 0 в Ω, rotrotEe − k2Ee = 0 в Ωe, (7)

n×Ee − n×Ei = 0 на Γ, n× rotEe − n× rotEi = 0 на Γ1, (8)

n× rotEe − n× rotEi = ikηEe на Γ2, (9)

x̂× rotEe = ikGe(x̂×Ee)− ikGe(x̂×Einc) + x̂× rotEinc на ΓR. (10)

Именно дополнительное условие (10) на сфере ΓR, содержащее оператор Кальде-
рона Ge, делает задачу (7)–(9) эквивалентной исходной задаче (2), (3), (4). Ниже
будем ссылаться на задачу (7)–(10) как на задачу 1. Пусть Einc ∈ E inc, Φ ∈ X –
тестовая функция. Умножим первое уравнение в (7) на Φ|Ω, второе уравнение в (7)
– на Φ|Ωe , проинтегрируем по Ω и Ωe, применим формулы Грина и сложим. При-
ходим с учетом граничных условий (9), (10) к слабой формулировке задачи 1. Она
состоит в нахождении функции E ∈ X, равной Ei в Ω и Ee в Ωe, из тождества

aη(E,Φ) ≡ a0(E,Φ)− ik(ηET ,ΦT )Γ2 = 〈f ,Φ〉 ∀Φ ∈ X. (11)

Здесь a0(·, ·), a(η; ·, ·) и f – полуторалинейные и антилинейная формы, определяемые
формулами

a0(E,Φ) =

∫
Ω

(rotE · rotΦ− k2N(x)E ·Φ)dx+

∫
Ωe

(rotE · rotΦ− k2E ·Φ)dx+

+ik

∫
ΓR

Ge(x̂×E) ·ΦTdσ, (ηET ,ΦT )Γ2 =

∫
Γ2

ηET ·ΦTdσ, (12)

〈f ,Φ〉 = ik

∫
ΓR

[Ge(x̂×Einc)− x̂×Hinc] ·ΦTdσ. (13)

Интегралы по ΓR в (12) и (13) обозначают отношение двойственности между про-
странствами H

−1/2
div (ΓR) и H

−1/2
rot (ΓR). Решение E ∈ X задачи (11) назовем слабым

решением задачи 1. Будем считать, что матрица N = ((nij)) симметрична и удовле-
творяет условиям (j) nij ∈ C1(Ω), ξ · (ReN(x)ξ) > γ|ξ|2, ξ · (ImN(x)ξ) 6 0 ∀ξ ∈ C3,

x ∈ Ω,

где γ = const > 0 (условие гладкости для nij в (j) можно ослабить). Используя свой-
ства оператора Ge, указанные в [8], можно показать, что при выполнении условий (j)
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к задаче (11) применима альтернатива Фредгольма. С ее помощью может быть дока-
зана теорема.Теорема 1. Пусть в дополнение к условиям (j) Γ ∈ C0,1, K ⊂ L∞η0

(Γ2)

– ограниченное множество, где η0 > 0, и пусть η ∈ K. Тогда для любого падаю-
щего поля Einc ∈ E inc задача (11) имеет единственное решение Eη ∈ X, которое
удовлетворяет оценке ‖Eη‖X 6 C0‖Einc‖H(rot,Ωe). Здесь константа C0 зависит от
Ω, R, k и размера множества K, но не зависит от η. Приведем теперь строгую
формулировку рассматриваемой задачи управления для модели 2. Введем оператор
G : X×K×E inc → X∗ формулой 〈G(E, η,Einc),Φ〉 = a0(E,Φ)−ik(ηET ,ΦT )Γ2−〈f ,Φ〉
и перепишем слабую формулировку (11) задачи 1 в виде G(E, η,Einc) = 0. Рассмот-
рим следующую экстремальную задачу:

J(E, η) =
α0

2
I(E) +

α1

2
‖η‖2s,Γ2

→ inf, G(E, η,Einc) = 0, (E, η) ∈ X×K. (14)

Здесь I(E) – произвольный пока функционал качества, а смысл параметров α0 и
α1 указан выше. Предположим, что выполняются условия (jj) Γ ∈ C1,1, α0 > 0,
Einc ∈ E inc; K ⊂ Hs

η0
(Γ2) – непустое выпуклое замкнутое множество, где s > 1,

η0 > 0. Для исследования задачи управления (14) применим математический ап-
парат, разработанный в [9]. Основываясь на описанном аппарате, можно доказать
следующие теоремы. Теорема 2. Пусть в дополнение к условиям (j), (jj) α1 > 0

и K – ограниченное множество либо α1 > 0. Тогда существует по крайней ме-
ре одно решение (Ê, η̂) ∈ X × K задачи (14) при I = Ij(E), j = 1, 2. Теорема 3.
Пусть при выполнении условий (j) пара (Ê, η̂) ∈ X ×K является решением задачи
(14), где I = Ij(E), j = 1, 2. Тогда существует единственный множитель Лагран-
жа P ∈ X, который является решением сопряженной задачи в виде уравнения
Эйлера–Лагранжа

a0(Φ,P)− ik(η̂ΦT ,PT )Γ2 = −(α0/2)〈I ′E(Ê),Φ〉 ∀Φ ∈ X, (15)

и выполняется вариационномое неравенство

α1(η̂, η − η̂)s,Γ2+kIm((η − η̂); ÊT ,PT )Γ2 > 0 ∀η ∈ K. (16)

Сопряженная задача (15) вместе с вариационным неравенством (16) и прямой зада-
чей (11) образует систему оптимальности для задачи (14). Система оптимальности
играет важную роль для изучения свойств решений задачи управления. На ее ос-
нове могут быть разработаны эффективные численные алгоритмы решения задачи
(14) (о некоторых из них в случае двумерной задачи маскировки см. в [5]). Кроме
того, на основе анализа системы оптимальности могут быть установлены достаточ-
ные условия на исходные данные, обеспечивающие единственность и устойчивость
решений конкретных экстремальных задач. Имея в виду последнюю цель, предпо-
ложим, что функция Einc, описывающая падающее поле, изменяется в некотором
множестве Ead ⊂ E inc. Обозначим через (E1, η1) ∈ X × K произвольное решение
задачи (14) при I = I1(E), отвечающее заданным функциям Ed = Ed

1 и Einc = Einc
1 .

Через (E2, η2) ∈ X ×K обозначим решение той же задачи, отвечающее возмущен-
ным функциям Ẽd = Ed

2 и Ẽinc = Einc
2 . Положим ME ≡ C0 supEinc∈Ead ‖E

inc‖rot,Ωe и
предположим, что выполняется условие

α1(1− ε) > 3α0C
2
0M

0
EME, M

0
E = ME + max(‖Ed

1‖Q, ‖Ed
2‖Q), (17)

где ε ∈ (0, 1) – произвольное число. Введем функцию

ϕ(‖Einc‖rot,Ωe) = (a‖Einc‖rot,Ωe + b‖Einc‖2rot,Ωe)
1/2,
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где a = 2C0M
0
E, b = C2

0M
0
EM

−1
E . Справедлива следующая теорема. Теорема 4.

Пусть в дополнение к условиям (j) K и Ead ⊂ E inc – ограниченные множества и
пусть пара (El, ηl) является решением задачи (14) при I = I1(E), отвечающим
заданным функциям Ed

l ∈ L2(Q) и Einc
l ∈ Ead, l = 1, 2. Предположим, что вы-

полняется условие (17). Тогда ‖E1 − E2‖Q 6 ‖Ed
1 − Ed

2‖Q + ϕ(‖Einc
1 − Einc

2 ‖rot,Ωe) и
справедливы оценки устойчивости

‖η1 − η2‖s,Γ2 6
√
µ0/εµ1∆, ‖E1 −E2‖X 6 C0(ME

√
µ0/εµ1∆ + ‖Einc

1 −Einc
2 ‖rot,Ωe),

где
∆ = (1/2)‖Ed

1 −Ed
2‖Q + ϕ(‖Einc

1 −Einc
2 ‖rot,Ωe).

Аналогичный результат справедлив для задачи (14) при I = I2(E). По аналогичной
схеме исследуются задачи управления для модели 1. Работа выполнена при финан-
совой поддержке грантов ФЦП (N 14.А18.21.0353) и РФФИ (N 13-01-00313).
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Введение

Теория управляемости для эволюционных уравнений в частных производных
начала развиваться в 60-х годах. Ее основы были заложены в работах Ю.В.Егорова
[1], Д.Рассела [2]-[3], Г.Фатторини [4]. В этих работах был разработан метод момен-
тов, сводящий решение задачи точной управляемости к вопросам теории рядов экс-
понент, а также введен принцип двойственности, сводящий задачу управляемости
для эволюционнго уравнения к задаче наблюдаемости для сопряженного уравнения.
Далее в основном изучался случай гиперболических уравнений. В 1986 г. появилась
работа Л.Ф.Хо [5], в которой были найдены достаточные условия наблюдаемости
для гиперболического уравнения второго порядка методом множителей. Одновре-
менно в работах Ж.-Л.Лионса [6] был введен гильбертов метод единственности,
позволяющий получать из теоремы единственности для сопряженного уравнения
существование решения задачи управляемости для исходного уравнения. В даль-
нйшем эти методы интенсивно развивались во многих работах. Из единственности
некоторой задачи Коши для сопряженного уравнения удается выводить результаты
по управляемости исходного уравнения. Одним из наиболее мощных методов доказа-
тельства единственности задачи Коши являются карлемановские оценки. После по-
явления фундаментальных результатов Л.Хермандера [7], [8] и работ В. Исакова [9]
теория карлемановских оценок развивалась в нескольких направлениях: теория кар-
лемановских оценок в пространствах Lp, где p 6= 2 ([10]-[12]), терия карлемановских
оценок с сингулярными весовыми функциями [13]. В последнее время в задачах точ-
ной граничной управляемости стали широко использоваться карлемановские оцен-
ки. Ж.-Л. Лионсом была выдвинута гипотеза о глобальной управляемости системой
Навье-Стокса с граничнвм или локально распределенным управлением. После этой
работы начали интенсивно исследоваться управляемость параболических уравнений
с простейшими нелинейностями и управляемость уравнений, описывающих течение
жидкости. Наиболее мощным методом доказательства точной управляемости нели-
нейных параболических уравнений является метод построения решения с помощью
экстремальной задачи и последующего применения карлемановских оценок. Основы
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этого метода были заложены А.В.Фурсиковым и О.Ю. Эмануиловым в работах [14],
[15]. Точная локальная управляемость системы Навье-Стокса и Буссенеска с локаль-
но распределенным управлением и граничными условиями типа проскальзывания
изучена в работе [16]. Случай локально распределенного управления для системы
Навье-Стокса с нулевыми граничными условиями рассмотрен в работе О.Ю. Эма-
нуилова [17] при дополнительных ограничениях на заданную скорость. В работе
[18] изучена точная управляемость уравнений Навье-Стокса и Буссинеска на торе.
Задача точной локальной управляемости уравнениями Навье-Стокса описывающих
движения вязкого политропного газа в одномерном случае рассмотренна Амосовой
Е.В. в работе [19]. Случай граничной управляемости изучен Ervedoza S, Glass O,
Guerrero S, Puel J.-P. в работе [20].

1. Постановка задачи

Рассматривается задача точной локальной управляемости уравнениями Навье-
Стокса описывающих движения вязкого политропного газа в двумерном случае с
условиями типа проскальзывания на границе. При решении данной задачи появи-
лась необходимость решать задачу Неймана для обратного параболического урав-
нения.

1.1. Карлемановские оценки

Пусть Q = (0, T ) × Ω, Ω ∈ R2 — ограниченная область с границей ∂Ω класса
C∞, ω ⊂ Ω — произвольная фиксированная подобласть Ω. Существует функция
β(x) ∈ C2(Ω), не имеющая критических точек в Ω \ ω′ такая, что

(∇β(x) · n(x)) > 0 ∀x ∈ Ω,

где n(x) — векторное поле внешних нормалей к ∂Ω, ω′ ⊂⊂ ω. Так как β(x) x ∈ Ω \ ω′
не имеет критических точек, получаем

min
x∈Ω\ω′

|∇β(x)| > 0.

Кроме того, предположим, что

β(x) > ln 3; min
x∈Ω

β(x) >
3

4
max
x∈Ω

β(x).

Пусть γ(t) ∈ C∞(0, T ) — функция, удовлетворяющая условиям

0 < γ(t) 6 1, γ(t) =

{
t, t ∈ (0, T0),

T − t, t ∈ (T − T0, T ),
T0 = min

{
T

3
,
1

2

}
.

Кроме того, предполагается, что γ(t) монотонно растет при t ∈ (0, T/2) и монотонно
убывает при t ∈ (T/2, T ). Введем функции

ϕ(t, x) =
eλβ(x)

γ(t)
; α = αλ(t, x) =

e
4λ
3
‖β‖C(Ω) − eλβ(x)

γ(t)
,

где λ > 0 — параметр, а β(x), γ(t) — функции введенные выше.
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1.2. Задача Неймана для обратного параболического
уравнения

Рассмотрим обратное параболическое уравнение

∂tz + ∆z = fz(t, x), (t, x) ∈ Q,

(∇z · n) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× ∂Ω, (1)

где Q = (0, T )× Ω, Ω ∈ R2 — ограниченная область с границей ∂Ω класса C∞.

Теорема 1. Пусть z и fz удовлетворяют соотношениям (1) и s > −3. Для λ > λ̂,
где λ̂ > λ0 достаточно велико, справедлива карлемановская оценка∫

Q

ϕ2s−1(λ−1|∂tz|2 +
2∑

i,j=1

|∂2
xixjz|

2 + λϕ2|∇z|2 + λ4ϕ4|z|2)e−2αλ dxdt 6

6 c

∫
Q

ϕ2s|fz|2e−2αλ dxdt+ c

∫
Qω′

λ4ϕ2s+3|z|2e−2αλ dxdt,

где Qw′ = (0, T )× ω′, c > 0 — константа, не зависящая от fz, z и λ.
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фия, дистанционное зондирование среды.

Рассматривается задача зондирования неизвестной по своему строению
сплошной среды радиационным излучением. Распространение излучения
в среде описывается моноэнергетическим уравнением переноса. Предпола-
гается, что среда содержит некоторые включения (неоднородности), име-
ющее радиационные характеристики, отличные от аналогичных характе-
ристик окружающей части среды. Измерения плотности потока излучения
производятся на некоторой плоскости вне включений, а искомым объектом
поиска являются границы проекции (тени) этих включений на плоскость
измерений. Рассматривается случай, когда прямая визуализация объекта
затруднительна из-за значительного рассеяния и поглощения излучения в
зондируемой среде. Предлагается метод обнаружения искомых границ про-
екций на основе нового способа обработки измеряемой информации. Цели
задачи адаптированы к проблеме зондирования придонной области миро-
вого океана.

1. Постановка задачи и общая схема алгоритма
Проблема улучшения изображений продолжает привлекать внимание многих

специалистов. К настоящему времени создано много соответствующих алгоритмов,
имеющих обширные приложения. Однако во всех известных нам работах объекта-
ми исследований являются уже полученные изображения (например, фотографии)
без анализа природы зондирующих сигналов. Наше исследование основывается на
предварительном изучении характера проникающего излучения и выделение из него
характеристики, указывающей на расположение реконструируемых линий. Особен-
но важно то, что мы рассматриваем излучение в произвольной среде при учете не
только поглощения, но и большого уровня рассеяния, а также при возможном на-
личии внутренних и внешних источников излучения. Процесс переноса излучения,
описывается следующим интегро-дифференциальным уравнением:

(ω · ∇rf(r, ω)) + µ(r)f(r, ω) =

∫
Ω

k(r, ω · ω′)f(r, ω′)dω′ + J(r, ω), (1)
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где r ∈ G, G− ограниченная выпуклая область в R3 с гладкой границей класса C1,
Ω = {ω : ω ∈ R3, | ω |= 1}. Функция f(r, ω) есть плотность потока частиц в точке r,
движущихся в направлении единичного вектора ω. Функции µ(r), k, J характеризу-
ют среду G, в которой происходит процесс переноса излучения. При этом µ(r) есть
коэффициент ослабления излучения, k(r, ω · ω′)− индикатриса рассеяния, J(r, ω)−
плотность внутренних источников излучения. Обозначим d(r, ω) длину пересечения
луча Lr,ω = {r + tω, t > 0} и области G и рассмотрим граничное условие:

f(r − d(r,−ω)ω, ω) = h(r − d(r,−ω), ω), (r, ω) ∈ G× Ω, (2)

где h означает плотность падающего (внешнего) потока на границе среды G. Для
постановки нашей задачи сделаем следующие предположения. Пусть область G

содержит выпуклые непересекающиеся подобласти G1,G3, границы которых при-
надлежат классу C2 и пусть G2 = G \ G1 ∪G3. На границах областей Gi коэф-
фициенты уравнения (1) имеют разрывы первого рода по переменной r, а для
r, ω, ω′ ∈ Gj × Ω × Ω, j = 1, 2, 3 функции µ, k, J равномерно непрерывны по со-
вокупности переменных вместе со всеми своими частными производными первого
порядка. Неотрицательная и ограниченная функция h1(r, ω) = h(r − d(r,−ω)ω, ω)

предполагается непрерывной вместе со всеми своими первыми производными при
(r, ω) ∈ G×Ω. Рассмотрим горизонтальную плоскость P = {r = (r1, r2, r3) : r3 = 0},
пересекающую область G, но не имеющую общих точек с областямиG2 иG3. Обозна-
чим через D множество, являющееся пересечением плоскости P и области G а через
D2 и D3 вертикальные проекции областей G2 и G3 на плоскость P . Настоящая ра-
бота направлена на исследование достаточно конкретной проблемы зондирования
придонных объектов океана. Соответственно роль областей Gi различна. Так, об-
ласть G1 представляет собой водную часть зондируемой области, а G2− грунтовую,
которая содержит включение G3. Будем считать, что D2, D3 ⊂ D. Для определен-
ности будем считать, что области G2 и G3 находятся ниже плоскости P . Ставится и
исследуется следующая задача. Задача локации. Найти границу ∂D3 множества
D3, если известны значения функции f(r, ωP ) при r ∈ D,ωP = (0, 0, 1). Содержа-
тельный смысл этой задачи состоит в том, чтобы измеряя плотность вертикального
потока излучения на горизонтальной плоскости вне неизвестного тела, обнаружить
его тень на плоскости измерений. В наших терминах тенью называется множество
точек пересечения лучей Lr,ωP , r ∈ G3 и плоскости P . Заметим, что рассмотрение
именно вертикальной проекции на горизонтальной плоскости производится только
для простоты изложения. Аналогично можно было бы взять любую плоскость и
ортогональную к ней проекцию. Для решения поставленной задачи можно исполь-
зовать один из ранее обоснованных и прошедших проверку индикаторов неоднород-
ности [2-4]:

I(r) = |∇∗rf(r, ωP )|, (3)

Ind(r) =

∫
D′

|∇∗yf(y, ωP )|dy
|r − y|1+α

, 0.5 < α < 1. (4)

Здесь D′− подобласть в D такая, что D′ ⊃ D3 и D′ ⊂ D, ∇∗rf(r, ωP )− двумерный
градиент следа функции f(r, ωP ) на множестве D, Поведение индикаторов (3), (4)
при определенных ограничениях, существующих в настоящей работе было исследо-
вано в [1,2]. В частности, было доказано, что I(r), Ind(r)→∞ тогда и только тогда,
когда r → ∂D3. Отсюда следует единственность определения проекции (тени) D3

на плоскость P . При численной реализации алгоритма линия ∂D3 соответствует
точкам аномально больших значений функций I(r) и Ind(r). В случае успешного
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решения поставленной задачи локации, например, с помощью индикатора неодно-
родности (3) для заданного направления проектирования ωP = (0, 0, 1) мы найдем
границу ∂D3 множества D3 и, таким образом, сможем утверждать, что область
G3 находится внутри цилиндра CP с образующей, которая перемещается вдоль на-
правляющей ∂D3 параллельно вектору ωP = (0, 0, 1). Тем самым, горизонтальные
координаты области G3 в известном смысле можно считать найденными. Однако,
сказать на каком расстоянии от плоскости P находится G3 по полученной инфор-
мации о местоположении границы ∂D3 мы не можем. Выберем теперь единичный
вектор ωQ так, чтобы он был не коллинеарен вектору ωP и плоскость Q− ортого-
нальную вектору ωQ. В предположениях аналогичных тем, которые делались для
плоскости P , можно построить индикатор неоднородности I(r) = |∇∗rf(r, ωQ)|, с его
помощью найти границу проекции области G3 на плоскость Q и далее построить
цилиндр CQ с образующей, параллельной вектору ωQ. Нетрудно видеть, что пересе-
чение CP ∩ CQ будет содержать область G3 и при подходящем выборе угла между
ωP и ωQ даст достаточно хорошее представление о пространственном положении
области G3 в R3.

2. Численные эксперименты

Продемонстрируем выполнение алгоритма на следующем численном экспери-
менте, применительно к пассивному радиационному поиску придонных включений.
Для большей наглядности в подобласть G2 было помещено еще одно включение -
выпуклая ограниченная область G4 не пересекающаяся с включением G3. Таким
образом, область G была шаром радиуса σ = 30 см с центром в начале коорди-
нат. Подобласть G1 = {r ∈ G : r3 > −0.1σ} и заполнялась водой, G2 = {r ∈
G : r3 6 −0.1σ} и заполнялась илом, G3 был шар радиусом 0.05σ с центром в
точке (−0.05σ, −0.05σ, −0.4σ), а G4 был трехосный эллипсоид с центром в точке
(0, 0, −0.15σ) и полуосями l1 = 0.1σ, l2 = 0.15σ, l3 = 0.05σ. G3 и G4 заполня-
лись алюминием. На поверхности области G задавалось входящее в нее излучение
h(r, ω) = 1, которое в нашем случае можно интерпретировать как радиационный
фон. Предполагается, что пассивное зондирование океана происходит на энергии
100 кЭв. Соответствующие данные для коэффициентов ослабления и рассеяния на
этой энергии для воды, ила и алюминия вычислялись на основе данных из таблиц
[5]. Для удобства численных расчетов в качестве D′ брался квадрат со стороной
0.6σ. Он покрывался равномерной сеткой, содержащей Nr × Nr узлов, в которых
численно находилось решение уравнения (1) для трех различных направлений век-
тора ω: ω1 = (0, 0, 1), ω2 = (0.5 , 0,

√
3/2), ω3 = (

√
2/2, 0,

√
2/2). Таким образом,

ωi образовывали с осью r1 углы ϕi в 90, 60 и 45 градусов соответственно. Квадрат
D′ каждый раз позиционировался таким образом, что всегда был ортогонален ωi,
а его центр лежал в плоскости r3 = 0. Мы полагали J(r, ω) = 0 в области G. Для
нахождения решения уравнения (1) на множестве D′ × ωi использовалась одна из
версий метода Монте-Карло, называемая методом сопряженных блужданий. Число
учитываемых актов рассеяния при этом бралось 8, а число траекторий 50000. По-
сле нахождения функции f(r, ωi) в узлах сетки вычислялась также функция I(r),
определяемая формулой (3). Величина Nr в расчетах равнялась 101. Результаты
вычисления функции f(r, ωi) и I(r) представлены в графическом виде на рис. 1.
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(a) (b)

(c) (d)

Рис. 1. Результаты численного эксперимента: (a) – значения функции
f(r, ω1) в узлах сетки, покрывающей квадрат D′ (прямая видимость);
(b) – значения индикатора I(r) при ϕ = 90◦; (c) – значения индикатора
I(r) при ϕ = 60◦; (d) – значения индикатора I(r) при ϕ = 45◦;

Из рисунков видно, что с уменьшением угла ϕi качество реконструкции границ
включений ухудшается. Это происходит потому что с уменьшением ϕi увеличивает-
ся расстояние от включений G3, G4 до квадрата D′. В целом, предлагаемый метод
локации годится лишь для сред сравнительно небольшой оптической толщины.
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В работе рассматривается декларативное представление методов числен-
ного решения задач математического моделирования и алгоритм поиска
применимого метода решения по данному декларативному представлению.
Предлагаемый подход декларативного описания метода решения использу-
ется в программной системе численного моделирования для параллельных
вычислительных систем с расширяемым множеством методов решения.

Введение

Моделирование в современном мире применяется для широкого круга задач. На
математической модели основывается компьютерная модель, представляющая фи-
зический процесс. Компьютерное моделирование реальных процессов требует боль-
шого объема вычислений, таким образом, проблема ускорения вычисления является
актуальной[1]. Использование параллельных вычислений является единственным
способом повышения мощности вычислительной системы. В работе [2] предложе-
на концепция системы численного моделирования для параллельных вычислитель-
ных систем с расширяемым множеством методов решения. Ядром системы является
языковой транслятор, переводящий высокоуровневую модель в код на языке про-
граммирования низкого уровня для параллельной вычислительной системы. Про-
цесс трансляции осуществляется в три этапа: лексический и синтаксический анализ
модели; анализ задачи; генерация низкоуровневого кода для параллельной вычис-
лительной системы.
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Декларативное представление метода
численного решения задачи

На этапе анализа происходит переход от спецификации задачи к численной схе-
ме решения задачи. Для сопоставления задаче метода ее решения применяется ме-
ханизм преобразований. Преобразование – это декларативное представление метода
решения задачи. Задача преобразования – поставить в соответствие задаче наиболее
эффективный метод её решения. Преобразование состоит из контекстного условия
и набора трансформаций (к одной задаче может быть применим более чем один
метод решения, каждому методу соответствует своя трансформация). Контекстное
условие представляет собой схему задачи. Трансформация представляет собой схе-
му решения задачи. КУ состоит из шаблона задачи и дополнительных условий.
Шаблон задачи определяет общую структуру задачи, к которой может быть приме-
нено данное преобразование. Шаблон задачи задается в виде непустого множества
формул. Применимость метода решения не всегда следует только из структуры за-
дачи – может потребоваться дополнительный анализ свойств задачи. Поэтому круг
решаемых задач ограничивают также дополнительные условия. Дополнительные
условия задаются в виде множества формул, истинность их конъюнкции вкупе с
соответствием шаблона задачи обуславливает применимость преобразования. Зада-
ние трансформации состоит в задании функции эффективности трансформации и
схемы решения. Результатом функции эффективности является вещественное поло-
жительное число; результат зависит от свойств решаемой задачи. Функция эффек-
тивности используется для выбора трансформации из набора – чем больше значение
функции для конкретной задачи, тем эффективней связанная с ней схема. Схема
решения представляет собой запись численной схемы решения задачи на абстракт-
ном языке параллельного программирования, который с одной стороны, является
достаточно простым, чтобы обеспечить эффективную трансляция на любой язык
программирования для параллельной вычислительной системы, и, с другой сторо-
ны, обеспечивает достаточный набор средств для выражения любой параллельной
численной схемы. Множество абстрактных имен функции эффективности и схемы
решения должно быть подмножеством абстрактных имен контекстного условия для
обеспечения применимости интерпретации контекстного условия к трансформации.
Расширяемое множество методов решения в системе обеспечивается за счет наличия
банка преобразований. Во время этапа анализа задачи происходит поиск и интерпре-
тация применимого преобразования из банка преобразований, то есть выбор приме-
нимого преобразования и составление численной схемы решения из преобразования
и спецификации задачи.

Поиск применимого метода решения

Выбор применимого преобразования из банка преобразований является задачей
перебора – контекстное условие каждого преобразования из банка должно быть ин-
терпретировано и сравнено со спецификацией задачи. Если сравнение после интер-
претации успешно, тогда преобразование применимо. Интерпретация и сравнение
производятся с использованием помеченных деревьев разбора спецификации зада-
чи и контекстного условия. Разметка дерева содержит информацию о зависимостях
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между именами объектов. Например, выражение (2 ∗ t+ x) это анонимный объект,
зависящий от имен t и x; выражение y(t) это именованный объект, зависящий от
t. Структура зависимостей должна быть сохранена при поиске подстановки из про-
странства имен контекстного условия в пространство имен спецификации задачи.
Алгоритм интерпретации и сравнения контекстного условия: Входом алгоритма яв-
ляется размеченное дерево разбора контекстного условия (обозначим через treeCC),
размеченное дерево разбора спецификации задачи (обозначим через treePS). Выхо-
дом алгоритма является подстановка из пространства имен контекстного условия в
пространство имен спецификации задачи (то есть интерпретация контекстного усло-
вия). Описание шагов алгоритма: 1 – Найти поддерево дерева treePS (обозначим
через R), такое что: 1) корень входит в состав R; 2) если нетерминальный узел при-
надлежит R, то все соседние узлы принадлежат R; 3) структура R соответствует
treeCC. 2 – Найти все возможные подстановки из множества имен КУ во множе-
ство имен формулы. Обозначим через P множество всех возможных подстановок.
3 – Взять подстановку p из P и сравнить treePS с treeCC после применения под-
становки p. Если деревья совпадают, то алгоритм завершился успешно, p – выход
алгоритма. 4 – Если в P больше нет элементов, то алгоритм завершился не успешно.
Шаг 2 алгоритма может быть сведен к задаче поиска изоморфизма графа (задача
относится к классу NP). Множество имен спецификации задачи вместе с зависимо-
стями представляют собой ориентированный граф (имена – вершины, зависимости
между именами - дуги). Граф-изоморфизм с вершинами - именами из контекстного
условия – представляет собой подстановку из множества имен контекстного условия
во множество имен спецификации задачи. Как только интерпретация контекстно-
го условия найдена, возможен переход к схеме решения задачи. Это осуществля-
ется путем применения найденной подстановки имен к одной из трансформаций
преобразования. По найденной схеме решение производится генерация низкоуров-
невого кода для параллельной вычислительной системы. В качестве целевых ин-
терфейсов для параллельной реализации предлагается применять стандарты MPI
(MessagePassingInterface) и OpenCL (OpenComputingLanguage). Это позволит эф-
фективно использовать ресурсы как традиционных кластерных систем (MPI), так
и ресурсы графических ускорителей (OpenCL), абстрагируясь от деталей каждой
отдельно взятой архитектуры.
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Рассматриваются задачи управления для двумерной модели электромаг-
нитного поля, описывающей рассеяние электромагнитных волн в неограни-
ченной однородной среде, содержащей проницаемое диэлектрическое пре-
пятствие с частично покрытой (в целях маскировки) границей. Роль управ-
ления играет функция, входящия в импедансное граничное условие на гра-
нице. Доказывается разрешимость как исходной задачи сопряжения для
двумерного уравнения Гельмгольца, так и задач управления. Выводятся
системы оптимальности, описывающие необходимые условия экстремума.

Введение

В настоящее время актуальными являются задачи, связанные с маскировкой
материальных тел от электромагнитной и акустической локации. Начиная с пио-
нерской работы J. Pendry et al. [1], разработке теоретических и численных методов
решения указанных задач посвящено большое количество работ. Отметим среди
них работу [2], в которой эффект маскировки достигается за счет выбора парамет-
ров среды, заполняющей маскировочную оболочку, путем решения соответствую-
щей обратной задачи для уравнений Максвелла или модели акустики. Необходимым
условием существования маскировочных оболочек является анизотропия среды, за-
полняющей данную оболочку. Техническая реализация такого метода маскировки
связана со значительными техническими трудностями. Можно предложить несколь-
ко способов преодоления этих трудностей. Первый способ состоит в аппроксимации
точных решений рассматриваемой задачи маскировки приближенными решениями,
которые допускают относительно простую техническую реализацию. Еще один спо-
соб состоит в использовании альтернативного метода маскировки материальных
объектов, основанного на покрытии их специальными материалами. В частности,
объекты, представляющие собой идеальные проводники, покрывают тонким слоем
высокопоглощающего вещества, тогда как диэлектрики, наоборот, покрывают тон-
ким слоем высокопроводящего вещества. Математически внесение такого покрытия
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моделируется введением так называемого импедансного граничного условия, связы-
вающего между собой электрическое и магнитное поля через граничный коэффици-
ент, называемый поверхностным импедансом либо поверхностной проводимостью.
В случае, когда объект имеет неизменную форму, задача его маскировки сводится к
выбору параметров покрытия, обеспечивающих выполнение определенных свойств
для рассеянных волн, возникающих при падении на объект первичных электромаг-
нитных волн. В математическом плане эта задача сводится к решению обратной
экстремальной задачи, где роль управления играет поверхностная проводимость
покрытой части границы, а в качестве функционального ограничения выступает
используемая модель рассеяния электромагнитных волн, рассматриваемая при им-
педансном граничном условии. Именно эта задача рассматривается в данной работе
для двумерной модели, описывающей рассеяние электромагнитных волн в неогра-
ниченной однородной среде, содержащей анизотропное приницаемое препятствие
с покрытой границей. Для акустических волн обоснование физической подоплеки
данного подхода можно найти в [3]. Близкая задача управления импедансом в слу-
чае внешней краевой задачи для 2-D уравнения Гельмгольца рассмотрена в [4]. Для
электромагнитных волн задачи управления импедансом для трехмерных уравнений
Максвелла, рассматриваемых в ограниченной области, изучены в [5, 6].

1. Разрешимость исходной задачи сопряжения

1.1. Формулировка задачи

Пусть Ω — ограниченная область в R2 со связным дополнением Ωc = R2\Ω и
границей Γ. Задача рассеяния электромагнитных волн в однородной среде, содержа-
щей неоднородное проницаемое диэлектрическое препятствие цилиндрической фор-
мы бесконечной длины с сечением Ω и покрытой (в целях маскировки) границей в
случае, когда падающая волна распространяется в направлении, перпендикулярном
оси цилиндра, а магнитное поле поляризовано в этом направлении (E-поляризация),
сводится к нахождению функций v в Ω и u = uinc +us в Ωc, удовлетворяющих урав-
нениям

∆v + k2δ(x)v = 0 в Ω, ∆u+ k2u = 0 в Ωc, (1)

v − u = 0,
∂v

∂n
− ∂u

∂n
= iη(x)u на Γ, (2)

lim
r→∞

√
r(
∂us

∂r
− ikus) = 0 где r = |x|. (3)

Здесь uinc — падающая волна, us — рассеянная волна, η — поверхностная прово-
димость на границе Γ, k — волновое число, δ(x) — индекс рефракции диэлектри-
ческого препятствия Ω, i — мнимая единица, n — единичный вектор внешней по
отношению к Ω нормали к границе Γ, ∂v

∂n — нормальная производная функции v

на Γ. Второе уравнение в (2) имеет смысл модифицированного условия Леонтовича
для E-поляризованных электромагнитных волн. (4) — условие излучения Зоммер-
фельда в двумерном случае.
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1.2. Функциональные пространства

Будем предполагать ниже, что выполняются следующие условия: (i) Ω — огра-
ниченная область в R2 со связным дополнением Ωc и с границей Γ ∈ C0,1. Пусть BR
— круг радиуса R, содержащий Ω. ΓR — граница этого круга. Положим Ωe = Ωc∩BR.
Ясно, что Ωe — ограниченная область в R2 с границей ∂Ωe = Γ ∪ ΓR. Поскольку
Γ является одновременно границей области Ω и частью границы ∂Ωe = Γ ∪ ΓR

области Ωe, будем использовать два оператора следа на Γ: “внутренний” оператор
следа γi|Γ : H1(Ω) → H1/2(Γ) и “внешний” γe|Γ : H1(Ωe) → H1/2(Γ). Будем исполь-
зовать пространства H1(Ω), H1(Ωe), H1/2(Γ), H1/2(ΓR) с нормами ‖ · ‖1,Ω, ‖ · ‖1,Ωe ,
‖ · ‖1/2,Γ, ‖ · ‖1/2,ΓR соответственно. Для описания проводимости η введем простран-
ства L∞η0

(Γ) = {η ∈ L∞(Γ) : η(x) > η0} и Hs
η0

(Γ) = {η ∈ Hs(Γ) : η(x) > η0},
η0 = const > 0, s > 0. Также наряду с пространством H1(Ω) будем рассматривать
его подпространство H1(∆,Ω) = {v : v ∈ H1(Ω), ∆v ∈ L2(Ω)}, наделенное нормой
‖v‖2H1(∆,Ω) = ‖v‖21,Ω + ‖∆v‖2Ω. Хорошо известно (см. [7, c.31]), что для любой функ-
ции u ∈ H1(∆,Ω) существует первый след γ1v ≡ ∂v

∂n |Γ ∈ H
−1/2(Γ). Точно так же для

любой функции u ∈ H1(∆,Ωe) существует первый след γ1u ≡ ∂u
∂n |∂Ωe ∈ H−1/2(∂Ωe)

и его сужения ∂u
∂n |Γ ∈ H

−1/2(Γ) и ∂u
∂n |ΓR ∈ H

−1/2(ΓR). Введем пространство Hinc ≡
Hinc(Ωe) = {v ∈ H1(Ωe) : ∆v + k2v = 0 в D′(Ωe)}, служащее для описания падаю-
щих волн. Ясно, что Hinc ⊂ H1(∆,Ωe). Следовательно, для любой падающей волны
uinc ∈ Hinc существует след (нормальная компонента) ∂uinc

∂n |ΓR ∈ H
−1/2(ΓR). Введем

гильбертово пространство V = H1(Ω) × H1(Ωe) с нормой |[U ]|2 = ‖v‖21,Ω + ‖u‖21,Ωe
Для произвольной пары функций p ∈ H1(Ω), pe ∈ H1(Ωe) положим P = (p, pe) ∈ V .
Рассмотрим оператор “скачка” γe : V → H1/2(Γe) через границу Γe формулой
γeP = [P ]|Γe ≡ pe|Γe−p|Γe для P ≡ (p, pe) ∈ V . Введем также ядро X = Kerγ ≡ {P =

(p, pe) ∈ V : γP ≡ pe|Γ − p|Γ = 0}. Так как оператор γ : V → H1/2(Γ) непрерывен
в силу условия Γ ∈ C0,1, то ядро X само является гильбертовым пространством по
норме ‖ · ‖X ≡ |[·]|.

1.3. Разрешимость краевой задачи и оценки решений

Введем отображение Дирихле–Неймана T : H1/2(ΓR) → H−1/2(ΓR), которое
ставит в соответствие каждой функции g ∈ H1/2(ΓR) функцию ∂ũ

∂n ∈ H−1/2(ΓR),
где ũ — решение внешней задачи Дирихле для уравнения Гельмгольца ∆ũ+ k2ũ =

0 в Ωc\BR с условием ũ|ΓR = g . Известно, что T ∈ L(H1/2(ΓR), H−1/2(ΓR)), (см.,
например, [8]). Задача (1)–(4), рассматриваемая на всей плоскости R2, эквивалентна
задаче (1)–(2), рассматриваемой в круге BR при следующем граничном условии для
рассеянного поля us на ΓR:

∂us

∂n
= Tus на ΓR. (4)

Умножим уравнения (1) на произвольную тестовую функцию Φ ∈ X, проинтегри-
руем, применим формулы Грина и сложим два уравнения. С учетом граничных
условий (2), (4) запишем результат в виде

aη(U,Φ) ≡ a0(U,Φ)− aη(U,Φ)− aδ(U,Φ) = 〈f,Φ〉 ∀Φ ∈ X. (5)
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Здесь U = (u, v) ∈ X. a0, aη, aδ и f — полуторалинейные и антилинейная формы,
определяемые формулами

a0(U,Φ) =

∫
Ω

∇Φ · ∇Udx+

∫
Ωe

(
∇Φ · ∇U − k2ΦU

)
dx−

∫
ΓR

ΦTUdσ,

aη(U,Φ) = i(ηU,Φ)Γ ≡ i
∫
Γ

ηΦUdσ, aδ(U,Φ) = k2(δU,Φ) ≡ k2

∫
Ω

δΦUdx,

〈f,Φ〉 = −
∫

ΓR

ΦTuincdσ +

∫
ΓR

Φ
∂uinc

∂n
dσ.

(6)

Решение U ∈ X задачи (6) назовем слабым решением задачи 1. Используя свойства
оператора T , теорему о следах и теоремы вложения можно показать, что к зада-
че (6) применима альтернатива Фредгольма. С её помощью может быть доказана
следующая теорема.

Теорема 1. Пусть при выполнении условий (i), δ ∈ L∞+ (Ω), η ∈ K ⊂ L∞η0
, где K —

произвольное непустое ограниченное множество, где η0 > 0. Тогда для любого па-
дающего поля uinc ∈ Hinc задача (6) имеет единственное решение Uλ ∈ X, которое
удовлетворяет следующей оценке с константой C0, не зависящей от η.

‖Uλ‖X 6 C0‖uinc‖1,Ωe ∀η ∈ K. (7)

2. Постановка и исследование задачи
управления

Задача управления заключаются в минимизации определенного функционала
качества, зависящего от состояния (волнового поля U) и неизвестной функции (управ-
ления), удовлетворяющей уравнениям состояния, имеющим вид слабой формули-
ровки (6) задачи 1. В качестве управления выступает проводимость η, а в качестве
функционала качества выберем один из следующих:

I1(U) = ‖U − ud‖2Q =

∫
Q

|U − ud|2dx, I2(U) = ‖U − ud‖2Γr =

∫
Γr

|U − ud|2dσ. (8)

Здесь Q ⊂ Ωe — подобласть области Ωe, Γr — граница круга Br радиуса r < R

такого, что Ω ⊂ Br, функция ud моделирует заданное волновое поле в области Q

или на Γr. В частном случае, когда ud = uinc, функционал I1 (либо I2) имеет смысл
квадрата средне-квадратичной интегральной нормы рассеяного поля us по Q (либо
по ΓR).

2.1. Разрешимость задачи управления

Положим J(U, η) = (α0/2)I(U) + (α1/2)‖η‖2s,Γ. Будем предполагать, что выпол-
няются следующие условия: (j) Γ ∈ C1,1; α0 > 0; K ⊂ Hs

η0
(Γ) — непустое выпуклое

замкнутое множество, где s > 1/2, η0 > 0. Введем оператор G : X ×K ×Hinc → X∗

формулой 〈G(U, η, uinc),Φ〉 = a0(U,Φ) − i(ηU,Φ)Γ − (δU,Φ)Ω − 〈f,Φ〉 и перепишем
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слабую формулировку (6) задачи 1 в виде уравнения G(U, η, uinc) = 0. Рассмотрим
следующую задачу условной минимизации:

J(U, η) =
α0

2
I(U) +

α1

2
‖η‖2s,Γ → inf, G(U, η, uinc) = 0, (U, η) ∈ X ×K. (9)

Здесь I : X → R — слабо полунепрерывный снизу функционал качества. Обозначим
через Zad = Zad(u

inc) = {(U, η) ∈ X ×K : G(U, η, uinc) = 0, J(U, η) < ∞} множество
допустимых пар для задачи (10). Справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть при выполнении условий (i), (j), uinc ∈ Hinc, Zad — непустое
множество, и пусть α0 > 0;α1 > 0, K — ограниченное множество, либо α1 > 0.
Тогда задача (10) имеет по крайней мере одно решение (U, η) ∈ X ×K при I = Ik,
k = 1, 2.

2.2. Вывод системы оптимальности

Дальнейшее исследование задачи управления (10) состоит в установлении до-
статочных условий на исходные данные, обеспечивающих единственность и устой-
чивость ее решения. Для этого будем использовать, подход, разработанный в [9, 10]
для уравнений магнитной гидродинамики. Он основан на выводе и анализе системы
оптимальности, описывающей необходимые условия экстремума для задачи (10). В
результате получим следующую теорему.

Теорема 3. Пусть при выполнении условий (i), (j) пара (Û , η̂) ∈ X × K явля-
ется решением задачи (10), причем функционал I непрерывно дифференцируем по
U в точке Û . Тогда существует единственный ненулевой множитель Лагранжа
P ∈ X, который удовлетворяет комплексному уравнению Эйлера-Лагранжа (11),
а также справедлив принцип минимума, эквивалентный вариационному неравен-
ству (12).

a0(Ψ, P )− a(δΨ, P )− i(η̂Ψ, P )Γ = −α0

2
〈I ′U (Û),Ψ〉 ∀Ψ ∈ X. (10)

α1(η̂, η − η̂)s,Γ − Re[i((η − η̂)Û , P )Γ] > 0 ∀η ∈ K. (11)

Прямая задача (6), тождество (11), имеющее смысл сопряженной задачи для со-
пряженного состояния P ∈ X, и вариационное неравенство (12) образуют систему
оптимальности для задачи управления (10), описывающую необходимые условия
экстремума.

Заключение

В работе была получена система оптимальности, которую можно использовать
для исследования единственности и устойчивости решений конкретных экстремаль-
ных задач, а также при разработке численного алгоритма решения поставленной
экстремальной задачи и для исследования его сходимости. Простейший алгоритм
получается, если для нахождения решения системы оптимальности применить ме-
тод простой итерации. В результате получим итерационный алгоритм, n-я итерация
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которого состоит в нахождении величин Un, Pn и ηn+1 при заданном ηn путем по-
следовательного решения следующих задач:

a0(Un,Φ)− aηn(Un,Φ)− aδ(Un,Φ) = 〈f,Φ〉 ∀Φ ∈ X,
a0(Ψ, Pn)− a(δΨ, Pn)− i(ηnΨ, Pn)Γ = −α0

2 〈I
′
U (Un),Ψ〉 ∀Ψ ∈ X,

α1(ηn+1, η − ηn+1)s,Γ − Re[i((η − ηn+1)Un, Pn)Γ] > 0 ∀η ∈ K,

Исследованию единственности и устойчивости экстремальных задач, построению
численных алгоритмов, исследованию их сходимости и анализу численных экспери-
ментов будет посвящены дальнейшие исследования автора.
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Доказывается глобальная разрешимость краевой задачи для стационарных
уравнений магнитной гидродинамики вязкой несжимаемой жидкости, рас-
сматриваемых при неоднородном условии Дирихле для скорости и смешан-
ных граничных условиях для магнитного поля.

Введение

Сравнительный анализ инженерной и математической литературы по электро-
магнетизму показывает, что математические результаты не всегда соответствуют
требованиям технических приложений. Например, при моделировании реальных
электромагнитных устройств один из смежных фрагментов устройства может быть
диэлектриком, а другой – идеальным проводником. Это приводит к необходимо-
сти постановки смешанных граничных условий для магнитного или электрического
поля (см. [1]), а в математической литературе обычно избегают их рассмотрения.
В [1] впервые доказана разрешимость задач магнитостатики при смешанных гра-
ничных условиях для магнитного поля, когда на одной части границы задается
нормальная компонента магнитного поля, на другой – тангенциальная компонен-
та. Однородные условия такого вида как раз и описывают ситуацию, когда один
участок границы – идеальный проводник, а другой – идеальный диэлектрик. При
этом не предполагалось, что открытые участки границы с разными граничными
условиями, в свою очередь, не могут иметь общую границу. Таких упрощающих
предположений нет и в данной работе. Так же в [1] исследованы аналогичные за-
дачи электростатики. При изучении задач магнитной гидродинамики (МГД) при
смешанных граничных условиях для магнитного поля мы существенно используем
результаты [1] о компактности вложений соболевских пространств и вытекающие из
них обобщенные неравенства коэрцитивности, а так же ортогональные разложения
пространства L2(Ω), обобщающие результаты [4] и [5] на случай более реалистич-
ных предположений. С их помощью в данной работе получены новые априорные
оценки и обоснована корректность используемых слабых формулировок. Перейдем
к постановке краевой задачи.
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1. Постановка начально-краевой задачи

В ограниченной области Ω пространства R3 с границей Γ, состоящей из двух
частей Γ1 и Γ2, рассматривается следующая краевая задача для стационарных урав-
нений магнитной гидродинамики:

ν∆u + (u · ∇)u +∇p− κ rot H×H = f , divu = 0 в Ω, (1)

ν1rotH− ρ−1
0 E + κH× u = ν1j, divH = 0, rotE = 0 в Ω, (2)

u = g на Γ, H · n|Γ1 = 0, H× n|Γ2 = 0, E× n|Γ1 = 0. (3)

Здесь Ω – ограниченная область в R3 с границей Γ, u,H, E – векторы скорости и
напряженностей магнитного и электрического полей, p = P/ρ0, где P – давление,
ρ0 = const – плотность, κ = µ/ρ0, ν1 = 1/ρ0σ, ν и σ – постоянные коэффициен-
ты вязкости и проводимости, µ – магнитная проницаемость, j – вектор плотности
сторонних токов, g – определенная на Γ функция. Ниже на задачу (1)–(1) при задан-
ных функциях f , j,g будем ссылаться как на задачу 1. Все величины, входящие в
(1)–(1), считаются размерными, причем уравнения модели записаны в системе СИ.
Физически граничные условия (1) отвечают ситуации, когда участок Γ1 границы
Γ является идеальным проводником, а участок Γ2 ⊂ Γ – идеальный диэлектрик.
Насколько известно авторам, уравнения МГД ранее не рассматривались при гра-
ничных условиях (1). Отметим что некоторые из изученных ранее краевых задач
являются частными случаями задачи 1. Например, в статьях [6, 7] доказана глобаль-
ная разрешимость стационарных уравнений МГД в случае, когда на всей границе
задается нормальная компонента магнитного поля и тангенциальная компонента
электрического поля. В [8] аналогичные результаты получены при задании танген-
циальной компоненты магнитного поля на всей границе. Указанные краевые задачи
рассматривались при условии Дирихле для скорости и к ним можно прийти, полагая
поочередно Γ1=∅ и Γ2=∅. В [9, 10] исследованы стационарные уравнения МГД при
смешанных граничных условиях для скорости. Так же отметим постановку не стан-
дартных граничных условий для магнитного поля в работе [11]. Основной целью
нашей статьи является доказательство глобальной разрешимости задачи 1.

2. Функциональные пространства и результаты

Как и в [6], будем использовать пространства Соболева Hs(D), s ∈ R, H0(D) ≡
L2(D), где D обозначает область Ω или ее подмножество Q либо границу Γ. Соот-
ветствующие пространства вектор-функций будем обозначать через Hs(D) и L2(D).
Нормы и скалярные произведения в пространствах Hs(Q), Hs(Γ) и их векторных
аналогах будем обозначать через ‖·‖s,Q, ‖·‖s,Γ и (·, ·)s,Q, (·, ·)s,Γ. Скалярные произве-
дения и нормы в L2(Q) и L2(Q) либо в L2(Γ) и L2(Γ) будем обозначать через (·, ·)Q
и ‖ · ‖Q либо (·, ·)Γ и ‖ · ‖Γ. При Q = Ω полагаем ‖ · ‖Q = ‖ · ‖, (·, ·)Q = (·, ·). Через
‖ · ‖1 и | · |1 будем обозначать норму и полунорму в H1(Ω) и H1(Ω). Будем исполь-
зовать пространства следов H1/2(Γ) и H1/2(Γ0) функций из H1(Ω), где Γ0 – часть
границы Γ. Наряду с пространством H1/2(Γ0) будем использовать его подпростран-
ство H1/2

0 (Γ0), состоящее из тех и только тех функций v ∈ H1/2(Γ0), для которых
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продолжение нулем на всю границу Γ принадлежит пространству H1/2(Γ). Через
Hs(Γ,Γ0) обозначим подпространство функций из Hs(Γ), состоящее из функций
v ∈ Hs(Γ), равных нулю на Γ0. Отношение двойственности между пространством X
и двойственным X∗ будем обозначать через 〈·, ·〉X∗×X либо просто 〈·, ·〉. Будем пред-
полагать, что выполняются условия (i) Ω – конечносвязная ограниченная область
в пространстве R3 с границей Γ ∈ C1,1, причем открытые участки Γ1 и Γ2 грани-
цы Γ удовлетворяют условиям: Γ1,Γ2 ∈ C1,1, Γ1 ∩ Γ2 = ∅, Γ = Γ1 ∪ Γ2; Γ1 = ∪ni=1Γi,
Γ2 = ∪mj=1Γj . (ii) Ω – конечно-связная область в R3: и существуют непересекающиеся
многообразия (“разрезы”) Σi ∈ C2, i = 1, 2, ..., N такие, что область Ω̃ = Ω\

⋃N
i=1 Σi

односвязна и липшицева. Пусть D(Ω) - пространство бесконечно дифференцируе-
мых финитных в Ω функций, H1

0 (Ω) = пополнение D(Ω) в H1(Ω), H1
0(Ω) = H1

0 (Ω)d,
V = {v ∈ H1

0(Ω) : divv = 0}, H−1(Ω) = H1
0(Ω)∗, L2

0(Ω) = {p ∈ L2(Ω) : (p, 1) = 0}.
В дополнение к введенным выше пространствам будем использовать пространства
H(rot,Ω) = {v ∈ L2(Ω) : rot v ∈ L2(Ω)}, а также подпространства H1

T (Ω) ⊂ H1(Ω)

и H
1/2
T (Γ) ⊂ H1/2(Γ), состоящие из тангенциальных на Γ векторов из пространств

H1(Ω) и H1/2(Γ) соответственно, и двойственные пространства H−1(Ω) = H1
0(Ω)∗,

H
1/2
T (Γ)∗. Как и в [1], введем следующие (конечномерные) пространства:

H(T,N)={h ∈ L2(Ω) : divh = 0, roth = 0 в Ω, h · n|Γ1 = 0, h× n|Γ2 = 0},
H(N,T )={h ∈ L2(Ω) : divh = 0, roth = 0 в Ω, h× n|Γ1 = 0, h · n|Γ2 = 0}.

Положим

VT,N = {v ∈ H1(Ω) : div v = 0 в Ω, v · n|Γ1 = 0, v × n|Γ2 = 0} ∩ H(T,N)⊥.

Пусть в дополнение к (i), (ii) выполняются условия: (iii) Γ ∈ C2, Γ1,Γ2 ∈ C2. Одним
из основных результатов является Лемма 2.1. При выполнении условий (i)–(iii)
существует константа δ1, зависящая от Ω и Γ1, с которой выполняется неравен-
ство

‖rot Ψ‖2 > δ1‖Ψ‖21 ∀Ψ ∈ VT,N . (4)

Пусть в дополнение к условиям (i)–(iii) выполняются условия (iv) f ∈ H−1(Ω), (v ′)
j ∈ L2(Ω). Умножим первое уравнение в (1) на v ∈ H1

0(Ω), проинтегрируем по Ω и
применим формулы Грина. Получим

ν(∇u,∇v) + ((u · ∇)u,v)− κ(rot H×H,v)− (div v, p) = 〈f ,v〉 ∀v ∈ H1
0(Ω), (5)

Точно так же умножим первое уравнение в (11) на rot Ψ, где Ψ ∈ VT,N , и проинте-
грируем по области Ω. Учитывая в силу формулы Грина и условия E× n = 0 на
Γ1, что

(E, rotΨ) = 〈E× n,Ψ〉Γ1 = 0 ∀Ψ ∈ VT,N ,

приходим к тождеству

ν1(rot H, rot Ψ) + κ(rot Ψ×H,u) = ν1(j, rot Ψ) ∀Ψ ∈ VT,N . (6)

Складывая (5) и (6), получаем

ν(∇u,∇v) + ν1(rot H, rot Ψ) + ((u · ∇)u,v)− (div v, r) + κ(rot Ψ×H,u)−

−κ(rot H×H,v) = 〈f ,v〉+ ν1(j, rot Ψ) ∀(v,Ψ) ∈ H1
0(Ω)×VT,N , (7)

div u = 0 в Ω, u = g на Γ. (8)
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В результате пришли к слабой формулировке задачи 1. Она заключается в нахож-
дении тройки (u,H, p) ∈ H1(Ω) × VT,N × L2

0(Ω) из (7), (8). Отметим, что при вы-
полнении условий (i)–(iii) не удается доказать разрешимость задачи (9) без допол-
нительных условий на исходные данные. А именно, вместо (v ′) пусть выполняется
более жесткое условие (v) j ∈ rot VT,N . Для вектора скорости достаточно потре-
бовать (vi) g ∈ H

1/2
T (Γ) : g|Γ1 = 0. Рассматривая сужение (7) на подпространство

V0T ≡ V ×VT,N , заключаем, что пара (u,H) удовлетворяет тождеству

ν(∇u,∇v) + ν1(rot H, rot Ψ) + ((u · ∇)u,v) + κ[(rot Ψ×H,u)− (rot H×H,v)] =

= 〈f ,v〉+ ν1(j, rot Ψ) ∀(v,Ψ) ∈ V0T . (9)

Лемма 2.2. Пусть выполняются условия (i)-(vi) и пусть (u,H) ∈ H1(Ω)×VT,N

– решение задачи (8), (9). Тогда существуют такие функции p ∈ L2
0(Ω) и E ∈

H(rot,Ω), что E× n|Γ1 = 0, тройка (u,H, p) удовлетворяет тождеству (7), а
четверка (u,H, p,E) удовлетворяет уравнениям (11) почти всюду в Ω и уравнени-
ям (1) в следующем смысле:

−ν∆u + (u · ∇)u− κ rot H×H +∇p = f в (D′(Ω))3, divu = 0 в Ω. (10)

Теорема 2.1. При выполнении условий (i)–(vi) существует слабое решение зада-
чи 1 (u,H, p) ∈ H1(Ω)×VT,N × L2

0(Ω) и справедливы оценки

‖u‖1 6Mu, ‖H‖1 6MH, (11)

где Mu, MH – положительные неубывающие функции исходных данных задачи 1:
f , j и g. Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 13-01-00313-а
и 12-01-31288) и грантов ДВО РАН (проекты 12-I-П17-03 и 12-III-А-03-038).
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В работе рассматриваются подходы теории и численных методов для экстре-
мальных задач, используемые для решения задач регуляризации с недиф-
ференцируемыми стабилизирующими функционалами. Для возникающих
задач квадратичной оптимизации с линейными ограничениями использо-
ваны численные методы, в том числе параллельные, основанные на двой-
ственной постановке оптимизационной задачи и нелинейном методе Якоби.
Предлагаемый подход используется для решения некорректных задач регу-
ляризации большой размерности для интегрального уравнения Фредгольма
1 рода, которая в частности возникает в задаче восстановления гравитаци-
онного поля Земли в математической геофизике.

Введение

В работах Васина В.В., Агеева А.Л. [1, 2] рассматривается метод регуляризации
для решения некорректно поставленной задачи для операторного уравненияAu = f .
Классическая тихоновская регуляризация не всегда позволяет с приемлемым каче-
ством восстановить истинное решение, поскольку функционалы, содержащие норму
пространства Соболева, могут обладают сильным регуляризующим эффектом, что
приводит к заглаживанию тонкой структуры решения. Восстановление решений с
высокой степенью точности в частности требует мелкой сетки, что вызывает необ-
ходимость решать задачи большой размерности. Небольшие значения параметра
регуляризации вызывают неустойчивость численных методов решения возникаю-
щих задач оптимизации. Использование стабилизирующих функционалов другого
типа приводит к необходимости решать оптимизационные задачи с недифференци-
руемым функционалом, особенности поиска решений которых являются предметом
данной работы.
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1. Методы регуляризации и задачи
оптимизации

1.1. Регуляризация для уравнения Фредгольма
В качестве примеров использования данного подхода в работах [3, 4] рассмат-

ривалось интегральное уравнения Фредгольма
b∫
a

K(t, s)u(s) ds = y(t), для которого

возникает задача безусловной недифференцируемой оптимизации

min
{uj}

{ m∑
i=1

hm

[∣∣∣ n∑
j=1

hnK(ti, sj)uj − yi
∣∣∣+
( n∑
j=1

hnK(ti, sj)uj − yi
)2]

+ αhn

n∑
j=1

u2
j

}
. (1)

где hn, hm – шаги сетки, α – параметр регуляризации, здесь и далее для кратко-
сти обозначений uj = u(sj), yi = y(ti). Классическая тихоновская регуляризация
предполагает решение квадратичной задачи безусловной оптимизации

min
{uj}

{ m∑
i=1

hm

( n∑
j=1

hnK(ti, sj)uj − yi
)2

+ αhn

n∑
j=1

u2
j

}
. (2)

1.2. Задача условной оптимизации
В работах Васина В.В., Еремина И.И. [5, 6] использовались субградиентные,

проксимальные методы и методы решения систем неравенств с помощью проектив-
ных методов. Данные численные методы зачастую подвержены медленной скорости
сходимости, а для задач большой размерности эта проблема усиливается. С другой
стороны, альтернативой использования специальных методов негладкой оптимиза-
ции для решения задач (1)-(2) может служить их предварительное эквивалентное
преобразование к задачам квадратичной оптимизации с линейными ограничения-
ми, для которых существуют эффективные численные методы [7]. Для задачи (1)
возможно ее представление в виде:

min
{uj ,wi}

{
hm

m∑
i=1

wi + hm

m∑
i=1

w2
i + αhn

n∑
j=1

u2
j

}
с линейными ограничениями

wi >
n∑
j=1

hK(ti, sj)uj − yi, wi > −
( n∑
j=1

hK(ti, sj)uj − yi
)
.

Данный прием не является универсальным, а обусловлен наличием задачи именно
на минимум оптимизируемого функционала.

2. Двойственное представление задачи,
численные методы и алгоритмы

2.1. Двойственная постановка
Следуя [8], представим последнюю задачу, для краткости записанную в виде

min
x
{(1/2)x′Qx+c′x,Ax 6 b}, в двойственной постановке min

p
{(1/2)p′Dp+d′p, p > 0}.

Здесь D = AQ−1A′, d = b+AQ−1c и для оптимальных решений прямой и двойствен-
ной постановки задачи выполняется соотношение x∗ = −Q−1(c+A′p∗).
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2.2. Параллельный алгоритм
Идея параллельного алгоритма для решения двойственной задачи основана на

модификации нелинейного метода Якоби для задачи оптимизации, в котором на ша-
ге (s + 1) параллельно решается k одномерных квадратичных подзадач. Значение
k равно размерности двойственной переменной – вектора p. Подзадачи формируют-
ся, когда i принимает значения от 1 до k, и принимают вид min{(1/2)p(i)Dp(i) +

d′p(i), pi > 0}, где p(i) = (ps1, . . . , pi, . . . , p
s
k). Особенностью параллельного алгоритма

является то, что на шаге (s + 1) вектор ps+1 = (ps1, . . . , pi∗, . . . , p
s
k) определяется из

условия i∗ = argmin
i
{(1/2)p(i)Dp(i) + d′p(i)}.

2.3. Вычислительные эксперименты
Параллельный алгоритм для многопроцессорной вычислительной архитектуры

с распределенной памятью реализован на языке Matlab и Octave [9] с использо-
ванием библиотеки функций интерфейса передачи сообщений MPI в реализации
‘OpenMPI’ [10] и пакета ‘OpenMPI Extension for Octave’ [11]. Расчеты проводятся
на многопроцессорном вычислительном комплексе Центра коллективного пользова-
ния Дальневосточного отделения РАН во Владивостоке «Дальневосточный вычис-
лительный ресурс» [12]. В численных расчетах ядро K(t, s) уравнения Фредгольма
выбиралось в виде H

(t−s)2+H2 , где H = 10, что приводит к числу обусловленности для
матрицы с элементами K(ti, si) порядка 1016. Модельные решения были представле-
ны функцией u(s) = 10

4
√

2π
exp{− s2

32}+ 10√
2π

exp{− (s−4)2

2 } на отрезке [-10,10]. Значения
правой части уравнения Фредгольма y(t) брались не с использованием решения ин-
тегрального уравнения, а по аппроксимационной формуле для интеграла в узлах ti,
когда берутся значения u(sj) по истинной (наперед заданной) функции u(s) в узлах
сетки sj . Параметр регуляризации α выбирался равным 10−6. На рис. 1 показано
восстановление модельного решения с помощью решения рассматриваемой оптими-
зационной задачи, на рис. 2 – с помощью классической тихоновской регуляризации.
Величина «ускорения» Rn параллельного алгоритма определяется как отношение
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Рис. 1.
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Рис. 2.
времени выполнения алгоритма на одном процессоре к времени выполнения алго-
ритма на n параллельных процессорах. В соответствии с закона Амдала без учета
сетевых межпроцессорных обменов Rn = n

(n−1)a+1 , где a – доля непараллельного ко-
да алгоритма. При «идеальном» распараллелеливании процесса вычислений a = 0,
и тогда Rn = n [8]. Для рассматриваемого в данной работе параллельного алгорит-
ма на рис. 3 сплошной линией показан график фактического ускорения (speedup),
пунктирной линией – аппроксимация теоретической зависимости для Rn с оценкой
для доли непараллельного кода алгоритма a = 0, 04.
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параметров движения, определение пространственных характеристик

Введение

В современном мире очень часто появляются задачи автоматического слеже-
ния за местностью. Они относятся к классу задач компьютерного зрения. В этой
работе рассматривается проблема определения параметров движения объектов на
панорамных снимках акваторий, полученные стационарными поворотными каме-
рами. Для решения проблемы анализа снимков требовалось найти и разработать
алгоритмы, которые позволяют выяснить пространственные параметры движения
объектов, анализируя имеющуюся серию панорамных снимков. Целью работы стало
создание основанного на этих алгоритмах программного средства, которое анали-
зирует снимки местности, определяет движущиеся объекты и их характеристики:
расстояние до них, географические координаты, скорость и направление движения,
приблизительные размеры, а также строит горизонтальный снимок местности для
каждой фотографии камеры.

Рис. 1. Структура объектов предметной области

1. Анализ предметной области

В качестве ресурсов для разработки имеются панорамные снимки территорий
и акваторий, полученные стационарными поворотными камерами, подключенными
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к сетям передачи данных. В процессе анализа предметной области были выделены
следующие объекты: камера, объект на снимке, снимок и модель Земли. С помо-
щью языка онтологий были формализованы приведенные объекты и описана их
структура и связи.

2. Алгоритмы

Перед началом анализа изображения к нему применяется алгоритм бинариза-
ции. Используется адаптивная пороговая бинаризация, т.к. на снимках могут быть
различные тона в зависимости от погодных условий. Для выделения объектов на
снимках применяется алгоритм построения скелета объект [1]. Благодаря нахожде-
нию скелетов с помощью алгоритма восьми масок, скелеты объектов получаются
связными взвешенными графами. Это позволяет находить объект на разных сним-
ках, даже если он изменяет свое направление относительно предыдущего положе-
ния. Для определения расстояния до объекта используются коэффициенты прямого
линейного преобразования. С помощью них становится возможным соотносить ми-
ровые координаты и координаты изображения. Также для этого требуется знать
одну мировую координату точки на снимке, или высоту камеры [2, 3]. Необходи-
мо иметь данные об оптических характеристиках камеры: вертикальный и гори-
зонтальный углы обзора и фокусное расстояние. Для определения географических
координат объекта используется адаптированный метод Гельмерта [4]. Этот метод
по известным широте и долготе начальной точки, заданному азимуту и дистанции
до конечной точки находит ее широту и долготу. Система должна преобразовывать
наклонные снимки, которые создаются береговыми стационарными поворотными
камерами, в горизонтальные. В фотограмметрии это решается с помощью метода
трансформирования координат [5, с. 67].

3. Проектирование и реализация

3.1. Проект

Составлена архитектурно-контекстная диаграмма программного средства (рис.
2). Архитектурно-контекстная диаграмма представляет схему взаимодействия ком-
понентов системы между собой, а так же схему взаимодействия пользователя с си-
стемой.

3.2. Средства реализации

В качестве языка реализации выбран C++, так как C++ программы отлича-
ются высокой производительностью. Для разработки модуля анализа изображений
используется библиотека компьютерного зрения OpenCV 4.4. Она содержит сред-
ства для доступа к данным изображений, преобразования их в различные фор-
маты. Включая в себя большое множество различных операций преобразования
цифровых снимков библиотека исключает необходимость реализации многих функ-
ций, ускоряя разработку. так же преимуществом OpenCV является использование
оттестированных и оптимизированных функции обработки цифровых снимков. В
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качестве СУБД выбран MySQL 5.6. Причиной выбора стала поддержка MySQL
реляционной модели данных. Так как в базе данных не предполагается хранить
больших объемов информации, то MySQL полностью подходит для реализации дан-
ного программного средства. В результате была спроектирована система, которая
использует перечисленные методы для определения параметров движения объек-
тов на серии панорамных снимков. На реальных снимках опробованы алгоритмы
бинаризации, выделения и сравнения скелетов объектов.

Рис. 2. Архитектурно-контекстная диаграмма
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В работе моделируется взаимодействие фитопланктона и зоопланктона в
вертикальном столбе воды. Динамика сообщества рассматривается с учетом
активных перемещений популяции зоопланктона, обусловленных суточной
вертикальной миграцией и таксисом.

Введение

При моделировании взаимодействия планктонного сообщества необходимо учи-
тывать неоднородность распределения популяций по глубине. Перемещение особей
связано с пассивным движением, вызванным диффузией, а также активными пе-
ремещениями зоопланктона. Они могут быть обусловлены различными причинами,
среди которых суточные вертикальные миграции и таксис. Зоопланктон совершает
суточные перемещения, поднимаясь ночью к поверхности, а днем опускаясь на глу-
бину. Это связано с уходом в светлое время суток от хищников [1,2,3,4,5]. Таксис -
это активные перемещения хищника в направлении жертвы. В работе рассматрива-
ется взаимодействие популяций планктона под влиянием активных вертикальных
перемещений зоопланктона. Исследуется влияние суточных миграций и таксиса на
распределение популяций в вертикальном столбе воды и динамику их биомассы.

1. Описание модели

Рассмотрим модель взаимодействия фитопланктона (P) и зооплантона (Z) с
учетом биогенов (N) в верхнем перемешанном слое воды. Пассивные перемещения
компонентов описываются турбулентной диффузией с коэффициентами D1, D2, D3.
Активное движение зоопланктона по глубине представлено суточными миграция-
ми со скоростью v(t, x) и таксисом - ∂

∂x(w(t, x)Z ∂P
∂x ), который описывается в соот-

ветствии с предположением о пропорциональности скорости перемещения хищника
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градиенту плотности популяции жертв [6,7,8,]. Изменение плотности биомассы ком-
понент опишем системой дифференциальных уравнений типа "реакция-адвекция-
диффузия":

∂N
∂t = D1

∂2N
∂x2 +Q1(N0 −N1) + β(mPP +mZZ + γZ2)− µPN

KN+NP ;
∂P
∂t = D2

∂2P
∂x2 + µPN

KN+NP −
µZP
KP+P Z − (mP +Q2)P ;

∂Z
∂t = D2

∂2Z
∂x2 − v(t, x)∂Z∂x −

∂
∂x(w(t, x)Z ∂P

∂x )+

+ µZP
KP+P Z − γZ

2 − (mZ +Q3)Z.

(1)

Изменение концентрации биогенов в каждой точке области происходит за счет под-
тока и одтока вещества со скоростью Q1, реминерализации отмершей органики с ко-
эффициентом β и потребления фитопланктоном, описываемого функцией Михаэли-
са-Ментен с параметрами: µP - максимальная скорость роста фитопланктона иKN -
константа полунасыщения фитопланктона по биогенам. Увеличение биомассы фи-
топланктона происходит в процессе фотосинтеза при участии биогенов, а убыль - в
результате выедания зоопланктоном (функция Холлинга с параметрами: µZ - мак-
симальная скорость выедания зоопланктоном фитопланктона и KP - константа по-
лунасыщения зоопланктона), естественной смертности (mP - удельная смертность)
и вымывания из рассматриваемой области со скоростью Q2. Биомасса зоопланктона
растет за счет выедания фитопланктона и убывает из-за естественной смертности
(mZ - удельная смертность), выедания рыбами и другими организмами, не учтен-
ными в модели, а также внутривидовой конкуренции (с удельной скоростью γ) и
вымывания со скоростью Q3. В качестве пространственной области будем рассмат-
ривать отрезок [0,1].Граничные условия означают изолированность рассматривае-
мого трофического сообщества:

∂N

∂x
(t, 0) =

∂N

∂x
(t, 1) = 0,

∂P

∂x
(t, 0) =

∂P

∂x
(t, 1) = 0,

∂Z

∂x
(t, 0) =

∂Z

∂x
(t, 1) = 0.

2. Численные расчеты

Время измеряем в сутках, все моделируемые компоненты рассматриваются в
единицах азота:mmol N m−3. Исходя из литературных данных [9,10], определяются
значения основных параметров системы (1):

β = 0.2, α = 0.75, γ = 0.3,

KN = 0.5, KP = 1, mP = 0.08, mZ = 0.02,

Q1 = Q2 = Q3 = 0.01, N0 = 10,

µ̄P = 1, µZ = 0.5.

Неоднородность распределения фитопланктона по глубине учтем, определив коэф-
фициент роста как функцию глубины:

µP = µ̄P e
−δx.

Для численного решения задачи (1) использована неявная конечноразностная схема
второго порядка точности по x и первого по t. Полагаем, что зоопланктон находится
у поверхности первые 4 часа суток, затем в течение 8 часов опускается на глубину
и через 4 часа вновь в течение 8 часов поднимается к поверхности. Рассмотрим
следующие варианты поведения зоопланктона. Вариант 1. Таксис только ночью,
хищничество - весь день. Вариант 2. И таксис, и хищничество - только ночью.
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Рис. 1. Распределение зоопланктона: а), б) - вариант 1, в), г) - вариант 2

Вариант 1 демонстрирует периодический режим (рис. 1а), 1б)). Включение режима
питания лишь в ночные часы дестабилизирует систему (рис. 1в, 1г)). Колебания
биомассы зоопланктона непериодичны. Такой вариант питания вызывает колебания
и биомассы фитопланктона.

Заключение

Суточные миграции зоопланктона, а также таксис и режим питания могут
оказывать влияние как на саму популяцию, так и на сообщество фитопланкто-
на. Пространственные перемещения увеличивают популяцию зоопланктона, но со-
кращают популяцию фитопланктона. Работа поддержана грантом ДВО РАН по
программе "Информационные, управляющие и интеллектуальные технологии и си-
стемы"фундаментальных исследований Президиума РАН, проект № 12-I-П15-02,
и грантом ДВО РАН конкурса интеграционных проектов с СО РАН, проект №
12-II-CO-01M-010 ДВО РАН.
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Рассматривается задача идентификации объекта управления с нерегуляр-
ным измерением выхода, характеризуемым его переменной задержкой. Для
поиска зависимости между входными и выходной переменными объекта
управления используется импульсная характеристика. Проблема наличия
помех на выходе решается с помощью рекуррентного оценивания импульс-
ной характеристики.

Введение

На стадиях создания и эксплуатации систем управления по-прежнему актуаль-
на проблема построения эффективных моделей объектов технических, технологиче-
ских, экономических или социальных процессов [1]. В условиях неопределенности
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это связано с преодолением таких трудностей, как учет неизвестного времени запаз-
дывания входных сигналов, нерегулярность измерения выхода, отсутствие сведений
о структуре модели. Зачастую они препятствуют успешному применению регресси-
онного анализа [2-4], и приходится подбирать или разрабатывать методы, успешно
преодолевающие возникающие трудности. При решении задач стабилизации мно-
гомерных динамических объектов с запаздыванием (ректификационные колонны
установок первичной переработки нефти и др.), в которых число управляющих
воздействий и управляемых переменных может достигать нескольких десятков, на-
ходят широкое применение системы управления на основе прогнозирующих моде-
лей. Очевидно, что их эффективность напрямую зависит от качества применяемых
алгоритмов идентификации, которые должны обеспечивать минимальную ошибку
прогноза в условиях нерегулярных измерений выхода. В отличие от известных по-
становок задач идентификации приходится работать в условиях различных частот
квантования входных и выходных переменных. Это соответствует распространенной
реальной ситуации, когда выход объекта (например, показатель качества произво-
димого продукта технологического процесса) измеряется нерегулярно, а значения
других технологических переменных доступны на каждом такте управления. Кро-
ме того, могут быть неизвестны структура и параметры модели объекта. В докладе
обсуждается подход к решению задач идентификации систем управления с учетом
неопределенности структуры и параметров модели объекта, нерегулярности измере-
ний выхода для многомерных линейных динамических объектов с запаздыванием.

1. Постановка и анализ задачи

Рассматривается многомерный линейный динамический объект с запаздывани-
ем с неопределенными структурой и параметрами модели объекта, нерегулярным
измерением выхода. Пример доступных для измерения значений выхода приведен
на рис. 1. Ставится задача разработки алгоритма, обеспечивающего учет динамиче-
ских свойств объекта при нерегулярном измерении выхода. Для преодоления про-
блем, связанных с нерегулярностью измерений выхода, модель объекта может быть
найдена в виде конечной импульсной характеристики, а для учета зашумленности
входов и помех на выходе может использоваться рекуррентное оценивание импульс-
ной характеристики.

2. Определение импульсной характеристики

Непрерывная линейная стационарная система может быть описана с помощью
импульсной характеристики (импульсной переходной функции) h (τ) следующим
образом:

y (t) =

n∫
0

h (τ)u (t− τ) dτ, (1)

где u, y - входящее и выходящее воздействия системы, n - глубина модели, длина им-
пульсной характеристики. Глубина модели должна быть такой, чтобы импульсная
переходная функция приблизительно достигала устойчивого значения. Для дискрет-
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Рис. 1. Доступные для измерения значения выхода

ных систем уравнение (1) записывается в виде:

y (t) =
n∑
k=0

h (k)u (t− k) (2)

и предполагается, что
h (k) = 0 при k < 0,
∞∑
k=0

|h (k)| <∞,

lim
k→∞

h (k) = 0

При наличии шума уравнение (2) запишется в виде:

y (t) =

n∑
k=0

h (k)u (t− k) + v (t) (3)

Шум на выходе предполагается аддитивным, компоненты v (t) при различных из-
мерениях выхода независимы. В случае нескольких входов u1, u2, . . . , uN и одном
выходе уравнение (3) примет вид:

y (t) =

n1∑
k=0

h1 (k)u1 (t− k)+

n2∑
k=0

h2 (k)u2 (t− k)+ · · ·+
nN∑
k=0

hN (k)uN (t− k)+v (t) (4)

Без учета шума уравнение (4) запишем в виде:

y (t) =

n1∑
k=0

h1 (k)u1 (t− k) +

n2∑
k=0

h2 (k)u2 (t− k) + · · ·+
nN∑
k=0

hN (k)uN (t− k) (5)
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Обозначим за h = [h1 (0) , . . . , h1 (n1) , . . . , hN (0) , . . . , hN (nN )]T вектор, объединя-
ющий импульсные характеристики, вносящие вклад от каждого входного воздей-
ствия, за u = [u1 (t) , . . . , u1 (t− n1) , . . . , uN (t) , . . . , uN (t− nN )]T - вектор, объединя-
ющий соответствующие, из уравнения(5), h значения входных воздействий. Урав-
нение (5) перепишется в виде:

y = uTh (6)

Количество коэффициентов в векторе h равно
N∑
k=1

nk, соответственно, при наличии

N∑
k=1

nk измерений выхода y уравнение (6) можно записать в векторно-матричной

форме:
Y = Uh, (7)

где Y - вектор, содержащий измерения выхода y, а U - матрица, содержащая из-
меренные входы u, соответствующие определенному выходу y из (5). Из (7)можно
найти h :

h = U−1Y (8)

Полученные значения импульсных характеристик верны при отсутствии шумов,
но в реальных условиях такая ситуация встречается очень редко. Для преодоле-
ния проблемы зашумленности и более точной оценки импульсных характеристик
используется рекуррентное оценивание [5]. За начальное условие для рекуррент-
ного оценивания принимается значение h, полученное из (8). По последующим
измеренным значениям выхода yi = yi (t) и соответствующим ему входам ui =

[u1 (t) , . . . , u1 (t− n1) , . . . , uN (t) , . . . , uN (t− nN )]T , не участвовавшим в определе-
нии h из (8), получаем уравнение модели объекта в блочном виде [6]:[

Yi−1

yi

]
=

[
Ui−1

uTi

]
hi+1

и в итоге алгоритм рекуррентного оценивания имеет вид:

Pi =
(
UT
i−1Ui−1

)−1

,
Pi+1 = Pi −Piui

(
uTi Piui + 1

)−1
uTi P (9)

,
hi+1 = hi + Pi+1ui

(
yi − uTi hi

)
(10)

Формулы (9)-(10) позволяют вычислить новую оценку параметров hi+1, если за-
даны: a) предыдущие оценки параметров hi и оценки Pi; b) новая информация
об измерениях uTi , yi. На рис. 2 представлен результат применения описанного
алгоритма определения импульсной характеристики, смоделированной в системе
MATLAB. Для получения выборок входящих воздействий и выхода использовался
объект управления, описывающийся уравнением:

y =
0.1813

z − 0.1887
u1 +

1.984

z − 0.7165
u2

Помехи на выходе генерировались случайным образом из диапазона от 0 до 1. Глу-
бина модели для импульсных характеристик от обоих входов n = 40. В реальных
условиях глубина модели заранее неизвестна, но при выборе n больше реального
значения, значения импульсной характеристики вычисляются с той же точностью,
но с большими временными затратами на вычисления. Значения выхода, вычис-
ленного без использования рекуррентного оценивания, с помощью уравнения (8)
представлены на рис. 3.
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Рис. 2. Результат применения описанного алгоритма

Рис. 3. Значения выхода, вычисленного без
использования рекуррентного оценивания

Сборник материалов XXXVII Дальневосточной Математической Школы-Семинара
имени академика Е.В. Золотова, Владивосток, 8 – 14 сентября 2013 г.



57

Заключение

Предложенная процедура оценивания импульсной характеристики может быть
легко реализована в реальных условиях. В используемом алгоритме идентификации
отсутствует необходимость применять специальные тестовые сигналы, а достаточ-
но наличия результатов пассивного эксперимента. В дальнейшем планируется рас-
пространение предложенного алгоритма на случай влияния внешних неизмеряемых
возмущений различного типа.
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В работе рассматривается математическая модель, описывающая динами-
ку численности сообщества видов фитопланктона, конкурирующих за пита-
тельные вещества. Модель представляет собой систему дифференциальных
уравнений. Описан алгоритм поиска равновесных решений системы диф-
ференциальных уравнений. Описан алгоритм решения системы линейных
алгебраических уравнений для случая, когда матрица системы может быть
квадратной вырожденной либо прямоугольной.

Введение

Фитопланктон составляет основу жизни в водоемах. Биопродуктивность вод-
ной экосистемы определяется продукцией фитопланктона. Изучение фитопланкто-
на позволяет понять наиболее масштабные процессы в экосистемах. В свою очередь,
фитопланктон в наибольшей степени зависит от питательных минеральных веществ
(биогенов). При изучении состояния и функционирования фитопланктона важную
роль в настоящее время играют данные дистанционных методов зондирования по-
верхности морей и океанов. В частности, искусственные спутники Земли позволяют
получить данные о содержании минеральных веществ и хлорофилла в поверхност-
ном слое. Данные о хлорофилле дают возможность оценить содержание фитопланк-
тона и дать грубую оценку первичной продукции. Данные о минеральных веществах
(на основе азота, фосфора, кремния и других химических элементов), составляю-
щих материальную основу для построения растительных организмов в процессе фо-
тосинтеза, дают возможность оценить характеристики продукционных процессов
фитопланктона. На этом этапе полезны математические модели динамики числен-
ностей (биомасс) основных видов фитопланктонного сообщества. В данной работе
рассматривается математическая модель, описывающая динамику численности со-
общества видов фитопланктона, конкурирующих за питательные вещества. Подоб-
ные математические модели используются также в описании динамики микробных
культур в лабораторных экспериментах. Модель представляет собой систему нели-
нейных дифференциальных уравнений. Рассматриваются уравновешенные стацио-
нарные решения, далее называемые равновесиями. Оказывается, что эти решения
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достаточно подробно характеризуют фазовый портрет системы дифференциальных
уравнений. Разработана программная система, в которой реализован предложенный
в [1] алгоритм поиска равновесий. Разработан модуль для решения СЛАУ методом
Гаусса для случая, когда матрица системы может быть квадратной вырожденной
или прямоугольной.

1. Математическая модель

В модели выделены биологические виды фитопланктона и группы минераль-
ных питательных веществ. Фитопланктон представлен m видами, их концентрации
в среде обозначены yi для вида i. Минеральное питание растительных организмов
разбивается на n групп сходных веществ (на основе азота, фосфора, кремния и
т.п.). Питательные вещества предполагаются не взаимозаменяемыми. Содержание
веществ типа j в среде обозначается zj , их содержание в клетке вида i обозна-
чается через qij . Эту величину называют клеточной квотой. В водоеме в летний
период фитопланктон обитает в верхней части столба воды, выше скачка темпера-
туры и плотности, называемого термоклином. Минеральные питательные вещества
поступают снизу под влиянием процессов разной природы, с такой же скоростью
содержимое верхней части водного столба в силу несжимаемости воды выбывает
из наблюдаемой зоны. В этом случае можно использовать данную модель, усред-
няя все характеристики по пространству. Концентрации фитопланктона и биогенов
будем измерять в г/м3, внутриклеточные концентрации питательного вещества в

г вещества
г сырой массы фитопланктона

, а время в сутках. Для живого организма та или

иная стратегия деятельности определяется не только окружающей средой, но и его
состоянием. Внутреннее состояние организма можно характеризовать по-разному.
В нашем случае как индикатор предлагается использовать внутриклеточное содер-
жание питательных веществ на основе минеральных соединений во внешней среде
— клеточную квоту qij . Потребление пищи микроорганизмами осуществляется с
удельной скоростью vij(zj , qij), а рост биомассы происходит с удельной скоростью
µij(qij) при возможном ограничении, сформулированном как принцип «узкого ме-
ста» Либиха. Этот принцип считается дискуссионным, но в ряде ситуаций он лучше
других объясняет процессы роста биомассы вида. Скорость роста отдельного вида,
согласно принципу Либиха, ограничена скоростью роста наименее производительно-
го субстрата (биогена). Модель динамики масс компонентов системы приобретает
форму 

dyi
dt

=

(
min

j=1,...,n
µij(qij)−D

)
yi,

dzj
dt

= D(z
(0)
j − zj)−

m∑
i=1

vij(zj , qij)yi,

dqij
dt

= vij(zj , qij)− qij · min
j=1,...,n

µij(qij)

(1)

для i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Через D обозначена скорость протока вещества в
системе, через z(0)

j — содержание минеральных питательных веществ во входящем
потоке. Конкретизация функций модели (1) в приложениях осуществляется на ос-
нове формулы М. Друпа для удельной скорости роста организмов:

µij(qij) = µ
(0)
ij

(
1−

q
ij

qij

)
.
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Через q
ij
и qij обозначены нижние и верхние границы для внутриклеточной концен-

трации питательных веществ. Удельные скорости минерального питания в зависи-
мости от содержания веществ во внешней среде определяются формулой

vij(zj , qij) = vij(qij)
zj

kij + zj
,

где функция vij(qij) имеет предложенный С. Йоргенсеном вид:

vij(qij) = v
(0)
ij

qij − qij
qij − qij

.

В статье [2] модель (1) применяется для анализа фитопланктонных сообществ Чер-
ного моря.

2. Поиск равновесных решений

Для исследования равновесий рассмотрим обобщение модели (1). Вместо кон-
кретных формульных представлений функций модели потребуем от них выполне-
ния следующих свойств: (*) функцию µij(qij) предполагаем строго возрастающей
по qij , а функцию vij(zj , qij) — строго возрастающей по zj и строго убывающей по
qij ; указанные функции предполагаются непрерывно дифференцируемыми в сво-
их областях определения. Равновесные решения (y∗, z∗, q∗) системы (1) находим из
системы уравнений 

(
min

j=1,...,n
µij(q

∗
ij)−D

)
y∗i = 0,

D(z
(0)
j − z

∗
j )−

m∑
i=1

vij(z
∗
j , q
∗
ij)y

∗
i = 0,

vij(z
∗
j , q
∗
ij)− q∗ij · min

j=1,...,n
µij(q

∗
ij) = 0.

Отметим, что нас интересуют только неотрицательные равновесные решения. Если
y∗i > 0, то min

j=1,...,n
µij(q

∗
ij) = D. Из третьего уравнения

vij(z
∗
j , q
∗
ij)− q∗ij ·D = 0.

Поскольку функция vij(z∗j , qij) строго убывает по qij , а функция qij ·D строго возрас-
тает по qij , то из уравнения vij(zj , qij)−qij ·D = 0 можно однозначно определить qij :
qij = q̃ij(zj). Утверждение 1. Функция q̃ij(zj) строго возрастает. Введем функ-
цию µ̃ij(zj) = µij(q̃ij(zj)). Функция µ̃ij(zj) строго возрастает. Определим матрицу
Z = (zij)

m,n
i,j=1 из условия zij = µ̃−1

ij (D).Утверждение 2. Условие min
j=1,...,n

µij(q
∗
ij) = D

эквивалентно следующему условию: ∀j : z∗j > zij , ∃j0 : z∗j0 = zij0. Следствие. Если
y∗i > 0, то ∀j : z∗j > zij , ∃j0 : z∗j0 = zij0. Обозначим I = {1, 2, . . . ,m}, J = {1, 2, . . . , n}.
Выберем множество I∗ ⊂ I таких i, для которых y∗i > 0. Для каждого i ∈ I∗ выпол-
няется условие ∀j : z∗j > zij , ∃j0 : z∗j0 = zij0 . Обозначим z′j = max

i∈I∗
zij . Справедливо

утверждение: ∀j : z∗j > z′j ,∀i ∈ I∗ ∃ji : z∗ji = z′ji . Обозначим J∗ = {ji : i ∈ I∗} —
множество j, для которых z∗j = z′j . Для каждого множества I∗, I∗ ⊂ I определяем
отображение ϕ : I∗ → {J ′ : J ′ ⊂ J} следующим образом: ϕ(i) = {j : zij = z′j}. Далее
выбираем множество J∗ таким образом, чтобы ∀i ∈ I∗∃j ∈ J∗ : j ∈ ϕ(i). Потребуем,
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чтобы для всех i, j выполнялось неравенство zij > 0. Выбрав множества I∗ и J∗
(нужно перебрать все возможные варианты), решаем систему соотношений:

y∗i > 0, i ∈ I∗,
y∗i = 0, i ∈ I \ I∗,
z∗j = z′j , j ∈ J∗,
z∗j > z′j , j ∈ J \ J∗,∑

i∈I∗

q̃ij(z
∗
j )y∗i = z

(0)
j − z

∗
j , j ∈ J.

(2)

В этой системе мы фиксируем значения z∗j , j ∈ J∗ и получаем СЛАУ относитель-

но y∗i :
∑
i∈I∗

q̃ij(z
∗
j )y∗i = z

(0)
j − z∗j , j ∈ J∗. Решив эту СЛАУ, найдем y∗i . Подставляем

y∗i в уравнения
∑
i∈I∗

q̃ij(z
∗
j )y∗i = z

(0)
j − z∗j , j ∈ J \ J∗ и находим отсюда значения

z∗j , j ∈ J \ J∗ (слева стоит строго возрастающая функция от z∗j , а справа — стро-
го убывающая функция от z∗j , поэтому можно применить метод дихотомии). Затем
проверяем неравенства z∗j > z′j , j ∈ J \ J∗. Значения q∗ij можно найти следующим
образом: q∗ij = q̃ij(z

∗
j ). Условие

∀i ∃j : µij(q
∗
ij) 6 D

является необходимым и достаточным для локальной асимптотической устойчиво-
сти найденного равновесного решения [1].

3. Решение СЛАУ с матрицей общего вида
методом Гаусса

Рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) из m урав-
нений с n неизвестными:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

(3)

Требуется найти все решения данной системы либо определить, что она несовместна
(не имеет решений). Вначале система (3) при помощи элементарных преобразований
приводится к ступенчатому виду:

xj1 + a′1,j2xj2 + a′1,j3xj3 + . . .+ a′1,jrxjr + a′1,jr+1xjr+1 + . . .+ a′1,nxn = b′1,

xj2 + a′2,j3xj3 + . . .+ a′2,jrxjr + a′2,jr+1xjr+1 + . . .+ a′2,nxn = b′2,

. . .

xjr + a′r,jr+1xjr+1 + . . .+ a′r,nxn = b′r,

0 = b′r+1,

. . .

0 = b′m.

Процесс преобразования системы (3) к ступенчатому виду называется прямым хо-
дом метода Гаусса. Переменные xj1 , xj2 , . . . , xjr называются главными переменными,
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все остальные переменные называются свободными. Если хотя бы одно число b′i 6= 0,
где i > r, то система несовместна. Пусть b′i = 0 для всех i > r. Рассмотрим обрат-
ный ход метода Гаусса. Перенесем свободные переменные в правые части уравнений.
Получим

xj1 + a′1,j2xj2 + a′1,j3xj3 + . . .+ a′1,jrxjr = b′1 − a′1,jr+1xjr+1 − . . .− a′1,nxn,
xj2 + a′2,j3xj3 + . . .+ a′2,jrxjr = b′2 − a′2,jr+1xjr+1 − . . .− a′2,nxn,

. . .

xjr = b′r − a′r,jr+1xjr+1 − . . .− a′r,nxn.

Придадим свободным переменным произвольные значения, а значения главных пе-
ременных найдем по формуле

xji = b′i −
n∑

j=jr+1

a′ijxj −
r∑

k=i+1

a′i,jkxjk , i = 1, 2, . . . , r.

Рассмотрим прямой ход метода Гаусса с выбором главного элемента по столбцу. Сна-
чала находим в 1-м столбце максимальный по модулю элемент (главный элемент).
Если все элементы 1-го столбца равны 0, то переменная x1 уже исключена, перехо-
дим к исключению переменной x2. Если же не все элементы 1-го столбца равны 0,
то меняем местами 1-ю строку и строку, в которой находится главный элемент, а
затем исключаем переменную x1 из 2-го, 3-го, . . . , m-го уравнений, домножая 1-е
уравнение на коэффициенты ai,1 и вычитая его из всех остальных уравнений. После
исключения переменной x1 аналогичным образом исключаем переменные x2, x3 и
т.д. Разработан модуль на языке программирования C++ для решения СЛАУ мето-
дом Гаусса в случае, когда матрица системы может быть квадратной вырожденной
или прямоугольной.

4. Решение системы дифференциальных
уравнений

Требуется численно найти решение системы (1). В правых частях нескольких
уравнений системы присутствует функция минимума, которая является непрерыв-
ной во всех точках, но в некоторых точках может не иметь производной. В связи с
этим для численного решения системы необходимо использовать численные методы,
не использующие производных правых частей уравнений, например, метод Эйлера.
Для примеров система (1) решалась и методом Эйлера, и при помощи стандартного
решателя Wolfram Mathematica 8, но результаты полностью совпали. Разработа-
на программная система на языке программирования C++, в которой реализован
описанный алгоритм поиска равновесных решений. Программу можно скачать на
сайте http://group22x.narod.ru/grenkin/. Отметим, что система может иметь и кон-
тинуальное множество равновесий (в случае, когда СЛАУ имеет бесконечно много
решений).
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Ключевые слова: горные породы, зональная дезинтеграция, дефекты
структуры, неевклидова геометрия

Представлены результаты экспериментальных исследований явления зо-
нальной дезинтеграции горных пород и указана недостаточность класси-
ческой модели для описания этого явления. Рассматривается расширение
этой модели, основанное на введении неевклидова геометрического пара-
метра, совпадающего со скалярной кривизной тензора Римана. Показано,
что построенное решение в линейном приближении позволяет выполнить
моделирование осцилляционного поведения поля напряжений вокруг круг-
лой выработки.

1. Экспериментальные исследования

Классические представления о деформировании и разрушении горных пород
вокруг подземных выработок достаточно хорошо описаны в рамках различных мо-
делей механики сплошной среды [1]. Основные закономерности сводятся здесь к
двум центральным положениям: на контуре выработки возникает концентрация на-
пряжений, которая, при превышении предела прочности, что соответствует сильно
сжатому состоянию горной породы, приводит к разрушению пород контура и об-
разованию одной зоны неупругих деформаций. В последнем случае максимум нор-
мальных тангенциальных напряжений располагается на границе упругой и неупру-
гой областей, а сама эта граница во времени может перемещаться вглубь массива.
Большинство экспериментальных результатов XX века находилось в полном соот-
ветствии с указанной теоретической картиной. Однако проведенные в 70-е годы
натурные исследования поведения горных пород в массиве показали, что законо-
мерности деформирования и разрушения сильно сжатых горных пород могут отли-
чаться от классических: изменение физических свойств горных пород в массиве этой
области носят осцилляционный периодический характер. Это фиксировалось иссле-
дователями в разных странах примерно в это же время. Существование периодиче-
ской изменчивости физических свойств пород вокруг подземных горных выработок,
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по-видимому, впервые установлено в 1972 году в работе В.А. Борисовца [2]. Он ука-
зал, что наблюдается образование 3–5 периодов изменчивости свойств горных пород
при длине периода 1,5–2 м. Несколько позднее изучение таких физических свойств
горных пород, как электросопротивление и плотность, было проведено В.Н. Опа-
риным геофизическими методами вокруг капитальных выработок на глубине до
1 км в г. Норильске [3]. В результате было установлено периодическое распреде-
ление физических свойств горных пород, указано на повторение зонами трещин
контура выработок, а также на уплотненный характер промежуточных зон. В рабо-
тах А.Ф. Морозова [4] исследование электросопротивления пород вокруг одиночной
подготовительной выработки, пройденной в осадочных породах на глубине 950 м,
дополнялось прямым исследованием трещинной структуры перископическим мето-
дом. Периодическое распределение техногенных трещин в массиве впереди очист-
ного забоя установлено в ЮАР на глубине 2300 м в работе G.R. Adams, A.J. Jager в
1980 году [5]. В исследованиях, проведенных перископическим методом, установле-
но наличие, по крайней мере, четырех зон трещин шириной 0,3–1,3 м, разделенных
промежуточными, относительно ненарушенными зонами. Таким образом, зональ-
ный характер формирования различного рода периодических трещинных структур
в массиве вокруг выработок надежно установлен экспериментально, но среди специ-
алистов по построению геомеханических моделей он до сих пор вызывает дискуссии.
Это заставляет исследовать наблюдаемые закономерности, а также разрабатывать
новые математические модели для описания геомеханической среды.

2. Выбор модели

Выбор способа описания горных пород в сильно сжатом состоянии определяется
тем обстоятельством, что они проявляют способность как к упругому деформиро-
ванию (неразрушенные части массива), так и к разрушению. С макроскопической
точки зрения описание явления зональной дезинтеграции горных пород, естествен-
но, должно основываться на уравнениях механики сплошных сред и на принци-
пах неравновесной термодинамики. Степень детализации такого подхода зависит от
необходимости акцентировать внимание на разные особенности рассматриваемого
явления. Как мы указывали выше, характерной особенностью напряженно-дефор-
мированного состояния сильно сжатых пород является наличие периодических ос-
цилляционных структур. Поскольку в рамках классической модели нельзя описать
наличия периодических осцилляционных структур, то необходимо модифицировать
модель. С физической точки зрения формирование зон разрушения зависит от сте-
пени поврежденности горной породы, например, наличия пор, трещин и других
дефектов внутреннего строения среды. Однако классическая теория не учитывает
этот факт, поэтому следует использовать новые идеи и методы, чтобы выполнить
моделирование поведения горной породы, в частности, ввести дополнительные па-
раметры модели. В [6, 7] было показано, что в качестве таких параметров можно
использовать неевклидовы геометрические характеристики, которые в математике
определяют отличие внутренней геометрии рассматриваемого объекта от геометрии
евклидова пространства. Первая неевклидова модель сплошной среды [8] для описа-
ния распределения поля напряжений вокруг подземных выработок была сформули-
рована в рамках неравновесной термодинамики. Покажем, как получить основные
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уравнения неевклидовой модели сплошной среды на основе классического вариаци-
онного принципа. Напомним, что в механике подземных сооружений [1] массив рас-
сматривается как невесомая среда, ослабленная полостью, моделирующей круглую
закрепленную выработку в условиях всестороннего сжатия P∞. Задача о распределе-
нии поля напряжений вокруг выработки формулируется в стационарной постановке

и компоненты напряжений σij удовлетворяют уравнению равновесия
∂σij
∂xj

= 0. В ли-

нейном приближении плоские компоненты тензора напряжений даются формулами:

σrr(r) = P∞

(
1− r2

0

r2

)
, σϕϕ(r) = P∞

(
1 +

r2
0

r2

)
, (1)

из которых видно, что классическое решение является монотонной функцией, не поз-
воляя моделировать периодические осцилляционные структуры. Задача может быть
сформулирована следующим образом: как минимально изменить классическую мо-
дель, чтобы описать волнообразное поведение компонент тензора напряжений? Хо-
рошо известно, что, в состоянии термического равновесия, уравнения равновесия
классической теории можно получить из условия, что деформации тела минимизи-

рует свободную энергию Гельмгольца
∫
F (Aij)dV , где Aij являются компонентами

тензора деформации. Моделирование поведения горной породы явным образом тре-
бует введение неевклидовых параметров для описания внутреннего механического
состояния материала. С математической точки зрения отличие евклидовой геомет-
рии от неевклидовой геометрии определяется тензором Римана. Тогда естественное
расширение модели упругого континуума связано с учетом тензора Римана в сво-
бодной энергии в качестве дополнительного параметра. В качестве иллюстрации
данного подхода рассмотрим плоский случай. Для него скалярная кривизна R явля-
ется единственным инвариантом тензора Римана и условие евклидовости сводится к
требованию R = 0. В линейном приближении скалярная кривизна дается формулой

R = 2

[
∂2ε11

∂x2∂x2
− 2

∂2ε12

∂x1∂x2
+

∂2ε22

∂x1∂x1

]
,

где εij определяют метрический тензор gij = δij − 2εij внутренней геометрии мате-
риала, при этом условие евклидовости тождественно удовлетворяется для тензора

малых деформаций Aij =
1

2

(
∂Ui
∂xj

+
∂Uj
∂xi

)
.Минимальное расширение классической

модели связано с переходом к свободной энергии
∫
F (Aij , εij , R)dV [9]. Условие ми-

нимизации энергии приводит к системе уравнений для компонент напряжений σij
и тензора εij . Чтобы использовать полученные соотношения, необходимо выбрать
свободную энергию, например, в виде F = FA + Fε + FAε + FR, где FA и Fε за-
висят от Aij и εij , и FAε характеризует взаимодействие полей Aij и εij . функция
FR зависит от скалярного параметра R. По аналогии с классической моделью мы
предполагаем, чтоFA и Fε определяются первым и вторым инвариантом своих тен-
зорных аргументов, а FAε зависит от произведения первых инвариантов тензоров
Aij и εij . Опуская вычисления, приведем результат для задачи о распределении
поля напряжений вокруг круглой выработки:

σr = P∞

(
1− r2

0

r2

)
+ (C +B −A)

∂2R

∂r2
+
C

r

∂R

∂r
,

σθ = P∞

(
1 +

r2
0

r2

)
+ (C +B)

∂2R

∂r2
+
C

r

∂R

∂r
,

(2)
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где A, B, C феноменологические параметры. Из (1) – (2) видно, что поле напря-
жений равно сумме упругого и дополнительного полей. Последнее определяется
параметром неевклидовости R, уравнение для которого совпадает с классическим
уравнением Гельмгольца: ∆R + γR = 0. Радиально симметричное решение этого
уравнения представляется через функции Бесселя и Неймана нулевого порядка:
R = a1J0(r

√
γ) + b1N0(r

√
γ). Эти функции определяют волновое поведение поля

напряжений. Работа выполнен при поддержке РФФИ, грант №11-01-00357.
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Работа посвящена изучению процессов формирования необратимых дефор-
маций металлических изделий вследствие влияния на них высоких градиен-
тов температур. Решена задача о нагреве на одной из граничных поверхно-
стей и процессе последующего охлаждения термоупругопластического по-
лого цилиндра . Указаны необходимые и достаточные условия возникнове-
ния и развития зон необратимого деформирования, разгрузки и повторного
пластического течения.

Введение

Различные технологические процессы термомеханической обработки металло-
изделий (сварки, изготовлении композиционных материалов и др.), связаны с ло-
кальным нагревом материала до высокой температуры. Температурные напряже-
ния, возникающие вследствие перепада температур, в значительной степени опре-
деляют поведение многих современных конструкций. Потребность в материалах,
которые могли бы успешно функционировать при таких высоких уровнях темпе-
ратуры, является одной из наиболее актуальных и трудных задач, определяющих
лицо современной техники. Трудность усугубляется тем, что помимо высоких уров-
ней температуры, в рабочих условиях напряжённое состояние может выйти на пре-
дел текучести. Следствием этого является процесс зарождающегося пластического
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течения в окрестности нагрева. Изучению вопросов моделирования необратимого
деформирования материалов в условиях неизотермических процессов посвящены,
например, работы [1, 3, 4, 2]. Проблема определения поля перемещений в теории
идеального упругопластического тела впервые была рассмотрена Д.Д. Ивлевым [5].
Была показана возможность вычисления перемещений в статически определимых
задачах теории идеальной пластичности и указаны условия, когда данная возмож-
ность осуществляется. Указанный способ вычисления перемещений используется и
для решения поставленной задачи.

1. Модель термоупругопластической среды

Материал цилиндра считаем упругопластическим, подчиняющимся математи-
ческой модели типа Прандтля–Рейса [1, 2] в которой деформации eij полагаются
малыми и принимается их аддитивное разложение на упругую eeij и пластическую
epij составляющие

eij = eeij + epij =
1

2
(ui,j + uj,i) (1)

Уровень и распределение упругих деформаций и температуры в шаре задают на-
пряжения в нем, определяемые согласно закону Дюгамеля-Неймана

σij = (λeekk −mθ)δij + 2µeeij , θ = T (xi, t)− T0 (2)

Здесь λ, µ — параметры Ламе, m = 3αK, K — модуль всестороннего сжатия матери-
ала, α — коэффициент линейного температурного расширения материала, T (xi, t) —
текущая температура. Начало процесса пластического течения в материале свяжем
с выполнением условия пластичности в форме Треска–Сен Венана [2]

f(σij , θ) = max |σi − σj | − 2k(θ) = 0 (3)

где σi — главные напряжения, k(θ) — предел текучести материала при заданной
температуре. Далее в расчетах для k(θ) принимается простейшая линейная зави-
симость k(θ) = k0 − βθ, в которой k0 — предел текучести материала при комнат-
ной температуре, β — теплофизическая постоянная материала, задающая степень
падения предела текучести с повышением температуры и определяемая на основе
экспериментальных данных. В условиях принимаемого принципа максимума Мизе-
са [2] поверхность (3) становится пластическим потенциалом, следствием которого
является ассоциированный закон пластического течения

εpij = ξ
∂f

∂σij
, ξ =

√
εpklε

p
lk

(
∂f

∂σmn

∂f

∂σnm

)− 1
2

(4)

Если к соотношениям (1) – (4) добавить локальные следствия законов сохранения
(уравнение движения и уравнение баланса внутренней энергии) и постулировать
закон теплопроводности, например, в форме Фурье, то получим замкнутую матема-
тическую модель деформирования.

2. Температурные напряжения полого
цилиндра

Рассмотрим бесконечно длинный полый цилиндр, свободный от внешних на-
грузок при начальной температуре T0. Внешняя поверхность поддерживается при
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постоянной начальной температуре. На внутренней поверхности температура повы-
шается до некоторого максимального значения Tm, причем процесс роста темпера-
туры считается достаточно медленным для того, чтобы пренебречь скоростью рас-
пространения тепла в материале цилиндра. Такой процесс деформирования связан
с краевыми условиями

θ(a) = θk, θ(b) = 0, σrr(a) = 0, σrr(b) = 0 (5)

В условиях цилиндрической симметрии решением стационарного уравнения тепло-
проводности при граничных условиях (5) будет функция

θ(r) = θk
ln (r/b)

ln (a/b)
(6)

Интегрирование уравнения равновесия в случае термоупругого деформирования ма-
териала цилиндра приводит к следующим зависимостям для напряжений и переме-
щений

u(r) = mw−1F (a, r) + (r2 − a2)r−1c1 + c2r
−1

σrr(r) = −2µr−1u(r) + wc1 (7)

σθθ(r) = 2µr−1u(r) + λc1 − 2µmw−1θ(r)

F (x, y) = 0.25θk
(
x2 − y2 − 2x2 ln (x/b) + 2y2 ln (y/b)

)
/ln (a/b)

Неизвестные интегрирования можно определить из краевых условий (5). При опре-
деленном уровне (θk = θ1) на внутренней поверхности цилиндра выполняется усло-
вие пластичности

|σrr(a)− σθθ(a)| = 2k(θ(a)) (8)

что свидетельствует о начале пластического течения в окрестности внутренней по-
верхности. В процессе увеличения температуры область пластического течения рас-
тет, что означает необходимость интегрировать уравнение равновесия как в области
термоупругого деформирования, где перемещения и напряжения вычисляются по
формулам (7), так и в области течения. Для определения полей перемещений и
напряжений в зоне необратимого деформирования воспользуемся методом предло-
женным Д.Д. Ивлевым в [5]. Интегрированием уравнения равновесия можно опре-
делить напряжения в зоне пластического течения. С другой стороны, обратив за-
кон Дюгамеля–Неймана (2) можно получить выражения для упругих деформаций.
Воспользовавшись условием пластической несжимаемости, как следствием ассоци-
ированного закона пластического течения (4) и условия пластичности Треска–Сен
Венана (3), и подставив полученные упругие деформации получим уравнение для
определения перемещений в зоне необратимого деформирования

d2u

dr2
+

d

dr

(u
r

)
− m

g

dθ

dr
+

2k

gr
+

1

g

dk

dr
= 0

решением которого определим перемещения и, следом, напряжения

u(r) = m(gr)−1F (a, r)− rg−1G(a, r) + c3r
−1

σrr(r) = −2G(a, r)

σθθ(r) = −2G(a, r)− 2k(r) (9)

G(x, y) = k0 ln (y/x) (1 + θkβ ln (
√
xy/b)/ln (a/b))
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Постоянные интегрирования теперь следует определять не только по краевым усло-
виям (5), но и учитывая условия непрерывности параметров напряженно-деформи-
рованного состояния на упругопластической границе, которую можно определить
найдя корень уравнения

mµF (a1, b) + (µa2
1 + b2g)G(a, a1)

µg(b2 − a2
1)

− m

2w
θ(a1) +

k(a1)

2µ
= 0 (10)

При дальнейшем увеличении температуры до значения (θk = θ2) возможно ситу-
ация когда условие текучести (8) может выполнится на внешней поверхности, но
с противоположным знаком. При (θk > θ2) границы обоих пластических течений
движутся навстречу друг другу по мере увеличения параметра θk.Теперь уравнения
равновесия следует интегрировать в трех областях, откуда получим выражения для
напряжений и перемещений в области внешнего пластического течения (b1 6 r 6 b)

σrr(r) = 2G(b1, r) + c4

σθθ(r) = 2G(b1, r) + 2k(r) + c4 (11)

u(r) = m(gr)−1F (b1, r) + rg−1G(b1, r) + c4(r2 − b21)(2gr)−1 + c5r
−1

в области термоупругого деформирования (a1 6 r 6 b1) согласно соотношениям
(7) и в области внутреннего пластического течения (a 6 r 6 a1) по формулам (9).
Неизвестные интегрирования, как и прежде, найдем по краевым условиям (5) и усло-
виям равенства напряжений и перемещений на упругопластических границах a1, b1.
Границы областей необратимого деформирования a1 и b1 определяются решением
системы уравнений{

2c2wµ−mµθ(a1)a2
1 + k(a1)wa2

1 = 0

2c2wµ+ (4µ2mF (a1, b1)−mµθ(b1)− k(b1)w)b21 = 0

c2 =
a2

1(mµF (a1, b1) + (a2
1µ+ gb21)G(a, a1)− b21wG(b1, b))

µg(b21 − a2
1)

(12)

При достижении заданного уровня температуры (θk = θ3) начнем уменьшать тем-
пературу на внутренней поверхности, тем самым начав процесс разгрузки тела. В
области обратимого деформирования (a1 6 r 6 b1) перемещения и напряжения вы-
числяются зависимостями (7). В областях с накопленными необратимыми деформа-
циями (a 6 r 6 a1) и (b1 6 r 6 b) зависимости для перемещений и напряжений весь-
ма громоздки и поэтому не будем приводить их в этом сообщении, отметим лишь что
процесс получения необходимых формул вполне аналогичен описанному ранее для
областей пластического течения. Упругие деформации можно вычислить через из-
вестные накопленные необратимые и полные, зависящие от перемещений. Подстав-
ляя полученные выражения для упругих деформаций в закон Дюгамеля–Неймана и
затем в уравнение равновесия придем к уравнению для определения перемещений.
Оказывается, что если уровень накопленных необратимых деформаций достаточно
высок на граничной поверхности может произойти выход на условие пластичности,
что будет означать начало повторного пластического течения. А значит, уравнение
равновесия придется интегрировать независимо в четырех областях, учитывая при
этом непрерывность параметров напряженно-деформированного состояния на гра-
ницах раздела этих областей.
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Заключение

Построенное решение позволяет прогнозировать уровень остаточных напряже-
ний полого цилиндра при тепловом воздействии на него. По результатам численного
счета можно получить распределения перемещений и напряжений по толщине де-
формируемого материала. Указаны возможности определения критической темпе-
ратуры нагрева при которой начнется пластическое течение. Найдена максимальная
температура нагрева при которой уровня накопленных необратимых деформаций
не хватит для возникновения повторного пластического течения в окрестности внут-
ренней граничной поверхности. Работа выполнена при финансовой поддержке гран-
та Президента Российской Федерации (МК-776.2012.1) и гранта РФФИ (мол_а_вед
12-01-33064).
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Рассмотрены проблемы установки и интеграции сложных комплексов про-
граммных обеспечений по обработке медицинских изображений. На базе
анализа данной ситуации реализуется более легкая в интеграции автомати-
зированныя система с использованией новейших информационных техноло-
гий с использованием веб - среды для анализа и сегментирования DICOM -
изображений.

Введение

Стремительное развитие цифровых методов обработки медицины в целом. Бур-
ное развитие современных систем медицинской диагностики приводит к постоян-
ному увеличению количества цифровых изображений , получаемых в различных
медицинских учреждениях. Для эффективного использования в диагностическом
процессе информации, компьютерных и телекоммуникационных систем и сетей за-
дает облик настоящих и будущих медицинских технологий и всейэти изображения
должны быть оперативно проанализированы, количественно оценены и правильно
интерпретированы. Одной из актуальных задач по развитию компьютерных техно-
логий в медицинской диагностике становится обработка и экспертная оценка различ-
ных изображений: улучшение качества изображения, восстановление поврежденных
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изображений, распознавание отдельных элементов и пр.. Распознавание патологиче-
ских процессов является одной из наиболее важных задач обработки медицинских
изображений методами компьютерной автоматизированной диагностики (КАД-ана-
лиз). Сложность проблемы состоит в том, что существующие КАД-приложения пло-
хо адаптированы к нуждам пользователей - врачам онкологам, радиологам и пр.
Эти проблемы представляют еще большее значение при использовании в радионук-
лидной диагностике средств облачных вычислений.

1. Тенденции развития программных
комплексов

Обычно инсталляция и сопровождение программных комплексов на ПК поль-
зователя вызывает определённые сложности – загрузка и установление обновлений,
расширений и других компонентов, настройка интерфейса и несовместимость с ОС
или аппаратной составляющей. Другой проблемой является невозможность исполь-
зования ПО сразу на нескольких ПК пользователя. У пользователя есть только од-
на установленная копия используемого программного обеспечения, которую можно
использовать только на одном ПК [3]. В последние годы для создания Интернет-при-
ложений наметилась тенденция к переходу от стандартных HTML/JavaScript/CSS
технологий к платформам, позволяющим запускать в среде веб-браузера програм-
мы, по внешнему виду и функциям не отличающиеся от оконных (desktop) приложе-
ний. Подобные технологии предоставляют богатые возможности по использованию
интернета как инструмента для информационного развития науки, бизнеса, здраво-
охранения и образования. Реализация КАД–систем с использованием сравнительно
новых технологий RIA позволяет решить сразу две вышеописанные проблемы. Rich
Internet Application (RIA) представляет собой третье поколение клиентских техноло-
гий для web-приложений. Для пользователя RIA очень удобны в использовании, так
как отсутствует необходимость в установке таких приложений на компьютер. Для
запуска приложения достаточно пройти на web-страницу, на которой реализован
вход в программу. Благодаря этому мы можем запускать свое программное обес-
печение на любом ПК или портативном устройстве с установленным браузером и
доступом к среде Интернет. Таким образом, реализуемое программное обеспечение
с максимально возможной дружелюбностью позволит врачу – диагносту произве-
сти в любое время анализ и сегментирование медицинских изображений пациента
на предмет опухоли в организме человека, находясь вне медицинского учреждения
посредством портативного устройства с выходом в среду Интернет.

2. Решение задач КАД-анализа с
использованием Microsoft Silverlight

Для реализации задач КАД-анализа используется среда разработки Microsoft
Silverlight. Silverlight предоставляет графическую систему, схожую с Windows Pre-
sentation Foundation, и объединяет мультимедиа, графику, анимацию и интерактив-
ность в одной программной платформе. Приложения Silverlight используют управ-
ляемый код .NET, язык разметки Extensible Application Markup Language (XAML)
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и язык разметки на основе XML. Возможности Silverlight позволяют реализовать
графический 3D рендеринг при помощи GPU и построение 3D – тел; разрешить
полный доступ к клавиатуре при работе в полноэкранном режиме; реализовать про-
граммный доступ к локальной папке с документами пользователя; произвести мани-
пулирование над растровыми и векторными изображениями. Более того возможна
интеграция Silverlight с HTML и JavaScript, что позволяет реализовать более гиб-
кое решение. Задача распознавания медицинских изображений разбивается на ряд
более простых задач, одной из которых является программный вывод dicom-изоб-
ражения на экран ПК или другого мобильного устройства. Используем для этого
технологию HTML5. Для загрузки изображений dicom–формата необходим испол-
няющий код javascript, благодаря которому создается отображение информации на
экране, например как на рис.1.
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Рис. 1. Отображение dicom-изображения в браузере

Таким образом, можно организовать анализ и обработку медицинских изобра-
жений врачом – диагностом с помощью любого мобильного устройства с доступом в
Интернет, используя технологии RIA. В частности, разработана экспертная система
радионуклидной диагностики, способная функционировать в режиме on-line.
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Рассмотрены вопросы построения параметрических моделей авиационных
конструкций с учетом мультипликации по теоретическому контуру. Пред-
ложена схема использования вспомогательной геометрии, позволяющая из-
бежать сбоев перестроения геометрии при мультипликации моделей.

При проектировании авиационных конструкций построение геометрических мо-
делей деталей, содержащих поверхности теоретического контура (ТК), представля-
ет собой достаточно трудоемкий и длительный процесс. В настоящее время проек-
тирование с использованием параметрических геометрических моделей считается
основным методом повышения эффективности автоматизированного проектирова-
ния машиностроительных изделий. Однако, в настоящее время окончательно не ре-
шена проблема использования параметрических геометрических моделей на стадии
рабочего проектирования авиационных конструкций. В частности, особый интерес
представляет параметризация геометрических моделей деталей, содержащих кри-
волинейные поверхности ТК летательного аппарата (ЛА). Построение электронной
модели каждой такой детали в системе геометрического моделирования (СГМ) са-
мо по себе трудоемко ввиду сложности ее формы. Помимо этого, в одном агрегате
могут присутствовать многочисленные группы деталей рассматриваемого типа, име-
ющих между собой значительную степень конструктивного и геометрического по-
добия (например стрингера, пояса нервюр и т. п.). Различия в форме деталей таких
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групп вызваны в основном изменением формы ТК по размаху и хорде агрегата и вы-
званным им изменением строительной высоты. Параметрическая модель одной из
группы таких деталей позволила бы получить модели остальных деталей простым
изменением значения требуемых параметров. Это снизит трудоемкость построения
электронных моделей всех деталей данной группы прямо пропорционально числу
входящих в группу деталей. Современные СГМ предоставляют широкие возмож-
ности параметризации моделей, однако их реализации применительно к моделям
деталей, имеющих выход на ТК, препятствует существенная методическая пробле-
ма. В общем случае параметризованные модели, как правило, строятся в начале
координат, а их расположение в конструкции изделия определяется размещением
в соответствующей сборочной единице. Поскольку рассматриваемые модели при-
вязаны к ТК, их следует строить сразу по их месту в конструкции. Построение
других моделей группы, связано с изменением значений параметров и положения
исходной модели в пространстве. При изменении положения модели в пространстве
в соответствии с ТК и параметризации требуется обеспечить сохранение геометри-
ческих построений. В докладе рассматриваются общие подходы к мультипликации
по теоретическому контуру параметрических моделей авиационных конструкций.
Отмечается, что при выполнении электронных моделей деталей (ЭМД) авиацион-
ных конструкций, в качестве вспомогательной геометрии используется т. н. элек-
тронная мастер-геометрия соответствующих частей изделия. Электронная мастер-
геометрия изделия (ЭМГ) содержит все данные, определяющие размеры, форму,
конструктивно-силовую схему, взаимное расположение составных частей изделия,
схему конструктивно-технологического членения, трассировку систем управления и
коммуникаций. В частности в состав ЭМГ входят: - базовые и строительные плос-
кости ЛА и его главных составных частей; - поверхности теоретического контура
(ТК); - базовые и строительные плоскости и оси силового набора (нервюр, лонже-
ронов стрингеров и т.п.). Вводится понятие "привязка". Привязкой называется гео-
метрический элемент вспомогательной геометрии, служащий размерной базой для
геометрической модели детали. Для рассматриваемого класса деталей привязками
будут в первую очередь оси силового набора и поверхности ТК. Определение привя-
зок при выполнении электронной модели производится путем импорта соответству-
ющих геометрических элементов из ЭМГ в ЭМД. Таким образом, построение моде-
ли начинается с определения привязок. Мультипликация моделей осуществляется
между осевыми плоскостями и поверхностями конструктивно-силовой схемы (КСС)
крыла, расположенными в пространстве дискретно. То есть при мультипликации
требуется изменение части привязок. Показано, что причина сбоев перестроения
геометрии заключается в замене привязок. Следовательно, требуется найти способ
избежать их замены при изменении положения модели в конструкции. Отмечается
следующая закономерность задания осей КСС: дискретно расположенные в про-
странстве оси силового набора задаются параллельным смещением с определённым
шагом плоскостей от некоторой исходной плоскости. Эта закономерность позволяет
перейти от дискретного к непрерывному способу определения осевых элементов, ис-
пользуемых в качестве привязок. Для этого предлагается использовать в качестве
привязок не сами оси силового набора, а элементы, служащие для них размерными
базами. В этой связи вводится термин "базовые привязки". Тогда привязки модели
можно получать построением внутри модели на основе имеющихся базовых привя-
зок, а не импортировать из мастер-геометрии. Такая схема определения привязок
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позволит обойтись без их замены при изменении положения модели. Достаточно бу-
дет изменить численное значение параметра, определяющего положение привязки
относительно базовой привязки. Разработанная схема определения привязок моде-
ли позволит избежать сбоев перестроения геометрических элементов при изменении
положения модели в конструкции агрегата. Кроме этого она позволит получить мо-
дель, у которой параметризуется не только форма, но и положение в пространстве.
Таким образом, на основе данной схемы возможна разработка методики построения
параметрических моделей авиационных конструкций с учетом мультипликации по
теоретическому контуру. Ожидается, что такая методика позволит устранить вы-
шеописанные трудности построения параметрических моделей. Разработка такой
методики позволит снизить трудоемкость построения электронных моделей групп
геометрически подобных деталей прямо пропорционально числу деталей в группе.
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В рамках эколого-генетического подхода детально рассматриваются меха-
низмы наследования адаптивных признаков в популяции, состоящей из двух
возрастных классов. В результате моделирования получены новые резуль-
таты, дополняющие интуитивное представление об эволюции структуриро-
ванной популяции.

Введение

Динамическая теория популяций традиционно рассматривается как смежный
раздел теоретической популяционной биологии и популяционной биофизики (напр.,
[1–3]). Основной проблемой, рассматриваемой в рамках динамической теории, яв-
ляется описание природы и объяснение механизмов колебательной (квазипериоди-
ческой и хаотической) динамики популяций. Эта проблема примыкает к важной
прикладной задаче, состоящей в разработке оптимальной стратегии эксплуатации
промысловых видов (или оптимизации промысла). Из смысла рассматриваемых за-
дач понятно, что теоретическая популяционная экология изучает динамику лимити-
рованных популяций, развивающихся в условиях ограниченных жизненных ресур-
сов. С 30-х годов прошлого столетия активно развивается математическая популя-
ционная генетика, которая является другой ветвью популяционной динамической
теории. Построено и изучено множество моделей эволюционных изменений генети-
ческой структуры популяции. При этом особенности динамики численности популя-
ции, как правило, не рассматриваются, т.к. численность считается либо достаточно
большой (фактически, бесконечной, - в детерминистических моделях), либо посто-
янной (при изучении генетического дрейфа). Объединение популяционно- экологи-
ческого и популяционно-генетического подходов определило два типа проблем, ко-
торые могут быть рассмотрены в рамках эколого-генетической теории. Во-первых,
это естественное продолжение изучения роли эволюционных факторов (в первую
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очередь, естественного отбора) в формировании динамики генетической структуры
и численности популяций, живущих в условии ограниченности жизненных ресурсов.
Развитие этих идей получило продолжение во многих работах, и было сформули-
ровано в виде концепции K-r-отбора (напр., в [4-6]). Во-вторых, это необходимость
анализа последствий промысла, поскольку эксплуатируе-мые популяции находятся
в других экологических условиях относительно неэксплуатируемых; в результате
чего условия естественного отбора и приспособленности генотипических групп мо-
гут измениться из-за промысловых воздействий [7]. Вместе с тем, многие свойства
популяции определяются особенностями ее возрастной структуры. Глубокое пони-
мание результатов действия внутрипопуляционных механизмов самоорганизации в
структурированной популяции необходимо для дальнейшего исследования того, что
происходит с биологической популяцией при изменении факторов внешней среды
(например, промысле); тем более, что многие ценные промысловые виды имеют
сложную возрастную структуру. Для моделирования динамики таких популяций
разработаны и активно используются матричные модели [8-15 и др.], которые поз-
воляют детально описать возрас-тную структуру популяции и определить ее роль и
значение в поддержа-нии и эволюции популяционных циклов [16-19]. Исследование
изменений в генетической структуре и поведении численности структурированной
популяции, связанных с действием эволюционных факторов (в первую очередь, есте-
ственным отбором), на данный момент остается слабо проработанным. В ходе пред-
ставленной работы продолжается исследование эволюции структурированной попу-
ляции. Рассматривается достаточно простая модельная ситуация, когда популяцию
составляют две возрастные группы и один из ее экологических параметров опреде-
ляется генетически с учетом Менделевских законов наследования. Такой более де-
тальный модельный подход позволяет заглянуть внутрь эволюционных процессов
и выявить ряд неочевидных внутренних свойств, присущих эволюции структури-
рованной популяции, которые остаются неосвещенными в рамках экологического
моделирования.

1. Модель эволюции двухвозрастной
популяции

Рассмотрим двухвозрастную популяцию [20], в которой выживаемость особей
репродуктивной группы, определяется генетически. Предположим, что адаптивный
параметр c кодируется одним диаллельным локусом с аллеломорфами A и a; в попу-
ляции наблюдается панмиксия гамет (с равной гаметопродукцией для всех геноти-
пов). Естественный отбор действует на половозрелых особей, а именно дифференци-
рует выживаемость особей репродуктивного возраста при переходе к следующему
сезону размножения. Поставим в соответствие каждому генотипу (AA, Aa и aa) по
коэффициенту cAA, cAa и caa, характеризующему выживаемость половозрелых осо-
бей соответствующего генотипа при переходе к следующему сезону размножения, и
будем называть эти коэффициенты приспособленностью соответствующего геноти-
па (или выживаемостью этого генотипа репродуктивной группы). Этих предполо-
жений достаточно, чтобы получить следующую систему уравнений, связывающих
численности возрастных классов и генетический состав популяции в последователь-
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ных поколениях: 

xn+1 = wyn
yn+1 = xn(1− xn) + c̄nyn

qn+1 = pAA,n +
1

2
pAa,n

pAA,n+1 =
xn(1− xn)q2

n + yncAApAA,n
xn(1− xn) + c̄nyn

pAa,n+1 =
2xn(1− xn)qn(1− qn) + yncAapAa,n

xn(1− xn) + c̄nyn

(1)

где x и y - это численность неполовозрелой и репродуктивной возрастной группы,
соответственно; w - репродуктивный потенциал популяции; q – частота аллеля A в
младшей возрастной группе, pAA и pAa - частоты генотипов AA и Aa в репродуктив-
ной части популяции, c̄ - средняя выживаемость репродуктивной группы при пере-
ходе к следующим сезонам размножения: c̄n = (cAA−caa)pAA,n+(cAa−caa)pAa,n+caa.
Заметим, что введение естественного отбора на более поздней стадии жизненного
цикла приводит к усложнению модели, т.е. к добавлению еще одного уравнения (от-
носительно модели двухвозрастной популяции с отбором по приспособленностям за-
родышей). Поскольку естественный отбор нарушает равновесие Харди-Вайнберга в
репродуктивной части популяции, полное описание эволюции генетической структу-
ры популяции в одних только частотах аллелей становится невозможным и возника-
ет необходимость вводить уравнения, описывающие динамику уже генотипических
частот в старшей возрастной группе.

2. Результаты исследования

Проведенное исследование устойчивости стационарных точек модели (1) позво-
лило заключить, что генетический состав популяции определяется взаимным распо-
ложением выживаемостей половозрелых особей cij , а динамический режим величи-
ной репродуктивного потенциала w вместе с коэффициентом c̄. Генетический состав
популяции, а именно, будет ли она полиморфной или мономорфной, в большей сте-
пени зависит от соотношения выживаемостей гетерозиготы (cAa) и гомозигот (cAA,
caa). Также выживаемости генотипов, присутствующих в популяции, определяют
среднюю выживаемость репродуктивной группы c̄, и уже эта величина вместе с ре-
продуктивным потенциалом (w) определяет тип режима динамики численности по-
пуляции. Можно ожидать, что как и в предыдущем случае (модель двухвозрастной
популяции с отбором по приспособленностям зародышей), при достаточной вели-
чине репродуктивного потенциала (w) рост средней выживаемости репродуктивной
группы (c̄) приведет к возникновению колебаний численности и (если популяция по-
лиморфна) генетического состава популяции. Вопрос о том, как именно происходит
увеличение c̄, не является тривиальным. Рассматриваемая модель демонстрирует
как минимум два различных эволюционных сценария изменения динамики популя-
ции, обусловленных ростом выживаемости генотипов. Так рост средней выживаемо-
сти репродуктивной группы c̄ способен дестабилизировать динамику численности
популяции, при этом генетический состав может флуктуировать (рис. 1а) или на-
оборот стабилизироваться (рис. 1б).
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Рис. 1. Распределение численности младшего возрастного класса (x), сред-
ней выживаемости (c̄) и частоты генотипа (AA – (а) и Aa –(б)) репродук-
тивной группы в предельных траекториях системы (1) с изменением бифур-
кационного параметра cAa (а) и cAA (б).
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3. Заключение

В работе рассматривается эволюция двухвозрастной популяции, при этом боль-
шее внимание уделяется моделированию механизмов наследования адаптивных по-
пуляционных характеристик. Разработана модель динамики генетической структу-
ры и численности для популяции с отбором по выживаемостям в репродуктивной
группе. Эта модель вместе с аналогом, где моделируется отбор по приспособленно-
стям зародышей, позволяет глубже понять эволюционные процессы, протекающие
в структурированной популяции. Проведенное исследование в целом подтверждает
результаты предыдущих исследований, которые изучали только динамику числен-
ности двухвозрастной популяции. Действительно, увеличение репродуктивного по-
тенциала w и выживаемости c сопровождается усложнением динамики численности
популяции. Однако эволюционный рост самих этих параметров может быть немо-
нотонным, со значительными флуктуациями. Рассматриваемые модели допускают
существенное разнообразие динамики генетической структуры двухвозрастной по-
пуляции. При этом увеличение средней выживаемости репродуктивной группы мо-
жет как дестабилизировать, так и привести к стабилизации динамики генетическо-
го состава популяции. Исследование проведено при частичной поддержке РФФИ
(грант №11-01-98512) и ДВО РАН в рамках программы Президиума РАН (проекты
№ 12-I-П28-02, 12-I-П15-02, 12-II-CO-06-019, 12-06-007, 13-III-В-01I-002).
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В работе рассматриваются модификация метода максимального сечения
для решения стационарного уравнения переноса излучения в трехмерной
неоднородной среде. Модификация основана на применении метода Монте-
Карло к суммированию ряда Неймана для решения уравнения переноса.
Идея модификации основана на использовании ветвящихся цепей Маркова.
Проводится численное сравнение этих алгоритмов.

Введение

Не смотря на многолетнюю историю, использование метода максимального се-
чения продолжает привлекать внимание специалистов, как с точки зрения его обос-
нования, так и с точки зрения его приложений [1-3]. Причем, это касается не только
теории переноса излучения, но и теории управления, массового обслуживания и др..
Одним из универсальных способов уменьшения дисперсии в задачах суммирования
рядов Неймана, в том числе и для решения уравнения переноса, является использо-
вание ветвящихся марковских цепей [4]. В настоящее время такой подход активно
применяется в различных задачах вычислительной математики и математической
физики [5-7]. В данной работе проводится численное сравнение метода максималь-
ного сечения с использованием ветвящихся траекторий с ветвлением в узлах фик-
тивного и истинного рассеяния частиц с традиционными методами максимального
сечения для стационарного уравнения переноса излучения.

1. Постановка задачи

Рассматривается стационарное монохроматическое уравнение переноса излуче-
ния следующего вида [8-10]

ω · ∇rf(r, ω) + µ(r)f(r, ω) = µs(r)

∫
Ω

P (r, ω · ω′)f(r, ω′)dω′ + J(r, ω), (1)
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где r = (r1, r2, r3) ∈ G, G – выпуклая ограниченная область в пространстве R3,
ω ∈ Ω = {ω ∈ R3 : |ω| = 1}, Ω – единичная сфера в R3. В уравнении (1) функ-
ция f(r, ω) интерпретируется как плотность потока частиц в точке r в направлении
ω, функция J(r, ω) описывает распределение внутренних источников излучения в
среде, µ(r), µs(r) – называются коэффициентами полного ослабления и рассеяния,
а функция P (r, ω · ω′) – индикатрисой рассеяния. Для характеристики неоднород-
ности среды G, в которой изучается процесс переноса излучения, обычно вводится
в рассмотрение некоторое разбиение G0 области G [10]. Множество G0 является
объединением конечного числа областей

G0 =

p⋃
i=1

Gi, Gi ∩Gj = ∅, i 6= j,

таких, что G0 = G. Области Gi можно интерпретировать как некоторые части неод-
нородной среды G, заполненные i-м веществом. Относительно геометрии множе-
ства G0 традиционно предполагается выполнения свойства обобщенной выпуклости
[13,14]. Согласно этому свойству любой луч Lr,ω = {r + tω, t > 0}, исходящий из
точки r ∈ G0 в направлением ω ∈ Ω пересекает ∂G0 в конечном числе точек. Все
функции µ, µs, J, P , – неотрицательные, µs(r) 6 µ(r), функция P (r, ω · ω′) удовле-
творяет условию нормировки: ∫

Ω

P (r, ω · ω′)dω′ = 1.

Обозначим
Γ± = {(z, ω) ∈ ∂G× Ω : Lz,∓ω ∩G0 6= ∅}

и присоединим к уравнению (1) граничное условие

f(ξ, ω) = h(ξ, ω), (ξ, ω) ∈ Γ−. (2)

Неотрицательная функция h(ξ, ω) ∈ Cb(Γ−) описывает входящий в среду G поток
излучения. Введем обозначения d(r, ω) есть расстояние от точки r ∈ G до границы
∂G = G \G в направлении ω

(Lf)(r, ω) = ω · ∇rf(r, ω) + µf(r, ω), µ = sup
r∈G0

µ(r),

(Sf)(r, ω) = µs(r)

∫
Ω

P (r, ω · ω′)f(r, ω′)dω′ + (µ− µ(r))f(r, ω).

Тогда уравнение (1) можно переписать в следующем виде

Lf = Sf + J, (3)

Под решением прямой задачи (1),(2) будем понимать функцию f(r, ω), которая удо-
влетворяет соотношениям

(Lf)(r, ω) = (Sf)(r, ω) + J(r, ω), (r, ω) ∈ G0 × Ω,

f(ξ, ω) = h(ξ, ω), (ξ, ω) ∈ Γ−.
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2. Ряд Неймана для нахождения решения
краевой задачи

Введём функции, называемые оптическими расстояниями [9, 10]

τ(r, ω) =

d(r,−ω)∫
0

µ(r − tω)dt, τ(r, ω, t) =

t∫
0

µ(r − t′ω)dt′,

Поскольку µs(r) 6 µ(r), то решение уравнения (2) может быть найдено в виде ряда
Неймана

f =
∞∑
m=0

(AS)mf0, (4)

где
f0(r, ω) = h(r − d(r,−ω)ω, ω) exp(−µd(r,−ω)) + (AJ)(r, ω)

(Aφ)(r, ω) =

d(r,−ω)∫
0

exp(−µt)φ(r − tω, ω)dt.

Ряд (4) равномерно сходится со скоростью qm , где

q = ‖AS‖ 6 sup
(r,ω)∈G0×Ω

(
µ− µ(r) + µs(r)

µ

(
1− e−µd(r,−ω)

))

3. Метод Монте-Карло

Опишем модификацию вычисления суммы ряда (4), которая соответствуют ме-
тоду максимально сечения с использованием ветвящихся марковских цепей. Пусть
M – число членов усеченного ряда Неймана (4), а N – число моделируемых траек-
торий, тогда для решения f можно использовать следующую оценку

f(r, ω) ≈ fM (r, ω), (5)

fmsb(r, ω) =
1

µ
(1− exp(−µd(r,−ω)))×

× 1

N

N∑
n=1

[µs(r
n)fm−1(rn, ω̃n) + (µ− µ(rn))fm−1(rn, ωn)] , (6)

где m = 1, . . . ,M и f0(r, ω) = f0(r, ω). В (19) точки rn определяются следующей
формулой

rn = r − ωtn, (7)

где tn — реализация случайной величины, распределенной на отрезке [0, d(r,−ω)] с
плотностью µ exp(−µt)

1− exp(−µd(r,−ω))
. (8)

Для определения вектора ω используем следующие расчетные формулы. Пусть α —
равномерно распределенная случайная величина на [0, 1]. Тогда, при

α >
µ− µ(r)

µ− µ(r) + µs(r)
(9)

ω̃ = Qv (10)
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где

v =

 cos(ϕ)
√

1− ν2

sin(ϕ)
√

1− ν2

ν

 (11)

Q =




ωxωz√
1− ωz

− ωy√
1− ωz

ωx
ωyωz√
1− ωz

ωx√
1− ωz

ωy

−
√

1− ωz 0 ωz

 , ωz 6= 1

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , ωz = 1

(12)

а при
αn,i <

µ− µ(r)

µ− µ(r) + µs(r)
(13)

ωn,i = ω. (14)

В матрице (12) угол ϕ есть реализация равномерно распределенной на промежутке
[0, 2π) случайной величины, а ν реализация случайной величины распределенной
плотностью вероятности P (r, ν), ν ∈ [−1, 1].

4. Численные эксперименты

Оценка работоспособности и точности работы алгоритмов производилась на
ряде численных экспериментов. Для эксперимента были реализованы три метода
Монте-Карло. Первый (ms) –– стандартный метод максимального сечения, также
описан в [12], Второй способ (msb) –– метод максимального сечения, с использовани-
ем ветвящихся марковских цепей., третий (s) — стандартный способ, описан в [12],
второй и третий — методы Монте-Карло с использованием алгоритма максимально-
го сечения. Во всех экспериментах областьG представляет собой шар единичного ра-
диуса с центром в начале координат. Решение уравнение переноса f(r, ω) находится
в точке r = (0.5, 0.5, 0.5), ω = (1.0, 1.0, 0.0). Разбиение G0 области G состоит из объ-
единения конечного числа шаров (включений). Gi = r : |r − ri| < Ri, i = 2, . . . , p и

множества постоянными характеристиками µ1, µs1, и множества G1 = G \
(

p⋃
i=2

Gi

)
некоторым количеством включений (также в виде шара) с постоянными характери-
стиками µk, µsk. Коэффициенты µ, µs внутри Gi постоянны и равны соответственно
µi и µs,i, i = 1, . . . , p. Количество членов ряда Неймана M в каждом эксперимен-
те варьируется с целью анализа качества работы. Тестирование производилось на
аналитических примерах и вычисления осуществлялись на персональном компью-
тере с процессором Intel Core i7 (3.40 GHz) и 8Гб оперативной памяти. В каждом
эксперименте находились относительная погрешность, дисперсия оценки и время (в
микросекундах), затраченное на выполнение алгоритмов. Опуская зависимость от
переменых (r, ω,N,M) через fs, fms и fmsb будем обозначать статистические оценки
для суммы f рядов Неймана для соответствущего метода решения уравнения пере-
носа. Через εms, Dfms, s(fms), εmsb, Dfmsb, s(fmsb), εs, Dfs, s(fs) обозначим относи-
тельную погрешность приближенного решения, дисперсию оценки и трудоемкость
соответствующего метода Монте-Карло. Согласно [11], произведение Dξ случайной
величины ξ на среднее время t расчета одного выборочного значения ξ называется
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трудоемкостью и является критерием оценки качесва алгоритма. Сравнение алго-
ритмов проводилось на аналитическом примере, который соответствует релеевско-
му рассеянию в среде. Результаты численного эксперимента для 10-ти включений
в области приведены в таблице 1. В этом эксперименте коэффициенты ослабления
и рассеяния имели следующие значения: µ(r) = 4, µs(r) = 2 в основной среде, и
µ(r) = 2, µs(r) = 1 – во включениях. Количество траекторий предполагалось рав-
ным N = 106 .

Таблица 1. таблица 1

M εms Dfms s(fms) εmsb Dfmsb s(fmsb) εs Dfs s(fs)

3 10.6620 0.2265 4.0990 10.6658 0.2266 4.1709 10.6641 0.2266 24.8816

4 4.9321 0.1016 2.4253 4.9436 0.1019 2.5116 4.9369 0.1017 14.9792

5 2.1570 0.0753 2.2660 2.1536 0.0755 2.3066 2.1641 0.0754 13.8580

6 0.8698 0.0725 2.6121 0.8775 0.0725 2.6476 0.8651 0.0723 15.8910

7 0.3311 0.0740 3.0932 0.3199 0.0738 3.1556 0.3154 0.0737 18.8537

8 0.1101 0.0752 3.5767 0.1053 0.0752 3.6965 0.1226 0.0753 22.0282

9 0.0437 0.0759 4.0746 0.0307 0.0758 4.1839 0.0332 0.0761 25.0274

10 0.0102 0.0761 4.5371 0.0016 0.0761 4.7024 0.0066 0.0760 27.7672

5. Заключение

В работе проведен сравнительный анализ алгоритмов. Анализ таблицы 1 пока-
зывает, что при одинаковом количестве членов ряда Неймана методы максимально-
го сечения проигрывают в точности. Данная проблема широко известна, поскольку
скорость сходимости ряда Неймана для методов максимального сечения меньше.
Данная проблема исчезает при уменьшении вариации коэффициента µ(r) в области
G. При одном и том же M методы максимального сечения, в целом выигрывают по
трудоёмкости (являются более экономичными). Это особенно проявляется в ситу-
ации, когда структура неоднородной среды усложняется, и количество включения
увеличивается. В частности, уже при 10-ти включениях методы максимального се-
чения выигрывают более чем в 2 раза.
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Представлена интеллектуальная технология ситуационного моделирования
сложных организационно-технических систем, использующая контекстно-
ориентированный подход к управлению ограничениями, которые характе-
ризуют объект исследования. Технология позволяет решать с единых по-
зиций задачи стратегического планирования и оперативного управления в
таких системах, а также обеспечивает автоматизацию контроля корректно-
сти процесса моделирования.

Введение

На одной из предшествующих Школ-Семинаров имени академика Е.В. Золото-
ва была представлена [1] система ситуационного концептуального моделирования
(ССКМ), которая предназначена для сопоставительного анализа ситуаций, склады-
вающихся на объекте исследования, и синтеза стратегий управления структурой
объекта с учетом предпочтений лица, принимающего решение (ЛПР) [2]. В настоя-
щем докладе предлагается контекстно-ориентированный подход к управлению огра-
ничениями, которые характеризуют объект исследования на различных стадиях мо-
делирования. Это позволяет сократить перебор вариантов в ходе моделирования,
за счет чего повышается эффективность и оперативность принятия решений по
управлению гибкими дискретными системами в условиях меняющейся обстановки.
Оперативный анализ контекстов дает возможность унифицировать контроль оши-
бок при описании пользователем структуры иерархической модели, подключении
расчетных модулей и некорректном обращении к данным.
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1. Основы концептуального моделирования

Принципиальная неполнота знаний о сложных системах как объектах исследо-
вания существенно ограничивает применимость классических аналитических моде-
лей и требует использования интеллектуальных технологий и методов имитационно-
го моделирования. Ситуация усложняется, если объект характеризуется структур-
ной динамикой, которая может быть обусловлена как внутренними, так и внешними
возмущающими воздействиями. При этом ставится задача обеспечения устойчиво-
го функционирования (минимальной деградации) системы под действием возмуще-
ний различной природы [3]. Наиболее подходящей средой для решения подобных
задач представляются системы моделирования на основе декларативной концепту-
альной модели предметной области. Например, ядром ССКМ является иерархиче-
ская концептуальная модель (ИКМ) пространственных динамических объектов (в
частности, промышленно-природных комплексов (ППК)), предназначенная для де-
кларативного задания и оценки различных альтернатив управленческих решений.
ССКМ обеспечивает автоматизацию всех этапов моделирования таких объектов на
основе совместной логико-аналитической обработки информации от ИКМ и инте-
грированных с ней геоинформационной и экспертной систем. Для использования
ИКМ необходимо представить ППК в виде иерархии объектов (составных частей ис-
следуемого ППК), отображающей организационную и пространственную структуру
ППК, с каждым из объектов может быть связан набор процессов, которые описы-
вают процедуры преобразования подмножества данных, входных по отношению к
рассматриваемому процессу, в другое их подмножество, именуемое выходным. Дан-
ные характеризуют состояние системы. Они используются при реализации процес-
сов, являются результатами их выполнения. Выполнение любого процесса изменяет
данные и соответствует переходу системы из одного состояния в другое [1]. При на-
личии концептуальной модели, открытой для оперативной модификации, самостоя-
тельную проблему составляет автоматизация контроля корректности процесса моде-
лирования с учетом контекстных ограничений (например, на доступные ресурсы, их
значения, на структуру модели, временные ограничения и т.п.), которые характери-
зуют предметную область, выбранные управленческие альтернативы, текущий шаг
имитации и т.д. С целью исключения ошибок, обусловленных человеческим факто-
ром, целесообразно возложить контроль корректности процесса моделирования на
саму систему моделирования. Кроме того, управление сложными организационно-
техническими объектами связано с анализом большого объема информации о ха-
рактеристиках этих объектов и требует использования интеллектуальных методов
снижения трудоемкости такого анализа. Тематике концептуального моделирования
объектов различной природы посвящено много публикаций (см., например, [2, 4 - 6]).
Системы концептуального моделирования изначально использовались для проекти-
рования программных комплексов [4], затем область их применения пополнилась
исследованиями организационно-технических объектов, в частности, природно-про-
мышленных комплексов [2]. Основная цель создания подобных программных си-
стем состоит в автоматизации всех этапов работы с ИКМ. Кратко поясним отличие
ИКМ от простых вычислительных моделей [5], определяемых как совокупность пе-
ременных и частичных отношений между ними. Простые вычислительные модели
позволяют эффективно синтезировать вычислительные процессы на основе задан-
ных отношений лишь для простых ациклических последовательностей обработки.
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Для автоматизации более сложных вычислений используются расширенные вычис-
лительные модели, содержащие дополнительные механизмы управления (операто-
ры цикла, условного перехода и т.п.). К числу современных вариантов реализации
таких моделей можно отнести модели PowerSim. Один из самых существенных недо-
статков простых вычислительных моделей и их расширений заключается в том, что
они описывают только способы преобразования данных (например, [7, 8]) и не позво-
ляют производить структурную декомпозицию данных и процессов их обработки,
поэтапно уточняя процесс преобразований. Далее рассмотрим ИКМ как средство
преодоления этого недостатка. ИКМ представляют собой надстройку над простой
или расширенной вычислительной сетью в том смысле, что на множествах про-
цессов (функций) и потоков данных (переменных) дополнительно устанавливаются
иерархические отношения "часть-целое". Это дает возможность, с одной стороны,
поэтапно уточнять описание предметной области, а с другой стороны, - автоматиче-
ски контролировать согласованность описаний исследуемого процесса на различных
уровнях декомпозиции, анализируя различного рода структурные ограничения. На
уровне интерпретации ИКМ обычно представляются двудольным ориентированным
графом, в котором выделены два типа вершин: объекты (данные) и функции (про-
цессы обработки данных). Дуги связывают объектные и функциональные вершины.
Входящие в вершину-функцию дуги соотносят с ней объекты, которые выступают
в качестве входных аргументов для функции, исходящие - указывают на объекты,
в которые должна производиться запись вырабатываемых функцией результатов.
Каждой объектной вершине сопоставляются тип и значение. С каждой функцио-
нальной вершиной связаны целое число, играющее роль приоритета, и тип. В рам-
ках ССКМ на основе типизации элементов ИКМ исследуемого объекта разработаны
процедуры проверки ее корректности (полнота, связность, разрешимость и т.д.). В
результате, у пользователя имеется возможность оперативно (по мере уточнения
знаний) вносить изменения в ИКМ или создавать модели различных объектов, а
затем автоматически проверять их корректность. Однако в существовавших ранее
системах концептуального моделирования все проверки корректности модели бы-
ли жестко "зашиты"в специализированных программных процедурах, поэтому воз-
никало несоответствие между "открытым"декларативным представлением ИКМ,
допускающим оперативную модификацию ее структуры и подключение новых эле-
ментов из вычислительной среды, и процедурным вводом ограничений в систему.
В частности, при переходе от одной предметной области к другой отсутствовала
возможность "наращивать"набор ограничений для проверки корректности модели.
Другими словами, основной недостаток рассматриваемого класса программных си-
стем - "жесткая фиксация"ограничений в коде программы. Особенно остро этот
недостаток систем концептуального моделирования стал ощущаться при переходе
от задач синтеза компьютерных программ к задачам моделирования сложных орга-
низационно-технических систем, характеризующихся структурной динамикой, где
появилась необходимость контроля корректности процесса имитации и выработки
координирующих управляющих воздействий при детектировании возмущений. Для
комплексного решения обозначенных проблем авторами предложен контекстно-ори-
ентированный подход к управлению ограничениями в системах на основе ИКМ.
Применение подхода позволяет оперативно активировать требуемые в текущий мо-
мент ограничения и, соответственно, значительно сократить перебор при анализе
параметров ИКМ, а также дает возможность организовать контроль корректности
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всего процесса моделирования в рамках парадигмы "программирование в ограниче-
ниях". Реализация подхода проиллюстрирована на примере ССКМ.

2. Контекстное управление ограничениями

Понятие "контекст"используется в лингвистике, теории перевода, системном
программном обеспечении (контекст задачи/процесса, контекст запроса), при изу-
чении формальных языков и грамматик (контекстно-свободные и контекстно-зави-
симые языки), а также при разработке систем поддержки принятия решений [9]. В
рамках информационных технологий контекст определяется как информация, кон-
кретизирующая описание ситуации, в которой находится в данный момент исследу-
емый объект. В общем случае контекст позволяет определить, какая информация
релевантна той или иной ситуации (для решения той или иной задачи). Учитывая
направленность на интеллектуализацию технологий, контекст включает в себя не
только информацию, но и знания, актуальные в текущей задаче. В ССКМ постанов-
ка задачи моделирования происходит поэтапно и начинается с описания исследуемой
модели и интересующей ситуации с помощью концептов, принятых в системе моде-
лирования. На уровне интерпретации ситуация - это фрагмент дерева ИКМ, допол-
ненный значениями переменных модели. Исходной ситуацией называется конечный
список фактов, вводимый пользователем при постановке задачи моделирования. На
основе анализа исходной ситуации встроенная в ССКМ экспертная система (задавая
при необходимости дополнительные вопросы пользователю) доопределяет исходную
ситуацию до полной ситуации, которой соответствует связный фрагмент модели,
возможно, включающий некоторые альтернативы. Достаточная ситуация получает-
ся из соответствующей ей полной ситуации путем выбора альтернатив, предпочти-
тельных по результатам классификации ситуаций. Достаточные ситуации должны
быть предварительно классифицированы по структурам реализации исследуемой
системы и упорядочены внутри каждого класса по критерию доминирования вкла-
да одного из скалярных критериев качества объекта, на котором находится ЛПР,
в обобщенный критерий качества этого объекта. Контекстно-ориентированный под-
ход к управлению ограничениями в ССКМ основывается на следующей классифи-
кации ограничений: 1) ограничения, которые описывают конструкции, допустимые
в системе моделирования - ограничения системы моделирования; 2) ограничения,
характерные для элементов (типов элементов) модели, которые используются в ис-
следуемой предметной области - ограничения предметной области; 3) ограничения,
присущие элементам (типам элементов), которые входят в данный фрагмент модели
(ситуацию) - ограничения фрагмента модели; 4) ограничения на значения перемен-
ных, формируемые в процессе имитации в рамках заранее выбранного фрагмента
модели - ограничения этапа имитации. Программно контекстно-ориентированное
управление ограничениями осуществляется на уровне семантического интерфейса
реляционных баз данных (БД) CСКМ. Разработанный семантический интерфейс
реляционной БД обеспечивает возможность декларативного ввода в систему огра-
ничений, контролирует корректность взаимодействия блоков модели, обеспечивая
возможность отслеживать действия блоков модели над общими данными на основе
анализа гибко модифицируемых и оперативно подгружаемых предметно-ориентиро-
ванных ограничений. Применение реляционных баз данных обусловливается необ-
ходимостью сопровождать открытую модель предметной области и обеспечивать

Сборник материалов XXXVII Дальневосточной Математической Школы-Семинара
имени академика Е.В. Золотова, Владивосток, 8 – 14 сентября 2013 г.



95

точность реализации запросов, как в фактографических информационных систе-
мах. Эти аспекты работы подробно освещены в [10]. Перечислим некоторые досто-
инства контекстно-ориентированного управления ограничениями в системах кон-
цептуального моделирования. 1. Возможность активировать только те контекстные
ограничения, которые актуальны для исследуемой в текущий момент модели пред-
метной области. Это позволяет гибко перенастраивать и оперативно анализировать
как ограничения, общие для всего класса допустимых моделей, так и специфичные
для конкретной предметной области (фрагмента модели, шага имитации), способ-
ствуя уменьшению трудоемкости решения задач. 2. На основе анализа контекстов
на этапе построения модели обеспечивается более детальный контроль корректно-
сти ее структуры, состава и правильности подключения расчетных модулей. 3. На
этапе имитации путем сопоставления незапланированных запросов и контекстных
ограничений отслеживаются некорректные обращения к БД системы моделирова-
ния. Трансляция контекстных ограничений в запросы к БД системы моделирова-
ния обеспечивает возможность контролировать корректность данных моделирова-
ния путем оценки результатов запросов. Реляционная БД системы моделирования
- это конечное множество таблиц, состоящих из схемы и конкретных данных, где
схема - конечный набор атрибутов, причем каждому атрибуту соответствует мно-
жество значений, называемое доменом. Задача оценки запроса (точнее, конъюнк-
тивного запроса) над БД соответствует конкретному примеру задачи удовлетво-
рения ограничений [11]. Для ускорения исполнения запросов к БД они предвари-
тельно преобразуются с целью сужения области поиска за счет анализа внутренней
структуры запроса. Такой анализ также сводится к решению задачи удовлетворе-
ния ограничений. Применение контекстно-ориентированного подхода к обработке
ограничений позволило объединить преимущества ситуационного концептуального
моделирования и программирования в ограничениях (constraints programming), а
также реализовать эти преимущества при решении задач моделирования. Далее
кратко обсуждаются особенности интеллектуальной технологии ситуационного кон-
цептуального моделирования сложных нестационарных объектов с иерархической
структурой, использующей методы контекстно-ориентированного управления огра-
ничениями и ориентированной на решение с единых позиций задач стратегического
планирования, оперативного управления, а также автоматизации контроля коррект-
ности процесса моделирования.

3. Особенности предлагаемой технологии
моделирования

Основные отличия методов контекстно-ориентированного управления при ре-
шении задач поддержки принятия решений в ССКМ от проблематики работ [4, 9]
таковы: - в ходе классификации ситуаций необходимо подтвердить или опровергнуть
гипотезу о соответствии поведения моделируемой системы и ее текущей модели. Ес-
ли выявлено несоответствие, то нужно принять решение о выборе новой текущей мо-
дели из заданного набора моделей, отображающих различные возможные варианты
изменения структуры моделируемой системы. Изменения могут быть вызваны как
штатными, так и нештатными воздействиями на систему, в последнем случае требу-
ется дополнительно определить меры по минимизации ущерба на основе известных
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методов [12]; - после выбора текущей модели требуется выявить предпочтения ЛПР
по тенденции будущего поведения системы и предложить ему вариант(ы) измене-
ния существующей структуры системы, в максимальной степени реализующие эти
предпочтения, а также при необходимости провести имитацию предложенных ва-
риантов. Другими словами, система моделирования должна обладать средствами
оперативной (в процессе имитации) реконфигурации структуры модели для обес-
печения ее катастрофоустойчивости [8]. Процедура инкрементного ситуационного
моделирования с применением представленного контекстного подхода состоит из
перечисленных ниже этапов [12]. 1. Мониторинг ситуации на моделируемой систе-
ме по обобщенному критерию качества [2] объекта, на котором находится ЛПР. 2.
Детектирование изменений с учетом контекстных ограничений в целях выявления
подобъекта, являющего первопричиной проблемы. 3. Классификация ситуации на
проблемном объекте. 4. Выявление класса желательных ситуаций на этом объекте с
точки зрения ЛПР. 5. Анализ чувствительности с целью поиска точек воздействия.
6. Выработка управляющих решений (с учетом контекстов). 7. Корректировка кон-
текстов для поддержания их релевантности по отношению к текущей ситуации. При
невозможности выбора единственной структуры на этапе выработки управляющих
решений, имеющиеся альтернативы могут исследоваться в имитационном режиме
согласно сценариям, представляющим собой последовательность достаточных ситу-
аций и определяющим конкретный вариант расчета. Описанные этапы моделиро-
вания обеспечивают решение задач стратегического и оперативного планирования.
При стратегическом планировании в данном случае вырабатывается последователь-
ность переключений между альтернативными вариантами структуры исследуемого
объекта в зависимости от складывающейся на данном объекте обстановки. Задача
же оперативного управления сводится к формированию управляющих воздействий
внутри выбранной структуры при возникновении возмущений. Представленная ин-
теллектуальная технология позволяет производить поиск аналогий при не полно-
стью определенных ситуациях, исследовать вопросы координации управления с уче-
том организационной структуры объекта, автоматизировать генерацию моделей для
решения новых задач управления объектом на основе частных моделей, созданных
экспертами для составных частей объекта. Для обработки информации будут ис-
пользоваться разрабатываемые с участием авторов матрицеподобные структуры и
методы их логико-семантического анализа [13].
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В статье найдены условия полной монотонности обобщенной гипергеометри-
ческой функции вида qFq, доказана монотонность отношения таких функ-
ций со сдвинутыми параметрами, установлены двусторонние неравенства и
лог-выпуклость по параметрам для этой функции. Кроме того, доказана
логарифмическая полная монотонность функции q+1Fq при естественных
ограничениях на параметры. В работе также приводится одна гипотеза и
одна нерешенная задача.

Введение

В работах [6, 8] нами был получен ряд представлений, неравенств, свойств таб-
лицы Паде и других результатов для обобщенной гипергеометрической функции
типа q+1Fq, которая является частным случаем функции [2, 11]

pFq

(
A

B

∣∣∣∣∣ z
)

= pFq (A;B; z) :=
∞∑
n=0

(a1)n(a2)n · · · (ap)n
(b1)n(b2)n · · · (bq)nn!

zn, (1)

где A = (a1, a2, . . . , ap) и B = (b1, b2, . . . , bq) - векторы параметров, а через (a)0 = 1,
(a)n = a(a + 1) · · · (a + n − 1), n > 1, обозначен восходящий факториал. Ряд в (1)
сходится во всех комплексной плоскости при p 6 q и в единичном круге, когда
p = q+1. В последнем случае сумма ряда обладает аналитическим продолжением в
во всю комплексную плоскость с разрезом по лучу [1,∞). Основным инструментом
исследований в [6, 8] служит обобщенное представление Стилтьеса

q+1Fq

(
σ,A

B

∣∣∣∣∣− z
)

=

1∫
0

dρ(s)

(1 + sz)σ
, (2)

где dρ - положительная мера, с плотностью (12). Подробности можно найти в [6,
Theorem 2]. В статьях [4, 5, 9] среди прочего нами был доказан ряд утверждений о
свойствах функций вида qFq, включая логарифмическую выпуклость и вогнутость
по параметрам, неравенства для логарифмической производной и для определите-
лей Турана. При этом отправной точкой для получения этих результатов служило
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представление (1). В данной заметке мы выведем некоторые свойства функции qFq
опираясь представление этой функции преобразованием Лапласа меры dρ. Кроме
того, во второй части работы будут представлены некоторые новые факты о полной
монотонности функции q+1Fq.

1. Неравенства для функции qFq

Нам понадобится частный случай G-функции Мейера, который можно опреде-
лить интегралом

Gq,0p,q

(
z

a1, . . . , ap
b1, . . . , bq

)
:=

1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

Γ(b1+s) . . .Γ(bq+s)

Γ(a1+s) . . .Γ(ap+s)
z−sds, (3)

где c > −min(<b1,<b2, . . . ,<bq). В силу соотношения Γ(z) = Γ(z), функция Gq,0p,q дей-
ствительнозначна, когда все параметры ai, bi и аргумент z действительны. Наиболее
подробно об определении G-функции Мейера и более общей H-функции Фокса мож-
но прочитать в [10, Chapters 1 and 2]. В данной работе мы будем использовать два
свойства функции Gq,0q,q , которые сформулируем в виде лемм. Определим

ψ :=

q∑
k=1

(bk − ak). (4)

Лемма 1. Положим <(ψ) > 0. Тогда

Gq,0q,q

(
x

∣∣∣∣∣BA
)

= 0 при x > 1. (5)

Эта лемма доказана нами в [6, Lemma 1]. Формула (5) встречается и ранее в
[15, формула (8.2.2.2)], но при более сильных ограничениях на параметры. В даль-
нейшем нам понадобится понятие мажоризации (см. [13, Definition A.2]).

Определение 1. Будем говорить что вектор A = (a1, . . . , aq) слабо мажориру-
ет вектор B = (b1, . . . , bq) сверху (записывается как B ≺W A), если выполнены
неравенства

0 < a1 6 a2 6 · · · 6 aq, 0 < b1 6 b2 6 · · · 6 bq,

k∑
i=1

ai 6
k∑
i=1

bi для k = 1, 2 . . . , q.
(6)

Если дополнительно ψ(=
∑q

i=1(bi − ai)) = 0, то вектор A мажорирует вектор B
или B ≺ A.

Следующая лемма, основанная на результате Альцера [1, Theorem 10], доказана
нами в [6, Lemma 2].

Лемма 2. Положим ψ > 0 и B ≺W A. Тогда при всех 0 < s < 1 справедливо
неравенство

Gq,0q,q

(
s
B

A

)
> 0. (7)

Следующее представление для функции qFq играет основную роль в этой за-
метке.
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Лемма 3. Положим <ai > 0 для i = 1, . . . , q и <ψ > 0. Тогда имеет место пред-
ставление:

qFq

(
A

B

∣∣∣∣∣− z
)

=

q∏
i=1

Γ(bi)

Γ(ai)

1∫
0

1

s
Gq,0q,q

(
s

∣∣∣∣∣BA
)
e−zsds. (8)

Доказательство этой леммы повторяет mutatis mutandis доказательство доста-
точности в [6, Theorem 2]. Представление (8) было ранее найдено в книге Киряковой
[11] при более жестких ограничениях на параметры при помощи последовательного
дробного интегрирования. Напомним, что бесконечно дифференцируемая на (0,∞)

функция f называется вполне монотонной, если (−1)kf (k)(x) > 0 для всех целых
неотрицательных k и любых x > 0 [17, Definition 1.3]. Согласно классической теоре-
ме Бернштейна, полная монотонность на (0,∞) равносильна тому, что f является
преобразованием Лапласа неотрицательной меры [17, Theorem 1.4].

Теорема 1. Пусть B ≺W A. Тогда функция

x→ qFq

(
A

B

∣∣∣∣∣− x
)

вполне монотонна на (0,∞).

Доказательство получается комбинацией Лемм 1,2 и 3 при ψ > 0. При ψ = 0

последовательность коэффициентов{
q∏
i=1

(ai)n
(bi)n

}
n>0

также является последовательностью моментов неотрицательной меры согласно тео-
реме Альцера [1, Theorem 10].

Теорема 2. Пусть B ≺W A. Тогда функция

fµ(x) :=

qFq

(
A+ µ

B + µ

∣∣∣∣∣− x
)

qFq

(
A

B

∣∣∣∣∣− x
)

монотонно убывает на R при каждом фиксированном µ > 0.

Доказательство теоремы 2.
Положим сначала ψ > 0. C учетом формулы [15, 8.2.2.15]

Gq,0q,q

(
s

∣∣∣∣∣B + µ

A+ µ

)
= sµGq,0q,q

(
s

∣∣∣∣∣BA
)
, (9)

непосредственным вычислением убеждаемся, что неравенство f ′µ(x) < 0 равносиль-
но неравенству

1∫
0

q(s)p(x; s)ds

1∫
0

h(s)p(x; s)ds <

1∫
0

q(s)h(s)p(x; s)ds

1∫
0

p(x; s)ds,

где
p(x; s) =

e−xs

s
Gq,0q,q

(
s

∣∣∣∣∣BA
)
, q(s) = sµ, h(s) = s.

Последнее неравенство справедливо согласно неравенству Чебышева [14, Chapter
IX, formula (1.1)], поскольку p(x; s) неотрицательна, а q и h монотонно возрастают
на (0, 1). Результат распространяется на случай ψ = 0 по непрерывности.

Сборник материалов XXXVII Дальневосточной Математической Школы-Семинара
имени академика Е.В. Золотова, Владивосток, 8 – 14 сентября 2013 г.



101

Теорема 3. Пусть B ≺W A. Тогда справедливы неравенства

exp

{
x

q∏
i=1

ai
bi

}
< qFq

(
A

B

∣∣∣∣∣x
)
< exp(x), x > 0 (10)

exp

{
x

q∏
i=1

ai
bi

}
< qFq

(
A

B

∣∣∣∣∣x
)
< 1, x < 0. (11)

Доказательство теоремы 3.
Из асимптотической формулы [2, 16.11.7] для функции qFq следуют соотноше-

ния
fµ(x) =

Γ(a1 + µ)

Γ(a1)

q∏
i=1

Γ(bi + µ)Γ(ai)

Γ(ai + µ)Γ(bi)
x−µ(1 + o(1)), x→∞

и
fµ(x) =

q∏
i=1

Γ(bi + µ)Γ(ai)

Γ(ai + µ)Γ(bi)
(1 + o(1)), x→ −∞

Здесь fµ(x) определена в Теореме 2 и принято во внимание, что a1 = min(a1, a2, . . . , aq)

по условию теоремы. Тогда по Теореме 2

fµ(0) = 1 < fµ(x) <

q∏
i=1

Γ(bi + µ)Γ(ai)

Γ(ai + µ)Γ(bi)
= fµ(−∞), x < 0

fµ(∞) = 0 < fµ(x) < 1 = fµ(0), x > 0.

Далее, поскольку
d

dx
qFq

(
A

B

∣∣∣∣∣x
)

=

q∏
i=1

ai
bi
qFq

(
A+ 1

B + 1

∣∣∣∣∣x
)
,

приведенные неравенства при µ = 1 можно переписать в виде
q∏
i=1

ai
bi
<

d

dx

[
log qFq

(
A

B

∣∣∣∣∣x
)]

< 1, x > 0,

0 <
d

dx

[
log qFq

(
A

B

∣∣∣∣∣x
)]

<

q∏
i=1

ai
bi
, x < 0.

Интегрирование этих неравенств от 0 до x приводит к утверждению теоремы.
Замечание. Неравенства снизу в (10), (11) впервые получены Люком [12, Theorem
16] другим способом и при более сильных ограничениях bi > ai, i = 1, 2, . . . , q. При
таких же ограничениях в указанной статье Люка содержатся также неравенства
сверху, которые лучше неравенств сверху в (10), (11). Неравенство сверху в (11) по-
чти тривиально. Это связано с отсутствием нетривиальной оценки снизу для fµ(x)

при положительных x. Задача поиска такой оценки представляется поэтому инте-
ресной. Численные эксперименты свидетельствуют в пользу следующей гипотезы.
Гипотеза 1. При x > 0 и B ≺W A справедлива следующая оценка снизу

1

(1 + αx)µ
< fµ(x), α =

{
Γ(a1 + µ)

Γ(a1)

q∏
i=1

Γ(bi + µ)Γ(ai)

Γ(ai + µ)Γ(bi)

}−1/µ

.

Теорема 4. Положим ψ > 0 и B ≺W A. Тогда функция

µ→ qFq

(
A+ µ

B + µ

∣∣∣∣∣− x
)

логарифмически выпукла на (0,∞) при любом фиксированном x ∈ R.

Доказательство теоремы 4.
Действительно, представление (8) в сочетании с равенством (9) показывает, что

функция из формулировки теоремы является интегралом от функции sµ по неот-
рицательной мере. Утверждение теоремы теперь следует из того, что µ → sµ лог-
выпукла и интегрирование по неотрицательной мере сохраняет лог-выпуклость.
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2. О полной монотонности функции q+1Fq

Функция f : (0,∞) → (0,∞) называется логарифмически вполне монотонной,
если (−1)k[log f(x)](k) > 0 при k = 1, 2, . . . или, другими словами, если функция
−(log f)′ вполне монотонна [3]. Класс логарифмически вполне монотонных функ-
ций строго у́же класса вполне монотонных функций и совпадает с классом функ-
ций, представляющая мера которых в теореме Бернштейна является бесконечно
делимой [3, 16, 17]. Из представления (2) непосредственно следует, что функция
q+1Fq(σ,A;B;−x) вполне монотонна на (0,∞), когда B ≺W A и σ > 0. Этот факт
можно дополнить следующим.

Теорема 5. Пусть B ≺W A и 0 < σ 6 1. Тогда функция x→ x−σq+1Fq(A;B;−1/x)

логарифмически вполне монотонна на (0,∞).

Доказательство теоремы 4.
Имеет место следующее представление

x−σq+1Fq(σ,A;B;−1/x) =
1

Γ(σ)

∫
[0,∞)

e−uxuσ−1

{ ∫
[0,1]

e−utdρ(t)

}
du,

где dρ - положительная мера с плотностью (12). Далее, согласно [16, Th. 51.4] рас-
пределение бесконечно делимо если оно имеет лог-выпуклую плотность. Функция

uσ−1

∫
[0,1]

e−utdρ(t) лог-выпукла при 0 < σ 6 1, поскольку оба сомножителя лог-

выпуклы (второй сомножитель вполне монотонный, а значит и лог-выпуклый). Та-
ким образом, x−σq+1Fq(σ,A;B;−1/x) - преобразование Лапласа бесконечно делимой
меры, а значит логарифмически вполне монотонно.

Утверждение Теоремы 5 ставит следующий вопрос: можно ли ослабить усло-
вия B ≺W A и σ > 0, если потребовать лишь полной монотонности функции
x−σq+1Fq(σ,A;B;−1/x) без требования логарифмически полной монотонности. Для
изучения этого вопроса следующая лемма оказывается полезной.

Лемма 4. Пусть dτ(s) - знакопеременная мера с носителем в [0,∞). Если∫
[0,t)
dτ(s) > 0 при всех t > 0, то

∫
[0,∞)

e−xsdτ(s) > 0 при всех x > 0.

Доказательство леммы получается интегрированием по частям. Мы опускаем
детали. При ψ > 0 мера dρ(s) в (2) имеет вид [6, Theorem 2]

dρ(s) =

q∏
i=1

Γ(bi)

Γ(ai)
Gq,0q,q

(
s

∣∣∣∣∣B − 1

A− 1

)
ds. (12)

Тогда, по Лемме 4, вопрос о полной монотонности x−σq+1Fq(σ,A;B;−1/x) сводит-

ся к вопросу о неотрицательности интеграла
∫x

0
dρ(s) при x ∈ (0, 1). Формула [15,

1.16.2.1] дает x∫
0

Gq,0q,q

(
s

∣∣∣∣∣B − 1

A− 1

)
ds = Gq,1q+1,q+1

(
x

∣∣∣∣∣1, BA, 0
)
.

Вопрос о неотрицательности функции в правой части этого равенства эквивалентен
вопросу об ограничениях на параметры A и B, гарантирующих, что последователь-
ность

q∏
i=1

Γ(bi)

Γ(ai)

1∫
0

xnGq,1q+1,q+1

(
x

∣∣∣∣∣1, BA, 0
)
dx =

1

n+ 1

{
1−

q∏
k=1

(ak)n+1

(bk)n+1

}
, n = 0, 1, . . . ,
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является последовательностью моментов Хаусдорфа.

Список литературы
1. H.Alzer, On some inequalities for the gamma and psi functions, Mathematics of

Computation, Volume 66, Number 217(1997), 373–389.
2. R.A.Askey and A.B.Olde Daalhuis, Generalized Hypergeometric Functions and Meijer G-

Function, Chapter 16, pp.403–419, NIST Handbook of Mathematical Functions (edited by
F.W.J.Olver, D.W.Lozier, R.F.Boisvert, C.W.Clark), Cabridge University Presss, 2010.

3. C. Berg, Integral Representation of Some Functions Related to the Gamma Function,
Mediterranean Journal of Mathematics, 1 (2004), 433–439.

4. S.I. Kalmykov and D.B. Karp, Log-concavity for series in reciprocal gamma functions and
applications, Integral Transforms and Special Functions, article in press, 2013.

5. S.I. Kalmykov and D.B. Karp, Log-convexity and log-concavity for series in gamma ratios
and applications, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 406(2013), 400–
418.

6. D. Karp and E. Prilepkina, Hypergeometric functions as generalized Stieltjes transforms,
Journal of Mathematical Analysis and Applications, Volume 393, Issue 2(2012), 348–359.

7. D. Karp and E. Prilepkina, Generalized Stieltjes functions and their exact order, Journal
of Classical Analysis, 2012, Volume 1, Number 1(2012), 53–74.

8. D. Karp and S.M. Sitnik, Inequalities and monotonicity of ratios for generalized
hypergeometric function, Journal of Approximation Theory 161(2009), 337–352.

9. D. Karp and S.M. Sitnik, Log-convexity and log-concavity of hypergeometric-like
functions, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 364(2010), 384–394.

10. A.A.Kilbas, M. Saigo, H-transforms and applications, Analytical Methods and Special
Functions, Volume 9, Chapman & Hall/CRC, 2004.

11. V.S.Kiryakova, Generalized Fractional Calculus and Applications, Pitman Research
Notes in. Math. Series No. 301, Longman Group UK Ltd., 1994.

12. Y. L. Luke, Inequalities for generalized hypergeometric functions, Journal of
Approximation Theory, 5(1972), 41–65.

13. A.W.Marshall, I. Olkin and B.C.Arnold, Inequalities: Theory of Majorization and Its
applications, second edition, Springer, 2011.
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Ключевые слова: диагностика электрических цепей, отождествление па-
раметров

Одной из актуальных задач является диагностика электрических цепей. В
данной статье рассматривается один из методов диагностики, использую-
щий отождествление однотипных параметров схемы. Такое отождествление
позволяет выделить неизвестные из уравнения в явном виде, что заметно
снижает трудоемкость вычислений.

Одним из подходов к диагностике электрических цепей (ЭЦ) явилось пред-
ставление диагностируемой ЭЦ в виде многополюсника с (частично) доступными
узлами, параметры которого подлежат определению. В качестве диагностической
модели ЭЦ примем ее матрицу контурных сопротивлений – Zk, и, соответственно,
основное уравнение для анализа электрического режима имеет вид:

ZК∆I = ∆E,

где ∆I = col[I1 . . . Im] – вектор (изменения) контурных токов,
∆E = col[U1 . . . Um] – вектор (изменения) контурных источников напряжений,

ZК =

Z11 . . . Z1n
...

. . .
...

Zn1 . . . Znn

 – квадратная матрица контурных сопротивлений. Для вос-

становления этой матрицы необходимо провести n экспериментов, варьируя источ-
ники напряжения и измеряя токи ветвей. В ряде задач диагностирования ЭЦ име-
ется возможность отождествить некоторые из искомых параметров между собой.
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Так, применительно к интегральным микросхемам (ИМС) можно принять гипотезу
о том, что в рамках одной схемы некоторые неизвестные параметры равны либо про-
порциональны между собой. Здесь предполагается, что элементы, изготовленные в
ходе единого технологического процесса, будут иметь сходные характеристики, хо-
тя различные партии элементов могут иметь отличия. В этом случае количество
неизвестных, и, соответственно, количество необходимых измерений (или режимов)
сокращается. Возможности такой процедуры рассмотрим на примере диагностиро-
вания нелинейной ЭЦ с применением кусочно-линейной аппроксимации характери-
стик её нелинейных элементов. При выполнении условий разрешимости такая зада-
ча сведется к нахождению всех токов и напряжений. Для примера диагностирования
выберем ИМС (рис. 1), построенную на принципе транзисторно-транзисторной ло-
гики (ТТЛ). Испытания данной схемы представляют собой измерение её доступных

Рис. 1. Схема ТТЛ
параметров режима в определенных стандартных включениях. А именно: измерение
входных токов и выходных напряжений при подаче на вход 1 или 0. Для дальней-
ших расчетов вводится схема замещения транзистора, приведенная на рис. 2. На

Рис. 2. Схема замещения транзистора
схеме замещения введены следующие обозначения:
EКН, RКН – эквивалентные ЭДС и динамическое сопротивление в схеме замещения
цепи коллектор-эмиттер в режиме насыщения,
B – статический коэффициент усиления,
EБ, RБ – ЭДС и динамическое сопротивление в цепи база-эмиттер в режиме ма-
лых либо больших токов. Режимы работы данной схемы описываются следующими
уравнениями:
UКЭ = EКН +RКНIК, IК 6 BIК – режим насыщения,
UКЭ > EКН + RКНIК, IК = BIК – активный режим (включает в себя режим от-
сечки). Для примера выберем состояние ИМС, когда на все три логических входа
подается высокий уровень сигнала. После некоторых преобразований, схема замеще-
ния примет следующий вид: Известными считаем следующие параметры элементов
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Рис. 3. Схема ТТЛ с эквивалентным замещением транзисторов
ЭЦ:

R1 = 4 кОм;R2 = 1.6 кОм;R3 = 130 Ом;R4 = 1 кОм;

E1 = 5 В;Eвх = 4 В;RН = 1 В;B = 100;Bинв = 0.05;

EБМ = EБ1 = EБ2 = EБ3 = EБ4 = EБ = 0.7 В;

EКН1 = EКН2 = EКН = 0.1 В.

Составим матрицу контурных сопротивлений системы с учетом управляемых источ-
ников тока:

ZК=



R1 +RБМ 0 0 0 0

3BинвR4
R2 +RКН1+

+R4
R2 −R4 0

0 R2

R2 +RБ3+

+RБ4 +RН+

+BRБ4 +BRН

0 −RН

−3BинвR4 −R4 0 RБ2 +R4 0

0 0 −RН −BRН 0 RКН2 +RН


,

где Rn – сопротивление соответствующих элементов. Основываясь на принципе
отождествления параметров активных элементов в рамках одной схемы допустим,
что параметры транзисторов одинаковы. Это дает возможность получить следую-
щие соотношения:

RКН1 = RКН2 = RКН; 3RБМ = RБ1 = RБ2 = RБ3 = RБ4 = RБ

. Далее представим матрицу ZК в следующем виде:

ZК = Z0 +RБA1 +BA2 +BинвA3 +RКНA4 +BRБA5,

где Z0 – матрица известных сопротивлений,
A1,A2,A3,A4,A5 – матрицы вхождения неизвестных в общую матрицу контурных
сопротивлений. Таким образом, получим основное уравнение в виде:

(Z0 +RБA1 +BA2 +BинвA3 +RКНA4 +BRБA5)∆I = ∆E

Для нахождения пяти неизвестных из этого уравнения в общем случае требуется
проведение пяти численных экспериментов, однако в данном случае, как будет по-
казано ниже, достаточно и одного. Для примера расчета реакции контурных токов
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проведем два эксперимента, изменив входное напряжение, и получив соответствую-
щие реакции контурных токов:

∆E=


0.2 0.1

0 0

0 0

0 0

0 0

, ∆IК=Z−1
К ∆E=


4.84 · 10−5 2.42 · 10−5

−1.09 · 10−6 −5.45 · 10−7

3.56 · 10−8 1.78 · 10−8

4.41 · 10−6 2.20 · 10−6

3.36 · 10−6 1.68 · 10−6

.
Преобразуем основное уравнение таким образом, чтобы неизвестные остались в ле-
вой части равенства:

A1∆IRБ + A2∆IB + A3∆IBинв + A4∆IRКН + A5∆IBRБ =

= E− Z0∆I

Подставив имеющиеся числовые значения, получим:
1.61 · 10−5 8.07 · 10−6

0 0

7.11 · 10−8 3.56 · 10−8

4.41 · 10−6 2.20 · 10−6

0 0

RБ +


0 0

0 0

3.56 · 10−5 1.78 · 10−5

0 0

−3.56 · 10−5 −1.78 · 10−5

B+

+


0 0

0.15 0.07

0 0

−0.15 −0.07

0 0

Bинв +


0 0

−1.09 · 10−6 −5.45 · 10−7

0 0

0 0

0 0

RКН+

+


0 0

0 0

3.56 · 10−8 1.78 · 10−8

0 0

0 0

BRБ =


6.45 · 10−3 3.23 · 10−3

7.19 · 10−3 3.59 · 10−3

5.01 · 10−3 2.50 · 10−3

−5.50 · 10−3 −2.75 · 10−3

3.32 · 10−3 −1.66 · 10−3

 .
Из полученных данных видно, что было достаточно проведения единственного экс-
перимента. В результате получим следующие значения параметров элементов:

RБ = 400 Ом;RКН = 70.08 Ом;B = 93.39;

Bинв = 0.05;BRБ = 37356 Ом.

Подводя итог, следует отметить, что принцип отождествления позволяет сократить
число неизвестных параметров с девяти до пяти. Это позволяет решить задачу с
помощью меньшего количества тестовых измерений и сократить количество требу-
емых вычислений. Далее, сравнивая полученные значения с ожидаемыми, можно
определить, в каком состоянии находится диагностируемая ЭЦ.
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Методами теории потенциала доказывается теорема о граничном искажении
при отображении голоморфными однолистными в круге функциями.

Пусть функция f голоморфна и однолистна в круге U = {z : |z| < 1}, f(0) =

0, f(U) ⊂ U и для всех точек z некоторого компакта E на окружности |z| = 1

существуют угловые пределы f(z), |f(z)| = 1. Следующее неравенство восходит к
работам Комату [1] и Померенке [2]:

cap f(E) > |f ′(0)|−1/2capE.

Здесь cap (·) означает логарифмическую емкость. Известно, что capE = lim
n→∞

dn(E),
где dn(E) – n-ый диаметр E:

dn(E) = max
zk,zl∈E


n∏
k=1

n∏
l=1
l 6=k

|zk − zl|


1

n(n−1)

, n > 2.

В данном сообщении устанавливается неравенство, из которого вытекает, в част-
ности, что, если модуль угловой производной f ограничен сверху на множестве E
константой M , то

dn(f(E)) >
dn(E)

|f ′(0)|
n

2(n−1)M
1

n−1

.
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В докладе в качестве более гибкой альтернативы часто (и успешно) применяемым в
практических исследованиях обобщенным гиперболическим распределениям рассматри-
вается класс обобщенных дисперсионных гамма-распределений и дается теоретическое
обоснование использованию его представителей в качестве асимптотических аппрокси-
маций при решении практических задач.

В статье [1] введено семейство обобщенных дисперсионных гамма-распределений.
Функции распределения этого семейства имеют вид

W (x; a, σ, ν, κ, δ) =

∞∫
0

Φ

(
x− au
σ
√
u

)
f(u; ν, κ, δ)du, x ∈ R, (1)

где Φ(x) – стандартная нормальная функция распределения, а f(u; ν, κ, δ) – плот-
ность обобщенного гамма-распределения,

f(x; ν, κ, δ) =


|ν|

δΓ(κ)

(x
δ

)κν−1
exp

{
−
(x
δ

)ν}
, x > 0,

0, x < 0,

(2)

с параметрами ν ∈ R, κ, δ ∈ R+, отвечающими соответственно за степень, форму
и масштаб, где Γ(κ) – эйлерова гамма-функция. Семейство обобщенных гамма-рас-
пределений (2), описанное в работе [2], включает в себя практически все наиболее
популярные абсолютно непрерывные распределения, сосредоточенные на неотрица-
тельной полупрямой. В докладе приводится общая теорема о необходимых и до-
статочных условиях сходимости распределений сумм случайного числа независи-
мых одинаково распределенных случайных величин к однопараметрическим сдвиг-
масштабным смесям нормальных законов. В качестве следствия получены необхо-
димые и достаточные условия сходимости распределений случайных сумм незави-
симых одинаково распределенных случайных величин к обобщенным дисперсион-
ным гамма-распределениям. Для частного случая – специальных случайных блуж-
даний с непрерывным временем, порожденных обобщенными дважды стохастиче-
скими пуассоновскими процессами, – приведены оценки скорости этой сходимости.
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Указанные предельные теоремы позволяют обосновать многие популярные модели
неоднородных хаотических процессов, протекающих в сложных системах, имеющие
вид дисперсионно-сдвиговых смесей нормальных законов типа (1). При этом смеши-
вающее обобщенное гамма-распределение в модели (1) естественно связывается с
флуктуациями интенсивностей потоков информативных событий. Основываясь на
описываемых в докладе аналитических и асимптотических свойствах представите-
лей семейства обобщенных гамма-распределений и предельных теоремах для сумм
независимых случайных величин как теоретико-вероятностной формализации прин-
ципа неубывания неопределенности в сложных системах [3], можно утверждать, что
семейство обобщенных дисперсионных гамма-распределений является практически
универсальным для многих прикладных задач.
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В статье описывается реализация метода граничных интегральных урав-
нений с использованием быстрых методов семейства FMM (Fast Multipole
Method). Особое внимание уделено реализации оператора трансляции. Рас-
сматриваются прямой метод вычисления коэффициентов и интегральная
форма оператора трансляции.

Введение

Научные вычисления являются сложной прикладной задачей, требующей раз-
личного рода программно - прикладных средств и большого опыта. Но для решения
реальных практических задач также требуются и быстрые алгоритмы, способные
обеспечивать требуемую точность решения за приемлемое время. Среди подобных
задач выделим задачу Дирихле для уравнения Гельмгольца. Одним из методов,
успешно применяемых для ее решения, является метод граничных интегральных
уравнений. Была поставлена и решена задача реализации данного метода с исполь-
зованием быстрых методов решения семейства FMM (Fast Multipole Method) [1] в
параллельной среде исполнения на кластере ВЦ ДВО РАН [2].

1. Постановка задачи

Рассмотрим трехмерное евклидово пространство R3 с ортогональной системой
координат ox1x2x3. Пусть в этом пространстве имеется замкнутая поверхность Γ,
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разделяющая его на внутреннюю область Ωi и внешнюю область Ωe = R3\Ω̄i.
Сформулируем исходную внешнюю задачу Дирихле. [3] Задача 1. Найти функцию
ue(x) ∈ H1(Ωe), удовлетворяющую уравнению Гельмгольца

∆ue + k2
eue = 0, x ∈ Ωe, (1)

граничному условию
γue(x) = f(x), x ∈ Γ, (2)

и условию излучения на бесконечности

∂ue/∂|x| − ikeue = o(|x|−1), |x| → ∞. (3)

Здесь ∆ = ∇2 — оператор Лапласа, ∇ = (∂/∂x1, ∂/∂x2, ∂/∂x3), ke — волновое число,
Im(ke) > 0, γu — след на Γ функции u из H1(Ωe),f ∈ H1/2(Γ) — известная функция.
Решение задачи 1 будем искать в виде потенциала простого слоя

ue(x) = (Seqe)(x) ≡ 〈Ge(x, ·), qe〉Γ, x ∈ Ωe, (4)

Ge(x, y) = exp(ike|x− y|)/(4π|x− y|). (5)

Ядром данного интегрального оператора являются фундаментальное решение урав-
нения Гельмгольца, поэтому ue удовлетворяет уравнению (1) и условию излучения
(3). Эта функция будет решением задачи 1, если подобрать плотность qe так, что-
бы ue удовлетворяла граничному условию (2). Таким образом, задача 1 сводится к
граничному тождеству

〈Seqe, µ〉 = 〈f, µ〉Γ ∀µ ∈ H−1/2(Γ). (6)

Оператор в левой части (6) представляет собой интегральный оператор Фредголь-
ма I рода со слабой особенностью в ядре. Применяемый метод численного решения
представляет собой развитие методики, предложенной и впервые апробированной в
работе [4]. Кратко опишем общую схему его реализации. Построим покрытие поверх-
ности Γ системой {Γm}Mm=1 окрестностей узловых точек x′m ∈ Γ, лежащих внутри
сфер радиусов hm с центрами в x′m, и обозначим через {ϕm} подчиненное ему раз-
биение единицы. В качестве ϕm будем использовать функции

ϕm(x) = ϕ′m(x)

(
M∑
k=1

ϕ′k(x)

)−1

, ϕ′m(x) =

{ (
1− r2

m

/
h2
m

)3
, rm < hm,

0, rm > hm,

где x ∈ Γ, rm = |x − x′m|, ϕm ∈ C1(Γ) при Γ ∈ Cr+β , r + β > 1. Приближенные
решения будем искать на сетке {xm},

xm =
1

ϕ̄m

∫
Γ

xϕmdΓ, ϕ̄m =

∫
Γ

ϕmdΓ,

узлами которой являются центры тяжестей функций ϕm. Будем предполагать, что
для всех m = 1, 2, . . . ,M выполняются неравенства

0 < h′ 6 |xm − xn| , m 6= n, n = 1, 2, . . . ,M,
h′ 6 hm 6 h, h

/
h′ 6 q0 <∞,

где h, h′ – положительные числа, зависящие от M , q0 не зависит от M . Вместо
заданной на Γ неизвестной функции q будем искать обобщенную функцию qδΓ, дей-
ствующую по правилу

(qδΓ, η)R3 = 〈q, η〉Γ ∀η ∈ H1(R3).
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Приближать эту функцию будем выражением

q (x) δΓ (x) ≈
M∑
n=1

qnϕ̄nψn(x),

где qn – неизвестные коэффициенты, ψn(x) = (πσ2
n)−3/2 exp

(
−(x− xn)2

/
σ2
n

)
, σ2

n =

0.5ϕ̄n. После того, как решение уравнения найдено, для восстановления решения
функции u в точке y ∈ Ωe достаточно посчитать сумму следующего вида:

u(y) =
M∑
n=1

G(y, xn) · ϕ̄n · qn, xn ∈ Γ. (7)

Наиболее ресурсоемкой частью вычислений при решении интегральных уравнений
является матрично-векторное умножение. В этом случае, необходимо заменять его
на более экономичную схему, которая бы учитывала конкретные особенности зада-
чи. Подобное решение предлагают быстрые методы. Для восстановления решения
краевой задачи по уже известным решениям интегральных уравнений используют
семейство методов FMM.

2. Описание метода

Особенностью метода Single level FMM является появление оператора транс-
ляции, необходимого для вычисления взаимодействия между блоками. С помощью
данного метода сумму (7) можно посчитать в виде:

u(yβ) =
∑

xα∈R+
n

QαG(yβ − xα) +
∑
x

(s)
n∗

un(yβ), yβ ∈ Rn. (8)

Здесь

un(y) =

p−1∑
n′=0

n′∑
m′=−n′

C
(nm)m′

n′ Rm
′

n′ (y − y(r)
m∗), n = 1, . . . ,Ks. (9)

Коэффициенты C
(nm)m′

n′ могут быть найдены с использованием оператора трансля-
ции S|R типа [1]:

C
(nm)m′

n′ = (S|R)(tnm)C
(n)m′

n′ , tnm = y
(r)
m∗ − x(s)

n∗ .

3. Оператор трансляции

Для решения уравнения Гельмгольца коэффициенты оператора трансляции бу-
дем искать в виде разложения функций Smn (t):

(S|R)m
′m

n′n (t) =

∞∑
n′′=0

n′′∑
m′′=−n′′

(s|r)m′′m′mn′′n′n (t)Sm
′′

n′′ (t). (10)

Коэффициенты (s|r) назовем структурными коэффициентами трансляции. Суще-
ствуют несколько способов реализации вычислений оператора трансляции: прямой
метод, в интегральной форме, диагонализация оператора трансляции и некоторые
другие [5]. В рамках данной статьи рассматриваются первые два метода.
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3.1. Прямой метод вычисления оператора трансляции

Структурные коэффициенты (s|r)m′′m′mn′′n′n будем находить численно. Не вдаваясь
в подробности, отметим, что они связаны с коэффициентами Клебша-Жордана [6]
или символом Вигнера [1]. Символ Вигнера может быть посчитан как

E

(
m1 m2 m

j1 j2 j

)
= 4π

[
4π

(2j + 1)(2j1 + 1)(2j2 + 1)

]1/2
2π∫
0

dϕ

×
π∫
0

Y m
j (θ, ϕ)Y m1

j1
(θ, ϕ)Y m2

j2
(θ, ϕ) sin θdθ. (11)

С учетом этих определений можем найти структурные коэффициенты трансляции
с использованием символа Вигнера:

(s|r)m′′m′mn′′n′n =

[
(2n+ 1)(2n′ + 1)(2n′′ + 1)

4π

]1/2

in
′+n′′−nE

(
m −m′ −m′′

n n′ n′′

)
. (12)

Подставляя данные соотношения в (10) найдем значения коэффициентов трансля-
ции. При численном расчете коэффициентов трансляции данным методом слож-
ность вычислений составит O(p4), где p – число слагаемых при аппроксимации.
Поэтому прямой метод вычисления коэффициентов трансляции на практике не ис-
пользуется.

3.2. Метод вычисления оператора трансляции в
интегральной форме

С помощью данного метода можно найти коэффициенты оператора трансляции
по формуле

(S|R)mm
′

nn′ (t) =

p∑
n′′=0

(2n′′ + 1)in
′′
hn′′(kt)in−n

′
∫
Su

Pn

(
t · s
t

)
Y m′
n′ (s)Y −mn (s)dS(s). (13)

Метод вычисления коэффициентов оператора трансляции в интегральной форме яв-
ляется более быстрым по сравнению с прямым методом. Его сложность составляет
O(p3). Поэтому данный метод пригоден к использованию на практике. Существует
ряд методов, позволяющих высчитывать коэффициенты трансляции быстрее, на-
пример, метод диагонализации трансляций, имеющий асимптотическую сложность
O(p2) [5]. Однако применимость подобных методов не всегда оправдана.

4. Результаты работы

Важным аспектом работы является оператор трансляции в методе SLFMM,
так как именно на его вычисление расходуются основные ресурсы программы. Реа-
лизованные методы FMM выполняются несколько медленее исходного метода при
одинаковой погрешности. Данный факт отображен на рис. 1. Рассмотрим рис. 1.
Видим, что время вычислений в значительной степени зависит от выбора метода ре-
ализации оператора трансляции. При вычисление коэффициентов прямым методом
скорость работы программы примерно в 1.5 раза ниже, чем в случае с интегральной
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Рис. 1. Сравнение скорости вычислений

Рис. 2. Сравнение скорости вычислений при различных
методах реализации оператора трансляции

формой оператора. Расчеты для графиков были выполнены на сетке внешней обла-
сти, в качестве волнового числа выбиралось k = 20. Теперь сравним погрешность
вычислений при одинаковой скорости расчетов:

Таблица 1. Погрешности вычислений задачи 1, волновое число k=4

Число точек Исходный метод FMM
510 2.757E-003 4.642E-002
998 3.936E-004 1.965E-002
2042 1.402E-004 6.157E-003
3998 4.672E-005 2.964E-003
8150 2.190E-005 1.268E-004
15974 6.521E-006 4.579E-005
32598 7.953E-007 2.064E-006
63886 4.943E-007 5.138E-007
127940 2.308E-007 2.173E-007

Заключение

В данной работе изучались и сравнивались между собой различные модифика-
ции быстрых методов семейства Fast Multipole Method, а также способы реализа-
ции оператора трансляции в методе Single Level FMM. В ходе работы была создана
программа на языке С++, содержащая набор функций для работы с задачами аку-
стики при известных значениях интегралов и плотностей вспомогательных источ-
ников в точках дискретизации. В методе Single Level FMM реализовано вычисление
оператора трансляции прямым методом и в интегральной форме. На основе срав-
нения скоростей вычислений данными методами сделан вывод о целесообразности
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использования оператора трансляции в интегральной форме. Полученная програм-
ма создает основу для решения краевых задач для уравнения Гельмгольца методом
MLFMM, более быстрым по сравнению с изученными в ходе работы методами. Его
реализация планируется в дальнейшем.
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жений, синхронизация, мультистабильность, кластер, бассейн притяжения

Для изучения феномена кластеризации, возникающего в моделях
пространственно-временной динамики неоднородных популяций или мета-
популяций, предложена методика выделения бассейнов притяжения неко-
торых фаз кластеризации. Для чего использован показатель близости про-
странственного распределения плотности популяции по ареалу в T -момент
времени с начальным распределением популяции. В качестве оценки бли-
зости или меры близости начального и достигаемого состояния системы
предложено использовать коэффициент детерминации.

Введение

В математической популяционной биологии хорошо изучена динамика локаль-
ных популяций, описываемых моделями с непрерывным и дискретным временем.
Возникающие колебания численности в них объясняются внутрипопуляционными
процессами, связанными с плотностно-зависимым лимитированием роста численно-
сти, периодическим характером действия внешних факторов, а так же межвидо-
выми взаимодействиям (конкуренция, отношения типа «хищник-жертва», симбиоз
и т.п.). Реальные биологические популяции, обычно, пространственно распределе-
ны по своему ареалу и представлены взаимодействующими локальными группами
особей, обменивающихся мигрантами, и образуют, так называемые, метапопуляции.
Механизмы формирования нерегулярного и периодического поведения метапопу-
ляции оказываются существенно сложнее, чем отдельной изолированной популя-
ции, и в большей степени определяются географической структурой ареала и ми-
грационным взаимодействием. Для количественного описания динамики подобным
образом устроенных популяций удобно пользоваться богатым аппаратом нелиней-
ной динамики и математического моделирования. В качестве простейшей модели
пространственной динамики таких популяций предлагается использовать системы
связанных логистических отображений, демонстрирующих переход к хаосу через
удвоение периода [1-3]. Каждый элемент такой популяции при этом может быть
связан с некоторыми другим либо диссипативно, либо инерциально. В первом слу-
чае, особи мигрируют в промежутках между сезонами размножения, а эмигранты
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ничем не отличаются от местных особей и сразу начинают участвовать в процессах
размножения, не зависимо от того, когда происходило расселение: до периода раз-
множения, либо после него. Во втором случае, особи мигрируют из одной локальной
популяции в другую в обход процессам размножения и гибели, а эмигранты стано-
вятся неотличимы от местных особей и начинают участвовать в размножении лишь
через сезон. Такие системы характеризуются наличием эффектов мультистабиль-
ности, синхронизации, перемежаемости и кластеризации. Наличие этих феноменов
очень интересно, но значительно осложняет возможность применения таких мате-
матических моделей для описания динамики реальных популяций и, в частности,
затрудняет возможность идентификации параметров. Целью данной работы явля-
ется моделирование пространственно-временной динамики популяций животных и
исследование закономерностей кластеризации в системах связанных отображений.

1. Модели пространственной динамики
метапопуляции

Пронумеруем в каком либо порядке каждую локальную популяцию от 1 до
N и обозначим через x(i)

n численность в i-м (i = 1, 2, . . . , N) очаге в дискретный
момент времени n. В случае диссипативной миграционной связи каждой локальной
популяции уравнения пространственной динамики распределенной популяционной
популяции (метапопуляции) можно записать в виде системы глобально-связанных
отображений:

x
(i)
n+1 =

N∑
j=1

mi,jf
(
x(j)
n

)
(i = 1, 2, . . . , N), (1)

где mi,j > 0 (i 6= j) – коэффициент миграции особей из j-й популяции в i-ю,

mi,i = 1 −
N∑

j=1,j 6=i
mj,i (j 6= i, i = 1, 2, . . . , N) равен доле не эмигрировавших из i-й

популяции особей, f(x) – функция локального воспроизводства. Если популяции
связанны инерциально, то уравнения их пространственной динамики имеют вид:

x
(i)
n+1 = f

(
mi,i · x(i)

n

)
+

N∑
j=1,j 6=i

mi,jx
(j)
n (i = 1, 2, . . . , N). (2)

В качестве функция локального воспроизводства использовалась унимодальная за-
висимость запас-пополнение Рикера: f

(
x(i)
)

= a(i) ·x(i) ·e−x(i) , где a(i) – репродуктив-
ный потенциал i-й популяции, то есть скорость её максимально возможного годового
воспроизводства в отсутствии лимитирования. МатрицаM = (mi,j) называется мат-
рицей миграционной связи или просто матрицей миграции, которая помимо интен-
сивностей миграционных потоков между локальными очагами содержит косвенно
информацию о способе разбиения метапопуляции и нумерации её локальных по-
пуляций (субпопуляций). Далее рассматривается полностью симметричный случай
систем (1) и (2), т.е. при равенстве репродуктивных потенциалов каждой локальной
популяции a = a(1) = a(2) = . . . = a(N) и равенстве коэффициентов миграции. По-
следнее означает, что все не диагональные элементы матрицы, которые не равны
нулю, равны m = const. Диагональный элемент матрицы миграции по-прежнему

равен mi,i = 1−
N∑

j=1,j 6=i
mj,i (i = 1, 2, . . . , N , j = 1, 2, . . . , N), таким образом, что под
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знаком суммы стоят либо m либо ноль. В случае если локальная популяция связана
максиму с четырьмя своими ближайшими соседями, то 0 6 m 6 0.25. В противном
случае некоторые диагональные элементы матрицы M окажутся отрицательными.

2. Кластеры и их бассейны притяжения

Как известно [1-3] реализуемые в системах (1) и (2) режимы пространствен-
ной динамики зависит не только от соотношения параметров a и m, но так, же
и начального распределения особей популяции по ареалу, т.е. начальных значений
фазовых переменных x(i)

0 (i = 1, 2, . . . , N). При этом различным наборам x
(i)
0 могут

соответствовать различные динамические режимы или аттракторы – такое явле-
ние называют мультистабильностью. Частным случаем этого явления для систем
глобально-связанных отображений является явление кластеризации – образование
групп фазовых переменных динамической системы (численности субпопуляций в
каждом очаге) по группам – кластерам, в пределах которых динамика фазовых
переменных синхронна. Каждому такому кластеру соответствует свой бассейн при-
тяжения. На рис. 1 приведены примеры пространственной динамики популяции,
описываемой системой (1), с ареалом квадратной формы состоящей из 36 локаль-
ных очагов, на котором продемонстрировано образование (рис. 1 а) двух кластеров,
(рис. 1 б) одного кластера в центре и (рис. 1 в) ситуации, когда число кластеров
равно числу локальных популяций и динамика каждой субпопуляции оказывает-
ся противофазной с рядом стоящими. Слева на рис. 1, высота столбцов показывает
численности каждой субпопуляции в фиксированный момент времени, справа, изоб-
ражена та же динамика в различные моменты времени, в зависимости от номера
субпопуляции. В данном примере каждая локальная популяция колеблется с цик-
лом длины 2, что отмечено в виде двух графиков (n = τ и n = τ + 1). Рассмотрим

n=t+1n=t

n=t+1n=t

n=t+1n=t 0 12 24 36
0

1

4

i

12 24 360

2

4

6

n=t

n=t+1

i

0 12 24 36

2

4

6

i

n=t

n=t+1

(а)

(б)

Рис. 1. Пример пространственной динамики популяции, описываемой си-
стемой (1) при a = 12 и m = 0.025

простейший случай кластеризации – образование двух кластеров (так называемая
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упорядоченная фаза кластеризации). Пусть первый кластер состоит из k, а второй
соответственно из N − k субпопуляций, таким образом, что динамика каждой суб-
популяции в пределах кластеров{

x(1)
n , x(2)

n , . . . , x(k)
n

}
и
{
x(k)
n , x(k+1)

n , . . . , x(N)
n

}
(приn→∞) (3)

будет синхронна (как минимум с захватом частоты и фазы) со всеми находящимися
в нем популяциями. То есть динамика x(1)

n попарно синхронна с каждым, составля-
ющим этот кластер, элементом x

(i)
n (i = 2, 3, . . . , k), а x(k+1)

n синхронен каждому x(i)
n

(i = k + 2, k + 3, . . . , N), но между собой x
(1)
n и x

(k+1)
n не синхронны. Для опреде-

ления является ли данный кластер устойчивым достаточно проследить эволюцию
динамики системы (1) или (2) в зависимости он начального распределения особей
по ареалу, т.е. начальных значений фазовых переменных x(i)

0 (i = 1, 2, . . . , N). Если
зафиксировать ее достаточно близкую, к какому либо из возможных для данной
системы кластеров, то после серии итераций траектория останется в пределах этого
кластера, либо покинет его. Это покажет, настолько удачно была выбрана эта точ-
ка и какому бассейну она принадлежит. С другой стороны, не имеет значения из
какой части бассейна притяжения её брать (быть может, кроме границы бассейна) –
траектория системы сойдется к данному кластеру, т.е. выбор начальной точки ока-
зывается достаточно произвольным. Тогда если знать, какие фазы кластеризации
возможны для данной системы и данной размерности, то можно попытаться опреде-
лить области устойчивости возможных кластеров в параметрическом пространстве
и построить их бассейны притяжения. Рассмотрим эволюцию системы отображения
(1) из начальной точки вида:

x0 =
{
X0 = x

(1)
0 = . . . = x

(k)
0 , Y0 = x

(k+1)
0 = . . . = x

(N)
0 |X0 6= Y0

}
, (4)

которая по своему виду близка к кластеру вида (3). После τ > 0 итераций образ
точки (4) будет xτ =

{
x

(1)
τ , x

(2)
τ , . . . , x

(N)
τ

}
, полученные фазовые переменные могут

образовать кластеры вида (3) и тогда можно говорить, что точка x0 выбрана из
бассейна притяжения данного кластера, либо будет получены другие кластеры дру-
гого размера и числа заполнения. Тогда, что бы построить бассейны притяжения
данного кластера можно оценить близость начального x0 и достигаемого простран-
ственного распределения xτ . В качестве такой удобно воспользоваться коэффициент
детерминации:

r2
n = r2 (x0,xn) (n = τ, τ + 1, . . . , τ + d), (5)

где x0 соответствует набору фазовых переменных в начальный момент времени, а
xn соответствует наборам после τ, τ + 1, ..., τ + d итераций, взятым на устойчивом
аттракторе, а d – максимальная длина цикла, достигаемая одной из фазовых пе-
ременных. В случае квазипериодической динамики достаточно рассмотреть набор
xn на одном полном обороте фазовой кривой. В результате вычисления (5) будет
получено d оценок r2

n, из которых выбирается самый минимальный:

R2 = min r2
n. (6)

В случае если, полученный коэффициент R2 достаточно близок к 1, то достигае-
мая системой (1) динамика в каждый момент времени с точностью до постоянно-
го множителя совпадает с начальным своим состоянием и при данных значениях
параметров данный режим существует, а значит, что данная начальная точка при-
надлежит бассейну притяжения подобных кластеров. Если же он близок нулю, то
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между этими состояниями нет сходства, и для данных значений параметров дан-
ной фазы кластеризации не существует, либо начальная точка не принадлежит
бассейну таких кластеров. Рассмотрим полученные таким образом бассейны при-
тяжения для модельного ареала квадратной формы и N = 36. Зафиксируем кла-
стер в виде (4) и будем варьировать значения X0 = x

(1)
0 = x

(2)
0 = . . . = x

(18)
0 и

Y0 = x
(19)
0 = x

(20)
0 = . . . = x

(36)
0 , вычисляя минимальный коэффициент детерми-

нации (6). На рис. 2 показана карта величины R2 на плоскости (X0, Y0), где чер-
ному цвету соответствует очень близкое к нулю ее значение, белым областям, где
R2 очень близок к 1. Для примера на рис. 2 так же показаны примеры возника-
ющих кластеров. На рис. 2 д показаны кластеры подобные изначально заданному
кластеру

{
X0 = x

(1)
0 = . . . = x

(18)
0 , Y0 = x

(19)
0 = . . . = x

(36)
0

}
, в динамике которых от-

мечается захват частоты и фазы, однако полного равенства амплитуд не наблюда-
ется. В областях, отмеченных на рис. 2 а оттенками серого формирование таких
кластеров оказывается не возможным и реализуются другие их виды, отличающие-
ся разным числом заполнения (рис. 2 б-г) и даже разным числом самых кластеров
(рис. 2 в). Надо отметить, что наиболее информативно полными являются бассейны

10

5
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Рис. 2. (а) Бассейны притяжения кластеров, (б)-(г) кластеры, возникающие
в них при a = 12 и m = 0.025

полностью синхронных режимов динамики, показанные черным цветом на рис. 2 а.
Эти области при фиксированных значениях параметров модели оказываются инва-
риантны относительно фиксируемого в данной методике кластера x0 = {X0, Y0},
относительно которого и прослеживается близость начального x0 и достигаемого
пространственного распределения xτ . Бассейны притяжения всех возможные фаз
кластеризации могут быть получены как попарное пересечение дополнений областей
фазового пространства, в которых реализуется та или иная фаза кластеризация.
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Выводы

Рассмотрен простейший случай, когда образуются две группировки рядом сто-
ящих локальных популяций или кластеров. Показано, что в случае равенства двух
этих кластеров, их бассейны притяжения (т.е. области фазового пространства в ко-
торых реализуются эти фазы кластеризации) совпадают с бассейнами притяжения
противофазного режима в системе из двух связанных логистических отображений,
рассмотренных ранее [2]. Бассейн притяжения полностью синхронной динамики
всех локальных очагов в этом случаи полностью совпадает с аналогичной областью
в системе из двух связанных логистических отображений. Исследования проведены
при финансовой поддержке РФФИ (региональный проект 11-01-98512-р_восток_а)
и ДВО РАН (конкурсные проекты 12-I-П28-02, 12-II-СО-06-019, 12-II-СУ-06-007).
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Для изучения основных закономерностей развития взаимосвязанных со-
обществ, заселяющих соседние регионы, представлена модификация мате-
матической модели динамики численности двух сообществ типа «ресурс-
потребитель», связанных миграциями потребителя. Проведено исследова-
ние полученной модели, выполнено качественное описание поведения моде-
ли, определены условия синхронизации колебаний рассматриваемых сооб-
ществ, изучено влияние миграционного взаимодействия между сообщества-
ми на динамику каждой популяции.

Введение

С начала 20 века активно развивается динамическая теория биологических по-
пуляций, в рамках которой исследуются закономерности изменения численности
особей взаимодействующих биологических видов, в частности, условия возникнове-
ния устойчивых колебаний. Для описания динамики таких популяций необходимо
использовать нелинейные модели, учитывающие основные факторы их развития
(рождаемость, смертность, межвидовые взаимодействия, миграция). Первое глубо-
кое математическое исследование моделей биологических сообществ, включающих
в себя несколько популяций различных видов, и изучение закономерностей динами-
ки их взаимодействия дано в работе Лотки-Вольтерра. Основная особенность этой
модели состоит в том, что на основе очень упрошенных представлений о закономер-
ностях развития биологических систем, было выведено заключение о качественном
характере поведения таких сообществ - о наличии в системе колебаний плотности по-
пуляций [2]. Продолжением исследований порожденных работами Вольтера и Лотка
являются модели, полученные включением в исходную различных дополнительных
факторов: эффект насыщения хищника, ограниченность ресурсов жертвы и хищни-
ка даже при избытке жертвы и т.п.
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1. Модель миграционно-связанных сообществ

Работа посвящена определению условий синхронизации колебаний численности
сообществ, особи которых заселяют соседние регионы, а так же изучению влияния
миграционного взаимодействия между сообществами на динамику каждой популя-
ции. Исследование основывается на модели Базыкина [1], являющейся одним из
продолжений работ Вольтерра. В рассмотрение при этом вводятся два новых по
отношению к исходной модели фактора: нелинейный характер размножения попу-
ляции жертвы при малых плотностях популяции, насыщение хищника, внутриви-
довая конкуренция в популяции жертвы, вызываемая ограниченностью ресурсов и
миграция хищника: 

ẋ1 = ax1
K−x1
K − bx1y1

1+Ax1

ẏ1 = −cy1 + dx1y1

1+Ax1
+my2 −my1

ẋ2 = ax2
K−x2
K − bx2y2

1+Ax2

ẏ2 = −cy2 + dx2y2

1+Ax2
+my1 −my2

(1)

где a- скорость размножения популяции жертвы в отсутствии хищника, f = a/K

- коэффициент внутривидовой конкуренции жертв (самолимитирование), b- удель-
ная скорость потребления популяцией хищника популяции жертвы при единичной
плотности обеих популяций, c- естественная смертность хищника d/b- коэффициент
переработки потребленной хищником биомассы жертвы в собственную биомассу, A-
коэффициент насыщения хищника, m - коэффициент миграции хищника. В исход-
ной записи система (1) содержит семь независимых параметров. Заменой перемен-
ных: x = c

du, y = a
b v, t = τ

a приходим к системе уравнений с четырьмя параметрами:
u̇1 = u1 − u1v1

1+αu1
− εu2

1

v̇1 = −γv1 + γu1v1

1+αu1
+ βv2 − βv1

u̇2 = u2 − u2v2
1+αu2

− εu2
2

v̇2 = −γv2 + γu2v2

1+αu2
+ βv1 − βv2

(2)

где α = Ac
d - коэффициент насыщения хищника, ε = c

Kd - коэффициент самоли-
митирования (конкуренция жертв), γ = c

a - относительная скорость роста, рав-
ная отношению скорости гибели хищника и скорости прироста жертвы, β = m

a −
−относительная доля миграции, равная отношению доли мигрантов хищника и ско-
рости прироста жертвы.

2. Исследование синхронизации колебаний
численности

Система (2) состоит из двух подсистем идентичных модели Базыкина, связан-
ных между собой коэффициентом миграции потребителя. Выберем фиксированные
значения параметров ε = 0.12, α = 0.45, γ = 0.5, которые соответствуют решениям
подсистем, лежащим на предельном цикле. Сравним поведение этих двух траекто-
рий (циклов) на плоскостях (u1, v1) и (u2, v2) при изменении параметра связи β. Рас-
смотрим следующие начальные условия: u1(0) = 0.153, v1(0) = 1.080, u2(0) = 6.764,
v2(0) = 0.772, соответствующие максимальным и минимальным значениям числен-
ности жертвы u на предельных циклах системы (2). В случае, когда рассматри-
ваемые сообщества слабо связаны друг с другом (относительная доля миграции
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β = 0.005 системы (2)) синхронизация колебаний наступает через временя t = 1800

(103.5 периодов для первого сообщества и 102 периода для второго). На языке нели-
нейной динамики говорят о различной длине переходного процесса к устойчивому
синхронному состоянию [3]. В системе устанавливаются стационарные колебания,
соответствующие движению фазовой точки вдоль предельно цикла (рис. 1). Значе-
ния системы на фазовых портретах обоих сообществ, начиная с указанного момента
времени, совпадают, что так же указывает на полную синхронизацию. Точкой си-
него (красного) цвета на рис. 1 обозначены начальные условия, черного цвета –
значение системы в рассматриваемый момент времени. Стрелками указано направ-
ление движения по фазовой кривой. С течением времени моментальные значения

Рис. 1. Фазовый портрет системы (2) при β = 0.005
численности особей и фазы колебаний сближаются, разность фаз стремится к ну-
лю (точки фазовой кривой начинают двигаться по одной траектории), при этом,
разность моментальных амплитуд через указанный промежуток времени падает до
нуля (рис. 2). Возникает полная взаимная синхронизация колебаний, то есть, рас-
сматриваемые сообщества в равной степени воздействуют друг на друга и взаимно
подстраивают свои ритмы. На графиках, соответствующих фигурам Лиссажу вид-
но, что из асинхронного режима развитие сообществ переходит в квазипериодиче-
ский, затем колебания через указанный промежуток времени начинают синхронизи-
роваться, графики приближаются и сливаются с прямой, которая является биссек-
трисой угла и соответствует полной синхронизации колебаний (рис. 3). С увеличе-
нием значений параметра связи синхронизация наступает намного раньше. Очень
сильная связь стремиться сделать состояния обоих осцилляторов идентичными. В
процессе увеличения относительной доли миграции, можно выделить предельное
значение (β = 0.4), в котором синхронизация наступает максимально быстро (на
втором периоде (рис. 4)), при переходе через это значение количество периодов до-
стижения синхронизации увеличивается. Фигуры Лиссажу соответствует ситуации,
когда частоты и периоды колебаний через небольшой промежуток времени (t = 25)
полностью совпадают - наступает полная взаимная синхронизация (биссектриса уг-
ла на фазовом портрете (рис. 5)). В этом случае полная взаимная синхронизация
колебаний наблюдается уже на втором периоде колебаний, т.е. фазовые портреты
полностью совпадают через отрезок времени t = 25. Через указанный период вре-
мени две траектории сливаются в одну и только спустя время t = 60 получившаяся
кривая приближается к предельному циклу и сливается с ним (рис. 6).

3. Выводы

Таким образом, показано, что введение коэффициента миграции в модель Базы-
кина типа«ресурс-потребитель», который является параметром связи между двумя
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Рис. 2. a) динамика системы (2) при β = 0.005, b) разности моменталь-
ных амплитуд двух не связанных сообществ

Рис. 3. Фигуры Лиссажу системы (2) при β = 0.005

Рис. 4. a) динамика системы (2) при β = 0.4, b) график разности момен-
тальных амплитуд двух рассматриваемых сообществ
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Рис. 5. Фигуры Лиссажу системы (2) при β = 0.4

Рис. 6. Фазовый портрет системы (2) при β = 0.4

подобными соседними сообществами, приводит к синхронизации колебаний рассмат-
риваемых систем. От величины данного коэффициента зависит скорость синхрони-
зации этих систем (с увеличением значений β синхронизация наступает быстрее).
Найдено максимальное значение относительной доли миграции, соответствующее
наиболее быстрой синхронизации колебаний рассматриваемых сообществ, при пере-
ходе через которое время достижения полной синхронизации увеличивается. Иссле-
дования проведены при финансовой поддержке РФФИ (региональный проект 11-01-
98512-р_восток_а).
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Рассматривается задача приближенного вычисления моментов и функции
распределения верхней лестничной высоты. Предложены алгоритмы для
вычисления моментов по формулам из [5], в том числе поиска решений урав-
нения Фробениуса. Для восстановления функции распределения применя-
ется метод П.И. Чебышева, основанный на непрерывных дробях. Решается
проблема вычислений с произвольной точностью.

О методе моментов

Пусть известны и конечны первые 2m моментов bk=
b∫
a

xkf(x) dx, k=0, 1, . . . , 2m−1,

вероятностного распределения с плотностью f(x). В работе [1] П.Л. Чебышев полу-
чает решение для задачи приближенного вычисления соответствующей функции
распределения

F (v) =

v∫
a

f(x)dx, a < v < b.
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Введем вспомогательные понятия. Непрерывной дробью будем называть выражение
вида

a0 +
1

a1 +
1

a2 + ...

, (1)

где a0, a1, . . . – конечная или бесконечная последовательность. Конечная непре-
рывная дробь

Vn
Wn

= a0 +
1

a1 +
1

a2 + ... +
1

an
называется n-ой (порядка n) подходящей дробью для непрерывной дроби (1). При
этом Vn называют числителем, а Wn – знаменателем n-й подходящей дроби. В ра-
ботах [1] – [3] П.Л.Чебышев раскладывает функцию

∑2m−1
k=0

bk
zk+1 в непрерывную

J-дробь с подходящими дробями специального вида

ϕk(z)

ψk(z)
=

1

α1z + β1 +
1

α2z + β2 + ... +
1

αkz + βk

,

где αi, βi – вещественные числа. Рассматривая для каждого фиксированного v

функции аргумента z

Φ0(z) = ϕm(z)Z(z)− ϕm−1(z), Φ1(z) = ψm(z)Z(z)− ψm−1(z), (2)

Z(z) = (z − v)γ +
ψm−1(v)

ψm(v)
, (3)

где

γ = max

{
1

a− v

(
ψm−1(a)

ψm(a)
− ψm−1(v)

ψm(v)

)
,

1

b− v

(
ψm−1(b)

ψm(b)
− ψm−1(v)

ψm(v)

)}
, (4)

П.Л.Чебышев доказал, что∣∣∣∣F (v)−E va−0

Φ0(z)

Φ1(z)

∣∣∣∣ < 1

2

Φ0(v)

Φ
′
1(v)

, (5)

под E va−0g(z) подразумевается сумма вычетов функции g(z) в особых точках, при-
надлежащих интервалу [a, v). Таким образом, имеем следующую схему приближен-
ного вычисления функции распределения: найти функции Φi(z) по формулам (2) –
(4), затем корни многочлена Φ1(z) и сумму вычетов из (5). Числитель и знаменатель
подходящих дробей вычисляются по формулам из теоремы 7.15 книги [6],

ψn(z) =
1

H
(1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b0 b1 · · · bn
b1 b2 · · · bn+1

· · · · · ·
bn−1 bn · · · b2n−1

1 z · · · zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (6)

где

H(1)
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b0 b1 · · · bn−1

b1 b2 · · · bn
· · · · · ·

bn−1 bn · · · b2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , n = 1, 2, . . . . (7)

ϕn(z) = ψn(z)
(b0
z

+
b1
z2

+ · · ·+ b2n−1

z2n
+

γ
(n)
2n

z2n+1
+ · · ·

)
. (8)
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Вычисления

В результате мы получили для каждой точки a 6 v 6 b формулу для восста-
новления в ней функции распределения

F (v) ≈ E va−0

Φ0(z)

Φ1(z)
=
∑
a6x<v

Φ0(x)

Φ
′
1(x)

+
1

2

Φ0(v)

Φ
′
1(v)

(9)

с абсолютной погрешностью, оцениваемой величиной 1
2

Φ0(v)

Φ
′
1(v)

. Прежде, чем приме-
нять описанную схему к вычислению функции распределения верхней лестничной
высоты, необходимо решить задачу вычисления моментов этой случайной величи-
ны. Для этого был разработан алгоритм и написан код на языке программирова-
ния Fortran для вычисления n-мерного вектора решений уравнения Фробениуса
x1 + 2x2 + . . . + xn = n в целых неотрицательных числах. Были составлены про-
граммы, реализованные на языках Fortran, C++ и в математическом пакете, для
счета значений производных сложной функции по формуле Бруно

dm

dtm
g
(
f(t)

)
= m!

∑
{jkj}m1

g(νm)(y)
∣∣
y=f(t)

m∏
j=1

[
1

kj !

(
f (j)(t)

j!

)kj]
, (10)

где νm = k1+k2+· · ·+km, а суммирование производится по наборам решений уравне-
ния Фробениуса порядка m [8]. Используя (10), в [5] получена формула вычисления
моментов лестничных высот Z+ для шага с распределением N(0, σ2), которая при
σ = 1, m > 0 имеет вид

bm+1 ≡ EZm+1
+ =

(m+ 1)!√
2

∑
{jkj}m1

m∏
j=1

(
1

kj !

(gj
j!

)kj)
. (11)

Явный вид для величин gj выводится из работы В.И. Лотова [7]

gi = −(i− 1)!
cos πi4

2i−1iπi/2

∞∑
n=1

1

ni/2
, i > 3; (12)

g1 =
K√
2π
, K :

n∑
m=1

1√
m

= 2
√
n−K +O(

1√
n

); (13)

g2 =
1

4
.

Приближенные значения функции распределения верхней лестничной высоты в слу-
чае стандартного нормального распределения шага были найдены для 16 и 26 вы-
численных моментов в равноотстоящих точках. В каждом случае посчитаны теоре-
тические границы абсолютных погрешностей, график которых изображен на рис.
1.
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n=18

n=26
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Рис. 1. Границы погрешностей

Как видно, уменьшение границ погрешности происходит довольно медленно. В рабо-
те [4] Н.Я. Сонин показал, что для восстановления функции распределения нормаль-
ной случайной величины характер убывания погрешности примерно равен 1/n, где
n - число известных моментов. Следовательно, чтобы уменьшить ее до 0.05, требу-
ется вычислить около 400 моментов. При этом, с увеличением порядка повышается
ресурсоемкость вычислений, как для нахождения наборов решений соответствую-
щих уравнений Фробениуса, так и вычислений определителей из формул (6) – (8).
Для последующих высокопроизводительных расчетов на кластере был написан ал-
горитм вычисления моментов исследуемого распределения на языке программиро-
вания Fortran, но, оказалось, что метод Чебышева чувствителен к количеству знача-
щих цифр и полученные корни многочлена Φ1(z) не удовлетворяли следующим свой-
ствам, доказанным в [3]. Все корни должны быть вещественными и чередоваться с
корнями для функций, полученных при меньшем числе известных моментов. Стан-
дарт Fortran поддерживает формат не более, чем двойной расширенной точности,
что недостаточно. Использовать числа произвольной точности с плавающей запя-
той и целые числа с любым числом значащих цифр позволяет библиотека MPIR для
языка программирования C++ [9]. C ее помощью был разработан новый алгоритм
для вычисления моментов с высокой точностью с учетом особенностей библиотеки и
использованием решений уравнений Фробениуса, полученных ранее. Моменты высо-
ких порядков снова требуют высокопроизводительных вычислений, соответственно,
необходимо использовать библиотеку MPIR на кластере и портировать программу
для LINUX-платформы.
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В данной работе рассматривается задача маскировки материального тела,
ставится задача сопряжения, вводится слабая формулировка. Разрабатыва-
ется алгоритм решения прямой задачи при помощи пакета FreeFem.

Введение

В последнее время появляется все больше работ, в которых исследуются свой-
ства нерассеивающих, или как их еще называют – маскировочных, оболочек (см.
например [1, 2, 3]). В указанных работах доказано существование таких оболочек
и установлено, что необходимым условием их существование является анизотропия
исходной среды. Поскольку невозможно построить такую оболочку на практике [4],
то логично заменить задачу точной маскировки материального тела на задачу при-
ближенной маскировки для модели акустики изотропной неоднородной среды. В
математическом плане последняя задача сводится к обратной экстремальной зада-
че для указанной модели акустики. Необходимой частью решения экстремальной
задачи является рассмотрение прямой задачи сопряжения. В данной работе раз-
рабатывается алгоритм решения задач рассеяния звуковых волн на анизотропном
препятствии. Для решения использован метод конечных элементов (МКЭ), на его
основе разработан алгоритм, проведены вычислительные эксперименты в случае,
когда препятствие представляет собой нерассеивающую оболочку.

1. Краткие сведения об уравнениях акустики
анизотропной среды

Рассмотрим область Ω пространства R3, заполненную жидкой анизотропной
средой. Хорошо известно (см., например, [2]), что уравнения распространения зву-
ковых волн в такой среде описываются соотношениями

∇p = −iωρ0ρ̃(x)v + ρ0ρ̃F, −iωp = λ0λ(x)div v. (1)
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Ниже нас будет интересовать случай, когда среда является однородной и изотроп-
ной вне некоторой ограниченной области Ω, так что λ(x) = 1, ρ̃(x) = I в области
Ωe = R3 \Ω. Замыкание Ω такой области Ω будем называть носителем анизотропно-
сти среды, а саму среду, занимающую все пространство R3, будем называть локаль-
но анизотропной. Как обычно в акустике, исключим колебательную скорость v из
уравнений (1). Для этого, применим обратный тензор ρ−1 и оператор div к первому
уравнению в (1). Будем иметь

div(ρ−1∇p) = −iωρ0 div v + ρ0 div F = −ω
2ρ0

λ0λ
p+ ρ0 div F. (2)

Введем величины

c0 =
√
λ0/ρ0, k0 = ω/c0, k2

0 =
ω2ρ0

λ0
, f = −ρ0 div F. (3)

Учитывая (3), перепишем (2) в виде следующего уравнения

Lp ≡ div(ρ−1∇p) +
k2

0

λ
p = −f, (4)

описывающего по построению распределение поля p звукового давления в неодно-
родной анизотропной среде в пространстве R3. На само уравнение (1) ниже мы
будем ссылаться как на обобщенное уравнение Гельмгольца. Наряду с величиной λ
будем использовать величину η = 1/λ, обратную к λ. (Будем ссылаться на нее как
на индекс рефракции). С использованием η уравнение (1) можно переписать в виде

Lp ≡ div(ρ−1∇p) + k2
0ηp = −f. (5)

Ниже мы будем рассматривать случай, когда область анизотропии Ω имеет вид сфе-
рического слоя с внутренней и внешней границами Γi и Γe (см. рис. 1). Будем пред-
полагать, как в [2], что в сферической системе координат r, θ, ϕ пара ρ̃ и λ зависит
только от r, причем тензор ρ̃ является диагональным и имеет вид ρ̃ = diag(ρ1, ρ2, ρ2).
Здесь функция ρ1(r) характеризует изменение плотности в направлении изменения
переменной r, тогда как ρ2(r) характеризует изменение плотности в ортогональных
направлениях (см. [2], где используются обозначения ρ1 = ρr, ρ2 = ρϕ = ρθ). Ни-
же на четверку (Ω, ρ1, ρ2, λ) будем ссылаться как на анизотропную акустическую
оболочку. Отметим, что уравнение для давления p должно выполняться во всех точ-
ках x ∈ R3, в которых параметры ρ1, ρ2 и λ обладают определенной гладкостью
(например, ρ1 ∈ C1(R3), ρ2 ∈ C0(R3), λ ∈ C0(R3)). Если же в пространстве R3

присутствует поверхность S, на которой некоторые из функций ρ1 и ρ2 либо их про-
изводные терпят разрыв, то в точках поверхности S должны выполняться условия
непрерывности звукового поля (p,v), имеющие вид

[p]S = 0, [v · n]S ≡ [(ρ−1∇p) · n]S = 0. (6)

Здесь n – единичный вектор внешней нормали к поверхности S, [p]S (либо [v · n]S)
обозначает скачок давления p (либо нормальной компоненты v · n) через поверх-
ность S.

2. Существование нерассеивающей
оболочки в R3

Пусть Ω = {x ∈ R3 : a < |x| < b}, где a и b — положительные числа. В
работе [3] показано, что если выбрать непрерывную на полуоси [0,∞) функцию
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g(ζ) ∈ C0[0,∞) ∩ C1[a, b] ∩ C2(a, b), удовлетворяющую дополнительным условиям

g(ζ) = ζ, ζ ∈ [0, a] ∪ [b,∞); g ′(ζ) > 0, a 6 ζ 6 b. (7)

то она будет порождать в области Ω = {(ζ, θ, ϕ) : a < ζ < b} анизотропную и
неоднородную акустическую среду с параметрами ρ̂1, ρ̂2 и λ̂, определяемыми по
функции g формулами

ρ̂1(ζ) =
1

g ′(ζ)
, ρ̂2(ζ) =

ζ2g ′(ζ)

g2(ζ)
, λ̂(ζ) =

ζ2

g2(ζ)g ′(ζ)
, ζ ∈ [a, b]. (8)

Таким условиям (3) удовлетворяет, например, функция

g(ζ) =

{
ζ, ζ ∈ [0, a] ∪ [b,∞),

c1 + c2ζ
2, a 6 ζ 6 b,

где
c1 =

ab

a+ b
, c2 =

1

a+ b
,

Отвечающая данной среде оболочка (Ω, ρ̂1, ρ̂2, λ̂) не изменяет во внешности Ωe пада-
ющее поле давлений pinc, создаваемое любым допустимым источником (Q, f) ∈ Fad,
где f ∈ D′0(R3; Ωe) – произвольная обобщенная функция с носителем Q ≡ supp f ,
расположенным в Ωe. Это означает, что построенная указанным образом оболочка
(Ω, ρ̂1, ρ̂2, λ̂) не рассеивает падающее поле любого допустимого первичного источ-
ника, расположенного вне области Ω. Следовательно, ее невозможно обнаружить
путем акустической локации с помощью падающего поля, создаваемого внешним
компактно распределенным источником.

3. Постановка задачи сопряжения.
Предварительные результаты

Рассмотрим в R3 область Ω, удовлетворяющую следующему условию: (i) Ω –
ограниченная область в R3 типа шарового слоя с внутренностью Ωi, внешностью
Ω∞e и криволинейной в общем случае липшицевой границей Γ = Γ1 ∪ Γ2, состоящей
из двух компонент: внутренней Γ1 и внешней Γ2. Будем предполагать, что области Ω

и Ω∞e заполнены жидкими средами и пусть ρ и η – заданные функции в Ω, имеющие
смысл плотности среды и индекс рефракции в области Ω, ρe = const и ce = const

– постоянные плотность среды и скорость звука в Ωi ∪ Ω∞e , p, pi и pe – звуковое
давление в Ωi, Ω и Ω∞e соответственно. Введем постоянное волновое число k = ω/ce,
где ω – угловая частота. Граница Γi считается абсолютно жесткой. Предположим,
что во внешности Ω∞e области Ω возникло поле pinc. Поскольку область Ω является
препятствием для поля pinc, то падение этого поля на Ω приводит к появлению
в области Ω входящего поля p, а в области Ωe – появления рассеянного поля ps.
Задача определения полей p в Ω и ps в Ω∞e играет важную роль в теоретической
акустике. Математически она сводится к задаче нахождения полей pi в Ωi, p в Ω и
pe = pinc + ps в Ω∞e из следующих соотношений:

∆pi + k2pi = 0 в Ωi, div(ρ−1∇p) + k2ηp = −f в Ω, ∆pe + k2pe = 0 в Ωe, (9)

p = pe, (ρ−1∇p) · n =
∂pi
∂n

на Γe; p = pi, (ρ−1∇p) · n =
∂pi
∂n

на Γi, (10)
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∂ps(x)

∂r
− ikps(x) = o(r−1) при r = |x| → ∞. (11)

Здесь, в частности, f – плотность объемных источников в Ω, (11) имеет смысл
условия излучения Зоммерфельда в R3. Введем шар BR радиуса R с границей
ΓR, содержащий Ω. Положим Ωe = Ωc ∩ BR. Для произвольной пары функций
p ∈ H1(Ω), pe ∈ H1(Ωe) положим P = (p, pe). Введем в рассмотрение гильбер-
тово пространство V = H1(Ω) × H1(Ωe), состоящее из пар P = (p, pe) с нормой
|[P ]|2 = ‖p‖21,Ω + ‖pe‖21,Ωe . Мы закончим этот раздел сведением исходной задачи со-
пряжения (1)–(11) к эквивалентной краевой задаче, рассматриваемой в ограничен-
ной области BR. С этой целью введем отображение Дирихле–Неймана T : H1/2(ΓR)

→ H−1/2(ΓR), ставящее в соответствие каждой функции g ∈ H1/2(ΓR) функцию
∂ũ/∂ν ∈ H−1/2(ΓR), где ũ – решение внешней задачи Дирихле для уравнения Гельм-
гольца ∆u+k2u = 0 в Ω∞e \BR с условием u|ΓR = g . Отметим, что задача (1)–(11) эк-
вивалентна краевой задаче (1), (3), рассматриваемой в ограниченной области Ω∪Ωe

при следующем граничном условии для ps:

∂ps

∂n
= Tps на ΓR. (12)

Для краткости на последнюю задачу будем ссылаться как на задачу 1.

4. Сведение задачи 1 к слабой формулировке.
Разрешимость задачи сопряжения

Теперь мы можем свести задачу 1 к слабой формулировке. Введем гильберто-
во пространство V = H1(BR) комплексных функций с нормой ‖S‖V = ‖S‖H1(BR).
Пусть S ∈ V — произвольная функция. Отметим, что S имеет следы S|Γe ∈ H1/2(Γe),
S|Γi ∈ H1/2(Γi) и S|ΓR ∈ H1/2(ΓR). Умножим уравнение L0pi = 0 на S|Ωi , уравне-
ние Lp = 0 на S|Ω, уравнение L0p = 0 на S|Ωe . Далее проинтегрируем по Ωi, Ω, Ωe

соответственно и, используя формулы Грина и соотношения pe = pinc + ps в Ωe и
∂ps/∂n = Tp на ΓR, сложим полученные тождества и учитывая граничные условия
(3), получим:

aη(P, S) = F (S) ≡ 〈f inc, S〉+

∫
Ω

ρ−1fSdx ∀S ∈ X. (13)

Здесь a : X × X → C и F : X → C – полуторалинейная и антилинейная формы,
определяемые формулами

a(P, S) =

∫
Ωi

(∇pi · ∇S − k2
0piS)dx +

∫
Ω

(
(ρ−1∇p) · ∇S − k2

0ηpS
)
dx+

+

∫
Ωe

(∇pe · ∇S − k2
0peS)dx−

∫
ΓR

T (P )Sdσ, (14)

F (S) = 〈f inc, S〉+

∫
Ω

ρ−1fSdx, 〈f inc, S〉 = −
∫

ΓR

TpincSdσ +

∫
ΓR

∂pinc

∂n
Sdσ. (15)

Решение P ∈ X задачи (5) будем называть слабым решением задачи 1. Задача (5)
представляет собой слабую формулировку исходной задачи сопряжения. Важной
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проблемой является разработка эффективного численного алгоритма решения за-
дачи 1. В настоящей работе мы применим для этого метод конечных элементов.
МКЭ удобен тем, что в мире имеется большое количество пакетов программ, ос-
нованных на использовании МКЭ. Один из таких пакетов – FreeFem++(см. [6]) и
предполагается использовать в настоящей работе. Разработанный на основе МКЭ
численный алгоритм мы будем применять для нахождения поля, рассеянного на
препятствии Ω в том случае, когда параметры оболочки отвечают нерассеивающей
оболочке, построенной в разд. 2. При этом в качестве падающей волны мы будем
брать поле точечного источника, расположенного вне области Ω .
Удобно взять точечный источник, расположенный в точке x0 = (0, 0, z0), z0 > b, где
b – радиус внешней оболочки Поле данного источника описывается формулой

P (x,x0) =
1

4π

eik|x−x0|

|x− x0|
.

Ясно, что это поле не зависит от угла ϕ, поэтому решение исходной задачи со-
пряжения также не зависит от ϕ. Таким образом, она становится двумерной и ее
следует рассматривать в плоскости r, θ. Это упрощает как сам процесс численного
решения с помощью пакета FreeFem++, так и выдачу результатов. Теперь следует:
1. Ввести полученные выражения, отвечающие нерассеивающей оболочке, в пакет
FreeFem++. 2. Задать основные параметры сетки на Σi и ΣR, выбирая число узлов
равным 40, 80 или 160. 3. Провести расчеты для указанных значений N и выдать
значения решения в сравнении со значениями, полученными теоретически.

5. Заключение

В данной работе была выведена слабая формулировка исходной задачи сопря-
жения и доказана разрешимость задачи 1. Предложен и исследован алгоритм ре-
шения прямой задачи в пакете FreeFem++. Дальнейшему изучению особенностей
FreeFem++ и анализу численных расчетов будет посвящена отдельная работа авто-
ра.
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В работе рассматриваются вопросы производительности работы оператив-
ной памяти вычислительной системы с неоднородной архитектурой памяти.
Описывается алгоритм тестирования и структура разработанных тестов.
Проводится сравнительный анализ скорости работы памяти для вычисли-
тельного кластера на базе узлов с AMD и Intel процессорами, построенными
по архитектуре NUMA.

Введение

Последние годы рост производительности вычислительных систем достигается
наращиванием количества вычислительных ядер. Это могут быть как ядра процес-
соров общего назначения, так и специфические (легковесные) ядра графических
ускорителей и ядра сопроцессоров специального назначения. Разнообразие много-
ядерных архитектур накладывает отпечаток на структуру оперативной памяти вы-
числителя. В современных вычислительных узлах подсистема оперативной памяти
имеет сложную многоуровневую архитектуру, включающую непосредственно мик-
росхемы памяти (DRAM), контроллеры доступа к памяти из процессора, промежу-
точную кэш-память между ядрами процессора и контроллером, регистры вычис-
лительного ядра. Если элементы архитектуры выстроить в порядке возрастания
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времени доступа к соответствующему уровню со стороны вычислительного ядра,
то разница между максимальным и минимальным временем доступа может состав-
лять десятки и сотни тактов. Так, доступ к регистрам обычно происходит за 1 такт
работы процессора, доступ к микросхемам памяти по разным оценкам составляет
50-100 тактов [1, 2]. С увеличением количества вычислительных ядер (процессоров)
в рамках вычислительного узла разработчики аппаратного обеспечения вынужде-
ны находить оригинальные решения, позволяющие уменьшить влияние разницы
в скорости доступа и обеспечить необходимый показатель производительности вы-
полнения команд. Однако, в реальных вычислительных задачах ситуация может
обстоять несколько иначе. Игнорирование частных архитектурных особенностей,
заложенных разработчиками в заданную вычислительную систему, может приве-
сти к значительному падению производительности и эффективности прикладной
программы. Поэтому задача исследования этих частных характеристик вычисли-
тельных систем является актуальной и практически значимой. В данной работе
основное внимание уделяется исследованию производительности подсистемы памя-
ти на NUMA-узлах вычислительного кластера. В первой части работы описывается
методика измерений тех или иных характеристик памяти. Во второй части описыва-
ются результаты измерений этих характеристик на узлах вычислительного кластера
ЦКП “Дальневосточный Вычислительный Ресурс” ДВО РАН.

1. Алгоритм измерений

Алгоритм измерение скорости работы той или иной подсистемы компьютера
достаточно простой. Нужно составить такую функцию в программе, которая бы за-
действовала заданные возможности вычислительной системы. Перед вызовом этой
функции и по окончанию ее работы замерить время (например, астрономическое
или относительное время). По разнице этих значений с заданной точностью опреде-
лить соответствующую частную характеристику. Несмотря на явную простоту всего
процесса, есть несколько требований, которые увеличивают сложность работы. Пер-
вое требование — для формирования измерительной нагрузки необходимо исполь-
зовать такие инструменты, которые доступны рядовому пользователю, и которые
могут использоваться в прикладных программах. Другими словами, нет необходи-
мости использовать специфический платформозависимый код. Понятно, что опти-
мизацию этого кода можно довести до совершенства и получить пиковые характери-
стики, которые уже известны по спецификации имеющегося оборудования. Авторов
прежде всего интересует производительность памяти при использовании стандарт-
ных библиотек, доступных рядовому пользователю. Для работы с памятью в работе
использовалось две библиотеки:

• Стандартная библиотека GNU libc

• библиотека libnuma

Второе требование состоит в том, чтобы исследовать производительность работы
памяти в многопоточном режиме при пиковых нагрузках на процессор. Таким обра-
зом, можно эмулировать работу вычислительного приложения работающего с боль-
шими объемами памяти. Третьим требованием является работа в реальных услови-
ях. То есть не создается никаких специальных условий для измерительной функции.
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Измерения проводятся в условиях реальной работы операционной системы с учетом
непредсказуемых задержек, связанных с работой планировщика процессов. Данное
требование приводит к тому, что достоверно и точно нельзя измерить значение
времени работы исследуемой функции. Всегда будет некоторый разброс времени.
Учитывая это требование, в алгоритм вводится блок статистического анализа ре-
зультатов измерений, позволяющий оценить их достоверность. Используется три
критерия оценки достоверности:

1. Критерий Пирсона (Хи-квадрат).

2. Разброс результатов измерений не превышает двух процентов значения изме-
ряемой величины. Если разброс времени был больше, то пытаемся применить
третий критерий.

3. Третий критерий — это на гистограмме частот можно выделить интервал
шириной более 80 %, который удовлетворяет критерию Пирсона.

Таким образом, общий алгоритм измерения времени организован следующим обра-
зом. Задается некоторое начальное число итераций выполнения измеряемой функ-
ции и объявляется первый раунд измерений. Выполняется раунд измерений, кото-
рый состоит из цикла запусков измеряемой функции. По окончанию раунда произво-
дится статистический анализ результатов измерений в соответствии с описанными
выше критериями. Если по какому-то из трех критериев будет признано, что резуль-
таты измерений положительными, то процедура прекращается и среднее значение
за все итерации текущего раунда объявляется результатом измерений. В противном
случае запускается следующий раунд, который состоит в увеличении числа итера-
ций в два раза. Алгоритмически задано, что может происходить не больше шести
раундов измерений. Если за все шесть раундов не удается добиться выхода на ка-
кой-либо критерий, результаты следует повторить измерения сначала.

2. Результаты измерений

Описанный алгоритм реализован в виде программного средства на языке C++.
В работе на данный момент подготовлено три группы тестов:

1. однопоточная запись в общий массив памяти (порядка 80% общего размера
доступной памяти) блоками по k мегабайт;

2. многопоточная запись в общий массив память блоками по 500МБ N количе-
ством потоков при: а) отключенной привязке к ядру; б) включенной привязке
потока к процессору; в) включенной привязке потока к ядру;

3. копирование данных из памяти одного NUMA-узла в другой блоками разме-
ром по 500МБ.

Описанные тесты запускались на узлах вычислительного кластера центра коллек-
тивного пользования “Дальневосточный Вычислительный Ресурс” ДВО РАН. Ис-
пользовалось два типа узла:
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1. Стандартный расчетный узел (AMD). Имеет четыре 12-ядерных процессора
AMD Opteron 6164HE с частотой 1.7 ГГц (кэш L1 = 12 x 128 КБ (64+64), L2
= 12 x 512 КБ, L3 = 2 x 6 МБ).

2. Гибридный расчетный узел (Intel). Имеет два 4-ядерных процессора Intel Xeon
L5609 с частотой 1.87 ГГц (кэш L1 = 4 x 64 КБ (32+32), L2 = 4 x 256 КБ, L3
= 12 МБ).

Были получены следующие основные результаты

2.1. Первая группа тестов

Первая группа тестов предназначена для оценки производительности работы
памяти при последовательной записи одним потоком. Результаты измерений пока-
заны на рисунке 1 (шкала по оси OY является логарифмической; диапазон значе-
ний от 10 мкс до 1 с реального времени). Видно, что гибридный вычислительный
узел в среднем на 25 % быстрее стандартного вычислительного узла. Более того на
объемах блоков не превышающих размер кэш-памяти L3 (0.5, 1, 3 МБ) процессор
Intel показал двукратное ускорение по сравнение с процессором AMD. Получен-
ные результаты сравнивались с широко известной утилитой тестирования памяти
memtest86+ [3], которая также показала, что подсистема памяти на узлах с процессо-
ром Intel работает в два раза быстрее, чем на узлах с процессором AMD. Учитывая,
что конфигурация памяти на обоих узлах является практически одинаковой (у Intel
модули памяти работают даже на меньшей частоте DDR3-1066 против DDR1333 у
AMD), то можно сделать вывод, что контроллер памяти у процессора Intel более
производительный.
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Рис. 1. Производительность блочной записи в память

2.2. Вторая группа тестов

Второй группой тестов измерялась производительность при выполнении различ-
ным количеством параллельных потоков последовательной записи произвольных
данных в память. Результаты измерений показаны на рисунке 2. Левый график
отображает производительность память на узле с процессорами AMD, правый на
узле с процессорами Intel. Тестирование проводилось для трех режимов диспетче-
ризации потоков. Тонкой пунктирной линией отображается режим, когда привязка
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потока осуществляется по ядрам, то есть сначала выделялись ядра одного процес-
сора, потом второго и т.д. Видно, что насыщение в этом режиме наступает тогда,
когда полностью задействован один процессор (12 ядер). Дальнейшее увеличение
числа потоков не оказывает влияния на скорость записи данных, так как каждый
процессор обладает собственными каналами доступа к памяти. Толстым пунктиром
показан режим, когда привязка поток осуществляется по процессорам, то сначала
выделяет первое ядро первого процессора, потом первое ядро второго процессора
и т.д. по кругу. Видно, что насыщение в этом режиме идет плавно, ступеньками
по четыре потока. То есть каждые следующие четыре потока (на каком-либо про-
цессоре) добавляют нагрузки на работу подсистемы памяти. И сплошной линией
показан режим, когда привязка вообще не осуществлялась. Операционная система
сама выбирала оптимальное распределение потоков по ядрам в соответствии с их
нагрузкой. Видно, что этот график не имеет какой-либо периодичности за исклю-
чением постепенного нарастания времени с увеличением числа потоков. Интересно
отметить, что при отсутствии привязки производительность работы памяти возрос-
ла (за меньшее время потоки записывают такой же объем данных). Практически
аналогичная картина наблюдается для процессора Intel. За исключением того, что
режим без привязки ядра не превысил по производительности другие режимы.

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48

в
р

ем
я
, 

с

количество потоков

без привязки к ядру
с привязкой к ядру (по процессорам)

с привязкой к ядру (по ядрам)

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0.35

1 2 3 4 5 6 7 8

в
р
ем

я
, 
с

количество потоков

Рис. 2. Производительность параллельной записи (AMD и Intel)

2.3. Третья группа тестов

Третьей группой тестов измерялась производительность передачи данных меж-
ду памятью различных NUMA-узлов. Граф связности NUMA-узлов показан на ри-
сунке 3. Слева вычислительный узел с процессорами AMD, справа с Intel. Круж-
ком показан один NUMA-узел (включая собственную память узла). Числом внутри
NUMA-узла показано количество ядер данного узла. Пунктирной линией сгруппиро-
ваны NUMA-узлы, которые образуют один физический процессор. В данной группе
тестировались все возможные варианты передачи данных. С помощью библиотеки
libnuma осуществлялась привязка кода к заданному NUMA-узлу i и выделялся блок
памяти размер 500 МБ на узле j. После чего выполнялся алгоритм измерений, ко-
торый состоял в копировании из памяти узла i в память узла j блока указанного
размера. Тесты были проведены для всех возможных пар вершин графа (включая
петли). Основные результаты сведены в таблицу 1.
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Рис. 3. Производительность параллельной записи (AMD и Intel)

Таблица 1. Пример расположения таблицы

Узел на базе процессора min t, с max t, с
AMD 0.119 0, 262

Intel 0.129 0.180

Заключение

С помощью разработанных алгоритмов выполнено тестирование работы некото-
рых частных характеристик оперативной памяти узлов вычислительного кластера
ЦКП “ДВВР” ДВО РАН. Обнаружено, что доступ к памяти в узлах с процессора-
ми Intel работает быстрее, хотя по своим внутренним характеристикам эта память
медленней. Минимальное время у AMD получилось меньше примерно на 10 %, но
по средним результатам он проигрывает почти на 25 %. Данный результат следует
связывать с существенно большим количеством ядер и связей в архитектуре NUMA.
Также было установлено, что накладные расходы на взаимодействие процессоров
между собой составляет у AMD более 200 %, у Intel — всего 71 %.
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Введение

Предложен метод построения оценок параметров сдвига и масштаба для веро-
ятностных распределений, в котором непосредственно используется эмпирическая
функция распределения (ЭФР). Доказана состоятельность и асимптотическая нор-
мальность полученных таким образом оценок, выведены выражения для их асимп-
тотической дисперсии, исследованы свойства оценок для выборок конечной длины.

1. Оценки параметров масштаба и положения
на основе ЭФР

Рассмотрим семейство вероятностных распределений вида:

F (x) = F0

(
x− a
b

)
. (1)

F0(x) - некоторая полностью известная функция распределения. Параметры a и b
(a - параметр положения (−∞ < a < ∞), b - параметр масштаба (b > 0)) предпо-
лагаются неизвестными и их оценки должны быть построены на основе повторной
выборки - последовательности независимых одинаково распределенных случайных
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величинX1, X2, . . . , Xn с общей функцией распределения F (x). Эмпирическая функ-
ция распределения определяется равенством:

F̂ (x) =
1

n
|{k : Xk 6 x}|. (2)

Известно, что F̂ (x) является состоятельной асимптотически нормальной оценкой
для F (x); ЭФР при n→∞ сходится к броуновскому мосту ([1], [2]):

F̂ (x)→ F (x) +
w0 (F (x))√

n
. (3)

Выберем некоторый набор “уровней” Y1, Y2, . . . , YM (Y1 < Y2 < · · · < YM ,M > 2).
Заменяя в (1) функцию распределения F (x) ее эмпирической оценкой F̂ (x), запишем
(приближенное) равенство:

F0

(
Yi − a
b

)
∼= F̂ (Yi).

Предполагая F0(x) монотонно возрастающей, запишем:
Yi − a
b

= F−1
0 (F̂n(Yi)) = gi,

где F−1
0 - функция, обратная к F0, и обозначено для краткости gi = F−1

0 (F̂ (Yi)),
получаем соотношения Yi−a

b = gi, которые преобразуем в систему равенств:

a+ bgi − Yi = 0, i = 1, 2, . . . ,M.

Значения a, b наилучшим образом удовлетворяющие этой системе, ищем методом
наименьших квадратов M∑

i=1

(a+ bgi − Yi)2 → min,

и решая соответстувующую систему двух линейных уравнений, получаем решение
в явном виде:

b̂ =
Y g − Y g

g2 − (g)2
, â = Y − b̂g . (4)

Здесь введены условные обозначения вида

Z = 1
M

∑M
i=1 Zi, например, g2 = 1

M

∑M
i=1 g

2
i .

2. Статистические свойства оценок

Асимптотические свойства оценок сформулированы в виде теоремы. Теоре-
ма 1 . Предположим, что функция распределения F (x) непрерывно дифференци-
руема, причем плотность p(x) = F ′(x) не обращается в 0 в выбранных точках
Y1, Y2, . . . , YM : p(Yi) > 0. Тогда оценки параметров масштаба и положения, опре-
деляемые формулой (4) являются состоятельными, т.е. при n→∞

P
{
|b− b̂| > ε

}
→ 0 (∀ε > 0),

(аналогично для a) и асимптотически нормальными оценками: при n → ∞ распре-
деление оценки b̂ имеет вид ℵ

(
b,
σ2
b
n

)
, соответственно для оценки â асимптотичесое

распределение есть нормальное распределение ℵ
(
a, σ

2
a
n

)
. Асимптотические диспер-

сии этих оценок могут быть представлены в виде:

σ2
b =

∑M
i,j=1 f

b
i f

b
j σij , σ2

a =
∑M

i,j=1 f
a
i f

a
j σij , (5)
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где
f bi = b2

MS2
Y

(Yi−Y )
p0(Yi)

, fai = b
Mp0(Yi)

(
(Yi−Y )(Yi−a)

S2
Y

− 1
)
, (6)

S2
Y обозначает S2

Y = Y 2 − (Y )2, а матрица {σij} имеет вид:

σ2
i = σii = F (Yi)(1− F (Yi)),

σij = F (Yi)(1− F (Yj)), i < j,

σij = F (Yj)(1− F (Yi)), i > j.

(7)

Идея доказательства теоремы представлена в Приложении.

3. Исследование свойств оценок

Для иллюстрации свойств полученных оценок были выбраны три типа распре-
делений: распределение Гаусса, Коши и Лапласа. Функция распределения F (x) и
соответствующая ей плотность p(x) = F ′(x) при значениях параметров масштаба
и положения равных a, b получаются из “стандартных” распределений F0(x), p0(x),
соответствующих a = 0, b = 1 в соответствии с формулой (1). Уровни Yi выбира-
лись разделенными равными значениями вероятности: F (Yi) = i/(M + 1), то есть,
вероятности всех интервалов (Yi−1, Yi) одинаковые и равны 1/(M + 1); например,
при M = 3 каждая вероятность будет равна 1/4. Поскольку распределения здесь
симметричны относительно 0, то при таком выборе уровней Yi будет Y = 0, а значит
S2
Y = 1

M

∑M
i=1 Y

2
i и формулы для дисперсии приобретают вид:

σ2
b =

b4

M2S2
y

M∑
i,j=1

YiYj
i

M+1

(
1− j

M+1

)
p0(Yi)p0(Yj)

.

Все вычисления проводились в пакете MatLab с использованием встроенных функ-
ций. Характер зависимости асимптотической дисперсии от числа уровней М пред-
ставлен на рисунке 1. Кроме асимптотических свойств исследовались также свой-

Рис. 1. Зависимость дисперсии от количества уровней M

ства распределений оценок â, b̂ для выборок конечной длины (n < ∞). Рассмот-
рен частный случай двух уровней (M = 2), когда â = (Y2g1 − Y1g2)/(g1 − g2), b̂ =

(Y1− Y2)/(g1− g2). Здесь также учитывалась вероятность вырождения оценок (при
M = 2 оценки не существуют если одна из gi = ±∞ или g1 = g2). Совместное
распределение F̂ (Y1) и F̂ (Y2) может быть записано в виде:

pij = P

(
F̂ (Y1) =

i

n
, F̂ (Y2) =

j

n

)
=

n!F i(Y1)(F (Y2)− F (Y1))(j−i)

i!(j − i)!(n− j)!(1− F (Y2))(n−j)
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для i = 0, . . . , n; j = i . . . n; с нулевой вероятностью pij = 0 для всех остальных пар
i, j. Имея такое распределение мы можем получить совместное распределение для
двух случайных переменных g1 = F−1

0 (F̂ (Y1)), g2 = F−1
0 (F̂ (Y2)), и затем вывести

распределение для случайной величины b̂ = (Y1 − Y2)/(g1 − g2) - оценки параметра
масштаба дляM = 2. Набор возможных значений b̂ определяется соответствующим
набором значений F̂ (Y1) и F̂ (Y2). На рисунке 2 представлена аппроксимация плот-
ностей распределения вероятностей оценки параметра масштаба для распределения
Коши с истинными значениями параметров a = 0 и b = 1 (длина выборки n рав-
на соответственно 20 и 100). Вероятности получить вырожденную оценку в этих
случаях равны соответственно 6, 34 ∗ 10−3 и 6, 41 ∗ 10−13.

Рис. 2. Аппроксимация плотностей распределения вероятностей b̂

Заключение

Предложен простой в вычислительном отношении универсальный метод постро-
ения оценок параметров положения и масштаба для вероятностных распределений.
Выведенные формулы и реализованные алгоритмы позволяют исследовать свойства
оценок для разных типов распределений, а также при нарушении условий Теоремы
(например, при засорении экспериментальной выборки). Полезным свойством оце-
нок является наличие в них параметров ("уровней"), которые находятся в распо-
ряжении пользователя. Благодаря возможности выбора таких параметров в алго-
ритме, оценки могут быть полезны во многих прикладных задачах, связанных со
статистическим анализом наблюдений и управлением.
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Приложение

К доказательству теоремы. Броуновский мост w0(t) имеет нормальное рас-
пределение с нулевым математическим ожиданием и ковариационной функцией

Ew0(ti)w0(tj) = ti(1− tj), 0 < ti < tj < 1, (8)

что следует из представления w0(t) = w(t) − tw(t), где w(t) - стандартный вине-
ровский процесс, у которого сечения имеют совместное нормальное распределение
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с нулевым математического ожидания Ew(ti) = 0 и ковариационной функцией
Ew(ti)w(tj) = min(ti, tj). Асимптотические распределения для оценок â, b̂ могут
быть получены на основе Теоремы об асимптотической нормальности функции от
случайных величин ([1]): если случайные величины ξni, i = 1, 2, . . . ,M имеют сов-
местное асимптотическое нормальное M -мерное распределение, со средним векто-
ром m1, . . . ,mM и ковариационной матрицей: {σij}, σii = σ2

i , а f(ξn1, . . . , ξnk) -
заданная дифференцируемая функция, тогда распределение случайной величины
(f(ξn1, . . . , ξnk) − f(m1, . . . ,mM ))/(σ/

√
n) стремится при n → ∞ к стандартному

нормальному ℵ (0, 1). Здесь обозначено

σ2 =

M∑
i,j=1

fifjσij , fi =
∂f(m1, . . . ,mM )

∂mi
, i = 1, 2, . . . ,M.

Следует положить ξni = F̂ (Yi). Тогда получаются необходимые соотношения для
асимптотических математических ожиданий mi = E(ξni) = F (Yi) и формулы для
асимптотической ковариационной матрицы, если применить Теорему об асимптоти-
ческой нормальности к функции

f(ξ1, . . . , ξM ) =
Y g − Y g

g2 − g2
. (9)

Поскольку асимптотически g(mi) = g(F (Yi)) = F−1
0 (F0((Yi − a)/b)) = (Yi − a)/b, то

имеем

f(m1, . . . ,mM ) =
1
M

∑M
i=1 Yi

Yi−a
b − Y

1
M

∑M
i=1

Yi−a
b

1
M

∑M
i=1(Yi−ab )2 − ( 1

M

∑M
i=1

Yi−a
b )2

= b
Y 2 − (Y )2

Y 2 − (Y )2
= b.

Это и означает, что при n → ∞ распределение оценки b̂ есть ℵ
(
b,
σ2
b
n

)
, а значит, b̂

сходится к b по вероятности, и b̂ - состоятельная асимптотически нормальная оценка.
Для функции f из (9) величины fi, принимают вид:

fi = b2g ′(mi)/(MS2
y)(Yi − Y ).

Поскольку g - обратная функция к функции распределения, то ее производная
g ′(mi) = 1/(p0(Yi)), отсюда и следует выражение для асимптотической дисперсии
оценки b̂ в виде формулы (5), (6). Аналогичным образом, доказывается несмещен-
ность и асимптотическая нормальность для оценки â.
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Исследуются обратные задачи для уравнения Гельмгольца, описывающего
акустическое рассеяние на трехмерном включении. С помощью оптимиза-
ционного метода указанные задачи сводятся к обратным экстремальным за-
дачам, в которых роль управлений играют переменный индекс рефракции
и плотность граничных источников звукового поля. Излагаются некоторые
результаты, полученные при ее теоретическом и практическом исследова-
нии.

Введение

В последние годы большое внимание уделяется исследованию обратных задач
для моделей акустического и электромагнитного рассеяния на неоднородных вклю-
чениях. С помощью оптимизационного метода указанные задачи сводятся к обрат-
ным экстремальным задачам для указанных моделей. К необходимости решения та-
кого типа задач приводят, в частности, задачи маскировки материальных объектов
в жидких средах (см., например, [1, 2, 3, 4]). В цитируемых работах доказано су-
ществование маскировочных оболочек, причем установлено, что необходимым усло-
вием их существования является условие анизотропии исходной среды. Поскольку
реализовать полученные решения на практике пока не представляется возможным
(см. подробнее об этом в обзоре [5]), то естественной альтернативой к такому подходу
выступает замена задачи точной маскировки материального тела задачей прибли-
женной маскировки для модели акустики изотропной неоднородной среды. В мате-
матическом плане последняя задача сводится к обратной экстремальной задаче. В
качестве функционального ограничения в ней выступает используемая модель рас-
сеяния акустических волн, а роль функционала качества может играть квадрат нор-
мы рассеянного искомой оболочкой поля. В данной работе рассматривается близкая
обратная экстремальная задача для трехмерной модели акустического рассеяния.
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1. Постановка задачи сопряжения

Рассмотрим в R3 область Ω, удовлетворяющую следующему условию: (i) Ω –
ограниченная область в R3 типа шарового слоя с внутренностью Ωi, внешностью
Ω∞e и криволинейной в общем случае липшицевой границей Γi ∪ Γe, состоящей из
двух компонент: внутренней Γi и внешней Γe. Области Ω и Ω∞e заполнены жидкими
средами с разными плотностями, ρ = const и ρe = const, p и pe – звуковое давление
в Ω и Ω∞e соответственно. Границу Γi будем считать абсолютно жесткой. Предпо-
ложим, что во внешности Ω∞e области Ω возникло поле pinc. Поскольку область Ω

является препятствием для поля pinc, то падение этого поля на Ω приводит к появ-
лению в области Ω входящего поля p, а в области Ωe – появления рассеянного поля
ps. Задача определения полей p в Ω и ps в Ω∞e играет важную роль в теоретической
акустике. Математически она сводится к задаче нахождения поля p в Ω и внешнего
поля pe = pinc + ps в Ω∞e путем решения следующей задачи сопряжения:

∆p+ k2ηp = −f в Ω, ∆pe + k2pe = 0 в Ω∞e , (1)

p = pe,
1

ρ

∂p

∂n
=

1

ρe

∂pe
∂n

на Γe,
1

ρ

∂p

∂n
= g на Γi, (2)

∂ps(x)

∂r
− ikps(x) = o(r−1) при r = |x| → ∞. (3)

Здесь k – постоянное волновое число, η = η(x) – переменный индекс рефракции в Ω,
f – плотность объемных источников в Ω, (3) имеет смысл условия излучения Зоммер-
фельда в R3, функция g описывает плотность поверхностных источников звукового
поля на внутренней границе Γi области Ω, которая играет роль поверхностной антен-
ны, являющейся источником дополнительного звукового поля в области Ω. Введем
шар BR радиуса R с границей ΓR, содержащий Ω. Положим Ωe = Ω∞e ∩ BR. Ни-
же будем использовать пространства H1(Ω), H1(Ωe), L2(Ω), L2(Q), L2(Γi), L2(Γr),
H1/2(ΓR), H−1/2(ΓR), Hs(Ω), s > 0 и L∞(Ω) с нормами ‖ · ‖1,Ω, ‖ · ‖1,Ωe , ‖ · ‖Ω, ‖ · ‖Q,
‖ ·‖Γi , ‖ ·‖Γr , ‖ ·‖1/2,ΓR , ‖ ·‖−1/2,ΓR , ‖ ·‖s,Ω и ‖ ·‖L∞(Ω) соответственно. Здесь Q ⊂ Ωe –
произвольное открытое подмножество, Γr ⊂ Ωe – сфера радиуса r < R, содержащая
Ω. Положим L∞η0

(Ω) = {η ∈ L∞(Ω) : η > η0 > 0 в Ω}. Также введем простран-
ство H1(∆,Ωe) = {v ∈ H1(Ωe) : ∆v ∈ L2(Ωe)}, наделенное нормой ‖v‖2H1(∆,Ωe)

=

‖v‖21,Ωe + ‖∆v‖2Ωe , и пространство Hinc =
{
v ∈ H1(∆,Ωe) : ∆v + k2v = 0 в Ωe}. По-

следнее служит для описания сужений падающих волн на область Ωe. Для произ-
вольной пары функций p ∈ H1(Ω), pe ∈ H1(Ωe) положим P = (p, pe). Введем в
рассмотрение гильбертово пространство V = H1(Ω) × H1(Ωe), состоящее из пар
P = (p, pe) с нормой |[P ]|2 = ‖p‖21,Ω +‖pe‖21,Ωe , и оператор “скачка” γe : V → H1/2(Γe)

через границу Γe формулой γeP = [P ]|Γe ≡ pe|Γe − p|Γe для P ≡ (p, pe) ∈ V. Введем
также ядро X = Ker γe ≡ {P = (p, pe) ∈ V : γeP = 0}.

2. Сведение к эквивалентной краевой задаче в
ограниченной области

Сведем задачи (1)–(3) к эквивалентной краевой задаче, рассматриваемой в огра-
ниченной области BR. Введем отображение Дирихле–Неймана T : H1/2(ΓR) →
H−1/2(ΓR), где ũ – решение внешней задачи Дирихле для уравнения Гельмгольца
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∆u + k2u = 0 в Ω∞e \BR с условием u|ΓR = h. Задача (1)–(3) эквивалентна краевой
задаче (1), (2), рассматриваемой в ограниченной области Ω ∪ Ωe при следующем
граничном условии для ps: ∂ps

∂n
= Tps на ΓR. (4)

Для краткости на последнюю задачу будем ссылаться как на задачу 1.

3. Разрешимость задачи сопряжения

Пусть S ∈ X – произвольная функция. Умножим первое уравнение в (1), рас-
сматриваемое в области Ω, на S/ρ, второе уравнение в (1), рассматриваемое в Ωe,
– на S/ρe, где S ∈ X, проинтегрируем по Ω либо по Ωe и применим формулу Гри-
на по Ω либо по Ωe. Складывая полученные тождества и используя два последних
граничных условия в (2), приходим к следующему тождеству:

aη(P, S) = 〈F, S〉 ≡ 〈f inc, S〉+ ρ−1

∫
Ω

fSdx+

∫
Γi

gSdσ ∀S ∈ X. (5)

Здесь aη : X × X → C и F : X → C – полуторалинейная и антилинейная формы,
определяемые формулами

aη(P, S) = a0(P, S) + a(η;P, S), a(η;P, S) = −k2ρ−1

∫
Ω

ηPSdx, (6)

a0(P, S) = ρ−1

∫
Ω

∇P · ∇Sdx+ ρ−1
e

∫
Ωe

(∇P · ∇S − k2PS)dx− ρ−1
e

∫
ΓR

T (P )Sdσ, (7)

〈f inc, S〉 = −ρ−1
e

∫
ΓR

TpincSdσ + ρ−1
e

∫
ΓR

∂pinc

∂n
Sdσ. (8)

Решение P ∈ X задачи (5) будем называть слабым решением задачи 1.

4. Основные результаты

Основной целью является анализ обратных экстремальных задач для модели
(1). Эти задачи состоят в минимизации определенных функционалов качества, за-
висящих от состояния (акустического поля P = (p, pe) ∈ X) и неизвестных функций
(управлений), удовлетворяющих уравнению состояния (5). В качестве управлений
выберем функции η и g . Основное отличие между ними состоит в том, что η имеет
смысл распределенного, причем мультипликативного, управления, нелинейно входя-
щего в уравнение состояния (5), тогда как g является граничным управлением типа
плотности источников, линейно входящим в (5). Будем предполагать, что управле-
ния η и g могут изменяться в некоторых множествах K1 и K2, причем выполня-
ются следующие условия: (j) K1 ⊂ Hs

η0
(Ω) = {η ∈ Hs(Ω) : η > η0 > 0}, s > 3/2,

K2 ⊂ L2(Γi) – непустые выпуклые замкнутые множества; f ∈ L2(Ω) – заданные
функции. Полагая K=K1 ×K2, u = (η, g), введем оператор G : X ×K ×Hinc → X∗

формулой 〈G(P, u, pinc), S〉 = aη(P, S) − F (S) и запишем слабую формулировку (5)
задачи 1 в виде уравнения G(P, u, pinc) = 0. Пусть I : X → R — произвольный (пока)
функционал качества. Рассмотрим экстремальную задачу

J(P, u) ≡ α0

2
I(P )+

α1

2
‖η‖2s,Ω+

α2

2
‖g‖2ΓI → inf, (P, u) ∈ X×K, G(P, u, pinc) = 0. (9)
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Здесь α0, α1 и α2 – неотрицательные параметры. В качестве функционала качества
будем рассматривать один из следующих:

I1(P ) = ‖P − pd‖2Q =

∫
Q

|P − pd|2dx, I2(P ) =

∫
Γr

|P − pd|2dσ. (10)

Здесь функция pd ∈ L2(Q) (либо pd ⊂ L2(Γr)) моделирует измеренное в некоторой
подобласти Q ⊂ Ωe или на сфере Γr ⊂ Ωe распределение акустического поля. При
pd = pinc функционал I1 (либо I2) имеет смысл квадрата L2 – нормы рассеяного
поля ps по Q (либо по Γr). Введем множество Zad = {(P, u) ∈ X×K : G(P, u, pinc) =

0, J(P, u) < ∞} допустимых пар (P, u) для задачи (9). Cправедливы следующие
теоремы. Теорема 1. Пусть при выполнении условий (i), (j), pinc ∈ Hinc, I :

X → R – слабо полунепрерывный снизу функционал, множество Zad не пусто,
α0 > 0, причем α1 > 0, α2 > 0 и функционал I ограничен снизу либо α1 > 0,
α2 > 0, а K1 и K2 – ограниченные множества. Тогда задача (9) имеет по крайней
мере одно решение (P, u) ∈ X × K. Теорема 2. Пусть при выполнении условий
(i), (j) пара (P̂ , û) ∈ X × K является решением задачи (9), причем функционал
I непрерывно дифференцируем по P в точке P̂ . Тогда существует единственный
ненулевой множитель Лагранжа R ∈ X, который удовлетворяет комплексному
уравнению Эйлера-Лагранжа

a0(Ψ, R) + a(η̂; Ψ, R) = −(α0/2)〈I ′P (P̂ ),Ψ〉 ∀Ψ ∈ X, (11)

и справедлив принцип минимума, эквивалентный вариационным неравенствам

α1(η̂, η − η̂)s,Ω + Rea(η − η̂; P̂ , R) > 0 ∀η ∈ K1, (12)

α2(ĝ , g − ĝ)Γi − Re((g − ĝ), R)Γi > 0 ∀g ∈ K2. (13)

Прямая задача (5), тождество (11), имеющее смысл сопряженной задачи для сопря-
женного состояния R ∈ X, и вариационные неравенства (12), (13) образуют систему
оптимальности для задачи управления (9). Она описывает необходимые условия
экстремума для задачи (9). Доказательство приведенных выше теорем см. [15]. В
настоящей момент разрабатывается численный алгоритм решения рассматриваемой
задачи, основанный на использовании построенной системе оптимальности и паке-
та FreeFem++ [16] предназначенного для численного решения дифференциальных
уравнений в частных производных. Анализу сходимости алгоритма и обсуждение
результатов вычислительных экспериментов будет посвящена отдельная статья ав-
тора.
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Рассматриваются стационарная и нестационарная модели магнитного удер-
жания плазмы в токамаке. Исследуются возможности пакета для численно-
го решения дифференциальных уравнений в частных производных на осно-
ве метода конечных элементов FreeFem++. Проведены компьютерное моде-
лирование и визуализация процесса с использованием FreeFem++.

Введение

Перспективы развития энергетики XXI века в настоящее время связывается с
решением проблемы управляемого термоядерного синтеза. Теоретические и практи-
ческие исследования в этой области ведутся с 50-х годов прошлого века. Первые экс-
периментальные результаты с положительным КПД были получены в Китае в 2007
году [1]. Существует несколько подходов к осуществлению управляемого термоядер-
ного синтеза, но наиболее хорошо исследованным и перспективным является синтез
с использованием Токамака. Токамак (тороидальная камера с магнитными катушка-
ми) - тороидальная установка для удержания плазмы с помощью магнитных полей
[2]. Цель данной работы – компьютерное моделирование состояния плазмы в Тока-
маке на основе метода конечных элементов. В качестве моделей, описывающих со-
стояние плазмы, рассматриваются стационарная и нестационарная модели. В каче-
стве стационарной модели взята модель равновесия Соловьёва на основе уравнения
Грэда-Шафранова [3]. Нестационарная модель основана на упрощённой модели маг-
нитной гидродинамики для случая цилиндрической симметрии. В рамках проведён-
ного моделирования исследуется явление, известное в литературе как “Current Hole”
[4]: с течением времени плотность тока в центре полоидального сечения токамака
принимает значения близкие к нулю. Программная реализация метода конечных
элементов осуществляется с помощью открытого пакета FreeFem++ [5]. Изучает-
ся возможность использования параллельных вычислений в пакете FreeFem++ при
численной реализации изучаемых задач.
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1. Стационарная модель равновесия Соловьёва

В этой части изучается модель равновесия Соловьёва на основе уравнения Гр-
эда-Шафранова. В силу осевой симметрии в тороидальной плоскости и, как след-
ствие, инвариантности вдоль угла θ, достаточно рассматривать полоидльное сечение
токамака – область Ω (рис. 1). Таким образом, можно записать уравнение Грэда-
Шафранова в декартовых координатах {R,Z} в следующем виде:

−R ∂

∂R

(
1

R

∂ψ

∂R

)
− ∂2ψ

∂Z
= R2 dp

dψ
+ F

dF

dψ
, ψ|∂Ω = 0, (1)

где p - давледие плазмы, F - тороидальный ток, ψ - магнитный поток. Имеют место
следующие равенства: {

p′(ψ) = α = const,

F (ψ)F ′(ψ) = β = const
(2)

Описывая полоидальное сечение тора, выразим соотвестсвующие декартовы коор-
динаты: {

R = R0 + ax = R0 (1 + εx) ,

Z = ay,
(3)

где ε = a
R0

. Теперь уравнение Грэда-Шафранова (1) вместе с (2) может быть выра-
жено в следующем виде:

− 1

a2

(
(1 + εx)div

∇ψ
1 + εx

)
=
(
αR2

0(1 + εx)2 + β
)
. (4)

Мы получили уравнение, известное как “уравнение Соловьёва”, выраженное в де-
картовых координатах {x, y}.

λ

R0 a

b

R

Z

x

y

Рис. 1. Координатная система и обозначения: R0 - тороидольный радиус, a, b - диаметры
по осям x и y, λ - параметр триангуляции
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2. Нестационарная модель состояния плазмы.
Явление “Current Hole”

2.1. Постановка модели

Рассматривая цилиндрический случай (ε = 0), имеем следующую модель [6, 8]:

∂ψ
∂t = [ψ, φ] + η(J − Jc),
∂ω
∂t = [ω, φ] + [ψ, J ] + ν∆ω,

J = ∆ψ,

ω = ∆φ,

(5)

где [·, ·] - пуассоновы скобки:

[a, b] =
∂a

∂x

∂b

∂y
− ∂a

∂y

∂b

∂x

В системе (5), по сравнению со стационарной моделью, добавлено три новых пара-
метра: φ - потенциал скорости, J - плотность тороидольного тока, ω - завихрённость
плазмы.

2.2. Численное решение

Для численного интегрирования модели с помощью FreeFem++, дискретизи-
руем модель по оси времени t. Далее воспользуемся схемой Кранка-Николсона. В
случае однородного дифференциального уравнения первой степени ∂u

∂t = F (u), чис-
ленное решение будет иметь вид:

un+1 − un
δt

=
F (un) + F (un+1)

2
. (6)

Теперь, как и в [7], вспомнив о том, что

F (un+1)− F (un) ≈ ∂F

∂u
(un)δu,

выразим F (un+1) и подставим в (6). Получим:(
1− δt

2

∂F

∂u
(un)

)
δu = δtF (un).

Запишем теперь схему Кранка-Николсона для системы (5). Обозначим

δψ = ψn+1 − ψn, δφ = φn+1 − φn, δJ = Jn+1 − Jn, δω = ωn+1 − ωn. (7)

Пусть известны значения неизвестных функций X = {ψ, φ, J, ω} в момент времени
tn. Найдём их значения в момент времени tn+1 = tn + δt

δψ
δt = [ψn + 1

2δψ, φn + 1
2δφ] + η(Jn + 1

2δJ − Jc),
δφ
δt = [ωn + 1

2δω, φn + 1
2δφ] + [ψn + 1

2δψ, Jn + 1
2δJ ] + ν∆(ωn + 1

2δω),

δJ = ∆(δψ),

δω = ∆(δφ),

(8)
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Полагая, что слагаемыми вида 1
4 [δu, δv], u, v ∈ X можно пренебречь в силу их мало-

сти, преобразуем систему к следующему виду:

δψ + δt
2 [φn, δψ]− δt

2 [ψn, δφ]− δt
2 ηδJ = [ψn, φn] + η(Jn − Jc),

δt
2 [Jn, δψ]− δt

2 [ωn, δφ]− δt
2 [ψn, δJ ] + δω + δt

2 [φn, δω]− δt
2 ν∆ω =

= [ωn, ψn] + [ψn, Jn] + ν∆ωn,

∆δψ + δJ = 0,

∆δφ+ δω = 0;

(9)

Система (9) в итоге реализуется в пакете FreeFem++.

3. Вычислительные эксперименты

3.1. Стационарная модель: уравнение Соловьёва в
D-образной области

В этом разделе будем сравнивать численное решение, полученное в пакете
FreeFem++ с аналитическим решением уравнения Соловьёва (4) [3], которое, по-
лагая, что параметр триангуляции λ = 0, может быть записано в следующем виде:

ψ(x, y) = 1−
(
x− ε

2
(1− x2)

)2
−
((

1− ε2

4

)
(1 + εx)2

)(a
b
y
)2
. (10)

Следуя [6], параметры α, β были выбраны в виде:

α =
4(a2 + b2)ε+ a2(2λ− ε3)

2R2
0εa

2b2
,

β = 0.

В вычислениях также были использованы параметры: ε = 0.3, R0 = 5/3, a = 0.5,
b = 0.7, что даёт α ≈ 4.35. D-образная форма сечения задаётся следующим образом:

∂Ω =

{
(x, y) ∈ R : x ∈ [−1, 1], y = ± b

a

√
1− (x− ε

2(1− x2))2

(1− ε2

4 )(1 + εx)

}
(11)

На рисунке 2 представлены результаты вычислений: точное значение магнитного
потока ψex, приближённое значение ψ, их производные по оси x. Ошибка при мощ-
ности сетки NΩ = 255, определённая как относительная разность

E(ψ) =
||ψ − ψex||L2

||ψex||L2

≈ 0.000728738.

3.2. Моделирование эффекта “Current Hole” на основе
нестационарной модели

Система (5) моделирует нестационарное поведение функции плотности тока J .
Для замыкания системы были добавлены однородные граничные условия; в началь-
ный момент времени функция плотности тока является решением уравнения Гр-
эда-Шафранова (1), ток J принимает значения Jc, остальные функции принимают
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Рис. 2. Численное и точное решения уравнения Соловьёва слева направо: точное решение
ψex, численое решение ψ, произнодные ∂ψex

∂x , ∂ψ
∂x

Рис. 3. Функция плотности тока в момент времени t = 4000 сек

нулевые значения. В поставленной задаче вычисления исходная плотность тока бы-
ла выбрана как [6]:

Jc = 0.2(1− r4)− 0.2666(1− r2)8, r =
√
x2 + y2.

Вязкость ν = 10−6, сопротивление η = 10−5. Граница ∂Ω является окружностю
радиуса 1:

∂Ω = {(x, y), x = cos t, y = sin t, t ∈ [0, 2π]} .

На рис. 3 представлена фунция плотности тока в момент времени t = 4000 сек,
полученная на основе схемы Кранка-Николсона в пакете FreeFem++. Вычисления
проводились с шагом δt = 1 сек.
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Рассматривается задача управления для двумерной модели электромагнит-
ного поля, описывающей рассение электромагнитных волн в неограничен-
ной однородной среде, содержащей неоднородное тело с покрытой специаль-
ными материалами границей. Внесение покрытия моделируется с помощью
импедансного граничного условия. Роль управления в рассматриваемой за-
даче играет поверхностный импеданс. Доказано существование решения за-
дачи управления и выведена система оптимальности.

1. Введение

Задача маскировки материальных тел от средств электромагнитной локации
стала актуальной с момента установки первых радиолокационных станций. В наше
время большой популярностью пользуются математические задачи, возникающие
при разработке технологий и материалов, позволяющих скрывать материальные
объекты. Необходимо отметить работы [1, 2], посвященные разработке теоретиче-
ских и численных алгоритмов решения подобных задач. В приведенных работах
эффект маскировки достигается за счет выбора параметров неоднородной анизо-
тропной среды, заполняющей маскировочную оболочку, путем решения соответ-
ствующей обратной задачи для уравнений Максвелла или уравнения Гельмгольца
с переменными коэффициентами. Заметим, что техническая реализация решений,
полученных в этих статьях, связана со значительными техническими трудностями.
Одним из способов преодоления этих трудностей является использование специаль-
ного покрытия, которое математически моделируется введением импедансного гра-
ничного условия, связывающего между собой электрическое и магнитное поля че-
рез граничный коэффициент, называемый поверхностным импедансом, или поверх-
ностной проводимостью. Математически эта задача сводится к решению обратной
экстремальной задачи, где роль управления играет поверхностный импеданс, а в
качестве функционального ограничения выступает используемая модель рассеяния
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электромагнитных волн, рассматриваемая при импедансном граничном условии. Це-
лью данной работы является разработка численного алгоритма решения этой задачи
для двумерной модели, описывающей рассеяние электромагнитных волн в неогра-
ниченной однородной среде, содержащей анизотропное проницаемое препятствие с
покрытой границей в случае Н-поляризованных электромагнитных волн. Для аку-
стических волн обоснование физической подоплеки данного подхода можно найти
в [3]. Близкая задача управления импедансом в случае внешней краевой задачи для
2-D уравнения Гельмгольца рассмотрена в [4]. Для электромагнитных волн задачи
управления импедансом для трехмерных уравнений Максвелла, рассматриваемых
в ограниченной области, изучены в [5, 6].

2. Функциональные пространства

Пусть Ω — ограниченная область в R2 со связным дополнением Ωc = R2\Ω
и границей Γ. Задача рассеяния электромагнитных волн в однородной изотропной
среде, содержащей неоднородное проницаемое препятствие, сводится к нахождению
функций v в Ω и u = uinc + us в Ωc, удовлетворяющих следующим соотношениям:

∇ ·A∇v + k2v = 0 в Ω, (1)

∆u+ k2u = 0 в Ωc, (2)

v − u = −iη ∂u
∂n
,
∂v

∂nA
− ∂u

∂n
= 0 на Γ, (3)

lim
r→∞

√
r(
∂us

∂r
− ikus) = 0 где r = |x|. (4)

Здесь uinc – падающая волна, us – рассеянная волна, η – поверхностная проводи-
мость границы Γ, k – волновое число, (k2 = ε0µ0ω

2, где ω – угловая частота, ε0 и
µ0 – постоянные электрическая и магнитная проницаемости), n – единичный век-
тор внешней по отношению к Ω нормали к границе Γ, A = ((aij)), i, j = 1, 2 –
заданная в Ω матричная функция, описывающая параметры среды в Ω, ∂v/∂nA
– конормальная производная функции v на Γ [7, 8, 9]. Будем предполагать ниже,
что выполняются следующие условия: (i) Ω – ограниченная область в R2 со связ-
ным дополнением Ωc и с границей Γ ∈ C0,1; (ii) aij ∈ C1(Ω), Re(ξ · A(x)ξ) > γ|ξ|2,
Im(ξ · A(x)ξ) 6 0 ∀ξ ∈ C2, ∀x ∈ Ω, γ = const > 0. Пусть BR – круг радиуса R,
содержащий Ω, Ωe = Ωc ∩BR. Ясно, что Ωe – ограниченная область в R2 с границей
∂Ωe = Γ∪ΓR, так что Γ является границей области Ω и частью границы ∂Ωe = Γ∪ΓR
области Ωe. С учетом этого обстоятельства будем использовать ниже два операто-
ра следа на Γ: “внутренний” оператор следа γ|Γ : H1(Ω) → H1/2(Γ) и “внешний”
γe|Γ : H1(Ωe)→ H1/2(Γ). Будем использовать пространства H1(Ω), H1(Ωe), H1/2(Γ),
H1/2(ΓR) с нормами ‖ · ‖1,Ω, ‖ · ‖1,Ωe , ‖ · ‖1/2,Γ, ‖ · ‖1/2,ΓR соответственно. Введем про-
странства L∞λ0

(Γ) = {λ ∈ L∞(Γ) : λ(x) > λ0} и Hs
λ0

(Γ) = {λ ∈ Hs(Γ) : λ(x) > λ0},
λ0 = const > 0, s > 0. Они будут служить для описания величины λ, обратной к
проводимости η. Введем гильбертово пространство X = H1(Ω)×H1(Ωe) с нормой

|[U ]|2 = ‖v‖21,Ω + ‖u‖21,Ωe ∀U = (v, u) ∈ X. (5)

Рассмотрим пространство Hinc ≡ Hinc(Ωe) = {v ∈ H1(Ωe) : ∆v + k2v = 0 в D′(Ωe)},
служащее для описания падающих волн. Для любой падающей волны uinc ∈ Hinc

существует след (нормальная компонента) ∂uinc/∂n|ΓR ∈ H−1/2(∂ΓR).
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3. Разрешимость исходной задачи сопряжения

Введем отображение Дирихле–Неймана T : H1/2(ΓR) → H−1/2(ΓR), которое
ставит в соответствие каждой функции g ∈ H1/2(ΓR) функцию ∂ũ/∂n ∈ H−1/2(ΓR),
где ũ – решение внешней задачи Дирихле для уравнения Гельмгольца ∆ũ + k2ũ =

0 в Ωc\BR с условием ũ|ΓR = g . Известно, что T ∈ L(H1/2(ΓR), H−1/2(ΓR)), (см.,
например, [10]). Пусть при выполнении условий (i), (ii) Φ ∈ X – произвольная тесто-
вая функция, uinc ∈ Hinc. Умножив уравнения (1)-(2) на функцию Φ|Ω, где Φ ∈ X,
проинтегрируем по Ω, применим формулы Грина и сложим два уравнения. Вве-
дем функцию U ∈ X, равную v(x) в Ω и u(x) в Ωe. Используя U и обозначение
[Φ] = Φe|Γ − Φi|Γ для скачка функции Φ через Γ, запишем результат в виде

aλ(U,Φ) ≡ a0(U,Φ)− aλ(U,Φ) = 〈f,Φ〉 ∀Φ ∈ X. (6)

Введеные в (6) полуторалинейные и антилинейная формы определяются формулами

a0(U,Φ) =

∫
Ω

(
∇Φ ·A∇U−k2ΦU

)
dx+

∫
Ωe

(
∇Φ · ∇U−k2ΦU

)
dx−

∫
ΓR

ΦTUdσ, (7)

aλ(U,Φ) = i(λ[U ], [Φ])Γ = i

∫
Γ

λ[Φ][U ]dσ,

〈f,Φ〉 = −
∫

ΓR

ΦTuincdσ +

∫
ΓR

Φ
∂uinc

∂n
dσ. (8)

Решение U ∈ X задачи (6) назовем слабым решением задачи 1. Используя свойства
оператора T , теорему о следах и теоремы вложения можно показать, что к зада-
че (6) применима альтернатива Фредгольма. С её помощью может быть доказана
следующая теорема.

Теорема 1. Пусть при выполнении условий (i), (ii), λ ∈ L∞λ0
(Γ) – произвольная

функция, где λ0 > 0. Тогда: (1) оператор Aλ : X → X∗ является изоморфизмом;
(2) для любого падающего поля uinc ∈ Hinc задача (6) имеет единственное решение
Uλ ∈ X, которое удовлетворяет оценке

‖Uλ‖X 6 Cλ‖uinc‖1,Ωe , Cλ = C3C̃λ,

где константа Cλ зависит от Ω, k, R, матрицы A и λ.

4. Постановка и разрешимость задачи
управления

Одной из наших целей является исследование обратной экстремальной задачи
для рассматриваемой модели рассеяния волн. Эта задача заключаются в минимиза-
ции определенного функционала качества, зависящего от состояния (волнового поля
U) и неизвестной функции (управления), удовлетворяющих уравнениям состояния,
имеющим вид слабой формулировки (6) задачи (1)–(4). В качестве управления мы
выберем импеданс λ, а в качестве функционала качества выберем один из следую-
щих:

I1(U) = ‖U − ud‖2Q =

∫
Q

‖U − ud‖2dx, I2(U) = ‖U − ud‖2Γr =

∫
Γr

|U − ud|2dσ. (9)
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Здесь Q ⊂ Ωe – подобласть области Ωe, Γr – граница круга Br радиуса r < R

такого, что Ω ⊂ Br, функция ud моделирует заданное волновое поле в области
Q или на Γr. В частном случае, когда ud = uinc, функционал I1 (либо I2) имеет
смысл квадрата средне-квадратичной интегральной нормы рассеяного поля us по
Q (либо по ΓR). Пусть выполняется условие: (j) Γ ∈ C1,1; α0 > 0; K ⊂ Hs

λ0
(Γ) –

непустое выпуклое замкнутое множество, где s > 1/2, λ0 > 0. Введем оператор
G : X ×K ×Hinc → X∗ формулой 〈G(U, λ, uinc),Φ〉 = a0(U,Φ)− i(λ[U ], [Φ])Γ− 〈f,Φ〉
и перепишем слабую формулировку (6) задачи 1 в виде уравнения G(U, λ, uinc) = 0.
Рассмотрим следующую задачу условной минимизации:

J(U, λ) =
α0

2
I(U) +

α1

2
‖λ‖2s,Γ → inf, G(U, λ, uinc) = 0, (U, λ) ∈ X ×K. (10)

Здесь I : X → R – слабо полунепрерывный снизу функционал качества. Обозначим
через Zad = Zad(u

inc) = {(U, λ) ∈ X ×K : G(U, λ, uinc) = 0, J(U, λ) <∞} множество
допустимых пар для задачи (10). Основываясь на аппарате книг [11, 12] , можно
доказать следующие теоремы

Теорема 2. Пусть при выполнении условий (i), (ii), (j), I : X → R – слабо полу-
непрерывный снизу функционал, uinc ∈ Hinc, причем Zad – непустое множество,
и пусть α0 > 0, α1 > 0 и K – ограниченное множество, либо α1 > 0 и функци-
онал I ограничен снизу. Тогда задача (10) имеет по крайней мере одно решение
(U, λ) ∈ X ×K.

Теорема 3. Пусть при выполнении условий (i), (ii), (j) пара (Û , λ̂) ∈ X ×K явля-
ется решением задачи (10), причем функционал I непрерывно дифференцируем по
U в точке Û . Тогда существует единственный ненулевой множитель Лагранжа
P ∈ X , который удовлетворяет комплексному уравнению Эйлера-Лагранжа

a0(Ψ, P )− i(λ̂[Ψ], [P ])Γ = −(α0/2)〈I ′U (Û),Ψ〉 ∀Ψ ∈ X (11)

и справедлив принцип минимума, эквивалентный вариационному неравенству

α1(λ̂, λ− λ̂)s,Γ − Re[i((λ− λ̂)[Û ], [P ])Γ] > 0 ∀λ ∈ K. (12)

Прямая задача (6), тождество (11), имеющее смысл сопряженной задачи для
сопряженного состояния P ∈ X, и вариационное неравенство (12) образуют систему
оптимальности для задачи управления (10), описывающую необходимые условия
экстремума.

5. Заключение

В работе была сформулирована обратная задача для двумерной модели рассе-
яния электромагнитных волн и получена система оптимальности, которую можно
использовать для исследования единственности и устойчивости решений конкрет-
ных экстремальных задач, а также при разработке численного алгоритма решения
поставленной экстремальной задачи и исследовании его сходимости. Простейший
алгоритм получается, если для нахождения решения системы оптимальности при-
менить метод простой итерации. В результате мы получим итерационный алгоритм,
n-я итерация которого состоит в нахождении величин Un, Pn и λn+1 при заданном
λn путем последовательного решения следующих задач:

aλn(Un,Φ) = 〈f,Φ〉 ∀Φ ∈ X,
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a0(Ψ, Pn)− i(λn[Ψ], [Pn])Γ = −α0(Ψ, Un − ud)Q ∀Ψ ∈ X,
α1(λn, λn+1 − λn)s,Γ − Re[i((λn+1 − λn)[Un], [Pn])Γ] > 0 ∀λ ∈ K.

Исследованию единственности и устойчивости решений экстремальных задач, по-
строению численных алгоритмов, исследованию их сходимости и анализу численных
экспериментов будет посвещена дальнейшая работа автора. Работа выполнена при
финансовой поддержке гранта ФЦП (госконтракт N 14.А18.21.0353) и проекта "Фун-
даментальные задачи механики сплошной среды и теории переноса"Министерства
образования и науки РФ.
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Предложены способы модельного учета вязких свойств материалов в усло-
виях больших деформаций. Построена модель больших упругоползучепла-
стических деформаций. Указан реологический механизм залечивания мик-
родефектов сплошности вязкоупругопластических материалов за счет все-
стороннего сжатия в условиях значительных эксплуатационных нагрузок
по типу «нагрузка-разгрузка».

Введение

Теория пластического течения подразумевает разделение полных деформаций
на обратимую и необратимую составляющие. Из-за невозможности опытного из-
мерения таких составляющих в отличие от полных деформаций, данное разделе-
ние оказывается произволом конструктора математической модели. Именно такой
произвол является главной причиной существующего разнообразия в построениях
моделей больших упругопластических деформаций. Отметим в этой связи лишь
некоторые работы отечественных авторов [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]. Впервые геометриче-
ски корректная математическая модель больших упругопластических деформаций
была построена в 1969 году [8], в которой разделение деформаций на обратимые
и необратимые было связано с предположении о соответствии каждому деформи-
рованному состоянию единственного состояния разгрузки, когда обратимые дефор-
мации отсутствуют во всем продеформированном теле. Добиться этого, оставаясь
в рамках упругопластической модели, возможно [5] предельным разделением тела
на части и снятия усилий с границ таких бесконечно малых элементов тела. В то
же время такой подход остается доминирующим при построении моделей больших
упругопластических деформаций [1, 5]. Другой геометрически и термодинамически
непротиворечивый подход к построению модели предложил В.П.Мясников [3], в ко-
тором в соответствии с формализмом неравновесной термодинамики определение
обратимых и необратимых деформаций следовало из формулировки для них диффе-
ренциальных уравнений переноса. Вариант конкретизации источников и потоковых
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слагаемых в уравнении изменения (переноса) обратимых и необратимых деформа-
ций был предложен в [4]. Рассматривался только случай идеальной пластичности.
Обобщения на случай учета вязкости при пластическом течении были даны в [7].
Реологические эффекты в других моделях больших упругопластических деформа-
ций рассматривались в [1, 6]. Здесь проведем обобщение модели [4] на случай учета
нелинейной вязкости деформируемой среды как в случае ее пластического течения,
так и при разгрузке, и при деформировании, предваряющем течение.

1. Модель больших
упругоползучепластических деформаций

Полагаем, что наряду с температурой (энтропией) параметрами состояния де-
формируемого тела являются обратимые и необратимые деформации. Компоненты
последних в прямоугольной системе пространственных координат Эйлера обозна-
чим через eij и pij соответственно. Постулируем уравнения изменения (переноса)
для данных составляющих полных деформаций в форме

Deij
Dt

= εij − γij −
1

2
((εik − γik + zik)ekj+

+eik(γkj − εkj − zkj)) ,
Dpij
Dt

= γij − pikγkj − γikpkj .

(1)

Здесь обозначено:
Dnij
Dt

=
dnij
dt
− riknkj + nikrkj , εij =

1

2
(vi,j + vj,i) ,

rij = wij + zij (eij , εij) , wij =
1

2
(vi,j − vj,i) ,

(2)

В записи уравнений переноса для тензоров eij и pij наряду с естественными требова-
ниями их симметрии принято условие обращения тензора pij в ноль при отсутствии
источника (γij = 0) в изменении данного тензора; согласно второму равенству из
(1) компоненты pij тензора необратимых деформаций изменяются в таком случае
также, как если бы тело (или система координат) поворачивалась как жесткое це-
лое (Dpij/Dt = 0). Данное условие заставляет [4] ввести объективную производную
специального вида (в (2) она записана для произвольного тензора nij). При этом
источником в уравнениях изменения компонент eij тензора обратимых деформа-
ций оказывается тензор с компонентами εij − γij . Если бы в тензоре вращения rij
отсутствовала нелинейная добавка rij = wij (zij = 0), то введенная объективная
производная по времени совпадала бы с производной Яумана [9]. Таким образом,
требование геометрической корректности при формулировке уравнений изменения
тензоров обратимых eij и необратимых pij деформаций в предположении осуще-
ствимости процесса с неизменным тензором необратимых деформаций при γij = 0

приводит к достаточно простым уравнениям (1). Разделение полных деформаций
Альманси dij на составляющие следует из (1) и (2) в форме

dij = eij + pij − 0.5eikekj − eikpkj − pikekj + eikpkmemj ,

dij = 0.5 (ui,j + uj,i − ui,kuk,j)
(3)

В (3) ui — компоненты вектора перемещений точек деформированной среды. Со-
гласно (3) в качестве тензора обратимых деформаций следовало бы выбрать тензор
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sij = eij − 0.5eikekj , так как при pij = 0 имеем dij = sij . Введение в рассмотрение
тензора eij вызвано не только относительной простотой в записи для него уравнения
переноса (1), но и в простоте записи с таким тензором аналога формулы Мурнагана
[4]. Формула Мурнагана в нелинейной теории упругости следует из записи закона
сохранения энергии

ρ
de

dt
+ qj,j = σijεji (4)

В (4) e — плотность распределения внутренней энергии, qj — компоненты вектора
потока тепла, σij — компоненты тензора напряжений Эйлера-Коши. В качестве тер-
модинамического потенциала будем использовать свободную энергию с плотностью
распределения Ψ = e − sT , где s — плотность распределения энтропии, T — тем-
пература. Примем еще одно допущение о том, что термодинамический потенциал
Ψ = Ψ (T, eij), то есть не зависит от необратимых деформаций pij . Данное положе-
ние может быть спорным, но его принятие позволяет получить наиболее простую
замкнутую модель деформирования материалов с упругими, вязкими и пластиче-
скими свойствами. В условиях принятия данной гипотезы из (4) следует [4]

σij =
ρ

ρ0

∂W

∂eik
(δkj − ekj) , W = ρ−1

0 Ψ (5)

ρT
ds

dt
+ qj,j = σijγji (6)

Таким образом обратимые деформации задают консервативный механизм дефор-
мирования: по известным таким деформациям определяются, как и в классической
среде Прандтля-Рейса, напряжения, если только упругий потенциал W = W (eij)

определен (ρ0 — плотность среды в свободном ее состоянии). Диссипативный ме-
ханизм деформирования задается источником в правой части уравнения баланса
энтропии (6), который определяется скоростями γij накопления необратимых де-
формаций. Заметим, что (5) непосредственно переходит в известную в нелинейной
теории упругости формулу Мурнагана при отсутствии необратимых деформаций
(pij ≡ 0)

σij =
ρ

ρ0

∂W

∂dik
(δkj − 2dkj) (7)

Далее будет использоваться аналог формулы Мурнагана (5), переписанный для слу-
чая несжимаемой среды

σij = −pδij +
∂W

∂eik
(δkj − ekj) , при pij 6= 0. (8)

В качестве упругого потенциала изотропной и несжимаемой среды будем использо-
вать разложение

W = W (J1, J2) = (α− µ)J1 + αJ2 + βJ2
1 − ξJ1J2 − χJ3

1 ,

J1 = sjj , J2 = sijsji, sij = eij −
1

2
eikekj

(9)

В (9) параметр среды µ отождествляется с модулем сдвига, α, β, ξ, χ — упругие
модули более высокого порядка. Поскольку при pij ≡ 0 инварианты J1, J2 совпа-
дают с инвариантами тензора деформаций Альманси dij , а первый инвариант djj
последнего тензора неположителен, второй dikdkj неотрицателен, то в (9) выбраны
знаки минус с тем, чтобы все упругие постоянные среды были положительными.
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Считаем, что вязкие свойства среды проявляются с самого начала процесса дефор-
мирования. Соответствующий диссипативный механизм деформирования зададим,
введя потенциал V = V (σij) в форме

V (σij) = BΣn (σ1, σ2, σ3) ,

Σ =
√

1.5 {(σ1 − σ)2 + (σ2 − σ)2 + (σ3 − σ)2},

σ =
1

3
σjj =

1

3
(σ1 + σ2 + σ3) .

(10)

Здесь σ1, σ2, σ3 — главные значения тензора напряжений, B, n — постоянные мате-
риала. Инвариант Σ тензора напряжений с точностью до постоянного множителя
совпадает с октаэдрическим напряжением (интенсивностью напряжений). Для ис-
точника γij в уравнении (1) изменения (переноса) необратимых деформаций, считая
последние деформациями ползучести, полагаем

γij = εvij =
∂V (Σ)

∂σij
. (11)

Таким образом γij отождествляется с тензором скоростей деформаций ползучести
εvij , а диссипативный потенциал выбран в форме степенного закона ползучести Нор-
тона [10, 11]. Очевидно, что выбор закона Нортона в форме (10) и (11) является
только одной из возможностей. Возможен выбор любого иного закона ползучести.
Записанные выше соотношения составляют замкнутую математическую модель изо-
термического деформирования. Конкретизация данной модели с помощью задания
потенциалов W (eij) и V (σij), связанная с зависимостями (9) и (10), выбрана в ка-
честве возможной, не запрещающей другие в том числе и усложняющие математи-
ческую модель. Когда напряженное состояние в некоторых точках деформируемой
среды достигает поверхности нагружения, диссипативный механизм деформирова-
ния в окрестностях таких точек меняется — начинается пластическое течение. С
целью конкретизации последующего принимаем, что поверхностью нагружения в
пространстве главных напряжений является цилиндрическая поверхность Мизеса с
уравнением

f(σij) = τijτji −
8

3
k2 = 0, τij = σij − σ, (12)

В (12) k — постоянная материала (предел текучести). Согласно (12) вязкими свой-
ствами материала в условиях его пластического течения пренебрегается. Если учет
таких свойств необходим, то следует соответственно усложнить условия текучести
(12) так, как это было проделано, например, в [7] или иным возможным способом.
Принимая условия принципа максимума Мизеса [11], формулируем ассоциирован-
ный закон пластического течения

γij = εpij = λ
∂f(σij)

∂σij
, λ > 0 (13)

В областях пластического течения γij отождествляется со скоростями пластических
деформаций. Отмечаем, что (12) и (13) задают простейшую конкретную модель
течения, которая может при необходимости уточняться. Для того, чтобы учесть
влияние вязких свойств на пластическое течение вместо (12) можно, например, ис-
пользовать условие пластичности в форме, обобщающей условие Треска [13]

max |σi − σj | = 2k + 2ηmax |εpm| (14)

Здесь εpm — главные компоненты тензора скоростей пластических деформаций, η
— коэффициент вязкости. Также возможно учесть упрочнение среды в процессе

Сборник материалов XXXVII Дальневосточной Математической Школы-Семинара
имени академика Е.В. Золотова, Владивосток, 8 – 14 сентября 2013 г.



169

ее пластического течения, например заданием поверхности нагружения в форме,
предлагаемой в [14] (

τij − cpij − ηεpij
)(

τji − cpji − ηεpji
)

=
8

3
k2 (15)

где c— параметр, характеризующий проявление эффекта Баушингера. В [15] на при-
мере одиночного дефекта сплошности (микропора, микротрещина) в среде с упруги-
ми и пластическими свойствами и допускающей большие деформации было показа-
но, что неучёт реологических свойств среды приводит к эффекту "приспосабливае-
мости" среды к нагрузкам по типу "нагрузка - разгрузка". В таком случае размеры
дефекта после каждой разгрузки оказываются одинаковыми, неизменным остает-
ся и уровень и распределение остаточных напряжений в окрестности дефекта. Если
учитывать вязкость среды только при её пластическом течении [15], то с ростом цик-
лов размеры дефекта будут возрастать, что задает степень роста поврежденности
и снижение усталостной прочности. Известен противоположный эффект, когда за
счет предварительной квазистатической обработки материала значительным гидро-
статическим давлением его усталостная прочность возрастает, что объясняется [16]
явлением "залечивания" микродефектов в условиях ползучести материала. Таким
образом учет реологических свойств материала выводит из парадоксальной ситуа-
ции приспосабливаемости к циклическим нагрузкам по типу "нагрузка - разгруз-
ка". В [17] предпринималась попытка объяснения упрочнения материала при таких
нагрузках, когда до стадии пластического течения и при разгрузке свойства мате-
риала моделировались тензорно-линейным уравнением вязкоупругости. Оказалось,
что действительно на каждом шаге цикла нагружения и разгрузки размеры дефек-
та уменьшаются, как и уровень остаточных напряжений. Однако, количественная
оценка данного эффекта оказалась незначительной. Связываем это с тем, что свой-
ства ползучести материала и релаксации напряжений в нем не могут подчиняться
тензорно-линейной связи напряжений со скоростями деформаций [18]. Построенная
здесь математическая модель больших деформаций в отличие от используемой в
[17] базируется на нелинейном законе ползучести (10) и (11) и потому предоставля-
ет возможность оценить эффект залечивания микродефектов сплошности.

Заключение

Предложен подход к моделированию процессов ползучести и релаксации напря-
жений в процессе накопления материалом больших необратимых деформаций. Пред-
ложенная модель может быть применена для оптимизации технологических процес-
сов в смысле снижения уровня остаточных напряжений и описания механизмов
"залечивания" дефектов сплошности для повышения эксплуатационных свойств го-
товых металлоизделий.
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Рассмотрена эволюционная интервальная задача стартового управления в
гильбертовом пространстве. Вводится понятие субуниверсального решения
и в качестве приложения приведен пример интервальной задачи управления
одномерным уравнением теплопроводности.

1. Субниверсальное решение эволюционной
интервальной задачи стартового управления

Рассмотрим вещественные гильбертовы пространства V и H такие, что V ⊂
H ⊂ V ′, с плотным компактным вложением V ⊂ H. Здесь V ′ — пространство,
двойственное к V. Обозначим, соответственно, через ‖ · ‖ и | · | нормы в V и H, а
через ((·, ·)) и (·, ·) — соответствующие скалярные произведения. Для постановки
эволюционной задачи определим переменную t (время), t ∈ (0, T ), где T < +∞.
Введем теперь пространство L2(0, T ;V ) функций t→ y(t), отображающих интервал
(0, T ) в пространство V , измеримых и таких, что(T∫

0

‖y(t)‖2dt
)1/2

<∞.

Аналогично определяются пространства L2(0, T ;H), L2(0, T ;V ′). Для функции y ∈
L2(0, T ;V ) можно определить производную ẏ = dy

dt в смысле теории распределений
[4]. Рассмотрим пространство

W (0, T ) = {y | y ∈ L2(0, T ;V ), ẏ ∈ L2(0, T ;V ′)}.

Это пространство снабженное нормой:

‖y‖W (0,T ) =

(T∫
0

‖y(t)‖2V dt+

T∫
0

‖dy
dt
‖2V ′dt)1/2

)
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становится гильбертовым [ [6], гл.1]. Заметим, что, если y ∈W (0, T ), то y ∈ C([0, T ];H)

Пусть A : V → V ′ — линейный непрерывный оператор со свойствами, заданными в
главе 2(стр. ??). Рассмотрим динамическую управляемую интервальную систему:{

ẏ + aAy = 0, 0 < t < T,

y |t=0= u, u ∈ H,
(1)

в которой начальное состояние u играет роль управления. Под решением задачи (1)
понимаем функцию y ∈W (0, T ). Пусть a ∈ [a1, a2] — неопределенный коэффициент
из замкнутого интервала

0 < a1 6 a 6 a2. (2)

Задача оптимального управления состоит в минимизации следующего функциона-
ла: 1

2
| y |t=T −yd |2 +

N

2
| u |2→ inf, u ∈ H, (3)

на решениях задачи Коши (1). ЗдесьN > 0, yd — заданный элемент из пространства
H. Используя базис пространств H и V, решение задачи (1) можно записать в виде

y(t) =
∞∑
j=1

e−aλjtujwj . (4)

Здесь {wj} полная ортонормированная в H система собственных элементов опера-
тора A, Awj = λjwj , j = 1, 2, ... 0 < λ1 6 λ2 6 ...; uj = (u,wj) — коэффициенты
Фурье элемента u ∈ H. Тогда задачу (3) мы можем свести к интервальной задаче
минимизации функционала, зависящего только от {uj}∞1 . Получаем:

J(u) =
1

2

∞∑
j=1

(
(e−2aλjT +N)u2

j − 2e−aλjTujydj + y2
dj

)
→ inf. (5)

Здесь uj = (u,wj), ydj = (yd, wj) — коэффициенты Фурье элементов u, yd. Опреде-
лим для задачи (3), (5) понятия минимума, точки минимума и укажем процедуры
их нахождения. Число a из интервала (3) будем называть допустимым. Заметим,
что для каждого допустимого a минимум функционала J достигается на элементе

û =

∞∑
j=1

eaλjT ydj
1 + e2aλjTN

wj , (6)

при этом соответствующее значение функционала равно

J(û) = −1

2

∞∑
j=1

( y2
dj

1 + e2aλjTN
− y2

dj

)
.

Как видно, минимум J(û) зависит от неопределенного параметра a и при a2 6 a 6 a1

принимает значения J1 6 J(û) 6 J2 , где

Ji = −1

2

∞∑
j=1

( y2
dj

1 + e2aiλjTN
− y2

d

)
, i = 1, 2. (7)

Субуниверсальным значением параметра a назовем число â, которое соответствует
минимуму J(û) = Ĵ , совпадающему с серединой отрезка

Ĵ =
1

2
(J1 + J2).
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Так как J(û) монотонно возрастает по a, тогда при любой допустимой реализации
неопределенного параметра a отклонение минимума J(û) от Ĵ будет наименьшим:

min
J16Ĵ6J2

max
a∈[a1,a2]

|J(û)− Ĵ | = 1

2
(J2 − J1).

Субниверсальным оптимальным управлением задачи (1) – (5) назовем элемент û ∈
H, который определяется выражением (6) при a = â. Учитывая уравнение (4) под
субуниверсальным оптимальным состоянием в интервальной задаче (1) – (3) будем
понимать функцию

ŷ(t) =
∞∑
j=1

e−âλjtûjwj , t ∈ (0, T ). (8)

где û — субуниверсальное оптимальное состояние задачи (3), (5). Пару {û, ŷ}
назовем субуниверсальным решением задачи (1) – (3). Таким образом, искомое
a = â является единственным корнем уравнения

−1

2

∞∑
j=1

( y2
dj

1 + e2aλjTN
− y2

d

)
= Ĵ .

Отсюда получим уравнение для нахождения параметра â:
∞∑
j=1

y2
dj

1 + e2âλjTN
=

∞∑
j=1

( (2 + e2a1λjTN + e2a2λjTN)y2
dj

2(1 + e2a1λjTN)(1 + e2a2λjTN)

)
. (9)

Из монотонности по â левой части уравнения (9) вытекает следующий результат.

Теорема 1. Пусть yd ∈ H, 0 < a1 < a2. Существует единственное субунивер-
сальное оптимальное управление для интервальной задачи (1) – (3), определяемое
выражением

û =

∞∑
j=1

eâλjT ydj
1 + e2âλjTN

wj , (10)

где â — решение уравнения (9).

2. Эволюционная интервальная задача
стартого управления для одномерного

уравнения теплопроводности

Рассмотрим интервальную задачу управления для одномерного уравнения теп-
лопроводности: {

yt = ayxx, x ∈ (0; 1), t ∈ (0;T );

y |x=0;1= 0, y |t=0= u(x).
(11)

Здесь a ∈ [a1, a2] — неопределенный коэффициент. Через yt, yxx обозначим частные
производные y(x, t) функции по t и x. Задача оптимального управления состоит в
минимизации следующего функционала:

1

2

1∫
0

(
(y(x, T )− yd(x))2 +Nu2(x)

)
dx→ inf, u ∈ L2(0, 1), (12)

на решениях краевой интервальной задачи (11). Здесь N > 0, yd(x) — заданная
функция из пространства L2(0, 1). Задача (11) естественным образом сводится
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к задаче Коши для уравнения с операторным коэффициентом вида (1). Пусть
V = H1

0 (0, 1) — пространство Соболева, состоящее из функций v, принадлежа-
щих вместе с производной vx, классу L2(0, 1) и равных нулю на границе. Положим
H = L2(0, 1). Нормы в пространствах H и V определяется следующим образом:

|v|2 =

∫1

0
v2dx, ‖v‖2 =

∫1

0
v2
xdx. Оператор A : V → V ′ определяется c помощью равен-

ства:
(Ay, z) = (yx, zx), ∀y, z ∈ V. (13)

Субуниверсальным решением задачи оптимального управления (11), (12) назовем
субуниверсальное решение, соответствующей задачи (1) – (5). Отметим, что соб-
ственные функции оператора A, образующие базис пространств H и V, имеют вид:
wj(x) =

√
2sin(πjx), собственные значения λj = (πj)2, j = 1, 2... .

Теорема 2. Пусть yd ∈ H, 0 < a1 < a2. Тогда существует единственное субу-
ниверсальное решение задачи (11), (12):

û(x) =
√

2
∞∑
j=1

eâλjT ydj
1 + e2âλjTN

sin(πjx), ŷ(x, t) =
√

2
∞∑
j=1

e−âλjT eâλjtydj
1 + e2âλjTN

sin(πjx), (14)

где â — решение уравнения (9).

Рассмотрим примеры решения интервальной задачи (11), (12) с заданной функ-
цией yd = sinπx + 2 sin 8πx и T = 1, для различных значениях весового параметра
N и различных длинах интервала неопределенности.

Пример 1. Пусть a1 = 1, a2 = 1.1. На Рис. 1 приведены графики целевой
функции yd и универсального оптимального состояния y∗ при различных значениях
параметра N .
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Рис. 1. Функции y∗ и yd при различных N .

Указанные графики иллюстрируют эффект уменьшения влияния неопределен-
ности на универсальное оптимальное состояние за счет уменьшения весового пара-
метра N . Интересно заметить, что при уменьшении N , значение функционала (12)
уменьшается с 1.98525 до 0.146783.

Пример 2. Пусть a1 = 1, N = 10−4. На Рис. 2 приведены графики целевой
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Рис. 2. Функции y∗ и yd при различных a2.

функции yd и универсального оптимального состояния y∗ при различных значениях
параметра a2.

Сборник материалов XXXVII Дальневосточной Математической Школы-Семинара
имени академика Е.В. Золотова, Владивосток, 8 – 14 сентября 2013 г.



175

Рассмотренные примеры показывают существенное влияние величины интерва-
ла неопределенности (a2 − a1) на качество универсального состояния, в частности,
на его близость к целевой функции, при этом значение функционала (12) увеличи-
вается с 0.461699 до 1.05251. Все расчеты проводились в среде Mathematica 8.0.
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ОЦЕНКА ПРОДУКТИВНОСТИ ЯПОНСКОГО
МОРЯ ПО СПУТНИКОВОЙ ИНФОРМАЦИИ
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Ключевые слова: спутниковые данные, динамика хлорофилла, освещен-
ность, температура, критерий Фишера, ассимиляционное число, первичная
продукция

Работа посвящена разработке методов анализа спутниковой информации
с целью построения аналитической зависимости концентрации хлорофил-
ла как основного показателя продуктивности от состояния внешней среды.
Предложена и апробирована базовая модель годовой динамики хлорофил-
ла, параметры которой уточнены с помощью методов регрессионного анали-
за. Выполнен прогнозный расчет, проведено сравнение с данными дистан-
ционных наблюдений. На основании литературных данных о региональных
характеристиках водной среды построены годовые оценки продуктивности
Японского моря.

Введение

Ставится задача оценки объема первичной продукции (ПП) (здесь и далее речь
идет о поверхностном слое воды) по спутниковой информации. Объект исследования
– Японское море, наблюдаемый участок со 127◦ по 142◦ восточной долготы и с 34◦ по
47◦ северной широты. Методы дистанционного зондирования позволяют получить
данные о концентрации хлорофилла «а», с которой тесно связан объем первичной
продукции. Многие исследователи придерживаются концепции прямо пропорцио-
нальной зависимости одного показателя от другого. Кроме того, дистанционные
измерения дают возможность фиксировать характеристики самой среды, такие как
температура, освещенность, флуоресценция и некоторые др. От них, помимо на-
сыщения биогенными элементами, зависит концентрация хлорофилла в биомассе
фитопланктона (Лупян и др., 2012). Работа поддержана грантом ДВО РАН, проект
09-1-П2-02 по программе фундаментальных исследований Президиума РАН.

1. Материалы и методы

Интерпретация спутникового сигнала качественно представляет собой равно-
промежуточные пространственные проекции концентраций хлорофилла, фотосин-
тетически активной (ф/а) радиации и температуры в поверхностном слое воды.
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Данные за четыре года, с 2008 по 2011 усреднены помесячно. Для анализа число-
вых массивов были использованы методы регрессионного анализа, критерий Фише-
ра, критерий χ-квадрат, а также – графическая визуализация, как исходной инфор-
мации, так и данных, полученных в результате моделирования динамики концен-
трации хлорофилла. Для построения прогнозных расчетов использованы числен-
ные методы решения дифференциальных уравнений, включая тригонометрическое
интерполирование и аппроксимацию кусочно-линейными функциями. Параметры,
используемые в модели, получены путем построения регрессионной зависимости по-
казателей хлорофилла от освещенности водной поверхности и температуры воды.

2. Анализ данных
На первом этапе проанализированы данные за период с 2008 по 2010 гг. Прове-

дено пространственное усреднение помесячных данных о концентрации хлорофил-
ла, об освещенности водной поверхности и температуре воды. Визуальное представ-
ление говорит о зависимости концентраций фитопланктона (mg/m3) от сезонных
колебаний ф/а радиации (Ein · m−2day−1) (Ein - Эйнштейн, единица измерения,
означающая моль фотонов) и температуры (◦C) в течение всего вегетативного пери-
ода на протяжении трех лет. Поэтому в качестве модельной предложена функция,
выражающая скорость первичного продуцирования, вида:

Ṽ (t) = µ̄tP (It)T (θt)− E(yt) (1)
где yt - концентрация хлорофилла в (mg/m3), µ̄t - максимальная возможная ско-
рость роста массы хлорофилла при некоторой оптимальной температуре θ0, также
зависящая от t, P (I(t), t)– функция зависимости скорости роста yt от показателя
освещенности I(t) и от момента времени t, T (θ(t), t) - соответствующая зависимость
от температуры. E(yt) - функция элиминации хлорофилла, которая может происхо-
дить из-за выедания фитопланктона хищниками, в первую очередь, зоопланктоном
и других факторов (Абросов Боголюбов, 1988) . Фактические показатели скорости
роста помесячно определили, как отношение изменения средней массы фитопланто-
на за последующий месяц к усредненному показателю его концентрации в текущем
месяце: Vfact.(t) = yt+1−yt

yt
. Тогда значение максимальной скорости роста хлорофил-

ла определятся из условия минимизации функционала: F =
N∑
k=1

(V
(k)
fact.(t)− Ṽ

(k)(t))
2
.

Верхний индекс (k) соответствует тому, что наблюдаемый показатель усреднен по
k-ому из N географических квадратов, на которые условно разбит наблюдаемый
участок. Для оценки качества регрессионных значений функции µ̄t провели сравне-
ние динамики изменения усредненной массы наблюдаемого хлорофилла и величины
ỹt, полученной в ходе численного решения дифференциального уравнения:

˙̃yt = µ̄tP (It)T (θt)ỹt − E(ỹt) (2)
Приемлемое согласование ỹt с наблюдаемой концентрацией хлорофилла yt позво-
лило использовать значения максимальных скоростей первичного продуцирования,
полученных в результате регрессионного анализа наблюдений за период с 2008 по
2010 гг., в качестве основы для составления прогнозного расчета на 2011 год. Гра-
фическое представление (Рис.1) свидетельствует о том, что «модельная» динамика
средней концентрации хлорофилла не противоречит литературным данным о ее се-
зонных изменениях (Моисеев, 1989), (Алексанин и др.,2012).
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Рис. 1. Сравнительная динамика наблюдаемой и моделируемой концентрации хлорофилла
(mg/m3) в Японском море за четырехлетний период (данные усреднены помесячно и по
пространству).

3. Статистическая оценка результатов

Считая усредненный по месяцу показатель хлорофилла отдельной вариантой,
рассмотрели четыре временных ряда по количеству наблюдаемых лет. Критерий Фи-
шера, представляющий собой отношение межгрупповой дисперсии к внутригруппо-
вой, позволяет оценить, насколько значима гипотеза о различии в динамике концен-
трации хлорофилла в пределах одного года по сравнению с другим. В результате
получили значение F-критерия, равное 1.313, что значительно меньше предельно-
го критериального значения (F=2.82 при уровне значимости P=0.05 и F=4.26 при
P=0.01). Следовательно, межгодовые различия в динамике хлорофилла, а, значит,
и в сезонных характеристиках – несущественны. Считая 2008-2011 гг. климатически
схожими, на основании критерия χ-квадрат оценили, что расхождение величины ,
полученной в результате численного решения уравнения (2), по сравнению с ожида-
емым среднемноголетним помесячным распределением концентрации хлорофилла
также нельзя считать статистически значимым.

4. Первичная продукция

Объем первичной продукции может быть вычислен в виде произведения концен-
трации хлорофилла на ассимиляционное число. Значение последнего рассматрива-
ется как региональный показатель, зависящий от комплекса благоприятствующих
факторов (Звалинский и др., 2005). Такой подход позволяет построить точечные
оценки объема годовой первичной продукции, основанные на данных спутниковых
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наблюдений, усредненных по каждому месяцу текущего года (Рис.2).

Рис. 2. Сравнительная динамика наблюдаемой и моделируемой концентрации хлорофилла
(mg/m3) в Японском море за четырехлетний период (данные усреднены помесячно и по
пространству).

Поскольку доминирующими в видовом составе Японского моря являются диато-
мовые (Алексанин и др.,2012), и именно они составляют основную долю суммарной
биомассы, благоприятным фактором является температурный диапазон, к которо-
му толерантны данные виды фитопланктона, то есть от 4 до 15 градусов Цельсия
(Насибулина и др., 2012). Кроме того, одной из наиболее значимых предпосылок
интенсивности роста фитопланктона, а стало быть, и увеличения объема первичной
продукции, является достаточное количество минерального питания. Совокупность
этих двух факторов является определяющей при выборе значения ассимиляционно-
го числа.

5. Выводы и результаты

• Анализ данных спутниковых наблюдений участка со 127◦ по 142◦ восточной
долготы и с 34◦ по 47◦ северной широты, покрывающего Японское море, ис-
ключая береговую часть, позволяют сделать следующие выводы:

– средние концентрации хлорофилла в поверхностном слое воды изменя-
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ются в зависимости от сезона. Эти изменения носят периодический ха-
рактер от года к году.

– характер изменения средних показателей хлорофилла не претерпевает
существенных различий в смысле годовой динамики при условии, что
соответствующие показатели среды, а именно освещенность и темпера-
тура, также носят стабильный характер годовых колебаний.

• Предложен и апробирован модельный характер зависимости средней концен-
трации хлорофилла в поверхностном слое воды от показателей освещенности
и температуры.

• Параметры модели уточнены на основе данных спутниковых наблюдений за
2008-2010 гг. На их основе составлен прогнозный расчет динамических изме-
нений концентрации хлорофилла на следующий годовой период.

• На основе литературных данных о выборе ассимиляционного числа по реги-
ональному признаку, сделан оценочный расчет первичной продукции по дан-
ным спутниковых наблюдений за четырехлетний период с 2008 по 2011 год.

• Проведено статистическое оценивание полученных числовых результатов, ко-
торое позволяет рассматривать предложенный модельный подход в качестве
основы для построения адекватных оценок показателей процесса фотосинте-
тической активности и первичного продуцирования на основе спутниковой
информации.
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Предложена одномерная по пространству русловая математическая модель.
Модель включает в себя: стационарное уравнения движения водного потока,
определенное в рамках приближения мелкой воды, неравновесное уравнение
переноса взвешенных наносов, уравнение баланса наносов, определяющее
эволюцию геометрии донной поверхности. В модели использована ориги-
нальная равновесная формула движения влекомых наносов, учитывающая
влияние морфологии дна, физико-механических и гранулометрических па-
раметров донного материала на процесс транспорта влекомых наносов. Фор-
мула не содержит в себе феноменологических параметров. В качестве вери-
фикации модели рассмотрена задача об изменении геометрии поперечной
русловой прорези при движении над ней гидродинамического потока. Вы-
полнено сравнение полученных решений с экспериментальными данными и
расчетами других авторов.

Введение

В работе предложена одномерная русловая математическая модель, учитыва-
ющая транспорт донного материала во влекомом и взвешенном состоянии. В отли-
чие от аналогичных моделей других авторов [1, 2, 3, 4], предложенная модель не
содержит в себе феноменологических параметров связанных с морфологическим
процессом. Все используемые в модели феноменологические константы относятся к
гидравлической части модели и модели транспорта взвешенных наносов. В качестве
транспортного уравнения влекомых наносов используется формула предложенная
в работе [5]. Формула учитывает влияние морфологии дна, физико-механических
и гранулометрических параметров донного материала на процесс транспорта вле-
комых наносов. Достоинством данной формулы является отсутствие в ней феноме-
нологических параметров. В качестве верификации модели рассмотрена задача об
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изменении геометрии поперечной русловой прорези при движении над ней гидроди-
намического потока. Выполнено сравнение полученных решений с эксперименталь-
ными данными и расчетами других авторов.

1. Математическая формулировка задачи

Предложенная математическая модель руслового потока включает в себя: -
уравнение мелкой воды [6]

∂

∂x

(
U2

2 g
+ η

)
+

τ

gHρw
= 0, Q = U H; (1)

- уравнение переноса взвешенных наносов [2, 7]
∂S

∂t
+
∂SU

∂x
= α

W

H
(S∗ − S); (2)

- уравнение Эйснера [5]

(1− ε)ρs
∂ζ

∂t
+
∂G

∂x
= −αW

H
(S∗ − S). (3)

Математическая постановка (1) - (3) замыкается начальными условиями

ζ(x, 0) = ζ0(x), S(x, 0) = S∗(x) (4)

и граничными условиями

ζ(L, t) =
∂ζ

∂x
= J, G(0, t) = G0, H(L, t) = H0. (5)

Здесь x, t – пространственная и временная координата соответственно, U – осреднен-
ная по глубине скорость потока, Н – глубина потока, Q – расход потока, η = H + ζ

– уровень свободной поверхности, ζ – уровень донной поверхности, τ – придонные
касательные напряжения, ρw – плотность воды, ρs – плотность песка, g – ускоре-
ние свободного падения, S – средняя субстанциальная мутность (находимая путем
осреднения мутности по живому сечению потока без учета скорости течения), S∗

– транспортирующая способность потока, W = 67.7
(ρs − ρw)d

ρw
– гидравлическая

крупность [8], d – диаметр частиц, ε – пористость донного материала, G – удель-
ный массовый расход влекомых наносов, J – основной уклон донной поверхности,
G0 – удельный массовый расход влекомых наносов на входе в расчетную область,
H0 –глубина потока на выходе из расчетной области. Транспортирующая способ-
ность потока S∗ зависит от скорости течения воды U , глубины H и гидравлической
крупности W , а так же от условия взмучивания-осаждения донных частиц [7]

S∗ =

 0.2
U3

WgH
, W < u∗

0, W > u∗

, u∗ =

√
τ

ρw
. (6)

Для определения напряжений гидравлического сопротивления потоку τ использу-
ется формула Шези [9]

τ = ρwg
U2

C2
, C =

1

ns
H

1
6 , (7)

в которой коэффициент шероховатости ns выражается как

ns =
H

2
3

√
J

U
.
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Поток влекомых наносов G определяется по формуле Петрова [5]

G = G0 τ
3
2

[
(1− χ)− 1

tanϕ cos γ

(
1− χ

2

) ∂ζ
∂x

]
, (8)

G0 =
4

3

ρs m (1− χ)

κ
√
ρs(ρs − ρw)g tanϕ cos γ

, m =

{
1, χ 6 1

0, χ > 1
,

χ =

√
τ∗
τ
, τ∗ =

3

8

κ2d(ρs − ρw)g tanϕ cos γ

cx
, (9)

где τ∗ – критическое придонное касательное напряжение, ϕ – угол внутреннего тре-
ния частиц, cx – лобовое сопротивление частиц, γ – острый угол между нормалью
к поверхности дна и вертикальной линией, κ = 0.4 – постоянная Кармана.

2. Алгоритм решения задачи

Задача (1) - (9) решается с помощью метода конечных разностей. Построим
явную двухслойную по времени и симметричную по пространству разностную схему.
Воспользуемся равномерной сеткой по пространству с узлами xi = i∆x, i = 0..N и
шагом ∆x = L

N−1 , на которой определены основные неизвестные величины H, U ,
S, ζ. Используется также вспомогательная сетка по пространству с узлами xi+ 1

2
=

(i + 0.5)∆x, 0 6 i 6 N − 1, на которой определены вспомогательные неизвестные
величины τ , χ, G0, G. Сетка по времени состоит из слоев tn = n∆t, n = 0..Nt с
шагом ∆t = T

Nt−1 , где Nt – количество временных слоев, T – характерное время
наболюдения. Индекс временного слоя n + 1 опускается там, где это не вызывает
противоречий. Для решения задачи был предложен следующий алгоритм:

1. Вводим параметры гидродинамики и донного материала;

2. Устанавливаем начальные условия для ζ и H из (4);

3. Начиная с (N−1)-ого и заканчивая 1-ым пространственным узлом выполняем
решение задачи гидродинамики методом обратного хода [10]:

(a) Исходя из условия HN = H0, вычисляем глубину на предыдущем про-
странственном узле по формуле

Hi−1 = Hi + ∆x

ζi − ζi−1

∆x
+ λFri

1− Fri
(

1− 3λ∆x
2Hi

) Fri =
U2
i

gHi
, λ =

g

C2
; (10)

(b) Зная постоянный по области расход потока, вычисляем скорость потока
в том же узле

Ui−1 =
Q

Hi−1
. (11)

4. Для решения русловой части модели вычисляем значения параметров τi+ 1
2
,

τ∗i+ 1
2
, χi+ 1

2
по следующим формулам

τi = ρwg
U2
i

C2
i

, χi =

√
τ∗i
τi
, τ∗i =

3

8

κ2d(ρs − ρw)g tanϕ cos γi
cx

, (12)

cos γi =
∆x√

∆x2 + (ζi+1 − ζi)2
,

τi+ 1
2

= 0.5(τi + τi+1), τi− 1
2

= 0.5(τi + τi−1),
χi+ 1

2
= 0.5(χi + χi+1), χi− 1

2
= 0.5(χi + χi−1);
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5. Вычисляем текущую транспортирующую способность потока

Sn+1
∗i =

 0.2
(Uni )3

WgHn
i

, W < u∗

0, W > u∗

, u∗ =

√
τn
i− 1

2

ρw
; (13)

6. Вычисляем среднюю субстанциальную мутность в узлах сетки расчетной об-
ласти с использованием схемы бегущего счета [7, 10]

Sn+1
i =

Sni + Un+1
i

∆t

∆x
Sn+1
i−1 + ∆t

W

Hn+1
i

(Sn+1
∗i − Sni )

1 + Un+1
i

∆t

∆x

; (14)

7. Вычисляем значения массового удельного расхода влекомых наносов в узлах
сетки расчетной области по формулам

G0
i+ 1

2

=
4

3

ρs m (1− χi+ 1
2
)

κ
√
ρs(ρs − ρw)g tanϕ cos γ

, m =

{
1, χi+ 1

2
6 1

0, χi+ 1
2
> 1

, (15)

Gi+ 1
2

= G0
i+ 1

2

τi+ 1
2

3
2

[
(1− χi+ 1

2
)− 1

tanϕ cos γi

(
1−

χi+ 1
2

2

)
ζi+1 − ζi

∆x

]
;

8. Расчитываем уровень донной поверхности в узлах сетки расчетной области

ζN = ζN−1 + ∆x J, (16)
ζn+1
i = ζni −

∆t

ρs(1− ε)

(
Gni −Gni−1

∆x
− W

Hn
i

(Sn∗i − Sni+1)

)
;

9. Повторяем действия алгоритма с п.3 до п.8, пока не дойдем до последнего
временного узла, то есть пока не выполнится условие n+ 1 = Nt.

3. Результаты исследований

В качестве примера применимости модели в русловых расчетах была рассмот-
рена задача об изменении геометрии поперечной русловой прорези при движении
над ней гидродинамического потока. Геометрия расчетной области, физико-механи-
ческие и гранулометрические параметры задачи были взяты из работы [11]: L =

30, H = 0.39, U = 0.5, d = 0.00017, J = 0.0002, ϕ = 22, cx = 0.5, ε = 0.3, W =

0.01, ρs = 2610, ρw = 1000, α = 0.6. Результаты моделирования по предложен-
ной модели с использованием алгоритмов [10, 7] приведены на рис.1, где кривые 1-3
определяют геометрию русловой прорези в различные моменты времени. Геометрия
донной поверхности определенная по экспериментальным данным [11] представлена
на рис.1 точечными можествами 4,5. Результаты моделирования по гравитационной
двумерной модели [11] представлены пунктирными кривыми 6,7. Из сравнения гра-
фиков видно, что отклонение расчетных данных по предложенной модели и модели
[11] от экспериментальных данных достигает 25 (%). Но в целом по области кавер-
ны согласование решения полученного по предложенной модели лучше, различие с
экспериментальными данными не превышает 5 (%) что близко к систематической
точности экспериментальных данных. Основное рассогласование расчетных и экспе-
риментальных данных наблюдается на участке напорного склона каверны. Причем
данное рассогласование является характерным для обеих численных решений, и
может быть объяснено одномерностью гидродинамической модели потока не учи-
тывающей явления рециркуляции потока в каверне.
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Рис.1 . Сравнение экспериментальных и расчетных данных

4. Заключние

Предложена математическа модель руслового потока. Рассмотрена задача опи-
сывающая деформирование поперечной русловой прорези для песчаного дна ка-
нала. Получено в среднем хорошее согласование расчетных и экспериментальных
данных, максимальное отклонение расчетных от экспериментальных данных не пре-
вышает 13%, что близко к систематической точности экспериментальных данных.
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Предлагается математическая модель деформации криволинейного русла
реки с постоянным радиусом. Численно исследовано влияние радиуса реки
на характер изменения поперечного донного профиля. Выполнено сравне-
ние численных данных с экспериментальными. Задача решалась конечно-
разностным методом. При расчете придонных напряжений учитывалась по-
правка на осреднение скоростей. Полученные результаты сравнивались с
натурными данными, полученными Розовским И.Л. [1]. В результате полу-
чено хорошее согласование с экспериментальными данными [2].
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Рассмотрены некоторые применения функции Неймана в геометрической
теории функций. Приведены теоремы искажения для однолистных функ-
ций, заданных в круге и кольце. Установлено новое представление емкости
Робена в терминах интеграла Дирихле линейной комбинации функций Ней-
мана.

Введение

Понятия функций Грина и Неймана возникают естественным образом при реше-
нии уравнений с частными производными. Функция Грина является конформным
инвариантом и поэтому широко используется в геометрической теории функций.
Функция Неймана применяется в меньшей степени. Цель настоящего доклада - про-
демонстрировать роль функции Неймана в исследовании однолистных отображе-
ний. Напомним определение обобщенной функции Неймана [1]. Рассмотрим сперва
жорданову область B ⊂ Cz, ограниченную конечным числом аналитических кри-
вых. Пусть ϕ(z) вещественная непрерывная функция на ∂B, такая, что∫

∂B

ϕ(z) = −2π.

Обозначим для ζ ∈ B через NB,ϕ(z; ζ) функцию от z ∈ B, удовлетворяющую услови-
ям: 1)NB,ϕ(z; ζ) гармоническая в B \ {ζ} и дифференцируема на ∂B; 2) NB,ϕ(z; ζ) +

log |z − ζ| гармоническая в окрестноcти ζ 6= ∞ и в случае ζ = ∞ гармонической
в окрестности ζ является функция NB,ϕ(z; ζ) − log |z|; 3) ∂NB,ϕ(z;ζ)

∂n = ϕ(z) на ∂B,
где производная берется по внешней нормали к B. Обобщенной функцией Неймана
NB(z, ζ) области B с полюсом в точке ζ назовем любую функцию, удовлетворяющую
условиям 1)-3) для каких-нибудь граничных значений ϕ(z). Пусть теперь B– про-
извольная конечносвязная область сферы Cz без изолированных граничных точек,
обобщенную функцию Неймана для этой области определим с помощью конформ-
ного и однолистного отображения f на жорданову область, ограниченную аналити-
ческими кривыми, по формуле

NB(z, ζ) = Nf(B)(f(z); f(ζ)).
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В области B выберем совокупность точек Z = {zk}nk=1 и определим необходимые в
дальнейшем константы

Nkl(B) := NB(zk, zl), k 6= l,

Nkl(B) := lim
z→zk

(NB(z; zk) + log |z − zk|), k = l, zk 6=∞,

Nkl(B) := lim
z→zk

(NB(z; zk)− log |z|), k = l, zk =∞

В случае B = Cz полагаем

Nkl(Cz) := − log |zk − zl|, если k 6= l, zk 6=∞, zl 6=∞,
Nkl(Cz) := 0 в противном случае.

Как показано в [1], две обобщенные функции Неймана N1
B(z, ζ) и N2

B(z, ζ) связаны
соотношением N2

B(z, ζ) = N1
B(z, ζ) + h(z) + c(ζ), где h(z) и c(ζ) некоторые функции.

Таким образом, имеем N2
kl(B) = N1

kl(B) + h(zk) + c(zl). Пусть для вещественных
чисел {δk}nk=1 выполняется n∑

k=1

δk = 0,

тогда две обобщенные функции Неймана связаны равенством
n∑

k,l=1

δkδlN
1
kl(B) =

n∑
k,l=1

δkδlN
2
kl(B).

Следовательно, квадратичная форма
n∑

k,l=1

δkδlNkl(B) остается постоянной и это поз-

воляет выбирать наиболее удобный с практической точки зрения способ построения
обобщенной функции Неймана. Пример 1. Пусть U := {z : |z| > 1}– внешность
единичного круга, ζ – конечная точка U . Классическая функция Неймана в этом
случае хорошо известна и имеет вид

NU (z, ζ) = − log |(z − ζ)(1− zζ)|.

Константы Nkl(U) для точек {zk}nk=1 равны

Nkl(U) = − log |zk − zl||1− zkzl|, k 6= l

Nkl(U) = − log(|zk|2 − 1), k = l.

Пример 2. Пусть K(R) := {z : 1 < |z| < R}– концентрическое круговое кольцо, ζ–
вещественная точка кольца. Нетрудно убедиться, что при вещественных ζ на дей-
ствительной оси производная по нормали от функцииNU (z, ζ) = − log |(z−ζ)(1−zζ)|
равна нулю. Пусть теперь функция w = G(z) ≡ G(z;R) конформно и однолист-
но отображает кольцо K(R), R < ∞, на внешность круга |w| > 1 с разрезом по
вещественной положительной полуоси от некоторой точки P (R) до ∞ так, что
G(R;R) = P (R). Тогда в качестве обобщенной функции Неймана кольца K(R) c
полюсом в вещественной точке ζ можно выбрать функцию

NK(R)(z, ζ) = − log
∣∣∣(G(z)−G(ζ))(1−G(z)G(ζ))

∣∣∣ .
Соответственно константыNkl(K(R)) для вещественной совокупности точек {zk}nk=1

равны
Nkl(K(R)) = − log |(G(zk)−G(zl))(1−G(zk)G(zl))| , k 6= l,

Nkl(K(R)) = − log
∣∣G′(zk)(G(zk)

2 − 1)
∣∣ , k = l.
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Заметим, что функцию Греча можно представить в виде

G(z;R) = τsn2

((
i

π
log(zR) + 1

)
K(τ); τ

)
,

где τ = τ(R) = 1/P (R) — решение уравнения

logR =
π

2
K
(√

1− τ2
)
/K(τ),

K(τ) — полный эллиптический интеграл первого рода с модулем τ , sn(·; τ) — эллип-
тическая функция Якоби.

1. Теоремы искажения

В этом параграфе приведены теоремы искажения, основой доказательства кото-
рых служит асимптотическая формула для емкости обобщенного конденсатора [1].
Пионерские исследования в этом направлении были выполнены Гречем и Тейхмюл-
лером. Систематическому применению подобных асимптотических формул посвя-
щены работы Дубинина, Солынина, Асеева, Кузьминой, Емельянова, Поммеренке
и многих других авторов. Введем величину

r(B, z1, z2) = exp(N21(B) +N12(B)−N11(B)−N22(B)),

где константы Nkl(B), k, l = 1, 2, определены для двух различных точек {z1, z2}
области B. Из вышесказанного следует, что r(B, z1, z2) не зависит от выбора обоб-
щенной функции Неймана NB(z, ζ). Назовем r(B, z1, z2) радиусом Неймана области
B относительно точек z1, z2. Tеорема 1. Пусть B– конечносвязная область без
изолированных граничных точек либо B = Cz, область D удовлетворяет тем же
условиям и пусть функция f(z) мероморфна и однолистна в B, f(B) ⊂ D. Тогда
для любых различных точек zk ∈ B, k = 1, ..., n и любых вещественных чисел δk,

k = 1, ..., n, удовлетворяющих условию
n∑
k=1

δk = 0, справедливо неравенство

n∑
k,l=1

δkδlNkl(B) >
n∑

k,l=1

δkδlNkl(D)−
n∑
k=1

δ2
k log |f ′(zk)|,

где константы Nkl(B), Nkl(D), k, l = 1, n, вычислены для совокупности точек
{zk}nk=1, {f(zk)}nk=1 соответственно. Применяя теорему 1 в случае n = 2, δ1 =

−δ2 = 1, D = Cz, получим Следствие 1. Если f(z) мероморфна и однолистна в
B, то для любых точек z1, z2 ∈ B справедливо неравенство

|f ′(z1)f ′(z2)|
|f(z1)− f(z2)|2

> r(B, z1, z2).

В случае, когда B совпадает с единичным кругом, полученное неравенство эквива-
лентно известному неравенству Фана:

|f ′(z1)||f ′(z2)|
|f(z1)− f(z2)|2

>
(1− |z1|2)(1− |z2|2)

|(z1 − z2)(1− z1z2)|2
.

Обозначим через M(R), класс функций f, мероморфных и однолистных в кольце
K(R), для которых множество f(K(R)) значений f(z) в K(R) лежит в области
U := {|w| > 1} и которые отображают окружность |z| = 1 на себя. Полагая в
теореме 1 n = 2, δ1 = −δ2 = 1, B = K(R), D = U , получим Следствие 2. Пусть
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f(z) ∈ M(R), z1, z2— вещественные точки кольца K(R), отличные от полюсов.
Тогда справедливо неравенство

|f ′(z1)f ′(z2)|
|f(z1)−f(z2)|2

(|f(z1)|2−1)(|f(z2)|2 − 1)

|1−f(z1)f(z2)|2
>
|G′(z1)G′(z2)|
|G(z1)−G(z2)|2

(G(z1)2−1)(G(z2)2 − 1)

(1−G(z1)G(z2))2
.

Применяя емкостной подход и симметризацию, в работе [2] были получены нера-
венства с участием производной Шварца Sf (z) = f ′′′(z)/f ′(z) − (3/2)(f ′′(z)/f ′(z))2

для функций класса M(R). Приведем две теоремы, дополняющие указанные резуль-
таты. Tеорема 2. Если f(z) ∈ M(R), то для любого положительного z ∈ K(R)

справедливо неравенство
ReSf (z) > SG(z).

Tеорема 3. Пусть f(z) ∈ M(R). Тогда для любого положительного z ∈ K(R)

выполняется

ReSf (z)− SG(z) > 6

(
|f ′(z)|2

|f(z)|2 − 1
− |G′(z)|2

G(z)2 − 1

)
> 0.

Подробное доказательство теорем 1-3 опубликовано в [3].

2. Eмкость Робена и функция Неймана

Естественным обобщением понятия логарифмической емкости является емкость
Робена. Остановимся на определении. Пусть Ω — конечносвязная область на ком-
плексной сфере C без вырожденных граничных точек, содержащая бесконечность и
пусть Γ — замкнутое подмножество ∂Ω, состоящее из конечного числа невырожден-
ных связных компонент. В этом случае определена функция Робена gΩ(z,∞,Γ) обла-
сти Ω и множества Γ c полюсом в бесконечности. Для аналитической жордановой об-
ласти g(z) := gΩ(z,∞,Γ) определяется условиями: g(z) вещественнозначная непре-
рывная на Ω, непрерывно дифференцируемая на Ω\ (Γ) , гармоническая в Ω\{∞} и
такая, что g(z) = 0 при z ∈ Γ, ∂g/∂n = 0 при z ∈ ∂Ω\ (Γ) , причем g(z) − log |z| —
гармоническая функция в окрестности бесконечности (символ ∂/∂n означает диф-
ференцирование вдоль внутренней нормали к границе). Для произвольной конеч-
носвязной области Ω полагаем по определению gΩ(z,∞,Γ) := gf(Ω)(f(z),∞, f(Γ)).
Здесь f(z) однолистное конформное отображение области Ω на аналитическую жор-
данову область, причем бесконечность отображается в бесконечность. Емкостью Ро-
бена называется величина

capΩΓ := e−W (Γ),

где
W (Γ) = lim

z→∞
(gΩ(z,∞,Γ)− log |z|)

и в качестве Ω вновь рассматривается связная компонента дополнения к E, содержа-
щая бесконечность. Если Γ = ∂Ω, то функция Робена совпадает с функцией Грина,
а емкость Робена — с логарифмической емкостью. Для области Ω определим двух-
полюсную функцию Неймана nΩ(z, ζ,∞) c полюсами ζ и ∞ соотношением

nΩ(z, ζ,∞) = NΩ(z, ζ)−NΩ(z,∞) + C,

где константа C выбирается таким образом, чтобы nΩ(z, ζ,∞) + log |z| стремилась
к 0 при z →∞. В работе [4] введено понятие трансфинитного диаметра множества
относительно произвольной полуметрики. Под полуметрикой на множестве X ⊂ Rn

мы будем понимать вещественнозначную неотрицательную функцию на квадрате
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X ⊗ X, удовлетворяющую аксиоме симметричности ρ(x, y) = ρ(y, x) и тождества
ρ(x, x) = 0. Согласно этому определению, мы не требуем выполнения неравенства
треугольника. Трансфинитным диаметром множества E относительно полуметрики
ρ называется величина

D(E, ρ) := lim
n→∞

[ sup
(z1,...,zn)∈En

∏
i=1,...,n

j=1,...,n

i6=j

ρ(zi, zj)]
1

n(n−1) .

Tеорема 4. Пусть Ω конечносвязная область и ее граница состоит из конечно-
го числа непересекающихся кусочно-аналитических кривых C1, C2, ...., Cn, A :=

C1 ∪ C2.... ∪ Ck, B := Ck+1 ∪ Ck+2.... ∪ Cn и пусть Ω̂ область, ограниченная B и
содержащая Ω. Тогда емкость Робена множества A относительно Ω совпадает с
трансфинитным диаметром A относительно полуметрики

ρ(z, ζ) = e−nΩ̂(z,ζ,∞),

то есть
capΩA = D(A, ρ).

Доказательство данной теоремы основано на результатах работ [5 ], [6]. Вычис-
ляя функцию Неймана внешности единичного круга U , мы получим Следствие
3. Предположим, что E ⊂ U компактно и его внешняя граница ∂eE состоит из
конечного числа непересекающихся кусочно-аналитических кривых. Тогда справед-
ливо равенство

capU\E∂eE = D(E, ρ),

где ρ(z, ζ) =
∣∣(z − ζ)(1− ζz)/(zζ)

∣∣ . Пусть Z = {zk}, k = 1, ..., n набор некоторых
точек zk ∈ A. Введем потенциальную функцию

un = un(z;Z) =

n∑
k=1

1

n
nΩ̂(z, zk;∞).

Обозначим через Ω̂r область Ω̂ с выброшенными достаточно малыми кругами с
центрами в точках zk радиуса r, и через I(v,B) интеграл Дирихле функции v по
области B,

I(v, B) :=

∫ ∫
B

|∇v|2dxdy.

Следующая теорема устанавливает связь между емкостью Робена и интегралом
Дирихле потенциальной функции. Теорема 5. Пусть Ω конечносвязная область и
ее граница состоит из конечного числа непересекающихся кусочно-аналитических
кривых C1, C2, ...., Cn, A = C1 ∪ C2.... ∪ Ck, B = Ck+1 ∪ Ck+2.... ∪ Cn и пусть Ω̂

область, ограниченная B и содержащая Ω. Тогда

capΩA = lim
n→∞

exp(−λn),

где
λn = inf

Υ
lim
r→0

(
1

2π
I(un, Ω̂r) +

(
1 +

1

n

)
log r

)
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В работе рассматривается проблемы математического моделирования про-
цесса гидролокационной съемки морского дна с помощью гидролокатора
бокового обзора. Исследования осуществляются для кинетической модели
распространения звука при следующих ограничениях: используется прибли-
жение однократного рассеяния; передающая антенна является точечной и
излучает линейно частотно модулированный сигнал; приемная антенна об-
ладает узкой диаграммой направленности. Для функции, описывающей из-
меряемый сигнал на носителе гидролокатора бокового обзора, получена яв-
ная формула, содержащая два слагаемых, первое из которых определяется
отражающими свойствами морского дна, а второе обусловлено рассеянием
в воде и является шумом в задачах картографии. На основе полученной
формулы проведен анализ влияния рассеяния в среде на соотношение сиг-
нал/шум в зависимости от дальности зондирования.

Для простоты будем предполагать, что процесс распространения гидролокаци-
онных сигналов происходит в среде G, которая заполняет все пространство R3 и
состоит из двух зон G1 и G2. При этом область

G2 = {r = (r1, r2, r3) ∈ R3 : r3 < −l}, l > 0,

интерпретируется как донная часть океана, а область

G1 = {r ∈ R3 : r3 > −l} \ γa(t),

как его водная часть за вычетом некоторой поверхности γa(t), на которой размеще-
ны излучающая и принимающая антенны. Место положение всех точек множества
γa(t) зависит от времени следующим образом:

γa(t) = {r + tV, r ∈ γa(0)}, V = (0, V, 0), V = |V| = const,
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где поверхность γa(0) представляет собой достаточно малую прямоугольную часть
плоскости r2 = 0, центр симметрии которой расположен в начале координат. Таким
образом, поверхность γa(t) перемещается в пространстве с постоянной скоростью V

вдоль оси r2. Распространение акустических волн в случайно-неоднородной среде
может быть описано уравнением переноса излучения [1-3](

1

v(r)

∂

∂t
+ k · ∇r + µ(r, ν)

)
f(r,k, t, ν) =

= σ(r, ν)

∫
Ω

p(k′,k, ν)f(r,k′, t, ν)dk′, (1)

где волновой вектор k принадлежит единичной сфере Ω = {k ∈ R3 : |k| = 1}. Функ-
ция f(r,k, t, ν) интерпретируется как плотность потока энергии волны в момент
времени t в точке r, распространяющейся в направлении k и с частотой ν ∈ I =

[νmin, νmax]. Величины µ, σ называются коэффициентами затухания (ослабления)
и рассеяния, а p — индикатрисой рассеяния. Величина σ зависит от флуктуаций
плотности среды ρ(r) и ее сжимаемости κ(r). Скорость распространения звуковой
волны выражается формулой v(r) = vi = (ρiκi)

−1/2, r ∈ Gi, где ρi, κi - плотность и
сжимаемость среды в отсутствие флуктуаций. В момент времени t = 0 источники
звука в среде отсутствуют и начальное условие имеет вид

f(r,k, 0, ν) = 0, (r,k, ν) ∈ G× Ω× I. (2)

Ограничимся случаем, когда отражающие свойства дна на границе раздела γd =

{ζ ∈ R3 : ζ3 = −l} определяются диффузным отражением [3]

f−(ζ,k, t, ν) =
σd(ζ)

4π

∫
Ω

f+(ζ,k′, t, ν)dk′, ζ ∈ γd, (3)

где
f±(ζ,k, t, ν) = lim

ε→+0
f(ζ ∓ εk,k, t, ν)

и функция σd(ζ) является коэффициентом отражения поверхности γd и описывает
степень неоднородности дна океана. На множестве γa(t) задаются граничные усло-
вия:

f−(ζ,k, t, ν) = h(ζ,k, t, ν), (ζ,k, t, ν) ∈ γa(t)× Ω× [0, T ]× I, (4)∫
Ω

Sa(k)f+(ζ,k, t, ν)dk = H(ζ, t, ν), (ζ,k, t, ν) ∈ γa(t)× Ω× [0, T ]× I, (5)

где функция h(ζ,k, t, ν) имеет смысл плотности потока энергии передающей антен-
ны, величины H(ζ, t, ν) и Sa(k) определяют величину интенсивности в приемной
антенне и ее диаграмму направленности. При k ∈ {k = (k1, k2, k3) ∈ Ω : k1 > 0}
функция Sa(k) определяет диаграмму направленности "по правому борту" , а при
k ∈ {k = (k1, k2, k3) ∈ Ω : k1 < 0} — "по левому". Рассмотрим следующую задачу
гидролокации морского дна. Определить функцию σd(ζ) из уравнения (1), началь-
ного и граничных условий (2)-(5), если функции µ, σ, p,H, h, Sa известны. Поскольку
объемное рассеяние в среде превосходит донное рассеяние на 3-5 порядков [4], то
можно ограничиться случаем, когда в среде G1 учитывается только однократное
рассеяние. Также будем предполагать, что µ = const, σ = const, p = 1/4π, а переда-
ющая антенна является точечной и линейно частотно модулированной (ЛЧМ)[5,6].
Пусть ∆t — длительность сигнала, ∆ν = νmax − νmin — ширина полосы частот и

ν0 =
νmax + νmin

2
, b =

∆ν

∆t
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несущая частота и скорость изменения сигнала. Тогда функция h, описывающая
источник ЛЧМ-сигнала, может быть записана в виде:

h(ζ,k, t, ν) =
b δ(ζ3)δ(ζ2 − V t)sa(k)

|n(ζ) · k|

m∑
i=0

χ(t− ti)δ(ν − (ν0 + b(t− ti)), ζ1 = 0, (6)

где δ(x) – дельта-функция Дирака, n(ζ) – вектор нормали к поверхности γa(t), sa –
диаграмма направленности передающей антенны, ti – центральный момент времени
из интервала [−∆t/2 + ti, ti + ∆t/2] испускания i−го импульса (∆t 6 ti+1 − ti) и

χ(t− ti) =

{
1, −∆t/2 6 t− ti 6 ∆t/2;

0, |t− ti| > ∆t/2;
.

Далее для простоты будем предполагать, что sa = 1 и Sa(k) = δ(k2), то есть переда-
ющая антенна обладает широкой диаграммой направленности, а приемная антенна
— узко направленной в горизонтальной плоскости (k2 = 0). Для всех точек ζ = Vt

можно получить следующее соотношение

H(Vt, t, ν) =

∫
Ω

Sa(k)f+(Vt,k, t, ν)dk = Hγ(Vt, t, ν) +HG(Vt, t, ν), (7)

где

Hγ(Vt, t, ν) =
lχ
(
ν−ν0
b

)
4π(1− V 4/v4)

m(t)∑
i=1

exp(−2µτi)σd(ζ1(τi), V t)

τ2
i |ζ1(τi)|

, (8)

HG(Vt, t, ν) =
σχ
(
ν−ν0
b

)
4π(1 + V 2/v2)

m(t)∑
i=1

exp(−2µτi)

τi
arccos

(
l

τi(1− V 2/v2)

)
, (9)

где m(t) = j, если tj −∆t/2 < t < tj+1 −∆t/2,

τi = τi(t, ν) =
v

2

(
t− ti −

ν − ν0

b

)
, ζ1(τi) = ±

√
τ2
i

(
1− V 2

v2

)2

− l2.

Слагаемое Hγ описывает нерассеянную часть принимаемого сигнала и несет в себе
информацию о характеристиках дна. Напротив, слагаемое HG отвечает шумово-
му сигналу, вызванному случайными флуктуациями среды. Так как V 2/v2 � 1 и
τj � τi, i < j, то из (8),(9) для всех ζ1, удовлетворяющих неравенствам v∆t/4 6√
ζ2

1 + l2 6 v(tj+1 − tj −∆t/2)/2:

Hj,γ(ζ1) = Hγ

(
V

(
tj +

2
√
ζ2

1 + l2

v

)
, tj +

2
√
ζ2

1 + l2

v
, ν0

)
=

=
l exp(−2µ

√
ζ2

1 + l2)

4π(ζ2
1 + l2)|ζ1|

σd

(
ζ1,V

(
tj +

2
√
ζ2

1 + l2

v

))
, (10)

Hj,G(ζ1) = HG

(
V

(
tj +

2
√
ζ2

1 + l2

v

)
, tj +

2
√
ζ2

1 + l2

v
, ν0

)
=

=
σ exp(−2µ

√
ζ2

1 + l2)

4π
√
ζ2

1 + l2
arccos

(
l√

ζ2
1 + l2

)
, (11)

Функция Hj,γ(ζ1)/Hj,G(ζ1) характеризует зависимость соотношения сигнал/ шум
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Рис. 1. Схематическое изображение функции σd(ζ1, ζ2)

Рис. 2. Графики функций Hj,γ (сплошная линия) и Hj,G (пунктирная ли-
ния) при σ = 10−5

Рис. 3. Графики функций Hj,γ и Hj,G при σ = 10−4

Сборник материалов XXXVII Дальневосточной Математической Школы-Семинара
имени академика Е.В. Золотова, Владивосток, 8 – 14 сентября 2013 г.



198

на частоте ν0 в j-ой полосе зондирования по переменной ζ1, равной дальности зон-
дирования. Для анализа функций Hj,γ и Hj,G были проведены численные экспери-
менты при следующих значениях характеристик среды и излучателя [4-6]: l = 10м,
ν0 = 80кГц; ∆ν = 10кГц; tj+1 − tj = 0.4с; ∆t = 0.2мс; v = 1500м/с; V = 1м/с;

σd(ζ1, ζ2) =

{
3 · 10−1, (ζ1 − 200)2 + (ζ2 − 25)2 6 32;
1 · 10−1, иначе.

На рисунке 1 дано схематическое распределение функции σd(ζ1, ζ2) для ζ1 > 0 и
выделена j-ая линия зондирования.

На рисунке 2 при µ = σ = 10−5м−1 приведены графики функций Hj,γ(ζ1),
Hj,G(ζ1). На рисунке 3 приведены те же самые графики при µ = σ = 10−4м−1. Ана-
лиз рисунков 2,3 показывает, что когда коэффициент рассеяния в океане меньше
коэффициента отражения дна на четыре порядка, то полезный сигнал Hj,γ , пришед-
ший с расстояния 250 метров, сопоставим с рассеянным Hj,G. Если же величины σ

и σd отличаются на три порядка, то равенство сигналов Hj,γ и Hj,G наблюдается на
расстоянии менее 100 метров. А при ζ1 = 300м функция Hj,G превосходит Hj,γ на
порядок.

Список литературы
1. Исимару А. Распространение и рассеяние волн в случайно-неоднородных средах. М.:

Мир, 1981.
2. Bal G., Kinetics of scalar wave fields in random media //Wave Motion, 2005. Vol. 43. P.

132-157.
3. Прохоров И.В., Золотарев В.В., Агафонов И.Б. Задача акустического зондирования

во флуктуирующем океане // Дальневосточный математический журнал. 2011. Т.
11. №1. С. 76-87.

4. Андреева И.Б. Сравнительные оценки поверхностного, донного и объемного рассея-
ния звука в океане // Акустический журнал. 1995. Т. 41. №5. С. 699–705.

5. Матвиенко Ю.В., Воронин В.А., Тарасов С.П. и др. Пути совершенствования гид-
роакустических технологий обследования морского дна с использованием автоном-
ных необитаемых подводных аппаратов //Подводные исследования и робототехника.
2008. Т. 2(8). С. 4–15.

6. Агеев А.Л., Игумнов Г.А., Костоусов В.Б., Агафонов И.Б., Золотарев В.В., Мади-
сон Е.А. Синтезирование апертуры многоканального гидролокатора бокового обзора
с компенсацией траекторных нестабильностей //Подводные исследования и робото-
техника. 2012. Т. 2(14). С. 13–26.

Сборник материалов XXXVII Дальневосточной Математической Школы-Семинара
имени академика Е.В. Золотова, Владивосток, 8 – 14 сентября 2013 г.



УДК 539.371

ТЕХНОЛОГИЯ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ
ВЫЧИСЛЕНИЙ В ЗАДАЧАХ ДИНАМИКИ
СТРУКТУРНО НЕОДНОРОДНЫХ СРЕД

Садовский В.М.
Институт вычислительного моделирования СО РАН

Россия, 660036, Красноярск, Академгородок, ИВМ СО РАН 50/44
E-mail: E-mail: sadov@icm.krasn.ru

Ключевые слова: параллельные вычисления, структурно неоднородные
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Для анализа процессов распространения волн напряжений и деформаций
в средах с микроструктурой (горных породах, сыпучих и пористых мате-
риалах, жидких кристаллах) разработаны математические модели, числен-
ные алгоритмы и программные приложения, ориентированные на много-
процессорные вычислительные системы кластерной архитектуры. Разное
сопротивление материалов растяжению и сжатию учитывается в рамках
феноменологического подхода на основе обобщенного реологического ме-
тода. Для учета вращательных степеней свободы частиц микроструктуры
материала применяется теория моментного континуума Коссера. Числен-
ная реализация возникающих систем дифференциальных уравнений и нера-
венств в частных производных основывается на методах расщепления по
пространственным переменным и по физическим процессам в сочетании с
разностной схемой Годунова. Программирование выполнено на алгоритми-
ческом языке Fortran-90 с применением библиотеки обмена сообщениями
MPI (MessagePassingInterface). Для графической обработки результатов ис-
пользуются компьютерные системы типа Tecplot.
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Введение

Российская таможенная служба играет важную роль в регулировании внешней
торговли страны. Ее основной задачей является обеспечение соблюдения мер тамо-
женно-тарифного регулирования, а также создание условий, способствующих уско-
рению товарооборота через таможенную границу. При постоянно растущем внеш-
неторговом обороте ни одна страна не смогла бы создать таможенную службу, поз-
воляющую проводить тотальный контроль внешнеторговых операций без особого
вреда для внешней торговли. Учитывая это, таможенные службы вынуждены осу-
ществлять таможенный контроль на основе выборочности. С целью оптимизации
этого процесса разрабатываются различные системы управления рисками (СУР).
В России концепция таможенного контроля с применением СУР была утверждена
лишь в 2003 году. СУР, применяемая в Российской таможне, основана на использо-
вании профилей рисков, и, за время применения СУР, таможенная служба накопи-
ла достаточно большую базу статистики нарушений таможенных процедур (НТП).
Информация, хранящаяся в ней, содержит сведения о декларируемом товаре, декла-
ранте, совершённом правонарушении и др. Но на данный момент эта информация
хранится на бумажных носителях в неформализованном виде, что препятствует
её дальнейшей компьютерной обработке. Из этого следует, что в существующей
программной реализации СУР не используются автоматически результаты приме-
нения СУР, т.е. отсутствуют элементы самообучения системы. Для компьютерной
обработке статистики НТП требуется формализовать сам протокол НТП и дать
возможность вносить его в электронную базу данных. Задачей моего исследования
стала разработка программной системы, позволяющей на основе статистики НТП,
и данных, полученных от декларанта, вычислить вероятность нарушения декларан-
том таможенного законодательства.

1. Анализ предметной области

В процессе исследования были выделены и формализованы основные объек-
ты предметной области «декларирование товаров и транспортных средств»: товар,
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транспортное средство, декларант, декларация (поданная декларация) и протокол
НТП (Сведения о нарушении). В данном контексте под объектом «Декларация» по-
нимается объект, содержащий сведения из всех документов, поданных декларантом.
Формализация проводилась на языке онтологии. ER-модель предметной области
представлена на рис. 1. Для выделенных в процессе анализа объектов были постро-

Рис. 1. ER-модель ПО

ены связи, позволяющие по данным, поданным декларантом, выявить наиболее ве-
роятные нарушения, вероятность нарушения, и рекомендуемую форму таможенного
досмотра. Наиболее вероятные нарушения состоят из: – Нарушений, характерных
для декларанта и транспортного средства, т.е. из уже совершённых декларантом
(для транспортного средства - совершенных с использованием этого транспортного
средства) нарушений. – Возможных нарушений для товара и транспортного сред-
ства. При этом в БД производится поиск объектов «Поданная декларация», свя-
занных с объектом «Сведения о нарушении», по характеристикам: код товара, тип
транспортного средства. Вероятность нарушения является частотой с точки зрения
статистики и определяется как отношение числа деклараций с выявленным фактом
данного нарушения к общему числу деклараций. Вероятность характерных нару-
шений определяется отношением количества совершённых нарушений к числу де-
клараций, поданных данным декларантом (для транспортного средства - поданных
с указанием этого транспортного средства). Рекомендуемой формой таможенного
досмотра для конкретного нарушения будет являться форма досмотра, при исполь-
зовании которой было выявлено больше всего таких нарушений.

2. Проектирование и реализация

Для реализации системы была выбрана клиент-серверная архитектура. На рис.
2 представлена схема взаимодействия модулей системы: Прототип системы реа-
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Рис. 2. Схема взаимодействия модулей

лизован с использованием языка Java. Разработка данной системы проводилась в
рамках выполнения дипломной работы, в дальнейшем планируется провести более
подробный анализ объектов предметной области и связей между ними, усложнить
алгоритм определения вероятности нарушения.
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В работе исследована обратная экстремальная задача для стационарного
уравнения диффузии-реакции, рассматриваемого в ограниченной области с
условием Дирихле на границе. Доказана разрешимость указанной задачи,
построена система оптимальности, на основе которой разработан алгоритм
численного решения обратной задачи, основанный на методе Ньютона. Про-
ведены вычислительные эксперименты, показавшие эффективность пред-
ложенного алгорима. Показано влияние параметров входящих в модель, на
точность численного решения посталенной задачи.

1. Введение

Важную роль в приложениях играют обратные задачи для моделей тепломассо-
переноса. Они заключаются в восстановлении неизвестных плотностей граничных
или распределенных источников либо коэффициентов, входящих в дифференциаль-
ные уравнения или граничные условия модели по дополнительной информации о
решении исходной краевой задачи. Хорошо известно, что изучение обратных задач
можно свести к исследованию соответствующих экстремальных задач при опреде-
ленном выборе минимизируемого функционала качества. На этом пути возникают
обратные экстремальные задачи, для исследования которых можно применять хоро-
шо разработанные методы условной минимизации. Описанию данного подхода для
моделей тепломассопереноса посвящены монографии [1]–[3] и ряд статей, из кото-
рых отметим здесь [4]–[8]. Отметим также работы [9]–[11], в которых аналогичный
подход применяется для решения обратных задач для моделей тепловой конвекции.
Целью настоящей работы является численный анализ решений обратных экстре-
мальных задач для линейной модели массопереноса оприсываемой стационарным
уравнением диффузии-реакции с переменным коэффициентом диффузии, рассмат-
риваемой в ограниченной области при условии Дирихле на границе Γ.
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2. Постановка прямой задачи

Рассмотрим в ограниченной области Ω ∈ Rd, d = 2, 3 задачу нахождения кон-
центрации ϕ (загрязняющего) вещества из соотношений

−div(λ∇ϕ) + kϕ = f, ϕ|Γ = ψ. (1)

Здесь λ ≡ λ(x) > 0 – коэффициент диффузии, зависящий от точки x ∈ Ω, k ≡
k(x) > 0 – величина, характеризующая распад загрязняющего вещества за счет хи-
мических реакций, f(x) – плотность объемных источников, ψ(x) – заданная на Γ

функция. Ниже при анализе краевой и экстремальной задач использовались функ-
циональные пространства Соболева Hs(D) и Hs(D), s ∈ R. Здесь D обозначает либо
область Ω, либо границу Γ, либо некоторую подобласть Q ⊂ Ω. Через ‖·‖s, |·|s будем
обозначать норму и полунорму в Hs(Ω). Через ‖ · ‖Q, ‖ · ‖1,Q и (·, ·)Q, (·, ·)1,Q будем
обозначать нормы и скалярные произведения соответственно в пространствах L2(Q)

и H1(Q). Отношение двойственности между пространством X и двойственным к
нему X∗ будем обозначать через 〈·, ·〉X∗×X либо просто 〈·, ·〉. Положим Hs

λ0
(Ω) =

{λ ∈ Hs(Ω) : λ > λ0}, где λ0 = const > 0, L2
+(Ω) = {k ∈ L2(Ω) : k > 0 в Ω}.

Через γ : H1(Ω)→ H1/2(Γ) обозначим оператор следа, через γ−1
r : H1/2(Γ)→ H1(Ω)

– непрерывный правый обратный оператор к γ, с которым выполняется соотноше-
ние γ ◦ γ−1

r ψ = ψ для всех ψ ∈ H1/2(Γ). Отметим, что в силу теоремы о следах
выполняется неравенство ‖γ−1

r ψ‖1 6 CΓ‖ψ‖1/2,Γ для всех ψ ∈ H1/2(Γ), где констан-
та CΓ зависит от Γ, но не зависит от ψ. Подробно о введенных пространствах см.
в [3, гл. 1]. Предположим, что выполняются условия (i) Γ ∈ C0,1, k ∈ L2

+(Ω); (ii)
f ∈ L2(Ω); (iii) λ ∈ Hs

λ0
(Ω), λ0 > 0, s > d/2, ψ ∈ H1/2(Γ). Введем пространство

T = H1
0 (Ω) ≡ {η ∈ H1(Ω) : η = 0 на Γ}. Хорошо известно, что T – гильбертово

пространство с нормой ‖ · ‖T = ‖ · ‖1, эквивалентной полунорме | · |1 в силу нера-
венства Фридрикса–Пуанкаре́ |η|21 > δ1‖η‖21 для всех η ∈ T , δ1 = const > 0. Через
T ∗ ≡ H−1(Ω) обозначим пространство, двойственное к T относительно простран-
ства L2(Ω). Введем билинейные формы ãλ, aλ : H1(Ω) × H1(Ω) → R с помощью
формул

ãλ(ϕ, η) = (λ∇ϕ,∇η) =

∫
Ω

λ∇ϕ · ∇ηdx, aλ(ϕ, η) = (λ∇ϕ,∇η) + (kϕ, η). (2)

Умножим уравнение в (1) на функцию h ∈ T и проинтегрируем по Ω. Используя
формулу Грина (см. [3, c. 128]) и обозначения (2), приходим к слабой формулировке
задачи (1). Она заключается в нахождении функции ϕ ∈ H1(Ω) из условий

aλ(ϕ, h) ≡ (λ∇ϕ,∇h) + (kϕ, h) = (f, h), ϕ|Γ = ψ. (3)

Слабым решением задачи (1) назовем функцию ϕ ∈ H1(Ω), удовлетворяющую (3).
Из [3] вытекает

Теорема 1. Пусть при выполнении условия (i) λ ∈ Hs
λ0

(Ω), λ0 > 0, s > d/2. То-
гда: 1) билинейная форма aλ : H1(Ω) × H1(Ω) → R непрерывна и коэрцитивна на
T с константой λ∗ = δ1λ0; 2) для любой пары функций (f, ψ) ∈ L2(Ω) × H1/2(Γ)

задача (3) имеет единственное решение ϕ ∈ H1(Ω) и справедлива оценка ‖ϕ‖1 6
Cλ(‖f‖+ ‖ψ‖1/2,Γ) с константой Cλ = λ−1

∗ max[1, (λ∗ + γ0‖λ‖s + γ1‖k‖)CΓ]; 3) опе-
ратор (Aλ, γ) : X → Y , X = H1(Ω), Y = (T ∗, H1/2(Γ)), 〈Aλϕ, h〉 = (λ∇ϕ,∇h) +

(kϕ, h) ∀ϕ ∈ H1(Ω), h ∈ T , осуществляет изоморфизм простраств X и Y .
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3. Обратная задача

Предположим, что в задаче (1) кроме концентрации ϕ также неизвестны коэф-
фициент диффузии λ и граничная функция ψ, и их требуется определелить вместе
с решением ϕ, используя заданные значения ϕd концентрации ϕ в некоторой под-
области Q ⊂ Ω. Для исследования данной обратной задачи мы применим оптими-
зационный метод, в соответствии с которым указанная задача сводится к решению
соответствующей задачи управления. Следуя данному методу, разобъем множество
исходных данных задачи (1) на две группы: группу фиксированных данных, куда
внесем неизменяемые функции k и f , и группу двух распределенных управлений, ку-
да внесем функции λ и ψ. Предположим, что управления λ и ψ могут изменяться во
множествах K1 и K2, удовлетворяющих условиям (j) K1 ⊂ Hs

λ0
(Ω), λ0 > 0, s > d/2,

K2 ⊂ H1/2(Γ) – непустые выпуклые замкнутые множества. Полагая K = K1 ×K2,
u = (λ, ψ), введем оператор F = (F1, F2) : H1(Ω)×K × L2(Ω)→ Y ≡ T ∗ ×H1/2(Γ),
действующий по формулам

〈F1(ϕ, λ), h〉 = 〈Aλϕ, h〉 − (f, h) ≡ aλ(ϕ, h)− (f, h) ∀h ∈ T , F2(ϕ,ψ) = ϕ|Γ − ψ. (4)

Пусть I : X → R – слабо полунепрерывный снизу функционал качества, µ0, µ1, µ2

– неотрицательные параметры. Рассмотрим следующую экстремальную задачу:

J(ϕ, u) ≡ µ0

2
I(ϕ)+

µ1

2
‖λ‖2s+

µ2

2
‖ψ‖21/2,Γ → inf, F (ϕ, u) = 0, (ϕ, u) ∈ H1(Ω)×K. (5)

В качестве функционала качества будем использовать следующий слабо полунепре-
рывный снизу функционал (см. например, [3])

I1(ϕ) = ‖ϕ− ϕd‖2Q =

∫
Q

|ϕ− ϕd|2dx ≡
∫
Ω

r(ϕ− ϕ̃d)2dx. (6)

Здесь ϕd ∈ L2(Q) – заданная в Q функция, r = χQ – характеристическая функция
множества Q, ϕ̃d ∈ L2(Ω) – функция, равная ϕd в Q и 0 вне Q. Введем множество
Zad = {(ϕ, u) ∈ X×K : F (ϕ, u) = 0, J(ϕ, u) <∞} допустимых пар (ϕ, u) для задачи
(7). Предположим в дополнение к (j), что выполняется условие (jj) µ0 > 0, µ1 > 0,
µ2 > 0 и K1, K2 – ограниченные множества либо µl > 0, l = 0, 1, 2, и функционал I
ограничен снизу.

Теорема 2. Пусть I : X → R – слабо полунепрерывный снизу функционал каче-
ства и выполняются условия (i), (ii), (j), (jj), причем множество Zad не пусто.
Тогда задача (7) имеет по крайней мере одно решение (ϕ, u) ∈ H1(Ω)×K.

Теорема 3. Пусть при выполнении условий (i), (ii), (j), µ0 > 0, µl > 0 либо µ0 > 0,
µl > 0 и Kl – ограниченные множества, l = 1, 2. Тогда задача (7) при I = I1, имеет
по крайней мере одно решение (ϕ, u) ∈ X ×K.

Выведем необходимые условия оптимальности для задачи (7). Для этого вос-
пользуемся экстремальным принципом в гладко-выпуклых экстремальных задачах
[12]. Обозначим через Y ∗ = T × H−1/2(Γ), где H−1/2(Γ) = H1/2(Γ)∗, двойственное
пространство к пространству Y = T ∗ × H1/2(Γ). В соответствии с общей теорией
экстремальных задач [12] введем в рассмотрение множитель Лагранжа y∗ = (η, ζ) ∈
Y ∗, где элемент η ∈ T имеет смысл “сопряженной” концентрации, и лагранжиан
L : H1(Ω)×K ×H1/2(Γ)× Y ∗ → R формулой

L(ϕ, u, y∗) ≡ J(ϕ, u) + 〈y∗, F (ϕ, u, ψ)〉Y ∗×Y ≡ (7)

Сборник материалов XXXVII Дальневосточной Математической Школы-Семинара
имени академика Е.В. Золотова, Владивосток, 8 – 14 сентября 2013 г.



206

≡ (µ0/2)I(ϕ) + (µ1/2)‖λ‖2s + (µ2/2)‖ψ‖21/2,Γ + 〈F1(ϕ, λ), η〉T ∗×T + 〈ζ, F2(ϕ,ψ)〉Γ.

Из линейности оператора F по λ и ψ и из выпуклости множества K вытекает, что
множество F (ϕ,K) = {y = F (ϕ, u) ∈ Y, u ∈ K} является выпуклым подмножеством
в Y для любой функций ϕ ∈ X. Кроме того, производная Фреше F ′ϕ(ϕ̂, û) в каждой
точке (ϕ̂, û) ∈ H1(Ω)×K ×H1/2(Γ), где û = (λ̂, ψ̂), имеет вид

F ′ϕ(ϕ̂, û) = (F ′1ϕ(ϕ̂, λ̂), F ′2ϕ(ϕ̂, ψ̂)) = (Â, γ), Â = (λ̂∇ϕ,∇h) + (kϕ, h). (8)

Так как оператор (8) является изоморфизмом в силу теоремы 2, то из [12, с. 79]
вытекает следующий результат.

Теорема 4. Пусть при выполнении условий теоремы 3 пара (ϕ̂, û) ∈ H1(Ω) × K
является элементом, на котором достигается локальный минимум в задаче (7),
и пусть функционал I(·) : X → R непрерывно дифференцируем по ϕ в точке ϕ̂. То-
гда существует единственный множитель Лагранжа y∗ = (η, ζ) ∈ T ×H−1/2(Γ)

такой что справедливо уравнение Эйлера-Лагранжа L′ϕ(ϕ̂, û, y∗) = 0 в X∗, эквива-
лентное тождеству

〈Âτ, η〉T ∗×T + 〈ζ, τ〉Γ ≡ (λ̂∇τ,∇η) + (kτ, η) + 〈ζ, τ〉Γ = −(µ0/2) < I ′ϕ(ϕ̂), τ > ∀τ ∈ X,
(9)

и выполняется принцип минимума

L(ϕ̂, û, y∗) 6 L(ϕ̂, u, y∗) ∀u ∈ K. (10)

Прямая задача (3), “сопряженная” задача (9) и принцип минимума (9) образуют
систему оптимальности, описывающую необходимые условия минимума для задачи
(7).

4. Численное решение обратной задачи

Для простоты рассмотрим случай, когда минимум используемого функционала
качества достигается во внутренней точке множества K. В этом случае принцип
минимума (9) эквивалентен тождеству

(µ1λ̂+∇ϕ̂∇η, λ) + (µ2ψ̂, ψ)Γ − 〈ζ, ψ〉Γ = 0. (11)

Перепишем (3), (9) и (11) в виде следующего операторного уравнения:

Φ(ϕ, η, λ, ψ) = 0. (12)

Здесь Φ : X ×K × Y ∗ → Y ×H1(Γ)∗×K∗. Для численного решения уравнения (12)
применим итерационный алгоритм, основанный на методе Ньютона. Он состоит
из следующих этапов: 0. Выбирается начальное приближение ϕ0, η0, λ0, ψ0 для
искомого решения (ϕ, η, λ, ψ) задачи (12). Полагается n = 0. 1. Вычисляется элемент
(ϕ̃, η̃, λ̃, ψ̃) как решение уравнения

Φ′(ϕn, ηn, λn, ψn)(ϕ̃, η̃, λ̃, ψ̃) = −Φ(ϕn, ηn, λn, ψn). (13)

2. Пересчитываются значения искомых величин ϕ, η, λ, ψ по формулам

ϕn+1 = ϕn + ϕ̃, ηn+1 = ηn + η̃, λn+1 = λn + λ̃, ψn+1 = ψn + ψ̃.

3. Проверяется условие выхода из цикла ‖ϕn+1 − ϕn‖ ≡ ‖ϕn+1 − ϕn‖L2(Ω) < 10−8.
Если оно не выполняется, то n увеличивается на 1 и осуществляется переход к
этапу 1.
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Рис. 1. График восстановленной (слева) и аналитически заданной (справа) концентрации
вещества

Рис. 2. График восстановленной (слева) и аналитически заданной (справа) функции λ
Расмотрим случай, когда концентрацию вещества можно описать аналитиче-

ской функцией, коэффициент λ-const, а функция ψ = 0. На рис. 1 слева представлен
график значений функции ϕ полученных в результате решения обратной задачи,
а справа – график аналитического решения. На рис. 2 аналогичным образом пред-
ставлены графики восстанавливаемого коэффициента λ.

5. Выводы

В данной работе была исследована обратная экстремальная задача для стацио-
нарного уравнения диффузии-реакции (1), рассматриваемого в ограниченной обла-
сти с условиями Дирихле на границе. Доказана разрешимость указанной задачи, по-
строена система оптимальности. Разработан численный алгоритм решения данной
задачи, основанный на методе Ньютона. С использованием пакета Scilab [13] прове-
дены вычислительные эксперименты, подтвердившие эффективность предложенно-
го алгорима. Анализ результатов численных экспериментов позволил выявить вли-
яние параметров модели на точность искомого решения. Работа выполнена при фи-
нансовой поддержке грантов ФЦП (N 14.А18.21.0353) и РФФИ (N 12-01-31288-мол_а,
13-01-00313).
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Рассматривается задача управления для двумерного уравнения Гельмголь-
ца в неограниченной области с покрытой специальными материалами гра-
ницей. Внесение покрытия моделируется с помощью импедансного гранич-
ного условия. Роль управления в рассматриваемой задаче играет поверх-
ностный импеданс. Доказано существование решения задачи управления и
выведена система оптимальности.

Введение

В настоящее время большое количество работ посвящается исследованию задач
математической физики, связанных с созданием средств маскировки материальных
объектов от электромагнитной или акустической локации. В ряде работ (см., напри-
мер, [1, 2] и ссылки к этим работам) эффект маскировки обеспечивается выбором
параметров неоднородной анизотропной среды, заполняющей маскировочную обо-
лочку, путём решения соответствующей обратной задачи для уравнений Максвелла
или уравнения Гельмгольца с переменными коэффициентами. Однако техническая
реализация данного способа маскировки связана со значительными техническими
трудностями [3]. Возможны несколько способов преодоления этих трудностей. Один
из способов заключается в аппроксимации точных решений исследуемой задачи мас-
кировки приближенными решениями, которые допускают относительно простую
техническую реализацию. Другой альтернативный способ маскировки заключает-
ся в покрытии маскируемых материальных объектов специальными материалами.
Внесение такого покрытия моделируется введением импедансного граничного усло-
вия, связывающего между собой звуковое давление и нормальную компоненту ко-
лебательной скорости через граничный коэффициент, называемый поверхностным
импедансом. Математически, это –– задача управления, заключающаяся в нахожде-
нии поверхностного импеданса, при котором поле, рассеянное маскируемым объек-
том, минимально. В данной работе рассматривается эта задача в двумерном случае
с импедансным граничным условием на всей границе рассматриваемой области. Фи-
зические основы данного подхода можно найти в [4, 5].
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1. Прямая задача

1.1. Постановка краевой задачи

Пусть Ω ⊂ R2 — ограниченная односвязная область с липшицевой границей Γ,
Ωc ≡ R2\Ω, n— нормальный вектор, ориентированный наружу, определённый почти
всюду на Γ. Хорошо известно, что двумерная прямая задача рассеяния акустических
волн описывается двумерным уравнением Гельмгольца

4u+ k2u = 0 в Ωc, (1)

в данном случае с импедансным граничным условием, моделирующим покрытие
границы области специальными материалами:

∂u

∂n
+ ikλu = 0 на Γ. (2)

Здесь u = uinc + us, где uinc — падающая волна, us — рассеянная препятствием
Ω волна, λ — поверхностный импеданс границы Γ , k — положительное волновое
число. Кроме того, рассеянная волна us должна удовлетворять условию излучения
Зоммерфельда на бесконечности

lim
r→∞

√
r(
∂us

∂r
− ikus) = 0. (3)

Прямая задача рассеяния (1)–(3) сформулирована и исследована в [7], где доказана
единственность решения в случае λ = const > 0. Эта задача рассматривается в
неограниченной области, поэтому она непригодна для численного решения. Далее
будет показано, что эту задачу можно свести к эквивалентной задаче в ограниченной
области.

1.2. Функциональные пространства

Введём некоторые функциональные пространства, которые будут использовать-
ся в дальнейшем. Введём круг BR радиуса R, содержащий Ω, положим Ωe = Ωc∩BR.
Ωe — ограниченная область в R2 с границей ∂Ωe = Γ∪ΓR, где ΓR = ∂BR. Будем ис-
пользовать обычное пространство Соболева H1(Ωe), состоящее из комплекснознач-
ных или вещественнозначных скалярных функций, заданных в Ωe, и пространства
следов, H1/2(∂Ωe) и H1/2(Γ0), где Γ0 — часть ∂Ωe. Помимо H1/2(Γ0) будем исполь-
зовать его подпространство H

1/2
0 (Γ0), состоящее из таких и только таких функ-

ций v ∈ H1/2(Γ0), продолжение нулем ṽ которых на всю границу ∂Ωe принадле-
жит H1/2(∂Ωe). Обозначим через H−1/2(Γ0) пространство H1/2

0 (Γ0)∗, сопряжённое
к H

1/2
0 (Γ0). Нормы в пространствах H1(Ωe), H1/2(Γ0) и H−1/2(Γ0) обозначим че-

рез ‖ · ‖1,Ωe , ‖ · ‖1/2,Γ0
и ‖ · ‖−1/2,Γ0

. Пусть Q — произвольное подмножество в Ωe.
Скалярные произведения и нормы в L2(Q) будем обозначать через (·, ·)Q и ‖ · ‖Q
соответственно. В случае Q = Ωe полагаем ‖ · ‖Ωe = ‖ · ‖, (·, ·)Ωe = (·, ·). Скалярные
произведения и нормы в L2(Γ0) обозначим через (·, ·)Γ0 и ‖ · ‖Γ0 . Положим L∞λ0

(Γ) =

{λ ∈ L∞(Γ) : λ(x) > λ0 на Γ}, Hs
λ0

(Γ) = {λ ∈ Hs(Γ) : λ(x) > λ0 на Γ}. Определим
следующее подпространство H1(Ωe): H1(∆,Ωe) = {v : v ∈ H1(Ωe), ∆ v ∈ L2(Ωe)},
наделённое нормой

‖v‖2H1(∆,Ωe)
= ‖v‖21,Ωe + ‖∆v‖2.
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Известно [6], что для любой функции u ∈ H1(∆,Ωe) существует первый след γ1u :=

∂u/∂n|∂Ωe ∈ H−1/2(∂Ωe) и сужение первого следа ∂u/∂n|ΓR ∈ H−1/2(ΓR). Для опи-
сания падающих полей введём пространство

Hinc = Hinc(Ωe) := {v ∈ H1(Ωe) : ∆v + k2v = 0 в смысле распределений}.

Ясно, что Hinc ⊂ H1(∆,Ωe). Поэтому для любого падающего поля uinc ∈ Hinc

существуют следы (нормальные компоненты) ∂uinc/∂n и ∂uinc/∂n|ΓR . Более того,
из теорем о следах следует, что выполнены следующие оценки:

‖v‖Γ 6 C1‖v‖H1(Ωe), ‖v‖1/2,ΓR 6 C1‖v‖H1(Ωe) ∀v ∈ H
1(Ωe),

‖∂v
∂n
‖−1/2,ΓR 6 C1‖v‖H1(Ωe) ∀v ∈ H

inc. (4)

Здесь и далее C1, C2, ... обозначают константы, зависящие от Ω, R и, может быть, k

1.3. Задача в ограниченной области

Известно [7, 8], что задача (1)–(3) может быть сведена к эквивалентной за-
даче, но рассматриваемой уже в ограниченной области Ωe = Ωc ∩ BR. С этой
целью вводится отображение Дирихле-Неймана T : H1/2(ΓR) → H−1/2(ΓR). По
определению оператор T отображает любую функцию h ∈ H1/2(ΓR) в функцию
∂ũ/∂n ∈ H−1/2(ΓR), где ũ решение внешней задачи Дирихле для оператора Гельм-
гольца ∆ũ+k2ũ = 0 в Ωc\BR во внешности BR с условием ũ|ΓR = h. Хорошо извест-
но, что T ∈ L(H1/2(ΓR), H−1/2(ΓR)), причём ‖T‖ = ‖T‖L(H1/2(ΓR),H−1/2(ΓR)) 6 C2 [9].
Более того, существует оператор T0 ∈ L(H1/2(ΓR), H−1/2(ΓR)), такой что T − T0 яв-
ляется компактным оператором, действующим из H1/2(ΓR) в H−1/2(ΓR), ‖T0‖ 6 C ′2
и 〈T0v, v〉ΓR 6 0 для любого v ∈ H1/2(ΓR). Задача (1)–(3), рассматриваемая в неогра-
ниченной области, эквивалентна задаче (1), (2), рассматриваемой в ограниченной
области Ωe при следующем граничном условии для рассеянного поля us на ΓR:

∂us/∂n = Tus на ΓR. (5)

Будем ссылаться на задачу (1), (2), (5) как на задачу 1.

1.4. Вариационная формулировка

Пусть uinc ∈ Hinc. Умножим уравнение (1) на функцию φ где φ ∈ H1(Ωe),
проинтегрируем по Ωe и применим формулу Грина. Будем иметь∫

Ωe

(∇u · ∇φ− k2uφ)dx =

∫
Γ

∂u

∂n
φdσ+

∫
ΓR

∂u

∂n
φdσ ∀φ ∈ H1(Ωe) (6)

где φ обозначает комплексно сопряжённую к φ функцию. Используя граничное усло-
вие (2), соотношение u = ui + us и (5) имеем∫

Γ

∂u

∂n
φdσ = −ik

∫
Γ

uφdσ,

∫
ΓR

∂u

∂n
φdσ =

∫
ΓR

Tuφdσ −
∫

ΓR

Tuincφdσ +

∫
ΓR

∂uinc

∂n
φdσ. (7)

Здесь и далее интегралы по ΓR обозначают отношение двойственности между про-
странствами H1/2(ΓR) и H−1/2(ΓR). Учитывая (7) перепишем (6) в виде

aλ(u, φ) = 〈f, φ〉 ∀φ ∈ H1(Ωe), 〈f, φ〉 = −
∫

ΓR

Tuincφdσ +

∫
ΓR

∂uinc

∂n
φdσ. (8)
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Здесь aλ(u, φ) := a0(u, φ) + ik(λu, φ)Γ где aλ(·, ·) и (λ·, ·) : H1(Ωe) × H1(Ωe) → C
полуторалинейные формы, где

a0(u, φ) :=

∫
Ωe

∇u · ∇φdσ − k2

∫
Ωe

uφdσ −
∫

ΓR

Tuφdσ, (λu, φ)Γ :=

∫
Γ

λuφdσ. (9)

Назовём решение u ∈ H1(Ωe) задачи (8) слабым решением задачи 1. Пусть λ ∈
L∞λ0

(Γ), λ0 > 0. Используя классические теоремы о следах, теоремы вложения и (4),
имеем

|〈f, φ〉| 6 (‖T‖‖uinc‖1/2,ΓR + ‖∂u
inc

∂n
‖−1/2,ΓR)‖φ‖1/2,ΓR 6

6 C3‖uinc‖1,Ωe‖φ‖H1(Ωe) ∀φ ∈ H
1(Ωe),

|a0(u, φ)| 6 (1 + k2)‖u‖H1(Ωe)‖φ‖H1(Ωe)+‖T‖‖u‖1/2,ΓR‖φ‖1/2,ΓR 6

6 C4‖u‖H1(Ωe)‖φ‖H1(Ωe) ∀φ ∈ H
1(Ωe),

|k(λu, φ)Γ| 6 C4‖λ‖L∞(Γ)‖u‖H1(Ωe)‖φ‖H1(Ωe) ∀u ∈ H
1(Ωe), φ ∈ H1(Ωe). (10)

Из этих оценок следует, что формы f and aλ непрерывны на H1(Ωe) и

‖f‖H1(Ωe)∗ 6 C3‖uinc‖1,Ω, ‖aλ‖ := ‖aλ‖L(H1(Ωe),H1(Ωe)∗) 6 C4(1 + ‖λ‖L∞(Γ)) (11)

где H1(Ωe)
∗ — сопряжённое к H1(Ωe) пространство. Отметим, что полуторалиней-

ная форма aλ определяет линейный оператор Aλ : H1(Ωe)→H1(Ωe)
∗, действующий

по формуле
〈Aλu, φ〉 := aλ(u, φ) ∀u ∈ H1(Ωe), φ ∈ H1(Ωe) (12)

и вариационная формулировка (8) для u ∈ H1(Ωe) эквивалентна операторному урав-
нению

Aλu = f, f ∈ H1(Ωe)
∗. (13)

Основываясь на свойствах формы aλ и оценках (11), можно показать, что к задаче
(8) применима альтернатива Фредгольма, и что оператор Aλ, определённый в (12),
является изоморфизмом. Положим C̃λ = ‖A−1

λ ‖, где A
−1
λ : H1(Ωe)

∗ → H1(Ωe) –
обратный оператор для Aλ. Тогда из (11) следует

Теорема 1. Пусть λ ∈ L∞λ0
(Γ), λ0 > 0. Тогда: (1) оператор Aλ : H1(Ωe)→ H1(Ωe)

∗,
определённый в (12), является изоморфизмом; (2) для любого падающего поля uinc ∈
Hinc задача (8) имеет единственное решение u ∈ H1(Ωe), которое удовлетворяет
оценке ‖u‖H1(Ωe) 6 Cλ‖uinc‖1,Ωe, Cλ = C3C̃λ.

2. Задача управления

2.1. Постановка и разрешимость задачи управления

Сформулируем теперь задачу управления. Роль управления в данной задаче
играет импеданс λ, изменяющийся в некотором множестве K, а в качестве функ-
ционала стоимости, который нужно минимизировать, будем использовать один из
следующих:

I1(u) =

∫
Q

|u− ud|2dx, I2(u) =

∫
Γr

|u− ud|2dσ. (14)
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Здесь и ниже Q ⊂ Ωe – произвольная подобласть, Γr – граница круга Br радиуса
r < R, такого, что Ω ⊂ Br. Предположим, что выполняются условия: (j) Γ ∈ C1,1;
µ0 > 0; uinc ∈ Hinc; K ⊂ Hs

λ0
(Γ) – непустое выпуклое замкнутое множество, где

s > 1/2, λ0 > 0. Отметим, что при s > 1/2 (если Γ ∈ C1,1) имеет место непрерывное
компактное вложение Hs(Γ) ⊂ L∞(Γ). Это влечёт за собой следующие оценки:

‖λ‖L∞(Γ) 6 Cs‖λ‖s,Γ ∀λ ∈ Hs(Γ), ‖λ‖s,Γ := ‖λ‖Hs(Γ). (15)

Здесь константа Cs зависит от s > 1/2 и Ω. Введём оператор G : H1(Ωe)×K×Hinc →
H1(Ωe)

∗ формулой 〈G(u, λ, uinc), φ〉 = aλ(u, φ) − 〈f, φ〉 и перепишем слабую форму-
лировку (8) задачи 1 в виде уравнения G(u, λ, uinc) = 0. Рассмотрим следующую
задачу условной минимизации:

J(u, λ) =
µ0

2
I(u) +

µ1

2
‖λ‖2s,Γ → inf, G(u, λ, uinc) = 0, (u, λ) ∈ H1(Ωe)×K. (16)

Здесь I : H1(Ωe)→ R слабо полунепрерывный снизу функционал стоимости, µ0, µ1

– неотрицательные параметры, служащие для регулирования относительной важ-
ности каждого из слагаемых. Введём множество

Zad={(u, λ) ∈ H1(Ωe)×K : G(u, λ, uinc) = 0, J(u, λ)<∞}
– допустимое множество пар для (16). Справедлива следующая теорема существо-
вания решения задачи (16).

Теорема 2. Пусть выполнены условия (j), I : H1(Ωe) → R – слабо полунепрерыв-
ный снизу функционал и Zad – непустое множество. Также пуcть µ1 > 0 и K

– ограниченное множество, либо µ1 > 0 и функционал I ограничен снизу. Тогда
задача (16) имеет по крайней мере одно решение (u, λ) ∈ H1(Ωe)×K.

Отметим, что теорема 2 верна для обоих функционалов I1 и I2, так как они
являются слабо полунепрерывными снизу. Более того, Zad непусто для каждого
из них в силу условий (j) и теоремы 1. Таким образом, имеет место следующий
результат.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (j), µ1 > 0 или µ1 > 0 и K – ограниченное
множество. Тогда задача управления (16) имеет по меньшей мере одно решение
(u, λ) ∈ H1(Ωe)×K для I = Ij, j = 1, 2.

2.2. Система оптимальности

Следующий этап исследования задачи управления (16) заключается в выводе
системы оптимальности, описывающей необходимые условия экстремума. Он осу-
ществляется по схеме, описанной в [10] и приводит к следующей теореме.

Теорема 4. Пусть при выполнении условий (j) пара (û, λ̂) ∈ H1(Ωe)×K является
решением задачи (16), где I = Ij(u), j = 1, 2. Тогда существует единственный
ненулевой множитель Лагранжа p ∈ H1(Ωe), который удовлетворяет уравнению
Эйлера-Лагранжа

a0(φ, p) + ik(λ̂φ, p)Γ = −(µ0/2)〈I ′u(û), φ〉 ∀φ ∈ H1(Ωe) (17)

и вариационному неравенству:

µ1(λ̂, λ− λ̂)s,Γ+Re[ik((λ− λ̂)û, p)Γ] > 0 ∀λ ∈ H1(Ωe). (18)
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Заключение

В работе рассмотрена задача управления для уравнения Гельмгольца в двумер-
ном случае с импедансным граничным условием на границе рассматриваемой обла-
сти, заключающаяся в нахождении такого поверхностного импеданса, при котором
поле, рассеяное препятствием, минимально. Доказана теорема существования реше-
ния этой задачи управления, выведена система оптимальности. В дальнейшем пла-
нируется исследовать единственность и устойчивость решений задачи управления,
построить численный алгоритм решения этой задачи, исследовать его сходимость и
провести численные эксперименты.

Список литературы
1. Алексеев Г.В., Романов В.Г. Об одном классе нерассеивающих акустических оболо-

чек для модели анизотропной акустики // Сиб. журн. индустр. матем. 2011. Т. 14,
№ 2. C. 1–6.

2. Cummer S.A., Popa B.I., Schurig D. et al. Scattering theory derivation of a 3D acoustic
cloaking shell // Phys. Rev. Letters. 2008. V. 100, P. 024301.

3. Дубинов А.Е., Мытарева Л.А. Маскировка материальных тел методом волнового
обтекания // Успехи физ. наук. 2010. Т. 180, № 5. С. 475–501.

4. Бобровницкий Ю.И. Научные основы акустического стелса // ДАН. 2012. Т. 442, №
1. С. 41–44.

5. Бобровницкий Ю.И., Морозов К.Д., Томилина Т.М. Периодическая поверхностная
структура с экстремальными акустическими свойствами // Акустический журнал.
2010. Т.56. №2. С.147-151.

6. V. Girault and P.A. Raviart. Finite element methods for Navier-Stokes equations. Theory
and algorithms. Springer-Verlag, Berlin, 1986.

7. Алексеев Г.В. Оптимизация в задачах маскировки материальных тел методом вол-
нового обтекания // ДАН. 2013. Т. 449, №6, С. 1-5.

8. Alekseev G.V. Cloaking via impedance boundary condition for the 2-D Helmholtz
equation // Applicable Analysis, 2013

9. D. Colton and R. Kress. Inverse acoustic and electromagnetic scattering theory, Springer-
Verlag, Berlin, 1998. Мир, 1983. С. 177-277.

10. Алексеев Г.В. Оптимизация в стационарных задачах тепломассопереноса и магнит-
ной гидродинамики, Научный мир, Москва, 2010

Сборник материалов XXXVII Дальневосточной Математической Школы-Семинара
имени академика Е.В. Золотова, Владивосток, 8 – 14 сентября 2013 г.



УДК 519.688

ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ
АЛГОРИТМ УЛУЧШЕНИЯ КАЧЕСТВА

ГИДРОАКУСТИЧЕСКИХ ИЗОБРАЖЕНИЙ

А.А. Сущенко
Дальневосточный федеральный университет
Россия, 690091, Владивосток, Октябрьская 27

E-mail: fon_shtirlits@mail.ru

А.Е. Ковтанюк
Институт прикладной математики ДВО РАН

Россия, 690041, Владивосток, Радио 7
Дальневосточный федеральный университет
Россия, 690091, Владивосток, Октябрьская 27

E-mail: ankov@imcs.dvgu.ru

Ключевые слова: компьютерное моделирование, подводная робототехни-
ка, интерполяционные формулы, MPI

Предлагается параллельный алгоритм метода двойной фильтрации улучше-
ния качества гидроакустических изображений. Исследуется эффективность
предложенного алгоритма.

Введение

К настоящему времени на базе Института проблем морских технологий ДВО
РАН создан ряд автономных необитаемых подводных аппаратов (АНПА), прошед-
ших государственную сертификацию в соответствии со стандартом ISO-9001. С их
помощью решается целый ряд задач: картографирование дна, обзорно-поисковые
работы, мониторинг участков дна и мониторинг состояния подводных сооружений
(трубопроводов, кабель-трасс и т.д.). Подобные работы ведутся уже более 40 лет,
и до сих пор актуальной является проблема обработки и улучшения качества изоб-
ражений, полученных с гидролокатора бокового обзора (ГБО) АНПА. Известно,
что гидроакустический канал является весьма специфическим вследствие нестаци-
онарности рефракционных и иных физических эффектов, что проявляется в виде
многолучевости, интерференции и может приводить не только к сильным искажени-
ям получаемого изображения, но и к его полной потере. Изображение, полученное
ГБО, имеет множество дефектов в виде импульсных шумов и низкоамплитудных
помех (белого шума). В работах [1,2] предложен метод двойной фильтрации улуч-
шения качества гидроакустических изображений, полученных с ГБО АНПА. Ал-
горитм основывается на теории интерполяции функций с финитным спектром [3].
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Рис. 1. Пример гидроакустического изображения

Применение интерполяционных формул для функций с финитным спектром оправ-
дано для решения задачи восстановления гидроакустических изображений, так как
спектр сигнала от ГБО сосредоточен в ограниченном диапазоне частот. Проведен-
ные численные эксперименты с реальными данными [1,2] на основе метода двойной
фильтрации продемонстрировали заметное улучшение качества гидроакустических
изображений по сравнению с традиционным медианным методом. На рисунке 1 пред-
ставлен пример гидроэхолокационного изображения морского дна с дополнитель-
ным импульсным шумом. На рисунке 2 – результат его обработки на основе метода
двойной фильтрации. Как правило, обработка данных, полученных с АНПА, осу-

Рис. 2. Обработка изображения методом двойной фильтрации

ществляется в лабораторных условиях. В среднем изображения, полученные ГБО,
занимают от 100 до 200 Мбайт и нередко доходит до 1 Гбайт. Время, затрачиваемое
на обработку изображения с помощью метода двойной фильтрации, значительно
превышает время обработки, осуществляемой медианным методом. В связи с этим
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актуальным является программная реализация метода двойной фильтрации на ос-
нове параллельного вычислительного алгоритма. Восстанавливаемый объект - это
изображение, которое для удобства использования средствами программы перево-
диться в двумерный массив. Далее каждый столбец массива проходит специальную
обработку (непосредственно метод двойной фильтрации) и записывается в выходной
файл-изображение. Для данного метода существует несколько подходов перевода
последовательного алгоритма в параллельный. 1-ый способ: передача главным про-
цессором одного столбца из массива для обработки методом двойной фильтрации n
дочерними процессорами. Модель первого способа изображена на рисунке 3. Время

Рис. 3. Модель 1-го способа

на обработку изображения разным числом процессоров изображено на рисунке 4.
Из рисунка 4 видно, что уменьшение времени при увеличении числа процессоров

Рис. 4. График зависимости времени обработки изображения (мс) от числа процессоров

происходит только до n = 16 узлов. Дальнейшее увеличение числа процессоров
приводит к увеличению времени. Таким образом, при использовании более 16 про-
цессоров для 1-го способа перевода последовательного алгоритма в параллельный
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эффективность утрачивается. При выполнении алгоритма больше времени тратить-
ся на передачу данных от главного процесса дочерним и обратно, чем на выполнение
метода двойной фильтрации каждым дочерним процессором. На основе полученных
результатов необходимо предложить другой вариант решения проблемы. Для этого
можно обобщить 1-ый способ. 2-ой способ: передача главным процессором группы
из m столбцов массива для обработки методом двойной фильтрации n дочерними
процессорами. Модель второго способа представлена на рисунке 5. Для использова-

Рис. 5. Модель 2-го способа

ния 2-го способа перевода последовательного алгоритма в параллельный необходимо
установить зависимость между числом процессоров, числом передаваемых каждому
процессору столбцов и временем выполнения программы. Таким образом, необходи-
мо найти такое числоm передаваемых столбцов дочернему процессору, при котором
время на пересылку массива данных будет много меньше времени выполнения об-
работки данного массива методом двойной фильтрации. В эксперименте использо-
вались следующие значения: число процессоров n = {1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128}, число
блоков m = {2, 4, 8}. На графике отмечен рост производительности c увеличением
числа процессоров до 16 узлов для всех m. Дальнейшее увеличение числа узлов
дает рост только для m = {2, 8}. При n = 64 наблюдается увеличение времени вы-
полнения алгоритма в сравнении со значением при n = 32. Минимальное значение
времени t выполнения алгоритма при n = 128,m = 2 : t = 24320. Тем не менее,
при n = 16,m = 2 : t = 24790. Следовательно, эксперимент с меньшим числом про-
цессоров показал схожий результат c экспериментом, выполненном на 128 процессо-
рах. Таким образом, оптимальное число процессоров n = 16 и оптимальное количе-
ство столбцов изображения для передачи дочерним процессорам m = 2. Авторами
разработан параллельный вычислительный алгоритм, реализующий метод двойной
фильтрации улучшения качества гидроакустических изображений. Осуществлена
программная реализация алгоритма на языке С++ с использованием технологии
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параллельных вычислений MPI. Проведен анализ зависимости скорости выполне-
ния алгоритма от количества используемых вычислительных ядер. Сделана оценка
эффективности разных способов перевода последовательного алгоритма в парал-
лельный. Численные эксперименты проведены на кластере Дальневосточного феде-
рального университета. Работа выполнена при финансовой поддержке Российского
фонда фундаментальных исследований (код проекта 11-01-98521) и Федеральной
целевой программы "Научные и научно-педагогические кадры инновационной Рос-
сии”, (госконтракты 16.740.11.0456, 14.740.11.1000).
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Рассматриваются быстрые методы численного решения систем линейных
алгебраических уравнений с плотно заполненными матрицами, аппрокси-
мирующих интегральные уравнения задачи Дирихле. С целью снижения
времени работы программы, предназначенной для решения задачи Ди-
рихле для уравнения Гельмгольца, предлагается использовать мозаично-
скелетонный алгоритм на основе неполной крестовой аппроксимации. При-
ведены результаты экспериментов, демонстрирующие эффективность пред-
лагаемого метода.

Введение

Задачи Дирихле для уравнения Гельмгольца являются классическими задача-
ми математической физики. Аналитические решения таких задач могут быть най-
дены лишь в случае простейших областей. Вследствие этого, большое развитие по-
лучили методы их численного решения. Численное решение предполагает предва-
рительное построение дискретного аналога исходной задачи. При его построении
необходимо учитывать, что искомые решения зависят от трех пространственных
переменных и при больших действительных волновых числах являются быстро ос-
циллирующими функциями. Кроме этого, решения внешних краевых задач отыски-
ваются в неограниченных областях, где должны удовлетворять условиям излучения
на бесконечности. Отмеченные свойства приводят к тому, что дискретные аналоги
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задач Дирихле, построенные методами конечных элементов или конечных разно-
стей, предъявляют весьма высокие требования к ресурсам компьютера. С вычисли-
тельной точки зрения более эффективной представляется дискретизация исходных
задач, сформулированных в виде эквивалентных им граничных интегральных урав-
нений. В этом случае неизвестные функции отыскиваются на компактных границах
областей, что особенно важно при численном решении внешних краевых задач, так
как при этом существенно понижается их вычислительная сложность. Численное
решение интегральных уравнений приводит к решению систем линейных алгебра-
ических уравнений (СЛАУ). Вычислительная сложность их решения прямыми ме-
тодами имеет оценку O(n3), где n – порядок СЛАУ. Однако свойства получаемых
матриц таковы, что использование для поиска приближенных решений обобщенно-
го метода минимальных невязок (GMRES) [1] позволяет понизить эту сложность до
O(n2). Но даже в этом случае требования к ресурсам компьютера остаются высоки-
ми. Эта проблема стимулировала развитие быстрых методов. Называя метод «быст-
рым», обычно имеют в виду, что его сложность составляет o(n2) при n→∞. После
нахождения приближенных решений интегральных уравнений решения исходных
задач при помощи интегральных представлений достаточно просто восстанавлива-
ются в любой точке пространства.

1. Постановка задачи

Рассмотрим трехмерное евклидово пространство R3 с ортогональной системой
координат ox1x2x3. Пусть в этом пространстве имеется произвольная замкнутая
липшицева поверхность Γ, разделяющая его на внутреннюю область Ωi и внешнюю
область Ωe = R3\Ωi [3].

Проблема 1. (внешняя задача Дирихле для уравнения Гельмгольца). Найти функ-
цию ue(x) ∈ H1(Ωe), удовлетворяющую уравнению Гельмгольца

∆ue + k2
eue = 0, x ∈ Ωe, (1)

граничному условию
γue(x) = f(x), (2)

и условию излучения на бесконечности

∂ue/∂ |x| − ikeue = o
(
|x|−1

)
, |x| → ∞. (3)

Здесь k — волновое число, f ∈ H1/2(Γ) — известная функция,

H1(Ωe) = {u : ||u||2H1(Ωe)
= ||u||2H(Ωe)

+ ||∇u||2H(Ωe)
<∞},

H1/2(Γ) = {u : ||u||H1/2(Γ) = inf
γν=u

||ν||H1(Ωe) <∞}.

Теорема 1. Для любой функции f ∈ H1/2(Γ) существует единственное решение
внешней задачи 1 из пространства H1(Ωe).

Решение задачи 1 будем искать в виде потенциала простого слоя

ue(x) = (Seqe) (x) ≡ 〈Ge(x, ·), qe〉Γ , x ∈ Ωe, (4)

Ядром интегрального оператора (4) является фундаментальное решение уравнения
Гельмгольца, поэтому функция ue удовлетворяет уравнению (1) в соответствующей
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области и условию излучения на бесконечности (3). Эта функция будет решением
задачи 1, если подобрать плотность qe так, чтобы ue удовлетворяла граничному
условию (2). Таким образом, задача 1 сводится к граничному тождеству

〈Seqe, µ〉Γ = 〈f, µ〉Γ ∀µ ∈ H
−1/2(Γ). (5)

Теорема 2. Пусть Im(ke) > 0 или k2
e не является собственным значением задачи

∆u+ k2
eu = 0, x ∈ Ωi, γu = 0. (6)

Тогда уравнение (5) корректно разрешимо в пространстве H−1/2(Γ) и формула (4)
дает решение задачи 1. [4]

2. Описание метода

Численное решение интегральных уравнений приводит к системам линейных
алгебраических уравнений с плотно заполненными матрицами. Существуют мето-
ды приближенного быстрого матрично-векторного умножения для таким матриц.
Метод считается быстрым, если его сложность составляет o(n2), где n — размер-
ность матрицы. Возможность построения быстрого метода может быть основана на
обнаружении и использовании некоторой особенности возникающих плотных мат-
риц. В качестве особенности можно выделять в матрице блоки, для которых может
быть построена малоранговая аппроксимация. Рассмотрим следующие известные
методы построения быстрых алгоритмов:

• мультипольные разложения;

• кластеризация граничных элементов;

• интерполяция на регулярную (иерархическую) сетку;

• мозаично-скелетонный метод.

Первые три метода являются операторными или безматричными, то есть матрица
в явном виде не участвует в операции умножения. Поскольку операторные методы
построения аппроксимаций основаны на специальном представлении исходного опе-
ратора, для их практического применения в расчетах требуется переработка всех
этапов алгоритма, начиная от процедуры дискретизации и заканчивая обработкой
результата решения линейной системы. С вычислительной точки зрения более при-
влекательными являются методы, использующие непосредственно блоки аппрокси-
мируемой матрицы. К таким методам относится, например, мозаично-скелетонный
алгоритм. Для его применения надо изменить лишь процедуру построения матрицы
системы и операцию матрично-векторного умножения. Рассмотрим основные этапы
мозаично-скелетонного алгоритма.

1. Построение дерева кластеров

2. Построение списка блоков

3. Аппроксимация блоков.
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На этапе построения дерева кластеров погрузим область Ωi в куб со стороной α

и, поделив, каждое ребро куба пополам, разделим его на 8 подкубов. Проделывая
такую же операцию с подкубами, получим иерархическое разбиение исходного куба.
По дереву кластеров, матрица разбивается на иерархический набор блоков разного
размера, каждый из которых отвечает взаимодействию кластеров. Блоки, отвечаю-
щие взаимодействию достаточно удаленных друг от друга кластеров точек («даль-
няя» зона), могут быть приближены матрицей малого ранга. Блоки, полученные
взаимодействием рядом лежащих точек, определяют «ближнюю» зону. Для каждо-
го блока A ∈ Rm×n решается задача поиска малоранговой аппроксимации

||A− UV T || 6 ε, (7)

причем ранг матрицы UV T должен быть существенно меньшим, чем ее размеры.
Задача малоранговой аппроксимации может быть решена разными способами, на-
пример, на основе метода Гаусса с выбором ведущего элемента по некоторому шаб-
лону. В работе [2] изложен метод, где в качестве такого шаблона выбирается строка
и столбец. Задача состоит в том, чтобы получить приближение матрицы A другой
матрицей Ãr, являющейся суммой r одноранговых матриц upv

T
p /max A (называе-

мых также скелетонами) по формуле (8)

Ãk =

r∑
α=1

uαv
T
α

maxA(ik, jk)
, (8)

где u — строка матрицы A, v — столбец матрицы A, max A — элемент, стоящий
на пересечении u и v. Аппроксимация, построенная по формуле (8), называется
неполной крестовой аппроксимацией. Аппроксимация является достаточно точной,
если выполняется условие

(n− k)||ukvTk ||F 6 ε||Ãk||F . (9)

Для проверки критерия 9 не требуется знать всех элементов матрицы A, а доста-
точно только вычисленных k столбцов и строк.

3. Численные эксперименты

В работе [5] дано теоретическое обоснование существования малоранговых ап-
проксимации для осцилляционных ядер интегральных уравнений, в частности, для
фундаментального решения уравнения Гельмгольца. Программа, использующая мо-
заично-скелетонный алгоритм, написана на языке Fortran 95 на основе готовой
программы, предназначенной для решения краевых задач для уравнений Лапла-
са и Гельмгольца. Блоки «дальней» зоны аппроксимируются неполной крестовой
аппроксимацией с точностью ε = 10−7. Блоки «ближней» зоны считаются точно. В
качестве итерационного алгоритма решения СЛАУ используется GMRES. Аппрокси-
мация «дальней» зоны и расчет «ближней» происходит один раз до начала итерации
GMRES. Умножение на каждой итерации делится на два этапа. Блоки «ближней»
зоны умножаются на вектор обычным матрично-векторным умножением. Блоки
«дальней зоны» для умножения на вектор используют специальную функцию, учи-
тывающую специфику хранения таких блоков. Данная функция требует 2n ариф-
метических операции для умножения блока размерностью n× n на вектор размера
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n. Мозаично-скелетонный алгоритм сравнивается с исходной программой, где мат-
рица считается построчно на каждой итерации GMRES и умножается на вектор
обычным матрично-векторным умножением. Задача 1 сформулирована в виде ин-
тегрального уравнения на границе области Γ, где Γ – единичная сфера с центром в
начале координат. Граничное условие:

f(x) = exp(ikx3), x ∈ Γ. (10)

Волновое число равно 1. На рис. 1 приведен график зависимости времени выполне-
ния программ от размерности матриц.
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Рис. 1. Время выполнения программы
Красным цветом показаны результаты работы мозаично-скелетонного алгорит-

ма, синим — исходной программы. По результатам численных экспериментов для
данной задачи получено ускорение (в среднем в 4 раза) в работе программы. Оцен-
кой правильности работы алгоритма является сравнение погрешностей вычисления
плотностей интегральных уравнений. В таблице 1 приведены значения погрешно-
стей вычисления плотностей. Оба метода удовлетворяют необходимой точности рас-
чета плотностей.

Таблица 1. Таблица погрешностей вычисления плотностей

Размерность матриц Исходная программа Мозаично-скелетонный
алгоритм

510 9.905 · 10−3 9.905 · 10−3

998 4.978 · 10−3 4.98 · 10−3

2042 2.407 · 10−3 2.41 · 10−3

3998 1.221 · 10−3 1.222 · 10−3

8150 5.959 · 10−4 5.959 · 10−4

15974 3.031 · 10−4 3.032 · 10−4

32598 1.486 · 10−4 1.49 · 10−4

На рисунке 2 показано время умножения «ближней» и «дальней» зон на век-
тор. Время умножения «ближней» зоны имеет сложность O(n2), время умножения
«дальней» зоны растет почти линейно. Этот результат существенно экономит время
на каждой итерации GMRES. Итак, можно сделать вывод, что применение моза-
ично-скелетонного алгоритма на основе неполной крестовой аппроксимации эффек-
тивно для решения задачи Дирихле для уравнения Гельмгольца.
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Для нестационарной модели вязкой теплопроводной жидкости в прибли-
жении Обербека-Буссинеска формулируется задача условной минимиза-
ции функционала качества, зависящего как от слабого решения исходной
начально-краевой задачи, так и от потока тепла на части границы, игра-
ющего роль управления. Выводится система оптимальности, описывающая
необходимые условия экстремума первого порядка. Предлагается числен-
ный алгоритм решения задачи граничного управления, основанный на ите-
рационном процессе решения прямых и обратных по времени начально-
краевых задач, входящих в нелинейную систему оптимальности.

Введение

Одна из важных задач прикладной гидродинамики связана с проблемой созда-
ния течений требуемой конфигурации за счет выбора значений вектора скорости,
температуры либо потока тепла на некоторых участках границы области [1-3]. Учет
тепловых эффектов добавляет определенные трудности при теоретическом и числен-
ном анализе рассматриваемых задач управления. За последние двадцать лет опуб-
ликован целый ряд работ, посвященных теоретическому исследованию задач управ-
ления для нестационарной модели тепловой конвекции (см., например, [4-9]). При
этом практически нет публикаций, представляющих результаты сложных вычисли-
тельных экспериментов в данном направлении. Это связано с тем, что нелинейность
используемой математической модели и специфические особенности задач условной
минимизации приводят к значительным проблемам при численном решении соответ-
ствующих задач управления. В последние годы достигнут определенный прогресс
при решении задач управления для стационарных уравнений теплопереноса в вяз-
кой жидкости. Так, в работах [10-12] разработаны численные алгоритмы решения
задач граничного управления для стационарной модели тепловой конвекции. Кро-
ме того, в этих работах представлены результаты вычислительных экспериментов,
связанных с минимизацией завихренности потока, уменьшением силы лобового со-
противления и устранением застойных зон за обтекаемым телом и в углах канала
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за счет выбора потока тепла и вектора скорости на определенных участках грани-
цы. Целью данного исследования является разработка алгоритма и проведение вы-
числительных экспериментов по решению задачи управления для нестационарной
модели вязкой теплопроводной жидкости. Физический смысл данной задачи связан
с восстановлением граничных значений потока тепла по измеренному на некотором
множестве наблюдений вектору скорости.

1. Постановка начально-краевой задачи

В ограниченной области Ω с границей Γ рассматривается начально-краевая за-
дача

ut + (u · ∇)u− ν∆u +∇p = −βTG в Q, div u = 0 в Q,
u|t=0 = u0 в Ω, u = g на Σ,

Tt + u · ∇T − λ∆T = f в Q, T |t=0 = T0 в Ω,

T = ψ на ΣD, λ
∂T

∂n
= χ на ΣN ,

описывающая процесс распространения тепла в вязкой жидкости. Здесь u, p и T –
вектор скорости, давление и температура жидкости (искомые функции), ν=const>0

– коэффициент кинематической вязкости, β – объемный коэффициент теплового
расширения, G – вектор ускорения свободного падения, λ=const>0 – коэффициент
температуропроводности, f – объемная плотность источников тепла, g, ψ и χ – неко-
торые функции, Γ = ΓD ∪ ΓN , ΓD ∩ ΓN = ∅, Q = Ω × (0, tmax), Σ = Γ × (0, tmax),
ΣD = ΓD × (0, tmax), ΣN = ΓN × (0, tmax). Ниже в задачах управления течения вяз-
кой жидкости с требуемыми свойствами будут формироваться за счет оптимального
выбора граничных значений потока тепла χ на соответствующих участках грани-
цы области. Слабая формулировка данной начально-краевой задачи заключается в
нахождении тройки (u, p, T ) как решения следующей системы:

tmax∫
0

[(ut + (u · ∇)u,v) + ν(∇u,∇v)− (p,div v) + (βTG,v)] dt = 0,

tmax∫
0

[(Tt + u · ∇T, S) + λ(∇T,∇S)− (f, S)− (χ, S)ΓN ] dt = 0,

div u = 0 в Q, u = g на Σ, T = ψ на ΣD,
u|t=0 = u0 в Ω, T |t=0 = T0 в Ω,

которую для краткости будем записывать в виде операторного уравнения

F (u, p, T, χ) = 0.

2. Задачи управления

Для данной модели формулируется задача условной минимизации функциона-
ла качества, зависящего как от слабого решения исходной начально-краевой задачи,
так и от граничной функции χ, играющей роль управления. С математической точ-
ки зрения рассматриваемая задача граничного управления сводится к следующей
экстремальной задаче:

J(u, χ) =

tmax∫
0

∫
Ωd

|u− ud|2dΩ dt+
µ

2

tmax∫
0

∫
ΓN

χ2dΓdt→ inf,
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F (u, p, T, χ) = 0.

Здесь ud – заданное на множестве наблюдений Ωd поле скорости, µ – положительная
константа, имеющая смысл параметра регуляризации. На основе методов исследо-
вания экстремальных задач из работ [1-3] выведена система оптимальности, описы-
вающая необходимые условия экстремума первого порядка. В дифференциальной
форме записи она состоит из следующих связанных между собой трех частей: 1)
прямой начально-краевой задачи для скорости u, давления p и температуры T :

ut + (u · ∇)u− ν∆u +∇p = −βTG в Q, div u = 0 в Q,
u|t=0 = u0 в Ω, u = g на Σ,

Tt + u · ∇T − λ∆T = f в Q,

T |t=0 = T0 в Ω, T = ψ на ΣD, λ
∂T

∂n
= χ на ΣN ;

2) обратной по времени задачи для сопряженной скорости q, сопряженного давления
σ и сопряженной температуры θ:

−qt − (u · ∇)q + (∇u)tq− ν∆q +∇σ = IΩd(ud − u)− θ∇T в Q,
div q = 0 в Q, q|t=tmax = 0 в Ω, q = 0 на Σ,

−θt − u · ∇θ − λ∆θ = −βG · q в Q,

θ|t=tmax = 0 в Ω, θ = 0 на ΣD,
∂θ

∂n
= 0 на ΣN ;

3) условия оптимальности, связывающего между собой управление χ и сопряжен-
ную температуру θ:

χ =
θ

µ
на ΣN .

Основная проблема численного решения указанной системы оптимальности связана
с тем, что сопряженная задача для сопряженного состояния (множителей Лагран-
жа) представляет собой в отличие от прямой начально-краевой задачи параболи-
ческую систему с обратным временем. Разработан численный алгоритм решения
рассматриваемых задач граничного управления, основанный на итерационном про-
цессе решения прямых и обратных по времени начальных краевых задач, входящих
в нелинейную систему оптимальности.

Алгоритм

Шаг 0. Выбираем начальное приближение для управления χ0 на ΣN . Полагаем n =

0. Шаг 1. Решение прямой задачи для (un, pn, Tn) в Q. Шаг 2. Решение сопряженной
задачи для (qn, σn, θn) в Q. Шаг 3. Вычисление нового значения управления

χn+1 = θn/µ на ΣN .

Шаг 4. Если условие выхода из цикла ‖Tn − Tn−1‖/‖Tn‖ < 10−8 не выполняется,
то полагаем n : =n+1 и переходим на шаг 1. Отметим, что на шаге 2 решается на-
чально-краевая задача для сопряженного состояния в противоположном по време-
ни направлении, начиная со значений для сопряженной скорости q и сопряженной
температуры θ, заданных в конечный момент времени t = tmax. Рассмотрим чис-
ленное решение экстремальной задачи на примере конвективного течения вязкой
теплопроводной жидкости в единичном квадрате Ω = {(x, y) : −0.5 < x, y < 0.5},
вызванного нагревом правой границы. Безразмерное время t изменяется от 0 до
1. На нижней, левой и верхней границе задано однородное условие Дирихле для

Сборник материалов XXXVII Дальневосточной Математической Школы-Семинара
имени академика Е.В. Золотова, Владивосток, 8 – 14 сентября 2013 г.



229

температуры T = 0. На всех четырех участках границы задано условие прилипа-
ния для скорости u = 0. Основной целью вычислительных экспериментов является
установление зависимости точности решения обратной задачи от выбора параметра
регуляризации µ и множества наблюдений Ωd. В качестве исходного потока тепла
на правой границе была выбрана функция χd(y) = 1−4y2, независящая от времени.
Предполагая, что в области нет источников тепла (f = 0), сначала решаем начально-
краевую задачу в безразмерных переменных при числе Прандтля Pr = 7 и числе
Рэлея Ra = 105. Полученные при этом поля скорости и температуры обозначим
через ud и Td. Для численного решения начально-краевых задач методом конечных
элементов использовался свободно распростроняемый пакет программ freeFEM++.
Чтобы оценить точность решения экстремальной задачи в зависимости от выбран-
ных параметров алгоритма, будем рассматривать в определенные моменты времени
следующие относительные ошибки:

Eu =
‖u− ud‖
‖ud‖

, Eχ =
‖χ− χd‖ΓN
‖χd‖ΓN

, ET =
‖T − Td‖
‖Td‖

.

Значения этих ошибок в момент времени t = 0.5 для случая Ωd = {(x, y) : −0.5 <

x < 0.5, y < 0} в зависимости от параметра регуляризации µ представлены в следу-
ющей таблице:

µ Eu Eχ ET
10−1 1.1 · 10−1 3.5 · 10−1 2.2 · 10−1

10−2 3.2 · 10−2 1.8 · 10−1 8.2 · 10−2

10−3 8.2 · 10−3 8.1 · 10−2 2.7 · 10−2

10−4 1.9 · 10−3 3.4 · 10−2 8.1 · 10−3

10−5 4.3 · 10−4 1.4 · 10−2 2.4 · 10−3
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Рис. 1. Исходный и вычисленные потоки тепла

Хорошо видно, что при уменьшении параметра регуляризации µ все относительные
ошибки убывают. Графики исходного и вычисленного в процессе решения обратной
задачи потоков тепла на правой границе χd(y) и χ(y) в момент времени t = 0.5

при µ = 10−2 (a) и µ = 10−5 (b) показаны на Рис. 1. Легко заметить, что более
точное совпадение имеет место при y < 0, т.е. на участке, прилегающем к множе-
ству наблюдений Ωd. Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект
13-01-00313) и грантов ДВО РАН (проекты 12-I-П17-03 и 12-III-А-03-038).
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Существуют две геометрические интерпретации классических цепных дро-
бей, допускающие естественное обобщение на многомерный случай. В пер-
вой интерпретации, принадлежащей Клейну, цепная дробь отождествляет-
ся с выпуклыми оболочками (полигонами Клейна) множеств точек цело-
численной решетки, лежащих в двух смежных углах (1895–1896). Вторая
интерпретации, которая была независимо предложена Вороным и Минков-
ским, основана на понятиях локального минимума решетки, минимальной
системы векторов и экстремального параллелепипеда (1896). В двумерном
случае вершины полигонов Клейна могут быть отождествлены с локаль-
ными минимумами, однако, начиная с размерности 3, геометрические ин-
терпретации Клейна и Вороного–Минковского становятся различными. В
докладе планируется рассказать о трехмерных цепных дробях Вороного–
Минковского и о некоторых задачах, которые возникают при их изучении.
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костная модель, асимптотические формулы

Для вероятностных моделей систем обслуживания в случайной среде, к ко-
торым, в частности сводятся системы с гистерезисной стратегией управле-
ния, узловые вопросы эргодичности как правило получили решения в виде
только достаточных, а не необходимых и достаточных условий (критериев
эргодичности). Значимость критериев эргодичности в том, что с их помо-
щью можно вычислить пропускную способность систем массового обслу-
живания. В настоящей работе вопросы получения критериев эргодичности
решаются для жидкостной модели одноканальной системы массового обслу-
живания в случайной среде. Эти критерии основаны на редукции данной
системы к классической цепочке Линдли. Наряду с критериями эргодич-
ности приводятся асимптотические формулы и предельные теоремы для
жидкостных моделей обслуживания в случайной среде в случае большой
загрузки.

Введение

Математическим моделям систем и сетей массового обслуживания в случайной
среде уделяется большое внимание в теории массового обслуживания (см., напри-
мер, [1, с. 76] и содержащиеся в статье ссылки) в связи с обилием разнообразных
приложений к транспортным моделям [2, с. 430-432, 438], системам с гистерезис-
ной стратегией управления [3], [4с. 24, 25]. Детерминированные модели технических
систем с гистерезисной стратегией управления (периодические системы близкие к
разрывным) рассмотрены в теории обыкновенных дифференциальных уравнений
с малым параметром при старших производных [5-7]. Однако наличие малого па-
раметра в этих моделях не позволяет получать обозримые формулы для решений
возникающих уравнений. Это связано с достаточно сложным поведением решений
(наличием нескольких погранслоев) в окрестностях точек с разрывами. В то же
время для вероятностных моделей систем обслуживания в случайной среде узловые
вопросы эргодичности как правило получили решения в виде только достаточных,
а не необходимых и достаточных условий (критериев эргодичности) [1, теорема 1,
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формула (2)]. Значимость критериев эргодичности в том, что с их помощью можно
вычислить пропускную способность систем массового обслуживания [8]. Поэтому
работа в данном направлении остается актуальной, несмотря на обилие результатов
в которых даются формулы и алгоритмы вычисления предельных распределений в
данных системах. В настоящей работе вопросы получения критериев эргодичности
решаются не усилением известных результатов по расчету предельных распределе-
ний для систем обслуживания в случайной среде, а построением достаточно общих
стохастических моделей этих систем обслуживания, которые удобно сводить к из-
вестным теоремам эргодичности для одноканальных моделей обслуживания типа
цепочки Линдли [9, с. 20-36]. В рамках этого подхода рассматриваются жидкостные
модели обслуживания [10, с. 3-5], [11, с. 8-12], для которых определяется количество
жидкости в системе в моменты изменения режима ее функционирования. Наряду с
критериями эргодичности приводятся асимптотические формулы и предельные тео-
ремы для жидкостных моделей обслуживания в случайной среде в случае большой
загрузки.

1. Жидкостная одноканальная модель
обслуживания в случайной среде

Рассмотрим следующую жидкостную модель одноканальной системы массо-
вого обслуживания. Разобьем неотрицательную полуось t > 0 на полуинтервалы
[T0, T1), T0 = 0, T1 = T0 + t0, [T1, T2), T2 = T1 + t1, . . . Здесь независимые случайные
величины t0, t1, . . . , имеют распределение G(t) = P (tn < t), t > 0, n > 0, сосре-
доточенное на положительной полуоси, причем Mtn < ∞. Предположим, что на
полуинтервале [Tn−1, Tn), n > 0, в некий резервуар закачивается жидкость с интен-
сивностью an > 0 и выкачивается жидкость с интенсивностью bn > 0, если объем
жидкости больше нуля. Если объем жидкости равен нулю, то при an < bn интен-
сивность оттока жидкости становится равной интенсивности ее притока an, причем
начальное количество жидкости в системе равно w0 > 0. Далее будем предпола-
гать, что разности (an− bn), n > 0, характеризующие случайное поведение среды, в
которой находится одноканальная система обслуживания, образуют последователь-
ность независимых и одинаково распределенных случайных величин (п.н.о.р.с.в.),
имеющих конечное математическое ожидание: M |an − bn| < ∞, причем случай-
ные последовательности (an − bn), n > 0, и tn, n > 0, независимы. Обозначим
W (t), t > 0, объем жидкости, содержащийся в емкости в момент времени t. Функ-
цияW (t) является ломаной с точками перегиба Tn, n > 0. Эта функция напоминает
виртуальное время ожидания в одноканальной системе обслуживания, но не иден-
тична ей. Пусть wn = W (Tn), n > 0, тогда в силу сделанных предположений объем
жидкости wn+1 = W (Tn+1) в резервуаре в момент Tn+1 удовлетворяет равенству

wn+1 = (wn + ξn)+, n > 0, где d+ = max(0, d). (1)
В силу теоремы эргодичности для цепочки Линдли wn, n > 0, [9, §3, теорема 7]
необходимым и достаточным условием ее эргодичности является неравенство

Mξn = MtnM(an − bn) < 0. (2)
Замечание 1. Приведенный выше критерий эргодичности справедлив и при более
общем предположении о стационарности в узком смысле случайной последователь-
ности ξn, n > 0.
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2. Асимптотический анализ жидкостной
одноканальной системы обслуживания при

большой загрузке

Приведенные выше результаты позволяют перенести известные асимптотиче-
ские формулы для системы Линдли на жидкостную одноканальную модель обслу-
живания в случайной среде. Так, если

c = |Mξn| → 0, d = Dξn = const,

то при перечисленных выше условиях на случайные величины tn, an−bn (см., также
[9, гл. 1, формулы (57), (58)], [13]) имеем следующую асимптотическую формулу для
предельного распределения цепи Маркова wn, n > 0 : для любого x > 0

lim
n→∞

P (wn > x/|c|) ∼ exp(−2x/d), |c| → 0.

С уточнениями этих результатов можно ознакомиться в работах [9, с. 65-67], [14,
гл. III]. Указанные результаты основаны на диффузионной аппроксимации последо-
вательности времен ожидания wn, n > 0, в одноканальной системе обслуживания.
В заключение остановимся на случае, когда c → 0, d = d(c). Предположим, что
случайные величины ξn удовлетворяют следующим условиям. Имеется последова-
тельность независимых и одинаково распределенных случайных величин ∆n, n > 0,

M∆n = 0, D∆n = f, M |∆n|3 <∞,

такая, что ξn = −ε + εγ∆n, n > 0 и значит c = −ε, d = fε2γ = f |c|2γ . Определим
случайную величину Wγ = Wγ(ε) равенством

lim
n→∞

P (wn > x) = P (Wγ > x), x > 0.

Тогда в силу [15, теорема 1] при ε→ 0 справедливы следующие соотношения:

Wγ→+∞, 06γ<1/2; Wγ → 0, γ > 1/2; P (Wγ > x)→ exp(−2x/f), γ = 1/2.
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Для графов с низконадежными ребрами построена асимптотика вероятности
связности любой пары его вершин. Параметрами полученного соотношения
являются характеристики кратчайших путей графа. Для вычисления этих
характеристик разработаны модификации классических алгоритмов. На ос-
нове полученных результатов был проведен вычислительный эксперимент,
который продемонстрировал преимущества предложенных алгоритмов.

Введение

Для случайных графов с низконадежными рёбрами построен удобный в реа-
лизации алгоритм вычисления вероятности связности любой пары его вершин на
основе доказанного асимптотического соотношения. Для параметров полученного
соотношения (характеристик кратчайших путей) разработаны модификации клас-
сических алгоритмов. Особенностью предлагаемых алгоритмов является тот факт,
что в них не требуется перечислять кратчайшие пути между узлами, а лишь опре-
делять их количество. Еще одним существенным фактором упрощения вычислений
является рассмотрение графов с ограниченным диаметром, которые в последние
годы вызывают большой теоретический и практический интерес. Проведенный вы-
числительный эксперимент подтвердил быстродействие построенной процедуры для
вероятности связности по сравнению с методом Монте-Карло.

1. Основные результаты

Рассмотрим неориентированный связный простой граф G с множеством узлов
U и множеством рёбер V. Предположим, что каждое ребро v графа G с вероятно-
стью p(v) работоспособно, причём все ребра функционируют независимо. Обозна-
чим D(i, j) минимальное число ребер в путях, соединяющих узлы i, j графа G, а
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C(i, j) число путей с D(i, j) рёбрами. Для вероятности связности Pij(G) узлов i, j
графа G доказаны следующие утверждения. Теорема 1. Если p(v) = h, v ∈ V, то

Pij(G) ∼ C(i, j)hD(i,j), h→ 0. (1)

Следствие 1. Если p(v) = h, v ∈ V, то

min
16i,j6n

Pij(G) ∼ ChD, h→ 0,

D = max
16i,j6n

D(i, j), C = min
(i,j): D(i,j)=D

C(i, j).

Для нахождения всех элементов матриц ||D(i, j)||ni,j=1, ||C(i, j)||ni,j=1 асимптотиче-
ской формулы (1) были построены модификации известных в теории графов алго-
ритмов (в том числе Флойда-Стейнберга). Такая процедура является более эконо-
мичной, чем последовательное определение элементов этих матриц, имеет вычис-
лительную сложность O(n3 lnn) для матрицы ||D(i, j)||ni,j=1|| и O(n4) для матри-
цы ||C(i, j)||ni,j=1. Зная матрицу ||D(i, j)||ni,j=1, можно вычислить диаметр D гра-
фа G. Для сетей с ограниченным диаметром D сложность вычисления матриц
||D(i, j)||ni,j=1, ||Cs(i, j)||ni,j=1 составляет O(n3) арифметических операций.

2. Результаты вычислительного эксперимента

На основе построенного алгоритма для вероятности связности любой пары вер-
шин графа был проведён вычислительный эксперимент. Зададим граф G матрицей
смежности: 

0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0


Полагаем, что работоспособность его рёбер p(v) = h = 0.01. Используя модифици-
рованные алгоритмы, вычислим:

||D(i, j)||6i,j=1=



0 1 2 1 2 1
1 0 1 2 2 1
2 1 0 1 2 2
1 2 1 0 1 2
2 2 2 1 0 1
1 1 2 2 1 0


, ||C(i, j)||6i,j=1=



0 1 2 1 2 1
1 0 1 2 1 1
2 1 0 1 1 1
1 2 1 0 1 2
2 1 1 1 0 1
1 1 1 2 1 0


.

Результаты вычислений вероятностей связности пар вершин Pij(G), 1 6 i, j 6 6,

по формуле (1) и методом Монте-Карло, обозначим их P ∗ij(G), 1 6 i, j 6 6, при 106

числе реализаций представлены ниже:

||Pij(G)||6i,j=1 =



1 0,01 0,0002 0,01 0,0002 0,01
0,01 1 0,01 0,0002 0,0001 0,01
0,0002 0,01 1 0,01 0,0001 0,0001
0,01 0,0002 0,01 1 0,01 0,0002
0,0002 0,0001 0,0001 0,01 1 0,01
0,01 0,01 0,0001 0,0002 0,01 1


,
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||P ∗ij(G)||6i,j=1=



1 0,01035 0,000203 0,010027 0,000192 0,010205
0,01035 1 0,010001 0,000198 0,000095 0,009764
0,000203 0,010001 1 0,010083 0,000094 0,000103
0,010027 0,000198 0,010083 1 0,010051 0,000208
0,000192 0,000095 0,000094 0,010051 1 0,009973
0,010205 0,009764 0,000103 0,000208 0,009973 1


.

Время счета по формуле (1) составило 10 секунд, методом Монте-Карло - 6 часов.
Полученные по асимптотическому анализу вероятности связности узлов случайных
графов результаты опубликованы в работах [1-3]. Авторы болагодарят А.С. Лосева
за большую помощь в проведении вычислительных экспериментов.
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Ключевые слова: неравенство Берри – Эссеена, метод сглаживания, ме-
тод характеристических функций, биномиальное распределение, неравно-
мерные оценки

Исследуется поведение сумм вида
∑
k<x

Cknp
kqn−k. Для этого сначала выво-

дится так называемое равенство сглаживания. Оно приводит к представле-
нию погрешности в интегральной теореме Муавра – Лапласа в виде сум-
мы двух выражений. Одно появляется как результат применения формулы
обращения, а другое – как результат сглаживания. Определяется вклад в
погрешность каждого из выражений.

Пусть Z – двухточечная случайная величина с распределением

P(Z = 1) = p, P(Z = 0) = q, p+ q = 1,

Z1, Z2, . . . , Zn – независимые копии случайной величины Z. Обозначим

Φ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−y
2/2dy, δn(p, x) = P

(
1
√
npq

n∑
j=1

(Zj − p) < x

)
− Φ(x), (1)

∆n(p) = sup
x∈R
|δn(p, x)|.

В силу интегральной предельной теоремы Муавра – Лапласа lim
n→∞

∆n(p) = 0 для
любого p ∈ (0, 1). Сформулируем оценку величины ∆n(p), полученную в [1]. Так
же, как в [1], ради простоты формулировок мы будем рассматривать только случай
0 < p 6 0.5. Нам понадобятся три функции: K1(p, n), K2(p, n) и K3(p, n), введенные
в [1]. Они имеют достаточно громоздкий вид, и здесь мы их не приводим. Обозначим

β3(p) = E

∣∣∣∣Z − p√
pq

∣∣∣∣3 ≡ p2 + q2

√
pq

, E(p) =
2− p

3
√

2π [p2 + (1− p)2]
. (2)

Заметим, что max
0<p60.5

E(p) = CE ≡
√

10+3
6
√

2π
= 0.409732 . . . (см. [1]).
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Теорема 1. Пусть
n > 200,

4

n
6 p 6 0.5. (3)

Тогда
∆n(p) 6

β3(p)√
n

(
E(p) +R0(p, n)

)
, (4)

где
R0(p, n) =

√
n

β3(p)

3∑
j=1

Kj(p, n),

причем для каждого 0 < p 6 0.5 последовательность R0(p, n), убывая, ведет себя
как O

(
1√
n

)
. Кроме того, при всех n и p, удовлетворяющих условию (3),

|R0(p, n)| < 0.4215− CE < 0.012.

В настоящей работе мы получаем более точный результат, чем (4), который
будет записывается в виде равенств для δn(p, x). Приступим к формулировке утвер-
ждений работы. Вместо неравенства сглаживания, полученного в [1], мы доказыва-
ем более точное равенство сглаживания. Пусть P (x) – некоторая функция распре-
деления. Для любой измеримой функции f(x) введем обозначение

(P ∗ f)(x) =

∞∫
−∞

f(x− y) dP (y).

Лемма 1. Пусть G(x) – функция дискретного распределения, h > 0 – намень-
шее расстояние между точками разрыва, P (x) – равномерное распределение на
[−h/2, h/2]. Обозначим δ(x) = G(x) − G0(x), где G0(x) – некоторая непрерывная
функция распределения. Если x0 – точка разрыва функции G, то справедливы сле-
дующие равенства

δ(x0+) = (P ∗ δ)(x0 + h/2) +
1

h

x0+h∫
x0

(
G0(x)−G0(x0)

)
dx,

δ(x0−) = (P ∗ δ)(x0 − h/2) +
1

h

x0∫
x0−h

(
G0(x)−G0(x0)

)
dx.

Если x0 – точка непрерывности функции G, то

δ(x0+) 6 (P ∗ δ)(x0 + h/2) +
1

h

x0+h∫
x0

(
G0(x)−G0(x0)

)
dx,

δ(x0−) > (P ∗ δ)(x0 − h/2) +
1

h

x0∫
x0−h

(
G0(x)−G0(x0)

)
dx.

Замечание 1. Утверждение леммы не зависит от того, с какой стороны непрерывна
функция распределения, слева или справа.

Лемма 2. Пусть G(x) и G0(x) – функция распределения из леммы 1, δ(x) = G(x)−
G0(x). Тогда существует точка разрыва x0 функции G(x), в которой достигает-
ся supx |δ(x)| в следующем смысле: если G непрерывна слева, то или supx |δ(x)| =

δ(x0+) или supx |δ(x)| = −δ(x0), а если G непрерывна справа, то или supx |δ(x)| =

δ(x0) или supx |δ(x)| = −δ(x0−).
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Обозначим F (x) и f(t) – функция распределения и характеристическая функ-
ция случайной величины X = Z−p√

pq соответственно. Тогда разность δn(p, x), опреде-
ленную в (1), можно записать в виде

δn(p, x) = F ∗n(x
√
n )− Φ(x),

где F ∗n – n-кратная свертка функции распределения F . Для определенности будем
считать, что F непрерывна слева. В силу леммы 2 существует точка разрыва ξ0

функции F ∗n(x
√
n ), в которой достигается supx |δn(p, x)|, причем возможны только

два случая: ∆n(p) = δn(p, ξ0+) или ∆n(p) = −δn(p, ξ0). Точки разрыва функции
F ∗n(x

√
n ) имеют вид k−np√

npq . Поэтому расстояние между ними равно hn = 1√
npq .

Обозначим Pn(x) – равномерное распределение на [−hn/2, hn/2],

(Pn ∗ δn)(x) = (Pn ∗ δn(p, ·))(x) =

∞∫
−∞

δn(p, x− y) dPn(y),

B+(p, n, x)=
1

hn

x+hn∫
x

(
Φ(y)− Φ(x)

)
dy, B−(p, n, x)=

1

hn

x∫
x−hn

(
Φ(y)− Φ(x)

)
dy,

ϕ(x) = Φ′(x).

Лемма 3. Если x0 – точка разрыва функции F ∗n(x
√
n ), то справедливы следующие

равенства

δn(p, x0+) = (Pn ∗ δn)(x0 + hn/2) +B+(p, n, x0),

δn(p, x0) = (Pn ∗ δn)(x0 − hn/2) +B−(p, n, x0),

где

0 < B+(p, n, x0) 6
hn
2

max
x06y6x0+hn

ϕ(y),

− hn
2

max
x0−hn6y6x0

ϕ(y) 6 B−(p, n, x0) < 0.

Кроме того, для любого x ∈ R

B+(p, n, x) =
hn
2
ϕ(x) +R+

2 (p, n, x),

B−(p, n, x) = −hn
2
ϕ(x) +R−2 (p, n, x),

где

R+
2 (p, n, x) =

1

hn

x+hn∫
x

ϕ′
(
x+ λ(y − x)

) (y − x)2

2
dy, 0 6 λ 6 1,

R−2 (p, n, x) =
1

hn

x∫
x−hn

ϕ′
(
x+ λ(y − x)

) (y − x)2

2
dy, 0 6 λ 6 1,

и
|R+

2 (p, n, x)| 6 h2
n

6
max

x6y6x+hn

∣∣∣ϕ′(y)
∣∣∣, |R−2 (p, n, x)| 6 h2

n

6
max

x−hn6y6x

∣∣∣ϕ′(y)
∣∣∣.
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Перейдем к формулировке более точного результата, чем теорема 1. Обозначим

α3(p) = EX3 ≡ 1− 2p
√
pq

, τn =
( 6
√
n

β3(p)

)1/3
, cn =

√
n

n− 1
, (5)

A(p, n, x) =
α3(p)

3! 2π
√
n

∫
|u|6τn/cn

u2e−u
2/2 sin y

y

∣∣∣
y=uhncn

2

cos
(
uxcn

)
du,

A+(p, n, x) = A(p, n, x+ hn/2), A−(p, n, x) = A(p, n, x− hn/2).

Лемма 4. Если x0 – точка разрыва функции F ∗n(x
√
n ), то справедливы следующие

равенства

δn(p, x0+) = A+(p, n, x0) +B+(p, n, x0) +R+(p, n, x0),

δn(p, x0) = A−(p, n, x0) +B−(p, n, x0) +R−(p, n, x0),

причем

sup
x∈R
|R±(p, n, x)| 6

3∑
i=1

Ki(p, n),

если выполнено условие (3).

Далее, ради краткости изложения, мы ограничимся рассмотрением только функ-
ции δn(p, x0+).

Замечание 2. Нетрудно убедиться, что

∂

∂x
B+(p, n, x) =

1

hn

hn∫
0

[
ϕ(u+ x)− ϕ(x)

]
du

{
< 0, если x > 0,

> 0, если x 6 −hn.

Поскольку функция ∂
∂xB

+(p, n, x) непрерывна по аргументу x, то найдется такая

точка x, −hn < x < 0, что ∂
∂xB

+(p, n, x)
∣∣∣
x=x

= 0. Таким образом,

max
x∈R

B+(p, n, x) = B+(p, n, x)

для некоторой точки x из интервала (−hn, 0).

Обозначим
E1(p) =

1− 2p

6(p2 + q2)
√

2π
, E2(p) =

1

2
√

2π(p2 + q2)
. (6)

Очевидно,
E1(p) + E2(p) = E(p).

Графики E1(p), E2(p) и E(p) при 0 6 p 6 0.5 см. на рис. 1.
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Рис. 1. 1 – график E1(p), 2 – график E2(p), 3 – график E(p)

Как оказалось, функция E1(p) связана с первым членом асимптотического раз-
ложения распределения суммы независимых одинаково распределенных случайных
величин (см. (7)–(10)), а функция E2(p) – со сглаживанием (см. (11)–(13)).

Обозначим

V1(p, n, x) =


min

{
1, 2τn

c2n
max

{
1
|x| ,

1
|x+hn|

}}
, если τn/cn > 1,

min

{
1, 8

cn
√
e

max
{

1
|x| ,

1
|x+hn|

}}
, если τn/cn < 1 .

V2(p, n, x) =
√

2π max
x6y/cn6x+hn

∣∣ϕ′′(y)
∣∣.

Следующее утверждение уточняет лемму 4, показывая, что функция
A+(p, n, x) с ростом |x| ведет себя как затухающее колебание.

Лемма 5. Для каждого x ∈ R

|A+(p, n, x)|6 β3(p)E1(p)√
n

min

{
1, V2(p, n, x) +

4
√

(n− 1)pq√
2π

e−τ
2
n/(2c

2
n)V1(p, n, x)

}
.

Пусть X, X1, X2, . . . – независимые одинаково распределеннные случайные
величины, EX = 0, EX2 = 1. Известно, что первый член асимптотического раз-

ложения для P
(

1√
n

n∑
j=1

Xj < x
)

равен −EX3 ϕ′′(x)
6
√
n

. Следовательно, в случае, когда

X – нормированная бернуллиева случайная величина, то первый член указанного
разложения, обозначим его Q(p, n, x), имеет вид

Q(p, n, x) = −α3(p)ϕ′′(x)

3!
√
n

= −β3(p)ϕ′′(x)√
n

E1(p)
√

2π. (7)

Последнее равенство в (7) следует из (2), (5) и (6). Основным утверждением работы
является
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Теорема 2. 1. Если x0 – точка разрыва функции F ∗n(x
√
n ), то для любого n > 1

δn(p, x0+) = A+(p, n, x0) +B+(p, n, x0) +R+(p, n, x0),

где при условии (3) функция R+(p, n, x0) удовлетворяет неравенству

sup
x∈R

∣∣R+(p, n, x)
∣∣ 6 3∑

j=1

Kj(p, n),

свойства правой части которого описаны в теореме 1. 2. Для функции A+(p, n, x)

справедливо представление

A+(p, n, x) = −β3(p)
√

2π√
n

E1(p)ϕ′′(x) + R̃3(p, n, x) +R4(p, n, x), (8)

где

|R̃3(p, n, x)| 6 4β3(p)√
2πn

E1(p)
√

(n− 1)pq e−τ
2
n/(2c

2
n)V1(p, n, x), (9)

|R4(p, n, x)| 6 β3(p)
√

2π√
n

E1(p)

×
(hncn

2
max

x6v/cn6x+hn

∣∣ϕ(3)(v)
∣∣+ |x|(cn − 1) max

|x|6|v|6|x|cn

∣∣ϕ(3)(v)
∣∣). (10)

3. Для функции B+(p, n, x) справедливы соотношения

0 < B+(p, n, x0) 6
hn
2

max
x06y6x0+hn

ϕ(y) =
β3(p)

√
2π√

n
E2(p) max

x06y6x0+hn
ϕ(y), (11)

B+(p, n, x) =
hn
2
ϕ(x) +R+

2 (p, n, x) =
β3(p)

√
2π√

n
E2(p)ϕ(x) +R+

2 (p, n, x), (12)

где
|R+

2 (p, n, x)| 6 h2
n

6
max

x6y6x+hn

∣∣∣ϕ′(y)
∣∣∣ =

β2
3(p)4π

3n
E2

2 (p) max
x6y6x+hn

∣∣∣ϕ′(y)
∣∣∣. (13)

4. Функции A+(p, n, x) и B+(p, n, x) удовлетворяют неравенству

|A+(p, n, x0) +B+(p, n, x0)| 6 β3(p)√
n
E(p).

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Межинтеграционной
программы СО РАН (проект 56), а также ДВО РАН (проекты
12-I-ОМН-01, 12-II-СО-01М-002).
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Создавая новые протоколы с заданными свойствами безопасности (аутен-
тификация, конфиденциальность, доказательства отправки и получения и
пр.) можно идти двумя путями: либо устранять возможные атаки на про-
стой протокол, уже обладающий некоторыми из этих свойств, добавляя до-
полнительное шифрование, подтверждение подлинности, вычисление хэш-
функций; либо взять уже известный протокол, обладающий этими свойства-
ми и у которого не найдены возможные атаки, попытаться упростить его
путем удаления из него некоторых шифрований, вычислений хэш-функций,
при этом стараясь особо не изменять алгоритм обмена сообщениями. Вто-
рой путь также интересен в том смысле, что чем проще протокол в смысле
вычислений - тем быстрее осуществляется обмен.

Рассмотрим некоторые протоколы аутентификации (NSPK) и протоколы за-
щищенного обмена ключами (EKE). Будем использовать следующую систему обо-
значений: A,B — участники протокола, также идентификаторы участников А и
В соответственно; A −→ B : X — А отправляет В сообщение Х; rA — случайное
число, генерируемое А; Ek(X) — результат шифрования Х на ключе k ; EA(X) —
результат шифрования сообщения Х на открытом ключе асимметричной системы,
где секретный ключ принадлежит участнику А; kAB — ключ симметричной системы
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шифрования участников А и В; kA- открытый ключ асимметричной системы шиф-
рования, секретный ключ которой принадлежит участнику А; H(X) — значение
хэш-функции на сообщении Х; DA(X) — шифрование сообщения Х участником А с
использованием секретного ключа его асимметричной системы шифрования; C(A)

— противник С, который маскируется под участника А. Протоколы взаимной аутен-
тификации Во всех этих протоколах требуется выполнение свойств аутентификации
источника и защиты от повтора. 1) Протокол NSPK — xor 1. A −→ B : EB(rA, A) 2.
B −→ A : EA(rA, rB, B) 3. A −→ B : EB(rB) Атак нет, свойства выполняются. Если
убрать операцию xor, получится протокол NSL. Если убрать использование иденти-
фикатора участника В, получится базовый протокол NSPK. На оба этих протокола
существуют атаки. 2) Протокол NSL (Needham — Schroeder — Long Protocol) 1.
A −→ B : EB(A, rA) 2. B −→ A : EA(rA, rB, B) 3. A −→ B : EB(rB) Если допустить,
что возможно заменить одно случайное число rB на другое, полученное конкатена-
цией двух чисел (rB, B) , и это останется незамеченным, то возможна следующая
атака: Первый сеанс, С маскируется под В. Второй сеанс, С маскируется под А.
Третий сеанс, С легально общается с участником А. 1. A −→ C(B) : EB(A, rA) 1’.
C(A) −→ B : EB(A,C) 2’. B −→ C(A) : EA(C, rB, B) 1”. C −→ A : EA(C, (rB, B))

2”. C −→ C : EC((rB, B), rA, A) 3’. C(A) −→ B : EB(rB) Используются три сеан-
са протокола с чередованием сообщений из разных сеансов, при этом нарушитель
может вычислить rB и пройти аутентификацию в качестве участника А во втором
сеансе протокола. 3) Протокол NSPK 1. A −→ B : EB(rA, A) 2. B −→ A : EA(rA, rB)

3. A −→ B : EB(rB) Нарушитель С, используя законный обмен с участником А,
может открыть сеанс связи с участником В и убедить его в том, что С является А:
1. A −→ C : EC(rA, A) 1’. C(A) −→ B : EB(rA, A) 2’. B −→ C(A) : EA(rA, rB) 2.
C −→ A : EA(rA, rB) 3. A −→ C : EC(rB) 3’. C(A) −→ B : EB(rB) Таким образом,
можно предположить, что для аутентификации источника необходимо передавать
идентификаторы участников обмена, при этом во избежание атак аналогичных ата-
ке на протокол NSL, имеет смысл эти идентификаторы дополнять временными мет-
ками и защищать шифрованием, вычислением хэш-функции от полученного числа
или применением какой-либо математической операции (xor, возведение в степень
и т.п.). В работе предлагается протокол цифровой подписи, стойкость которого про-
анализирована различными способами, осуществлена программная реализация про-
токола. Теперь перейдем непосредственно к описанию разработанного протокола пе-
редачи сообщений на основе эллиптических кривых. При передаче сообщения M от
пользователя A (отправителя) к пользователю B (получателю) выполняются следу-
ющие шаги: 1) подписываем передаваемое сообщение цифровой подписью Шнорра,
используя хэш-функцию Tiger в соответствующих шагах алгоритма подписи; 2) вы-
бираем эллиптическую кривую и точку на ней для последующего использования в
шифровании, используя метод случайного выбора; 3) полученное сообщение пред-
ставляем в виде точки на эллиптической кривой, используя вероятностный метод
представления открытого текста . При этом текст представляется в виде ASCII-
кодов символов; 4) к точке, полученной на шаге 3, применяем аналог системы шиф-
рования Эль-Гамаля для эллиптических кривых; 5) делаем общедоступными в ка-
нале связи: характеристику поля; определенную над ним эллиптическую кривую;
точку, выбранную на шаге 2; открытый ключ отправителя сообщения; открытый
ключ цифровой подписи; 6) передаем по открытому каналу связи зашифрованное
сообщение; 7) получатель по общедоступным данным расшифровывает сообщение и
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удостоверяется в правильности цифровой подписи; 8) в случае неверной цифровой
подписи сообщение игнорируется. Построен график зависимости стойкости наше-
го протокола от нижней границы характеристики поля, начиная с 160 бит. Анализ
стойкости протоколов проводился с использованием пакета AVISPA.
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В докладе рассматривается задача оптимизации структуры моментных оценок скорости
сходимости в центральной предельной теореме для сумм независимых случайных вели-
чин, имеющих три первых момента, и пуассоновских случайных сумм. Основное вни-
мание уделено оценкам равномерной метрики (метрики Колмогорова). Показано, что
даже теоретически наилучшие возможные классические оценки, имеющую аффинную
зависимость от ляпуновской дроби, можно улучшить, если эту аффинную функцию за-
менить более эффективной линейной или даже вогнутой и дополнительно использовать
информацию о младших моментах. Построены асимптотические оценки с оптимальной
структурой и остаточным членом, указанным в явном виде, а также абсолютные оценки
(не содержащие остаточного члена) с уточненной структурой, в частности, улучшены
неравенства Берри–Эссеена, Нагаева–Бикялиса, а также асимптотические оценки Пра-
витца (1975), Бикялиса (1991, 1994) и Чистякова (1996, 2000). На основе полученных
равномерных оценок предложен новый подход к построению неравномерных оценок и
оценок скорости сходимости обобщенных пуассоновских распределений, позволивший
получить существенные продвижения в этой области. В качестве следствия впервые по-
казано, что скорость сходимости сопровождающих безгранично делимых распределений
выше, чем исходных.
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Исследуются задачи идентификации для стационарного уравнения
конвекции-диффузии, рассматриваемого в ограниченной области при
смешанных краевых условиях на границе области. С помощью оптимиза-
ционного метода указанные задачи сводятся к обратным экстремальным
задачам, в которых роль управлений играют скорость течения и плотность
объемных источников вещества. Доказывается их разрешимость как для
произвольного слабо полунепрерывного снизу функционала качества, так
и для конкретных функционалов качества. На основе анализа системы
оптимальности устанавливаются достаточные условия на исходные данные,
обеспечивающие единственность и устойчивость решений конкретных
экстремальных задач относительно малых возмущений как функционала
качества, так и одной из функций, входящих в краевую задачу.

Введение

В последние годы большое внимание уделяется постановке и исследованию за-
дач управления для моделей тепломассопероноса [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Наряду с задачами
управления важную роль в приложениях играют обратные задачи для моделей теп-
ломассопереноса. Используя оптимизационный метод [7], указанные задачи можно
свести к исследованию соответствующих обратных экстремальных задач на слабых
решениях рассматриваемых краевых задач. Для исследования указанных экстре-
мальных задач удобно применять хорошо разработанные методы условной миними-
зации [8]. В настоящей работе исследуется разрешимость экстремальной задачи для
уравнения конвекции-диффузии, рассматриваемого в ограниченной области Ω при
смешанных краевых условиях для температуры, выводится система оптимально-
сти, описывающая необходимые условия экстремума, и устанавливаются достаточ-
ные условия на исходные данные, обеспечивающие единственность и устойчивость
оптимальных решений.
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1. Постановка прямой задачи

Пусть Ω – ограниченная область в Rd, d = 2, 3, с границей Γ, состоящей из двух
частей ΓD и ΓN . Рассмотрим в Ω задачу нахождения температуры T жидкой среды,
занимающей область Ω, из соотношений

λ∆T + u · ∇T = f в Ω, (1)

T = 0 на ΓD, λ∂T/∂n = χ на ΓN . (2)

Здесь λ =const> 0 – коэффициент температуропроводности, u ≡ u(x) – вектор ско-
рости, f(x) – плотность объемных источников тепла, χ(x) – заданные на участках
ΓN функции. Будем использовать функциональные пространства Соболева Hs(D),
s ∈ R. Здесь D обозначает либо область Ω, либо некоторую подобласть Q ⊂ Ω, либо
границу Γ или участок Γ0 границы Γ с положительной мерой. Через ‖ · ‖s, | · |s и
(·, ·)s будем обозначать норму, полунорму и скалярное произведение в Hs(Ω). Через
‖ · ‖Q, ‖ · ‖1,Q и (·, ·)Q, (·, ·)1,Q будем обозначать нормы и скалярные произведения
соответственно в пространствах L2(Q) и H1(Q). При Q = Ω индекс Ω будем опус-
кать, полагая ‖ · ‖Ω = ‖ · ‖ и ‖ · ‖1,Ω = ‖ · ‖1. Положим ‖χ‖ΓN = ‖χ‖L2(ΓN ). Положим
H1

div(Ω) = {u ∈ H1(Ω) : divu = 0}, Z = {u ∈ H1
div(Ω) : u · n|ΓN > 0}. Будем пред-

полагать, что выполняются условия (i) Γ ∈ C0,1, Γ = Γ̄D ∪ Γ̄N , meas ΓD > 0; (ii)
χ ∈ L2(ΓN ), (iii) u ∈ Z, f ∈ L2(Ω). Введем основное для дальнейшего анализа про-
странство X = {θ ∈ H1(Ω) : θ|ΓD = 0}. Известно, что X – гильбертово пространство
с нормой ‖ · ‖X = ‖ · ‖1, эквивалентной полунорме | · |1 в силу неравенства Фри-
дрикса–Пуанкаре́ вида |θ|21 > δ1‖θ‖21 ∀ θ ∈ X, δ1 = const > 0. Через X∗ обозначим
пространство, двойственное к X относительно пространства L2(Ω). Слабым реше-
нием задачи (1), (2) назовем функцию T ∈ X, удовлетворяющую соотношениию

au(T, η) ≡ λ(∇T,∇η) + (u · ∇T, η) = 〈l, η〉 ≡ (f, η) + (χ, η)ΓN∀η ∈ X. (3)

Справедливы следующие неравенства (см. [7]):

|(χ, θ)ΓN | 6 γ2‖χ‖ΓN ‖θ‖1, |(u · ∇T, θ)| 6 γ1‖u‖1‖T‖1‖θ‖1, γ1 = const. (4)

Ясно, что l ∈ X∗, причем с учетом (4) выполняется оценка ‖l‖X∗ 6 ‖f‖+ γ2‖χ‖ΓN .
Пусть u ∈ Z. Легко видеть, что au(T, T ) > λ∗‖T‖21, λ∗ = δ1λ. Из общей теории
вытекает, что задача (3) эквивалентна решению операторного уравнения

AuT = l. (5)

Из теоремы Лакса-Мильграма вытекает, что решение T ∈ X задачи (3) существует,
единственно и для него выполняется оценка

‖T‖1 6 C0‖l‖X∗ 6 C0(‖f‖+ γ2‖χ‖ΓN ), C0 = λ−1
∗ ≡ (δ1λ0)−1.

2. Постановка обратной задачи

Задачи исследования единственности и устойчивости решений обратных экстре-
мальных задач для рассматриваемой модели теплопереноса заключаются в миними-
зации определенных функционалов качества, зависящих от состояния (температуры
T ) и неизвестных функций (управлений), удовлетворяющих уравнениям состояния,
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имеющих вид слабой формулировки (3) задачи (1),(2). Управления u и f относят-
ся к разным классам распределенных управлений. Если функция f имеет смысл
управления типа плотности источников, линейно входящей в уравнение состояния,
то функция u, являющаяся множителем при неизвестном решении, имеет смысл
мультипликативного управления, нелинейно входящего в уравнение состояния. В
качестве функционала качества мы выберем один из следующих:

I1(T ) = ‖T − Td‖2Q =

∫
Q

|T − Td|2dx ≡
∫
Ω

r(T − T̃d)2dx, I2(T ) = ‖T − Td‖21,Q. (6)

Будем предполагать, что управление u и f изменяются во множествах K1,K2, при-
чем (j)K1 ⊂ Z, K2 ⊂ L2(Ω) - некоторые выпуклые замкнутые множества. Полагая
K = K1×K2, u = (u, f), введем оператор F = X×K×L2(ΓN )→ X∗, действующий
по формуле 〈F (T, u, χ), η〉 = 〈AuT, η〉 − (f, η)− (χ, η)ΓN ≡ au(T, η)− (f, η)− (χ, η)ΓN .
Рассмотрим следующую экстремальную задачу:

J(T, u) ≡ µ0

2
I(T ) +

µ1

2
‖u‖21 +

µ2

2
‖f‖2Ω → inf, F (T, u) = 0, (T, u) ∈ X ×K. (7)

Здесь µ0, µ1, µ2 неотрицательные параметры, служащие для регулирования относи-
тельной важности каждого из слагаемых в (7). Введем множество Zad(χ) = {(T, u) ∈
X ×K : F (T, u, χ) = 0, J(T, u) <∞} допустимых пар (T, u) для задачи (7). Предпо-
ложим в дополнение к (j), что справедливо следующее условие: (jj) µ0 > 0, µ1 > 0,
µ2 > 0 и K1, K2 – ограниченные множества либо µl > 0, l = 0, 1, 2, и функционал
I ограничен снизу. Теорема 1. Пусть I : X → R – слабо полунепрерывный снизу
функционал качества и выполняются условия (i), (ii), (j), (jj), причем Zad(χ) 6= ∅.
Тогда задача (7) имеет по крайней мере одно решение (T, u) ∈ X×K. Подчеркнем,
что утверждения теоремы 1 справедливы для функционалов I1 и I2, поскольку они
неотрицательны и слабо полунепрерывны снизу. Теорема 2. Пусть при выполне-
нии условий теоремы 1 пара (T̂ , û) ∈ X×K, где û = (û, f̂), является решением зада-
чи (7), и пусть функционал I(T ) непрерывно дифференцируем по T в точке T̂ . Тогда
существует единственный множитель Лагранжа θ ∈ X такой, что справедливо
уравнение Эйлера-Лагранжа L′T (T̂ , û, χ, θ) ≡ F ′T (T̂ , û, χ)∗θ + (µ0/2)I ′T (T̂ ) = 0 в X∗,
эквивалентное тождеству

λ(∇τ,∇θ) + (û · ∇τ, θ) = −(µ0/2) < I ′T (T̂ ), τ > ∀τ ∈ X, (8)

и выполняется принцип минимума L(T̂ , û, f, θ) 6 L(T̂ , u, f, θ) ∀u ∈ K, эквивалент-
ный паре вариационных неравенств

〈L′u(T̂ , û, χ, θ),u− û〉 = µ1(û,u− û)1 + ((u− û) · ∇T̂ , θ) > 0 ∀u ∈ K1, (9)

〈L′f (T̂ , û, χ, θ), f − f̂〉 = µ2(f̂ , f − f̂)Ω − (f − f̂ , θ)Ω > 0 ∀f ∈ K2. (10)

Задачи (11) и (8) вместе с вариационными неравенствами (9) и (10) образуют си-
стему оптимальности, описывающую необходимые условия экстремума для задачи
(3). Установим одно важное свойство системы оптимальности, с помощью которо-
го ниже мы выведем достаточные условия на данные, обеспечивающие единствен-
ность и устойчивость решений ряда конкретных экстремальных задач. Сформули-
руем его в виде теоремы. Теорема 3. Пусть в дополнение к условиям (i), (ii)

K1 ⊂ Z, K2 ⊂ L2(Ω) и Xad ⊂ L2(ΓN ) – ограниченные множества, и пусть пары
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(T1, u1) ∈ X ×K и (T2, u2) ∈ X ×K являются решениями соответственно задач
(7) при χ1 ∈ Xad и задачи

J̃(T, u) =
µ0

2
Ĩ(T ) +

µ1

2
‖u‖21 +

µ2

2
‖f‖2Ω → inf, F (T, u, χ̃) = 0, (T, u) ∈ X ×K

при χ̃ = χ2 ∈ Xad. Через θi ∈ X обозначим множители Лагранжа, отвечающие
решениям (Ti, ui, fi), и пусть функционалы I и Ĩ непрерывно дифференцируемы
относительно состояния T . Тогда для разностей T , u, f , θ и χ, определенных
формулами

T = T1 − T2, u = u1 − u2, f = f1 − f2, θ = θ1 − θ2, χ = χ1 − χ2, (11)

выполняется неравенство

(u · ∇T, θ1 + θ2) + (µ0/2)〈I ′T (T1)− Ĩ ′T (T2), T 〉 6 −(χ, θ)ΓN − µ1‖u‖21 + µ2‖f‖2Ω (12)

и справедлива оценка

‖T‖1 6 C0(γ1‖u‖1‖T2‖1 + ‖f‖+ ‖χ‖ΓN ) 6 C0(γ1MT ‖u‖1 + ‖f‖+ ‖χ‖ΓN ). (13)

3. Единственность и устойчивость решений
экстремальных задач

Исследуем единственность и устойчивость решений следующей экстремальной
задачи, отвечающей функционалу качества I1(T ) = ‖T − Td‖2Q:

J(T, u) =
µ0

2
I1(T ) +

µ1

2
‖u‖21 +

µ2

2
‖f‖2Ω → inf, F (T, u, χ) = 0, (T, u) ∈ X ×K. (14)

Обозначим через (T1, u1) = (T1,u1, f1) решение задачи (14), отвечающее заданным
функциям Td = T

(1)
d ∈ L2(Q), χ = χ1 ∈ Xad. Через (T2, u2) = (T2,u2, f2) обозначим

решение задачи (14), отвечающее возмущенным функциям T̃d = T
(2)
d ∈ L2(Q) и

χ̃ = χ2 ∈ Xad. Полагая Td = T
(1)
d − T (2)

d , имеем, что

〈I ′iT (Ti), τ〉 = 2(Ti − T (i)
d , τ)Q, 〈I ′1T (T1)− Ĩ ′1T (T2), T 〉 = 2(‖T‖2Q − (Td, T )Q), i = 1, 2.

(15)
В силу (15) тождество (8) для θi ∈ X и неравенство (12) для разностей T , u, f , χ,
θ, введенных в (11), принимают вид

λ(∇τ,∇θi) + (ui · ∇τ, θi) = −µ0(Ti − T (i)
d , τ)Q ∀τ ∈ X, i = 1, 2, (16)

(u · ∇T, θ1 + θ2) + µ0(‖T‖2Q − (Td, T )Q) 6 −(χ, θ)ΓN − µ1‖u‖21 − µ2‖f‖2Ω. (17)

Задача (16) эквивалентна следующему уравнению для θi: A∗uiθi = µ0f
∗
i ∈ X∗, где

〈f∗i , τ〉 = −(Ti − T
(i)
d , τ)Q, i = 1, 2. Здесь A∗ui – оператор, сопряженный к опера-

тору Aui , введеному в разд. 1. Используя неравенство Коши-Буняковского, име-
ем |〈f∗i , τ〉| = |(Ti − T

(i)
d , τ)Q| 6 M0

T ‖τ‖1 ∀τ ∈ X, где M0
T = MT +

max(‖T (1)
d ‖Q, ‖T

(2)
d ‖Q). Из результатов разд. 1 тогда выводим, что

‖θi‖1 6 C0µ0M
0
T , i = 1, 2, C0 ≡ (δ1λ0)−1, |(χ, θ)ΓN | 6 2γ2C0µ0M

0
T . (18)

Используя (13), (18) и неравенство Юнга, имеем

|(u · ∇T, θ1 + θ2)| 6 γ1‖u‖1‖T‖1‖θ1 + θ2‖1 6 2γ1‖u‖1C0(γ1MT ‖u‖1 + ‖f‖+
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+γ2‖χ‖ΓN )C0µ0M
0
T 6 µ0C0

2M0
TM

−1
T (4γ2

1M
2
T ‖u‖21 + ‖f‖2 + γ2

2‖χ‖2ΓN ). (19)

Предположим, что выполняются условия

µ1(1− ε) > 4µ0γ
2
1C

2
0M

0
TMT , µ2(1− ε) > µ0C

2
0M

0
TM

−1
T , (20)

где ε > 0 – произвольное сколь угодно малое число. Учитывая (20), из (19) выводим

|(u · ∇T, θ1 + θ2)| 6 µ1(1− ε)‖u‖21 + µ2(1− ε)‖f‖2Ω + µ0C
2
0γ

2
2M

0
TM

−1
T ‖χ‖

2
ΓN
. (21)

Используя (21), из неравенства (17) получаем, что

µ0(‖T‖2Q − (Td, T )Q) 6 −(u · ∇T, θ1 + θ2)− (χ, θ)ΓN − µ1‖u‖21 − µ2‖f‖2Ω 6

−εµ1‖u‖21 − εµ2‖f‖2Ω + [ϕ(‖χ‖)ΓN ]2. (22)

Здесь непрерывная функция ϕ : [0,∞)→ [0,∞) определяется формулой

ϕ(‖χ‖ΓN ) = (a‖χ‖ΓN + b‖χ‖2ΓN )1/2, a = 2C0γ2M
0
T , b = C2

0γ
2
2M

0
TM

−1
T . (23)

Из (22) следует, что

µ0‖T‖2Q 6 µ0‖T‖Q‖Td‖Q − εµ1‖u‖21 − εµ2‖f‖2Ω + [ϕ(‖χ‖ΓN )]2. (24)

Отсуда выводим неравенство ‖T‖2Q 6 ‖T‖Q‖Td‖Q + [ϕ(‖χ‖ΓN )]2 относительно ‖T‖Q.
Решив его, приходим к оценке ‖T‖Q 6 ‖Td‖Q+ϕ(‖χ‖ΓN ), эквивалентной следующей
оценке для разности T1 − T2:

‖T1 − T2‖Q 6 ‖T (1)
d − T (2)

d ‖Q + ϕ(‖χ1 − χ2‖ΓN ). (25)

Используя (25), и неравенство ‖T‖Q‖Td‖Q 6 ‖T‖2Q + (1/4)‖Td‖2Q, вытекающее из
неравенства Юнга, из (24) выводим, что

εµ1‖u‖21 + εµ2‖f‖2Ω 6 −µ0‖T‖2Q + µ0‖T‖Q‖Td‖Q + [ϕ(‖χ‖ΓN )]2 6

(µ0/4)‖Td‖2Q + µ0 [ϕ(‖χ‖ΓN )]2 6 µ0 [(1/2)‖Td‖Q + ϕ(‖χ‖ΓN )]2 . (26)

Из (26) вытекают следующие оценки:

‖u1 − u2‖1 6
√
µ0/εµ1∆, ‖f1 − f2‖Ω 6

√
µ0/εµ2∆, (27)

‖T1 − T2‖1 6 C0(γ1MT

√
µ0/εµ1 +

√
µ0/εµ2)∆ + C0‖χ1 − χ2‖ΓN . (28)

Здесь величина ∆ определяется формулой

∆ = (1/2)‖T (1)
d − T (2)

d ‖Q + ϕ(‖χ1 − χ2‖ΓN ). (29)

Сформулируем полученные результаты в виде теоремы. Теорема 4. Пусть при
выполнении условий (i), (ii) и (j) K1,K2 и Xad ⊂ H1/2(ΓN ) – ограниченные множе-
ства и пусть четверка (Ti,ui, fi) ∈ H1(Ω) × K1 × K2 является решением задачи
(14), отвечающим заданным функциям T

(i)
d ∈ L

2(Q) и χi ∈ Xad, где Q ⊂ Ω – произ-
вольное открытое множество. Предположим, что µ0 > 0 и выполняются условия
(20). Тогда справедливы оценки (25) и (27), (28), где ∆ определяется формулой (29),
в которой функция ϕ дается формулой (23). Работа выполнена при частичной фи-
нансовой поддержке грантов ФЦП (N14.А1821.0353) и РФФИ (N13-01-00313).
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North China and Northeast China Northeast China are generally considered to
be with relatively stable continental interior, in contrast to the other regions of
China. Nonetheless, the two areas are characterized by intermediate to strong
seismic activity. More than 2 scores of M > 7.0 earthquakes took place in North
China in last several millenniums, and several deep-focus earthquakes have been
recorded in the southernmost part of northeast China, adjoining the Far East,
Russia. We have collected GPS observations from 1999 to 2011, and derived an
integrated velocity field using GAMIT/GLOBK software. We have re-calculated
velocities with respect to the assumed AMU microplate, and reconfirmed almost
absence of significant relative movements within the area under study. For the
north China, composed of 4 tectonic microblocks and 3 active belts, we employ
an integrating model of blocks and dislocations to fit the observed GPS velocities
by solving an optimal problem using the simulated annealing algorithm. The
following conclusions are drawn from the modeling: The four main blocks show
very close Euler poles with clockwise angular rotation velocities. The 3 active
tectonic belts are found to have different motions in terms of slip rate and locking
depth. All the 3 tectonic belts display relatively high locking ratio, implying
that they are prone to accumulate strain. We also document the far-field co-
seismic and post-seismic displacements of the 2011 Great Tohoku earthquake
detected by GPS stations in the study area. About 2300 km away from the Great
Tohoku earthquake, the co-seismic offsets recorded by GPS sites are around
10mm. Post-seismic deformation displays a heterogeneous pattern, implying a
complex causative mechanism.
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In the context of dealing with financial risk management problems it is desirable
to have accurate bounds for option prices in situations when pricing formulae do
not exist in the closed form. A unified approach for obtaining upper and lower
bounds for Asian-type options is proposed in this paper. The bounds obtained
are applicable to the continuous and discrete-time frameworks for the case of
time-dependent interest rates. A numerical example is provided to illustrate the
accuracy of the bounds.

Introduction

We aim to obtain accurate bounds for option prices

CT = Ee−RTFT (S),

where Rt =

∫ t
0
rsds, rs is an interest rate, FT (S) is an Asian-type payoff of the option

written on the stock price S = (St, 0 6 t 6 T ), T is the maturity time. (We assume that
all random processes are defined on the same filtered probability space (Ω, {Ft}t>0, P )).
The typical payoff for Asian-type options is

FT (S) = (

T∫
0

(Su −K)dµ(u))+, (1)

where x+ = max[x, 0] = (−x)− for any x, K is a fixed strike, µ(u) is a distribution
function on the interval [0, T ]. Using the notation

h =

T∫
0

huµ(du), h ∈ H,
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where H is the class of adapted random processes h = (hs, 0 6 s 6 T ) such that∫T
0
|hu|µ(du) = |h| <∞ a.s., we can rewrite (1) as follows

FT (S) = (S −K)+ = (S −K)
+
. (2)

In relation to discretely monitored options (DMO) or continuously monitored options
(CMO) the distribution function µ can be discrete or continuous respectively. This setup
also includes the case of call options on the volume-weighted average price (VWAP), that
is

AT :=

∑
tj6T

StjUtj∑
tj6T

Utj
, FT (S) = (AT −K)+,

where Utj is a traded volume at the moment tj . By setting

µ(u) =

∑
tj6u

Utj∑
tj6T

Utj
, 0 6 u 6 T

we obtain the representations (1) and (2) for options on VWAP. The presentation of
classical Asian payoffs in the form (1) was mentioned by Rogers and Shi [9] and Večeř
([13]) where they used the PDE approach for finding CT for CMO under the geometric
Brownian motion (gBm) model and constant interest rates. The paper [9] generated a
flow of related results about lower and upper bounds under different settings. We would
like to mention here the pioneering paper by Curran [3] and the unpublished paper by
Thompson [11]; in fact, the latter contains some ideas which we are developing further
here. A similar approach was used by Albrecher et al ([1]). In addition, among other
recent papers on this topic we would like to mention the paper by Chen and Lyuu [2]
containing many numerical results for CMO under the gBm model, and the paper by
Lemmens et al [6] which discusses DMO based on bounds for geometric Levy processes. In
[6] comparisons to other approaches were presented; in particular, among other methods,
comparisons to the recursive integration method developed by Fusai and Meucci [4] and
the method utilising comonotonic bounds (e.g. [12]) were given. Note that all above cited
papers assume that the interest rate process is constant. The case of floating strikes, that
is options with the payoff FT (S) = (S − ST )+, can be easily reduced to the case (1) and
is not discussed here. Below we develop a unified approach to obtaining lower and upper
bounds for Asian-type DMO and CMO including VWAP with general time-dependent
interest rates.

1. Lower and Upper bounds

The main technical result, which we use for the derivation of lower and upper bounds
below, is given in the following Theorem 1. Let z be a real number. Then

CT = sup
z,h∈H

Ee−RT (S −K)I{h > z} (3)

= inf
h∈H

Ee−RT (S −K(1 + h− h))+ (4)

where both supremum and infimum are attained by taking

hu = Su/K (5)
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and z = 1. Further we use the notation

Xt := log(St/S0)

and assume that the discounted process e−RtSt = S0e
Xt−Rt is a martingale with respect

to the filtration {Ft}t>0, as required by the non-arbitrage theory (see e.g. [5]). Theorem
1 implies that, for all h ∈ H , the following lower and upper bounds hold

CT > LB := S0 sup
z
Ee−RT (eX − K

S0
)I{h > z}, (6)

CT 6 UB := S0Ee
−RT (eX − K

S0
(1 + h− h))+. (7)

To find a process h producing accurate bounds we need to take into account a complexity
of calculations of the joint distribution of (X,h, h). Obviously, the problem can be made
computationally affordable when hu is a linear function of Xu, that is under the choice

hu = a(u)Xu + b(u)

with some nonrandom functions a(u) and b(u). Since both inequalities (6) and (7) are,
in fact, equalities when (5) holds, one may try to match the first moments of hu and
Su/K that is to set

Ehu = E(Su/K), V ar(hu) = V ar(Su/K).

Here we apply a simpler choice with a(u) = a = const and b(u) = 0 i.e.

hu = aXu (8)

where the constant a needs to be chosen in the upper bound. For the latter case we have

CT > LB1 := S0 sup
z
Ee−RT (eX − K

S0
)I{X > z}, (9)

CT 6 UB1 := S0 inf
a
Ee−RT (eX − K

S0
(1 + aX − aX))+. (10)

Note that the calculation of the lower bound (9) does not depend on a choice of the
constant a.

2. The case of Gaussian returns

Here we suppose that the process X = (Xu, 0 6 u 6 T ) is Gaussian. To simplify
the exposition we also suppose that the process rt is nonrandom. The case of stochastic
interest rates which are independent of St, can be treated in a similar way. The pair
(Xu, X), obviously, has a Gaussian distribution with

Cov(Xu, X) =

T∫
0

Cov(Xu, Xs)dµ(s), (11)

V ar(X) =

T∫
0

T∫
0

Cov(Xu, Xs)dµ(u)dµ(s). (12)

Below we consider a numerical example which corresponds to the gBm model with

Xu = Ru + σWu − σ2/2 u,
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where Wu is a standard Bm. For the case of DMO we assume that µ(u) is an uniform
discrete distribution on (0,T] with jumps at points

ui =
i

N
T, i = 1, ..., N,

where N is the number of time units (e.g. trading days). From (11) we obtain

κ(ui) := cov(Wui ,W ) =

N∑
j=1

min(ui, sj)T/N = ui(T −
ui
2

+
T

2N
),

VN := V ar(W ) =
T

3
(1 +

3

2N
+

1

2N2
),

Note that letting N → ∞ one can obtain the characteristics needed for the pricing
of CMO as well. For numerical illustrations and comparisons we consider the set of
parameters S0 = K = 100, σ = 0.3, the interest rate

rs = 0.09(1 + c/2 sin(2πs)), (13)

where the parameter c = 0 or c = 1. One can speed up calculations of the bounds using
the function erfc(x). For example, using the Girsanov transformation we have obtained
the following expression for the lower bound

LB1 =
e−RTS0

2T N
max
z

[
∑
i

eRuierfc{
√
VN/2(z − σκ(ui))} −

K

S0
erfc{

√
VN/2z}].

It takes less than a quarter of second with Mathematica for any σ to find this lower
bound. Computing the upper bounds UB2 is also relatively fast (up to 7 seconds using
Mathematica for fixed a) but essentially slower with use of the command FindMinimum
in Mathematica. The optimal value of a for the upper bound (10) is usually found in the
interval (0.7, 1). In fact, we found that UB1 with the choice a = 1 produces a reasonable
accuracy (the errors are less than 0.5% for wide ranges of T, σ and K). In Table 1 the
numerical results for LB1 and UB1 obtained with Mathematica are reported with three
decimal digits. We provide the calculated bounds for two cases c = 0 and c = 1 in (13);
the results for c = 1 are formatted in bold and placed in brackets. As an estimate for
the price we consider a midpoint of the interval (LB1, UB1):

ĈT =
LB1 + UB1

2
.

The following bound is valid for the relative error of ĈT :

|ĈT /CT − 1|100% 6 (UB1/LB1− 1)50%.

Table 1.

T N LB1 UB1 error % for ĈT

1
10
50
∞

12.162 (12.135)
11.782 (11.785)
11.718 (11.741)

12.259 (12.239)
11.829 (11.807)
11.731 (11.769)

0.4 (0.42)
0.1 (0.11)
0.03 (0.11)

9
10
50
∞

56.344 (60.769)
56.073 (60.066)
56.012 (60.014)

57.233 (61.568)
56.419 (60.506)
56.146 (60.197)

0.78 (0.68)
0.3 (0.37)
0.17 (0.15)

As it might be anticipated, the prices for options with longer maturities (here T = 9)
depend essentially on the term structure of interest rates.
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