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Introduction  

I studied about complete analysis, that is founded myself, of fractional discrete model illus-

trates the growth of animal family without any categorization with using Matlab program.        

Fractional discrete model could be expressed 
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Here, 0d  is the ecological necessities of one member of biological family. In the other 

words, allotted field, grass and feed etc.   

To simplify the model, substituting )()( txdtx  . It becomes 
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Here 0,0    

Equilibrium points of equation (2) could find following, 
1

21 )1(,0  xx .  Bifurcation 

parameter,   expresses coefficient of growth.  

In the next case when 2  and 10   , equilibrium point at 01 x  will be stable.  

Where 1





 and 

2
1






 , equilibrium point at 

1

2 )1( x   will be con-

stantly stable. 

Where 2 , the stabilization of equilibrium point is distort at the specific values of exoge-

nous parameter of  , gradually condition of bifurcation, stable cycle, chaos may happen.  

Therefore, now we need to find the parameters value that starts bifurcation, stable cycle, cha-

os. 

Choose 3 , analyze the function. Cause analyze will be have same results at any  in the 

condition of 2 . 

Where 31   . Equilibrium point 

1

2 )1(x  will be stable. In the other words, equilibri-

um point’s stabilization starts to distort at the value of  30  . Furthermore, bifurcation , stable 

cycles ,...2,2,2 32
 would start. 

30   is the first value, that provides condition of )(x))(x(F),(x))(x(F 1221    which 

has 2 length and stable, of bifurcation parameters that   generate ))(x);(x( 21   cycle. 

This cycle is stable between interval where 10   , but stabilization would be distorted 

furthermore, the stable cycle which has 4 length would be generated when 1  . n denotes bi-

furcation parameter that would distort cycle stabilization which has length of 
n2 , would generate 

stable cycle which has  length of 
1n2 
.  
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When we know this constant and 1 , we could find what is called feigenbaumis point.  

                            
n

n



  lim

                                                                                    (4)  

This point is the end of bifurcation. In the other words, when parameter is   , the chaotic 

state would be generated, not bifurcation [1]. 

 However, this method has approximation error there are more accuracy methodology [1]. 

When it is 3 , attractors figure shown as below. The figure has drown by Matlab program.  

Figure 1. 

From the figure 1, obviously,  would be existed be-

tween interval, (14;16). If we assume 2 , it will become 

2
)(0






 .  From this fraction 

2
)(0






 ,  it will be 

provided  


)(lim 0
2




.  Therefore when   is close to 2, 

we can see that the phase of this equation attractor,   

)t(x

)t(x
)t(x










1
1  , would have unique stable point even  

the values of  are infinite. 

If )(1   is close to 1, approximately, 1)(   . In this case, phase would be entirely chaos 

and consist of narrow windows of any length cycles. 
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Let's consider the integral equation that arises in the inverse problem for the wave equation 

3

1

def

|y|

u( y )dy
A u( x ) f ( x ), x, y R ,

| x y | | x y |





  
  

                 (1) 

where ,||,R 1   and )x(f is given for ,a],b,a[|x| 1 see the Figure below. 
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If ,1 then (1) is Riesz integral 

equation and .O)A(Ker 1  

 

If ,1 then O)A(Ker 1 and 

consists of all odd functions ).y(u  

 

So we can expect that the forward 

scattering )( 0  is a more difficult 

problem than the back scatter-

ing ).( 0  

 

And this is really so! 

 

Theorem. O)A(Ker   for .||, 11    

 

In order to prove it for the case ,0 we need to prove some kind of an analog of Riemann 

hypothesis for the Zeta function of an algebraic variety over a finite field. It is much easier than 

the proof of Weil conjectures, but still is a nontrivial problem. 

 

For our case the corresponding "Zeta function" is given by the formula 
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where 1q  is a fixed parameter, ,Nn  and )z(Pn is a sequence of polynomials generated 

by operator .A  

 

Hypothesis. )s(n has trivial zeros: ,Nm,)m(n  02 simple pole at 1s with 

.],[RES n 11   All other nontrivial zeros belong to the critical line .sRe
2

1
  

 This is the "Riemann's hypothesis" that gives us the uniqueness theorem for the equa-

tion fuA   for .0  

 

This result was announced in a plenary report on the 7-th international conference "Inverse 

Problems: Modeling and Simulation" held on May 26-31, 2014, in Fethiye, Turkey. 

In this paper we sketch the proof of this result and consider the new applications to 3D inverse 

problems. 
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Generation of orthogonal regular grids of sufficiently high-quality remains a prominent chal-

lenge. An orthogonal grid offers significant advantages in the solution of systems of partial dif-

ferential equations; many works have been devoted to generation of such grids. In particular, the 

quasi-conformal maps have been widely used for generation of orthogonal grids. 

We discuss a special class of canonical domains for generation of quasi-isometric grids. The 

base computational strategy of our approach is that the physical domain is decomposed into five 

non-overlapping blocks which are automatically generated by solving a variational problem. 

Four of these blocks  those containing the corners - are conformally equivalent to the geodesic 

quadrangles on the surfaces of constant curvature, while the fifth block is a conformal image of a 

nonconvex polygon composed of five planar rectangles (or a large rectangle with four small rec-

tangles cut out of its corners). To ensure that the angles of the physical and canonical domains 

coincide and the conformal modules are the same, the four corner blocks are taken to be some 

geodesic quadrangles on the surfaces of constant curvature; namely, on the spherical, planar, or 

Lobachevsky planes, which depends on the angles of the physical domain. Within each of these 

blocks some quasi-isometric grid is generated. The orthogonality of the coordinate lines holds in 

the fifth, central block. 

We present an algorithm for automated construction of the one-parameter family of such ca-

nonical domains. The parameter  is defined in such a way that, by the theorem that we have 

proved, for every physical domain there exists a unique value of  for which the mapping from 

the canonical domain onto the physical region is conformal and its derivative is bounded. Appli-

cation of this mapping results in a grid inside the physical region that is orthogonal far from the 

corners. This strategy ensures the existence of such canonical domain (that means the possibility 

of generating the desired grid) and the uniqueness of the mapping, i.e., our algorithm cannot 

converge to two different solutions. Note that the grid lines are the images of the geodesics in 

corresponding metrics.  

       

Almost orthogonal multi-block quasi-isometric grid in a physical domain. 

One-block almost orthogonal quasi-isometric grid in a physical domain  

mailto:chumakov@math.nsc.ru
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Mathematical models of processes in the catalytic systems are characterized by non-linearity 

at all levels [1]: chemical transformations on the catalyst surface, transfer processes on a single 

catalyst particle, heat and mass transfer in an elementary volume of a catalytic reactor, and pro-

cesses in a technological scheme. A kinetic model describing the dynamics of chemical reactions 

on the surface of a catalyst is, as a rule, an autonomous system of ordinary differential equations. 

A model of heat and mass transfer processes in a catalyst particle is a boundary-value problem 

for some system of parabolic equations in the spherical or Euclidean coordinate system. And a 

mathematical description of transient processes in a catalytic reactor can be presented as an ini-

tial-boundary problem for a system of differential equations of different types in at most four 

spatial coordinates, and, moreover, there can be ordinary differential equations (in spatial coor-

dinate or/and in time) and transport equations of the first order, together with some equations of 

the "diffusion plus reaction" type, supplemented by algebraic equations for the quasi-stationary 

variables. At each level of description complexity (details), there are many questions to mathe-

maticians, i.e., the problems of qualitative and quantitative study of the properties of a certain 

model and its adequacy to the process in some real catalytic system. 

We will present results of studying the complex dynamics of kinetic models of small dimen-

sion. In the case of a system of three nonlinear ordinary differential equations with fast, interme-

diate, and slow variables, we will focus on the problems of multiple steady states, bifurcation of 

periodic solutions, generation of aperiodic dynamics with change of a parameter (or parameters). 

Also some limit models will be discussed which describe the performance modes of the catalytic 

fixed-bed reactors with periodic operation (in the case of a periodic control function having high 

frequency, i.e., the so-called "sliding" mode), as well as the models in which an asymptotic solu-

tion of the form of a "heat and concentration front" is formed in the case of sufficiently long in-

terval (an infinitely long catalyst layer). In particular, in the latter case we discuss the question of 

approximation the problem on the infinite interval over the space-coordinate by the problem on 

an interval of finite length.  

We are also concerned about the problems of the qualitative theory as well as numerical anal-

ysis that naturally arise in the studying the mathematical models. Let us mention the problems of 

global bifurcation of codimension one, transition to non-periodic dynamics in result of a cascade 

of period doubling bifurcations, etc. (first of all, these are concerned the theory of ordinary dif-

ferential equations). There is a number of issues of computational analysis that attracted our at-

tention, we would pointed the numerical approximation of solutions over an infinite interval, the 

questions of parametric sensitivity, the study of system properties in a neighborhood of the bifur-

cation parameter values, etc. 
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The Discontinuous Galerkin Finite Element Method (DG-FEM) and the Boundary Element 

Method (BEM) are nowadays classical numerical techniques. 

On one hand, the DG-FEM is really appropriate to deal with highly heterogeneous media in 

time harmonic domain. In comparison with continuous Finite Elements Method (FEM), this 

method is well adapted to direct solver since it connectivity diagram is significantly smaller than 

the one of FEM. However, it suffers from numerical pollution (this pollution effect can be lim-

ited thanks to high order elements). 

On the other hand, the BEM is one the most efficient method to deal with homogeneous me-

dia (especially when accelerated by a multipole method or thanks to the Adaptive Cross Approx-

imation). Moreover, this method is less affected by numerical pollution. However, BEM is not 

adapted to heterogeneous media. 

In this talk, we would like to present a DG-FEM whose elements are defined thanks to a 

BEM. This new numerical discretization will benefit from the advantages of BEM and DG-FEM, 

but is much harder to program. 
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ПРЯМЫЕ И ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ В ТЕОРИИ СИНГУЛЯРНЫХ 

ОДУ С ПОМОЩЬЮ РЕЗУРГЕНТНОГО АНАЛИЗА 

DIRECT AND INVERSE PROBLEMS FOR SINGULAR ODE'S IN THE 

LIGHT OF RESURGENT ANALYSIS. 
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1. Сингулярные ОДУ и резургентные функции: Речь идет здесь о локальных ОДУ (т.е. о 

ростках ОДУ) сингулярного типа, около z    для технического удобства. Формальные 

решения таких ОДУ в виде степенных рядов от 1z  чаще всего расходятся, но поддаются 

просуммированию по Борелю: 

                
 

   
1

arg
ˆ ˆ ,

1 !

n
n z

n nz a z a z e d
n




 


      


 


    

                              () 

причем  преобразования Бореля  ̂   суть  ‘резургентные функции’: у них дискретная 

констелляция особых точек  , и они отличаются свойством самовоспроизведения 

(‘resurgence’)  в каждой из этих  .    

mailto:jean.ecalle@math.psud.fr
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2.  - операторы и - символы:   Поскольку особые точки   ответственны за расходи-

мость изначального ряда  z  и носят важнейшую информацию (‘постоянные Стокса’), 

вводятся специальные операторы ˆ   для точного описания поведения   ̂   в  .   

Преобразы   в z - плоскости формально действуют как дифференцирование: 

     1 2 1 2 1 2           .  К ним присоединяются, как двойственное понятие, сим-

волы 1 , , r   с их особой таблицей умножения (‘shuffle product’) .  

3.  Просуммирование расходящихся решений: по процедуре () выше. 

4. Теоремы трансцендентности и независимости (‘дифф. теория Галуа’):   

Дисплей (‘display’)  dpl   резургентной функции дан формулой 

       1

1

, ,

1

dpl : r

r

ir

z z z 

 



  


     

и полезен тем, что любое отношение  1 2, 0R     влечет за собой куда более сильное 

отношение     1 2dpl ,dpl 0R    .     

5. Вычисление постоянных Стокса (‘прямая задача’):  Резургентный анализ приводит к 

явным, замкнутым выражениям для постоянных Стокса и позволяет их вычислить (осо-

бенно доминантных) с большой точностью. 

6. Построение сингулярных ОДУ, обладающих заранее заданным набором постоянных 

Стокса. Это так сказать обратная задача или ‘синтез’. Решающую роль играют здесь так 

наз. ‘резургентные одночлены’: 

 
    
     

1

2 1 1

1, ,

0
1 2 1 1

: ,r
i i i i r

c

r r

z y c z y dy dy
U z SPA

y z y y y y

 
   





   


    

которые относятся к  - операторам ровно так, как обыкновенные одночлены к простым 

дифференциальным операторам, и тем самым легко приводят к формальному решению 

задачи о ‘синтезе’, причем сходимость этого формального решения автоматически обес-

печена для достаточно больших значений параметра c . 

7. Резургентные функции еще нашли применение в других областях математики (дифф. 

геометрия, дискретные динамические системы, сингулярные возмущения и т.д. и т.п.) и 

даже в физике (в так наз. квазиклассическом подходе к квантовой механике и еще в тео-

рии поля). 

Литература 

1. Six Lectures on Transseries, Analysable Functions etc // Proc. of the 1992 Montreal Sem-

inar on Bifurcations, Kluwer Acad. Publ., pp. 75-184. 
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This work proceeds the investigation started in [1, 2] and is concerned with an inverse prob-

lem for the second order differential equation 

,),(),())(),((  xxfuxuuxdiv k                                      (1) 

where ),( uxk  is a matrix of functions, )(u  and ),( ux  are scalar functions. We assume that   

is a bounded domain in n
R  with the boundary .2C   

Applications of this problem deal with the recovery of unknown parameters indicating phys-

ical properties of a medium (the heat conductivity, the permeability of a porous medium, etc.). 

Of special interest is the problem of finding the leading coefficients of (1) given the additional 

boundary data on   or a part of  . 

In this work we study the problem of the identification of the constant coefficient k  in equa-

tion 

,),()()()}()())()(({ 211  xxfuxguxmuxdivk M                        (2) 

with the Dirichlet boundary data 

).(xu 


                                                              (3) 

Here ),(1 s  ),(2 s  are known functions of the argument ,1Rs  )(xM  is a matrix of functions 

),(xmij  .,,2,1, nji   The functions ),(xm  ),(xg  ),(xf  )(x  are given and suppose to be 

nonnegative. The linear operator IxmxdivM )())((  Μ  ( I  the identity operator) is as-

sumed to be elliptic and selfadjoint. It is also supposed that the functions ),(1 s  )(2 s  are con-

tinuous and nonnegative in  ),(   and strictly increase. 

Equation (1) arises in the models of the non-equilibrium effects in a simultaneous flow of 

immiscible fluids in porous media. Some kinds of equations (1) are involved in modeling the 

electric fields of semiconductors. In physical context the constant coefficient k  is interpreted as 

the average conductivity of a medium. 

As an additional data for the recovery of the coefficient k  we take the condition of 

overdetermination 








dsx

N

u
k )(

)(1                                                      (4) 

where RxN ),)((/ nΜ   is the conormal derivative ( R),(    the inner product in 
n

R ), n  is a 

unit outward normal to  ,   is a part of  , )(x  is a given function,   is a given real 

number. Physically, the condition (3) describes, for instance, the total flux of the liquid through 

the surface of the rock. 

mailto:lubanova@mail.ru
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Under some additional conditions the existence and uniqueness of the solution to the inverse 

problem (2)  (4) involving a function }1),(),()(|{ 22
21  pLvWvvWu p

 and a 

positive real number k  is proved. The proof is based on the reduction of the inverse problem to 

an operator equation 

)(kAk   

where A  is a contraction operator on the set 000 Kkk  . The stability of the solution to the 

problem (2)  (4) follows from the contractibility of the operator A . 
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Phenomena like compactification, instant compactification, and finite-time extinction of solu-

tions are known for various classical and nonclassical problems of mathematical physics (see, 

e.g., [1, 2] and references therein). We extend this theory to quasilinear parabolic inequalities 

containing nonlinearities of the so-called Burgers-Kardar-Parisi-Zhang  type (and their generali-

zations) arising, e.g., in modelling of directed polymers and interface growth (see [3, 4]). 

Consider the problem 

                                  

2

1

, , , 0,
n

n

j

j j

u u
u a x u f u x t

x t

  
         

                            (1) 

                                       00
, ,n

t
u u x x


                                                       (2) 

assuming that there exists a function  g s continuous in  0, and such that    , ,ja x s g s  

1, ,j n  while 0u  is  continuous, bounded, and nonnegative  in n . 

Introduce the function 

 
 

0

0

.

x

s g d

F s e dx
 

   

This function is defined and invertible on  ,  . Therefore, the function 

                                                           
 This research was supported by RFBR grant No. 14-01-00265 and by the president grant for government support 

of the leading scientific schools of the Russian Federation No. 4479.2014.1. 
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1

0 1

F s

g d

s e f F s
 








     

is defined on  ,  . 

Theorem 1. Suppose that  0lim 0
x

u x


 ,   0 0f  ,  and   0f s   in  0,  while 

 s does not decrease on  0, and is such that 
 

1

0

ds

s s
  . Then any (classical) 

nonnegative solution of problem (1)-(2) has the following properties: 

(i)  supp u ,x t is bounded for any positive t ; 

(ii)  lim , 0
x

u x t


 uniformly with respect to  0,t  ; 

(iii)  there exists a positive T such that  , 0u x t  in the  half-space   ,n T  .   

Remark. In the framework of this theory, results obtained for inequalities are stronger than 

the ones obtained for equations: if a function satisfies an equation, then it satisfies the corre-

sponding inequality a fortiori and, therefore, it possesses properties (i)-(iii) as well. 
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1. A.S. Kalashnikov. Some problems of the qualitative theory of nonlinear degenerate second-

order  parabolic equations // Russ. Math. Surv. 1987. Vol. 42, № 2. P.169-222. 
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UDC 517.9 

POHOZHAEV IDENTITIES AND APPLICATIONS FOR QUASI-LINEAR 

EQUATIONS OF MIXED ELLIPTIC-HYPERBOLIC TYPE 
 

Nedyu Popivanov 

 

Faculty of Mathematics and Informatics, University of Sofia, Bulgaria 

  nedyu@fmi.uni-sofia.bg 

Starting from the ground-breaking paper of Pohozhaev (1965), it is well known that the ho-

mogeneous Dirichlet problem for semilinear elliptic equations such as Δu+u|u|
p-2 

=0 in Ω, a 

bounded subset of R
n
, with n>2, permits only the trivial solution if the domain is star-shaped, the 

solution is sufficiently regular, and p>2
*
(n):=2n/(n-2), where the latter quantity is the critical ex-

ponent in the Sobolev embedding of H0
1
(Ω) into L

p
(Ω ) for p<2

*
(n). It has been shown in [1], [2] 

that the nonexistence principle in supercritical case also holds for certain two dimensional prob-

lems for the mixed elliptic-hyperbolic Gellersted operator L (instead of Δ), with some appropri-

ate boundary conditions. It is also valid for a large class of such problems even in higher dimen-

sions  [3]. In dimension 2, such operators have a long-standing connection with transonic fluid 

flow. Of course, the critical Sobolev embedding in this case is from of a suitably weighted ver-

sion of H0
1
(Ω) into L

p
(Ω ). As usual, in BVP for such mixed elliptic-hyperbolic Gellersted opera-

tor L, the boundary data's are given only on the proper subset of the boundary. To compensate 

the lack of a boundary condition on a part of boundary, a sharp Hardy-Sobolev inequality is 

used, as was first done in [1], [2] and later in [3], [4]. 

References 

 [1] Lupo D., K. Payne, Critical exponents for semi-linear equations of mixed elliptic-

hyperbolic types,  Comm. Pure Appl. Math., v.56 (2003), 403-424. 
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Appl., v. 108 (2014) 29–56. 
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UDC 517.956.2 

ON THE DIRICHLET TYPE PROBLEM TO DEGENERATE AT A LINE 

ELLIPTIC SYSTEMS 
 

Rutkauskas S. 

 

Institute of Mathematics and Informatics of Vilnius University, Lithuania 

stasys.rutkauskas@mii.vu.lt 

 

 Let 1, 1,nD n   2, , 0 1,D        be a domain of points 0( , '),x x x  1' ( , , ),nx x x  

containing the cylinder   0 0C , ' : ' , 0R x x x R x H    , both bases of which lie on .   Thus, 

the line ' 0x   cross the domain D and intersect with by two points (0,0)O and 1( ,0) .nP H   

We consider in D the system of equations  

                    
, 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
i j i

n n

ij x x i x
i j i

A x u B x u C x u F x
 

                                                          (1)  

assuming that matrixes  (1) ( ), , ,m
ij ij ijA diag a a  (1) ( ), , ,m

i i iB diag b b   , ( , 1, )klC c k l m   and 

right-hand side  1, , mF diag f f are smooth enough in .D  

 Let   be the projection of D  onto the plane 0 0x  . We assume that there exist continuous in 

  and positive for ' 0x   functions 1a and 2a  such that 2 (0) 0a  and 

 
2 2( )

1 2
, 0

( ') ( ) ( ') , 1, ,
n

k
ij

i j

a x a x a x k m 


    

in D  for each 1
0( , , ) .n

n      Therefore, system (1) is elliptic in  0 \ ' 0D D x  in the 

sense of Petrovskii and its order degenerates at the line ' 0.x   Note, if 1,n  then the line 

1' : 0x x  divides domain D into two separate subdomains having the common part of their 

boundaries lying on the line 1 0.x   In this case system (1) degenerates at the boundaries of these 

subdomains which coincides with this line. 

Let  \ : ' .D D x x R     Introduce the class of vector-functions 

      2, 2,
0 : 0 .locC D u u C D 

      

The following two Dirichlet type problems to system (1) are studied: 

  

                                u g  on   0 \ ,O P u     in 0 ,D                                              (2) 

              u g  on   0 \ ,O P        ' 0 0 0lim , ' , '/ ' 0.x u x x h x x x                            (3) 

Here ,g h are given smooth enough functions.  

The sufficient conditions of existence and uniqueness of the solution  2,
0locu C D  problems 

(2) and (3) are given. 
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UDC  517.946 

ON THE CONTINUATION OF THE SOLUTIONS OF A 

GENERALIZED CAUCHY-RIEMANN SYSTEM  
 

Sattorov E.N.*,  Ermamatova Fotima E.** 

 

* Samarkand State University, Uzbekistan, Samarkand 

Sattorov-e@rambler.ru  

**  Samarkand State University,  Uzbekistan, Samarkand 
 

Let   and be points of the   dimensional Euclidean  space 

,  a bounded simply connected domain in   with piecewise-smooth boundary consisting 

of a  piece of the plane    and smooth surface   lying in the half-space  .   

 Suppose that vector function  satisfied  in  the system equations [1] 

,                (1) 

Statement of the problem. Find a regular solution  of system (1) in the domain   using its 

Cauchy data on the surface  :  

                                                            (2) 

where   is a given continuous vector function on . 

Using results from [2], [3],[4] on solving the Cauchy problem, we construct the Carleman ma-

trix for the Laplace and Helmholts equations in explicit form and, on its basis, the regularized 

solution of the Cauchy problem for system (1). By using the continuation formula we found nec-

essary and sufficient for the extendibility of functions given an a part of a boundary to the do-

main as a solution of the system (1). We prove the Fock-Kyni theorem fore this one.  This result 

were proofed in [5]-[7] of the domain   three-dimensional Euclidean  space.  
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UDC 517.954  

BOUNDARY INTEGRAL CONDITIONS FOR THE KOHN LAPLACIAN 

ON THE HEISENBERG GROUP* 
 

Suragan D.*, Baikonys A.** 

 

*Institute of mathematics and mathematical modeling, Almaty, Kazakhstan 

suragan@list.ru 

** Institute of mathematics and mathematical modeling, Almaty, Kazakhstan 

baikonys@mail.ru 

 

In this talk we construct an integral boundary condition for the Kohn Laplacian in a given 

domain on the Heisenberg group and state a correct nonlocal boundary value problem for the 

Kohn Laplacian, which is solvable explicitly. This also amounts to finding the trace on smooth 

surfaces of the Newton potential associated to the Kohn Laplacian. We also obtain similar results 

for higher powers of the Kohn Laplacian. 

This talk is based on papers [1] and [2]. 
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1. T.Sh. Kal’menov and D. Suragan. To spectral problems for the volume potential, Doklady 

Mathematics, 80 (2009), pp. 646-649. 
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ASYMPTOTIC STABILITY LINEAR DIFFERENTIAL EQUATION 

WITH DIAGONAL PERIODIC COEFFICIENTS 

АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНОГО 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ С ДИАГОНАЛЬНО-

ПЕРИОДИЧЕСКИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 

Т.Batzul*, B.Chimedlodoi*, Sh.Uurthaikh** 

 

*Mongolian University of Science and Technology, **Institute of Finance and Economic   

must1204@gmail.com 

 

Abstract. In this work we defined following new criteria asymptotic stability of second order 

system linear homogeneous differential equations with diagonal periodic coefficients.  

Let’s consider the following second order system of  linear differential equations.   

1
11 1 12 2

2
21 1 22 2

( ) ( )

( ) ( )

dy
a x y a x y

dx

dy
a x y a t y

dx


 


  


,                                                              (1) 

mailto:suragan@list.ru
mailto:baikonys@mail.ru
mailto:must1204@gmail.com
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New criteria. /Criteria asymptotic stability of second order system linear homogeneous differ-

ential equations with diagonal periodic coefficients/.  Let 11( )a x , 12 ( )a x , 21( )a x   and 22 ( )a x  be 

diagonal periodic real continuous functions with the period 1 2( , ,..., )m    . Then fundamen-

tal matrixes ( )x  of system (1) will be following form: 
11 12

21 22

( ) ( )

( ) ( )

Bx
f x f x

Y e
f x f x

 
  
 

, where B  -real 

constant quadratic matrix and all elements of  matrix ( )P x  will be the diagonal periodic func-

tions with the period 1 2( , ,..., )m    . Then number 
 
named multi-applicator of system. Let 

1 and 2  be eigenvalues of matrix B . 

A). System (1) will be asymptotic stabile system,  if 1Re 0   and 2Re 0   1 2( )  . 

Moreover,  2 2

2 21 22( ) , ( )
x x

Y f x e f x e
 

  will be solution asymptotic stabile system, if 1Re 0   

and 2Re 0  .  

B).  Let 1 2     be. if Re 0  , then system (1) will be asymptotic stabile system and 

 2 2

2 21 22( ) , ( )
x x

Y f x e f x e
 

  will be solution asymptotic stabile system . 
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CLASSICAL SOLVABILITY OF THE RADIAL VISCOUS FINGERING 

PROBLEM IN A HELE-SHAW CELL 

ЗАДАЧИ НЕЧЕТКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ И ОБОБЩЕННЫЙ 

ПРИНЦИП ПРИНЦИПА ЗАДЕ 
 

Tani A. 

 

Keio University, Japan, Yokohama 

tani@math.keio.ac.jp 

 

Classical Stefan problem is a nonlinear problem with a free boundary for heat equation.  

Concerning a problem with analogous conditions on the free boundary for elliptic equations, 

one arrives at the (one-phase) Hele-Shaw problem, which is of hydrodynamic type: in this case 

the time dependency of the problem is preserved due to the variation of the free boundary with 

time. 

In this communication, we are concerned with proving the classical solvability of the Hele-

Shaw problem with radial geometry by applying the same method as in the Stefan problem and 

justifying the vanishing the coefficient of the derivative with respect to time in a parabolic equa-

tion. 

(This is a joint work with H. Tani) 
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УДК 517.95 

О КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ СИСТЕМЫ БИЦАДЗЕ-ЯНУШАУСКАСА 

BITSADZE-YANUSHAUSKAS SYSTEM’S  

BOUNDARY VALUE PROBLEM 
 

Абдрахманов А.М.* 

 

* Уфимский государственный авиационный технический университет,  

Россия, Уфа 

abdrai@mail.ru 

 

Рассмотрим систему 

n,..,,j,
x

u

x
u

n

k k

k

j
j 100

1























 



 .                 (1) 

Она сильно  эллиптична при  1 . Пусть область D полупространство 0xn   или шар  

 122
2

2
1  nx...xx . 

В этих областях рассмотрим следующую краевую задачу: найти регулярное в области 

D решение n21 u,...,u,u системы (1), удовлетворяющее на границе  области условиям 

                     n
n

jj f
n

u
,1n,..,2,1j,fu 




 ,                 (2) 

где n - внутренняя нормаль  . 

Доказана теорема: Для достаточно гладких функций ,n,...,2,1j,f j  фигурирующих в 

граничном условии (2), при 1  краевая задача (2) для системы (1) в шаре или полупро-

странстве всегда разрешима. Соответствующая однородная задача в полупространстве 

имеет одно линейно-независимое решение, а в шаре имеет бесконечно много линейно-

независимых решений. 

 
УДК 517.95 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ОДНОСТОРОННЕГО НАГРЕВА 

СТЕКЛОПЛАСТИКОГО СТЕРЖНЯ С УПРУГОЙ ОПОРОЙ 

  MODELING OF FIBERGLASS ROD WITH THE ELASTIC 

SUPPORT’S ONE-SIDED HEATING  
 

Абдрахманова А.А., Павлов В.П. 

 

Уфимский государственный авиационный технический университет,  

Россия, Уфа 

abdrahmanova-a@mail.ru 

 

Рассматривается прямой стеклопластиковый стержень прямоугольной формы. Стер-

жень нагревается таким образом, что температура изменяется во времени t  и вдоль коор-

динатной оси 3X , оставаясь одинаковой вдоль осей 21 X,X . В трех слоях стержня при 

3,2,1s,x
)2(

s   заданы экспериментальные [1] зависимости температуры от времени 

3...,,1s),t(TT ss  . при одностороннем нагреве стержня из КТ-11-К-Ф, закрепленного 

mailto:abdrai@mail.ru
mailto:abdrahmanova-a@mail.ru
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по концам в опорах заданной жесткости. Экспериментальные зависимости 

3,2,1s),t(TT ss   аппроксимированы  сплайнами третьей степени дефекта один 

На основе сплайнов рассчитаны зависимости температуры от времени )t(TT ss   в рас-

сматриваемых слоях материала. 

Сплайны позволяют определить значения температуры ),t,x(TT
)2(

s
)t(

s  3,2,1s  для 

любого момента времени t  из рассматриваемого временного интервала в трех точках с 

координатами 3,2,1s,x
)2(

s  . 

На основе информации о температуре в указанных трех слоях построены  для времени 

t  зависимости температуры от координаты 2x  в форме алгебраического многочлена 

третьей степени. 

При этом, в следствие того, что информации о температурах только в трех точках не 

достаточно для определения коэффициентов полинома третьей степени, принято, что по-

верхность стержня  constxx
)2(

12   является адиабатной, т.е. тепловой поток через нее 

равен нулю: 

0
2

2
1 






x

)x(T
q

)(

  

Для многочлена )x(T 2  сформирована система из четырех алгебраических уравнений 






































4

2i

2i)2(
1i

2

4

1i
s

1i)2(
si

,0)x(a
x

T

,3,2,1s,T)x(a

 

решением которой являются значения коэффициентов 4...,,1i,a i  . 

На основе данной методики были рассчитаны  для значений времени с150,100,50,0t   

зависимости температуры T  от координаты 2x .  

Полученные зависимости позволяют рассчитывать температуру в любой точке стержня 

в любой момент времени при одностороннем нагреве.   
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УДК 517.956.6 

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ С КОНОРМАЛЬНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ  

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА ВТОРОГО РОДА. 

ABOUT ONE PROBLEM WITH CONORMAL  DERIVED FOR 

ELLIPTICAL TYPE EQUATION OF THE SECOND KIND. 
 

Абдуллаев А.А. 

 

Национальный университет Узбекистана им. М.Улугбека, 

Узбекистан, Ташкент 

            akmal09.07.85@mail.ru 

 

В работе исследуется краевая задача с конормальным производным для уравнения эл-

липтического типа второго рода.  

= 0, 1< < 0.m

xx yy
y u u m                                  (1) 

Пусть  D  - конечная однозначная область в плоскости   ,x y , ограничена кривой   

при  0, > 0x y  с концами в точках (0,0), (1,0)A B  и отрезком AB  оси Ox . 

Введём обозначения  

  , :0 1, 0 , , 2 ,
2

m
J x y x y D AB

m
        


 

причём    
1

0.
2

    

Задача.  Требуется найти функцию ( , )u x y , обладающую следующими свойствами:    

1)    1( , )u x y C D C D J     – причем 
x

u  и  
y

u  могут обращаться бесконечность 

порядка меньше чем  2  в точках  0,0A  и  1,0B ; 

2) ( , )u x y  -  дважды непрерывно дифференцируемое решение уравнения (1) в области 

D ; 

3) ( , )u x y  -  удовлетворяет краевым условиям 

 ( ) [ ] ( ) = ( ), 0 ,ss A u s u s s l


      

           0 0 1
1

,0 ,0 ,0 = ( ), 0 1,j
n

y j x n
j

a x u x a x D u x a x u x b x x





     

где  ( )s , ( )s , )(s , ( ), ( )ja x b x  заданные функции, причём   

(0) 0,b   0 (1) 0,a   

   

 

 

1

2

3

0 0

1 1

1 2 3 2 3

( ) (1 ) ( ), 1, ,

( ) (1 ) ( ),

( ) (1 ) ( ),

0, 1,

j j

n n

a x x x a x j n

a x x x a x

a x x x a x







    

 

   

  

  


    

 

2 2( ) ( ) 0, [0, ],s s s l      

 
1

2

0

0, ( ,0) ,
n

j
j

a x x J




       ( ), ( ), ( ) 0, ,s s s C l     

     2( ), ( ) , 0, 1 ,ja x b x C J C J j n        

и  
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  ,m

s

dy u dx u
A u y

ds x ds y

 
 

 
 

= cos( , ), = cos( , )
dx dy

n y n x
ds ds

 , n  внешняя нормаль к кривой  , l   длина всей кри-

вой  , s   длина дуги кривой  , отсчитываемая от точки  1,0B , а   0

j

x
D


   – оператор 

(в смысле Римана - Лиувилля) интегрирования дробного порядка ( 1,0)j    задаваемый 

формулой [1]: 

 
 

 
0 1

0

1
, 1 0.j

j

x

x j

j

f t dt
D

x t









   
  

  

Единственность  решения  данной задачи доказывается  методом интегралов энергии, а 

существование с помощью интегральных уравнений. 
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В  работе, рассматривается нелокальная задача для нагруженного уравнения эллипти-

ко-гиперболического типа: 

1

1 sgn
sgn ( , ( ,0)) 0

2

n

xx yy k

k

y
u yu R x u x




                                               (1) 

с интегральным оператором [2]:  

1

1

( ) ( ,0), при   1
( , ( ,0))  
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k x

p x D u x q x
R x u x

r x D u x x q







  
 

   

 

1 11 1
( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) при  0

( ) ( )
k k k k

x a

ax xa k

k ka x

D f x x t f t dt D f x t x f t dt
    

 

   
    
      

в конечной двусвязной области  , ограниченной линиями: 
2 2

1 : 1x y   ;  
2 2 2

2 : , 0x y q y    ; 

и характеристиками: 
1

1 : ( 1) ( 1)j j

jA C x y     ;  1

2 : ( 1) ( 1) ; (0 1),( 1,2)j j

jB C x y q q j         

уравнения (1) при 0y  , где   1 1;0A ,  2 1;0A  ,  1 ;0B q ,  2 ;0B q ,   1 0; 1C  ,  2 0;C q  

Введем обозначения: 2

1 2

1 1 1 1
( ) , ( ) , ( 1)

2 2 2 2

x x x x
x i x i i 

   
        ;  
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0 ( 0)y   ,   1 ( ) ( 0)x y q y      ; 

 2 ( ) ( 0)y x q y      , 1 ( ) ( 0)D q x y q x       , 

2 ( ) ( 0)D q y x q x       , 3 ( 1 ) ( 1 )D x y q y x q             

0 0 1 2D    ,    1 1

2

1
:0 ( 1) , : ( 1) 1 ,( 1,2)

2

j j

j j

q
I x x q I x x j 



 
         

 
. 

Задача I. Найти функцию ( , )u x y  со следующими свойствами: 

1) ( , ) ( )u x y C  ;  2) ( , )u x y является регулярным решением уравнения (1) в области 

0 1 2 3D D D D   , кроме того, 1 1 2 2( )yu C A B A B   причем ( ,0)yu x  может обращаться в 

бесконечность порядка меньше единицы при x q , а при  1x  ограничена; 

3) на линиях изменения типа выполняются условия склеивания 

1 1 2 2( , 0) ( , 0), ( ,0)y yu x u x x A B A B     , 

4)   ( , )u x y  удовлетворяет краевым условиям 

  ( , ) ( , ), ( , )
j

j ju x y x y x y


   ;    
2

2( , ) ( ),
B C jj

ju x y g x x I   ;
     

 1 1 1 1( ) ( ) ( ,0) ( ) ( ,0) ( ), ( ,1)y x

d
u x a x u x b x u x c x x q

dx
     ; 

 2 2 2 2( ) ( ) ( ,0) ( ) ( ,0) ( ), ( 1, )y x

d
u x a x u x b x u x c x x q

dx
       ; 

где ( , ),j x y  ( ),jg x ( ), ( ), ( )j j ja x b x c x ,  1,2j   – заданные функции, причем:    

 1 20 (0)g g ,    2 2( ,0)g q q   ,    1 2( ,0)g q q ,       

Лемма.  Общее решение уравнения (1) при 0y   представимо в виде [1]: 

1 2( , ) ( ) ( ) ( )ju x y f x y f x y x      

где 1( , )f x y и 2( , )f x y  произвольные дважды непрерывно дифференцируемые функции, а  

( )j x  –решение обыкновенного дифференциального уравнения  

1

( ) ( , ( ,0)) 0,
n

j k

k

x R x u x


  
     

1

2

( ) при   0;
( )

( ) при   0,
j

x x
x

x x







 


 

удовлетворяющегося условиям  

2 2 1 1( 1) ( 1) (1) (1) 0          . 

Теорема. Если выполнены условия  ( , ) ( ) ( , ); ( , ) ,j j j jx y xy x y x y C      

   2
2 2( ) ,j j jg x C I C I  

 
   2( ), ( ), ( )j j j j j j ja x b x c x C A B C A B  , 2 ( ) 1,ja x 

 

2 ( ) 1,jb x     2
1 1 1 1( ) ,kp x C A B C A B 

  
   2

2 2 2 2( )kq x C A B C A B  и ( ), ( ) 0k kp x r x   

( 1,k n ), 2 ( ) 1, 2 ( ) 1j ja x b x    то решение поставленной задачи существует и единст-

венно. 

Единственность решения задачи доказывается аналогично, как и в работе [1],  а су-

ществование методом интегральных уравнений. 
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За последние два десятилетия отечественные [2] и зарубежные исследователи все чаще 

используют математические методы для управления, планирования и организации здраво-

охранения, для поиска научно - обоснованных решений. Наиболее широко стали вне-

дряться математические модели, разработанные на базе методов исследования операций. 

Перспективными в настоящее время считаются следующие разделы:  

 линейное программирование;  

 динамическое программирование; 

 методы сетевого планирования; 

 математические методы управления запасами;  

 математическая теория игр; 

 теория массового обслуживания и др. 

Указанные методы позволяют построить математические модели различных процессов, 

имеющих место в здравоохранении. Целесообразность и актуальность применения мате-

матических моделей в АСУ учреждениями здравоохранения особенно возрастает сейчас, 

когда здравоохранение страны переходит на новые организационные формы работы [1,3]. 

При разработке и внедрении моделей предпочтительнее иметь систему моделей, охваты-

вающих весь цикл управления, когда выход одной модели является входом для другой. 

Все многообразие моделей, приемлемых для здравоохранения, представлено шестью 

группами [1]: 

1. Модели прогнозирования ситуации. Основное назначение - дать руководителям ин-

формацию о будущей ситуации для правильного принятия решения. 

2. Имитационные модели деятельности учреждений здравоохранения позволяют изу-

чать нагрузку отдельных подразделений в зависимости от общей нагрузки учреждения, 

оптимизировать его структуру и состав. 

3. Многокритериальные модели оптимального распределения ресурсов в условиях ог-

раничений на них. Позволяют получать оптимальные планы распределения и нагрузки 

различных ресурсов, которые необходимы для организации медицинской помощи (коеч-

ный фонд, финансы, ставки, бригады и т.п.). 

4. Модели оптимальных расписаний. Позволяют проводить различные оптимизации во 

времени (оптимальные планы-графики, маршруты расписаний и т.п.). Данные модели ши-

роко использовались для управления разработкой и внедрением АСУ «Горздрав» (сетевые 

графики) и в этом качестве являются неотъемлемой частью системы. 

5. Логико-лингвистические модели и модели искусственного интеллекта. Этот класс 

моделей позволяет проводить оптимизацию в условиях «плохой» формализуемости объ-

екта, в условиях, когда знания об объекте в основном экспертные. 
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6. Модели анализа на основе информации о состоянии здоровья населения на данной 

территории или обслуживаемого континента (смертность, инвалидность, заболеваемость, 

обращаемость в ССМП, обращаемость в поликлинику, детская смертность и т.п.), инфор-

мации о состоянии внешней среды (загрязнение воздуха, воды, санитарно-гигиеническая 

обстановка), а также информации о ресурсах здравоохранения.   Выделяются три вида 

наиболее важных факторов, влияющих на состояние здоровья: 

 природные (не управляемые); 

 факторы, зависящие от деятельности здравоохранения (управляемые); 

 факторы, зависящие от деятельности человека в регионе. 

С учетом этих факторов проводится комплексная оценка, принимаются решения, на-

правленные на улучшение состояния здоровья на территории республики.  

Литература 

1. Чечин Г.И., Максаков В.В., Максакова О.С. Некоторые методические подходы к соз-

данию моделей управления учреждений здравоохранения города. //Материалы всерос. 

конф. «Системный анализ и моделирование в здравоохранении». – Новокузнецк, 1992. С. 

69-77. 

2. Кант В.И. и др. Применение некоторых методов статистического анализа и модели-

рования в исследованиях проблем сельского здравоохранения. //Здравоохранение. – Ки-

шинев, 1986, №1. С. 6-12. 

3. Акрамов К.Т. Моделирование развития регионального комплекса «Здоровье»: Авто-

реф. канд. диссер. – Ташкент, 1993. – 18 с. 

 
УДК 532:536 

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА КОЛИЧЕСТВЕННОЙ ОЦЕНКИ ПРИТОКА К 

БОКОВЫМ СТВОЛАМ МНОГОСТВОЛЬНОЙ СКВАЖИНЫ
*
 

INVERSE PROBLEM OF QUANTITATIVE EVALUATION INFLOW 

TO SIDEHOLE OF MULTILATERAL WELL 
 

Абдуллин А.И., Морозов П.Е. 

 

Федеральное государственное бюджетное учреждение науки  

Институт механики и машиностроения Казанского научного  

центра Российской академии наук, Россия, Казань 

abdullin@imm.knc.ru 

 

Технология бурения многоствольных горизонтальных скважин (МГС) используется для 

разработки низкопроницаемых и слоистых пластов, а также пластов, содержащих 

высоковязкую нефть. Основное преимущество МГС заключается в создании 

максимальной площади контакта с продуктивным пластом, приводящего к увеличению 

области дренирования и снижению депрессии в пласте. Результаты 

термогидродинамических исследований используются для мониторинга и оптимизации 

режима работы МГС, а также для оценки дебитов боковых стволов скважины. 

Из законов сохранения массы, импульса и энергии [1, 2] с учётом присоединённой 

массы получим систему дифференциальных уравнений, описывающую процесс 

тепломассопереноса в стволе горизонтальной скважины: 

crdx

d wv 2
 +


 i

i

i

q
x )( , 

 
vv

v





crdx

d

dx

dp

4

2

1
, Lx 0 ,                      (1) 

 

mailto:abdullin@imm.knc.ru


25 

 

  12
111

2
v TT

rC

C

dx

dp

x

T

t

T

cS
cp

pтр























 w
–  1

)(

1)( TTCqx i

pi

i

i  , exp0 tt   (2) 

где р1, Т1 – давление и температура в скважине, w –  скорость фильтрации, v –  скорость 

флюида в стволе ГС, qi – приток из бокового ствола, ω – площадь сечения ствола, ψ –  

коэффициент гидравлического сопротивления, rc –  радиус скважины, L –  длина ГС, α – 

коэффициент теплопередачи, Cp – коэффициент удельной теплоемкости флюида, ρ – 

плотность,  texp – время работы скважины. 

Для описания нестационарной неизотермической фильтрации жидкости к МГС в 

пласте используется следующая система уравнений в частных производных [2]: 
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   Q0 – дебит скважины на поверхности, С =σ/γ – коэффициент 

влияния объема ствола скважины,  σ – площадь затрубного пространства, γ  – удельный 

вес флюида,  p2, T2 –  давление и температура в пласте, k  –  тензор проницаемости, µ  – 

динамическая вязкость, β
*
 – упругоемкость пласта, m – пористость, Cn – коэффициент 

объемной теплоемкости пласта, ε – коэффициента Джоуля-Томсона, λ – теплопроводность 

пласта, η – коэффициент адиабатического охлаждения, n – единичный вектор нормали, 

2p



k

w  – скорость фильтрации в пласте, αmp – коэффициент теплопередачи.  

Метод решения краевой задачи (1)-(7) основан на сопряжении внешней (в пласте) и 

внутренней (в стволе скважины) задач. Система (1)-(7) решается численно с помощью 

метода конечных разностей.  

Обратная задача определения коэффициентов проницаемости kj, дебитов боковых 

стволов qj сводится к минимизации функционала-невязки: 

     





N

i

T

ii dtttTJJ
1 0

2

,1

exp

)(,inf , (8) 

где  ti  – измеренные значения температуры,  tT i,1
 – решение системы уравнений (1) - 

(7) ),,( jj qk ),(,0 constbaba jjjj  , Mi ,1 , N – количество приборов, M – 

количество боковых стволов, NM  . 

Итерационная последовательность для минимизации функционала-невязки (8) строится 

на основе метода Левенберга-Марквардта. Вычислительный алгоритм тестировался на 

модельных и реальных данных. Анализ результатов расчетов на модельных данных пока-

зал, что разработанный алгоритм сходится, устойчив относительно возмущения входной 

информации и позволяет оценить коэффициенты проницаемости пласта и вклад боковых 

стволов в общий дебит по данным термогидродинамических исследований скважин. 
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При исследовании влияния продольного и поперечного перемешивания на стационар-

ный режим работы химического реактора с неоднородным псевдоожиженным слоем, по-

перечные градиенты, как правило, не рассматриваются и роль поперечного перемешива-

ния сводится к увеличению эффективных коэффициентов перемешивания в продольном 

направлении. Такое приближение справедливо только для реакторов небольшого диамет-

ра, однако и они при таком упрощенном описании обладают столь высокой параметриче-

ской чувствительностью к изменению параметров, связанных с теплопередачей (напри-

мер,  температура ожижающего агента), это свидетельствует о необходимости анализа 

распространения тепла в поперечном направлении. 

Постановка задач. Ниже рассматриваются указанные выше проблемы в рамках двух-

фазной теории псевдоожижения системой из двух параллельных реакторов (для плотной и 

пузырьковой фаз) с различными коэффициентами  поперечной  и продольной дисперсии 

при наличии массообмена между фазами, изменении температуры в плотной фазе для од-

ностадийной химической реакции в реакторе. Этот процесс описывается (в безразмерном 

виде )  следующим  дифференциальным уравнением: 
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Граничные условия для задачи  можно записать:  
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здесь  

 

 

 Количество стационарных режимов работы реактора определяется числом решений 

двухточечной краевой задачи (1)-(3). В силу нелинейности функции  )( 1T  их может быть 

несколько. Поэтому представляет практический интерес достаточное условие, при кото-

ром стационарный режим становится заведомо единственным, исключающим такие не-

приятные для технологии явления, как воспламенение и потухание реакции.  

Для предлагаемой модели получены достаточные условия, накладываемые на парамет-

ры химического реактора с неоднородным псевдоожиженнымслоем, при которых всегда 

существует стационарный режим [2]  и он, заведомо, единственный. 
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Обратные задачи математической физики формулируется [2,3] на основе соответст-

вующей прямой задачи, которая, как правило, классически корректна, т.е. решение суще-

ствует, единственно и устойчиво  по отношению малым изменениям исходных данных. 

Для постановки прямой задачи для псевдо параболических уравнений требуется задать 

уравнение (коэффициенты),  начальные и граничные условия.  

В работе проведен обзор ряда обратных задач для псевдопараболических уравнений 

третьего порядка (см.[1]). К таковым задачам можно отнести  задачи определения гранич-

ных условий, правых частей и коэффициентов в псевдопараболическом уравнении по раз-

личным дополнительным информациям. Часть таких задач сводятся к прямым задачам для 

линейного и нелинейного нагруженного псевдопараболического уравнения, а некоторые 

из них используется в качестве  регуляризирующего уравнения соответствующих некор-

ректных задач для параболических уравнений. 
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В области 3{( , , ) : 0, , 0}Q x y t R x y t        рассмотрим уравнение третьего 

порядка 

                                                      ( , , )xtt xxx xyyu u u f x y t                                                    (1) 

Смешанная задача. Найти решение уравнения (1)  в области Q , удовлетворяющее 

следующим начальным и граничным условиям 
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                                                                  (3) 

Обозначим через  
2 2

1{( , ) : 0, }, {(t, ) : 0, }Ã x y R x y Ã y R t y             

 Отметим, что близкие задачи изучены в работах [1,2]. 

Теорема. Пусть    4 3
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уравнение имеет три действительных корния и выполнены условия согласования 
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 Тогда задача (1)-(3) однозначно разрешима в пространства 3

2 (Q)W  и ее решение 

допускает оценку  

0 13. 1. 4. 3.
( ).

Q Q Ã Ã
u C f u u    

Доказательство. Из граничные условии (3) следует, что при 0x  , т.е. в области 1Ã  
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Эти равенства подставляем в уравнения (1) и в области 
2

1 {(t, ) : 0, }Ã y R t y       получим уравнение 

2 2 2 2 2 2( ) ( ) (0, , )ttt tty tyy yyya a U a bU a U a b ab U aa f t y                           (5) 

В области 
1Ã  рассмотрим задачу Коши: Найти ренение уравнения (5) , 

удовлетворяющее следующим условиям 

0 0 0 1 0 1 0 1 0(0, ), (0, ), (0, ) (0, y)t t t tt t xx yyU u y U u y U a u y bu                   (6) 

Известно что, в силу условий теоремы задача (5),(6) однозначно разрешима и верна 

оценка 

1
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Далее  рассмотрим  в области Q следующую  задачу 

Смешанная задача. Найти решение уравнения  

( , , )tt xx yyv v v f x y t                                                              (7) 

в области Q ,   удовлетворяющее следующим начальным и граничным условиям 
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Известно[3], что если выполнены условия согласования  (4) , то задача (7),(8) 

однозначно разрешима в пространстве 3

2 (Q)W  и ее решение допускает оценку 

0 13. 1. 4. 3.
( ).

Q Q Ã Ã
v C f u u                                                  (9) 

Так как мы нашли ( , , )xu v x y t  в области Q , то рассмотрим  в области задачу Коши   
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Известно,что это задача поставлена корректна в области  Q  и ее решение допускает 

оценку 

1
23. 3. 3.
( )

Q Q Ã
u C v U  . 

Отсюда, в силу (9) получим оценку      

0 13. 1. 4. 3.
( ).

Q Q Ã Ã
u C f u u    

Теорема доказана. 

Литература. 

1.Врагов В.Н. О смешанной задаче для системы гиперболических уравнений. 

Применение методов функционального анализа в уравнениях математической физике. 

Новосибирск, 1987. –С.59-66. 

2.Абулов М.А. О смешанных задачах для одного уравнения третьего порядка. 

Препринт №22. Новосибирск, 1989. 32 с. 

3.Ладыженская О.А. Краевые задачи математической физики. Москва, 1973. -408 с.  



30 

 

УДК 608 

ПРОГРАММНЫЕ ИНСТРУМЕНТЫ INTEL ДЛЯ РЕШЕНИЯ 

НАУЧНО-ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИХ ЗАДАЧ 

INTEL SOFTWARE FOR SOLVING RESEARCH, SCIENTIFIC AND 

EDUCATION PROBLEMS 
 

 А.В.Авдеев, Г.М.Санжарлинская 

 

Intel Corporation, Software & Services Group 

 В докладе рассказывается о современных тенденциях разработки высокопроизводи-

тельных приложений, дается обзор новейших программных 

инструментов Intel® Parallel Studio ХЕ 2015 https://software.intel.com/en-us/intel-parallel-

studio-xe , которые включают оптимизированные компиляторы, математические библио-

теки и средства оптимизации и распараллеливания программ. Эти инструменты позволя-

ют разработчикам оптимизировать скорость работы приложений в системах на базе про-

цессоров текущего и будущих поколений, включая новейшие сопроцессоры Intel® Xeon 

Phi™. В зависимости от решаемых задач, разработчики могут использовать один из трех 

вариантов программного пакета (Composer, Professional и ClusterEdition), получая возмож-

ность с наименьшими усилиями повышать производительность приложений, запускаемых 

на серверах, вычислительных кластерах, рабочих станциях  и настольных ПК. В докладе 

приводятся  примеры эффективного использования программных инструментов Intel для 

эффективных параллельных вычислений при решении научно-исследовательских задач 

Корпорация  Intel предоставляет возможность бесплатного тестирования программных 

инструментов  на Ознакомительном центреhttps://software.intel.com/en-us/articles/try-buy-

tools , реализует программу обучающих вебинаров для разработчи-

ков https://software.intel.com/en-us/articles/intel-software-tools-technical-webinar-series и под-

держивает использование программных инструментов в  исследовательских и учебных 

проектах в рамках Академической программы https://software.intel.com/en-us/academic 

 © 2014 г. Корпорация Intel, Intel и логотип Intel являются товарными знаками корпо-

рации Intel в США и других странах. *Другие наименования и товарные знаки являются 

собственностью своих законных владельцев. Любая информация может быть изменена 

без уведомления. Посетите наш сайт, чтобы ознакомиться с нашей политикой конфиден-

циальности http://www.intel.ru/content/www/ru/ru/homepage.html . 

https://software.intel.com/en-us/intel-parallel-studio-xe
https://software.intel.com/en-us/intel-parallel-studio-xe
https://software.intel.com/en-us/articles/try-buy-tools
https://software.intel.com/en-us/articles/try-buy-tools
https://software.intel.com/en-us/articles/intel-software-tools-technical-webinar-series
https://software.intel.com/en-us/academic
Посетите%20наш%20сайт,%20чтобы%20ознакомиться%20с%20нашей%20политикой%20конфиденциальности%20http:/www.intel.ru/content/www/ru/ru/homepage.html%20.
Посетите%20наш%20сайт,%20чтобы%20ознакомиться%20с%20нашей%20политикой%20конфиденциальности%20http:/www.intel.ru/content/www/ru/ru/homepage.html%20.


31 

 

УДК 519.6 

ИЕРАРХИЯ МОДЕЛЕЙ ЭФФЕКТИВНОЙ СРЕДЫ С УЧЕТОМ 

ПОРИСТОСТИ

 

POROSITY MEDIUM EFFECTIVE MODELS HIERARCHY 
 

Агафонцев А.А.*, Иткина Н.Б.*, Шурина Э.П. * 

 

* Новосибирский государственный технический университет,  

Россия, Новосибирск 

itkina.nat@yandex.ru 

 

Решение проблем разработки материалов с заданными теплофизическими свойствами 

определяет возросший интерес к процедурам численной гомогенизации для областей с 

микровключениями. Первые работы по данному направлению принадлежат О.А.Олейник, 

В.В.Жикову, Р.Л.Федоренко. Существующие аналитические модели эффективной среды, 

такие как модель Бруггемана, Максвелла и другие не учитывают хаотическое расположе-

ние микровключений, разнообразии их форм и  контрастность физических свойств. Имен-

но поэтому  особенный интерес вызывает современное направление численных методов 

решения многомасштабных задач в областях сложной структуры, таких как многомас-

штабный метод конечных элементов (multiscale method, MMFEM). Данная работа посвя-

щена применению MMFEM к решению задачи определения эффективного коэффициента 

теплопроводности пористой среды с микровключениями. Идея MMFEM подробно излага-

ется в работах Efendiev Y.R., Hou T.Y., Engquist B. и других. 

    Для определения эффективного коэффициента теплопроводности среды с микровклю-

чениями рассматривается стационарный тепловой процесс, описываемый уравнениями 

(1)-(2), в области 1 2 ,   где 1  – скелет, а 2  – включения, имеющие контрастные 

теплофизические характеристики. Граница области 1 2 ,    где 1  – верхняя и ниж-

няя, а  2  – боковые грани области моделирования. 

 ( ) 0div gradT  , (1) 

1 2 ,  1 2 ,     
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Эффективный коэффициент теплопроводности вычисляется как отношение 2L -норм теп-

лового потока и градиента теплового поля.. 

    Рассматривается задача определения эффективного коэффициента теплопроводности 

компактированного под давлением гетерогенного материала «матрица C – ультрадисперс-

ные включения MgO» стехиометрического состава (массовые доли: MgO – 0.77, С – 0.23). 

Задача определения эффективного коэффициента теплопроводности включает целый ряд 

особенностей: высокая концентрация включений (MgO – 37.6%, C – 62.4%), давление 

прессования (2-10 тонн), пористость (41-45%). Для выделения степени влияния данных 

факторов и типа их учета на величину эффективного коэффициента теплопроводности 

рассматривается иерархия моделей, представленная на рисунке 1. 

                                                           
 Работа выполнена при финансовой поддержке Интеграционного проекта СО РАН №98  
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Рисунок 1. Иерархия моделей эффективной среды. 

Результаты вычислительных экспериментов позволяют сделать ряд выводов: 1) наблю-

дается слабое влияние мелкозернистых пор;2) при рассмотрении сред с пористостью ме-

нее 10% и допустимой погрешностью вычислений в пределах 5%, целесообразно рассмат-

ривать среду как не имеющую пор; 3) в случае эллипсоидных пор имеет место сильное 

влияние ориентации эллипсоидов относительно потока тепла; 4)Высокую степень влияния 

на эффективный коэффициент теплопроводности  имеют щели, заполненные воздухом, не 

пересекающие область целиком. 
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Уравнение Бюргерса, являющейся одним из важных нелинейных уравнений математи-

ческой физики, первоначально было предложено для описания турбулентности [1]. В 

дальнейшем это уравнение было использовано для описания широкого класса процессов в 

гидродинамике, нелинейной акустике, физике плазмы и т.д.[2].  

Узкие щели, заполнен-

ные воздухом 

Модель без учета 

пористости 

Слоистая               

среда 

Модель с учетом порис-

тости 

Небольшие эллипсо-

идные поры 

Небольшие сфериче-

ские поры 

Каверны, заполненные 

воздухом 
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В данной работе рассматривается обратная задача для обобщенного уравнения  Бюр-

герса  
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Функции )t(),x(),t,x(f),t(d),t(   считаются заданными. Задача заключается в оп-

ределении функций )t(g),t,x(u  и  )t( , удовлетворяющих уравнению (1), условиям (2)–

(4) и дополнительно  заданным условиям  
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Вопросы разрешимости обратной задачи по определению функции )t(g  в уравнении 

типа Бюргерса исследованы в [3]. В работе [4] численно исследована обратная задача для 

одномерного линейного параболического уравнения по восстановлению функции источ-

ника от одной координаты.  

В работе обратная задача (1)–(6) путем интегрирования  уравнения (1) на отрезке [ x,0 ] 

по  x  и заменой   
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преобразуется к следующей задаче с локальными условиями 
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. 

Для численного решения полученной задачи построен разностный аналог ее  и предло-

жен безытерационный вычислительный алгоритм решения системы разностных уравне-

ний.                                          
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Конструирование, отбор и упрощение математических моделей физико-химических 

процессов моделей обусловлены целым набором требований, которые к этим моделям 

приходится предъявлять [1-2]. Решения соответствующих уравнений должны иметь 

физический смысл: они обязаны существовать «в целом» по времени, причем в закры-

тых системах процессы должны стабилизироваться к устойчивому состоянию равно-

весия.  

В параболическом  случае  исчерпывающие  результаты о классической разреши-

мости краевых задач получены при помощи специальной техники, связанной с ис-

пользованием весовых Гёльдеровских пространств [3-4]. В гиперболическом случае 

также получены интересные результаты - указан класс начально-краевых задач, для 

которых с течением времени имеет место неограниченное повышение гладкости реше-

ний, характерное обычно для параболических уравнений [5-6]. 

Используя метод обобщенных функционалов Ляпунова в [7-8] удалось доказать 

теорему о безусловной стабилизации ограниченных решений. Были исследована 

структура множества стационарных решений; получены эффективные критерии их ус-

тойчивости, описаны области притяжения устойчивых стационарных решений. 

Классическим способом исследования устойчивости стационарных решений  явля-

ется метод линеаризации, которым часто пользуются на практике без всякого обос-

нования. Этот метод был обоснован для широкого класса параболических и гипербо-

лических систем общего вида [3-10]. Оказалось, что справедливость принципа линеа-

ризации зависит от выбора норм, в которых измеряются отклонения возмущенных 

решений от стационарных решений.  

Перечисленные результаты сделали возможным переход к моделированию хи-

мических процессов на качественно новом уровне. Построена математическая модель 

для многокомпонентных химических реакций совместно с процессами  диффузионного 

и конвективного тепло-массопереноса [9,10]. Доказано, что эта модель  обладает всеми 

свойствами, обусловленными физико-химической постановкой задачи. Методом 

функционалов Ляпунова установлены теоремы о стабилизации ограниченных и строго 

положительных решений задачи, допускающей существование положительных точек 

детального и комплексного равновесия, а также теоремы об устойчивости по Ляпуно-

ву таких равновесных состояний. Перечисленные результаты составляют математиче-

ское обоснование метода локальных потенциалов И.Пригожина [11].  
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Для описания процесса массопереноса за счет только конвективной диффузии и 

химических реакций используют краевые задачи  для системы гиперболических 

уравнений. Используя результаты из [5,6], в работе [12] обоснован метод бифуркации 

рождения цикла (аналог теоремы Андронова-Хопфа) для поиска периодических по 

времени решений гиперболической задачи в окрестности стационарного решения. 

Эти результаты находят применение при качественном анализе гиперболических 

задач, описывающих прямо- и противоточные химические реактора и колонны [13-

15]. В частности, на примере противоточных химических реакторов показано, что перио-

дические по времени режимы могут оказаться более выгодными по сравнению со стацио-

нарными режимами в [16].  
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Система обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ), описывающая кинетику хи-

мических реакций, выписанная согласно закона действующих масс [1,2], адекватно описывает 

основные черты, свойства динамики концентраций многокомпонентной химически реагирую-

щей смеси: компоненты решения остаются положительными во времени, если все начальные 

данные положительны; имеется общий линейный закон сохранения массы в случае существо-

вания положительного решения  (вектора молекулярных весов) удовлетворяющего однородной 

системе линейных уравнений со стехиометрической матрицей реакций. Стационарные точки 

(ПТДР-положительные точки детального равновесия) являются условно асимптотически ус-

тойчивыми по Ляпунову, существует функция Ляпунова, гарантирующая  стабилизацию строго 

положительного решения к ПТДР, однозначно определяемому по положительным начальным 

данным [3,4]. В данной работе исследуется вопрос об устойчивости и области притяжения  дру-

гих стационарных решений, не являющихся ПТДР. 

Пусть между n веществами Ai , i =1,…,n протекают следующие реакции: 

, s=1,…,m 

Тогда ОДУ, описывающие кинетику этих реакций  имеют вид: 

                      = ,                                (1) 

с положительными начальными данными  

                              i=1,…, n                                  (2) 

Здесь стехиометрическая  матрица и скорость каждой стадии реакций заданы как  

       s=1,…,m; i=1,…,n,        (3) 

где согласно закону действующих масс (ЗДМ) скорости прямой и обратных  реакций опре-

деляются через положительные константы реакции  , и концентрации ве-

ществ Ai следующим образом [1-4]: 

                        ,                    (4) 

Определим конус положительных векторов  как 

 
Для матрицы  из (3) будем предполагать существование такого положительного вектора 

M  что . 

Это гарантирует наличие следующего линейного закона сохранения для реше-
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ния ∑_(i=1 n 〖 (t)≡〗 . Решение задачи 

будем называть строго положительным, если верны неравенства  

 

Определение. Положительная точка  называется положительной точ-

кой детального равновесия (ПТДР), если  прямые и обратные скорости всех стадий в этой точке 

равны, то есть    

Доказана следующая теорема 

Пусть система ОДУ (1) имеет хотя бы одну ПТДР. Тогда любое решение задачи (1-2) 

является строго положительным и стабилизируется  к некоторой ПТДР, единственным образом 

определяемой положительными начальными данными (2). 

Следствие. Если в условиях теоремы система (1) имеет неотрицательные стационарные 

точки с нулевыми  компонентами, то они неустойчивы для всех положительных начальных 

возмущений (2). 

В отличие от результатов работ [4,5], где при доказательстве теоремы о стабилизации априо-

ри предполагалось существование строго положительных решений, здесь доказано, что реше-

ние задачи (1-2) по положительным начальным данным будет строго положительным. 
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Рассмотрим  уравнение Гельмгольца [1] с линейно-независимыми однородными нело-

кальными граничными условиями: 
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Sxi  ';2,1 , S - проекция области D на плоскость '21 OxxOx  , ,2,1),'( kxk - уравнения 

нижней и верхней полуповерхности границы   области  D.  

Фундаментальное решение
 
 уравнения Гельмгольца  имеет вид 
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Исходя из уравнения (1)  и его фундаментального решения , подобно второй формуле 

Грина, имеем:
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второе из соотношений (3) называется 1-ым необходимым условием. 

Теорема 1.  Пусть 
3RD  ограничена, выпукла в направлении 3x , граница  - по-

верхность Ляпунова, )(xf  из класса Гельдера. Тогда  необходимое условие является регу-

лярным. 

Для получения остальных основных соотношений, подобно второй формуле Горина, 

умножая уравнение (1) скалярно на первую производную фундаментального решения  

,3,1,
)( ___





i

x

xU

i


 и интегрируя по частям, получаем основные соотношения для первых 

производных неизвестной функции как по области, так и на границе. Последние дают ос-

тальные необходимые условия.  
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Теорема 2.  При выполнении условий теоремы 1 получены необходимые условия отно-

сительно производных искомой функции являются сингулярными.    

Регуляризация этих сингулярностей проводится по своеобразной схеме, исходя из за-

данных граничных условий.  

Регуляризированные необходимые условия вместе с граничными условиями приводят 

нас к достаточному условию Фредгольмовости поставленной граничной задачи.  
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В настоящей работе исследуются краевые задачи для уравнения  

                                           
2

2

( )
( ), 0 ,

d u t
Hu t t T

dt
                                                         (1) 

где ( , )H x D - эллиптический дифференциальный оператор второго порядка вида 

                                              ( , ) ( )H x D q x  .                                                                (2) 

Здесь функция ( )q x  действительнозначная функция действительных переменных до-

пускается особенность вида 

                         1 21
( ) , 0 ... , 0 1.n

C
D q x n

x



 
    

 
                                  (3) 

Определение 1. Функция ( )u t  называется ослабленным решением уравнения (1), если: 

1) она непрерывна и имеет непрерывную первую производную на отрезке [0, ]T  и вторую 

производную на (0, )T ; 2) ее значения принадлежат ( )D H  при 0 ,t T   а функция 
1

2 ( )H u t  непрерывна на всем отрезке  0 ;t T   3) ( )u t  удовлетворяет уравнению (1) в ин-

тервале (0, )T .  

Определение 2. Функция ( )u t  называется обобщенным решением уравнения (1), если: 

1) она непрерывна на [0, ]T ,  имеет непрерывную вторую производную на  (0, )T , а 

функция 
1

2 ( )A u t


 имеет непрерывную первую производную на [0, ]T ; 2) значения функ-

ции ( ) (0 )u t t T   принадлежат ( )D H  и 3) она удовлетворяет уравнению (1) в интервале  

(0, )T .  

Определение 3. Будем говорить, что оператор A , действующий в комплексном бана-

ховом пространстве E , нормально позитивен, если его область определения )(AD  плотна 
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в E  и если при всех 0t  существуют определенные на всем E  ограниченные операторы 
1)(  tIA ,  причем 

                                                    )0(
1

)(
)(

1 


  t
t

C
tIA

n
p RL

.                                        (4) 

Если оператор A  позитивный, тогда дробная степень этого оператор определяется по 

формуле (см. [7 ]) 

          ))((,)(
)1(...)2)(1(

!sin 1

0

nnn ADxxdtAAtIt
n

n
xA 


 









.      (5) 

Определение 4. Семейство ограниченных  линейных операторов )(tV , зависящих от 

параметра )0(  tt  называется полугруппой, если  

              ),0()()()( 212121  tttVtVttV .      

Определение 5. Полугруппа )(tV  принадлежит классу 0С , если она сильно непрерывна 

при 0t  и удовлетворяет условию xxtV
t




)(lim
0

 при любом .Ex  

В работе получены следующее основные результаты. 

Теорема 1. Пусть 



2

1
n

p . Тогда  

                                             )0(
1

)(
)(

1 


  t
t

C
tIH

n
p RL

                                                (6) 

Теорема 2. Пусть 



2

1
n

p . Тогда операторы, H  определенные формулами (5), 

образует сильно непрерывную полугруппу ограниченных операторов.  

Отметим, что 2

1

A  является производящим оператором аналитической полугруппу )(tV ,  

удовлетворяющей 0C -условию. Если )(, 2

1

0 ADWz T  ,  то функция  

                                                   TWtTVztVtu )()()( 0                                                      (7) 

является ослабленным решением уравнения (1). 

Теорема 3. Всякое обобщенное решение уравнения (1) имеет вид (7), и наоборот, 

функция (7) является обобщенным решением уравнения (1) при любых )(, 2

1

0 ADWz T  . 

Для того чтобы обобщенное решение (7) было ослабленным, необходимо и достаточно, 

чтобы )(, 2

1

0 ADWz T  . Все обобщенные решения уравнения (1) являются аналитическими 

функциями от t  при .0 Tt   
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Изучается разрешимость некоторых задач с пространственно-интегральными условия-

ми для уравнения Буссинеска 

              (1) 

Пусть Ω есть интервал  (0,1) оси Ox, Q есть прямоугольник Ω (0,T), 0<T<+∞ ,  и 

есть заданные положительные числа,  и - заданные функ-

ции, определенные при (x,t)Q. 

Нелокальная  задача I: найти функцию u(x,t), являющуюся в прямоугольнике Q ре-

шением уравнения (1) и такую, что для  нее выполняются условия 

                                                                    (2) 

 

Нелокальная задача II: найти функцию u(x,t), являющуюся в прямоугольнике Q ре-

шением уравнения (1) и такую, что для нее выполняется условие (2), а также условия 

 
Нелокальная задача III: найти функцию u(x,t), являющуюся в прямоугольнике Q ре-

шением уравнения (1) и такую, что для нее выполняется условие (2), а также условия 

 
Для изучаемых задач доказываются теоремы существования и единственности регу-

лярных решений. 
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При решении модельных задач для параболических уравнений в областях с подвижной 

границей возникают особые интегральные уравнения вида 

                                              
0

, , 0, ,

t

t K t d f t t                                             (1) 

где                    
 

 
   

2

3 2 1 22 2

1 1
, exp exp .

4 42

tt t
K t

a t aa t t

 


  

     
             

       (2) 

Математическое описание тепловых процессов, сопровождающих мостиковую эрозию, 

приводит к решению краевых задач для уравнения теплопроводности в областях с под-

вижной границей, а именно, в областях, вырождающихся в точку в начальный момент 

времени [1]. Используя аппарат теории тепловых потенциалов [2], решение рассматривае-

мых задач сводится к исследованию особых интегральных уравнений Вольтерра второго 

рода, когда норма интегрального оператора равна единице. 

Таким образом, особенность этих уравнений заключается в несжимаемости ядра (2) и 

выражается в том, что соответствующее неоднородное уравнение не может быть решено 

классическим методом последовательных приближений. 

Показано, что соответствующее однородное уравнение при 1  имеет сплошной 

cпектр, причем кратность характеристических чисел растет с возрастанием  . Методом 

Карлемана-Векуа [3] изучаемое интегральное уравнение сводится к уравнению Абеля вто-

рого рода. Это позволяет найти собственные функции интегрального оператора для урав-

нения (1) в явном виде. Отметим, что случай 1   частично был изучен в работе [4]. Здесь 

рассматривается случай, когда 1   [5]. 

Теорема (основной результат).  Неоднородное  интегральное  уравнение (1) разреши-

мо в классе функций, удовлетворяющих условию    0, ,t t L     для каждой правой 

части    0, ,t f t L    и для каждого 1  . Соответствующее однородное уравне-

ние имеет  1 2 1N N  - собственных функций 
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и общее решение неоднородного интегрального уравнения (1) имеет вид 
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Уравнения типа (1) впервые были рассмотрены в работах С.Н. Харина (см. [1]).  Им 

были построены приближенные решения таких уравнений, соответствующих некоторым 

прикладным задачам. И в дальнейшем, такого вида интегральные уравнения были объек-

том исследования многих авторов. 

Подобные интегральные уравнения возникают также при исследовании спектрально-

нагруженных уравнений теплопроводности [6, 7]. 
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Рассматриваются решения уравнений двумерных движений вязкой жидкости, инвари-

антные относительно трёхмерной подалгебры Ли , , .x u x pt       Все такие решения яв-

ляются частично инвариантными ранга два и дефекта два. Их анализ сводится к изучению 

свойств решений нелинейного интегродифференциального уравнения 

 2

0

( , ) ( ),

y

t y yyw w w z t dz w w f t      (1) 

где η – кинематическая вязкость жидкости. По известной ( , )w y t  компоненты скорости 

восстанавливаются в виде 

0

( , , ) ( , ) , ( , ) ( , ) ,
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u x y t w y t x v y t w z t dz    

а давление –  
2 2
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где const 0    – плотность жидкости, constg   – ускорение силы тяжести. 

Для указанного решения (точнее для уравнения (1)) ставятся три задачи: 

1) движение жидкости в плоском слое с твёрдыми стенками 0,y   .y h  При этом гра-

ничные условия таковы: 

 
0

(0, ) ( , ) 0, ( , ) 0.

h

w t w h t w z t dz     (2) 

К ним следует добавить начальные данные 0( ,0) ( );w y w y  

2) движение в плоском слое с твёрдой стенкой 0y   и свободной границей .y h  Здесь 

изменится лишь второе граничное условие в (2): ( , ) 0;yw h t   

3) движение двух несмешивающихся жидкостей с общей поверхностью 1y h h   

в слое с твёрдыми стенками 0y   и .y h  Граничные условия на твёрдых стенках (индекс 

«1» фиксирует первую жидкость, «2» – вторую) 

1

1 2 2(0, ) 0, ( , ) 0, ( , ) 0;

h

h

w t w h t w z t dz    

1

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1

0

( , ) ( , ), ( , ) ( , ) 0, ( , ) 0,

h

y yw h t w h t w h t w h t w z t dz      

j j j    – суть динамические вязкости.  Начальные данные таковы: 0( ,0) ( ).j jw y w y  
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Все поставленные задачи являются обратными, поскольку функция ( )f t  (в задаче 2 – 

функции ( )jf t ) определяются вместе с решением ( , )w y t  ( ( , )jw y t ). 

Для ползущих движений (малые числа Рейнольдса) задачи становятся линейными, при-

чём в случае 1 и 2 их решения находятся в виде рядов Фурье по специальным базисам. 

Для задачи 3 таких решений нет. Доказываются априорные оценки типа 

( , ) , ( ) exp( 2)j j jw y t f t c t    

с положительными постоянными jc  и j  (j = 1,2). Решение построено с помощью преоб-

разования Лапласа, и приведены расчёты для конкретных жидкостей. Обсуждаются также 

и некоторые свойства решений нелинейных задач, когда в формуле (1) присутствуют вто-

рой и третий члены слева. 
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Работа посвящена исследованию одного частично инвариантного решения ранга два и 

дефекта три уравнения вязкой теплопроводной жидкости, построенного на четырёхмер-

ной подалгебре Ли , допускаемой системой уравнений двумерных 

движений вязкой теплопроводной жидкости. Оно интерпретируется как двумерное дви-

жение трёх несмешивающихся жидкостей в плоском канале, ограниченном твёрдыми не-

подвижными стенками, на которых известно распределение температур.  

Решение представимо формулами 

 
(1) 

 
 

c неизвестными функциями . Функции  опре-

деляются по известным :  восстанавливаются квадратурой из 

последнего уравнения (1) с точностью до функций времени, а   определятся из ре-

шения задачи аналогичной задаче для функций . Начально-краевая задача для 
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функций  является неклассической (часть граничных условий содер-

жит интегралы по областям), нелинейной и обратной, т. к. функции  являются иско-

мыми. Кроме того, искомыми являются и поверхности раздела:  Пере-

ходя к безразмерных переменным и предполагая, что  температурные коэффициенты по-

верхностного натяжения сравнимы по величине  и число Марангони  (это 

выполнено в тонких слоях, либо при очень больших вязкостях), а также число Вебера 

 задача заменяется линейной, а поверхности раздела являются плоскими. 

Получены априорные оценки решений   поставленных задач и доказа-

но, что решение нестационарной задачи выходит на стационарный режим  и 

, который определяется явными формулами. 
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 Данная работа продолжает и углубляет исследования из доклада [1], в котором пред-

ставлена концепция меры управляемости  численных математических моделей, пред-

ставляющих собой итерационные алгоритмы. Эта мера равна величине, обратной длине 

периода  множества предельных (равновесных) состояний соответствующего итераци-

онного процесса. В [1] показано, что равновесные состояния образуют циклическую груп-

пу, причем число  является порядком этой группы. В данной работе подробно изучены 

линейные итерационные модели ресурсных систем из [2-4] с мерой управляемости  

и .  

 Пусть имеется ресурсная система, включающая   взаимодействующих участников. 

Система развивается дискретными шагами по времени. Для данного номера временного 

шага  через  обозначим суммарный ресурс, направленный на -го 

участника; при этом  – количество ресурса -го участника, направленного на -го 

участника. Аналогично  – суммарный ресурс -го участника. По-

лагаем  для любого  и . 

 Предполагаем, что интересы -го участника при взаимоотношении с -ым участником 

определяются линейной функцией от соответствующих ресурсов: 

 
Коэффициенты  и  определяют как степень, так и полезность отношений. Например, 

случай  соответствует ситуации «сотрудничества» участников, а при 

 моделируется «противостояние».  
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 На следующем -ом временном шаге -й участник меняет свои ресурсы таким 

образом, чтобы попытаться сделать значения функций (1) одинаковыми по всем направ-

лениям взаимодействия (в частности, в задаче «противостояния» такая «равновесная» 

стратегия обеспечивает минимальность максимального ущерба по всем направлениям 

взаимодействия); при этом этот -й участник имеет данные по ресурсам только с -го вре-

менного шага; в результате получаем следующий итерационный процесс 

 
УТВЕРЖДЕНИЕ 1. При условии  для произвольного начального распределения 

 процесс (2) стремится при  к единственному предельному состоянию 

 
здесь . 

   Для важного (с прикладной точки зрения) случая  (модель «противо-

стояния») процесс (2) приобретает вид 

 
УТВЕРЖДЕНИЕ 2. Последовательность матриц , оп-

ределяемая формулами (3), имеет два предельных (устойчивых) состояния 

 и   (здесь  – знак транспо-

нирования матрицы), причем . 

   В данной работе уточнены и упрощены (по сравнению с работами [2-4]) доказатель-

ства утверждений 1 и 2, а также рассмотрен практически важный случай, когда начальные 

данные заданы со случайной погрешностью: 

 
где  – некоторые случайные величины с нулевым математическим ожиданием и ко-

нечной дисперсией. Итерационные процессы (2) и (3) с начальными состояниями вида (4) 

определяют стохастические модели ресурсных систем. Эти модели позволяют исследо-

вать стохастическую устойчивость «невозмущенных» ресурсных моделей (2) и (3) с на-

чальным состоянием . Нами была исследована стохастическая устойчивость предель-

ных состояний . То обстоятельство, что эти величины выражены в терми-

нах начальных данных (см. утверждения 1 и 2), позволяет определить вероятностные ха-

рактеристики предельных состояний стохастических моделей при заданных вероятност-

ных свойствах матрицы  из (4). Правильность полученных характеристик проверена 

численно с помощью метода Монте-Карло. 

Литература 

1. Войтишек А.В. Мера управляемости стохастических моделей, описываемых итера-

ционными алгоритмами с периодическими множествами устойчивых состояний // Мате-

риалы Международной конференции «Дифференциальные уравнения и математическое 

моделирование» (22 – 27 июня 2015 года, Улан-Удэ – Байкал, Россия). 



48 

 

2. Астраков С.Н., Анисова М.А. Математическое моделирование экономических 

взаимодействий на графах // Вестник Российского государственного торгово-

экономического университета. 2009, № 6. С. 39-43. 

3. Астраков С.Н. Методы поиска эффективных решений в распределенных системах // 

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-математических наук по спе-

циальности 05.13.01 – Системный анализ, управление и обработка информации (в техни-

ке, экологии и экономике). Иркутск, 2014. 

4. Тахонов И.И.  Анализ сходимости итерационных процессов для некоторых задач 

построения равновесных систем // Диссертация на соискание ученой степени кандидата 

физико-математических наук по специальности 01.01.09 – Дискретная математика и мате-

матическая кибернетика. Новосибирск, 2009. 

 
УДК 517.983.53 

О РАЗРЕШИМОСТИ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ ВЫСОКОГО 

ПОРЯДКА В ПРОСТРАНСТВАХ Л.Н. СЛОБОДЕЦКОГО 

ON THE SOLVABILITY OF BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR 

ELLIPTIC DIFFERENTIAL-OPERATOR EQUATIONS OF HIGHER 

ORDER IN THE SPACES OF L. N. SLOBODETSKII 
 

Аносов В. П. 

Россия, Новосибирск, НГПУ 

averi@ngs.ru 

 

Рассматривается уравнение 

, (1) 

 

В этом уравнении  - искомая,  - заданные функции со значениями в некотором 

банаховом пространстве ,  - некоторые комплексные коэффициенты, а . 

 при каждом  является производящим оператором аналитической полугруппы 

(см. [1]-[2]) со спектром , где 

. На 

оператор  накладывается условие 

1.  для любого вещественного , любого  и 

. 

Так же предполагается, что выполнено условие: 

2. уравнение  при  имеет корней в верхней 

полуплоскости и столько же в нижней. 

На границе отрезка , т. е. при  и , задаются следующие условия 

, (2) 

где  — многочлены относительно  и степени . При этом 



49 

 

предполагается, что граничные условия (2) связаны с уравнением (1) условием типа 

Шапиро-Лопатинского. 

Задача (1)-(2) рассматривалась нами в [3] в пространствах Гёльдера с весом. Здесь мы 

продолжили исследования этой задачи и установили коэрцитивную разрешимость задачи 

(1)-(2) для отрезка в пространствах Л. Н. Слободецкого при выполнении выше 

перечисленных и некоторых дополнительных условий на коэффициенты операторов 

. Определение таких пространств приведено в [4], [5], [6]. 
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Работа посвящена исследованию операторно-дифференциального уравнения 

                                           , ,tAu Bu Lu f x t                                                                    (1) 
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где линейные операторы ,B L определены в данном гильбертовом пространстве  E , 

причем оператор B  самосопряжен. Краевые условия имеют вид 

                                              00 , ,TP u u P u T u                                                                      (2) 

где ,P P    спектральные проекторы оператора B , которые отвечают положительной 

и отрицательной частям спектра. Здесь не предполагается, что оператор B обратим, и что 

спектр оператора L B  включен в одну из полуплоскостей Re a   или 

Re a   a . При определенных условиях на вышеупомянутые операторы изучается 

вопрос о гладкости решений в весовых пространствах Соболева. 

Таким образом, рассматривается уравнение (1), которое не является уравнением типа 

Соболева. Известно, что подобные уравнения возникают в физике, в особенности, в зада-

чах нейтронного переноса, радиационного переноса,  разреженной газовой динамики, в 

геометрии, демографической динамике,  гидродинамике и в некоторых других областях 

[1,2]. 

В случае, если оператор L самосопряжен, уравнение (1) рассматривалось в [1]. В част-

ности, в [2] можно найти ряд примеров, возникающих в приложениях. 
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В области  0, ,Q T    рассматривается уравнение 

                                                             sgn 0.xxx tu x u                                                                          (1) 
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Впервые разрешимость краевых задач для уравнения (1) в ограниченной области Q  

рассматривались в работах Т.Д. Джураева [1]. Краевые задачи для уравнений вида (1), а 

также для общих операторно-дифференциальных уравнений вида (1) рассматривались в 

работах [2,3]. 

В краевых задачах для неклассических уравнений с меняющимся направлением време-

ни гладкость начальных и граничных данных не обеспечивает принадлежность решения 

гельдеровским пространствам. В настоящей работе решение уравнения (1) ищется из про-

странства Гельдера  , 3 , 3 , 0 1,p p

x tH Q p l      удовлетворяющее следующим началь-

ным условиям 

                                                   1 2,0 , 0, , , 0,u x x x u x T x x                                   (2) 

и условиям склеивания 

                                               0, 0, 0,1,2 .
k k

k k

u u
t t k

x x

 
   

 
                                                    (3) 

Теорема. Пусть 1 2, pH   . Тогда при выполнении 3 1l  условий 

 1 2, 0, 1, ,3 1,sL s l      

существует единственное решение уравнения (1) в Q  из  пространства  , 3p p

x tH Q , 

удовлетворяющее условиям (2), (3). 
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В области   , : 0 , 0D x y x p y l      рассмотрим уравнение 

                                                  
3 2

3 2

u u
L u f u

x y

 
  
 

,                                                   (1) 
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где 0, 0p l    постоянные число.  

Задача 1A . Найти непрерывно дифференцируемую функцию  ,u x y  в D , удовлетво-

ряющую в области D  уравнению (1) и следующим краевым условиям: 

                                                 1 2,0 , , , 0 ,u x x u x l x x p                                     (2) 

                                         1 20, , , , , , 0 ,xx x xxu y g u u p y y u p y g u y l                (3) 

где         1 10, , 0,i x C p y C l   , а также удовлетворяет естественным условиям согла-

сования. 

Отметим, что аналогичные линейные задачи исследованы в [1,2]. 

Теорема. Если функции        1 1,
i

g u C D f u C D    и    1 0,g u   

   2 0, 0,g u f u     то задача 
1A  не может имеет боле одного решение.  

Доказательство. Предположим   задача 
1A  имеет два решения  1 ,u x y  и  2 ,u x y , то-

гда         1 2, , ,u x y u x y u x y    удовлетворяет    L u f u . 

Рассмотрим          ,uL u uf u  то есть  

                                                2 21

2
xx x y yuu u uu u uf u

x y

  
    

  
.                                    (4) 

Интегрируя это тождество  по области D   имеем 

                   

           

           

2 2

0 0 0 0

2

0 0

1 1
, , 0, 0, , 0,

2 2

, , ,0 ,0 , .

l l l l

xx xx x x

p p

y y y

D D

u p y u p y dy u y u y dy u p y dy u y dy

u x l u x l dx u x u x dx u x y dxdy uf u dxdy

   

   

   

   

 

Учитывая краевые условия получим 

         

   

2

2 1

0 0 0

2

1
, 0, 0,

2

, ,

l l l

x

y

D D

u p y g u dy u y g u dy u y dy

u x y dxdy uf u dxdy

  

 

  

 

 

или, если учесть, что       1 2, , ,u x y u x y u x y  , то имеем 

       

       

         

1 2 2 1 2 2

0

1 2 1 1 1 2

0

2 2

1 2 1 2

0

, ,

0, 0,

1
0, , ,

2

l

l

l

x y

D D

u p y u p y g u g u dy

u y u y g u g u dy

u y dy u x y dxdy u u f u f u dxdy

        

         

      





  

         

     

2 2 2

1 2 2 1 2 1

0 0 0

22

1 2

1
0,

2

, .

l l д

x

y

D D

u u g u dy u u g u dy u y dy

u x y dxdy u u f u

     

  

  

 

 

Отсюда, учитывая условия теоремы, получим  

 
2

1 2 1 2 1 20, 0 ,u u u u u u         в D  0.u    

Теорема доказана. 
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В данной работе исследуется качественные свойства решений следующего квазилиней-

ного параболического уравнения 

 

       
2

, , 0,

p
m m

Nu u u
x x u x t R

t x x x

 





    
     
    
 

  (1) 

с нелинейным граничным 

   
2

0, 0, , 0

p
m m

qu u
t u t t

x x



 
  

 
          (2) 

и начальным условием 

   0,0 0,u x u x x R                  (3) 

где 2p  , m ,  , 0q  ,    1
n

x x   , n p   и будем предполагать, что  0u x  финитна: 

0suppmes u   и  0

Nu C R . 

Задача (1)-(3) возникает при математическом моделировании процессов диффузии в 

нелинейных средах, при исследовании проблем течения жидкостей через пористые пла-

сты, в задачах динамики биологических популяций и в ряде других областях [5, 6].  

Вследствие вырождения задачи (1)-(3) при 0u   может, не имеет классического реше-

ния. Поэтому ее решение естественно понимать в обобщенном смысле из класса 

 
2

0 , ( 0, )

p
m m

Nu u
u С R

x x





 
   

 
 и удовлетворяет уравнению (1) в смысле распределе-

ния. 
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 Исследованию различных качественных свойств решений задачи (1)-(3) для частных 

значений числовых параметров посвящено большое количество работ (см. [1-3, 7] и при-

веденные ссылки там). Так условия существования или несуществования глобального по 

времени решения задачи (1)-(3) при 1m   в случае однородной плотности  0n   были 

изучены в работах [2] и показаны, что решение задачи (1)-(3) неограниченным, если вы-

полняется одно из следующих условий 

1)  1 2 1 1p    ,    2 1 2 1p p q p    ; 

2) 1  ,  2 1q p p  ; 

3)  2 1 1p    ,  2 1q p  ; 

Свойства конечной скорости распространение возмущения, локализация решений, гло-

бальная разрешимость задачи Коши, условия разрушение решения, асимптотика автомо-

дельных решений и др. получены в [2, 3, 7] (см. ссылки на другие работы). 

Данная работа посвящена исследованию условий разрешимости или неразрешимости в 

целом по времени решений задачи (1)-(3) на основе автомодельного анализа и метода эта-

лонных уравнений [4]. Установлены значения критической экспоненты для исследуемой 

задачи: 

    0 1p mn mn p n     ,   1 1 1c m p     ; 

     0 1 1q m p n p n     ,   1 1 .cq m p n   
 

Получено асимптотическое представление решения с компактным носителем задачи 

(1)-(3), позволившее провести численный эксперимент. Решена проблема выбора подхо-

дящего начального приближения важного для построение итерационного процесса при 

численном изучение задачи (1)-(3). 
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Пусть  – сепарабельные гильбертовы пространства,  - положительный самосо-

пряженный оператор в  такой, что ,  - выпуклое замкнутое мно-

жество. В докладе рассматриваются вариационные неравенства для абстрактных уравне-

ний 

u’’(t) + Au(t) = f(t) 

с ограничением вида . Задача такого рода возникает, например, при описании ко-

лебаний струны или мембраны под стенкой. В этом случае  и ограничение имеет 

вид . Такая задача (и родственные ей) для одномерного волнового уравне-

ния рассматривалась в ряде работ Америо, Шацман и других авторов. В работе [3] рас-

смотрено многомерное волновое уравнение в полупространстве с ограничением решения 

на границе. Вариационное неравенство для одномерного волнового уравнения было рас-

смотрено в [4]. Абстрактные задачи такого рода, по-видимому, ранее не рассматривались.  

Развивая идеи работы [4] удалось доказать следующий результат. Пусть множество  

имеет непустую внутренность, а его граница секвенциально слабо замкнута. Тогда соот-

ветствующее вариационное неравенство имеет решение. В качестве одного из следствий 

получаем существование решения вариационного неравенства для уравнения  

u’’(t)  u(t) = f(t) 

с ограничением  в размерностях . 

Единственности решения для таких задач, скорее всего, нет. Можно привести простые 

примеры уже для обыкновенных дифференциальных уравнений. 
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С каждым годом растет объем морских транспортировок газа и нефти [1]. Как следст-

вие, повышается уровень опасности загрязнения окружающей среды вредными вещества-

ми. В связи с этим становятся актуальными задачи оценки ущерба от возможного загряз-

нения, а также задачи оценки и управления риском нефтяного загрязнения. Для решения 

таких задач необходимо использовать адекватную модель, описывающую распростране-

ние нефти в морской среде. Настоящий доклад посвящен одной из таких моделей, разра-

ботанной на базе мирового опыта в областях теоретических и экспериментальных иссле-

дований процессов, присущих распространению нефти в море [2-4], и некоторым резуль-

татам, полученным при ее использовании. 

Созданная модель описывает основные процессы, происходящие в течение одной-двух 

недель после разлива: перенос нефти морскими течениями по поверхности моря, дрейф 

под действием ветра, гравитационное растекание, движение под действием турбулентной 

диффузии, испарение с поверхности моря, диспергирование и образование эмульсии типа 

«вода-в-нефти». При этом не учитываются процессы, происходящие на более поздних 

стадиях: биодеградация и фотоокисление. Модель позволяет проводить расчет таких па-

раметров, характеризующих нефтяное пятно, как локализация, объем, масса, толщина и 

плотность нефти, а также вязкость, плотность и водосодержание эмульсии. 

Модель является существенно двумерной и описывает движение нефти и изменение ее 

основных параметров. Модель применима к разливам, происходящим на морской поверх-

ности (например, аварии танкеров). Предполагается, что нефть поступает в море мгновен-

но. В качестве первоначальной формы пятна может быть выбрана любая фигура.  

Система уравнений модели сводится к нелинейному обыкновенному дифференциаль-

ному уравнению первого порядка, в котором неизвестной функцией является зависимость 

массы нефти от времени, прошедшего с момента разлива. Процессы, характерные для 

нефтяного загрязнения в море, неявно включены в соответствующие переменные коэффи-

циенты, входящие в уравнение. Такое представление модели позволяет в простом виде 

вводить дополнительные источники/стоки загрязнения. В роли одного из стоков выступа-

ет масса нефти, проникающей в морскую толщу с поверхности в результате действия про-

цесса диспергирования. 

Разработанная модель может использоваться как для прямого моделирования последст-

вий от аварийного разлива нефти, так и в качестве основы для решения задач об оценке и 

управлении ущербом или риском нефтяного загрязнения [5]. 
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В работе найдены условия, при которых обобщенный оператор типа потенциала дейст-

вует непрерывно из пространства (0,1)pL , 1 p  , в сопряженное с ним пространство 

(0,1)pL  , /( 1)p p p   , и является положительным. Используя эти условия, установлены 

теоремы о существовании, единственности и оценках решений для различных классов не-

линейных интегральных уравнений типа свертки, содержащих обобщенный оператор типа 

потенциала. Приведены следствия, иллюстрирующие полученные результаты. 

Пусть функция ( , )F x u , определяющая нелинейность рассматриваемых уравнений, оп-

ределена при [0,1]x , ( , )u    и удовлетворяет условиям Каратеодори: она измерима 

по x  при каждом фиксированном u  и непрерывна по u  почти для всех x . Обозначим че-

рез (0,1)pL  множество всех неотрицательных функций из пространства (0,1)pL . Скажем, 

что ( ) (0,1]x  , если ( )x  непрерывная невозрастающая выпуклая вниз в промежутке 

(0,1]  функция такая, что 

1

0

( ) 0x dx  . 

Теорема 1.  Пусть 1 p   и ядро ( )x  удовлетворяет условию  

/ 2

1

( ) (0,1) (0,1],     если  1 2,

( ) (0,1) (0,1],        если  2 .

px L p

x L p
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Если функция ( , )F x u  для почти всех [0,1]x  и всех ( , )u    удовлетворяет услови-

ям  

1)  
1

1( , ) ( )
p

F x u c x d u


  ,   где  ( ) (0,1)pc x L  ,  1 0d  ; 

2)  ( , )F x u  не убывает по u  почти при каждом фиксированном [0,1]x ; 

3)  2( , ) | | ( )pF x u u d u D x    ,   где  1( ) (0,1)D x L ,  2 0d  ; 

то при любых 0   и ( ) (0,1)pf x L   уравнение 

 
1

0

[ , ( )] | | ( ) ( )F x u x x t u t dt f x      

имеет решение *( ) (0,1)pu x L . Это решение единственно, если в условии 2) функция 

( , )F x u  строго возрастает по u . Кроме того, если условие 3) выполнено при ( ) 0D x  , то 

справедлива оценка   
1/( 1)

* 1 1

2

p

pp
u d f


 


 . 

Следствие 1.  Пусть ядро 2( ) (0,1) (0,1]x L   . Тогда при любых 0   и 

4( ) (0,1)f x L  уравнение   
1

1/3

0

( ) | | ( ) ( )u x x t u t dt f x       имеет единственное реше-

ние *

4/3( ) (0,1)u x L , причем  
3

* 1

44/3
u f . 

Теорема 2.  Пусть 1 p   и ядро ( )x  удовлетворяет условию  

1

/ 2

( ) (0,1) (0,1],        если  1 2,

( ) (0,1) (0,1],     если  2 .p

x L p

x L p





   


    
 

Если функция ( , )F x u  для почти всех [0,1]x  и всех ( , )u    удовлетворяет услови-

ям 1) и 2) теоремы 1, то при любых 0   и ( ) (0,1)pf x L  уравнение 

 
1

0

( ) | | [ , ( )] ( )u x x t F t u t dt f x      

имеет единственное решение *( ) (0,1)pu x L . Кроме того, если выполнены условия 1) и 3) 

теоремы 1 при ( ) ( ) 0c x D x  , то справедлива оценка  * 1

1 2 pp
u d d f . 

Следствие 2.  Пусть ядро 2( ) (0,1) (0,1]x L   . Тогда при любых 0   и 

4( ) (0,1)f x L  уравнение   
1

3

0

( ) | | ( ) ( )u x x t u t dt f x       имеет единственное решение 

*

4( ) (0,1)u x L , причем *

44
u f . 

Доказательство теорем 1 и 2 проводится по той же схеме, что и в работе [1]. Частными 

случаями обобщенного оператора типа потенциала    
1

01

0

( ) | | ( )P u x x t u t dt   , введенно-

го и изученного в [2], являются риссов потенциал и логарифмический потенциал. 
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В данном сообщении рассматривается колебания одномерной упругой струны длины , 

которые описываются уравнением вида 

                                                             
в области , где  - произвольные действительные 

числа, причем . 

При заданных начальных и финальных условиях 

                                     

                                     
исследуется задача поиска таких управлений  и , которые пере-

водили бы струну из произвольного начального состояния (2) в произвольное финальное 

состояние (3). При этом будет показано, что существование таких управлений зависит от 

взаимного расположения прямой  и области , где рассматривается уравнение (1). 
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Рассматривается уравнение ln ( )tu u   , где    оператор Лапласа по переменным 

,x y . Это уравнение является предельным случаем уравнения медленной диффузии [1]. 

Оно обладает рядом замечательных свойств. Так, уравнение ( )  допускает бесконечную 

группу Ли [2], содержащую группу конформных преобразований плоскости ,x y  с подхо-

дящим преобразованием функции u . В отличие от уравнения пористой среды, 

ln( )m

tu u  , где 0m const  , уравнение ( )  не имеет аналогов решения Баренблатта с 

начальными данными в виде меры.  

                                                           

 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 13-01-00526) 

 

mailto:attaev.anatoly@yandex.ru
https://kias.rfbr.ru/Application.aspx?id=2264213


60 

 

Уравнение ( )   описывает нестационарные течения прекурсионных пленок по твердой 

поверхности под действием сил Ван-дер-Ваальса [3]. Оно также используется для описа-

ния потоков Риччи на двумерных римановых многообразиях [4]. В работе [3] отмечена 

важность построения решений данного уравнения, обращающихся в    на движущейся 

линии в плоскости ,x y . 

В докладе проводится систематический анализ точных решений уравнения ( )  метода-

ми группового анализа [5] и инвариантных многообразий [6]. На основе допускаемых 

групп найдены его редукции к уравнению Лиувилля, expv v   , и к уравнению 

lnsw w   (   лапласиан по инвариантным независимым переменным s , z ). 

Изучены одномерные автомодельные решения, в том числе удовлетворяющие условию 

медленного растекания капли. Получено счетное семейство двумерных автомодельных 

решений. Особый интерес представляет решение, в котором для растекающейся пленки 

особенности на движущемся фронте "сглаживаются" при  t → ∞. 
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где t  – временная переменная, T],[0,t  r  – пространственная переменная, 3RGr  , 

G  – выпуклая ограниченная область, 1},|=| :R{= 3    ].E,[EE 21   

Среда G , в которой протекает процесс, неоднородна, коэффициенты уравнения   и J 

могут претерпевать разрыв по пространственным переменным. Задача заключается в на-

хождении только лишь этого множества разрывов или, иначе говоря, в определении 

структуры среды G . Известными данными является усреднённая плотность выходящего 

потока H: 

.)d(r,+r=   ),,H(t,=E)dE,,f(t,
2

1


E

E

 

Такая постановка является продолжением цикла исследований Аниконова Д.С. [1,2]. 

Для решения задачи сначала исследуется прямая задача о нахождении плотности пото-

ка f при заданных начальном условии и плотности падающего потока. Похожая постанов-

ка, но в случае непрерывных коэффициентов, была рассмотрена Прилепко А.И. [3,4].  

Далее рассматривается функция Ind(r), зависящая от известной функции H,  

|dt)d,)d(r,+rH(t,=|Ind(r)  




T

d

  

и показывается, что она принимает неограниченные значения только вблизи искомых 

множеств. Эта функция, аналогично [1], называется индикатором неоднородности.    
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В настоящее время общепризнан нелинейный характер изменения состояния социаль-

ных систем. С нелинейными эффектами связывают возникновение социальных кризисов и 

революционных ситуаций. Один из примеров применения нелинейной модели взаимодей-
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ствия между правящей группой и враждебной ей социальной группой претендентов на 

власть приведен в работе [1]. 

Аналогичные уравнения для оценки изменения уровня напряженности отдельных со-

циальных групп можно получить, используя математическую модель коллективных дей-

ствий, учитывающую влияние эмоций и стереотипов на действия людей в толпе [2]. В мо-

дели учитываются возможные значения управляющего параметра и коэффициентов в 

уравнениях. Уравнение, описывающее напряженность каждой социальной группы: 

 
 

 1,0P . Ноль соответствует полному отсутствию напряженности, а единица – макси-

мально возможной напряженности. 


P  – значение напряженности, к которому стремится 

система под воздействием различных факторов,  1,0P . Влияющими факторами явля-

ются изменение экономической ситуации, взаимодействие между социальными группами 

и т.д.   – интенсивность восприятия воздействия;   – внутренняя тенденция к ослабле-

нию или усилению воздействия,  1,0 ;   – склонность к восприятию воздействия, 

 1,1 . Если внутренняя тенденция к усилению воздействия отсутствует , то: 

. 

Такое восприятие отражает воздействия изменения экономической ситуации или мало-

влиятельной социальной группы.  

Если межгрупповое влияние очень значительно ( ) то: 

 ,  

Считая, что  имеем: . 

Константа , определяет ощущаемую степень опасности для данной социальной 

группы от конфронтации с другой группой. Считаем, что влияние изменения экономиче-

ской ситуации и межгруппового взаимодействия аддитивны. 

Рассмотрим изменение напряженности в обществе, состоящем из правящей элиты и 

трудящихся. При определенных предположениях уравнение, описывающее изменение на-

пряженности элиты ( ) будет иметь вид ( ): 

. 

Аналогичное уравнение для определения напряженности трудящихся ( ): 

. 

Найдем стационарные точки полученной системы уравнений.  

, 

 

 
где  – значения напряженности элиты и трудящихся в стационарных точках.  

Полученное кубическое уравнение для , при , , , 

, в зависимости от может иметь как одно, так и три действительных решения 

(Рис.1). Полученный результат означает, что при переходе от трех стационарных точек к 

одной возможно резкое увеличение напряженности трудящихся. 
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Рисунок 1.Схема изменения напряженности трудящихся при изменении экономической 

ситуации. 
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В конце прошлого века активизировались исследования спиральных течений крови в 

артериальной системе человека и животных. Отметим, что еще в семнадцатом веке  

Harwey W. наблюдал закрученные потоки крови в сердце. Анализ экспериментальных  

данных показал, что вращающийся поток крови возникает в левом желудочке сердца в 

диастолу и переносится в восходящую аорту в систолу. Систола – одна из фаз сердечного 

цикла – сокращение сердца. Во время систолы кровь нагнетается в артериальную систему. 

Диастола – вторая часть сердечного цикла – расслабление сердца.  Среди причин возник-

новения спиральных течений крови может быть закрученная структура стенок левого же-

лудочка сердца, спиральная неустойчивость, механические свойства стенок аорты и др. 

Исследования показали, что в аорте распространяется  средний стационарный поток.  В 

докладе этот поток моделируется течением Пуазейля. На фоне стационарного потока 

движутся длинные продольные пульсовые волны, свойства которых сильно зависят от 

вязкости жидкости и упругих свойств стенок сосудов. Отметим, что эти волны были 

предметом интенсивных исследований в конце девятнадцатого века [1-2]. Длинные спи-

ральные волны с учетом анизотропии стенок исследованы в [3].  В докладе показано, что в 

отличие от длинных продольных волн, которые заполняют все поперечное сечение аорты, 

длинные спиральные волны локализованы только в пограничном слое вблизи стенки аор-

ты. В конце систолы в пограничном слое возникает противоток.  

На основе нелинейной системы Навье-Стокса и динамических уравнений оболочки по-

строена математическая модель коротких спиральных волн в восходящей аорте. Предпо-

лагается, что спиральные волны в аорте вызваны закрученным потоком жидкости, посту-
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пающим на вход в аорту из левого желудочка сердца. Аорта моделируется круговым ци-

линдром, ограниченным тонкой упругой изотропной оболочкой.  Решения модели по-

строены асимптотическими  и численными методами. Показано, что короткие спиральные 

волны, в отличие от длинных  спиральных волн, заполняют все поперечное сечение сосу-

да.  

          

Рис. 1.  Амплитуды спиральных волн в зависимости от времени в систолу 

Короткие и длинные спиральные волны в аорте изменяют направление вращения 

жидкости в течение систолы. В докладе построены квазистационарные спиральные моды, 

которые  не изменяют направление вращения жидкости ни со временем, ни по сечению 

сосуда. 

Численные расчеты коротких спиральных волн показывают, что возможны различные 

варианты закручивания потока жидкости в аорте. Возможен режим, полученный 

экспериментально, а именно: в период  систолы жидкость вращается в одну сторону, за 

исключением небольшого промежутка  времени, когда жидкость вращается в обратном 

направлении (рис. 1). Этот промежуток может находиться вблизи любой временной точки 

систолы. На рисунке сплошная и пунктирная линии изображают  окружную компоненту 

скорости соответственно на входе в аорту и на расстоянии от входа,  равном трем 

диаметрам сосуда d. Амплитуды рассчитаны на расстоянии 0.25d от центральной оси 

сосуда. Расчеты различных мод показывают, что в начале систолы существует небольшой 

временной отрезок, в течение которого окружная компонента скорости изменяется 

незначительно. Длина этого отрезка увеличивается при удалении от входа в цилиндр.  С 

ростом расстояния от входа в цилиндр короткие спиральные волны затухают по 

экспоненциальному закону. Механизмом переноса этих волн является как стационарный 

поток, так и длинные продольные волны. Короткие  спиральные волны слабо зависят от 

упругих свойств стенок аорты 
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Обратные задачи математической физики в настоящий момент играют большую роль в 

естественных науках и их приложениях [1], [2], [3]. Коэффициентные обратные задачи для 

параболических уравнений - это задачи, в которых вместе с решением дифференциально-

го уравнения неизвестным является и один (или несколько) из его коэффициентов. 

В работе рассмотрена обратная задача для параболического уравнения с параметром 

[4], [5], в которой размерность параметра совпадает с размерностью пространства. Данная 

задача является задачей управления. Её решение позволяет найти функцию источника та-

ким образом, чтобы искомая физическая величина (температура, концентрация, и.т.д.) 

принимала заданные значения в некоторой фиксированной ограниченной области. 

В настоящей работе рассматривается задача с параметром y  
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     1 20, 0, 0, nl l l    в  n , D - компактное подмножество   с достаточно гладкой 
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 - оператор Лапласа. Неизвестными функциями являются 

 , ,u t x y ,  ,t y , функции      0, , , , , ,f t x y u x y t y  заданы. 

В работе получены достаточные условия на входные данные, гарантирующие сущест-

вование и единственность решения задачи (1)-(4) в классе гладких ограниченных функ-

ций. Доказаны существование и единственность решения задачи Коши (1), (2), (4) в об-

ласти 

    , , | 0, , , .nE t x y t T x y D     

Литература 

1. Романов В. Г. Обратные задачи математической физики. М.: Наука. 1984. 262 с. 

2. Belov Yu. Ya.Inverse problems for partial differential equations. Utrecht etc.:VSP. 2002. 

211 p. 

3. Кожанов А. И.Нелинейные нагруженные уравнения и обратные задачи // Журнал вы-

числительной математики и математической физики. 2004. Т. 44, № 4. С. 694-716. 

mailto:KKorshun@sfu-kras.ru


66 

 

4. Anikonov Yu. E.Inverse problems for evolution and differential-difference equations with a 

parameter // Journal of Inverse and Ill-posed Problems, 2003, V.11, № 5, P. 439-473. 

5. Аниконов Ю. Е.Об обратных задачах для уравнений математической физики с пара-

метром // Сибирские электронные математические известия. 2012. Т. 9. С. 45-63. 

 
УДК 517.929.7 

ПЕРВАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ 

ПРОИЗВОДНЫХ С ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ АРГУМЕНТОМ 

THE FIRST BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR PARTIAL 

DIFFERENTIAL EQUATION WITH THE DELAYED ARGUMENT 
 

Бжеумихова О.И., Лесев В.Н. 

 

Кабардино-Балкарский государственный университет, Россия,  г.Нальчик 

email: diff@kbsu.ru 

 

Уравнения с отклоняющимся аргументом в последние годы привлекают все больше 

внимания. Это относится  как к уравнениям с распределенным запаздыванием [1]-[3] , так 

и к уравнениям с дискретным отклонением [4]-[7]. Подобный интерес можно объяснить с 

одной стороны теоретической новизной данных исследований, с другой же  их важно-

стью для приложений. 

Настоящая работа посвящена краевой задаче для уравнения в частных производных с 

запаздывающим аргументом в прямоугольной области. 

Рассмотрим уравнение 

     , , , 0,xx ttLu u x t u x t u x t                                               (1) 

в прямоугольной области   0, : 0 , 0 ,x t x x t        где 0, , , , const,x      

причем 

0.        

Для уравнения (1) в области   исследована следующая 

Задача 1.  Найти регулярное решение  ,u x t  уравнения (1) из класса    2,4

, ,x tC C   

удовлетворяющее условиям 

       

       

1 0 2

3 4

0, , , ,

,0 , , ,

u t t u x t t

u x x u x x

 

  

 

 
 

где  1,4i i     заданные, достаточно гладкие функции, причем    1 30 0 ,   

   1 4 0 ,      2 3 00 ,x     1 30 0 ,     2 4 0 .x    

Методом разделения переменных установлены критерии однозначной разрешимости 

задачи 1. Приближенное аналитическое решение было получено в виде соответствующих 

тригонометрических рядов. 
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В настоящей работе изучается новая реологическая модель, которая с приемлемой точ-

ностью учитывает нелинейные эффекты, возникающие при рассмотрении движения по-

лимерной среды как суспензии невзаимодействующих упругих гантелей [1]. Каждая из 

гантелей представляет собой две броуновские частицы, связанные упругой силой и дви-

жущиеся в анизотропной жидкости, образованной растворителем и другими гантелями. 

Для течения полимерной среды в бесконечном плоском канале линеаризованная отно-

сительно аналога течения Пуазейля для системы Навье - Стокса проблема формулируется 

следующим образом: в области 

( , , ) 0, ( , ) {( , ) | | , 0 1}{ | | }G t x y t x y П x y x y        
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 требуется найти решение системы 

 ˆˆ ˆ 0,t x yU BU CU RU F       (1.1) 

 12

1
ˆ{ 2( ) } 2 ,

Re
xx xy xa v       (1.2) 

удовлетворяющее граничным условиям: 

 0 0 1 1 0,| | | |y y y yu v u v         (1.3) 

 12

1
( )  0,1;

Re
y x риa yп     (1.4) 

 0, 0, 0  | |x приU p p x   ‖ ‖   (1.5) 

и начальным данным 

 0 0 0 0( , ), ( , ).| |t tU U x y p p x y     (1.6) 

Здесь 11 12 22( , , , , ) ,TU u v a a a  u,v - компоненты вектора скорости, ija - компоненты сим-

метрического тензора анизотропии, 11 22 ,a a    22

1
,p a

Re
    

p - гидростатическое давление, ˆ ˆ
yu  , Re  - число Рейнольдса, матрицы ˆˆ ˆ, ,B C R  зави-

сят от основного решения и физических параметров модели, ( , ,0,0,0)T

x yF p p . 

Доказывается, что нулевое решение смешанной проблемы (1.1)-(1.6) не является устой-

чивым по Ляпунову [2]. 
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Рассмотрим кинетическое уравнение переноса нейтронов для анизотропного рассеяния 

в случае плоскопараллельной геометрии: 

  x R,t                                           

                            u                                                                                                 (2) 

Здесь                        
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Su=  u (x,t,  

 

   cos  

u(x, t, ) - плотность потока нейтронов, - полное сечение и сечение рассея-

ния, g(x, ) – индикатриса рассеяния.  

В соответствии с методом сферических гармоник [1] предположим, что процесс рас-

пространения нейтронов достаточно точно описывается конечным рядом 

                                   u(x, t, )                                               (3) 

где  

,                 полиномы Лежандра. 

Подставляя (3) в (1) и (2), получаем симметрическую гиперболическую систему диф-

ференциальных уравнений первого порядка по Фридрихсу. Приводя полученную систему 

к каноническому виду, имеем 

                                                                         (4) 

                                                                                                                        (5) 

. 

(-     j=1.n 

 

    i=1.n 

 

Обратная задача заключается в определении функций  и   из (4) – 

(5) по дополнительной информации о решении прямой задачи 

                                t                                                                              (6)  

Будем говорить, что решение обратной задачи (4)-(6) принадлежит классу,  выпол-

нены следующие условия:  

 
 

, 

 

  j=          

и существует положительная постоянная С такая, что имеет место оценка 

-с  j= ,   z [  

Построен, конечно- разностный алгоритм решения обратной задачи (4) – (6) в случае 

произвольно T  в предложении, что решение обратной задачи (4) – (6) существует и 

принадлежит классу          

Лемма. Существует положительная постоянная  такая, что при всех N>0 

                                          max      max .                                                            (7) 

j=    j=  

 Используя дискретный аналог неравенства Беллмана, получаем  

 
где  зависит от N. 
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Основная цель проведенного исследования заключается в том, чтобы дать общий обзор 

важных идей анализа и поиска оптимального управления негладкой системой дифферен-

циальных уравнений с запаздыванием, представленной в виде 

 
        
        









,0,,,,,

,0,,,,,

2

1

xtStutxtxtf

xtStutxtxtf
tx




                                    (1) 

где mn RuRx  ,  - векторы состояния и управления соответственно,   - постоянное за-

паздывание,  xtS ,  - непрерывно дифференцируемая по совокупности аргументов скаляр-

ная функция, определяющая нарушение гладкости правой части системы (1). Основное 

внимание в проделанной работе сконцентрировано на проблеме необходимых условий 

оптимальности и их применении для построения численных методов поиска решения 

практических задач в области иммунологии, описываемых системой дифференциальных 

уравнений вида (1).  

В рамках проведенного исследования рассмотрены различные иммунологические зада-

чи оптимального управления, моделирующих процесс размножения и нейтрализации ан-

тигенов, пролиферации и дифференцировки плазматических клеток и антител. Рассмот-

ренные задачи отличаются друг от друга различными особенностями, такими как размер-

ность фазового пространства состояний, типы нелинейностей, структура ограничений, 

многоэкстремальность, вид разрывов в системе, а также наличием запаздываний в фазо-

вых переменных и т.д. Для рассматриваемых задач разработаны специализированные ме-

тоды поиска оптимального управления, ориентированные на учет их особенностей, полу-

чены различные необходимые условия оптимальности, разработано алгоритмическое и 

программное обеспечение, позволяющее находить оптимальное управление и придавать 

ему содержательную интерпретацию. 
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В настоящее время, при использовании вычислительных методов большое внимание 

уделяется оценкам погрешности применяемых алгоритмов, их точности и оптимальности. 

Особую роль эти характеристики играют при исследовании некорректно поставленных 

задач с использованием различных регуляризующих семейств.  

Рассмотрим операторное уравнение 

Au f , 

где H - гильбертово пространство, A -инъективный линейный ограниченный оператор, 

отображающий пространство H  в H , а ,f u H . Требуется определить приближенное 

решение u P f
    уравнения, оценить его уклонение от точного решения в предполо-

жении, что при 0f f  существует точное решение 0u  данного уравнения, принадлежа-

щее классу корректоности rM .  Но 0f  нам не известно, вместо него даны f  и уровень 

погрешности 0   такие, что 0f f   . 

В докладе будут рассмотрены методы регуляризации, построенные на основе проекци-

онного регуляризующего семейства: 


1

,  0, ,

A

P f dE f A 






     

( E  - спектральное разложение единицы), отличающиеся способом выбора параметра ре-

гуляризации  :  

1) по методу М.М. Лаврентьева, а именно из уравнения ( )rG     (где ( ) pG   );  

2) по схеме В.Н. Страхова, т.е. из условия 


2
2 2

20,
min ( )

A
r G






 

 
 

 
; 

3) из принципа невязки, т.е. из уравнения 
2

29Au f
    . 

Для первого метода доказана его оптимальность по порядку и найдена точная констан-

та, равная 2 . 

Для второго метода, в случае, когда класс корректности определяется положительной 

степенью исходного оператора, также была доказана оптимальность по порядку метода 

[1]. При этом полученные точные константы в обоих случаях, позволили провести срав-

нительный анализ этих методов. 

Третий метод, когда параметр регуляризации выбирается из уравнения невязки, являет-

ся нелинейным в отличие от первых двух методов.  Особенностью этого метода является 

то, что в качестве исходной информации он использует лишь f  и уровень погрешности 
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 , кроме того, параметр регуляризации в нем зависит не только от  , но и от f . В рабо-

те [2] была также доказана его оптимальность по порядку и найдена точная по порядку 

оценка его погрешности. 
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В работе рассматривается распределение узлов весовой квадратурной формулы в зави-

симости от свойств конкретной весовой функции и от поведения подынтегральной функ-

ции, принадлежащей к определенному функциональному пространству. 

Пусть вес   ,1pp x L p   , m

pf W  и вычисляется интеграл    
1

0

If p x f x dx  . 

Используя интерполяционную формулу Лагранжа, искомый интеграл представим в виде 

суммы 

               
1 1

1

1 1

1 1 1 00

x x
N N N m

m

x x

p x f x dx p x f x dx p x L x x dx h C f x

 



  

   

        
 

 

   
   



, 

где коэффициенты определяются по формулам  
   

  
1

1

1 1

x

m

x

x x p x
C dx

x x x









   









   




 
 . 

Рассмотрим две возрастающие последовательности чисел 

 0 1 20 ... ... 1Nx x x x x         и  0 2 ... ... 1h h h hN       . 

С помощью этих последовательностей можно построить дифференцируемую функцию 

 x t  по значениям  x h   , 1,2,..., N  , удовлетворяющую условиям  0 0x   и 

 1 1x  . 

Теорема. Пусть mf W , 
 

   1

0,1
max

m

x
f x M




 ,    1 0,1p x L  и 

       
1

1

1 00

N m

p x f x dx C f x  
 

  

 

  - весовая формула. Тогда асимптотически опти-
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мальное распределение узлов , 1,2,...,x N   , определяется функцией  x t , удовле-

творяющей дифференциальному уравнению 

    
1

0
md

p t t
dt

 
  

 
, 

начальным условиям    0 0, 1 1    и в неявной форме выражается интегралом 

   
1 1

1 1

0 0

x x

m mp x dx p x dx t    . 
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Предлагается новый подход, который является развитием и обобщением предыдущих 

результатов, полученных в классах нелинейных задач оптимального управления [1, 2]. 

Метод иллюстрируется в рамках следующего класса задач оптимального управления: 

1( ) ( ( ), ) ( ( ), ( ), , ) inf
T

x t F x t u t t dt


   


    , 

( ) ( ( ), ( ), , )x t f x t u t t , 0( )x t a , ( )u t U , W , a A , 0 1[ , ]t T t t  , 

в котором 1( ) ( ( ),..., ( ))nx t x t x t  – вектор состояния, 1( ) ( ( ),..., ( ))mu t u t u t  – вектор управляю-

щей функции, 1( ,..., )l    и 1( ,..., )na a a  - векторные управляющие параметры. Множе-

ства mU R , lW R , nA R  замкнуты и выпуклы. Интервал T  фиксирован. В качестве 

допустимых управляющих функций рассматривается множество V  кусочно-непрерывных 

на T  функций со значениями в множестве U . ( , , )u a   - допустимое управление со зна-

чениями в множестве V W A   . 
Одним из основных подходов к оптимизации управления является последовательное решение 

задач улучшения управления, в которых для заданного управления I   требуется найти управ-

ление II   с условием ( ) ( ) 0II I    . 

В данной работе для решения задачи улучшения предлагается решить специальную за-

дачу о неподвижной точке конструируемого оператора в пространстве управлений. Реше-

ние предлагаемой задачи о неподвижной точке позволяет улучшать неоптимальные 

управления, удовлетворяющие принципу максимума, и получать новые необходимые ус-

ловия оптимальности в рассматриваемом классе задач. 

Предлагаемый подход последовательного решения задач улучшения на основе поиска 

неподвижных точек характеризуется отсутствием процедуры игольчатого или выпуклого 

варьирования управлений и состоит в последовательном решении чередующихся задач 

Коши для фазовых и сопряженных переменных. 

Указанные свойства являются важными факторами повышения вычислительной и ка-
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чественной эффективности решения задач оптимального управления. 
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Пусть  
0nn  – спектр краевой задачи  HhMLL ,,  вида 

где   – спектральный параметр, h , H  – комплексные числа,  xM  – комплекснознач-

ная функция, и       ,02LxMx  . Тогда собственные значения имеют вид 

Рассмотрим следующую обратную задачу. 

Задача 1. По спектру  
0nn  найти функцию  xM  и коэффициент H  в предполо-

жении, что коэффициент h  известен априори. 

Обратные спектральные задачи для интегро-дифференциальных операторов с краевыми 

условиями Дирихле исследовались в [1]–[3] и других работах. В [2],[3] обратная задача 

сведена к так называемому основному нелинейному интегральному уравнению, которое 

решено глобально, что позволило получить глобальную разрешимость обратной задачи. 

Краевые условия (2) вносят существенные дополнительные трудности в исследование об-

ратной задачи. Следующая теорема вместе с (3) дает единственность и необходимые и 

достаточные условия разрешимости задачи 1 в случае 0h . Отметим, что при 0h  во-

прос о разрешимости задачи 1 остается открытым. 

Теорема 1. Для произвольных комплексных чисел n , 0n , вида (3) существует 

единственная (с точностью до значений на множестве нулевой меры) комплекснозначная 

функция  xM  из класса       ,02LxMx   и единственное комплексное чис-

ло H , такие что  
0nn  является спектром краевой задачи  HML ,0, . 
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Решение обратной задачи может быть построено по следующему алгоритму. 

Алгоритм 1. Пусть задан спектр  
0nn  краевой задачи  HML ,0, . Тогда: 

1) Находим коэффициент H  по формуле 







1
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n

n

n
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 . 

2) Строим функцию  xw  по формуле 
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3) Находим функцию  xN , решая основное уравнение обратной задачи 
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x

dttNHxN
x

Hxw , 

где 

   xNxN 1* ,          
x

dttNtxNxN
0

*1*  ,   1 . 

4) Строим функцию  xM  по формуле 

         
x t

dNtNdtxNxM
0 0

2  ,    x0 . 
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Полиномы Цернике естественно появляются в прямых и обратных задачах математиче-

ской физики рассматриваемых в единичном круге, так как они образуют в нём ортого-

нальный базис. В настоящем докладе мы используем полиномы Цернике для численного 

решения следующих обратных задач. 

1. Двумерная обратная задача теории потенциала: восстановление правой части урав-

нения Коши-Римана по следу решения на границе. 

2. Одновременное восстановление коэффициента поглощения и источника в задаче то-

мографии с поглощением. 

3. Восстановление коэффициентов эллиптических систем по данным измерений на гра-

нице. 
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Рассматривается псевдодифференциальное уравнение 

                                                                      (1) 

где  – эллиптический псевдодифференциальный оператор в области    m-мерного 

пространства   с символом  , ξ  . Граница области предполагается 

кусочно-гладкой, причем особенности границы могут быть различной природы, например, 

типа конуса или ребра. Ранее автор получил подробную картину разрешимости (фред-

гольмовости) уравнения (1) в плоском случае, исходя из концепции волновой факториза-

ции эллиптического символа  [1]. Несколько позже удалось описать и некоторые много-

мерные ситуации [2-5] . Здесь же рассматривается ситуация сложных особенностей типа  

букета упомянутых конусов с общей вершиной.  Устанавливается связь с рассмотренными 

ранее случаями и предлагаются различные постановки корректных краевых задач в про-

странствах Соболева – Слободецкого .  
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В книге С.Л.Соболева [1] изучались кубатурные формулы с регулярным пограничным 

слоем, полученные суммированием различных малых локальных функционалов. 

В данной работе из множества функционалов квадратурных формул с регулярным по-

граничным слоем для данного интервала выделяется простой функционал погрешности с 

симметричным пограничным слоем, т.е функционал погрешности квадратурной формулы 

с симметричными коэффициентами на концах интервала интегрирования. 

   0,1
hl x   

         

1 1

0,1 0, 1,0 0,
0 0

1

2

N m N m

m m

x x x x
l l N m l N l

h h h h

   

 

        
                 

         
   

       
1 2

0,1 0,1
.

2

h hl x l x
  

В явном виде оценивается остаточный член, входящий в оценку сверху нормы этого 

функционала погрешности. 
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Константа, входящая в оценку  1mO h   не зависит от m
pf L .  
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Большое внимание ученых в настоящее время  привлекает задача определения предва-

рительных напряжений в твердых телах. Это связано с тем, что наличие предварительных 

напряжений существенно влияет на прочность конструкций. Предварительное напряжен-

ное состояние чаще всего  возникает в процессе технологической обработки (прокатки, 

закалки, сварки). В реальных конструкциях предварительно напряженное состояние неод-

нородно, особенно в окрестности различных дефектов. Однако разрушающие методы на-

хождения предварительных напряжений имеют много недостатков.  Поэтому актуальной 

является совершенствование технологии неразрушающего контроля предварительного 

напряженного состояния на основе данных, снимаемых на поверхности тела. В этом слу-

чае, разработка теоретических основ реконструкции неоднородного предварительного на-

пряженного состояния термоупругих тел возможна только на основе аппарата коэффици-

ентных обратных задач (КОЗ).  

Обратные задачи термоупругости  исследованы весьма слабо, что объясняется нели-

нейностью этих задач. Однако для решения нелинейных обратных задач механики в ряде 

работ [1-4] был построен итерационный процесс, на каждом этапе которого решались ин-

тегральные уравнения Фредгольма 1-го рода. В данной работе рассмотрены обратные за-

дачи об идентификации неоднородного предварительного напряженного состояния тер-

моупругих тел – стержня и цилиндра. С этой целью, сначала на основе  подхода, предло-
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женного ранее  Треффтцем Э. и развитого Гузем А.Н. [4,5], были получены уравнения 

термоупругости для  предварительно напряженных тел. Неустановившиеся  колебания тел 

возбуждаются двумя способами – тепловым и механическим. Получены решения прямых 

задач для неоднородных тел в безразмерном виде. Решение для стержня после примене-

ния преобразования Лапласа  сведено к решению интегральных уравнений Фредгольма 2-

го рода на основе метода коллокаций  и обращении полученных решений в трансформан-

тах на основе  теории вычетов, как в [2]. Прямая задача для цилиндра решалась на основе 

метода пристрелки в трансформантах и обращения трансформант решений на основе ме-

тода Дурбина, как в [3].  Для решения обратной задачи на основе обобщенного соотноше-

ния взаимности для предварительно напряженных термоупругих тел [4]  были получены 

операторные соотношения, устанавливающие взаимосвязь между искомыми и измеряе-

мыми характеристиками. Функции, характеризующие предварительные напряжения и 

преднагрев, восстанавливались в два этапа. На первом этапе определялось начальное при-

ближение в классе положительных ограниченных линейных функций методом минимиза-

ции функционала невязки. На втором этапе определялись поправки реконструируемых 

функций путем решения интегрального уравнения Фредгольма 1-го рода. После нахожде-

ния поправок строилось новое приближение, и осуществлялся итерационный процесс 

уточнения восстанавливаемых характеристик. Критерий выхода из итерационного про-

цесса – достижение некоторого порогового значения функционала невязки. Выяснено, что 

неоднородные характеристики  восстанавливаются с хорошей точностью: погрешность 

реконструкции монотонных функций не превосходит 4%, а немонотонных 10%. Для дос-

тижения  порогового значения  в функционале невязки, как  правило, требуется не более 

10 итераций.  
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Мы рассматриваем модельную обратную задачу конвективного теплообмена (см. [1]). 

Ищется решение параболического уравнения 

,        ,  ,  (1) 

где  – эллиптический оператор второго порядка вида 

 

и  – ограниченная область с гладкой границей . Пусть , 

. Уравнение (1) дополняется начальными и краевыми условиями вида 

,                                 (2) 

    (3) 

где ni – соответствующая координата внешней единичной нормали к S. Требуется найти 

решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям (2), (3) и неизвестную функцию , 

входящую в (3), используя условие переопределения вида 

    (4) 

При выполнения условий гладкости на коэффициенты уравнения и данные задачи и 

стандартных условий согласования, мы показываем, что данная задача корректна. Все 

рассмотрения проводятся в пространствах С.Л. Соболева. 
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Викентьева Н.А. 
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В работе рассматриваются новые нелокальные задачи для эллиптических уравнений. 

Постановка задачи. Пусть Q - единичный круг. Рассмотрим следующую задачу: найти 

функцию  u z , удовлетворяющую внутри Q уравнению Пуассона 

    ,u z f z   

а на его границе - краевым условиям 

   

     

1, 0, 0, ,

1, 1, , 0, .

u

u u

v v

  

     

 

 
  

 

 

Для рассматриваемой задачи доказываются теоремы существования и единственности 

регулярных решений. 

Также в работе рассматриваются другие нелокальные задачи - в частности, задачи с ин-

тегральными условиями; для этих задач также доказываются теоремы о существовании и 

единственности регулярных решений. 

 
УДК 517.948 

ОБ ОЦЕНКЕ ПОГРЕШНОСТИ РЕГУЛЯРИЗУЮЩЕГО 

АЛГОРИТМА, ОСНОВАННОГО НА ОБОБЩЕННОМ ПРИНЦИПЕ 

НЕВЯЗКИ, ПРИ РЕШЕНИИ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВЕННИЙ 

ON ERROR ESTIMATES FOR REGULARIZING ALGORITHM BASED 

ON GENERALIZED RESIDUAL METHOD WHEN SOLVING INTEGRAL 

EQUATIONS 
 

Вишняков Е.Ю.* 
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Рассмотрим интегральное уравнение первого рода: 
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,qzp),z(fdxdy)y,x(u)z,y,x(Q)y,x(Au
b

a

d

c

       (1) 

где ]q,p[L)z(f]),d,c[]b,a([L)y,x(u]),q,p[]d,c[]b,a([C)z,y,x(Q 22  . 

Предположим, что при )z(f)z(f 0  существует точное решение )y,x(u0  уравнения 

(1), которое принадлежит множеству M , где  

 .)c,x(u,)y,a(u]),d,c[]b,a([L)y,x(u),y,x(u),y,x(u:)y,x(uM yx 002      (2) 

Пусть точное значение )z(f0  нам не известно, а вместо него даны ]q,p[L)z(f 2  и 

0  такие, что  
2

0 L
)z(f)z(f . 

Требуется по )z(f ,  и M определить приближенное решение )y,x(u  и оценить его 

уклонение от точного решения )y,x(u0  в метрике пространства ])d,c[]b,a([L 2 . 

Введем оператор B , отображающий пространство ])d,c[]b,a([L 2  в 

])d,c[]b,a([L 2 , формулой  

])d,c[]b,a([L)y,x(Bv),y,x(v,dd),(v)y,x(Bv)y,x(u

y

c

x

a

   2   (3) 

и оператор C 

])d,c[]b,a([L)y,x(Cv),y,x(v),y,x(ABv)y,x(Cv  2 .   (4) 

Из (3) и (4) следует, что dxdy)y,x(v)z,y,x(K)y,x(Cv
b

a

d

c

   и 

 dd)z,,(Q)z,y,x(K
x

a

y

c

  . 

Предположим, что для численного решения уравнения (1) оператор С неудобен и тре-

бует замены его конечномерным оператором nmС , для которого известна nmh , такая что 

nmnm hСС  . 

Для решения уравнения (1) воспользуемся методом регуляризации А.Н. Тихонова пер-

вого порядка 
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Значение параметра регуляризации  в (5) выберем из обобщенного принципа невязки  
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.  (6) 

Окончательно, решение задачи (5),(6) имеет вид 

 11   jjiiijh yyy,xxx:v)y,x(v
nm


 ; 1010  m,j,n,i .   (7) 

Из (3) и (7) следует, что приближенное решение )y,x(u
nmh уравнения (1) определяется 

формулой  

)y,x(Bv)y,x(u
nmnm hh   .     (8) 
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Получена оценка погрешности приближенного решения )y,x(u
nmh . 
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В данной работе рассматриваются математические модели систем, представимых в ви-

де набора из  взаимодействующих элементов. Каждый элемент в фиксированный дис-

кретный момент времени  (здесь  ) описывается набором векторов 

; причем допускается, чтобы  являлись случайными векторами.  

В следующий момент времени  происходят взаимодействия между элементами, в 

результате чего характеристики системы меняются: 

 
где  - соответствующая многозначная функция векторного аргумента (функция 

управления). Исследуемую систему и соответствующий ей итерационный процесс (1) на-

зовем управляемым, если существует одновременно непустое и конечное (с вероятностью 

единица) множество предельных (устойчивых) состояний 

 
здесь  - подпоследовательности множества натуральных чисел , причем . 

Мерой управляемости итерационного процесса (1) назовем величину , где  - 

количество элементов множества предельных (равновесных) состояний (2). Чем меньше 

значение , тем ближе мера  к единице и тем более управляемым является процесс (1). В 

данной работе, в частности, будут приведены примеры последовательностей (1) с малым 

значением меры управляемости , которые широко используются для моделирования «не-

управляемости» (хаоса, случайности). Несложно доказать следующее утверждение. 

УТВЕРЖДЕНИЕ. Равновесные состояния (2) итерационного процесса (1) образуют 

циклическую группу. 

Не ограничивая общности, можно считать, что 

mailto:vav@osmf.sscc.ru
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Это означает, что введенная нами мера управляемости процесса (1) обратно пропор-

циональна порядку циклической группы равновесных состояний (3). 

В данной работе представлены примеры итерационных процессов, для которых вве-

денное понятие управляемости является вполне естественным. 

В частности, кратко рассмотрен итерационный численный алгоритм для моделирова-

ния ресурсных систем из работы [1]. Приведены условия, при которых мера управляемо-

сти этого алгоритма равна единице. Рассмотрена практически «естественная» ситуация, в 

которой допускается наличие случайных погрешностей в начальных данных. Получены 

выражения для элементов матрицы соответствующего предельного состояния, выведены 

формулы для математических ожиданий и дисперсий этих элементов. Аналогичные ис-

следования проведены для специального (но практически важного) случая моделирования 

ресурсных систем («конкурентная модель»); здесь мера управляемости равна 1/2. Отме-

тим, что более подробное описание линейных итерационных ресурсных моделей (вклю-

чающее результаты показательных тестовых экспериментов) содержится в докладе [2] 

данной конференции. 

В данной работе рассмотрен также мультипликативный метод вычетов по модулю 

 с множителем вида   для натуральных  и : 

 
здесь  обозначает дробную часть числа  и . 

Особо отметим, что последовательности вида (4) являются характерными примерами 

циклических групп вида (3).  Конкретные значения для параметров  и  обусловлены 

широким применением алгоритма (4) с достаточно большими значениями степеней  и 

 для реализации датчиков псевдослучайных чисел, используемых в алгоритмах ме-

тода Монте-Карло (см., например, [3, 4]). В данной работе показано, что мультипликатив-

ный метод вычетов по модулю  для выбранного множителя   обладает 

минимальной (для различных ) мерой управляемости, равной , что обуслав-

ливает целесообразность использования этого алгоритма в качестве численной модели 

случайной величины , равномерно распределенной в интервале .  

Литература 

1. Астраков С.Н., Анисова М.А. Математическое моделирование экономических 

взаимодействий на графах // Вестник Российского государственного торгово-

экономического университета. 2009, № 6. С. 39-43. 

2. Анисова М.А. Стохастическая устойчивость итерационных моделей ресурсных 

систем // Материалы Международной конференции «Дифференциальные уравнения и ма-

тематическое моделирование» (22 – 27 июня 2015 года, Улан-Удэ – Байкал, Россия). 

3. Соболь И.М. Численные методы Монте-Карло. М.: Наука, 1973. 

4. Михайлов Г.А., Войтишек А.В. Численное статистическое моделирование. Методы 

Монте-Карло. М.: Изд. центр «Академия», 2006. 



85 

 

УДК 539.3 

ВАРИАЦИОННЫЕ ПРИНЦИПЫ В ЗАДАЧАХ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

КРИТИЧЕСКОГО ВРЕМЕНИ ВЫПУЧИВАНИЯ ОБОЛОЧЕК  

ПРИ УСТАНОВИВШЕЙСЯ ПОЛЗУЧЕСТИ 

VARIATIONAL PRINCIPLE IN THE PROBLEM OF DETERMINING 
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Применение вариационных принципов в задачах математической физики позволяет по-

строить эффективные численные алгоритмы решения соответствующих задач.  В докладе 

излагается алгоритм вычисления критического времени выпучивания оболочек в условиях 

установившейся ползучести, построенный на основе  смешанного вариационного принци-

па установившейся ползучести. Показано, что  из смешанного вариационного принципа 

трехмерной теории ползучести при наложении некоторых ограничений следует вариаци-

онный принцип в модели  Ю.Н. Работнова двухслойной оболочки. Использование вариа-

ционного принципа  в модели двухслойной  оболочки позволило разработать эффектив-

ный метод решения задач о напряженно-деформированном состоянии оболочек в услови-

ях ползучести. Под ползучестью материала в механике деформируемого твердого тела по-

нимается его свойство, заключающееся в том, что в таком материале деформации могут 

увеличиваться со временем даже при постоянных напряжениях.  Под критическим време-

нем выпучивания оболочки понимается момент времени, при достижении которого про-

гиб оболочки стремится к бесконечности. Получены аналитические выражения для кри-

тического времени выпучивания как гладких, так и подкрепленных оболочек. Проведено 

сравнение полученных результатов с  известными  в литературе решениями и с экспери-

ментальными данными. 
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ON STRENGTHENING THE FREDHOLM ALTERNATIVE FOR 

INTEGRAL EQUATIONS OF CONVOLUTION  
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Рассмотрим следующее интегральное уравнение   Фредгольма 2-го рода в  свертках: 

u(t)- =f(t), t (0,b),                                           (1) 

где 

                                                           

 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 13-01-00275) 
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k Lq(-b,b),  f Lq(0,b),  q1 (или q=1). 

 

Для интегральных уравнений Фредгольма (более общего вида, чем (1)) хорошо извест-

на альтернатива Фредгольма. Последняя  имеет большое значение для различных иссле-

дований в интегральных уравнениях. 

 В   рассматриваемом здесь случае, когда ядро интегрального уравнения зависит только 

от разности аргументов, будет доказана следующая  усиленная альтернатива Фредгольма. 

Теорема. Усиленная альтернатива Фредгольма. Пусть k Lq(-b,b), q>=1. Тогда, 

(i)   либо уравнение (1) разрешимо в  Lq(0,b) при f(t)=k(t) и при f(t)=k(t-b),  t(0,b), и то-

гда оно разрешимо для любой правой части  f Lq(0,b), решение  в этом случае единст-

венно, устойчиво по правой части $f$ и ядру $k$, 

(ii)   либо однородное уравнение (1) (при f=0) имеет нетривиальное  решение в Lq (0,b). 

 

Данная теорема получена с помощью достаточно «тонкого»  метода теории функций--- 

метода краевой задачи Римана. В работе [1] ([2]) уравнение  (система уравнений)  (1) сво-

дится, эквивалентным образом, к векторной краевой задаче Римана на прямой (с матрич-

ным коэффициентом). Анализ полученной краевой задачи Римана и приводит к усиленной 

альтернативе Фредгольма.  
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Для уравнения Лаврентьева – Бицадзе с двумя линиями изменения типа 

(sgn ) (sgn ) ( , )xx yyy u x u f x y   

изучена задача с граничными условиями второго рода на границе прямоугольной области 

 2( , ) 1 1, ,D x y x y          , ,    , 0.    Получено необходимое условие 

ее разрешимости. В случае однородного уравнения ( ( , ) 0f x y  ) спектральным методом 

[1]-[3] доказаны теоремы единственности и существования решения.  

При разделении переменных возникла спектральная задача на сопряжение для обык-

новенного дифференциального оператора с разрывным коэффициентом при старшей про-

изводной. Построены система собственных и присоединенных функций и соответствую-

щая биортогональная система. Установлена полнота биортогональной системы, и на осно-
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ве этого доказана единственность решения исходной задачи Неймана. Ее решение по-

строено в виде суммы биортогонального ряда, при обосновании сходимости которого воз-

никла проблема малых знаменателей. При определенных ограничениях на параметры ,   

получены леммы об отделённости малых знаменателей от нуля с соответствующей асим-

птотикой, которые позволили доказать сходимость ряда в искомом классе функций. 
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Относительно нефтяных месторождений используются два основных этапа: разведка и 

разработка. Первый этап включает комплекс взаимодополняющий методов. В их число 

входят как экономичные, так и весьма дорогостоящие, но необходимые методы. Матема-

тическое моделирование позволяет перенести исследование месторождения в рамки серии 

экономичных вычислительных экспериментов. В работе мы рассмотрим метод интерпре-

тации гравитационного либо магнитного полей и метод интерпретации масс на границе 

области V , где  - залеж УВ (углеводородов). В качестве границ V мы выберем 

плоскость и куб.  Комплекс предлагаемых алгоритмов состоит из 2.5D и 3D расширения 

методики полного нормированного градиента В.М. Березкина (ПНГ) [1] и 3.5D расшире-

ния алгоритма концентрации [2]. В отличие от алгоритмов ПНГ метод интропродолжения 

применяется к системе источников, то есть i
N

i





1

. Помимо самостоятельного значе-

ния, ПНГ и интропродолжение могут быть использованы в качестве первого приближения 

при конкретизации морфолого-плотностных характеристик залежи. 

Гравитационное (либо магнитное) поле )(XU  нижнего полупространства 0z , 

имеющее измеренное на дневной поверхности значение ),(0 yxU  описывается следующей 

линейной моделью.   
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 XXU ,0)( ,  ),()0,,( 0 yxUyxU   

Решение задачи ищется в виде ряда Фурье. Количество членов ряда определяет глуби-

ну изучаемого поля- то есть является характеристикой настройки нелинейного фильтра. В 

качестве фильтра выступает полный нормированный градиент (ПНГ) [1] 














 

S

zyxzyxN XUXUXUSXUXUXUG )()()(1)()()( 222222 , где S - обрабатывае-

мая площадь. ПНГ позволяет по максимальным его значениям определить источник   

измеренного на дневной поверхности поля. Нами предложен новый конечно-разностный 

вариант ПНГ (КПНГ) использующий перекрестный анализ по осям абсцисс и ординат. 

Модель концентрации уточняется и расширяется нами относительно моделей В.Н. 

Страхова [3] и В.Г. Филатова [4]  на 3.5D случай касательно плотности ),( tXu  зависящей 

и от времени t .         
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Здесь 0D  коэффициент диффузии, ),( TX - плотность в конечный момент T про-

цесса  выметания от источника, сконцентрированная на границе V . Данная задача 

решается нами посредством 2-ух шагового алгоритма статистической регуляризации на 

основе метода численного выметания Д. Зидарова [5]. Оптимальные характеристики алго-

ритма выявляются в процессе вычислительного эксперимента. Вычислительный экспери-

мент проводится для серии объектов (аппроксимируемых посредством кубов). Точность 

концентрации находится на уровне 5%, а результат, при использовании минимальной ап-

риорной информации, устойчив к погрешностям во входных данных.   
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Необходимость предсказания катастрофических явлений, которые могут быть вызваны 

готовящейся вспышкой вулканической деятельности, является актуальной задачей. Для 

решения этой задачи необходимо проведение комплексных и объективных исследований 

процессов происходящих на поверхности и внутри вулканической структуры, в том числе 

математическое моделирование с целью создания системы вибросейсмического монито-

ринга. 

Разработаны параллельные 2D и 3D  алгоритмы и созданы программы для моделирова-

ния распространения упругих волн в сложно построенной 3D упругой среде (2D модель 

есть сечение  исходной 3D модели различными плоскостями и  под разными углами). Ис-

пользуется конечно-разностный метод, явные разностные схемы на сдвинутых сетках и 

метод поглощающих границ CFS-PML. 

Предложенный численный метод и его параллельная программная реализация, эффек-

тивно используют архитектуру современного суперкомпьютера на основе графических 

ускорителей. 

Проведена серия 3D расчетов с целью изучения структуры волнового поля, обуслов-

ленного геометрией внутренних границ, для уточнения кинематических и динамических 

характеристик волнового поля с целью возможного создания системы вибросейсмическо-

го мониторинга стратовулкана Эльбрус. 
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Рассматривается смешанная задача для n-мерного волнового уравнения в четверти про-

странства. Граничное условие задано в виде линейной комбинации первых производных. 

Предполагается выполненным равномерное условие Лопатинского. В этом случае по-

строены все возможные диссипативные интегралы энергии. Эти интегралы энергии пара-

метризованы точками верхней полы (n+1)-мерного телесного конуса второго порядка. 

Расположение конуса и его геометрические параметры охарактеризованы через коэффи-

циенты граничного условия исходной задачи. 
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В районах Крайнего Севера действуют протяженные магистральные линии электропе-

редач (ЛЭП) от ГЭС, АЭС и ТЭЦ. В практике их эксплуатации нередки случаи тяжелых 

аварий, приводящих к выходу из строя ЛЭП. В условиях многолетней мерзлоты особенно 

много аварийных отключения ЛЭП вызывает грозовая деятельность. Об этом свидетель-

ствуют ежегодные отчетные материалы ОАО «Якутскэнерго», в ведении которой нахо-

дятся ЛЭП на территории Республики Саха (Якутия). Можно сделать вывод, что приме-

няемые методы грозозащиты, не учитывающие в полной мере слоистость земли и наличие 

многолетней мерзлоты, оказываются малоэффективными. Для выработки мер по повыше-

нию эффективности грозозащиты ЛЭП необходимо оценить величины наведенных токов 

и напряжений, возникающих при разряде молнии вблизи ЛЭП в условиях многолетней 

мерзлоты. Известно, что индуцированные грозовые перенапряжения в линиях передач со-

стоят из электромагнитной и электростатической компонент. Существующие методы рас-

чета таких перенапряжений в основном учитывают только электромагнитную компоненту 

и основаны на интегрировании уравнений Максвелла при различных предположениях. По 

нашему мнению, в регионах с высоким удельным электрическим сопротивлением грунта, 

к которым относятся и регионы с многолетней мерзлотой, необходимо учитывать элек-

тростатическую компоненту. Эта компонента возникает при «разбегании» по линии заря-

дов, индуцированных электростатическим зарядом грозового облака, после разряда мол-

нии и называется волна тока и напряжения (ВТН). В данной работе разработаны матема-

тические модели ВТН в линиях передач в условиях многолетней мерзлоты. Математиче-

ски модели сводятся к решению начально-краевых задач для однородной или неоднород-

ной системы телеграфных уравнений, описывающих токи напряжения в многопроводных 

линиях передач. Наличие многолетней мерзлоты учитывается специальной видом началь-

ных потенциалов или правых частей, где используется явный вид электростатического по-

тенциала точечного заряда в многослойной среде с различными электрофизическими 

свойствами. Численные расчеты реализуются на пакете Comsol Multiphysics. Проведены 

модельные расчеты для воздушной линии длиной 1 км, заземленной на обоих концах че-

рез согласованную активную нагрузку при разряде вблизи него молнии с определенными 

параметрами. Для модели, где предполагается мгновенный характер разряда молнии, рас-

четы показали большую зависимость величин ВТН от толщины слоя мерзлоты. При от-

сутствии мерзлоты пиковое значения напряжения на конце линии передачи составило 25 

кВ. При наличии слоя многолетней мерзлоты толщиной 250 м это пиковое напряжение 

увеличивается примерно в два раза, достигая 45 кВ. 
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В двумерных задачах теории упругости эффективно применяются различные классы 

функций комплексной переменной – аналитические, обобщенные, p- и (p,q)- аналитиче-

ские (Н.И. Мусхелишвили,Ю.И. Соловьев, Г.Н. Положий). Основой этого являются соот-

ветствующие представления общего решения уравнений упругого равновесия. В качестве 

многомерного аналога комплексного анализа развиваются различные теории гиперком-

плексных функций – кватернионных, клиффордовозначных и др. (F. Brackx, R. Delanghe, 

F. Sommen, Григорьев Ю.М., Наумов В.В., K. Gurlebeck and W. Sproßig). Применительно к 

трехмерной статической теории упругости таким аналитическим аппаратом является тео-

рия системы Моисила-Теодореску, которая рассматривается как условие регулярности 

кватернионных функций неполной кватернионной переменной. Введем обозначения: i, j, k 

– базисные кватернионные единицы с правилами умножения: ,1222  kji  

kjiij  , ikjjk  , jikki  . Кватернионная функция )()()( 0 rfrr  ff  непол-

ной кватернионной переменной kzjyix r  называется регулярной, если она удовле-

творяет условию: 0f , здесь zyx kji  - кватернионный оператор. Условие 

регулярности в обычных векторных обозначениях имеет вид: 

,00  ff 0 f ,      (1) 

соотношения (1) называются системой Моисила –Теодореску. Компоненты регулярной 

функции являются гармоническими функциями. Если в уравнении Ламе упругого равно-

весия 

0)()()2(  uu       (2) 

ввести функции u )2(0 f , uf   , то она принимает вид (1), т.е. кватерни-

онная функция f 0ff  будет регулярной. Дифференцируемую функцию F такую, что 

fF  , будем называть первообразной функцией для f. Кватернионное сопряжение обо-

значим f 0ff . 

Теорема 1. Общее решение уравнения Ламе (2) выражается через две регулярные ква-

тернионные функции  ,   в виде  











73
,)()()()(2 rrrrru ,    (3) 

где в качестве  можно взять любую первообразную функции  , подчинив ее условию 

00   r . 

Теорема 2. В случае плоской деформации ),( yxuux  , ),( yxvu y  , 0zu  кватерни-

онное представление (3) переходит в комплексное представление Колосова-
Мусхелишвили общего решения уравнения Ламе: 
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)()()()43()(2   ivu , выраженное через две аналитические функции 

)(  и )(  комплексной переменной iyx . 

Теорема 3. В случае осесимметричной деформации ),( rzuur  , ),( rzwuz  , 0u  

кватернионное представление (3) переходит в комплексное представление 
Ю.И. Соловьева общего решения уравнения Ламе: 

)()(2)()43()(2   iuw , выраженное через две обобщенные аналитиче-

ские по Векуа функции )(  и )(  комплексной переменной irz  . 

Кватернионное представление (3) можно назвать трехмерным аналогом формул Коло-

сова-Мусхелишвили. Первое кватернионное представление решения уравнения Ламе бы-

ло получено М.Мишику (1956). Позже были получены различные варианты обобщений 

формул Колосова-Мусхелишвили (Д.Д. Пенрод, О.Г. Гоман, Ф.А. Богашов и А.Г. Угодчи-

ков и др.). Полученный в работе [1] результат наиболее близок к нашему. Но в этой работе 

используются аппарат клиффордовозначных функций, используется другое понятие пер-

вообразной. Мы вводим понятие первообразной как решение неоднородной системы 

Моисила-Теодореску, т.е. его можно трактовать как результат преобразования Теодоре-

ску. Кватернионное представление (3) эквивалентно представлению В.В. Наумова: 

00
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)()( dttftfI rr  ,     (4) 

здесь f, 0g  - регулярные кватернионные функции, причем 0)2( f  u . Можно по-

казать, что из формулы (4) следует представление общего решения уравнения Ламе, вы-

раженное через три гармонические функции, которое эффективно применяется при реше-

нии трехмерных задач теории упругости [2]. С помощью представления (3) решение пер-

вой основной задачи теории упругости (заданы перемещения на границе) сводится к ре-

шению кватернионного интегрального уравнения, являющегося трехмерным кватернион-

ным аналогом интегрального уравнения Мусхелишвили. 
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Краевые задачи для псевдопараболических и псевдогиперболических уравнений с ин-

тегральными условиями изучались многими авторами. Можно отметить работы Кожанова 

А.И., Попова Н.С. В этих работах для уравнений такого типа рассматриваются случаи с 

непрерывными коэффициентами. Краевые задачи для псевдопараболических и псевдоги-

перболических уравнений с интегральными условиями и с разрывными коэффициентами 

ранее не изучались. 

В данной работе методом продолжения по параметру доказывается разрешимость не-

локальных краевых задач для уравнений  

),,(),(),()( txfutxcutxauxhu xxxxtt   

),,(),(),()( txfutxcutxauxhu xxxxttt   

где  










,10),(

,01),(
)(

2

1

xxh

xxh
xh  

и 0)()),0,1([)( 011  hxhCxh  при )0,1[x , 0)(]),1,0(()( 122  hxhCxh   при 

]1,0(x ,   интервал )1,1(  оси Ox , ),0( TQ  , T0  , a )(xh , ),( txa , ),( txc ,  

),( txf  - заданные функции. 
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Исследованию развития гидродинамических возмущений посвящено множество работ, 

проведено множество экспериментов, существует довольно много различных подходов, 

но до сих пор механизм перехода от ламинарного течения к турбулентному полностью не 

исследован и вызывает интерес множества исследователей. Линейная теория гидродина-

мической устойчивости достаточно хорошо развита, и сводится к задаче на собственные 

значения для линеаризованных относительно малых возмущений уравнений Навье-

Стокса. Главными целями численного решения при этом являются: поиск кривой ней-

тральной устойчивости, кривой постоянной скорости роста, вычисление собственных зна-

чений и функций для данной пары положительных значений волнового числа и числа 

Рейнольдса. 

Первая попытка оценить влияние нелинейности на судьбу возмущений была предпри-

нята Ландау Л.Д.  Он показал, что нелинейность может как стабилизировать нарастающие 

возмущения, создавая новый устойчивый режим течения, так и вызвать рост возмущений, 

устойчивых в линейном приближении. В настоящее время развиваются следующие на-

правления исследования нелинейных возмущений – слабонелинейная теория, параболизо-

ванные уравнения, прямое численное моделирование, возмущения в профиле основного 

течения, взаимодействие возмущений. В данной работе метод инвариантной конечномер-

ной проекции уравнений Навье-Стокса разработанный Б.Ю.Скобелевым применяется для 

плоскопараллельного течения вязкой несжимаемой жидкости над плоской полубесконеч-

ной пластиной. При этом начально-краевая задача для возмущений основного течения 

сводится к конечномерной системе обыкновенных дифференциальных уравнений, правые 

части которых находятся из рекуррентной системы линейных краевых задач. Существен-

ным достоинством метода инвариантной проекции является то, что он гарантирует пра-

вильное описание асимптотического поведения решений и учитывает дискретный и не-

прерывные спектры возмущений. Предложенный универсальный алгоритм позволяет чис-

ленно находить амплитудные поверхности устойчивых и неустойчивых режимов и точки 

тангенциальных бифуркаций периодических режимов для произвольных частот и чисел 

Рейнольдса. Проведено сравнение численных результатов с экспериментами. 
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В монографии [1] изучались краевые задачи для некоторых классов уравнений, не раз-

решенных относительно старшей производной 
1

0
0

( ) ( ) ( , ),





 
m

m k
x t m k x t

k

L D D u L D D u f t x      (1) 

где 0( )xL D  – квазиэллиптический оператор. Одним из таких классов был класс псевдоги-

перболических уравнений. Этот класс был введен в [1], как обобщение гиперболических 

уравнений и одного класса уравнений, рассмотренного в [2].  

При исследовании задачи Коши для строго псевдогиперболических уравнений (1) с по-

стоянными коэффициентами в работах [1, 3, 4] были впервые получены энергетические 

оценки и доказаны теоремы о разрешимости в весовых соболевских пространствах ,
2, , 
m rW . 

Аналогичные результаты с использованием техники псевдо дифференциальных операто-

ров были получены в [5].  

В настоящем докладе будут представлены результаты о разрешимости задачи Коши для 

слабо псевдогиперболических уравнений вида (1) в пространствах ,
2, , 
m rW . В частности, 

будут обсуждаться аналоги энергетических оценок, условия разрешимости типа условий 

ортогональности ( , )f t x  некоторым полиномам и потеря гладкости. 
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В компьютерной томографии разработано значительное число методов, алгоритмов и 

программных средств, направленных на восстановление свойств объекта по томографиче-

ским данным. Чаще всего используются подходы, основанные на формулах обращения, 

вариационных и алгебраических методах, которые показывают надежные результаты при 

восстановлении функций класса C
1
 и выше, которые становятся существенно хуже при 

восстановлении разрывных функций. Этот факт хорошо известен исследователям в облас-

ти томографии, как и понимание необходимости в разработке специальных алгоритмов, 

направленных исключительно на реконструкцию таких функций. 

Один из подходов к численному решению задачи восстановления объектов такого рода, 

дающих надежду на существенное улучшение точности их восстановления, состоит в по-

следовательном решении следующих самостоятельных задач [1]. Первая заключается в 

визуализации множества точек разрыва. Обычно именно эта задача подразумевается под 

термином “восстановление разрывов”, и способы ее различных приближенных решений 

предлагаются в подавляющем большинстве работ по этой тематике. Вторая задача состоит 

в идентификации множества точек разрывов, т.е. в точном математическом описании это-

го множества. Следующая задача - определение величины скачка функции в каждой точке 

множества ее точек разрыва. Четвертая задача (“устранение разрывов”) заключается в 

восстановлении  некоторой вспомогательной функции, не обладающей разрывами и по-

строенной с учетом результатов, полученных при решении второй и третьей задач. Нако-

нец, на последнем этапе предлагаемого подхода осуществляется переход от реконструи-

рованной вспомогательной, более гладкой функции к требуемой разрывной.   

Цель работы состоит в изложении некоторых подходов и алгоритмов численных реше-

ний сформулированной выше последовательности задач. В частности, задач визуализации 

множества точек разрыва; восстановления как разрывных, так и более гладких функций; 

идентификации множества точек разрыва; устранения разрывов в предположении, что ве-

личины скачка функции известны. В качестве исходных данных используются значения 

преобразования Радона. Приводятся результаты ряда тестовых расчетов. 

                                                           

 Работа осуществлена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 14-01-31491-мол_а), Мини-

стерства образования и науки Республики Казахстан (проект 3630/ГФ4-2015) 
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Как известно задача Дирихле для уравнения смешанного типа первого рода  некоррект-

на. Естественно возникает вопрос: нельзя ли заменить условия задачи Дирихле другими 

условиями, охватывающими всю границу, которые обеспечивают корректность задачи? 

Впервые, такие полу периодические условие были предложены и изучены в работе [3]. В 

данной работе для уравнения смешанного типа первого рода, второго порядка  в про-

странстве изучаются корректность некоторые нелокальные краевые задачи с постоянными 

коэффициентами. 

Пусть 
1

( , ) .
n

n

i i

i

R 


   nмерный параллелепипед. Обозначим через 

1(0, ) (0, ) (0, ) ( , , ); ,0 , 0Q T Q x t y x t T y               

-область с кусочно-гладкой границей Q . 

В области Q  рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка. 
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Пусть выполнено следующее условие:
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Нелокальная краевая задача. Найти обобщенное решение уравнения (1) удовлетво-

ряющее  нелокальным краевым условиям. 
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В данной работе  при  определенних условиях на коэффициенты уравнения и правую 

часть уравнения (1) была доказана корректность  решения  задачи (2)-(4) из пространства  

СоболеваС.Л 2( )lW Q  при 2 l -целое число.
 

Следующим объектом, исследований  которым будет идти речь в докладе, является ли-

нейные и нелинейные обратные задачи для уравнения  смешанного типа первого ро-

да,второго порядка. Для таких задач  доказаны методами « -регуляризации», Галеркина и 

последовательностью приближений   теоремы существования и единственности  решение в 

определенных классах [1,2,4].  

Пусть ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ),f x t y g x t y h x t x t y    где  ( , , )g x t y   и ( , , )x t y заданные функ-

ции. 

Линейная обратная задача.   Найти функции ( , , ), ( , )u x t y h x t  входящие в уравнение (1)  

в области, Q  удовлетворяющие  краевым условиям (2-4):  

и дополнительному  условию  

0 0( , , ) ( , ),u x t x t    где  00      (5) 

и принадлежит классу  

   2 2 3 4

2 2 1 2 2( , ) ( ); ( ); , , ( ); ( ) .y xx t tt yU u h u W Q h W Q D u u u L Q D u L Q     
 

Нелинейная обратная задача. Найти функции ( , , ), ( , ), ( , )u x t y h x t c x t  входящие в урав-

нение (1) в области Q , удовлетворяющие  краевым условиям (2-4)  с дополнительными  

условиями  

( , , ) ( , ),i iu x t x t    где  0 10,1; 0i        (5,6) 

и принадлежит классу  

   2 2 3 4

2 2 1 2 2( , ) ( ); , ( ); , , ( ); ( ) .y xx t tt yV u h u W Q c h W Q D u u u L Q D u L Q       
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В докладе излагаются некоторые результаты об однозначной разрешимости нелокаль-

ной и  интегральной  краевой задачи с переменными коэффициентами для уравнения 

смешанного типа второго рода, второго порядка. Пусть  -ограниченная односвязная  об-

ласть в пространстве nR с гладкой границей  ,   Обозначим через 

1(0, ) (0, ) (0, ) ( , , ); ,0 , 0Q T Q x t y x t T y              -область с 

кусочно-гладкой границей Q . 

В области Q  рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка. 

 ,

, 1

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , , ). (1)
j

n

tt i j x yy t

i j i

Lu K x t u a x u a x u x t u c x t u f x t y
x





     




 
Предположим, что коэффициенты уравнения (1) достаточно гладкие  функции. Урав-

нение (1) относится к уравнениям смешанного типа второго рода  второго порядка, так как 

на знак функции ( , )K x t  по переменной t  внутри области Q  не налагается никаких огра-

ничений,т.е. ( ,0) 0 ( , ).К х К х Т  [1]. 

Пусть выполнено следующее условие:
2

, 0i j i ja a   , где , , 0( ) ( ); 0i j j ia x a x a const   , 

2 2

1

;
n

n

i

i

R  


  ; 1( ) 0.a x a   

Краевая задача. Найти обобщенное решение уравнения (1) удовлетворяющее краевым 

условиям. 

         
T

dty,t,xut,xAy,T,xuxy,,xu

0

0                                       (2) 

0
Q

u                                                                  (3) 

В данной работе, в случае, когда  ( )x и ( , ) 0A x t   при выполнении некоторых услови-

ях на коэффициенты уравнение (1) и задачи (2),(3) доказывается методами « -

регуляризации», Галеркина и продолжением по параметру однозначное разрешимость за-

дачи (1)-(3) из пространства Соболева С.Л. 3

2 ( ).W Q  Отметим, что задача (2,3) для парабо-

лических уравнений изучено в [3]. Следующим объектом, исследований  которым будет 

идти речь в докладе, является линейные и нелинейные обратные задачи для уравнения  

смешанного типа второго рода, второго порядка. Для таких задач доказаны методами « -

регуляризации», Галеркина и последовательностью приближений   теоремы существова-

ния и единственности  решение в определенных классах [2,3,4] . 
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Пусть ( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , ),f x t y g x t y h x t x t y    где  ( , , )g x t y   и ( , , )x t y заданные функ-

ции.  

Линейная обратная задача.   Найти функции ( , , ), ( , )u x t y h x t  входящие в уравнение (1)  

в области,Q  удовлетворяющие  краевым условиям:  

   y,T,xuy,,xu 0                                                       (4) 

0Qu                                                                (5) 

где  0const   , и дополнительному  условию  

0 0( , , ) ( , ),u x t x t    где  00      (6) 

и принадлежит классу  

   2 2 3 4

2 2 1 2 2( , ) ( ); ( ); , , ( ); ( ) .y xx t tt yU u h u W Q h W Q D u u u L Q D u L Q     
 

Нелинейная обратная задача. Найти функции ( , , ), ( , ), ( , )u x t y h x t c x t  входящие в урав-

нение (1) в области Q , удовлетворяющие  краевым условиям (4),(5)  с дополнительными  

условиями 

( , , ) ( , ),i iu x t x t    где  0 10,1; 0i        (7,8) 

и принадлежит классу  
   2 2 3 4

2 2 1 2 2( , ) ( ); , ( ); , , ( ); ( ) .y xx t tt yV u h u W Q c h W Q D u u u L Q D u L Q       
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На сегодняшний день становится актуальным вопрос о сохранении здоровья человека, 

нации и всего человечества. Здоровье является одной из главнейших параметров оценки 

качества человека, также меняются взгляды на здравоохранения человека в целом и рас-

сматриваются разные варианты привлечения человека для занятия спортом. Одним из та-

ких актуальных методов является популярные в наши дни тренажерные залы. По своей 

mailto:serykjoldasbaev@mail.ru


102 

 

площади уступающие спортивным залам и площадкам, эти помещения могут дать гораздо 

полезный результат по восстановлению и укреплению здоровья.  

Основная задача данной работы – оснастить силовую скамью специальными датчиками 

и сенсорами для координации тренировки на данном спортивном тренажере. Под коорди-

нацией, имеется ввиду расписание посещаемости тренировок на тренажере, контроль веса 

штанги для определенного пользователя, правильное положение во время выполнения уп-

ражнения. Данная задача осуществляется при помощи аппаратно-программных средств 

Arduino, к которому будут подключены датчики и сенсоры для контакта с тренажером и 

пользователем. 

Литература 

1. Владимир Гончаров «Логика тренинга» практическое пособие http: // smolpower.ru 

2. Проектирование цифровых устройств на однокристальных микроконтроллерах/ В.В. 

Сташин, А.В. Урусов, О.Ф. Мологонцева. – М.: Энергоатомиздат, 1990. – 224 с. 
 
УДК 519.63 

ПОВЫШЕНИЕ ТОЧНОСТИ КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫХ SBP СХЕМ 

ВБЛИЗИ ГРАНИЦЫ 

INCREASING THE ACCURACY OF FINITE DIFFERENCE SCHEMES 

SBP NEAR THE BORDER 
 

Довгилович Л.Е.*, Максютов Р.Г.** , Софронов И.Л.*** 

 

* Московский НИЦ «Шлюмберже», Московский физико-технический институт (ГУ) 

Россия, Москва 

LDovgilovich@slb.com  

**Московский физико-технический институт (ГУ) 

Россия, Москва 

rustmaks@mail.ru  

*** Московский НИЦ «Шлюмберже», Московский физико-технический институт (ГУ)  

Россия, Москва 

Isofronov@slb.com 

 

Для экономного решения волновых задач разностными методами, например при сейс-

моразведке, необходимо применять схемы высокого порядка точности по пространству. В 

[1], [2] предложен ряд таких схем на основе метода суммирования по частям (SBP) [3, 4].   

Однако ограничения, налагаемые SBP,  вызывают падение порядка точности схем 

вблизи границы: со значений P=4,6,8 внутри области до значений P/2=2,3,4 в пригранич-

ных узлах, соответственно. Мы исследуем модификацию предложенных SBP схем путем 

сдвига некоторого числа приграничных узлов (вплоть до P/2-1) для увеличения точности. 

Величины сдвигов и коэффициенты этих разностных схем находятся путем минимизации 

целевого функционала, который определяется через  норму невязки схемы на полиномах 

Чебышева до порядка P включительно.    

В итоге предложен и реализован алгоритм получения разностных SBP схем на нерав-

номерной сетке вблизи границы при различных сценариях выбора свободных параметров 

и целевой функции. Например, при P=8 и сдвиге всех трех точек норма невязки на новой 

схеме с шагами 1 2 30.44 , 0.94 , 1.06h h h h h h      (далее идет равномерная сетка с шагом h  

внутри области)  упала примерно в 610  раз по сравнению с исходной схемой на равномер-

ной сетке 1 2 3h h h h   . Кроме того, введение сдвигов позволило построить SBP схемы с 

порядком P=10, 12, что было невозможно на равномерной сетке. 
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В докладе представлена теория предложенного подхода, дается описание алгоритма и 

приводятся результаты численных экспериментов по исследованию точности полученных 

разностных схем. 
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В данной работе изучается  обратные задачи  для модельного уравнения смешанного 

параболо-гиперболического типа в двумерном случае.  

Теория краевых задач для уравнений смешанного типа является одним из центральных 

разделов теории уравнений в частных производных и встречается при решении многих 

важных вопросов прикладного характера.  

Прямые и обратные  задачи для уравнений смешанного типа изучены относительно 

меньше, чем задачи для уравнений конкретного типа.  

К настоящему времени наиболее полные результаты получены по исследованию пря-

мых задач для уравнений смешанного типа [1] – [4], но работы связанные с поиском ре-

шения обратных задач для уравнения смешанного типа практически мало.  

В параллелопипеде   : , , ; 0 1, 0 1,x y t x y t          , здесь   и   – задан-

ные положительные числа, рассмотрим уравнение смешанного параболо-

гиперболического типа: 

( , ) ,   0,

( , ) ,   0,

t

tt

u u f x y t
Lu

u u f x y t

  
 

  
     (1) 

где, 
2 2

2 2x y

 
  

 
 - оператор Лапласа. Для этого уравнения можно поставить следую-

щие обратные задачи: 

Задача 1. Найти в области   функции ( , , )u x y t  и ( , )f x y  удовлетворяющие условиям:  
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   1 2,1 2

,( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ),x tu x y t C C C t C t                  (2) 

    ( , ) 0;1 0;1 ,f x y C         

(3) 

( , , ) ( , ) , ( , , ) ,Lu x y t f x y x y t           (4) 

     (0, , ) (1, , ) 0 , 0 1,  ,u y t u y t y t              (5) 

   ( ,0, ) ( ,1, ) 0 , 0 1,  ,u x t u x t x t              (6) 

( , , ) ( , ) , 0 , 1,u x y x y x y           (7) 

( , , ) ( , ) , 0 , 1,u x y x y x y          (8) 

 

где  ,x y  и  ,x y  – заданные достаточно гладкие функции,  

       (0, ) (1, ) 0 , 0,1 ,  ( ,0) ( ,1) 0 , 0,1 ,  0 , 0 .y y x x x x t t                

    Задача 2.  Найти в области   функции ( , , )u x y t  и ( , )x y  удовлетворяющие условия 

(2)-(8),  где ( , )f x y  и  ,x y  -  заданные достаточно гладкие функции.  

Задача 3.  Найти в области   функции ( , , )u x y t  и  ,x y  удовлетворяющие условия 

(2)-(8),  где ( , )f x y  и ( , )x y – заданные достаточно гладкие функции. 

В работе получены теоремы единственности поставленных обратных задач.  
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В цилиндрической области Q  в пространстве 1nR  рассматривается известная краевая 

задача В.Н. Врагова [1]. Для решения данной краевой задачи применяются метод регуля-

ризации и нестационарный метод Галеркина [2,4]. В работе [3] был применен стационар-

ный метод Галеркина для решения краевой задачи В.Н. Врагова, когда уравнение смешан-

ного типа принадлежит гиперболическому типу вблизи нижнего основания и гиперболо–

параболическому типу на верхнем основании цилиндрической области.  Данная работа 

является продолжением статьи авторов [4]: здесь  исследованы все четыре случая, в зави-

симости от поведения коэффициента при второй производной по времени вблизи основа-

ний цилиндрической области. 

Сначала устанавливаются априорные оценки для Галеркинских приближений, в част-

ности, в норме пространства Соболева )(2

2 QW . Полученные априорные оценки позволяют 

доказать однозначную регулярную разрешимость краевой задачи В.Н. Врагова. При этом 

получена оценка погрешности нестационарного метода Галеркина через параметр регуля-

ризации и собственные числа оператора Лапласса по пространственным переменным. 

Также будет рассмотрена фредгольмова разрешимость краевой задачи В.Н. Врагова. 
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В настоящей работе изложены некоторые результаты теории обратных спектральных 

задач для обыкновенных дифференциальных уравнений. Известно, что более трудными 

являются обратные задачи для дифференциальных уравнений высших порядков с нерас-

падающиемися граничными условиями. В данной работе исследуется единственность ре-

шения обратной задачи спектрального анализа для дифференциальных уравнений высших 

порядков с нелокальными граничными условиями. Частный случай указанных граничных 

условий представляют двухточечные нераспадающие граничные условия. Таким образом, 

результаты настоящей статьи охватывают как распадающиеся, так и нераспадающие гра-

ничные условия. Именно, в этом смысле основной результат настоящей статьи обобщает 

результаты монографии [1], где приведены подобные теоремы единственности для распа-

дающихся граничных условий. 

Вначале приведем известные результаты по прямой задаче спектрального анализа диф-

ференциальных операторов высших порядков на отрезке. В работе [2], изложена возмож-

ность разложения функции из некоторого функционального пространства по собственным 

и присоединенным функциями дифференциального оператора ,L  порожденного в 

функциональном пространстве  bL ,02  при b  линейным дифференциальным выраже-

нием с переменными коэффициентами  

 

    )()(....)()()( 0
)2(

2 xyxpxyxpxyyLy n
n

n  
     (1) 

 

с единственным ограничением 

(1) резольвентное множество оператора L  – непустое множество. 
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ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА ВНЕ МАЛОЙ ОКРЕСТНОСТИ ОТ-
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Рассмотрена вторая краевая задача для уравнения Лапласа вне малой окрестности от-

резка, которая физически интерпретируется как модель обтекания тонкого тела ламинар-

ным потоком идеальной жидкости. Заметим, что ранее в [1, гл. III, § 2] была рассмотрена 

первая двумерная задача, моделирующая обтекание тонкого тела ламинарным потоком 

жидкости. В данной работе процесс обтекания происходит перпендикулярно к направле-

нию, которое рассматривалось в [1, гл. III, § 2]. Построение этой асимптотики дает воз-

можность вычислить асимптотику поля скоростей жидкости, описывающего процесс об-

текания в любом направлении.  

Потенциал скоростей )\(),,( 2

21   Cxxu  идеальной жидкости моделируется с 

помощью решения следующей краевой задачи: 






















,),1(

,,0
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2

2

roxu

x
u

xu









n
 

где ),( 21 xxx  , 2

2

2

1 xxr  ,   – некоторая окрестность отрезка 

}0,10:),{( 2121  xxxx , ширина которой характеризуется малым параметром 

10   , и с границей  С . 

Методом согласования асимптотических разложений построено двухмасштабное асим-

птотическое разложение функции ),,( 21 xxu  по малому параметру   с точностью до ре-

шения краевых задач. 

Внешнее асимптотическое разложение найдено в виде ряда 
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 This work was financially supported by RFBR (project 12-01-00259-a) and the Foundation for the support of 

young scientists "Mobius contest." 

mailto:ivanov@mail.ru


108 

 

                                                           





0

)(
k

k

k xuU  ,  

где xuk ( ) – решения некоторых краевых задач,  1)212(Im
2

1
)( 2

210  ixxxu  - реше-

ние краевой задачи 
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    Однако, функции внешнего разложения имеют особенности порядка 2/)1(~ k

k ru  при 

0r  и аналогичные особенности на другом конце отрезка (1,0). Поэтому при 

,Mr  10   ,  рассмотрено внутреннее асимптотическое разложение в виде ряда 
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  является решением краевой задачи 
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где  ,   - полярные координаты, так что  cos1  ,  sin2  . 

Аналогичное асимптотическое разложение W рассмотрено в окрестности точки (1,0). 
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Связь энергетического спектра бозе - системы с ее теплоемкостью, зависящей от тем-

пературы, описывается интегральным уравнением первого рода 

             
( )

( ) ( , ) ( ) ; 0 .

b

a

f t
Sn s K s t n s ds t

t
                      (1) 

Предположим, что при )()( 0 tftf   существует точное решение )(0 sn  уравнения (1), 

которое принадлежит множеству M ,  где 

 '
2( ) : ( ), ( ) [ , ], ( ) 0 .M n s n s n s L a b n a    

Пусть  точное значение )(0 tf  нам неизвестно, а вместо него даны  

2( ) (0, ), 0f t L     такие, что .
)()(

2

0  
Lt

tf

t

tf
 

Требуется по  ),(tf  и M определить приближенное решение )(tn  и оценить  его ук-

лонение от точного решения )(0 tn  в метрике пространства ].,[2 baL  

Введем оператор B, отображающий пространство ],[2 baL в ],[2 baL  формулой 

2 2( ) ( ) ( ) ; ( ) [ , ], ( ) [ , ]

s

a

n s Bu s u d u s L a b Bu s L a b      

и оператор C, для которого 

2 2( ) ( ); ( ) [ , ], ( ) (0, ).Cu s ABu s u s L a b Cu s L     

( ) ( , ) ( )

b

a

Cu s P s t u s ds  , где  ( , ) , .

s

b

P s t K t d    

Определим функцию N(t) формулой  

2 2

3 2 3 2

( ) max .

2 2
2 2

a s b

s b
N t

s a
t sh t sh

t t

 
 

   
   
   

 

Из непрерывности ( , )K s t  следует непрерывность ( ).N t   
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При ,t
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~)(

ta

b
tN














, а при 0, ( ) 0t N t  .Таким образом ),0()( 2 LtN . 

Для решения (1) воспользуемся методом регуляризации А.Н. Тихонова первого порядка 

 
2

2

2

( )
inf ( ) ( ) : ( ) [ , ] , 0.

b

n

a

f t
C u s u s ds u s L a b

t

  
  

    
  

  (2) 

Обозначим через , ( )nf t  функцию, принадлежащую пространства 2(0, )L  , определяемую 

формулой 

,

( )
( ) ; ( ) ,n n

f t
f t pr R C

t




 
   

 

то есть является метрической проекцией в пространстве 2(0, )L  функции 
( )f t

t

 на множе-

стве значений оператора .nC  

Значение параметра регуляризации  , ( ), ,n nС f t h   в задаче (2) выберем из 

,( ) ( ) ( ) ,
n nn h n h nC u s f t u s h 

          (3) 

где ( )
nhu s

 - решение вариационной задачи (2). 

Известно, что при условии '
, 0( ) ( )n nf t n s h   существует единственное решение 

 , ( ), ,n nС f t h  уравнения (3). 

Если решение 
 , ( ), ,

( )n n

n

С f t h

h
u s 

 обозначить через ( )
nhu s , то приближенное решение 

( )
nhn s уравнения (1) будет иметь вид ( ) ( ).

n nh hn s Bu s   

Уравнение (3) в 
nR примет вид 
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Перейдем к оценке погрешности приближенного решения в метрике пространства 

2[ , ].L a b  

Введем функцию 

   
2

, sup ( ) : ( ) , ( ) ,rL
n

r n s n s M Sn s      

где , 0, 0r rM BS r   , а S определен (1). Получим неравенство 

 
2

0
[ , ]

( ) ( ) 2 2 , .
nh n

L a b
n s n s rh r      

Было получено, что  

1

2
21

, 1 ln .
4( 2 )n

r
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Для приближенного решения ( )
nhu s имеет место оценка 
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2
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где ( )
nhn s  - приближенное решение уравнения (1). 
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В настоящее время всё  большую и большую популярность при моделировании слож-

ных систем завоёвывают нечёткие множества. Математическому моделированию с ис-

пользованием нечётких множеств посвящены  работы в различных областях. В экологиче-

ском моделировании явлений и понятий, которые имеют многозначный и нечёткий харак-

тер много как ни в одной предметной области. Адекватнее реальным условиям рассматри-

вать не только экологические составляющие, но и в общем случае рассматривать большие  

био-социо-экономические системы 

Пусть варианты системы описываются набором параметров  

 0
0

N
Ex   (

 0N  - размерность), принимающим значения из множества 
 

0Õ .  Сравнение 

результатов функционирования системы и её подсистемы определяет на множестве 

0Õ нечёткое бинарное отношение
 0Ô , задаваемое функцией принадлежности 

 1,0: 000
 XÕÔ  и определяющее сравнительную оценку эффективности: 

),( 00
0

yxÔ  означает степень достоверности утверждения: «  0õ  эффективнее 0y ». В 

частности, информация о подсистеме может быть точной (чёткой), и в этом случае 0Ô  яв-

ляется чётким бинарным отношением. Задача   состоит в том, что должны быть приняты  

«чёткие» решения на основе нечёткой информации. В подобной ситуации  известны  ре-

зультаты  для  технических систем [1]. 

Пусть  1,00    - параметр, характеризующий «достаточность» степени достоверности 

информации  о системе, являющейся подсистемой сложной иерархической структуры. 

Опишем подсистему  j-го уровня )...,1,0( kj  вектором 

.),...,,(,, 21 jnjjjjjj xxxxXxõ  ),...,( 21 jjmjjj eeee   - вектор состояния подсистемы  

j- го уровня,  определяющий некоторый допустимый уровень рассматриваемых  характе-

ристик.  

Положим  ,][ 0000000
eGxXxeG

ii
  ][][ 0000

00

eGEG

iEe

iii 
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],1[
00

0mi
iEE



 ][][ 0
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i
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Включение ][ 000 EGx   означает, что все характеристики сложной системы не превы-

шают допустимый уровень со степенью достоверности 
 
 , множество  0000 EGXX E    

будем считать множеством допустимых состояний. 

Аналогично определяются ограничения, бинарные отношения, а также связанные с ни-

ми множества для  j – го уровня иерархической структуры. 

Задача принятия решений здесь формализуется как задача выделения из 0Õ   ядра     

)).(,( 00 ÔÕMAX
    

Для решения этой задачи рассматривается следующая схема последовательного анали-

за вариантов: 
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Доказывается теорема о сходимости этой схемы, аналогичная теоремам, приведённым, 

например в [2,3].  
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В качестве социально-экономической системы рассмотрим учебный процесс в вузе. 

Предлагаемый подход возможно применить и к другим системам, в которых элементы де-

лятся на несколько категорий и могут переходить из категории в категорию, количество 

элементов постоянно. 

Актуальной в вопросах организации учебного процесса в вузе является проблема раз-

работки аппарата и технологии, которые позволили бы автоматизировать процесс сбора, 

обработки и анализа данных результатов экзаменационной сессии, а также получить ка-

кой-либо прогноз и оценить трудоемкость коррекции прогнозных данных. 

В частности, решение обозначенных вопросов может существенно повысить эффектив-

ность работы управленческих структур. В настоящем исследовании предлагается методи-

ческий подход к созданию программного модуля анализа итогов сессии, ориентированно-

го на прогнозирование и оптимизацию затрат. 

Оперируя оценкой входного контроля, баллом на вступительном экзамене и соответст-

вующей этому баллу оценкой определяем индивидуальный коэффициент студента 

100

** оценкаоценкабалл
студента

VKVV
K  . Считается, что чем выше коэффициент студента, 

тем он более подготовлен. 
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Процесс изменения контингента студентов по категориям отражен в следующей систе-

ме дифференциальных уравнений: 

4434241334224114
4

4433343231223113
3

4423322242321112
2

4413312211141312
1

)(

)(

)(

)(

xxxx
dt

dx

xxxx
dt

dx

xxxx
dt

dx

xxxxa
dt

dx

















, 

где x1- количество студентов категории «5», x2- категории «4», x3- категории «3», x4- кате-

гории «2»,   – коэффициенты перехода, отражающие вероятность перехода студента из 

одной категории в другую (Таблица 2). Начальные условия – это количество студентов по 

категориям, определенное по рассчитанным коэффициентам.  

Введем функционал 
t

dxx min4  (количество студентов категории «2»). Тогда данную 

задачу можно рассматривать как задачу оптимального управления: после составления 

прогноза сессии произвести расчет оптимизации, например, проведения дополнительных 

занятий. Таким образом, мы получим прогноз результатов студентов по данному предмету 

в период сессии при условии проведения дополнительных занятий, а также оптимальный 

период проведения этих занятий. Расчет можно проводить по академическим группам, 

специальностям, факультетам.  
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Пусть }0,0,0,0{ 1111 ttzzyyxxD  , а X , Y , Z , T — части границы 

этой области при  0x , 0y , 0z , 0t  соответственно. 

Задача Гурса. Найти функцию )()()1,1,1,1( DCDCu  , являющуюся в D  решением 

уравнения   

 xtxzxyyztxztxytxyzxyzt gufueuducubuauu  

                                 0 ruqupunumusukuhu tzyxztytyz ,                      (1) 

удовлетворяющим условиям 

),,,(1 tzyu
X

   ),,,(2 tzxu
Y

   ),,,(3 tyxu
Z

   ),,,(4 zyxu
T
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где каждая из k  в области своего определения принадлежит классу )1,1,1(C . 

В силу включения )(DCu  должны иметь место условия согласования  

),,0(),,0( 21 tztz   ,   ),,0(),0,( 31 tyty   , 

),,0()0,,( 41 zyzy   ,   ),0,(),0,( 32 txtx   , 

),0,()0,,( 43 zxzx   ,   )0,,()0,,( 43 yxyx   . 

При определенной гладкости коэффициентов уравнения (1) существует единственное 

решение данной задачи, представленное в терминах функции Римана R , причем о функ-

ции Римана известно лишь, что она существует и единственна [1], [2, с. 46–51]. В [2, с. 61–

74] получены также дополнительные условия на коэффициенты уравнения (1), позволяю-

щие записать R  через обобщенную гипергеометрическую функцию. В [3, с. 170–174] этот 

результат получил дальнейшее развитие.  

В настоящей работе изучаются возможности выделения случаев разрешимости задачи 

Гурса в квадратурах на основе факторизации уравнения (1), в которой участвуют операто-

ры второго порядка. 

А именно, получены условия представимости левой части уравнения (1) в виде 
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Опираясь на результаты из [2]–[5], получены новые варианты условий, обеспечивающих 

разрешимость сформулированной задачи в квадратурах. 
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Исследованы две численные схемы решения начально-краевых задач для трехмерных 

параболических дифференциальных уравнений. Необходимость в эффективном решении 

таких задач вызвана их широким распространением в математических моделях. Повыше-

ние интереса к указанной проблеме связано развитием параллельных вычислений: требу-

ются коды для суперкомпьютеров с большим числом процессоров. Такие коды должны 

обеспечивать масштабируемое моделирование на расчетных сетках с миллиардами узлов. 

Используя один из методов пространственной дискретизации, например, конечно-

объемный метод, можно исходную нестационарную задачу свести к системе обыкновен-

ных дифференциальных уравнений. Мы рассмотрим две схемы интегрирования такой 

системы. Первая схема − неявная двухслойная схема, разрешаемая многосеточным алго-

ритмом. Ее обозначение ниже − схема ММ (схема на основе многосеточного метода). Де-

тальное изложение многосеточного алгоритма, являющегося разновидностью метода Р.П. 

Федоренко, дано в [1]. В основе второй явно-итерационной схемы ЛИ-М [2] лежит теория, 

разработанная О.В. Локуциевским. Схема ЛИ-М предназначена для решения параболиче-

ских уравнений и опирается на многочлены Чебышева специальной конструкции. В явно-

итерационной схеме выбор числа итераций и итерационных параметров диктуется усло-

виями аппроксимации и устойчивости, а не оптимизацией сходимости итераций к реше-

нию неявной схемы. Особенностями многосеточной схемы являются реализация операто-

ров межсеточных переходов для случая разрывных коэффициентов уравнения и адаптация 

сглаживающей процедуры к спектру сеточных операторов.  

Для этих схем приведены результаты расчетов. Показано, что схемы ММ и ЛИ-М обес-

печивают высокую работоспособность для эволюционных задач с анизотропными и раз-

рывными коэффициентами. Схемы хорошо масштабируются и позволяют преодолеть 

трудности, связанные с развитием ультрапараллельных вычислений и достижением в пер-

спективе эксафлопсных скоростей. Анализ схем и результатов показывает, что при боль-

ших значениях параболического числа Куранта следует использовать схему ММ, обла-

дающую к тому же асимптотической оптимальностью по шагу  сетки. При относительно 

скромных числах Куранта конкурентоспособной становится схема ЛИ-М. 
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Рассмотрим на плоскости гиперболическую систему первого порядка 

                                                                           
2 1

0
u u

A
x x

 
 

 
                                                                      (1) 

относительно вектора  1 2 3, , ,u u u u  где вещественная постоянная 3 3 -матрица A имеет 

вещественные собственные значения 1 2 3    . В докладе обсуждается новая постанов-

ка краевой задачи для этой системы с данными на всей границе. 

Пусть область D ограничена контуром  , который составлен из гладких нехарактери-

стических дуг , 1 6i i   , взятых в порядке его обхода против часовой стрелки. Предпо-

лагается, что множество из 6  точек,  образованное концами этих дуг, состоит из вершин 

двух характеристических треугольников, объединение сторон которых обозначим L .  В 

частности, проекция вдоль каждой из трех характеристик  1 0x y  переводит кривую 

  1 3 51
      на   2 4 62

     . 

Смешанная задача состоит в отыскании обобщенного решения  \u C D L системы (1) 

по краевому условию 

                                         
   1 2

3 3

1 1

, 1,2; .ki i k i i

i i

a u f k b u g
 

 

                                 (2) 

 Показано, что при некоторых дополнительных условиях на коэффициенты 

  1kja C  ,    2ib C  , границу   области и характер поведения решения вблизи L за-

дача (1), (2) однозначно разрешима. 
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В теории дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом (см. например 

[1], чьей терминологией мы пользуемся) большое значение имеет построение асимптоти-

ки решений при больших временах, поскольку отдельные различия в начальных функциях 

быстро сглаживаются и вид решения определяется некоторыми интегральными характе-

ристиками начальных функций.  

Для автономных уравнений существует практически исчерпывающая теория (Флоке), 

основанная на характеристическом уравнении. Условия существования первых членов (и 

в одном случае уравнения устойчивого типа – вторых членов – Э.Козакевич) асимптоти-

ческого разложения решений неавтономных уравнений были найдены также Ю.А. Рябо-

вым, П.С. Панковым. Пример [2] показывает, что такие асимптотические разложения су-

ществуют не всегда. Поэтому, прежде чем доказывать существование некоторого асим-

птотического разложения, необходимо определить условия, при которых оно имеет место, 

и уточнить его вид.  

Для этой цели можно применять численные эксперименты: если приближенное асим-

птотическое разложение (на некотором большом временнỏм промежутке) имеет место при 

различных исходных данных, то в силу вполне непрерывности оператора сдвига по траек-

ториям решений можно надеяться, что соответствующее асимптотическое разложение 

существует. 

Рассматривается уравнение 

),,0[),()()('  RthtxtAtx                                             (1) 

с начальным условием 

],0,[),()( htttx                                                                   (2) 

где ].0,[)(,)(0),()( 0 hCtatARCtA     

Известно, что решение начальной задачи (1)-(2) представляется в виде 

    ,)),(()()( 111  ttxotxctx                                                              (3) 

где )(1 tx  - любое положительное (и возрастающее) решение (1)-(2). 

Мы выдвинули гипотезу, что такое решение представляется более точно:  

    ,|),)(||)((|)()()()( 32332211  ttxtxotxctxctxctx                               (4) 

где )(),( 32 txtx  - некоторые линейно независимые медленно колеблющиеся решения. Рас-

четы на компьютере подтвердили эту гипотезу. 
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Для повышения эффективности экспериментальных исследований, решения приклад-

ных задач и обобщений необходимы математические модели взаимодействия изотопов 

водорода с конструкционными материалами и методы их параметрической идентифика-

ции. 

Экспериментальный опыт показывает, что лимитирующими являются не только диф-

фузионные процессы внутри металла, но и физико-химические явления на поверхности 

(см. Водород в металлах, в 2 т., под ред. Г. Алефельда и И. Фёлькля и Взаимодействие во-

дорода с металлами, под ред. А.П. Захарова). 

Параметры переноса зависят и от технологических особенностей получения партии ма-

териала, поэтому вряд ли следует ориентироваться на получение «табличных данных» – 

нужны эффективные алгоритмы обработки экспериментальных кривых. Адсорбция, рас-

творение, диффузия,… являются предметом теоретических и экспериментальных иссле-

дований. Но каждый дополнительный коэффициент приводит к скачку уровня сложности 

обратной задачи параметрической идентификации. 

Метод термодесорбции (ТДС) позволяет в динамическом режиме сканировать материал 

в широком диапазоне температур, что является преимуществом по сравнению с экспери-

ментами по водородопроницаемости при постоянных температурах. 

В докладе остановимся на методе термодесорбции, учитывая лишь лимитирующие 

факторы и информационные возможности ТДС-эксперимента. 

Предложен метод оценки параметров десорбции (обобщенного коэффициента эффек-

тивной рекомбинации) и диффузии в нестационарных температурных условиях, когда по-

верхностные и объемные процессы существенно влияют друг на друга. На начальном эта-

пе используется упрощенная модель в классе обыкновенных дифференциальных уравне-

ний. Это позволяет на современной вычислительной технике относительно быстро про-

вести большой предварительный объем вычислений с целью поиска начального прибли-

жения. Далее используются точные (в рамках модели) уравнения, полученные с помощью 

техники сопряженных уравнений, предложенной в работах Марчука Г.И. Это представля-

ется более эффективным, чем обычно применяемые методы градиентного типа минимиза-
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ции невязки, когда на каждой итерации необходимо численно решать краевую задачу при 

текущих приближениях параметров. 
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Современные задачи естествознания привели к необходимости обобщения классиче-

ских задач математической физики и к постановке качественно новых задач. Одним из 

классов таких задач являются задачи с нелокальными условиями. При разработке методов 

исследования, которых, было установлено, что наибольшую трудность представляет слу-

чай, когда нелокальные условия не содержат значений функции в точках границы. К это-

му случаю относятся нелокальные условия, заданные в виде интегралов.  

Задачи с интегральными условиями для гиперболических уравнений начали исследо-

ваться с 90-х годов двадцатого века. Выделяют два класса задач: задачи, в которых инте-

гральное условие задается вдоль характеристик, и задачи с классическими начальными и 

нелокальными граничными условиями. Данная работа посвящена исследованию задач 

второго типа, когда одно из граничных условий представляет собой интегральное условие 

первого или второго рода. Если нелокальное условие содержит только интегральный опе-

ратор, то такое условие принято называть интегральным условием первого рода. Если не-

локальное  условие помимо интегрального оператора содержит значение искомого реше-

ния или его производных на границе области исследования, то условие такого вида назы-

вается интегральным условием второго рода. 

Рассмотрим в области   , 0 1,0D x t x t T      гиперболическое уравнение вида 

2

2
0x

U
B U

t


 


,                                                           (1) 

где 
2

2

k k

x

k
B x x

x x x x x

     
   

    
 - оператор Бесселя, 0k   - заданное действительное 

число. 

1. Смешанная задача с интегральным условием первого рода. 

Требуется найти функцию  ,U x t , удовлетворяющую уравнению (1) в области D и ус-

ловиям: 

0

0
x

U

x 





, 

 
0t

U x

 ,    

0t t
U x


 ,   0 1x  , 

 
1

0

, 0kU x t x dx  ,   0t  . 

2. Смешанная задача с интегральным условием второго рода. 
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Требуется найти функцию  ,U x t , удовлетворяющую уравнению (1) в области D и ус-

ловиям: 

 

0

0
x

U

x 





,   0 t T  , 

 
0t

U x

 ,    

0t t
U x


 ,   0 1x  , 

 
 

1

0

1,
, 0k

U t
U x t x dx

x


 

  ,   0 t T  . 

Решение задач получено методом разделения переменных в виде ряда 

    
1

2
1

1 2

, cos sin
k

k n n n n n

n

U x t x J x a t b t  






  , 

коэффициенты которого определяются по известным формулам [1], n  - положитель-

ные, вещественные [2] корни уравнения  1

2

0kJ   , расположенные в порядке возраста-

ния. В ходе исследования получены ограничительные условия на функции, входящие в 

начальные условия обеих задач.  

Результаты данной работы являются продолжением исследований краевых задач с не-

локальными интегральными условиями для гиперболических уравнений. 
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Опыт решения задач математического моделирования показывает, что успех их реше-

ния зависит от подготовки данных, ассимилируемых в численных моделях. Источниками 

информации об основных океанографических параметрах являются как базы контактных 

измерений, так и базы данных дистанционного зондирования. При этом следует отметить, 

что получаемая информация проходит предварительную обработку. Но, к сожалению, да-

же после калибровки и валидации данных в центрах, предоставляющих информацию, мо-

гут оставаться ошибки. Некоторые ошибки удается заметить только при детальном рас-

смотрении получаемых данных и их анализе, основанном на физических свойствах иссле-
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дуемой среды, поэтому появляется необходимость проводить дополнительную верифика-

цию получаемой информации, прежде чем ассимилировать ее в численных моделях.  

В настоящей работе использовались данные, доступные на портале MyOcean 

(http://www.myocean.eu). Это проект, поддерживаемый Европейским комитетом в рамках 

программы Глобального мониторинга окружающей среды и безопасности (GMES), цель 

которого состоит в том, чтобы создать (определить, спроектировать, разработать и про-

тестировать) интегрированный общеевропейский инструментарий для мониторинга и мо-

делирования океана с использованием национальных наработок и ресурсов. Проект пред-

ставляет собой консорциум из 60 партнеров в 28 странах. На данный момент каждое госу-

дарство, участвующее в проекте, наработало свой собственный опыт в сфере разработок в 

области океанографии, в глобальном или региональном масштабе, но уровни и направле-

ния разработок различных государств сильно разнятся. Поэтому объединение сущест-

вующих и разрабатываемых инструментариев на одном ресурсе для сравнения, тестирова-

ния, обмена опытом и мониторинга общего уровня разработок в этой области - важный и 

интересный проект мирового масштаба. На портале проекта представлены данные наблю-

дений о состоянии основных океанографических параметров океанов и морей, в том числе 

данные наблюдений о температуре, солености, течениях и прочих параметрах Балтийско-

го моря. Представленные данные обладают высокой точностью, сравнительно высоким 

пространственным разрешением и частотой измерений по времени. Указанные данные 

могут быть использованы для ассимиляции данных наблюдений в численных моделях ди-

намики океанов и морей с целью корректировки моделей, проведения прогностических 

расчетов, экспериментов по восстановлению отдельных параметров модели и для решения 

других задач гидрометеорологии, и поэтому представляют высокую ценность. 

В настоящей работе кратко описаны данные наблюдений океанографических парамет-

ров Балтийского моря, в том числе данные о температуре поверхности, которые доступны 

в проекте MyOcean. Проведен анализ данных на основе физических свойств исследуемой 

среды, с выявлением ошибок. Описаны процедуры, реализованные для дополнительной 

верификации получаемых данных, и представлены результаты их работы на данных по 

температуре поверхности Балтийского моря. 
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В работе для уравнения третьего порядка 

                                                 , ,xyMu u Lu g x y
x y

 
  

    
  

                                        (1) 

где L   линейный оператор второго порядка вида 
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, 2 , ,

, , , ,

xx xy yy

x y

Lu a x y u b x y u c x y u

d x y u e x y u f x y u

   

  
 

,    заданные действительные постоянные, причем  2 2 0   ,  изучается следующая 

нелокальная задача: требуется найти в области   , : 0 , 0D x y x l y h      решение 

уравнения (1), удовлетворяющее начальным 

                                                      1 2,0 , ,0 , 0 ,yu x x u x x x l                                    (2) 

и нелокальным граничным условиям 

       1

1

0, , , 0 ,
n

k k

k

u y y u x y y y h 


                                            (3) 

       2

1

0, , , 0 ,
n

x k x k

k

u y y u x y y y h 


                                      (4) 

где kx   произвольные фиксированные точки, причем 1 20 ,nx x x l        ,i x  

       1,2 , ,i k ky i y y    заданные функции, такие, что 

               1 1 1 1 1 2

1 1

0 0 0 , 0 0 0 .
n n

k k k k

k k

x x       
 

      

Под классом 
   ,k

C D


понимаются определенные в области D  функции, у которых все 

частные производные порядка k существуют и удовлетворяют условию Гельдера с пока-

зателем , 0 1   .  Решение класса      2,1 1,2 1,1C D C D C D  называется регулярным, 

и в этом случае будем требовать выполнения следующих условий: 

Условие 1. Коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют условиям 

             

           

         

1,0 2,0 1,0 0,1 1,1

0,1 0,2 0,0 1,0

0,0 0,1 0,0

, ; , ;

, ; , ;

, ; , ,

a x y C D C D b x y C D C D C D

c x y C D C D d x y C D C D

e x y C D C D f x y C D

 

 

 

 

кроме того,     , 0, , 0d x y e x y   для любых   ,x y D . 

Условие 2. Заданные функции удовлетворяют условиям 

         2 20, , 0, , 1,2 ;i ix C l y C h i     

     1,
, ,g x y C D


  кроме того,    ,0 0, 0g x g y  , 

     2, 0, , 1,2, 1, .k ky y C h i k n      

Методом Римана доказана следующая теорема разрешимости задачи (1)-(4). 

Теорема.  Пусть выполнены условие 1 и условие 2. Тогда нелокальная задача (1)-(4) 

разрешима и притом единственным образом. 
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Пусть 

pE - полупространство 0px  p - мерного евклидова пространства точек 

),( pxxx  , ),,,( 121  pxxxx  , D - конечная область в 

pE , ограниченная открытой ча-

стью 0Ã  гиперплоскости 0px  и гиперповерхностью Ã . 

Рассматривается В-эллиптическая система уравнений вида 
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 – оператор Бесселя, 

0k  – заданная постоянная, )( ijaA  - симметрическая положительно определенная мат-

рица порядка m , 
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 – неизвестная вектор-функция. 

В работе построена фундаментальная матрица решений системы (1) с особенностью в 

произвольной точке 0x : 
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С помощью фундаментальной матрицы решений (2) построены потенциалы простого и 

двойного слоя 
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k

pdÃxxV  )(),()( ,      
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k

pdÃ
n

x
xW 


)(

),(
)(                           

для системы (1) и доказаны следующие граничные соотношения для этих потенциалов: 

Если Ã  – поверхность Ляпунова и в точках пересечения поверхности Ã  с 0Ã  углы между 
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касательными плоскостями с плоскостью 0Ã , таковы, что  j , 2,1  pj , 
2

1
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)(  – непрерывная функция, то 
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где точка Ãx 0  – фиксированная точка, )( 0xWi , )( 0xWe  означают предельные значения 

для потенциала двойного слоя, 

i
xn

xV
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)( 0 , 

e
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0

)( 0 – предельные значения для нормаль-

ной производной потенциала простого слоя, когда точка x  стремится к точке Ãx 0  соот-

ветственно изнутри и извне границы Ã , а )( 0xV , )( 0xW  – прямые значения потенциалов 

простого и  двойного слоя, 

0

)( 0

xn

xV




 – прямое значение нормальной производной потен-

циала простого слоя в точке Ãx 0 , )( 00 x  , )( 00 x   – вектор-столбцы, 
~

 – матрица 

m -го порядка состоящая из единиц. Индекс у нормали означает, что она проведена в точ-

ке 0x . 

В настоящей работе также получены интегральные уравнения для внутренних и внеш-

них граничных задач Дирихле и Неймана. Установлена фредгольмовость этих интеграль-

ных уравнений. В частности, с использованием условий излучения доказана единствен-

ность решения внешних граничных задач и соответствующих интегральных уравнений. 



125 

 

УДК 539.26:519.21 

МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

ОРИЕНТАЦИЙ МАГНИЕВЫХ СПЛАВОВ С НИЗКОЙ СИММЕТРИЕЙ 

ОБРАЗЦА
*
 

OPTIMIZATION OF THE ORIENTATION DISTRIBUTION 

FUNCTION FOR MAGNESIUM ALLOYS WITH LOW SAMPLE 

SYMMETRY 
  

Иванова Т.М.*, Серебряный В.Н.**, Харькова М.А.** 

 

* Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ»,  

Россия, Москва 

ivatatiana@gmail.com 

** Федеральное государственное бюджетное учреждение науки  Институт металлургии 

и материаловедения им. А. А. Байкова  Российской академии наук,  

 Москва, Россия 

vns@imet.ac.ru 

 

В металловедении при изучении материалов представляет интерес текстура – преиму-

щественная ориентация зерен в поликристалле, которая оказывает существенное влияние 

на свойства материалов. В текстурном анализе существует несколько подходов к изуче-

нию текстуры. Традиционным экспериментальным методом получения данных о преиму-

щественных ориентациях кристаллических плоскостей является построение так называе-

мых полюсных фигур (ПФ). Наиболее полную информацию о текстуре дает функция рас-

пределения ориентаций кристаллитов (ФРО). В последние несколько десятилетий были 

развиты количественные методы восстановления ФРО по имеющемуся набору экспери-

ментальных ПФ. Задача восстановления ФРО является некорректно поставленной вслед-

ствие неединственности решения и неустойчивости его к погрешностям эксперименталь-

ных данных[1]. Возможным методам преодоления некорректности является поиск реше-

ния в определенном классе и оптимизация параметров модели текстуры с использованием 

регуляризации[1].  

В данной работе рассмотрены два метода восстановления ФРО – метод тестурных ком-

понент с использованием  круговых  нормальных распределений [1,2]  и метод суперпози-

ции большого числа стандартных текстурных функций с одинаковым рассеянием [1,3]. 

Эти методы наиболее целесообразно применять для исследования текстуры материалов с 

низкой симметрией решетки и образца. С такими текстурами часто встречаются при изу-

чении магниевых сплавов, легированных добавками редкоземельных металлов и подверг-

нутых различным методам интенсивной деформации, в частности равноканальному угло-

вому прессованию.  

Метод текстурных компонент относится к методам нелинейной оптимизации с ограни-

чениями. Параметры модели – веса текстурных компонент, их положение в ориентацион-

ном пространстве и ширина рассеяния (аналог дисперсии) оптимизируются с использова-

нием регуляризованного метода Левенберга-Марквардта [2,4].  

В методе суперпозиции большого числа стандартных текстурных функций оптимизи-

руются линейные параметры – веса текстурных функций. Эти параметры положительны и 

нормированы. С учетом этих ограничений оптимизация параметров осуществляется с 

применением  регуляризованного метода проекций [3,5]. С помощью обоих методов ис-

следовали текстуру полос магниевого сплава Mg-4,5%Nd, полученных прямым горячим 
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прессованием.   Экспериментальные  неполные  ПФ  исследуемого материала измеряли на 

рентгеновском текстурном дифрактометре ДРОН-7 в Cokα –излучении. ФРО полосы спла-

ва, построенные  из ПФ обоими методами совпадают с точностью расчетных погрешно-

стей. 

Оба метода демонстрируют сходимость и устойчивость параметров, их можно реко-

мендовать для решения задачи оптимизации ФРО для материалов с низкой симметрией 

образца. 
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В работе рассматривается задача идентификации в широком смысле при условиях, ко-

гда дифференциальное уравнение, описывающее объект в системе, имеет довольно высо-

кий порядок, что является задачей, недостаточно хорошо изученной на сегодняшний день.  

Расчетная модель имеет вид [1]: 
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 где H(.) - функция из класса колоколообразных, Cs - параметр размытости, изменением 

величины которого регулируется точность работы модели, ki - переходная характеристика 

объекта, s -объем выборки,  - шаг численного интегрирования, от величины которого 

зависит точность взятия интеграла в модели,  - переменная интегрирования, u – входное 

воздействие. 

Непараметрическая теория, как известно, призвана работать с дифференциальными 

уравнениями любых порядков, однако в научной литературе, а также в различного рода 

исследованиях мы, как правило, сталкиваемся с изучением объектов, порядок дифферен-

циальных уравнений которых относительно невысок. Это связано, прежде всего, с суще-

ственным возрастанием сложности вычислений. Поэтому было интересно узнать, а дейст-

вительно ли непараметрическая теория настолько универсальна в том смысле, что качест-

mailto:ik_ol@mail.ru


127 

 

во работы моделей не зависит от величины порядка уравнений? Были проведены исследо-

вания линейных процессов десятого, пятнадцатого и двадцатого порядков. Оказалось, что, 

действительно, непараметрические модели и в этих условиях показывают весьма удовле-

творительное качество работы. 

При исследовании подобных систем существенно возрастает необходимость определе-

ния, так называемых, областей устойчивости и соответствующих им коэффициентов диф-

ференциального уравнения, при которых переходный процесс в системе будет носить ус-

тойчивый характер. Необходимым и достаточным условием устойчивости любой линей-

ной системы является отрицательность вещественных частей всех корней ее характери-

стического уравнения.  

Отсюда, запишем характеристическое уравнение системы степени n в следующем виде: 

                                      .0...)( 0

1

1  

 apapapX n

n

n

n                                              (2) 

Попытки анализа устойчивости линейных систем путем прямого отыскания корней ха-

рактеристического уравнения (2) наталкиваются на практические трудности, связанные с 

отсутствием аналитических выражений для корней уравнений степени выше четвертой. 

Однако нет необходимости находить значения корней, поскольку для суждения об устой-

чивости системы нужно знать лишь, что все они расположены левее мнимой оси на плос-

кости комплексного переменного р.   

Введем следующее описание:  
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На рис.1 показаны реакции системы 10 порядка и модели (1) на синусоидальное воз-

действие. Как видно из графика модель показывает достаточно высокое качество работы 

(кривые процессов практически сливаются). 

 
Рис.1. Реакции объекта и модели на )sin()( ttU    

( 10n ,s=800, .25.0 сt  , )(zH  – кус.,W  120 (15.4%), Tc  48мин., %10)( tx ) 

 

Исходя из полученных результатов исследования, можно сделать вывод о том, что, хо-

тя непараметрическая теория и работает с вполне удовлетворительным качеством с про-

цессами высоких порядков, при этом не удалось избежать определенных трудностей воз-

никших при работе с такими процессами. Так, например, требует более подробного от-

дельного рассмотрения задача определения областей устойчивости по причине того, что с 

ростом порядка дифференциальных уравнений существенно растет чувствительность 

процессов к различного рода погрешностям при расчетах. Так же, из рисунков можно ви-

деть, что с ростом порядка дифференциальных уравнений существенно возрастают время 

идентификации и объемы обучающих выборок, что неминуемо приводит к не менее суще-

ственному росту машинного времени, затрачиваемого на реализацию математических 
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расчетов. Эти и другие вопросы были решены, в результате чего были разработаны моди-

фикации описанных здесь алгоритмов. В силу ограниченности объема статьи, разработку 

этих модификаций и их роль в непараметрическом моделировании автор надеется осве-

тить на ближайших научных конференциях. 
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В докладе речь идет о доказательстве весового аналога неравенства Гординга для эл-

липтических уравнений высшего порядка в произвольной (ограниченной или неограни-

ченной) области с разными характерами вырождения по разным независимым перемен-

ным. 

С помощью неравенства Гординга исследуется однозначная разрешимость вариацион-

ной задачи Дирихле с однородными граничными условиями для эллиптических уравнений 

высшего порядка. 

Исследована также разрешимость вариационной задачи Дирихле с неоднородными 

граничными условиями для эллиптических уравнений высшего порядка в полупростран-

стве. Отметим, что коэффициенты исследуемого уравнения имеют степенное вырождение 

и принадлежат некоторым весовым pL -пространствам. 

Рассматривается разрешимость вариационной задачи Дирихле для вырождающихся эл-

липтических операторов высшего порядка в \nR , где М – неограниченное многообразие 

размерности ]1,1[  nm  в n-мерном евклидовом пространстве nR , удовлетворяющее ус-

ловию конуса. 

Некоторые результаты доклада опубликованы в [1-4]. 
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Математические модели фильтрационных процессов, таких как:  движение нефти и 

природного газа в подземных пластах, миграция влаги в плодородных почвах, работа тех-

нологических устройств химических предприятий, вне зависимости от вызывающих 

фильтрацию причин, которые могут быть совершенно различными – например, перепад 

давлений на границе среды, действие внешних массовых сил (сила тяжести, силы инер-

ции, электромагнитные силы) или капиллярных сил на межфазных границах, деформация 

пористой среды и др., - всегда учитывают  движение жидкости по сложной системе раз-

ветвленных каналов, сообщающихся между собой. Одна из наиболее часто используемых 

эффективных моделей, описывающих движение жидкости в пористой среде – это модель 

Дарси. 

Геометрическая и физическая неоднородность области моделирования определяет ряд 

требований, предъявляемых к методу дискретизации: 1)учет  контрастности значений па-

раметров модели; 2)учет геометрической разномасштабности подобластей исследуемого 

объекта. Разрывный метод Галеркина (DG-метод)  - один из современных неконформных 

конечноэлементных методов наиболее полно удовлетворяющий данным требованиям. 
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Пусть 3R  - область, представленная в виде объединения подобластей 
1

n

i

i

    с 

межинтерфейсными границами ij . Скорость фильтрации в 3R  области выражается 

законом Дарси и описывается системой уравнений 

 
 u ,

u ,

K x p

f

  

 

  

 
D

p g

 ,  

где u  - вектор скорости, p  - давление, K  - положительно-определённый, ограничен-

ный, симметричный тензор проницаемости. 

Разработанная вычислительная схема со специальными лифтинг-операторами была ве-

рифицирована на классе модельных задач и задач, близких к реальным. Исследования 

проводились с использованием линейного и квадратичного разрывного базиса на тетраэд-

ральных разбиениях. Вычислительные эксперименты по определению значения эффек-

тивного тензорного коэффициента проницаемости слоистой среды позволили продемон-

стрировали высокую точность (погрешность определения эффективного коэффициента 

менее 2%) для сред с контрастностью коэффициента проницаемости в пределах одного 

порядка.  

 

Рисунок 1. Структура образца 

Погрешность вычисления поля скорости и поля давления на классе модельных задач с 

полиномиальным аналитическим решением, соответствует теоретическим оценкам для 

диагонального тензорного коэффициента проницаемости с контрастностью диагональных 

элементов до 10
4
 . 
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Фармакокинетика - раздел медицины, изучающий кинетические закономерности хими-

ческих и биологических процессов, происходящих с лекарственным средством в организ-

ме млекопитающего. Используя закон сохранения массы, математические модели фарма-

кокинетики представляются в виде систем (нелинейных) дифференциальных уравнений. 

В докладе освещаются вопросы идентифицируемости математических моделей, ключе-

вые при практическом решении биологических задач. В докладе представлен обзор мето-

дов определения идентифицируемости для систем обыкновенных дифференциальных 

уравнений, описывающих физиологические процессы. 

Прямая задача фармакокинетики заключается в построении профилей концентрации 

препарата в органах (группе органов, тканях, крови и т.д.) по начальным данным концен-

трации препарата. Численное решение прямой задачи получено с помощью метода Рунге-

Кутты четвертого порядка аппроксимации. 

Обратная задача состоит в определение констант скоростей перехода препарата внутри 

организма по дополнительной информации о решении прямой задачи. Чаще всего в каче-

стве такой информации выступают данные измерений концентрации в крови и/или моче. 

В докладе представлены методы решения обратной задачи: градиентный метод (получена 

аналитическая формула градиента для целевого функционала), итерационный метод с ис-

пользованием сингулярного разложения. Представлены результаты вычислительных экс-

периментов. Исследован вопрос о выборе начального приближения для итерационных ме-

тодов. 
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Тенденции и уровень решения проблем эпидемии инфекционных заболеваний, свое-

временного иммунного ответа и т.п. предполагают использование различного рода мате-

матических моделей для систем нелинейных обыкновенных дифференциальных уравне-

ний (ОДУ). Системы ОДУ характеризуются своими параметрами iq , которые описывают 

в задачах эпидемиологии особенности популяции и развитие болезни, а в задачах имму-

нологии – патоген, особенности иммунитета заболеваемого и т.п. С целью получения ин-

формации о конкретной популяции, характере заболевания, иммунном ответе, восприим-

чивости организма к конкретному виду лекарств и т.п. необходима качественная оценка 

параметров модели (или их комбинаций) по информации kf  о развитии заболевания в 

фиксированные моменты времени kt , Kk ,...,1  (статистические данные, данные анализа 

крови, урины и т.п.). 

Методы идентификации параметров систем ОДУ (обратные задачи) применительно к 

задачам эпидемиологии и иммунологии значительное развитие получили в работах Мар-

чука Г.И., Романюхи А.А., Авилова К.К., Бочарова Г.А., Демиденко Г.В., Козлова К.Н., 

Banks H.T., Engl H.W. и других. 

В данной работе численно исследованы обратные задачи эпидемии туберкулеза на 

примере сельской местности и простейшего инфекционного заболевания для модели «ан-

тиген-антитело». Задача определения вектора параметров q  по данным f  из соотноше-

ния fqA )(  в общем случае некорректна (система может иметь много решений или быть 

несовместна). Регуляризация состоит в сведении обратной задачи fqA )(  к задаче опре-

деления минимума целевого функционала 
2

)()( fqAqJ  . Построен численный алго-

ритм решения обратных задач на основе итерационного метода Нелдера-Мида для точных 

и зашумленных данных со случайной ошибкой. Проведен качественный анализ выбора 

оптимального количества измерений K  относительно точности восстановления парамет-

ров модели и времени вычислений. Приведены результаты численных расчетов, демонст-

рирующие работу алгоритма. Решение обратной задачи за приемлемое время определяет-

ся с заданной точностью, что позволяет составить план мероприятий по выявлению и ле-

чению больных в случае эпидемии и разработать план индивидуального лечения в случае 

конкретного больного. 
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В настоящей статье   доказана теорема о оценки устойчивости решений систем 

линейных  интегральных уравнений первого рода с двумя независимыми  переменными в 

неограниченных областях. 

In the present article the theorem about an assessment of stability of solutions of systems of 

the linear integral equations of the first t with two independent variables in unlimited areas is 

proved. 

 

Рассмотрим систему уравнений 

              



b

a

t

t t

b

a
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0 0
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03
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01
 

 xtf , -известная,  xtu , -неизвестная 
n -мерные вектор-функции. 

Основополагающие результаты для интегральных уравнений Фредгольма первого рода 

получены в [1,2], где для решения построены регуляризирующие операторы по М.М. Лав-

рентьеву.  Рассмотрена единственность и устойчивость решений для одного класса инте-

гральных уравнений Фредгольма первого рода с двумя независимыми переменными рас-

смотрена в [3]. В данной работе получены оценки устойчивости решений систем линей-

ных интегральных уравнений первого рода с двумя независимыми переменными в неог-

раниченных областях в классе  GL2 . 
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Ставится задача определения оптимальных режимов поступательного движения ша-

гающего робота, например шагающим роботом "Ортоног" (рис. 1 а), центр масс которого 

движется прямолинейно, и поступательного, вдоль горизонтальной оси, перемещения 

опоры переносимого механизма шагания, рассматриваемых как твёрдые тела в устано-

вившемся режиме движения. 

 
а)      б) 

Рис. 1 

Под оптимальным в данном случае понимается режим движения, обеспечивающий ми-

нимум функционала, учитывающего как комфортабельность движения, так и тепловые 

потери в приводных двигателях, а также длину шага, характеризующую габариты меха-

низма шагания и тягово-сцепные свойства движителя [1]. Длина шага в этом случае вы-

ступает как конструктивный показатель и учёт этого показателя служит примером совме-

щения эксплуатационных и конструктивных показателей в одной экстремальной задаче. 

Полученные в исследовании результаты могут применяться при управлении движением 

мобильных роботов как на этапе построения программных движений, в частности исполь-

зовались при супервизорном управлении шагающим роботом "Ортоног", так и на этапе 

проектирования новых роботов на этапе выбора наиболее разумного сочетания их конст-

руктивных и эксплуатационных показателей. 

Расчётная схема рассматриваемой механической системы, соответствующей, например, 

шагающему роботу "Ортоног" приведена на рис. 1 б, где 1 — корпус; 2 — эквивалентный 

механизм шагания в фазе переноса; 3 — эквивалентный механизм шагания в фазе опоры; 

4 — привод курсового движения; 5 — грунт [2]. Рассматривается походка, при которой 

всегда обеспечивается статическая устойчивость движения, например, при применении 

сдвоенных движителей [3].  

Имеют место граничные условия, накладываемые на дифференциальные уравнения 

движения системы с двумя степенями свободы, описывающие движение корпуса робота и 

переносимого механизма шагания: 
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Подынтегральная функция качества Ф формируется на основе аддитивного учёта част-

ных показателей качества (например, в конкретной задаче вибронагруженности корпуса 

робота и переносимого механизма шагания, энергетики движения и длины шага механиз-

ма шагания) с различными весовыми коэффициентами для каждого из них: соответствен-

но k1, k2 - весовые коэффициенты среднеквадратичных ускорений центра масс корпуса и 

переносимой опоры механизма шагания, k3 - весовой коэффициент тепловых потерь энер-

гии в двигателе, k4 - весовой коэффициент длины шага; с учётом изопериметрического ус-

ловия и записывается в форме, обеспечивающей возможность суммирования показателей 

качества, что удобно в связи с различной физической размерностью частных показателей 

качества: 

   
2 22 2

1 2 2 11 2 1
1 2 3 42 2 2 2

μ 2
,

τ τ τ

F F V VV V V
Ф k k k k

g g M g L L

 
      

где g - ускорение свободного падения, М - масса корпуса шагающего робота, L - базовый 

характерный размер, μ - неопределённый множитель Лагранжа. 

Таким образом, проведённый анализ показывает, что возможен совместный учёт кон-

структивных и эксплуатационных показателей шагающего робота. Сформирован функ-

ционал качества, на основе которого производится определение оптимальных программ-

ных движений и частных показателей качества. 
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Рассматривается транспортная инфраструктура как система. Обсуждаются пути повы-

шения эффективности функционирования транспортной инфраструктуры. 

Модернизация российской экономики - крайне важная задача, которая озвучивается 

уже на всех уровнях: от муниципалитетов до руководства страны. При этом стратегии мо-

дернизации могут осуществляться на разных уровнях глубины - от региона до федераль-

ных округов и страны в целом. Также и на каждом уровне глубины могут решаться раз-

личные задачи, что достигается различными подходами, в первую очередь системным. 
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Применение системного подхода позволяет выявлять комплексы проблем, препятствую-

щих развитию системы, находить эффективные решения, и оптимальные по какому-либо 

критерию пути претворения решений в жизнь. 

Одной из таких насущных проблем модернизации является целенаправленное совер-

шенствование инфраструктуры, которая является базисом, средством и, в какой-то мере, 

целью модернизации. Без модернизации инфраструктуры модернизация экономики в це-

лом в принципе невозможна. Одной из главных инфраструктурных проблем современной 

российской экономики является несоответствие транспортной инфраструктуры потребно-

стям экономики, в особенности при осуществлении модернизационных проектов, так как 

они всегда связаны со значительными транспортными перевозками: как пассажирскими, 

так и грузовыми и специальными. Это можно наблюдать при реализации всех глобальных 

проектов: строительства магистралей, олимпийской стройки в Сочи, начинающейся под-

готовке городов, в которых будут происходить матчи Чемпионата мира по футболу 2018 

года. 

Сама по себе проблема транспортной инфраструктуры является сложной и многогран-

ной, так как транспортная система страны и даже конкретного региона состоит из многих 

разнородных элементов, интегрированных в единое целое. Поэтому и решение проблем 

транспортных систем и обеспечивающих их инфраструктур могут решаться по-разному, в 

зависимости от конкретики каждой конкретной системы, региона и набора проблем. 

Среди множества проблем инфраструктуры системы автомобильного транспорта (как 

основополагающей для модернизации регионов) в первую очередь могут быть выделены 

проблемы: строительства магистралей, повышения связности региона, проблема автомо-

бильных пробок в крупных городах, неорганизованные парковки, рост количества ДТП, 

растущие проблемы с обслуживанием, ремонтом и утилизацией непрерывно увеличиваю-

щейся массы автомобилей. Все эти проблемы задают очень широкий спектр возможных 

исследований, однако наиболее важными и перспективными представляются проблемы 

строительства магистралей и повышения связности транспортной системы, а также реше-

ния проблемы автомобильных пробок и организации рационального паркования автомо-

бильного транспорта в крупных городах. Исследованию этих проблем посвящено доста-

точно много работ, например [1]. 

Практически все эти задачи могут быть эффективно решены с помощью методов и 

подходов системного анализа [2]. Также рационально применение ЭВМ и различных ви-

дов моделирования для решения данных задач. В настоящее время моделирование состав-

ляет неотъемлемую часть современной фундаментальной и прикладной науки. Поэтому 

при решении данных проблем представляется целесообразным использовать пакеты при-

кладных программ для математических и научных расчетов, ориентированных на широ-

кие круги пользователей, например, среду AnyLogic [3].  

Применение таких высокоэффективных методов и средств позволяет решать многова-

риантные оптимизационные задачи и выбирать из всех возможных решений оптимальные 

(по крайней мере локально) по каким-либо наперёд заданным критериям. В среде 

AnyLogic 6, а также модуле 1С: Логистика успешно решаются задачи повышения ёмкости 

дорожной сети города, рациональной организации движения на перекрёстках и расчёт 

возможных вариантов развязок, среди которых можно выбрать наилучший вариант, в том 

числе и устойчивый на воздействие различных видов дорожных ситуаций как связанных с 

увеличением транспортных потоков, так и экстремальных происшествий и состояний 

транспортной системы. Так же могут быть эффективно решены задачи организации пар-

ковок в центре города и на его окраинах, что позволяет формулировать выводы для целе-

направленного формирования политики в плане организации паркингов, гаражных коопе-

ративов, перехватывающих парковок и т.п. 
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Пусть  - ограниченная область с гладкой границей  . Пусть  – нью-

тонов (объемный) потенциал      

                                                           (1) 

где 

           ,        (2) 

фундаментальное решение уравнения Лапласа 

                                                                                      (3) 

В работе  доказана. 

Теорема 1. Для любой  ньютонов потенциал (объемный потенциал) удовле-

творяет граничному условию   

                (4) 

Обратно, если  и удовлетворяет уравнению Лапласа 

 
и граничному условию (4), то он задается Ньютоновым потенциалом. 

Следует отметить, что в работе  в шаре найдены система ортонормированных собст-

венных функций и собственных значений объемного потенциала. 

В цилиндрической области  рассмотрим смешанную задачу N-K: Найти в 

 решение уравнения теплопроводности  

                                  ,                                               (5) 

удовлетворяющее начальному условию 
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                                                                                                                (6) 

и боковому потенциальному условию, т.е. при каждом фиксированном  ус-

ловию 

        (7) 

Имеет место 

Теорема 2. Для любой  существует единственное решение задачи N-K (5)-(7) 

 представимо в виде 

                                             (8) 

Здесь  и  – полная ортонормированная система 

функций Ньютонового потенциала, т.е. спектральной задачи Ньютонового потенциала 

                                              (9) 

   .         (10) 
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В данной работе представлены результаты моделирования динамики виброкипящего 

слоя с использованием свободно распространяемого пакета для численного  моделирова-

ния задач механики сплошных сред OpenFOAM (англ. Open Source Field Operation And 

Manipulation CFD ToolBox)  при поддержке программы "Университетский кластер" с уда-

ленным доступом к консоли на управляющем узле вычислительного кластера BL2×220 

                                                           

 Работа выполнена при финансовой поддержке Программы Президиума РАН №1 «Фундаментальные 

проблемы математического моделирования» (проект «Математическое моделирование неоднородных и 

многофазных структур») 
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web-лаборатории UniHUB [1]. Для описания процесса виброкипения был доработан реша-

тель twoPhaseEulerFoam, который использовался для моделирования динамики кипящего 

гранулированного слоя [2]. В решателе twoPhaseEulerFoam реализована двухжидкостная 

модель кипящего (ожиженного) слоя на основе континуального подхода (подхода Эйле-

ра). В решателе twoPhaseEulerFoam  обе фазы считаются несжимаемыми. Более подробное 

описание модели, а также условий вычислений представлено в работе [2]. 

Решатель twoPhaseEulerFoam изначально использовался для моделирования динамики 

кипящего слоя (когда через слой гранулированных частиц пропускают газовый поток), 

поэтому для газовой фазы реализована полуэмпирическая двухпараметрическая модель 

турбулентности k - е [2]. Так как решатель используется для описания динамики виброки-

пящего слоя (когда слой частиц под воздействием внешних вибраций переходит в состоя-

ние виброкипения), целесообразно исследовать влияние динамической вязкости газовой 

фазы на поведение виброкипящего слоя. Рассматривается два случая: I - динамическая 

вязкость рассчитывается с использованием модели турбулентности k – е на каждом вре-

менном слое; II - динамическая вязкость постоянна и равна значению 1,5×10
-5

 Па×с. 

На рис. 1 представлены результаты сравнения экспериментальных данных и численных 

расчетов степени расширения виброкипящего слоя (отношения максимальной высоты 

виброкипящего слоя к высоте засыпки Hmax/H) с толщиной засыпки H = 30 мм в зависи-

мости от частоты колебаний полки. Приведены экспериментальные значения максималь-

ной высоты виброкипящего слоя на гребне волн (кривые 2) и у подошвы волн (кривые 1), 

которые сравниваются с соответствующими расчетными кривыми (3-5). Кривая 3 - чис-

ленные расчеты степени расширения у подошвы волн для двух случаев I и II, кривая 4 - 

численные расчеты степени расширения на гребне волн для случая I, кривая 5 – числен-

ные расчеты степени расширения на гребне волн для случая II.  

 
Рис.1. Зависимость отношения максимальной высоты виброкипящего слоя к высоте засыпки от частоты 

колебаний полки. 

 

Из рис. 1 видно, что численные расчеты, полученные в обоих случаях, не значительно 

отличаются друг от друга. В обоих случаях расчетные кривые удовлетворительно описы-

вают экспериментальные данные. Из проведенного исследования можно сделать вывод о 

том, что использование модели турбулентности незначительно влияет на полученные рас-

четы степени расширения виброкипящего слоя. Для моделирования процесса виброкипе-

ния можно не использовать модель турбулентности. В результате этого время, затрачи-

ваемое на вычисления, сократится. 
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В трехмерной области  , ограниченной цилиндрической поверхностью  

  2 2
0 , , : 1, 0, 0, 0S x y z x y x y z        , 

прямоугольниками  

  1 , , : 0 1, 0,0S x y z x y z       ,   2 , , : 0,0 1, 0S x y z x y z       , 

и двумя четвертями круга  

  2 2
3 , , : 0, 1, 0, 0S x y z z x y x y      ,   2 2

4 , , : , 1, 0, 0S x y z z x y x y       

рассмотрим уравнение эллиптического типа  

,
2 2

0xx yy zz x yH W W W W W W
x y 
 

      ,                                   (1) 

где  , ,W W x y z -неизвестная функция, а , R  , причем 0 , 1/ 2   .  

В работе [1], [2] для трехмерного уравнения смешанного типа (без сингулярных коэф-

фициентов) в цилиндрической области методом спектрального анализа исследованы зада-

чи Трикоми и Трикоми-Неймана соответственно. В работах [3], [4] и [5] для трехмерных 

уравнений эллиптического типа с разными сингулярными коэффициентами рассмотрены 

задачи на собственные значения в области, состоящей из различных частей шара. В работе 

[6], [7] для уравнения (1) методом функции Грина исследованы задачи Дирихле и Дирих-

ле-Неймана в четверти шара. Спектральные свойства решений многих эллиптических за-

дач для уравнения (1) в цилиндрической и шаровой областях еще не исследованы. Поэто-

му в данной работе для уравнения (1) в цилиндрической области поставлена задача Ди-

рихле и исследованы спектральные свойства решений поставленной задачи. 

Задача D . Найти функцию      2, ,W x y z C C    , удовлетворяющую условиям 

   , , , 0, , ,H W x y z x y z    ; 

      0, , , , , , ,W x y z f x y z x y z S  ;                                       (2) 

   , , 0, , , , 1,4jW x y z x y z S j   ,                                   (3) 

где f  заданная достаточно гладкая функция, причем 
0

0
S

f


 . 

В работе доказана следующая теорема. 

Теорема. Если функция    , sin ,cos ,f z f z    по переменной   принадлежит клас-

су  1 0; / 2C  , а по переменной z  принадлежит классу  0; , (0;1]C   и выполняются 
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условия    ,0 , 0f f    ,    0, / 2, 0f z f z  , то существует решение задачи Ди-

рихле, которое в области   определяется формулой 

   
 

 1 1

, , sin k

k

nk
n k

I nr
W x y z f nz r

I n

  



 
 

 

    

 
1 2 21 1 3

sin , ; ;sin
2 2 2

k kF
      

  
       

  
 

, 

где  I t – модифицированные функции Бесселя порядка   первого рода,  F  –

гипергеометрическая функция Гаусса, 2 2r x y  , 
y

arctg
x

  ,  2 ,k k k N      , 

 
   

2
1 0

sin c
nk kf h w d

l


  


  ,   kh  биортогонально сопряженная система к системе 

косинусов   cos arccosk y   ,     
1

0

sin / 2 cos cosnw t t dt



  


   ,  

     
0

2
, sinn f z nz dz



 


   , 
   1 ... 1

!
n
l

l l l n
C

n

  
 . 
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В настоящее время в связи с проблемами геофизики, океанологии, физики атмосферы, 

использованием криогенных жидкостей в технике и ряда других проблем значительно 

возрос интерес к изучению динамики неоднородных, и в частности, стратифицированных 

жидкостей, которые приводят к начально-краевым и краевым задачам для неклассических  

уравнений математической физики. Термин «неклассические уравнения математической 

физики» в своих работах применил В.Н. Врагов [1] и в настоящее время такие уравнения в 

различных аспектах активно изучаются его последователями. К таким неклассическим 

уравнениям относится уравнение Соболевского типа. 
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Уравнения Соболевского типа, иначе называемые уравнениями, неразрешенными отно-

сительно старшей производной, после  известной работы Соболева [2] является объектом 

исследования для многих авторов. Обзор этих работ можно найти в монографиях [3]-[5]. 

Важным классом уравнений Соболевского типа является уравнение Буссинеска-Лява 

четвертого порядка:  

( , ) ( , ) ( , ) 0x tt tt xu x t u x t u x t    ,                                                (1) 

которое описывает процесс нестационарного движения вязкой стратифицированной жид-

кости в приближении Буссинеска, где x - многомерный оператор Лапласа.              

Исследованию задачи Коши,  смешанных и обратных задач для уравнений Буссинеска–

Лява посвящены работы C.А.Габова, А.Г. Свешникова, М.О. Корпусова, А.Б.Альшина, 

Ю.Д. Плетнера, А.И.Кожанова и других.  

Данная работа посвящена изучению вопросов разрешимости в классическом смысле 

аналога краевой задачи  Гурса для уравнения 
2 2 2

,

2 2 2

2 2
( ) ( , )

u u u u
L u u u f x t

t x x x x x x

 



 
 

     
       
     

,                          (2) 

где , , R   , а ( , )f x t -заданная функция.  

Параметр  , входящее в уравнение (2), определяет порядок сингулярности уравнения 

и задач с ним связанных. При 0, 0    уравнение (2) переходит в одномерное уравне-

ние Буссинеска-Лява (1), а при ( 1) / 2, 0n     мы получим сферически симметрич-

ный случай уравнения (1), причем в последнем случае переменная x  выполняет роль пе-

ременной 
2 2 2

1 2 ... nr x x x     в сферической системе координат. 

Известно, что вырождающиеся и сингулярные уравнения второго порядка обладают 

той особенностью, что для них не всегда имеет место корректность классических задач. 

На постановку задачи существенно влияют младшие коэффициенты. Такие вопросы для 

уравнений высокого порядка с сингулярными коэффициентами почти не исследованы. 

Уравнение (2) по классификации работы [6], принадлежит гиперболическому типу. 

Прямые ,x const t const   являются действительными двукратными характеристиками.  

Задача G. В области  ( , ) :0 ,0x t x l t h      требуется найти функцию 

1( , ) ( )u x t C  , удовлетворяющую уравнению (2) при 0    и краевым условиям 

1 2( ,0) ( ), ( ,0) ( ), 0tu x x u x x x l     ; 
2

1 2
0

(0, ) ( ), lim ( , ) ( ), 0x
x

u t t x u x t t t h 


    , 

где ( ), ( ), ( 1,2)k kx t k   - заданные гладкие функции, причем 1 1(0) (0)  , 

2 1(0) (0)  , 2 (0) 0  . 

Данная задача ранее не исследована. 

Исследованием различных задач для одномерного общего линейного уравнения типа 

(2) со старшей производной xxttu  и с гладкими коэффициентами занимались А.П. Солда-

тов, М.Х.Шхануков, В.И.Жегалов, А.Н.Миронов, Е.А.Уткина, A.Maher  и другие.   

Использовав обобщенный дробный оператор Эрдейи-Кобера [7] и метод Римана [8], 

нами получена явная формула решения поставленной задачи.  В работе построена функ-

ция Римана оператора , ( )L u 

 , которая выражается через гипергеометрическую функцию 

Кампе де Ферье.  При 0, 0    из этой функции получим функцию Римана одномер-

ного уравнения Буссинеска-Лява (1). 

Пользуясь полученным решением задачи Гурса и функцией Римана, можно исследо-

вать и другие начальные,  краевые и нелокальные задачи для уравнения (2).  
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Пусть  mA OPS  – эллиптический положительный самосопряженный оператор со 

скалярным однородным символом степени 1m   и с постоянными коэффициентами, где 

  – произвольная N-мерная ограниченная область с гладкой границей класса C , либо 
NR .    

Определим оператор средних спектральных разложений 

ˆ( ) ( ) ( )exp( ) ( )p tA f x p z iztA f x dz





  ,                                     (1) 

где 
1

ˆ ( ) ( )exp( )
2

p z p i z d  






  , причем оператор exp( )iztA  понимается как в спек-

тральной теореме Дж. Фон Неймана, т.е. 

exp( ) exp( )iztA izt dE




  , 

E  – разложение единицы, порождаемое оператором A. В частности, если положить  

(1 | |) при | | 1,
( ) (1 | |)

0 при | | 1,

s

s z z
p z z

z


  
   


 

1
t


 , то получим среднее Рисса 

1
( ) ( ) ( )sE f x p A f x


  спектрального разложения 

( )E f x  порядка 0s  . 
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Средних спектральных разложений распределений '( )f E 

 

назовем распределение 

( ) '( )p tA f D  , действующее по правилу  

( ) , , ( )p tA f f p tA   

для любой функции  
0( ) ( )D C     .  

Обозначим через  
0

pL    класс функций, принадлежащих пространству   pL     и 

имеющих компактный в   носитель. Если  вещественное число, 1 p  , то 

2
2

( )

( )

( ) : '( ), (1 )N
p

N
p

N N

p L R

L R

L R f f J R f F Ff


 

 
 

      
  

. 

Справедлива следующая  

Теорема 1. Пусть функция ( )p  , определенная в  0,R   , удовлетворяет условиям 

1)             
1

0

( )
N

mp d


  
 



      и  (0) 1p  ; 

2)  ( ) ( )lp C R   и  ( ) ( ) (1 ) , 0,1,2, ... ,j j

jp C l     где  l   неотрицательное число; 

3)  , , 2 ;
2

N N
l p

p
      

Тогда для любого распределения '( )f E   из класса   , 0qL     ,
1 1

1
p q
 

 

рав-

номерно выполняется равенство  
0

lim ( ) ( ) ( )
t

p tA u x u x


  при любом компакте M  . 

Теорема 2. Пусть функция ( )p  , определенная в  0,R   , удовлетворяет условиям 

(0) 1p   и  ( ) ( ) [0, ) , 0p L R C      . Предположим, что  , 1 2.
N

p
p

     Тогда 

для любого распределения '( )f E   из класса   , 0qL     ,
1 1

1
p q
 

 

равномерно 

выполняется равенство
0

lim ( ) ( ) ( )
t

p tA u x u x


  при любом компакте M  . 
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Дано описание дефектов -- дислокаций и дисклинаций -- в рамках геометрии Римана--

Картана. Тензоры кривизны и кручения интерпретируются соответственно как поверхно-

стные плотности векторов Франка и Бюргерса. Предложено новое выражение для свобод-

ной энергии, описывающее статическое распределение дефектов [1]. Уравнения нелиней-

ной теории упругости использованы для фиксирования системы координат. Лоренцева 

калибровка приводит к уравнениям главного кирального SO(3)-поля [2]. При отсутствии 

дефектов геометрическая модель сводится к теории упругости для вектора смещений и 

модели главного кирального SO(3)-поля для спиновой структуры. На примере клиновой 

дислокации показано, что теория упругости воспроизводит только линейное приближение 

геометрической теории дефектов. 
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Один из подходов к исследованию задачи о наклонной производной [3], который будет 

здесь рассмотрен, еще более тесно связан с методом, предложенным в [1]. Пусть в гра-

ничном условии 

fububub zyx  210 ,                                                      (1)  

коэффициенты 210 ,, bbb  являются следами на единичной сфере полиномов 

),,(),,,(),,,( 210 zyxpzyxpzyxp степеней не выше N, тогда легко проверяется, что функция 

zyx upupup 210   

удовлетворяет уравнению ,01  N  если и - гармоническая функция. Легко также 

проверяется, что 

),()( 210

1

zyx

k

k upupupuL  
    Nk ,,1 , 
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линейный дифференциальный оператор от u порядка k, если  u  гармонична. 

 Задача о наклонной производной с граничным условием (1) для регулярных в области 

D гармонических функций теперь эквивалентна следующей задаче: 

требуется найти все регулярные в области D гармонические функции u  и гармониче-

скую функцию  , регулярные в D и удовлетворяющие на границе Г области D условию 

f/  такие, что выполнены равенства 

,)( 1 k

k uL       1,,1  Nk                                              (2) 

Если область D является единичным шаром, то для   имеет место следующее пред-

ставление [1]: 

Ngzyxgzyxg )1()1( 222

1

222

0   ,                    (3) 

где Nggg ,,, 10   — регулярные в единичном шаре гармонические функции, причем 

fg s /0 , где S—единичная сфера.  

Таким образом, задача о наклонной производной для регулярных в единичном шаре 

гармонических функций сводится к исследованию разрешимости дифференциального 

уравнения (3), т. е. задача о наклонной производной с полиномиальными коэффициентами 

редуцируется эквивалентным образом к некоторой задаче аналитической теории уравне-

ний с частными производными. 

Заметим, что если граничное условие задачи о наклонной производной для регулярных 

в единичном шаре гармонических функций имеет вид  

fuzqzuyuxuzp zzyx  )())(( , 

где p и q — заданные полиномы, то задача о наклонной производной для регулярных в 

единичном шаре гармонических функций в данном случае сводится к задаче аналитиче-

ской теории обыкновенных дифференциальных уравнений [2]. 
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Пусть ),0( A , ),2( rB  , )0,0(1 A , )0,(2 rA  , )0,2(3 rA  , ),0(4 rA  , 

),(5 rrA  , ),2(6 rrA  , )2/,2/(1 rrC  , )2/,2/3(2 rrC  , где 0 , 0r  и пусть 
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},20:),{(  yrrxyx  прямоугольная область евклидовой плоскости точек 

),( yx  с вершинами в точках A , B , 6A , 4A . Обозначим через )0(  y , 

)0(  y . 

В заданной области   рассматривается уравнение 

,0
)(1

)(1

2

2
















yH

yH

y

u

x

u
Lu       (1) 

где ),( yxuu   - неизвестная функция, )(yH  - функция Хевисайда. 

Положим 

}0,20:),{(1  yrxyx , },20:),{(2 ryrxyx  , 

}0,0:),{(3  yrxyx , }0,:),{(4  yrrxyx , 

}0,2:),{(5  yrrxyx . 

Характеристики 0:51  yxAA , ryxAA :24  и ryxAA :62 , ryxAA 2:35   

разбивают область   на восемь частей: 12111 CAA , 15212 CAA , 14513 CAA , 

11414 CAA  и 23221 CAA , 26322 CAA , 25623 CAA  и 22524 CAA , которые яв-

ляются характеристическими треугольниками. 

Регулярным решением уравнения (1) в области   назовём функцию ),( yxu  из класса 

)( Cuxx ,  )(Cu   )( 21111

1 C   )( 23132

1 C   )( 143

1 C  

  )( 24124

1 C )( 225

1 C , ))()(\(, 35622451 AAAAAAAACuu yyxx   . 

Задача. Найти регулярное всюду в области   решение ),( yxuu   уравнения (1), удов-

летворяющее условиям: 

,),,2(),0(),,2(),0(  yryruyuyruyu xx     (2) 

,20),0,(),( rxxurxu y        (3) 

где 0 const . 

Задача А.А. Дезина [1] для уравнения Лаврентьева-Бицадзе ранее исследовалась в ра-

ботах [2], [3]. Исследуемая в данной работе задача в случае уравнения (1) является анало-

гом задачи А.А. Дезина [3, с. 174-175], [4]. 

В работе найдены условия единственности и существования решения задачи (2), (3) для 

уравнения (1) в области  . 
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Квазигиперболическими уравнениями будем называть дифференциальные уравнения 

вида 

     
2 1

2

1

1 , , ,
p

p p k k

t t

k

D u x t D u Au f x t




     

в которых 2, ,
k

k

t k
p D A

t


 


  эллиптический оператор, действующий по пространст-

венным переменным (при 1p   данные уравнения являются гиперболическими уравне-

ниями, для случая же 1p   они теряют свойства гиперболичности). Некоторые подходы к 

изучению разрешимости краевых задач для подобных уравнений предложил В.Н. Врагов 

[1, 2] (см. также [3]), однако систематические исследования именно квазигиперболических 

уравнений ранее не проводились. Частично восполнить этот пробел и предполагается в 

настоящем докладе. 

Более  точно, в докладе излагаются результаты 

  о разрешимости новых краевых задач для квазигиперболических уравнений; 

 о разрешимости задач сопряжения (краевых задач для уравнений с разрывными ко-

эффициентами);  

 о разрешимости задач на собственные значения; 

 о разрешимости новых краевых задач для уравнений составного типа со свойствами 

квазигиперболичности. 
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В произвольной неограниченной области nR , 2n  для анизотропных квазили-

нейных эллиптических уравнений второго порядка рассматривается задача Дирихле  

                    ;x),x(f)x(fu,u,xau,u,xa
n

x

n

x 








 
 1

00
1

                 (1) 

                                                                  .u 0


                                                                (2) 

Предполагается, что функции  ,s,s,xa 0 ,n,...,0  ,x   

    1100  nn Rs,...,s,ss,ss  каратеодориевы и подчиняются следующим условиям. 

Пусть существуют измеримые неотрицательные       loc,Lx,x 11    и положительные 

      loc,Lx,x 1  функции такие, что для п.в. x  и  s,ss 0 ,   10  nRt,tt , 

ts  , справедливы неравенства: 

        
 


n n

;xsBxss,s,xa
0 0

0
 

   

        ;xsBxs,s,xaB
n





0

11
0

0





   

      .tst,t,xas,s,xa
n

0
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Здесь    zB,...,zB n0  - элементы специального класса выпуклых функций ( -

функции, удовлетворяющие условию 2 ), а    zB,...,zB n0  - дополнительные к ним, 

 
 loc,BLf  , n,...,,10  (см. [1]).  

В работе изучаются условия существования решений задачи (1), (2) в неограниченных 

областях  . Доказана теорема существования  в локальных пространствах Соболева-

Орлича без дополнительных ограничений на поведение решений и рост входных данных 

при x . Существование решений во всем пространcтве nR  для изотропных эллипти-

ческих уравнений со степенными нелинейностями установлено в [2].  
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В многокомпонентных системах, таких как жидкости и газы, имеют место сложные 

процессы переноса тепла и массы: конвекция, теплопроводность, основная и перекрестная 

диффузия, термодиффузия. Явление термодиффузии (эффекта Соре) связано с возникно-

вением потока массы под действием градиента температуры. Этот эффект играет важную 

роль в ряде природных и технологических процессов [1,2].  

Одним из экспериментальных методов [3] измерения коэффициентов термодиффузии 

является термодиффузионная колонна (вертикальный слой между двумя стенками, под-

держиваемыми при различных температурах). Вертикальный конвективный поток и тер-

модиффузионное разделение смеси по горизонтали приводят к вертикальному разделение 

смеси. Измерение вертикальных градиентов концентраций при обязательно устойчивом 

стационарном конвективном течении позволяет определить коэффициенты термодиффу-

зии. Теория плоской колонны была разработана в [4]. В работах [5,6] был обнаружен эф-

фект устойчивого вертикального разделения бинарной смеси в цилиндрической колонне 

для аномального эффекта Соре (тяжелый компонент накапливается вверху, конвекция по-

тенциально неустойчива) при больших разностях температур между стенками.  

В данной работе проведено теоретическое исследование процесса разделения много-

компонентной смеси в цилиндрической термодиффузионной колонне (вертикальный слой 

между коаксиальными цилиндрами с радиусами 1r  и 2r , 12 rr   и высотой H2 ). Смесь 

движется в вертикальном направлении (за исключением торцов колонны). Предполагает-

ся, что плотность смеси линейно зависит от температуры и концентрации компонентов. 

Полный поток массы компонентов смеси определяется суммой конвективного и диффузи-

онного потоков и представляется выражением 

)(),...,( 0110 TDCC T
n   TDCuuJ  . 

Уравнения движения смеси с учетом силы тяжести ( ),0,0( gg ) имеют вид 

                                                           
*
 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 15–01–03293–а). 
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Здесь   
T

nCC ),...,( 11C  вектор  массовых долей компонентов смеси, u  вектор 

скорости,   частная производная, D  матрица коэффициентов диффузии размерно-

сти )1()1(  nn , TD  вектор коэффициентов термодиффузии размерности 1n ,   

и   коэффициенты кинематической вязкости и температуропроводности, T  коэффи-

циент теплового расширения, B   диагональная матрица коэффициентов концентрацион-

ного расширения,  xg0Pp  отклонение полного давления P от гидростатического, 

 ),,( zyxx  вектор координат, индекс «0» соответствует средним значениям. 

Исследование выполнено в цилиндрических координатах с целью учета влияния кри-

визны и отношения 21 / rr  на процесс разделения [4]. На стенках цилиндров ставятся усло-

вие прилипания и отсутствия потока массы компонентов, а также задаются различные по-

стоянные температуры. Для замкнутой колонны в стационарном состоянии расход смеси 

и полный поток массы компонентов через поперечное сечение constz  равны нулю.  

В работе построено точное решение задачи, которое имеет различный вид при различ-

ных значениях управляющих параметров. Стационарное решение найдено в виде: 

))(,0,0( rwu , )(0 rTTT  , zr ACCC  )(0 , 

где A  вектор постоянных вертикальных градиентов концентраций. На основе получен-

ного решения проанализирован характер разделения смеси в зависимости от отношения 

радиусов цилиндров. Показано, что при стремлении отношения радиусов к единице ре-

зультаты сводятся к случаю плоской колонны. 
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В полосе  ( , ) : 0 , 0     D t t T  рассматривается редуцированная задача (по-

сле замены переменных)  

( ) ( ) ( , )     ttu u q u f t ,         

 (1) 

где ( ) 4    e  при 2n  и 

2 2

2

( ) 4 1
2

  



  
   

  

n

nn
 при 3n . Неизвестную функцию 

( , )u t  будем искать в виде  

( , ) ( , )   u t u t A , 

где A   – фиксированная постоянная.  

Изучается обратная задача: найти функции ( , )u t  и ( )q , связанные в области D  

уравнением (1) и такие, что выполняются условия 

(0, ) ( )u t t ,   ( , ) 0  u t ,  если  0  t T , 

0( ,0) ( ) u u ,   1( ,0) ( ) tu u ,  0( , ) ( ) u T u ,  если 

 0   . 
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Изучены задачи идентификации функции источника полуэволюционной системы. За-

данная система состоит из двух уравнений, одного из которых является параболическим, а 

второе – эллиптическим. При исследовании исходной задачи эллиптическое уравнение 

заменяется параболическим, содержащим малый параметр  при производной по вре-

мени. Для аппроксимируемой системы исследованы задача Коши и первая краевая задача.  
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Изучению подобной задачи в одномерном случае посвящена работа [1]. Обратные за-

дачи для эволюционных систем составного типа изучены в работах [2-4]. 

В полосе  2],0[ ,0|),( ExTtxtG T   рассматривается задача определения функций 

))(),,(),,(( tgxtvxtu  удовлетворяющих системе уравнений 
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        (1) 

]1,0(,   const    

начальным условиям  

)(),0(),(),0( 00 xvxvxuxu                                                 (2) 

и условию переопределения     

),(),( 0 txtu    ),,( 0

2

0

1

0 xxx    ].,0[2 TC                                     (3) 

Коэффициенты )(taij - непрерывные действительнозначные функции, заданные на от-

резке ],0[ T , ,2,1,2,1,0  jiconstij  )(t - заданная функция на ],0[ T , функции 

),(),,( xtFxtf  заданы в ],0[ TG . 

Доказаны: разрешимость «в целом» обратной задачи при 0 ; единственность клас-

сического решения обратной задачи; периодичность по пространственной переменной 

решений аппроксимирующих задач при 0 ; априорные (равномерные по 0 ) оценки 

решений аппроксимирующих задач; сходимость, на основании полученных априорных 

оценок, решений аппроксимирующих обратных задач к решениям исходных при 0 . 
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В статье [1] при 3n  даётся полное описание точечно полных и точечно вырожденных 

систем 

                                                  , 0,x t Ax t Bx t h t                                                 (1) 

где ,A B    постоянные матрицы порядка ,n  0h  . 

В статье [2] исследуется система (1) при следующем предположении: матрицы A и B  

можно разбить на 2m  квадратных блоков одинакового размера так, что совокупность бло-

ков может быть вложена в конечномерную вещественную алгебру с делением, т.е. либо в 

точное двумерное вещественное представление поля комплексных чисел, либо в точное 

четырёхмерное вещественное представление алгебры кватернионов. В статье [3] и статье 

[2] показано, что можно ограничиться рассмотрением канонического  представления для 

алгебры кватернионов. К настоящему моменту при сделанных выше предположениях на 

матрицы A и B найдено большое количество просто проверяемых достаточных условий, 

обеспечивающих точечную полноту системы (1) при любом 0h  . 

В статье [3] для системы (1) при 3m   был предложен алгоритм преобразования пары 

матриц  ,A B к новой канонической форме. В случае вырожденной матрицы A был пред-

ложен опирающийся на эту каноническую форму алгоритм, в результате которого получа-

ется  самое большее четыре вещественные матрицы порядка 12. Они названы разрешаю-

щими. Эти матрицы обладают тем свойством, что система (1) точечно вырождена тогда и 

только тогда, когда матрица 
hAe

совпадает с одной из разрешающих матриц. Там же пока-

зано, что описанный алгоритм можно считать эффективным. В докладе будут представле-

ны результаты исследования, начатого в [2], которые существенно дополняют предыду-

щие. 

Для системы, алгебра которой размерности 2 , при 4m  получены следующие новые 

эффективные условия точечной полноты на языке комплексных ассоциированных матриц 

с матрицами системы. 

Теорема 1. Если при описанных выше предположениях у матрицы B̂ , ассоциированной 

с матрицей B , два ненулевых собственных значения или одно ненулевое собственное зна-

чение, а геометрическая кратность нулевого собственного значения равна 2, то система 

(1) точечно полна для любого 0h  . 
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Во многих прикладных задачах геомеханики требуется определить напряженное со-

стояние упругой породы с трещинами. В общем случае напряженное состояние упругой 

среды может быть определено лишь численно. При этом численное решение таких задач 

упругости сопряжено с рядом трудностей. Одной из таких трудностей является сингуляр-

ность напряжений в концах трещины. 

Для решения таких задач упругости С. Краучем предложен метод разрывных смещений 

[1]. Однако он обладает следующим недостатком  у него низкий порядок аппроксима-

ции. Для устранения этого недостатка разработана модификация метода разрывных сме-

щений, основывающаяся на идеях K.J. Shou [2]. В ней разрыв смещения каждого гранич-

ного элемента, на которые разбивается трещина, предлагается аппроксимировать при по-

мощи квадратичных функций. Затем рассматриваются взаимные влияния граничных эле-

ментов друг на друга. Это даёт СЛАУ, решая которую, отыскиваются величины разрывов 

смещений на каждом элементе. 

Разработанный метод был проверифицирован на решениях задач о плоской трещине и 

о трещине в форме дуги окружности под внутренним давлением. Порядок сходимости 

разработанного метода составил 2. Отметим, что исходный метод,предложенный С. Крау-

чем, на этих задачах имеет порядок сходимости равный 1/2. Модифицированный метод 

позволит эффективно моделировать распространение трещин. 
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Теория оптимизации космических маневров [1-4, 9] дополняется учетом воздействия 

многих физических факторов и ограничений [5, 8], которые приводят к усложнению в по-

становках задач [6-8] и полученных уравнениях. Во многих реальных задачах в качестве 

начальных приближений эффективно применяются решения задач в упрощенных поста-

новках, когда действие возмущений считают пренебрежимо малым, а активные участки 

полета при работе двигателя аппроксимируют мгновенным изменением вектора скорости 

космического аппарата, а затем используют методы последовательного уточнения. Крите-

рии оптимальности могут быть разными, когда требуется обеспечить минимальный рас-

ход топлива или реализовать переход за наименьшее или заданное время; 

Энергетически оптимальные траектории маневрирования космических аппаратов для 

обслуживания или инспектирования [6, 7] могут потребовать больших промежутков вре-

мени ожидания наступления моментов, благоприятных для старта и встречи с другими 

объектами. Оптимальные траектории с учетом ограничений времени движения дают ло-

кально оптимальные относительно времени старта решения. Чем больше возможная от-

срочка момента старта, тем лучше решение можно получить. При свободном выборе вре-

мени может быть реализовано абсолютно оптимальное решение задачи. Ограничения в 

задачах оптимизации часто играют решающую роль, а значения параметров находятся на 

границе допустимой области. 

Время движения между двумя граничными орбитами можно определить из уравнения 

Кеплера после нахождения переходной траектории, а параметры траектории перехода 

двумя фиксированными точками при заданном времени движения можно определить по 

методу Ламберта. Аппроксимация возмущений кусочно-постоянными функциями приво-

дит задачу к последовательному сопряжению участков траекторий, полученных при вы-

бранной параметризации промежутков движения и действующих импульсов. Вид уравне-

ний при выбранной совокупности обобщенных координат может способствовать увеличе-

нию точности или сокращению времени вычислений. 

При необходимости обслуживания большого числа естественных или искусственных 

небесных тел траектория перехода состыковывается из кусочков орбит пассивного движе-

ния в гравитационном поле и активных участков маневрирования при работе реактивных 

двигателей. При использовании в качестве начального приближения импульсного 

мгновенного изменения вектора скорости для траектории получаем, что в точках со-

пряжения конечные данные переходят в начальные параметры для нового участка ор-

биты. Значения на соседних участках отличаются импульсным изменением вектора 

скорости, величину и направление которого считаем управлением. Сумма модулей им-

пульсного изменения скорости определяет затраты по энергетике, которые нужно ми-

нимизировать или ограничивать. Сумма всех промежутков времени ожидания и движе-

ния по орбитам перехода должна удовлетворять заданным ограничениям. 

На следующем шаге проводится уточнение параметров переходной траектории с 

учетом действующих возмущений и длительности активных участков работающего 

двигателя 
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Рассматриваются математические модели динамических систем классической механи-

ки [1,3,8]  и биофизики [7,9]  на основе нелинейных дифференциальных уравнений. Ис-

следованы особенности интегрирования этих уравнений, свойства их решений, устойчи-

вость и поведение решений в окрестности положений равновесия. При исследовании уч-

тено изменение устойчивости решений в зависимости от постановки задачи, выбора 

обобщенных координат и уравнений, которые описывают процесс, а также при замене пе-

ременных.  

Сложные процессы классической механики и биофизики моделируются системами не-

линейных дифференциальных уравнений [3,6]. Наличие даже малых возмущений перио-

дического или случайного характера может изменить характер решений таких систем. По-

этому поведение и свойства решений систем, моделирующих управляемые процессы, оп-

ределяются выбранными управляющими воздействиями. При этом анализируется вид по-

лученной устойчивости. Орбитальная устойчивость или устойчивость по части перемен-
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ных [2,5,10] показывает, что фазовая траектория или её проекция на соответствующее 

подпространство остается в достаточной близости от опорной траектории, хотя изобра-

жающие точки для траектории сравнения могут сколь угодно удаляться со временем.  

Изменения свойств и условий устойчивости решений возможны и в случае перехода к 

новой системе при замене переменных [4,7]. В случае контактных преобразований 

канонических уравнений при выборе нужной производящей функции получаем в новых 

переменных уравнения, где правые части равны нулю, а новые переменные определяют 

набор произвольных постоянных для решений первоначальной системы уравнений. 

Следовательно, при любых допустимых начальных условиях они остаются постоянными, 

сохраняя малые начальные отклонения.  

Наличие возмущений и управляющих воздействий может также влиять на свойства 

положений равновесия и возможные стационарные состояния. Для исследования этого 

влияния в известных математических моделях [8-10] предлагаются модификации и 

дополнения, упрощающие оценку устойчивости выделенных решений.  

В качестве примера рассматривается устойчивость решений системы уравнений 

статистической модели возбуждения мышцы [6,7]. Такие уравнения можно представить в 

виде, где возмущения зависят от управляющих параметров или функций. Полученная 

система нелинейных дифференциальных уравнений исследуется для стационарного 

режима, а также численными методами для оценки поведения решений в окрестности 

положений стационарного равновесия. 

В зависимости от начальных условий и значений коэффициентов системы уравнений 

могут проявляться устойчивые и неустойчивые колебательные режимы по 

соответствующим группам переменных. Каждое из положений равновесия определяет 5-

мерное подпространство, заполненное асимптотически устойчивыми движениями 

системы [10]. 

Особенностью такой системы уравнений является существование линейных по 

фазовым переменным интегралов, которые позволяют понизить порядок системы и 

проводить дальнейшее исследование устойчивости по упрощенным уравнениям для 

оставшихся фазовых переменных. Это позволяет получить критерии условной 

устойчивости для начальной системы, а также критерии устойчивости для упрощенной 

системы.  
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В данной работе мы исследуем случай передачи информации при некогерентном прие-

ме сообщений, когда сигнал в канале подвергается фазовому сдвигу. В случае когда фаза 

принятого сигнала не известна, необходимо синхронизировать приемник и передатчик для 

нахождения начала передаваемого фрейма. Синхронизация осуществляется по нахожде-

нию синхрослова. В общем виде фрейм состоит из SWDf N+N=N символов, где  SWN -

длина синхрослова [1]. 

Для определения передачи синхрослова, детектор проверяет принятую последователь-

ность данных в окне, длиной SWN , на соответствие гипотезам: 0H  - когда не зафиксиро-

вано синхрослово, и 1H -когда рассмотренная последовательность является синхрословом.   

На основании критерия Неймана-Пирсона (1), выведены формулы оптимальных тестов.  
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Для возможности симуляции в среде MatLAB, тесты упрощены путем аппроксимации 

численного интеграла с применением квадратурного правила. Для 8-PSK тест имеет вид: 

  



































 

























 







2
2coshcoshcosh

1

ln

2
2coshcoshcosh

1

ln

1

0

0

0

2

Q
i

I
iQ

i
I

i

SWN

=i

Q
i

I
iQ

i
I

i

SWN

=i

i

SWN

=i
i

rr
+r+r

,
r+r

+r+r

max

cr=rΛ

      (2) 

Учитывая, что для больших соотношений сигнал-шум при 1>>/ 0NEs  значение гипер-

болического косинуса значительно превышает 1, мы можем аппроксимировать тест:  
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Так же для сравнения мы рассматриваем применяемый на практике тест некогерентно-

го коррелятора: 

                                                           
 Работа выполнена при финансовой поддержке EC (Erasmus Mundus Aurora I Programme) 

mailto:ivanov@mail.ru


160 

 

   









 

 i

SW
N

=i

i

corr cr=rΛ

1

0

    (4) 

В качестве исходных данных для моделирования примем сигналы, состоящие из 8-PSK 

и 16-QAM символов с комплексным гауссовским шумом. Результаты моделирования 

представлены на рисунке 1 (а,б). Мы сравниваем предложенные тест (2) с некогерентной 

корреляцией (4), тестами  из [2] для 8-PSK сигналов, и (4) и тесты из [2] для 16-QAM. 

Следует отметить, что тесты  из [2] являются очень сложными и требуют большого коли-

чества вычислений и дают наименьшую вероятность корректной синхронизации. В срав-

нении с распространенным некогерентным корреляционным тестом (4) для низких значе-

ний сигнал-шум тесты (2) и (3) приблизительно равны, однако для значений соотношения 

сигнал-шум выше -2 дБ предлагаемые нами тесты дают лучшие результаты.  Однако, беря 

во внимание сложность реализации предлагаемых тестов, можно легко заметить, что ве-

роятность ошибки синхронизации для предложенных тестов практически одинакова и от-

личается незначительно, меньше, чем 1 дБ, поэтому мы считаем (3) тест наиболее пред-

почтительным.  

 

Рисунок 1 — Вероятность ошибки синхронизации при фазовом сдвиге, 240=N f , 24=NSW для а) 8-

PSK модуляции, б) 16-QAM модуляции  
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Рассматривается параболическая система уравнений: 
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где    1 2 1 2, , , , , , , , , 1,2, , ,k k k n ix x x x x x x x b i r 
     и f   заданные вектор-

функции, причем компоненты векторов ib  начиная с номера  0 01r r h  равны 0.  A  

матричный эллиптический оператор порядка 2m с матричными коэффициентами размер-

ности h h , представимый в виде 
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Неизвестными в (1) являются решение u и функции     0 0, 1,2, , ,iq t x i sr sr r   , вхо-

дящие как в правую часть (1), так и в оператор A  как коэффициенты. Уравнение (1) до-

полняется начальными и граничными условиями 
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где 2 , 1,2, , ,jm m j m   и   0,S T  . 

       Обозначим через  0P a   вектор длины 0r h , координаты которого совпадают с 

первыми  0r координатами исходного вектора a  длины h . Условия переопределения для 

нахождения функций iq имеют вид 

                            0 , , 0, , 1,2, , ,
i

i i iS
Pu t x S T i s                                              (3) 

где  i  множество гладких k -мерных поверхностей, лежащих в G , и 

, 1,2, ,i i s   заданные вектор функции. 
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Проблемы подобного вида возникают при описании процессов тепломассопереноса, 

описании диффузионных процессов, процессов фильтрации и многих других. При выпол-

нении условия параболичности приводятся оценки устойчивости решений задачи (1) - (3) 

в пространстве Соболева. При дополнительных условиях получаем также и локальную 

корректность, т.е. существование, единственность и непрерывную зависимость решений 

от данных задачи. 

В скалярном случае, когда    
2

, , ,
m

A t x D a t x D



 

  , указываются условия на данные, 

при выполнении которых показывается существование и единственность решений  

задачи (1)-(3) в пространстве Соболева и устанавливается непрерывная зависимость 

решений от данных задачи. 
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Рассмотрим начально-краевую задачу для уравнений магнитной газовой динамики с 

цилиндрической  1m  и сферической симметрией  2m   [1], записанных в лагранже-

вых переменных: 
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Здесь    , 0,1x q t  ,   0,q b   массовая лагранжева координата,   0, , 0t T T      

время. Учитывается связь между эйлеровой переменной  ,x q t и скоростью  ,u q t : 

                                                                   , , .
x

q t u q t
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                                                                     (1.5) 

Исследуется следующая начально-краевая задача 

             0 0 0 0, , , ,0 , , , , 0, ,u H q u q q q H q q b                                     (1.6) 

     , , 0, , , , , 0, .u H t u H b t t T
q q

     
    

    
                                                   (1.7) 

Корректность модели одномерного движения вязкого теплопроводного газа без учета 

влияния магнитного поля подробно изучена в работе [2]. Однозначная разрешимость с 

учетом магнитного поля в случае плоской симметрии установлена в работе [3]. В данной 

работе исследована корректность начально-краевой задачи (1.1)-(1.7). 

Теорема.  Пусть начальные данные удовлетворяют включениям 
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Тогда существует единственное сильное решение задачи (1.1)-(1.7) и для него имеют 

место оценки 
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В настоящее время теория неклассических краевых задач для уравнений математиче-

ской физики представляет собой бурно развивающуюся область математики, содержащую 

огромное число нерешенных проблем. На сегодняшний день актуально получение новых 

результатов о разрешимости нелокальных краевых задач, а также обратных. 

Нелокальными задачами принято называть задачи, в которых вместо задания решения 

или его производных на фиксированной части границы задается связь этих значений со 

значениями тех или иных функций на других внутренних или граничных многообразиях. 

Теория нелокальных краевых задач важна сама по себе как раздел общей теории краевых 

задач для уравнений с частными производными и как раздел математики, имеющий мно-

гочисленные приложения, возникающие в таких областях как: теория плазмы, биофизика, 

теория диффузионных процессов, теория многослойных пластин и оболочек и др. 

Обратные задачи, которые представлены в данной работе связаны с математическим 

моделированием динамики популяций с учетом астрономического времени t , биологиче-

ского времени a  и дополнительного учета диффузии (перемешивание в процессе взаимо-

действия). Такие задачи сводятся к исследованию нелокальной краевой задачи для ульт-

рапараболических уравнений. 

В частности, работа посвящена исследованию разрешимости нелинейных обратных 

задач нахождения вместе с решением неизвестного коэффициента при решении в самом 

уравнении.  

Пусть x есть точка ограниченной области Ω пространства nR , t и a есть точки интер-

валов (0,T) и (0,A) соответственно. 

Рассматриваются задачи нахождения решения ),,( atxu  и функции )(tq  в уравнении 

tu + au - u + )(tq u = ),,( atxf , 

при задании естественных начально–краевых условий, а также некоторых условий пере-

определения точечного или интегрального вида. 

Пусть Ω есть ограниченная область пространства R n  с гладкой (для простоты - беско-

нечнодифференцируемой) границей Г, t есть число из интервала (0, Т), 0<Т < +∞, a  есть 

число из интервала (0, А), 0<А< +∞, Q есть цилиндр Ω   (0, T)   (0, А). Далее, пусть 

),,( atxf , ),,( atxN ), ),(0 axu , ),(0 txv , ),,( atx  суть заданные при x ,  Tt ,0 , 

 Aa ,0  функции. 

Обратная задача I:  Найти  функции u(x,t, a ) и q( t ), cвязанные в цилиндре Q уравне-

нием   

Lu tu + au - u + )(tq u = ),,( atxf     (1) 

(∆- оператор Лапласа по переменным nxxx ,...,, 21 ),  

при выполнении для функции u(x, t, a ) условий  

),0,( axu = ),(0 axu , ,х  ),,0( Aa        (2) 

)0,,( txu = ),(0 txv , ,х  ),,0( Tt     (3) 
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),,(),,( ),0(),,0(, atxatxu AaTtx  ,    (4) 

а также условия 

dxdaatxuatxN

A

),,(),,(
0

 


= )(t , ,х ),0( Aa     (5) 

Обратная задача II:  Найти  функции ),,( atxu  и q( t ), cвязанные в цилиндре Q урав-

нением  (1) при выполнении для функции ),,( atxu  условий (2), (3) и (5), а также условия 

),,(
),,(

),0(),,0(, atx
atxu

AaTtx 






 , 

(


 ),,( atxu
=



n

i

ix atxu
i

1

),,(  , i - компоненты вектора внутренней нормали к   в теку-

щей точке x ). 

В обратных задачах I и II условия (2) -(4) есть условия обычной первой или соответст-

венно второй начально-краевых задач для ультрапараболических уравнений, условие же 

(5) есть условие интегрального переопределения. Следует отметить, что подобные обрат-

ные задачи хорошо изучены для параболических уравнений. В то же время нелинейные 

обратные задачи для ультрапараболических уравнений ранее не изучались (линейные об-

ратные задачи для данного типа уравнений ранее изучались автором). 

Для решения обратных задач вводятся все необходимые обозначения, проводятся не-

которые построения, касающиеся данных задач. Далее осуществляется переход к краевым 

задачам. 

Для изучаемых задач формулируются и доказываются теоремы существования и 

единственности регулярных решений. Методы исследования основываются на сведении 

исходной обратной задачи к прямой задаче для «нагруженного» ультрапараболического 

уравнения, использовании метода регуляризации и метода априорных оценок. 
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При создании компьютерных решателей задач возникает вопрос выбора модели пред-

ставления знаний и модели решения. Классическими способами моделирования решения 

задач являются формальные логические модели, продукционные модели, семантические 

сети и фреймы. Однако данные модели не предназначены для получения активного реше-

ния в виде программы для ЭВМ. Поэтому для моделирования знаний и моделирования 

решения технических задач предлагается использовать аппарат функциональных грамма-

тик профессора В.А.Тузова [1]. 

Функциональные грамматики представляют собой контекстно-свободные грамматики, 

каждой продукции которой сопоставлена функция. Это позволяет записывать решение в 

виде суперпозиции функций, где каждая функция определяет применение одной продук-

ции, причем аргументы функции являются правой частью продукции, а результат – левой. 
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Функциональная грамматика является упорядоченной совокупностью: 

( , , , , ),T NG V V F P S  

где 
TV  – конечный алфавит терминальных символов (терминалов); 

NV  – конечный алфавит нетерминальных символов (нетерминалов), не пересекающийся 

с 
TV ; 

F  – конечное множество функций вывода f; 

P  – конечное множество правил вывода (продукций) вида: { }A f , где A  (левая 

часть) – один символ из множества NV ,    (правая часть продукции) – цепочка символов 

из объединенного алфавита 
TV   и NV , а f  – функция из множества F . 

S  – начальный нетерминальный символ (аксиома) из множества NV . 

Моделирование знаний заключается в представлении теории в виде неполной функ-

циональной грамматики:  

( , , ),G V P F  

где V  – объединенный алфавит терминальных и нетерминальных символов. 

Для моделирования базы знаний требуется пройти следующие этапы: 

1) Определить границы рассматриваемой теории; 

2) Выявить все термины и понятия теории в рамках выбранных границ и составить 

алфавит символов V ; 

3) Выявить все законы, связывающие выбранные объекты предметной области, и со-

ставить набор правил P ;  

4) Расписать на функциональном языке программирования все функциональные зави-

симости, между объектами теории, согласно правилам P , т.е. определить множество 

функций F . 

Моделирование решения задачи состоит из двух этапов. 

Первый этап – это переход от неполной функциональной грамматики базы знаний к 

функциональной грамматике решения задачи: 

( , , ) ( , , , , ).T NG V P F G V V F P S    

Исходные данные задачи в функциональной грамматике определяются алфавитом тер-

минальных символов TV  Все остальные термины и понятия теории относятся к алфавиту 

нетерминальных символов NV . Один из этих символов должен являться целью решения, 

т.е. начальным нетерминальным символом (аксиомой) S  рассматриваемой функциональ-

ной грамматики [2]. 

Таким образом, на этапе постановки задачи, необходимо разграничить терминальные и 

нетерминальные символы из общего алфавита V  и выбрать начальный нетерминальный 

символ, доведя тем самым функциональную грамматику к полному виду. 

Второй этап моделирования решения задачи заключается в построении дерева синтак-

сического разбора в рамках полученной функциональной грамматики. Данное дерево от-

ражает все возможные пути решения задачи. Так как каждому узлу дерева сопоставлена 

функция, то результат поиска решения можно представить в виде суперпозиции функций. 

Результат моделирования поиска решения в виде суперпозиции функций является 

главным преимуществом метода функциональных грамматик по сравнению с классиче-

скими методами. Суперпозиция функций является готовой программой для функциональ-

ного языка программирования, поэтому при поступлении на её вход фактических пара-

метров, она выдаст соответствующие результаты. Таким образом, моделирование аппара-

том функциональных грамматик позволяет генерировать программы на функциональном 

языке программирования. Использование соответствующего транслятора может позво-

лить выдавать решение в виде программы на необходимом языке программирования. 
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При решении задач теории упругости, гидродинамики, электродинамики, теплопровод-

ности для многофазных сред с прямолинейными границами раздела фаз возникают крае-

вые задачи для систем линейных уравнений в частных производных в полуплоскостях и 

полосах, склеенных друг с другом. При решении подобных задач удобно использовать ря-

ды Фурье с функциональными коэффициентами (такие ряды представляют собой почти-

периодические по Бору функции на каждой прямой, параллельной границе).   

Нахождение коэффициентов сводится к решению конечных систем линейных алгеб-

раических уравнений, а решения самих задач получаются в виде рядов Фурье, сходящихся 

абсолютно и равномерно в рассматриваемых областях, например, [1]. 

В настоящей работе рассматриваются краевые задачи для полос и полуплоскостей, ко-

торые возникают при решении некоторых задач теории фильтрации. Так, например, для 

полуплоскости  xy ,0  краевая задача выглядит следующим образом: решить 

систему 
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где  функции 3,2,1, jF j , являются почти-периодическими с абсолютно сходящимися 

рядами Фурье (принадлежат классу WП ), т.е. имеют структуру .)()(
0

xi
jj efxF 








 

   

- счетное множество действительных чисел, которое отделено от нуля.    

Решение ищем в виде рядов  

( , ) ( ) , ( , ) ( ) ,
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с неизвестными коэффициентами.  

Применяя к системе обобщенное дискретное преобразование Фурье, [2], сведем ее к 

системе обыкновенных дифференциальных уравнений для коэффициентов, решая кото-

рую получим следующие структуры коэффициентов 
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Для определения коэффициентов 1 2( ), ( ), ( )b b d   из граничных условий получаем 

систему линейных алгебраических уравнений. 
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Изучению закономерностей разделения электрических зарядов в облаках посвящены 

многочисленные исследования, основные результаты которых обобщены в классических 

работах по физике облаков, где предложено большое количество объяснений без учета 

фрактальности среды. Известно, что облака с мощными конвективными токами имеют 

фрактальную структуру и облако является фрактальной средой [1]. Поэтому можно ут-

верждать, что процессы, протекающие в такой среде, хорошо описываются с помощью 

аппарата дробного исчисления. 

В данной работе, исходя из теории Френкеля [2, 3] для облачных капель, находящихся в 

слабо ионизированной воздушной среде, получен закон изменения заряда с учетом фрак-

тальности среды и с применением аппарата дробного исчисления [4-7]. 

Рассматривая облака, которые имеют разную классификацию по происхождению и 

морфологическим признакам, к которым можно добавить данные об их фрактальной 

структуре, в дальнейшем возможно формирование более общей картины физики облаков. 
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В работе рассматриваются краевые  задачи для линейного и нелинейного нагруженного 

псевдопараболического  уравнения. 

В области }Tt,lx:)t,x{(ЦТ  00  рассмотрим задачу 

0),(),(),(),(),( 00  txutxqtxutxutxu xxxxtt , ),( tx TЦ ,          (1) 

lx),x(),x(u  00  ,     (2) 

Tttlutu  0,0),(),0( ,         (3) 

где 0x  - фиксированная точка промежутка ],0[ l . Имеет место следующая  

ТЕОРЕМА 1. Если ),l,(L)x(]),l,([C)x( '' 00 1
1    ,)l()( 00   

  )Ц(C)t,x(f Т
),( 01 ]),T,[C,l,(Lfxx 001 )],T,([C)t,x(q 00   

и 0),(),0(  tlftf , то существует единственное решение задачи (1)-(3). 

Задача 2. В области ТЦ   требуется найти функцию ),( txu  удовлетворяющую условиям   

0),(),(),(),(),(),( 00  txutxutxqtxutxutxu xxxxtt  , ),( tx TЦ , (4) 

,lx),x(),x(u  00         (5) 

 .Tt,)t,l(u)t,(u  000         (6) 

Справедлива 

ТЕОРЕМА 2. Пусть ]),,0([)(]),,0([),( 1
0 lCxTCtxq   ),0()( 1

'' lLx   и 

.0)()0(  l Тогда для достаточно малых 0T  решение задачи (4)-(6) существует, 

единственно. 

Аналогичные задачи были исследованы в работе [1]. В данной работе методом Фурье доказы-

вается однозначная разрешимость этих задач. 
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Для ограниченных и неограниченных областей   с компактными и некомпакт-

ными  кусочно-   границами , имеющими конечное число конечных и бесконечных 

угловых точек, исследуются вопросы существования и единственности слабых решений 

краевой задачи Неймана для эллиптического уравнения в дивергентной форме: 

 с разрывными кусочно-постоянными коэффициентами . Под конеч-

ной или бесконечной угловой точкой , как обычно, подразумевается «вершина» отлич-

ного от  угла между парой  -гладких кривых, имеющих в «вершине» предельные нор-

мали, тогда как «вершина» угла, равного  считается точкой гладкости   Предполага-

ется, что коэффициенты    имеют конечное число кусочно-гладких  компактных и не-

компактных линий разрыва коэффициентов, состоящих из замкнутых кусков гладких кри-

вых { }, на которых заданы естественные условия сопряжения, т.е. непрерывности ре-

шения и его производной по конормали  к соответствующей кривой  с норма-

лью . Угловые точки  могут оказаться точками разрыва коэффициентов – для беско-

нечной угловой точки это означает, что хотя бы одна кривая  уходит на бесконечность, 

имея там предельную нормаль. Краевая задача с однородными условиями Неймана на  

и условиями сопряжения на { } решается в обобщенной постановке в смысле стандарт-

ного интегрального тождества для класса слабых решений  с заданной вектор-

функцией  Такую постановку удобно рассматривать как обобщенную поста-

новку краевой задачи для системы первого порядка, эллиптической по Дуглису-

Ниренбергу. Вычисление размерностей ядра и коядра соответствующего матричного 

дифференциального оператора и является целью настоящей работы, продолжающей ис-

следования, начатые в [1,2], где рассматривались случай  и однордные краевые ус-

ловия Дирихле в случае . Краткое изложение истории вопроса можно найти в [1],  

а подробное –  в [2]. 

К особым точкам замыкания  относятся все точки, характер которых влияет на замк-

нутость или незамкнутость области значений рассматриваемого эллиптического операто-

ра, а также на размерности его ядра и коядра относительно всей шкалы возможных значе-

ний показателя  ). Помимо конечных и бесконечных угловых точек , особыми 

точками становятся все точки гладкости ,  из которых выходят хотя бы две кривые 

{ }, тогда как в случае только одной кривой  точка гладкости  будет особой, если 

только  выходит из нее под углом к , отличным от прямого. Особыми будут также и 

все внутренние точки  , из которых выходят хотя бы две кривые { }. При этом в случае 

только двух кривых, угол между ними обязательно отличен от  а особая точка называет-

ся точкой излома линии разрыва коэффициентов. В случае неограниченной области с 

компактной границей  бесконечность рассматривается как «внутренняя точка», которая 

может оказаться  точкой излома линии разрыва коэффициентов. Характер особенности 
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угловой особой точки границы   может «усилиться» в смысле увеличения размерностей 

ядра и коядра по шкале значений показателя  ) в случае, когда из этой точки вы-

ходит хотя бы одна кривая .  

В [1,2] был обоснован метод локального разделения переменных в полярных координа-

тах c центром во внутренней особой точке, а также в граничной особой точке с краевыми 

условиями Дирихле для модельных задач, соответствующих частному случаю, когда   

являются отрезками прямых. В настоящей работе обоснование метода разделения пере-

менных перенесено на случай краевых условий Неймана. Как и в [1,2], интерес представ-

ляют лишь те ненулевые собственные числа модельных задач Штурма-Лиувилля, которые 

по модулю не превосходят единицы – именно они влияют на размерности ядра и коядра 

рассматриваемого эллиптического оператора по шкале значений показателя ). В 

настоящей работе доказано, что во всех рассматриваемых модельных задачах Штурма-

Лиувилля с разрывными кусочно-постоянными коэффициентами a и краевыми условиями 

Неймана значения всех собственных чисел =
2  

с   инвариантны при одновре-

менной замене коэффициентов a на 1/a и условий Неймана – на условия Дирихле, что лег-

ко проверить в любом частном случае, используя, например, вычислительную систему 

«Maple». Такая инвариантность собственных чисел модельных задач Штурма-Лиувилля 

позволяет перенести на случай краевых условий Неймана все ранее установленные в [2] 

результаты по вычислению размерностей ядра и коядра рассматриваемого эллиптического 

оператора с краевыми условиями Дирихле, что можно считать главным результатом на-

стоящей работы.   

Литература 

1. Дудкина А.А. К -теории эллиптических операторов с разрывными коэффициен-

тами // ДАН. – 2010. – Т. 430, № 3. – С. 304-307.  

2. Дудкина А.А. К -теории эллиптических краевых задач с разрывными коэффици-

ентами. – Канд. дисс. – М.: РУДН. –2010. – 176 С.   

 

УДК 519.626 

ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

ПОЛУЛИНЕЙНЫХ УМФ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА  

С РАЗРЫВНЫМИ ДАННЫМИ И ИХ АППРОКСИМАЦИЯ

 

OPTIMAL CONTROL PROBLEMS WITH CONTROLS IN 

COEFFICIENTS OF SEMILINEAR PDEs OF ELLIPTIC TIPE WITH 

DISCONTINIOUS DATA AND THEIR APPROXIMATION 
 

Лубышев Ф.В.*, Манапова А.Р.* 

 

* Башкирский государственный университет,  

Россия, Республика Башкортостан, Уфа 

aygulrm@mail.ru 

 

Задачи оптимального управления для систем, описываемых уравнениями математиче-

ской физики (УМФ) –  очень сложный класс задач в оптимизации, особенно для нелиней-

ных задач оптимального управления. Под «нелинейными задачами оптимального управ-

ления» для УМФ мы понимаем такие, в которых отображение  gug   из множества до-
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пустимых управлений U  в пространство состояний W  является нелинейным. В настоя-

щее время наиболее полно исследованы линейные системы управления с достаточно глад-

кими входными данными и функциями состояния процессов управления. Особый интерес 

с теоретической и практической точек зрения представляет физико-математическая по-

становка задач оптимального управления, в которых, в силу характера исследуемого фи-

зического процесса, состояния описываются нелинейными УМФ с разрывными коэффи-

циентами и, кроме того, изначально по своей физико-математической постановке сами 

решения УМФ допускают разрывы.  

Проблема численного решения задач оптимального управления приводит к необходи-

мости их аппроксимации задачами более простой природы – «конечномерными задача-

ми». Правильно построенная аппроксимация позволяет получить результаты качественно-

го и численного характера об изучаемом процессе. Центральными здесь являются вопро-

сы «конструирования» аппроксимаций, сходимости аппроксимаций по состоянию, функ-

ционалу, управлению, регуляризации аппроксимаций [1]-[5]. Для систем с распределен-

ными параметрами построение и исследование аппроксимаций проводилось в основном 

также для линейных задач оптимального управления, причем с достаточно гладкими ко-

эффициентами УМФ и состояниями. Актуальными являются вопросы «конструирования» 

конечномерных аппроксимаций и исследования их сходимости для задач оптимального 

управления, описываемых нелинейными УМФ с разрывными коэффициентами и реше-

ниями (состояниями). Заметим, что разностные схемы для уравнений с разрывными ко-

эффициентами, но непрерывными потоком и решением (с условиями сопряжения типа 

идеального контакта) построены и исследованы в [6], [7] для УМФ с классическими ре-

шениями некоторой степени гладкости. Исследованию сходимости разностных схем для 

параболических уравнений с разрывными коэффициентами и решением в классической 

постановке задач с достаточно гладкими решениями посвящены работы [8], [9]. Отметим 

также, что оптимизационные аспекты в этих работах не рассматривались.  

В работе рассматриваются нелинейные задачи оптимального управления, описываемые 

полулинейными уравнениями математической физики эллиптического типа с разрывными 

коэффициентами и решениями (состояниями), с граничными условиями сопряжения типа 

неидеального контакта. В качестве управления выступают коэффициент в граничном ус-

ловии сопряжения и коэффициент в правой части уравнения состояния. Построены разно-

стные аппроксимации экстремальных задач, установлены оценки скорости сходимости 

аппроксимаций по состоянию и функционалу, доказана слабая сходимость аппроксимаций 

по управлению. Проведена регуляризация аппроксимаций по Тихонову.  

В теплофизических терминах поставленные задачи можно трактовать как задачи опти-

мального управления коэффициентом граничного условия сопряжения разнородных теп-

лопроводящих сред  x  и коэффициентом  xf1 , характеризующим наличие в среде 1  

внутренних источников энергии, за счет которых внутри среды может возникать или по-

глощаться тепло. При этом коэффициент граничного условия сопряжения характеризует 

термическое сопротивление неидеального контакта разнородных сред. 
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Пусть   есть интервал (0,1) оси Ox , Q  есть прямоугольник ),0( T , T0 , 

)(xK , )(xN , ),( txf  есть заданные функции, определенные при x  и Qtx ),( соответ-

ственно. Далее, пусть L , l  есть операторы, действие которых на функциях ),( txv  и )(xw  

определяется равенствами 

vvvLv xxttt  , 

)1()0()1()0()( 4321 wwwwxlw    

( i , 4,1i  - заданные действительные числа). 

Нелокальная задача I: найти функцию ),( txu , являющуюся в прямоугольнике Q  реше-

нием уравнения 

                                                           ),( txfLu                                                          (1) 

и такую, что для нее выполняются условия 

                                               0),()0,()0,(  Txuxuxu t , x ,                                   (2) 

0),( txlu , Tt 0 , 

                                                   


 0),()( dxtxuxK , x .                                              (3) 

Нелокальная задача II: найти функцию ),( txu , являющуюся в прямоугольнике Q  ре-

шением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются условия (2), (3), а также условие 




 0),()( dxtxuxN , x . 

 Задачи с интегральными по пространственным переменным условиями в целом ак-

тивно изучаются в последнее время. В тоже время задачи с интегральными по пространст-

венным переменным условиями для уравнений нечетного порядка 
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называемых иногда «эллиптико-параболическими» или же « 12 m -параболическими» 

уравнениями, изучены сравнительно мало – можно отметить лишь работы [1-3].  

Для рассматриваемых нелокальных задач доказаны теоремы разрешимости в классе ре-

гулярных решений с помощью метода, предложенного в работе [4]. 
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Одним из  способов улучшения аэродинамических характеристик перспективных лета-

тельных аппаратов (ЛА) является управляемое воздействие на набегающий поток, которое 

может быть осуществлено различными способами, в частности, при помощи локализован-

ного в небольшом замкнутом объеме подвода энергии. Возможность дистанционного под-

вода энергии к сверхзвуковому потоку подтверждена во многих экспериментах. За энер-

гоисточником формируется высокотемпературный след с пониженными значениями чи-

сел Маха, полного давления и скоростного напора, что позволяет изменять режим обтека-

ния. Подвод энергии в сравнительно небольшой области пространства может привести к 

перестройке головных ударно-волновых структур перед телом.   

К настоящему времени  учеными выполнен большой объем теоретических  и экспери-

ментальных работ по снижению волнового сопротивления тел, главным образом, в осе-

симметричной постановке. Показано, что вложение энергии  в поток перед носовой ча-

стью ЛА позволяет снизить сопротивление в десятки раз и более за счет формирования 

конусообразной отрывной области перед носовой частью. Такой способ снижения сопро-

тивления является весьма эффективным. Затраты мощности на энергетическое воздейст-

вие существенно меньше той экономии мощности двигателя, которая обеспечивается 

                                                           
* Работа выполнена при поддержке  РФФИ – гранты 13-01-12043, 14-08-00624. 

 

mailto:allutsky@yandex.ru
mailto:hanhyana@mail.ru


176 

 

снижением сопротивления. Трехмерные же эффекты вложения энергии, в частности влия-

ние угла атаки, исследованы в значительно меньшей степени. 

Модель летательного аппарата представляет собой цилиндрическое тело со сфериче-

ской головной частью и крыльями со стреловидной передней (76 градусов), и прямой зад-

ней кромками. Относительная толщина профиля – 12 % (в месте сочленения с фюзеляжем 

профиль крыла соответствует профилю NACA0012). 

Численное исследование влияния вложения энергии в поток при обтекании под углом 

атаки модели летательного аппарата проводилось в рамках математической модели ос-

редненных 3D уравнений Навье-Стокса для вязкого сжимаемого газа (URANS) с моделью 

турбулентности Спаларта-Аллмараса (SA). 

Проведенные исследования показывают, что в трехмерном случае существенно возрас-

тает разнообразие возможных способов управления обтеканием ЛА на основе энергетиче-

ского воздействия. При соответствующем выборе области энерговложения наряду со 

снижением сопротивления достигается увеличение подъемной силы. Вложение энергии в 

поток перед крыльями или оперением может быть использовано для создания управляю-

щих воздействий. 
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Пусть D  - конечная область трехмерного пространства, ограниченная достаточно глад-

кой кривой  . Обозначим через ),,( zyxM  - внутреннюю точку области, P  - точку грани-

цы, n  - внешнюю нормаль, проведенную к границе в точке P ,   - угол между этой нор-

малью и радиус вектором 222 zyxr   точки M  относительно начала координат,   

- оператор Лапласа. 

Для m-гармонического уравнения 

0 um                                                                  (1) 

в n-мерном пространстве, Н.Н. Мейманом [1], были найдены ядра потенциалов 

pn

pm

pm
r

MPK





2

,

cos
),( ,    mp ,1 . 

Рассмотрим квадрогармоническое уравнение 

04  u                                                                  (2) 

в трехмерном пространстве. Тогда ядра потенциалом приобретут вид 

p

p

p,
r

cos
)M,P(K






3

8

4
 ,    4,1p . 

Фундаментальными решениями уравнения (2) с точностью до постоянного множителя 

являются функции 
32  i

i r ,    4,1i .                                                     (3) 

С помощью формулы 
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Можно записать ядра потенциалов в виде линейной комбинации нормальных произ-

водных фундаментальных решений. В нашем случае формула (4) выглядит следующим 

образом 
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 ,     4,1p . 

Найдем коэффициенты pia4  этого разложения в явном виде. Для этого вычислим про-

изводные по нормали от фундаментальных решений (3) по формуле [2] 
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Из полученных равенств находим четыре системы линейных алгебраических уравне-

ний, решениями которых являются следующие числа 

1411 a , 1412 a , 
15

1
413 a , 

1575

1
414 a ; 

1421 a , 3422 a , 
3

1
423 a , 

225

1
424 a ; 

5432 a , 
9

10
433 a , 

45

1
434 a ; 

3442 a , 2443 a , 
15

1
444 a . 

В перспективе представляет интерес более общая задача. А именно, найти коэффици-

енты mpia  разложения (4)  для произвольного полигармонического уравнения (1). 
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Рассматривается частично инвариантное решение уравнений осесимметрического 

двухслойного термокапиллярного движения вязких теплопроводных жидкостей в цилинд-

рической трубе с фиксированной поверхностью раздела при малых числах Марангони. 

При этом возникает сопряжённо начально-краевая задача 
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Здесь 
j , 

j , 
jk , 

j ,   - заданные физические постоянные, а  t  заданная функ-

ция.   

Отметим, что задача является обратной, так как  j th  - неизвестные. 

Найдено стационарное решение s
j
,w  s

j
,  s

j ,h  . Нестационарная задача решена методом 

преобразования Лапаласа. Доказано, что с ростом времени решение выходит на стацио-

нарное решение, если  t  стремятся к постоянным значениям: 

                     
ss s

j j j jj jt t t
lim r,t r , lim r,t r , lim r,t .w w h h 
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Предположим, что функция от двух переменных   yxf , , заданная в области 

 1||;1||  yxD , принадлежит классу абсолютно‒непрерывных функций  yxA ,  и 

имеет непрерывные частные производные  yxf
r

x
,

)( 1  и  yxf
r

y
,

)( 2  в этой области D . То-

гда эта функция разлагается в равномерно  сходящийся ряд Фурье 

 


 


n

i

m

j

ijij yxFeyxf
0 0

),(),( ,                                                             (1) 

где ),( yxF
ij

‒ ортонормированный многочлен в области D  по весу   )()(, yqxpyxh     

(см.[1] ,c.19), где  

dxdyyxFyxfyxhc
D

ijij  ),(),(),( ‒                                                (2) 

коэффициенты двойных рядов Фурье. 

Если весовая функция имеет вид  
11 )1()1()1()1()()(),(
 yyxxyqxpyxh  , 

где 1,,,
11

  на промежутке D , то ряд (1) становится двойным рядом Фурье-

Якоби с коэффициентами (2). 

Тогда, если    Ayxf , , то  
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В случае, когда   1,,  pHyxf
p

‒ класс функций, ограниченной p - вариации 

оценки коэффициентов Фурье – Якоби, получены в работе [3]. 
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В работе [1] приведено уравнение Ферхольста –Пирла, которое в теории популяции на-

зывают логистическим уравнением и имеет вид  

                                           
2u

k
uu 











 ,                                                 (1) 

где )(tuu   - непрерывная функция, выражающая численность популяции в некоторой 

ограниченной области в момент времени t,  tt
0

. Будем считать ],[
0

Ttt , 

T ‒расчетное время. Предположим, что популяция изолирована, sr  , r ‒ коэффи-

циент рождаемости, s ‒ коэффициент смертности.  

Если sr  , то популяция по численности, растет, если sr  , то популяция уменьша-

ется.  

k ‒ емкость среды, определяемая наличием ресурсов.  

)(tuu  ‒ скорость изменения численности популяции к моменту времени t . 

Пусть популяция к моменту времени 0
0
t  имеет численность или плотность популя-

ции, т.е. число особей на  единицу  пространства, равное 

                                                             
00

)( utu
t



                                                               (2) 

Рассмотрим эту задачу Коши (1) - (2) в виде: 

2

0
)( u

k
utu

t


                                                          (3) 

 с начальным условием  

0
)0( uu   .                                                    (4) 

Для численного решения задачи (3)‒(4) введем равномерную сетку с шагом  0t . 

Обозначим через )(tu  точное решение задачи (3)‒(4), а через )(
nn

tyy  ‒ приближенное 

решение. 

Уравнение (3) заменим разностным уравнением 
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   Решение этого уравнения сводится к решению по явным рекуррентным формулам  
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Одним из основных этапов, реализующих технологии математического моделирования, 

является создание и идентификация математической модели, исследуемого объекта. При 

этом различают идентификацию в широком смысле - структурная идентификация и в уз-

ком смысле - параметрическая идентификация. Формирование теории идентификации 

систем в значительной мере было стимулировано основополагающими работами Гропа Д., 

Дейча A.M., Райбмана Р.С., Цыпкина Я.З., Эйкхоффа П.  и других.  

Первоначально методология построения динамических моделей развивалась в рамках 

пассивного подхода, при котором идентификация проводится в режиме нормальной экс-

плуатации исследуемой системы. Современная теория включает в себя также методы ак-

тивной идентификации, предполагающие подачу на вход исследуемой системы опреде-

ленным образом синтезированных управляющих сигналов. 

В работе предлагается метод идентификации линейных стационарных динамических 

систем по входному синусоидальному сигналу, т.е. по результатам измерений фазовых 

координат на некотором промежутке времени, полученным при наложении на вход систе-

мы синусоидального воздействия. 

Предполагая, что выходные переменные системы
1 2 ( ) ( ( ), ( ),..., ( ))T

nx t x t x t x t являются 

решением стационарной динамической линейной неоднородной задачи Коши: 
0( ), (0)x Ax BSin t x x   ,       (1) 

идентификация матрицы A  системы (1) сводится к построению и решению матричного 

линейного алгебраического уравнения, построение которого основано на сопоставлении 

представления решений задачи Коши в виде экспоненциального матричного ряда, и ре-

зультатов измерений фазовых координат системы при входном синусоидальном сигнале. 

Проведено обобщение подхода на случай линейных динамических систем 2го порядка: 
1 0

1 0 ( ), (0) , (0)x A x A x BSin t x x x x     . 
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Результаты численных экспериментов показали, что идентификация системы исполь-

зуемым подходом позволяет по точным решениям Задачи Коши восстановить систему 

полностью. 
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В прямоугольной области   Ty,rx:y,x  00  евклидовой плоскости точек  

 y,x  рассматривается уравнение Аллера 

,
yx

u
b

x

u
a

y

u














2

3

2

2

                                                     1  

где a , b заданные положительные числа;  y,xuu  . 

Уравнение  1  является уравнением псевдопараболического типа  1 . 

Функцию  y,xuu   назовем регулярным решением уравнения  1 , если  Cu , 

 Cuxxy  и удовлетворяет уравнению  1 . 

Исследуется следующая  

Задача. Найти регулярное в области    решение  y,xuu   уравнения  1 , удовлетво-

ряющее следующим краевым условиям  

   ,x,xu 0  ,0 rx   

   ,yy,u 0  ,0 Ty   

   ,yh)y(y,hu   ,0 Ty   

где    r,Cx 02 ,  ,y    T,Сy 01 ,  r,h 0 . 

Доказана теорема единственности и существования решения этой задачи.  

Литература 

 1  Нахушев А.М. Уравнения математической биологии. М.: Высш. шк., 1995. - 301 с. 
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К обратным задачам относят задачи определения некоторых физических свойств объ-

ектов, таких, как  плотность, коэффициент теплопроводности, упругие модули в зависи-

мости от координат или в виде функций, других параметров. Характерной особенностью 

обратных задач является их некорректность по Адамару. При теоретическом исследова-

нии таких задач, целесообразно является доказательство теоремы существования, устой-

чивости и единственности обратных задач.  

В области         0, 0,1 0, , , | 0 , 0 1, 0 ,Q t a t x y t T x y a            ,f x t  

заданная функция, рассмотрим уравнение: 

                                                     , , .tt xx yy xu qx u u qu h y t f x t                                         (1) 

1.q const   

Начально-краевая задача. Найти решение  , ,u x y t  в области  Q  уравнения (1), 

удовлетворяющее следующим условиям: 

0 0 1 0
0, 0, 0.tt t x y y a

u u u u u
    
                                                         (2) 

В настоящей работе рассмотрим теоремы существования, устойчивости и единственно-

сти обратных задач.  

Обратная задача.  Найти в области Q  функции     , , , ,u x y t h t y, удовлетворяющее 

(1)- (2), и такие что 

                                                                 
0

, ,
x

u y t

                                                                            (3) 

                 

        

2

2 1 1

2

2 2 2
2

, , ,0 ,0 , , 0, , , 7, 0, 0, .

, , , , , , , .

t

p x p p

y x xt tt y tt xx y xx

h t y W Q y y a t t a t p Q T a

u D u u u u D u u D u L Q

    

 

      



 

 

В работе  методом, основанном на сведении обратной задачи к нелинейным некласси-

ческим бесконечным системам обыкновенных дифференциальных уравнений, доказыва-

ются теоремы существования и единственности решений обратной задачи (1) - (3).   
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Рассмотрим уравнение  

0xx yy yu yu u                                                             (1) 

в области D  -  конечная односвязная область, ограниченная при  0y   гладкой кривой    

с концами в точках  1;0A  ,  1;0B  и при 0y   характеристиками уравнения (1). 

Обозначим через 1D  и 2D  части области D в которых соответственно 0y   и 0y  . 

Пусть  0 0;0A , а 0 1 0 2: 2 0, : 2 0A C x y A C x y       характеристики уравнения (1), 

пересекающейся с характеристиками АС и ВС соответственно в точках  

1 2

1 1 1 1
; , ; .

2 16 2 16
C C
   
     
   

 

Через D  обозначим область, ограниченную контуром 0 2 1 0 ,A C B AC A  а через 21D  и 

22D  - части области 2D  соответственно с границами 1 0AC A A  и 0 2 0A C BA . Здесь D  - по-

добласть D  в котором   является нормальном кривой имеющее уравнение 2 4 1x y  . 

Пусть 

0;n      0

1
0, 1,2,...

2
n                                                 (2) 

Задача.   Требуется определить в области D  функцию  ,u x y  со следующими свой-

ствами: 

a)    ,u x y C D ; 

б)  ,u x y  является регулярным решением уравнения (1) в области 0y   и обобщен-

ным решением класса 2R [1] в области 21 22D D  ;  

в) на линии вырождения выполняется условие склеивания 

       
'

0 0
1 lim lim ( )

n

n y nyy y
y u A y u A u x

   

 
             

г)  ,u x y удовлетворяет граничным условиям 

( ), 0 ,u f s s l

    

0 1
1

1
( ), 0,

2A C
u x x     

0 2
2

1
( ), 0 .

2A C
u x x    
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где    ,0 , 1 1u x x x     и  l   длина кривой,     ,n nA A u    определяемые  опера-

торы от заданных функций[1],      1 2, ,f x x x    заданные функции, причем  

     1 2, ,f x x x   непрерывны и      0 0 0, 1, , 1,2;
k

j j k n j      

     1 2 2 , 1,2;
n n

j jx x x j 
    - известная непрерывная функция и  0 0  . 

При определенных ограничениях на заданные функции, доказана однозначная разреши-

мость рассматриваемой задачи.  

Литература 
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Модельным примером изучаемого класса дискретных игр является дискретный аналог 

следующего процесса преследования описываемый уравнениями колебания струны ( см. 

[1]- [4]) 
2 ,tt xxz a z u      

},t,lx{D)t,x(  00  

),x(),x(z 00   ),x(),x(zt 10   0 , (*)x l   

,)t,l(z)t,(z 00   ,t 0  

 ),,( txuu   ,)t,x(u   ),t,x(   ( , ) ,x y     . 

Игра считается законченной, если ,S)t,x(z   10  ,R1
1   ,0  ],,[S 11  для не-

которых  tt  для всех  .llxl  100  ],l,[)x( 01
0    ],l,[L)x( 021   ),,( txu  

).D(L)y,x( 2  

 Аппроксимируем  задачу (*) следующими дискретными системами  

n, 1 n, n, 12

1
( 2 )m m mz z z


          

                                        

2

1, n, 1, n, n,2
( 2 ) , (**)n m m n m m m

a
z z z u

h
         

 1 1,n r    1 1.m     Начальное условие (*) заменяем разностными соотношениями 

0, 0 ( )m nz x ,   0 n r  , 
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1,m 0 1( ) ( )n nz x x   
2

0 1 0 0 1
0,m 0,m 2

( ) 2 ( ) ( )

2

n n nx x x
u

h

  
    

   
 

 

Краевые условия заменяем условиями в узлах n,0 0,z    m,r 0,z   0 .m    

Вместо игры (**) будем рассматривать более общую дискретную игру,  в которой дви-

жение точки z  эвклидова пространства 1rR  описывается уравнениями  

1 1m m m m mz Cz z u       ,  1 1, (1)m     

                                             0 0z  ,  1 1 (2)z   

где m - номер шага, ( 1) ( 1)C r x r    - постоянная квадратная матрица, ,u  - управляющие 

параметры, u - параметр преследования,  - параметр убегания, 1 1,r r

j ju P R Q R     , 

P  и Q  - непустые множества. Кроме того, в 1rR   выделено терминальное множество M . 

Цель преследующего игрока вывести jz  на множество M , убегающий игрок стремится 

этому помешать. 

В этой заметке изучены игровые задачи с дискретными уравнениями второго порядка 

вида (1),(2). Получены достаточные условия для возможности завершения преследования 

в игре (1).  
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Модельным примером изучаемого класса дискретных игр является следующий процесс 

преследования, описываемый уравнениями [1] 
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4 , , , ,, 1, 1, , 1 , 1 , , , ,z z z z z u ui j i j i j i j i j i j i j i j i j                  

0, m 1, ,0 ,0, 0, 0, 0,j j i iz z z z                                        (1) 

1,2,...,m, j 1,2,..., 1,i     

где  левая часть уравнения дискретный аналог лапласиана 
2 2

2 2

z z

x y

 


 
 функции яркости 

изображения (x, )z z y , а ,i jz  яркости изображения в точке (x , y )i j , которое измеряется 

в пикселях, , ,,i j i ju    управляющие параметры. Преследование считается завершенным, 

если ,zi j  удовлетворяют условие: , 0 1 0 1, ,i jz i i i j j j          где 

0 1 0 11 , ,1 j , 1i i m j       для некоторых заранее заданных 0, 0.    

Используя граничные условия, при 1,2,...,i m  из (1) получим систему 

1, 0, 2, 1, 1 1, 1 1, 1,4 ,j j j j j j jz z z z z u           

2, 1, 3, 2, 1 2, 1 2, 2,4 ,j j j j j j jz z z z z u           

………………………………………. 

, 1, 1, , 1 , 1 , ,4 ,i j i j i j i j i j i j i jz z z z z u             

………………………………………. 

m 1, m 2, m, m 1, 1 m 1, 1 m 1, m 1,4 ,j j j j j j jz z z z z u                 

m, 1, 1, m, 1 m, 1 m, m,4 .j m j m j j j j jz z z z z u             

Обозначая, 1, 2, , 1, 2, , 1, 2, ,( , ,..., ) , (u ,u ,...,u ) , ( , ,..., )j j j m j j j j m j j j j m jz z z z u          име-

ем 

1 1 ,1 1,j j j j jz Cz z u j           

0 0z  ,  0,z                                                   (2) 

где m
jz R  и ju  управляющий параметр преследователя; j   управляющий пара-

метр убегающего игрока: ,m m

j ju R R   компоненты, которые удовлетворяют условию, 

, ,, , ,i j i ju        а C  квадратная   матрица. mM R  терминальное множество, в 

котором игра заканчивается.  

В этой заметке изучены игровые задачи с дискретными уравнениями второго порядка 

вида (2). Получены достаточные условия для возможности завершения преследования, 

когда  положение объекта задано в граничных моментах. Для решения этой задачи приме-

няются полиномы Чебышева второго рода [2], [3].  
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Рассмотрим в области  уравнение  

                                               (1) 

где  - оператор дробного дифференцирования 

Римана-Лиувилля порядка   с началом в точке  и с концом в точке  [1, с. 9].  

В работах [2], [3] исследована задача Дирихле для фрактальных уравнений Лапласа.     

В данной работе доказана единственность решения следующей смешанной краевой за-

дачи. 

Задача. Найти  в области  регулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее  ус-

ловиям 

 
 

 

Литература. 

1. Нахушев А. М. Дробное исчисление и его применение. М.: Наука, 2003.  

2. Масаева О.Х. Задача Дирихле для обобщенного уравнения Лапласа с производной 

Капуто. Дифференц. уравнения. 2012. Т. 48, №3. С. 442-446. 

3. Масаева О.Х.  Априорная оценка для уравнения с фрактальным оператором 

4. Лапласа в главной части. Докл. Адыг. (Черкес.) Междунар. академии наук. 2009. Т. 

11, №1. С. 36-37. 

mailto:olesya.masaeva@yandex.ru


189 

 

УДК 517.925.54 

О СВОЙСТВАХ РЕШЕНИЙ ОДНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ, 

ВОЗНИКАЮЩЕЙ ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ МНОГОСТАДИЙНОГО 

СИНТЕЗА ВЕЩЕСТВА

 

ON PROPERTIES OF SOLUTIONS TO ONE NONLINEAR SYSTEM 

ARISING UNDER MODELING MULTISTAGE SYNTHESIS OF A SUB-

STANCE 
 

Матвеева И.И. 

 

 Институт математики им. С.Л. Соболева СО РАН, 

Новосибирский государственный университет, Новосибирск, Россия 

matveeva@math.nsc.ru 

 

Рассматривается система нелинейных дифференциальных уравнений  

1 1

1

1

1

1

1

1
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1 1
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n

j j j

j j

n n
n

n

dx xn
g t x

dt x

dx x xn n
j n

dt x x

dx xn
x

dt x

    (1) 

где , 0   , , 0   , ( , )g t u  непрерывна, ограничена и удовлетворяет условию Липшица 

по u . Системы такого вида возникают при моделировании многостадийного синтеза ве-

щества (см., например, [1]), при этом количество n  уравнений в системе определяется 

числом стадий. Если количество стадий очень велико ( 1n ), то для эффективного иссле-

дования можно использовать методы, предложенные  Г.В. Демиденко для разнообразных 

систем обыкновенных дифференциальных уравнений высокой размерности (см., напри-

мер, [2-4]). 

В настоящей работе исследуются свойства компонент ( , )jx t  решения системы (1) в 

зависимости от малого параметра   при фиксированном n . В частности, устанавливается, 

что последняя компонента ( , )nx t  решения системы (1) при 1  аппроксимируется ре-

шением ( )y t  обыкновенного дифференциального уравнения 

( , ).  
dy

y g t y
dt

 

Поскольку параметр   отвечает за время протекания процесса синтеза, то полученные ре-

зультаты дают эффективный способ для вычисления концентрации конечного продукта 

( , )nx t , когда переход от одной стадии синтеза к другой происходит очень быстро. Ис-

следования при 0   проведены в работе [5].  
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В однозначной области     ограниченной сверху плоскостью   ,  снизу – характери-

стическим конусом заданного гиперболического оператора, рассмотрим систему уравне-

ний  

   

где оператор К задан следующим образом 

 
 – линейные дифференциальные операторы не выше четвертого порядка 

с достаточно гладкими коэффициентами. 

Для системы (1) изучается 

Задача Коши-Гурса. Требуется найти решение системы  уравнений (2)      в 

области ,  удовлетворяющее следующим условиям 

 

 
 

где    - поверхность характеристического конуса оператора  .  

При некоторых условиях на коэффициенты системы  доказана однозначная обобщенная 

разрешимость задачи Коши-Гурса.  
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Применение для построения уравнений динамики механических систем с сосредото-

ченными и распределенными параметрами вариационного общего для них принципа Га-

мильтона приводит к рассмотрению гибридных систем дифференциальных уравнений 

[1,2], исследованию которых в настоящее время не уделено должное внимание. Под гиб-

ридными системами дифференциальных уравнений понимаются системы дифференци-

альных уравнений, состоящие из обыкновенных дифференциальных уравнений и уравне-

ний в частных производных. 

Рассмотрим гибридную систему дифференциальных уравнений вида 
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      (1) 

где 1 1 2, , ,A A C C - матрицы; , , , ,i ia b c q a - постоянные; 1 1,i iC C - строки матриц 1 2,C C ; 

( )ix a  - функция Дирака;  
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На функцию ( , )u x t  наложены граничные условия 
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.   (2) 

Заменой 

( ) ty t Ye ,       ( , ) ( ) tu x t U x e , 

систему (1) можно свести к алгеброическо-дифференциальной системе уравнений 
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при этом граничным условиям (2) соответствуют условия 
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Действительные или комплексные значения  , при котором существует обобщенное 

решение краевой задачи (3)-(4), назовем собственным значением, а соответствующие соб-

ственным значениям решения краевой задачи собственными решениями краевой задачи. 

В докладе обсуждаются теоретические основы исследования гибридных систем диффе-

ренциальных уравнений вида (1), предлагается аналитико-численный метод поиска собст-

венных значений и собственных решений вспомогательной краевой задачи (3)-(4). При 

этом приводятся все необходимые теоретические исследования, связанные с разработкой 

аналитико-численного метода. 

В качестве примера, рассматривается задача исследования собственных частот механи-

ческой системы [3] - твердое тело с двумя степенями свободы, прикрепленное двумя пру-

жинами к упругому стержню. 

В заключении рассмотрены перспективы и возможности дальнейшего развития иссле-

дований гибридных дифференциальных уравнений вида (1), основанные на полученных 

результатах. 
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Пусть задана управляемая система линейных дифференциальных уравнений при 0t t : 

    0

0( ) ( ), ( )x t Ax t Bu t f t x t x    ,     (1) 

где ( )x t - n -мерная вектор-функция фазовых переменных; ( )u t - r -мерная вектор-функция 

управляющих воздействий; A  и B - постоянные матрицы размерностей ( )n n  и ( )n r  

соответственно,  и ( )f t - n -мерная непрерывная вектор-функция возмущений. Допусти-

мыми управлениями являются кусочно-непрерывные функции, удовлетворяющие усло-

вию: 
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0( ) ( ) 1, ( 1,2,..., ), , .ju t R u t j p t t          

Пусть  *u t - допустимое управление, при котором на траекториях системы (1) дости-

гается минимум функционала 

 
0

2
( ) max ( ) .

t t
J u x t


       (2) 

Требуется оценить снизу оптимальное значение функционала (2). Другими словами, 

требуется найти J , такое что 

 *( )J J u  .       

В качестве оценки предельного значения функционала (2) J  можно взять оптимальное 

значение функционала задачи (3): 
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      (3)
 

В докладе предлагается аналитико-численный метод решения задачи (3), основанный 

на идеях сведения задачи оптимального управления к задаче математического программи-

рования. При этом приводятся все необходимые теоретические исследования, связанные с 

разработкой аналитико-численного метода. Рассмотрен численный пример. 
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Пусть  -конечная односвязная область комплексной плоскости  iyxz   ограничен-

ная спрямляемой  жордановой кривой   с концами в точках )0,0(A  и )0,1(B  лежащей в 

полуплоскости 0y , и двумя характеристиками ,0)))(2(\2(: 2/)2(  mymxAC   

1)))(2(\2(: 2/)2(  mymxBC   уравнения  

                                                 ,0)(
1




y

m

yy

m

xx uyuysignyu                                   (1) 

 где постоянные )2,(om , )1,1(  m  .        
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Обозначим через   и   части области   лежащие соответственно в полуплоско-

стях 0y  и 0y , а через 0C  и 1C , точки пересечения характеристик AC и BC  с харак-

теристиками выходящих  из точки )0,(cE , где  )1,0(Ic интервал оси 0y . 

Пусть kxxp 1)( -линейный диффеоморфизм из множества точек отрезка ],0[ c  в 

множество точек отрезка ]1,[c , со свойствами ccpp  )(,1)0(  где ./)1( cck   

Настоящая работа посвящена исследованию корректности задачи с условием Трикоми 

на характеристике 0AC  и аналогом условия Франкля на отрезке вырождения AB , которое 

заменяет недостоющее условие Трикоми на CC0  

Задача TF  Найти функцию );(),( Cyxu  обладающую следующими свойствами: 

1. ),( yxu регулярное решение уравнения (1) в области  ; 

2. ),( yxu обобщенное решение уравнения (1) класса 2R  в области   ; 

3. На линии параболического вырождения выполняются условия склеивания 

,Ix),,x(u),x(u  00                                              (2) 

}c/{Ix),x(
y

u
y

y

u
)y( limlim

yy
















00

 ;                                (3) 

4. ),( yxu  удовлетворяет условиям 

10  x),x(u  ,                                                      (4) 

c),(u   00 ,                                                 (5) 

                                               ),()0),(()0,( хfхрихи      сх 0                                    (6) 

где  некоторая постоянная, )(),(),( хfх  - заданные непрерывно дифференцируе-

мые функции в замыкании множества их определения, причем )0()0(   . 

Доказательство единственности и существование решения задачи TF  проводиться ме-

тодами работ [1,c.228] и [2]. 
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При математическом моделировании сейсмических волновых полей внутри упругой 

среды обычно полагают, что поверхность среды граничит с вакуумом и задают граничные 

условия на свободной поверхности.  Тем самым полагают, что на границе сейсмические 

волны абсолютно отражаются, при этом пренебрегают эффектом генерации упругими 

волнами акусто-гравитационных волн в атмосфере и их взаимодействием при распростра-

нении вдоль границы. В последнее десятилетие появились теоретические и эксперимен-

тальные исследования, в которых показана высокая степень взаимосвязи между волнами в 

литосфере и атмосфере. В работе [1] описан эффект акусто-сейсмической индукции, при 

которой акустическая волна от вибратора благодаря явлению рефракции в атмосфере воз-

буждает интенсивные поверхностные сейсмические волны на расстоянии десятков кило-

метров. В свою очередь литосферные сейсмические волны от землетрясений и взрывов 

генерируют атмосферные акусто-гравитационные волны, которые особенно интенсивны в 

верхних слоях атмосферы с малой плотностью и ионосфере. Теоретическим исследовани-

ям волновых процессов на границе упругого полупространства с изотермической одно-

родной атмосферой посвящены работы [2, 3]. В них установлены и исследуются свойства 

поверхностной волны Стоунли-Шолтэ и модифицированной волны Лэмба. 

В данной работе исследуются результаты численных расчётов моделирования распро-

странения сейсмических и акусто-гравитационных волн для совмещённой модели "Атмо-

сфера-Земля". В рассматриваемой постановке задачи исходная система записывается в ви-

де гиперболической системы первого порядка для трёхмерной Декартовой системы коор-

динат. При распространении акусто-гравитационных волн в изотермической атмосфере 

учитывается зависимость плотности воздуха и скорости ветра от высоты. Параметры уп-

ругой среды (плотность и скорости продольных и поперечных волн) имеют зависимость 

по двум пространственным координатам, а по третьей координате  среда считается одно-

родной. Используемый алгоритм для решения поставленной задачи построен на комбини-

ровании интегральных преобразований с конечно-разностным методом. Алгоритм осно-

ван на применении интегрального преобразования Лагерра по временной координате. 

Этот метод можно рассматривать как аналог известного спектрального метода на основе 

Фурье преобразования. Однако, в отличие от Фурье, применение интегрального преобра-

зования Лагерра по времени позволяет свести исходную задачу к решению системы урав-
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нений, в которой параметр разделения  присутствует только в правой части уравнений и 

имеет рекуррентную зависимость. Данный метод решения динамических задач теории уп-

ругости был впервые рассмотрен в работах [4, 5], а затем развит для задач вязкоупругости 

[6, 7] и теории пористых сред [8]. В указанных работах рассмотрены отличительные осо-

бенности данного метода от принятых подходов и обсуждаются преимущества примене-

ния интегрального преобразования Лагеpра в отличии от разностного метода и Фурье 

преобразования по времени.  
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В задачах устойчивости и колебаний тонких оболочек в результате применения асим-

птотического метода возникает уравнение четвертого порядка [1] 

    (1) 

которое вместе с граничными условиями ,  далее 

предлагается решать численно для определения собственных значений Ʌ при тех комби-

нациях параметров , , , которым соответствуют меньшие и соседние с ними собст-

венные значения. В уравнении (1) параметр  и его квадрат  оказываются малыми па-
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раметрами при производных и возникает возможность продолжения асимптотической 

процедуры теперь уже применительно к уравнению (1). 

Введем малый параметр по формуле  и будем искать решение (1) в виде 

                                 (2) 

Для определения неизвестных функций а0, b0 подставляем (2) в (1) и приравниваем нулю 

коэффициенты при различных степенях малого параметра . В результате получаем по-

следовательность уравнений, из которых рассмотрим первые два. 

В нулевом приближении имеем уравнение  

                                    (3) 

Рассматривая (3) как биквадратное, определяем его корни 

.                                                                  (4) 

В первом приближении имеет место уравнение  

(5) 

служащее для определения функций  , каждая из которых соответствует 

определенному корню (4) характеристического уравнения (3). Первое слагаемое (5) тож-

дественно равно нулю в силу (4), (3). Тогда, считая , вместо (5) получим урав-

нение =0, решение которого сво-

дится к квадратурам и дает 

.                                                   (6) 

При некоторых значениях  корни (4) характеристического уравнения (4) оказы-

ваются кратными и, как следует из (6), экспоненциальное представление решения уравне-

ния (1) теряет смысл. Точки  называются точками поворота. В окрестности этих то-

чек решения имеют асимптотику, отличную от используемой здесь ВКБ - асимптотики. 

Построение интегралов уравнения (1) в окрестности точек поворота может быть произве-

дено по методу эталонных функций. Один из таких случаев рассмотрен в [2], а здесь, про-

должая решение краевой задачи, считаем корни bk простыми. 

В результате произведенных построений мы определили первый коэффициент ряда (3). 

С точностью до членов, имеющих порядок , общее решение уравнения (1) представим в 

виде линейной комбинации  

                                                          (7) 

Подчиняя (7) граничным условиям при , , получим систему че-

тырех алгебраических уравнений для определения постоянных интегрирования . Усло-

вие существования нетривиального решения этой системы служит для определения пара-

метра частоты . 

Значения , соответствующие минимуму , определяем из условия 

 Зададимся функцией 

,                                                  (8) 

с точностью до членов порядка , где , удовлетворяет граничным ус-

ловиям, и из уравнения  с той же точностью определим 

интересующие нас значения 
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.                             (9) 

Подставим (8), (9) в исходное уравнение (1), оставим в нем только старшие члены, и из 

условия  определим значения , со-

ответствующие  : 

+ .                   (10) 

 

Сравнение вычислений по полученной формуле (10) с результатами применения чис-

ленного метода показывает высокую точность их совпадения при больших  (менее 0.1% 

при  и 0.8) и ее снижение вместе с уменьшением .  
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В работе рассматривается задача оптимального управления одной математическая мо-

делью не адиабатического трубчатого реактора заданного в виде следующей системы 

дифференциальных уравнений [5]:  
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303202101 )0(),()0,(),()0,( vvxvxvxvxv                                                          (3) 

где 3022 ,,,,,,,,));,(/exp()( vEdgkГcbatxvГГvf   – константы, положительные пара-

метры системы; )(tu  – управляющая функция (управление); )(),,(),,( 321 tvtxvtxv  – функ-

ции концентрации реагирующей смеси, температуры реактора, температуры охладителя 

соответственно, ),0()1;0(   ,),( TQQtx
TT

 , T –фиксированное число.  

Здесь будут использованы обозначения функциональных пространств, принятые в ра-

ботах [1, 2].  

Для задачи (1)–(3) была доказана [3] теорема существования и единственности решения  

],0[)(  ),(),( ),,( 32
1,2

,21 TСtvQCtxvtxv Ttx     при произвольной измеримой и ограни-

ченной функции 

Рассматривается задача минимизации функционала 


T

dttvuJ
0

1 ),1()(                                                                                                      (4) 

т. е. суммарного за время T количества, не прореагировавшего вещества на выходе ре-

актора, при условиях (1) – (3), измеримом и ограниченном почти всюду на [0,T] управле-

нии u(t), и следующем ограничении на функцию ),(2 txv : 

consttxv v  *
22 ),( .                                                                                               (5) 

Для задачи (1)-(5) получено необходимое условие оптимальности [4] в форме принципа 

максимума Л.С. Понтрягина, предлагается алгоритм поиска оптимального  управления в 

рассматриваемой задаче. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА ТВЕРДЕНИЯ ЗАКЛАДОЧНОГО 

МАССИВА  
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Предлагается методика прогнозирования процесса твердения закладочного массива по 

данным наблюдений за показателями состояний закладочного материала, выполненных в 

более ранние моменты времени. Цель методики позволяет повысить достоверность про-

гнозов и получить модель, которая более точно выражает прогнозируемую траекторию 

изменения закладочного материала по наборам признаков его состояния на горнорудных 

предприятиях. Методика основана на работах по распознаванию образов и прогнозирова-

нию. Применение разработанной модели к решению конкретных задач позволит 

исследовать состояние закладочного массива по мере развития его твердения и устанавли-

вать момент эксплуатационной готовности, важным этапом в процессе ведения добычных 

работ. 
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Исследована разрешимость некоторых обратных задач для уравнения Буссинеска.  

Обратные задачи для псевдогиперболических уравнений с неизвестным коэффициен-

том, зависящим от временной переменной t, ранее изучались в работах [1-6], но постанов-

ка задач и техника доказательства, применяемые в настоящей работе, отличаются от по-

становки и техники указанных работ. 

Пусть   есть интервал (0,1) оси Ox , Q  - прямоугольник }0),,0(,:),{(  TTtxtx . 

Далее пусть ),(),,(),,( txhtxNtxf  - функции, определенные в Q . 

Обратная задача I.  Необходимо найти функции ),( txu  и )(xq , связанные в прямо-

угольнике Q  уравнением 

),,()(),( txhxqtxfuuu xxttxxtt                                                 (1) 

при выполнении для функции ),( txu  условий 

Tttutu  0,0),1(),0( ,                                                    (2) 

,,0)0,(,0)0,(  xxuxu t                                                      (3) 

.,0),(  xTxu                                                                        (4) 
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Обратная задача II.  Необходимо найти функции ),( txu  и )(xq , связанные в прямо-

угольнике Q  уравнением (1), при выполнении для ),( txu  условий (2) и (3), а также условий  

.,),(),(

0

 xdttxutxN

T

                                                              (5) 

Обратные задачи I-II относятся к классу обратных задач пространственного типа. По-

добные задачи для уравнения (1) изучались в некотором специальном случае, и подход к 

доказательству разрешимости отличается от настоящего. В данной работе использовался 

прием, основанный на сведении к интегродифференциальному уравнению, в котором нет 

неизвестного коэффициента. 
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 Рассмотрим уравнение Буссинеска 
2 2

0 2
2 , 0 const, 0<t<T,

u u
k x r

t x


 
   

 
                                           (1) 

где: 0  водоотдача или недостаток насыщения грунта;  ,u u x t   уровень грунтовой 

воды в точке  0,x r в момент времени t ;  k   коэффициент фильтрации. 

 При определенной идеализации уравнение (1) аппроксимируется следующим линей-

ным уравнением гиперболического типа: 

                  
2 2

02 2
, 0.

u u
k t t

x t


 
   

 
                                                               (2) 

В случае фильтрации из оросительного канала в сухой грунт можно предположить, что   

  0 , const 0,mk t t m      уравнение (2) при этом записать в виде 

                             

2 2

2 2
, , 0 .mu u

y y t x r
y x

 
   

 
                                                              (3) 

Пусть 
2 2

2 2
2 2

, ; ;
2 2 2 4

m m
m

x y x y
m m m

  
 

    
  

    , : 0m x y r        

область, ограниченная характеристиками : 0, :m mAC BC r    уравнения (3)  и отрез-

ком 

:rJ AB Oxr  оси      0, 0,0 , ,0 ;y A B r x     гамма-функция Эйлера;  

       2 1 ; ,B x y           бета-функция. 

Любое регулярное в области m  решение  ,u u x y уравнения (3) из класса   ,mC    

обращающееся в нуль на mAC  будет решением нагруженного уравнения 

 
 
 

     
1 2

1

0

, ,0 .
,1 2

u x y t t u t dt
B

 
 

 
 




                                                  (4) 

Из (4)  следует, что, если         ,0 , .0 ,yx u x x u x    то     2 1

0 ,m xx D t     
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где  2 1

0xD  
 оператор дробного интегрирования порядка 1 2 ,  0constm  

Учет предыстории процесса фильтрации, предполагающий наличие при 0y  насы-

щенной почвогрунтовой зоны, инициирует задачу сопряжения уравнения (3) с уравнением 

                                               
2

0 0 02
, 0, const>0.   

u u
k T y k

y x

 
     

 
                                        (5) 

Краевая задача сопряжения ставится следующим образом.  

Пусть ,m rD J D где   0, : 0 , 0 .D x y x r T y        Найти функцию 

 ,u u x y из класса      1 1 ,m r rC D C J C D J  удовлетворяющую в области 

m уравнению (4), в области D
 уравнению (5), на rJ   условию сопряжения и краевому 

условию  

 
0 0

lim lim , 0 ,
y y

u u
a b c x x r

y y 

 
   

 
 

       0 00, , , , 0,ru y y u r y y T y       

где const>0, consta b   заданные величины,      0, , rc x y y   и   y  заданные 

функции из  0,C r и  0,0C T  соответственно. 

В работе найдены необходимые и достаточные условия разрешимости краевой задачи 

сопряжения. Эти условия приводят к проблеме о вещественных нулях функции типа Мит-

таг-Леффлера [1]. 
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Для модельного эллиптического уравнения второго порядка 

0xx yyu u        (1) 

в области   :  0 ,  0D z x a y b      исследована следующая 

Задача. Найти регулярное в области D решение ( ) ( , )u u z u x y  , где z x iy   уравне-

ния (1) непрерывное в D  и удовлетворяющее следующим условиям: 
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1( ) ( )u x ib x  ,   0 ,x a       (2) 

( ) ( ),u a iy y     0 ,y b       (3) 

0

( , ) ( ),u x y dx y


   0 ,y b       (4) 

0

( ) ( , ) ( ),u x u x y dy x



     0 ,x a       (5) 

где 0( ) ( ,0) ( ),u x u x x 
1,  =0

,
0,  0







 


0 1( ),  ( ),  ( ),  ( ) и ( )x x y y y        заданные 

функции, такие, что  

       1 2 2
1( ) 0, ,  ( ) 0, ,  ( ) 0, ,  ( ) 0,x C a y C b x C a y C b         (6), 

Условия вида (4) - (5) называются нелокальными условиями с интегральным смещени-

ем. 

Методом редукции нелокальных краевых задач для уравнений второго порядка к ло-

кальным краевым задачам для уравнений более высокого порядка доказана теорема суще-

ствования и единственности поставленной задачи, найдено решение задачи (1)-(5) в явном 

виде [1]. 
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Гидравлическая цепь (ГЦ) – это модель гидравлической системы, в которой места со-

единения и деления потоков среды (газа, смеси газа и жидкости, жидкости) заменены уз-

ловыми точками, а участки ее течения - ветвями, т.е. отрезками, соединяющими узловые 

точки. С точки зрения теории графов схема ГЦ - плоский ориентированный граф, допол-

ненный специальными поясняющими знаками, если это требуется. Число ветвей n  и уз-

лов m  называются параметрами ГЦ. Графу ГЦ соответствует полная  )( mn матрица A  
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соединений узлов и ветвей, которая однозначно описывает структуру схемы цепи и ори-

ентацию ее ветвей. В монографии [1] детально исследованы уравнения, описывающие 

стационарные гидравлические цепи 
*

0 1 1 2

1

( )
,

00 ( )
T

S A x S x x H t A p

pA Q t

      
         

      

                          

где )(tx вектор-функция расходов, 1 1 2 2{ , ,..., }n nx x diag x x x x x x , )(tp  вектор-функция 

давлений в узлах; )(* tp  вектор-функция известных давлений;  

 ,...,,, 002010 nsssdiagS    ,...,,, 211 nsssdiagS  00 is  и 0is   коэффициенты 

гидравлических сопротивлений ветвей; матрицы AAA )( 21 ,  T символ транспониро-

вания;  1( ) ( ), ( ), ..., ( )
T

nH t h t h t h t  и  1 2( ) ( ), ( ), ..., ( )
T

mQ t q t q t q t вектор-функции  

притоков в узлах и вектор напоров на ветвях соответственно;  

При интегрировании по пространственной переменной общих уравнений движения в 

[2] получены системы обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающих не-

стационарные гидравлические цепи. Если учесть наличие регуляторов, то  получим сис-

тему вырожденных интегро-дифференциальных уравнений: 
*

0 1 2

1

0 ( )
, [0, )

0 0 00 ( )
T

S AR x x S x x H t A p
t

p pA Q t

         
                 

         

        (1) 

где  nrrrdiagR ...,,, 211 ,  0ir параметры инерции;  ,~...,,~,~~
21 nsssdiagS   

 
0

( ( ))

t

i i i i i is s k f x d       коэффициенты гидравлических сопротивлений ветвей при 

наличии регуляторов. Здесь i задание регулятора на i  ветви, ))(( ii xf функция регу-

лятора, ik коэффициенты регуляторов. 

В докладе обсуждаются проблемы разрешимости системы (1) и методы численного ре-

шения. Рассматриваются модели ГЦ связки «Прямоточный котел-турбина». 
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Рассматриваются системы дифференциальных уравнений  

),,(),(),(),(:),( txfutxCuDtxBuDtxAuDD xtxt                         (1) 

где ),,( txA ),,( txB  )(),( nntxC  матрицы, ,/ tDt  ,/ xDx  ),,( txf  ),( txuu  

соответственно заданная и искомая вектор-функции, причем предполагается, что входные 

данные обладают достаточной гладкостью и допускаются следующие виды вырождения 

,),(0),(det,0),(det 2RTXUtxtxBtxA   где ],,[ 10 xxX   ].,[ 10 ttT   

Пусть задан оператор 



m

j

j

xjm DtxA
0

,),(:  для которого определен оператор 





l

j

j

xjxl DtxLD
0

),(:)(
~

со свойством 
1

0

( ) ( ) : ( , ) ( , )
m

m j

l x m x x j x

j

D D u D u x t A x t D u




     

)(UCu  , где ( , ),jA x t ( , ),jA x t )(),( nntxL j  -матрицы. Минимально возможное l  на-

зывается индексом оператора m , оператор l
~

 называется левым регуляризирующим 

оператором (ЛРО). При определенной гладкости входных данных для оператора m суще-

ствует левый обратный оператор.  

В докладе обсуждаются вопросы построения оператора ( , )t xD D  такого, что в соот-

ношении  

0

( , ) ( , ) ( ) ( , ) j

t x t x x t j x

j

D D D D D D u C x t D u




    )(UCu  , 

где   )(),( nntxC j  -матрицы,  для оператора )(
~

xD определен ЛРО. В этом случае опе-

ратор ),( xt DD  можно разрешить относительно tD . В силу равноправного вхождения 

производных tD  и xD  в уравнении (1) подобную процедуру можно обсуждать для произ-

водной xD .  Обсуждаются также вопросы разрешимости систем вида (1) при возможности 

построении оператора )( tD . 
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Краевые задачи  для моделей упругих тел, содержащих жесткие включения и трещины, 

с нелинейными краевыми условиями на берегах стали активно изучаться в последние пять 

лет. Особенностью таких задач является нелинейные краевые условия в виде системы ра-

венств и неравенств, выполняющихся на берегах трещины, и краевое условие нелокальной 

структуры на границе жесткого включения, описывающее воздействие внешних сил на 

жесткую часть пластины. Важно также отметить, что в области жесткого включения не 

выполняются уравнения равновесия и состояния. При этом внешние силы приложены ко 

всем точкам пластины. 

В [1] рассмотрена модель пластины Кирхгофа-Лява с объемным жестким включением и 

трещиной на границе жесткого включения. При этом объемное жесткое включение зада-

ется с помощью цилиндрической поверхности, образующая которой перпендикулярна 

срединной плоскости. Доказана теорема существования, выведена полная система крае-

вых условий, доказана эквивалентность дифференциальной и вариационной задач, изучен 

предельный переход по параметру жесткости пластины. 

В данной работе исследуется более общий случай, когда жесткое включение задается с 

помощью поверхности, образующая которой расположена под некоторым углом средин-

ной плоскости. Выводится полный набор краевых условий, выполняющихся на негладкой 

границе области, а также на части границы жесткого включения. Исследуется предельный 

переход от упругого включения к жесткому при стремлении параметра жесткости пласти-

ны к бесконечности. Предельная задача будет соответствовать задаче о равновесии упру-

гой пластины с наклонной трещиной [2]. 
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Математическое моделирование физических процессов часто приводит к краевым за-

дачам для вырождающихся эллиптических уравнений. Имеется значительное число работ, 

посвященных исследованию таких задач (например, обзор в книге [1]). Необходимость 

изучения таких уравнений обусловлена многочисленными их приложениями в газовой 

динамике, теории оболочек, теории упругости, механике сплошной среды и др. В частно-

сти, вырождающиеся эллиптические уравнения изучались автором ранее [2-5]. 

Пусть pE  — полупространство 0px   p -мерного евклидова пространства точек 

  

1 2 1( ) ( )p px x x x x x x
 

      , D  — конечная область в pE , ограниченная открытой ча-

стью 0  гиперплоскости 0px   и гиперповерхностью  .  

В работе рассматривается многомерное вырождающееся эллиптическое уравнение пер-

вого рода вида  
2 21

2

2 2
1

[ ( )] 2 0
p

m m

p j p

j j j p

U U U
T U x x a b x U

x x x





   
          

    (1) 

где 0m  , 3p  , ,ja b   .  

Ранее автором [5] было найдено фундаментальное решение изучаемого уравнения 
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0 0
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22 2 21
2
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0

1
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2

m mp

xx j j p p

j

x x x x
m


 



  
     

   
 , 0( )E x x   — регулярная функция. 

Несложно показать справедливость первой и второй формул Грина уравнения (1): 
1 1

1 1

1 1

1 1

2 21

1

2 2
2

[ ]

[ ]

p p

j j j j

j j

p p

j j j j

j j

a x a xp
m
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j j j p pD D

a x a x
m

p

D

U V V U
VT U e dx x e dx

x x x x

VA U e d x UVe dx
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где 
1

1

[ ( )] cos( , ) cos( , )
p

m

p j p

j j p

U U
A U x x n x n x

x x





 
 

 
  – конормальная производная. 

Для всякой функции ( )U x , удовлетворяющей условиям:  

a) 2 1( ) ( ) ( )U x C D C D  , 

b) [ ( )] 0T U x x D   , 

и для любой точки 0x D  справедливо следующее интегральное представление  

 

1

1

2

0 0 0( ) ( ) [ ( )] ( ) [ ( )]

p

j j

j

a x

U x E x x A U x U x A E x x e d








     . 
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Пусть M - комплексное многообразие и T  положительный поток на M . Если u  и f - 

гладкие дифференциальные формы на M , говорят, что fu k  )(  на T , если 

TfTu k  )( . 

В этой работе изучается вопрос: можно ли разрешить уравнение Монжа-Ампера на T , 

и если это так, какого рода оценки можно найти для решения. 

Разрешимость уравнений Монжа-Ампера в случае 1k   является классической [1-2]. 
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Решающую часть в доказательствах играло предложение, которое говорит, что квадра-

тичная форма определенная pqnpqT Tc    ˆ]ˆ,[  является определенной на 

пространстве ),( pq -форм на T , удовлетворяющих 01   Tqpn  (т.е. "примитив-

ных" форм). 

Это больше неверно для ),( ss -потоков, 2s  (в случае 2s  см. [3]), если 

  
1

0 )1(,...,2,1j jssjsjdVT  в sС2  (где kjjk dVdVdV  , jjj zdidzdV  ). 

Однако, пусть T   ),( ss -форма   
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Легко заметить, что локальная разрешимость для u  на )1,( ss -формах имеет место 

для этого выбора T . Возьмем  
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 Исследуется задача нахождения вместе с решением  параболического уравнения 

высокого порядка  

 
также коэффициента . При выполнении естественных граничных условий, некоторых 

условий переопределения, условий принадлежности входных данных определенным 

функциональным пространствам доказываются теоремы существования и единственности 

решений. Ранее подобные задачи изучались в работах Кожанова А.И., Кирилловой Г.А., 

Телешевой Л.А. при менее общих условиях, при этом вопрося устойчивости не обсужда-

лись. 
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Задача оценки и оптимизации экономического ущерба от загрязнений окружающей 

среды локальными источниками является актуальной проблемой в современном мире [1-

3]. Локальными источниками могут быть трубы промышленных предприятий, а также 

лесные и торфяные пожары, которые вносят ощутимый вклад в загрязнение атмосферы 

(примером служит лето 2010 года). От эффективности и своевременности решения этой 

задачи зависит объем государственных средств (ресурсов), необходимых на ликвидацию 

загрязнений и их последствий, а также состояние здоровья людей, находящихся в регионе 

возможных загрязнений.  

В [4] исследована задача минимизации экономического ущерба в Московском регионе 

от локальных источников, предложен и обсужден алгоритм ее решения (на основе разви-

тия идей, приведенных в [5-7]). Следует отметить, что в цитируемой работе не учитыва-

лась возможная ограниченность количества ресурсов, которое выделено на устранение 

локальных источников. Предполагалось, что всегда имеется достаточно средств на устра-

нение источников загрязнений. Кроме того, «управления» (закономерности, по которым 

необходимо уменьшать интенсивности локальных источников) всегда вычислялись за 

один шаг и не зависели от количества ресурсов на устранение источников загрязнений, 

что могло привести к неполному использованию средств, имеющихся в наличии. 

В настоящей работе приводится алгоритм решения задачи оптимизации экономическо-

го ущерба от загрязнения окружающей среды с учетом определенного количества ресур-

сов, выделенного на решение проблемы. Этот алгоритм представляет собой модификацию 

метода, приведенного в [4], он основан на многократном вычислении и уточнении 

«управлений». Кроме того, величины «управлений» здесь зависят от количества ресурсов, 

имеющихся в наличии. При численном решении задачи используется монотонная схема 

первого порядка точности, построенная на основе результатов из монографий [8, 9]. Так-

же в работе приведены результаты численных экспериментов по решению поставленной 

проблемы, которые иллюстрируют эффективность предложенного алгоритма.    
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Уравнения в частных производных, заданных на поверхностях, возникают в математи-

ческих моделях различных природных явлений: перенос поверхностно активных веществ 

на интерфейсах многофазных течений, липидные взаимодействия в биомембранах, тече-

ния в средах с трещинами и др.,  а также во многих инженерных и биомедицинских при-

ложениях. Таким образом, в настоящее время большой интерес представляет развитие ме-

тодов численного решения уравнений на поверхностях. 

Предлагается метод конечных элементов на адаптивных сетках типа восьмеричное де-

рево, который основывается на методе следов. Метод использует расширение уравнения в 

объемную область, содержащую поверхность, и приводит к невырожденному эллиптиче-
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скому уравнению в объемной области. Это позволяет использовать стандартные методы 

дискретизации, в том числе метод конечных элементов высокого порядка. Декартова 

структура и вложенная иерархия сеток типа восьмеричное дерево позволяют быстро и 

легко делать адаптацию, перестроение сетки и получать доступ к данным. Таким образом, 

использование таких сеток для численного решения уравнений на поверхностях позволяет 

получить преимущества в случае мелких поверхностных структур.  Кроме этого, предло-

женный алгоритм решения уравнений на поверхностях может быть объединен с различ-

ными методами численного решения объемных задач, использующих сетки типа восьме-

ричное дерево. 

Для описания метода рассматриваются уравнения Лапласа-Бельтрами и конвекции-

диффузии, заданные на поверхностях. Для задач с преобладающей конвекцией рассматри-

вается вариант со стабилизацией.  Проведенный численный анализ показывает достаточ-

ные условия для оптимальной сходимости метода.  

Предложенный метод численного решения уравнений на поверхностях объединяется с 

нелинейным трехмерным методом конечных элементов [1] для моделирования течений в 

средах с трещинами. Подобные течения описываются системами нестационарных уравне-

ний конвекции-диффузии, заданных в объемных областях и на поверхности трещины. В 

данной задаче используются многогранные сетки типа восьмеричное дерево со сколотыми 

ячейками [2]. 
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На тело, находящееся в гравитационном поле некоторого другого тела, действуют при-

ливные силы, которые приводят к растяжению тела в направлении возмущающей массы и 

к его сжатию в ортогональных направлениях. Если при этом происходит поворот относи-

тельно указанных направлений, то по телу бежит приливная волна. Движение приливной 

волны может привести к направленному переносу внутренних масс тела. 

Если ограничиться только изучением этого явления, то при  некоторых предположени-

ях, позволяющих упростить математическую модель процесса, задача сводится к решению 

уравнений Стокса [1].  

Пусть  31 2 3( , , )D x x x x R    тело, на которое воздействует гравитационное поле, 

 его граница, ( )p x  давление, 1 2 3( ) ( , , )v x v v v вектор скорости, 
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1 2 3

, ,
x x x

   
   

   
градиент, 

2 2 2

2 2 2

1 2 2x x x

  
    

  
оператор Лапласа, const    дина-

мический коэффициент вязкости. Тогда система Стокса имеет вид 

0, 0.v p v              

В работе [1] показано, уравнения Стокса сводится к системе Моисила-Теодореску. В 

наших обозначениях это выглядит следующим образом. 

Пусть  

0 1 2 3

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
, , ,

0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0

E Å Å Å

         
       

           
       
       

       

базис в пространстве в пространстве кватернионов, которые имеют вид 
3

0 1 2 3

0

, Re , ( , , ) Imi i

i

X x E x X x x x x X


    . 

Если 0 0x  , то кватернион называется неполным. 

Рассмотрим кватернион-функцию 
3

0

( ) ( )i

i

U X u X


  от неполной кватернионной пере-

менной  
3

1

i i

i

X x E


 . Если положить 0 , Imu p U v   , и заменить кватернион вектор-

функцией 0 1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( ), ( ))TU x u x u x u x u x , то получаем систему Моисила-Теодореску 

3

1

0
kk x

k

E U


 . 

В работе [2] доказана однозначная разрешимость некоторых краевых задач для этой 

системы и обобщенной системы Моисила-Теодореску с младшими членами и правой ча-

стью. Следовательно результаты этой работы можно использовать приведенной выше ма-

тематической модели. 

В дополнение к результатам работы [2] в некоторых частных случаях проведен числен-

ный анализ предложенных краевых задач. 

Литература  

    1. Григорьев Ю.М., Ревуженко А.Ф. Пространственная задача о переносе масс при-

ливными волнами//Вычислительные технологии. – 2000. – Т.5, №4. – С. 40 – 54. 

    8. Ошоров Бато Б., Ошоров Батор Б. Краевые задачи для одной модельной системы 

уравнений первого порядка в трехмерном пространстве. //Дифференциальные уравнения. 

– 2015. – Т.51, №5. – С. 635 – 641. 



216 

 

УДК 517.956  

НЕКЛАССИЧЕСКИЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ 

СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 

NONCLASSICAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR SOME 

SYSTEMS OF EQUATIONS WITH PARTIAL DERIVATIVES  
 

 Б.Б. Ошоров
*
, Е.Н. Сордохонова

** 

 
*,

**Восточно-Сибирский государственный университет технологий и управления,  

Россия, г. Улан-Удэ 

 
*
bboshorov@yandex.ru 

 

Рассматриваются краевые задачи для систем уравнений с частными производными ви-

да  

( ) ( ) ( ),
m

LU A x D U x F x


 

                                           (1) 

где 
1( , , ) ,n

nx x x R   ( )A x квадратные матрицы k  го порядка, ( )U x   неизвест-

ная, ( )F x   заданная вектор-функция размерности k . 

Если в некоторой области nD R выполнено условие 

det ( ) 0, , 0n

m

A x R




  


    ,                                  (2) 

то система (1) называется эллиптической по Петровскому в этой области. 

При 1m   системы (1) имеют вид 

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
i

n

i x

i

LU A x U x A x U x F x


                                    (3) 

Если все коэффициенты системы (3) ( ), 1, ,iA x i n  симметрические матрицы, а одна из 

них положительно определена, то такие системы названы гиперболическими или систе-

мами Фридрихса. 

Будем называть задачу неклассической, если рассматриваемая система уравнений не 

является ни эллиптической, ни системой Фридрихса,  или постановка задачи отличается 

от классических постановок.    

Сначала в некоторой области 
nD R  рассмотрим систему уравнений (3) с произволь-

ными коэффициентами.  Поскольку известно, что любая квадратная матрица представля-

ется в виде суммы симметрической и кососимметрической матриц, то можно изучать сис-

темы (3), в которых коэффициенты не являются совершенно произвольными матрицами. 

Например, можно рассматривать: 

а) симметрические системы, в которых все матрицы в главной части дифференциально-

го оператора не является знакоопределенными; 

б) системы, где одна матрица в главной части симметрическая, а другие – кососиммет-

рические; 

 в) системы, где все матрицы в главной части кососимметрические. 

В качестве примера в области  2( , ) : 0 ,0D x y R x a y b     
 
рассматривается сис-

тему уравнений. 

),,( yxFCUBUAULU yx                                              (4) 

 с коэффициентами 
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1 0 0 0 1 0

0 1 0 , 1 0 1 .

0 0 1 0 1 0

A B

   
   

      
   
   

 

При таких коэффициентах характеристическая форма (2) этой системы 

1 2 1 2( , ) det( )Q A B      будет формой третьего порядка, поэтому она не может быть зна-

коопределенной. 

Задача 1. В прямоугольнике D  найти решение системы (4), удовлетворяющее краевым 

условиям   

1 3 1 3 2 20 0 0 0
0.

y y x x y b x a
u u u u u u

     
                                        (5) 

Задача 2. В прямоугольнике D  найти решение системы уравнений  
2

( , )LU A B U TU F x y
x y

  
    

  
,                                           (6) 

где TU  оператор не более чем первого порядка, при краевых условиях (5) и 

                          1 3 2 1 3 20 0
0.y y yx a x a x y b y b y

u u u u u u
     
                                         (7) 

Утверждается, что обе  задачи имеют единственные обобщенные решения в простран-

стве 2 ( )L D . 

Примеры неклассических краевых задач в трехмерном пространстве можно найти в ра-

боте «Бато Б. Ошоров, Батор Б. Ошоров. Краевые задачи для одной модельной системы 

уравнений первого порядка в трехмерном пространстве//Дифференциальные уравнения. – 

2015. – Т.51, №5. – С. 635 – 641.» 
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Исследования в данном направлении начались с изучения эллиптической по Петров-

скому системы уравнений второго порядка 











,02

02

212

121

yyxyxx

yyxyxx

uuu

uuu
                                                (1) 

для которой некорректна задача Дирихле в круге произвольного радиуса [1]. 

В дальнейшем А.П.Солдатовым было доказано более общее утверждение, что для лю-

бой локальной краевой задачи всегда найдется система вида  
2 2 2

0 12 2

u u u
a a

y x x y

  
 

   
, 
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где матрицы 
0 1, l la a R  , для которой задача не будет нетеровой [2]. 

Система (1) относится к указанному виду, где  

0 1

1 0 0 1
, 2 2

0 1 1 0
a E a I

   
      

   

. 

Была поставлена цель найти корректные постановки краевых задач для системы (1), ко-

торая названа системой Бицадзе, а также для системы (1) с младшими членами, которую 

будем называть обобщенной системой Бицадзе. В матричной форме эта система имеет вид 

2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),xx xy yy x yLU EU IU EU a x y U b x y U c x y U F x y                  (2) 

1 1

2 2

( , ) , ( , ) , , , (2 2)
u f

U x y F x y a b c
u f

   
       
   

матрицы. 

Оператор второго порядка в системе (2) является второй степенью оператора Коши-

Римана 

K E I
x y

 
 

 
, 

поэтому для достижения поставленной цели необходимо было найти корректные поста-

новки краевых задач для системы Коши-Римана. Несмотря на многочисленные исследо-

вания [3, 4], посвященные системе Коши-Римана, были нужны конкретные постановки 

задач, удобные для продолжения на системы (1,2) [5, 6]. 

    Затем естественно возник вопрос о многомерных аналогах систем Коши-Римана и Би-

цадзе с точки зрения постановок краевых задач [7, 8]. 

    И наконец, появился интерес к системам более высоких порядков [9]. 
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Пусть   ограниченная область пространства n с гладкой границей  ,   0,S T  , 

Q  цилиндр  0,T . 

Обратная задача. Найти функции    , , ,u x t q t связанные уравнением 

                                             21 , , ,
m m

tD u u c x t u f x t q t h x t                                 (1) 

при выполнении для функции  ,u x t условий 

                                                   
 

 

,0 0, 0, ,

, 0, 1, 1, ,

i

t

j

t t

D u x i m

D u x T j m x

 

   
                                     (2) 

                                                      0,
S

u                                                                         (3) 

а также условия переопределения 

                                                          , , 0,K x t u x t dx


                                                      (4) 

где        , , , , , , ,f x t c x t h x t K x t    заданные функции, m  положительное целое чис-

ло. 

Введем обозначения 

       
 

   

       

0 0

0

1 0

1
, , , , , ,

, , , .

h t K x t h x t dx t K x t f x t dx
h t

f x t f x t t h x t





 

 

 

 
 

При 1m  обратные задачи (1)-(4) были исследованы в работах [1,2]. Прямые задачи 

для квазигиперболических уравнений высокого порядка изучались в работе [3]. 

 Теорема.  Пусть выполнены условия 

         

     

         

1 4

2

0

, , , , , ,

, , , , 1, , ,

0, 0, , , 0, , , 0,

ix

S S

h x t C Q c x t K x t C Q

f x t f x t L Q i n

h t t T c x T f x t h x t

 

 

    

 

и существует 0 такое, что    0 0, , 0
t

T t c x t       при  ,x t Q . 
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Тогда существует функция  ,u x t такая, что    2,4

2,u x t W Q и функция 

   2 0, ,q t L T  являющиеся решением обратной задачи (1)-(4). 

Доказательство теоремы существования регулярных решений обратной задачи (1)-(4) 

проводится методами регуляризации, продолжения по параметру с получением априор-

ных  

Литература 

1. Кожанов А.И. Composite Type Equations and Inverse Problems. Utrecht: VSP, The Neth-

erland, 1999. 171 p. 

2. Павлов С.С. Обратная задача восстановления внешнего воздействия в многомерном 

волновом уравнении с интегральным переопределением //  Математические заметки ЯГУ. 

2011. Т. 18, Вып.1. С. 81-93. 

3. Егоров И.Е., Федоров В.Е. Неклассические уравнения математической физики высо-

кого порядка. Новосибирск: изд-во ВЦ СО РАН, 1995. 131 с. 

УДК 517.958 

ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ДИНАМИКИ ДВУХФАЗНОЙ 

СРЕДЫ 

EXACT SOLUTIONS OF  EQUATIONS OF DYNAMICS TWO-PHASE 

MEDIUM 
 

Панов А.В. 

 

Челябинский государственный университет,  

Россия, Челябинск 

gjd@bk.ru 

 

Рассматривается системы уравнений, описывающая динамику двухфазной среды в изо-

термическом случае. Впервые данная модель была предложена Х.А. Рахматулиным [1]. 

 Найдена алгебра Ли симметрий системы [2]. Использую оптимальную систему подал-

гебр данной алгебры [3], найдены различные точные решения системы. Перечислены все 

инвариантные решения ранга 0, дефекта 0. Найдены частично инвариантные решения ран-

га 1, дефекта 1 относительно некоторых четырехмерных подалгебр. 
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Четырехмерное вариационное усвоения данных наблюдений является одной из пер-

спективных технологий для решения задач мониторинга и анализа состояния окружающей 

среды. Важную роль при исследовании здесь играет разработка и обоснование алгоритмов 

для численного решения вариационных задач ассимиляции данных [1-3]. 

В данной работе формулируется и исследуется задача вариационной ассимиляции дан-

ных наблюдений температуры поверхности моря в акватории Балтийского моря. 

Рассматривается система уравнения для u v T S     и ''дополнительной неизвестной'' 

(''управление'') Q вида [4]: 

2

1

0 0 0

3

0 0

0 1
( ) ( )

0

( ( ) ) ( ( ) )

в (0 )

z

u k a

H H

T T S S obs

fdu g
u ggrad A u A u f gradP grad T S dz

fdt

n
m z udz m z vdz f

t x y m

dT dS
A T f A S f T T D t

dt dt

 
 



 
         

 

  
     

  

         



   

Для перехода к задаче вариационного усвоения данных для нахождения решения об-

ратной задачи о потоке тепла с поверхности моря, введем следующий функционал 

(0) 2 2

0 0

1
( ) [ ( ) ( ) ]

2
obsJ J Q T m Q Q m T T d  



       , 

где (0) (0) ( )Q Q     - заданные функции и   - параметр регуляризации, неотрицательная 

ограниченная функция. 

В работе представлены результаты численных экспериментов по восстановлению пото-

ка тепла с поверхности моря и получению решения системы (температура, соленость, ско-

рость на поверхности моря и высота уровня) для модели гидродинамики в акватории Бал-

тийского моря с использованием процедуры усвоения данных. В численных расчетах  ис-

пользовали среднесуточные данные наблюдений температуры поверхности моря Датского 

метеорологического института, подготовленные на основе измерений радиометра 

(AVHRR, AATSR и AMSRE) и спектрорадиометра (SEVIRI и MODIS). Пространственное 

разрешение модели составляет 1/16°x1/32°x25 по долготе, широте и вертикали. Сеточная 

область в горизонтальной плоскости содержит 336x394 узлов, уровни неравномерно рас-

пределены по глубине. Шаг по времени равен 5 мин. 
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Построение математических моделей, учитывающих фрактальные свойства различных 

сред, имеет очень важное теоретическое и практическое значение. Например, в пористой 

геологической среде (геосреде) в силу неоднородности и сложной топологии пор интерес 

представляет фрактальная размерность геосреды, которая влияет на интенсивность про-

цессов. Эти процессы принято называть нелокальными или процессами с памятью [1]. 

Описание нелокальных процессов осуществляется с помощью математического моде-

лирования – дифференциальных уравнений дробных порядков [2]. В работе рассмотрен 

класс осцилляционных уравнений дробных порядков. Исследовалась следующая задача: 

найти функцию смещения  u t , удовлетворяющую следующему уравнению дробного по-

рядка и начальным условиям: 

                                       0 0 00, 0 , 0 0t tu u A t u t u u u         ,0 t T   ,     (1) 

где  
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u d
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 - производные Гераси-

мова-Капуто дробных порядков 1 2,0 1     ,  A t  - некоторая функция, 0u  - извест-

ная величина. 
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Решение задачи (1) можно получить, например, с помощью явной конечно-разностной 

схемы по аналогии с работой [3]: 

   
1 1

1 1 1 1 1
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В работе с помощью формулы (2), в зависимости от параметров   и  , а также функ-

ции 
jA , проведена визуализация результатов моделирования и построены фазовые траек-

тории некоторых фрактальных осцилляторов. 
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Одним из самых перспективных направлений в научных исследованиях в последнее 

время принято считать интеллектуальные системы управления. Создание современных 

интеллектуальных технологий в приложении к задачам управления сложными динамиче-

скими объектами вызывают наибольший интерес.  Как правило, большинство современ-

ных технологических линий и  машин  из различных областей промышленности относятся 

к сложным объектам. Многие ученые проводили исследования в области управления 

сложными динамическими объектами, которым, как правило, присущи такие качества, как  

запаздывание, нестационарность, нелинейность, неточность данных. Данные  исследова-

ния не завершены и требуют дальнейшего развития. 

Постановка задачи формулируется следующим образом: необходимо разработать сис-

тему управления объектом с неточными параметрами и запаздыванием на основе искусст-

венных нейронных сетей. 

Предложен алгоритм для построения  нейросетевой  системы управления объекта с не-

точными данными и запаздыванием. C использованием предложенного алгоритма по-

строена интеллектуальная система управления объектом  с запаздыванием на основе ис-

кусственных нейронных сетей, включающая в себя три нейросетевых модуля, соответст-

mailto:ivanov@mail.ru


224 

 

вующих трем различным состояниям системы. Разработка и создание интеллектуальных 

системы управления сложными объектами повышает эффективность управления техниче-

скими объектами, технологическими процессами и позволяет эффективно использовать 

сырьевые ресурсы. На языке Java  создан пакет прикладных программ, включающий в се-

бя блоки, описывающие классы, блоки формирования входных данных, блоки обучения 

нейронных сетей. От разработок в данной области созданный пакет программ отличается 

тем, что он легко может быть дополнен новыми блоками, необходимыми для дальнейших 

исследований. Программное обеспечение может применять довольно широкий круг поль-

зователей, как в практических целях, так и при дальнейших научных исследованиях. 
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Пусть Q  - ограниченная область n-мерного пространства nR ,  2,n   расположенная в 

полупространстве  0,nx    граница которой )1(  nQ  мерная замкнутая поверхность без 

края класса   .2С   Часть границы   0 области Q  расположена в гиперплоскости 0.nx   

Остальную часть границы обозначим через 1 1 0 1: { 0}, .nQ x Q          

Обозначим через TQ цилиндр  (0, ).TQ Q T                                         

Рассмотрим в цилиндрической области  TQ  уравнение  
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Будем  предполагать, что функция  ( )k x  меняет знак в области  Q . 

Положим }.0)(,{};0)(,{   xkQxQxkQxQ  Для простоты изложения будем 

предполагать ( ) 1,k x x Q     и  ( ) 1,k x x Q   . Правую часть ),( txf  уравнения (1) 

будем предполагать принадлежащей пространству 2( ).TL Q                                            

Теорема.  Существует такая постоянная  0 0,a   что для всех    

2( , ) ( (0, ))x t L Q T    , 1 2 2 2
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существует решение из  
2,1

2, ( )T

locW Q смешанной задачи  при  0( , ) .a x t a  Это решение един-

ственно и для него справедлива оценка 
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Микроэлектромеханические системы (MEMS) относятся к современному, быстро 

развивающемуся направлению в электронной промышленности. К настоящему времени 

создана технология принципиально новых микроэлектронных устройств c широким 

спектром практического применения. В данной работе приводятся результаты 

математического моделирования электромеханических резонаторов микронных размеров.  
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Характерными элементами микрорезонатора являются подвижный и неподвижный 

электроды, разделённые микрозазором. Неподвижный электрод покрыт слоем 

диэлектрика. В качестве подвижного электрода с малой массой используются различные 

упругие элементы: упругая балка с жестко закреплёнными концами, балка консольного 

типа, натянутая плёнка, недеформируемая платформа, прикрепленная к упругому 

элементу. При запуске резонатора под воздействием электростатического притяжения 

возникают колебания подвижного электрода, которые затем продолжаются в виде 

высокочастотных собственных колебаний. 

В соответствии с типом упругого элемента формулируются начально-краевые задачи 

для уравнений математической физики, описывающие цилиндрическую форму прогиба 

подвижного электрода. Численно определены условия возникновения колебаний и связь 

параметров запуска и параметров собственных колебаний. Из сопоставления с 

результатами численного анализа начально-краевых задач следует, что применение метода 

Фурье даёт достаточно хорошее приближение для наименьшей частоты собственных 

колебаний. Тем самым получена важная характеристика микрорезонатора в аналитическом 

виде. 
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Работа посвящена исследованию корректности краевых задач для некоторых классов 

уравнений составного типа. Для дифференциального оператора Lu вида 

  21
p p

tLu D u u u      

 ( 1p   целое,  
k

k

t k
D

t





,   оператор Лапласа по пространственным переменным) с 

действительным параметром   постановку корректной краевой задачи впервые предло-

жил  

В.Н. Врагов [1,2]. Дальнейшие исследования дифференциальных уравнений с операто-

рами, подобными оператору L , связаны с именами А.Н. Терехова [3], И.Е. Егорова и В.Е. 

Федорова [4], А.И. Кожанова [5]. Одним из условий корректности в названных работах 

было условие неотрицательности параметра  . В данной работе анализируется случай 

отрицательных чисел  . Помимо задачи В.Н. Врагова, для оператора L   будет предложе-

на и другая задача, для которой также будет анализироваться случай 0  . В частности, 

в работе показано, что уравнение  
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0Lu   

при 0  ,  1p   и при выполнении однородных условий задачи В.Н.Врагова или же 

другой задачи обладает счетной системой нетривиальных решений  собственных функ-

ций, что не имеет места при 1p   (при 1p  оператор L  есть обычный гиперболический 

оператор). 

Доказаны теоремы единственности. Кроме того, доказаны теоремы разрешимости по-

ставленных краевых задач в случае, когда параметр   не равен собственному числу и в 

случае, когда совпадает с собственным числом. При доказательстве разрешимости выпи-

сываются также собственные значения и собственные функции сопряженных задач. 

Работа выполнена при поддержке Минобрнауки России в рамках базовой части госу-

дарственного задания (проект № 3047) 
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В настоящее время является затруднительным поиск численного оптимального управ-

ления для систем с распределенными параметрами, т.к. по сути, требуется решение сразу 

нескольких связанных задач.   

 В данной работе строится алгоритм численного решения задачи управления линеари-

зованной квазистационарной системой уравнений фазового поля,  в рамках мезоскопиче-

ской теории описывающей фазовые переходы первого рода. В области ],0[ TQ   

с гладкой границей  рассматривается  задача управления с терминальным функционалом  

,),(),,(),(),(),( 1 Qtxtxutxwtxvtxv t   
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где ,R - константы wv, - неизвестные функции, 21 ,uu - функции управления. Цель состо-

ит в минимизации функционала стоимости на допустимых наборах 21,,, uuwv , т.е. таких 

функциях wv,  которые являются решением начально-краевой задачи при управлении из 

множества допустимых управлений, определенным условием 2

)(2

Ru
QL
 . 

Проводится исследование линеаризованной системы, однако, ее особенность не теряет-

ся и состоит в том, что система уравнений не разрешима относительно производной по 

времени. 

Исследование опирается на результаты о разрешимости начально-краевых задач для 

вырожденных задач, полученные в работах В.Е. Федорова, результаты о разрешимости 

задач оптимального управления, принадлежащих М.В. Плехановой, В.Е. Федорову 

и А.Ф. Исламовой, а также на результаты о разностных методах решения задачи фазового 

при разработке метода условного градиента для рассматриваемой задачи. Итогом работы 

стала программная реализация метода при некоторых значениях параметров задачи. 

                                                           

 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (14-01-31125) 
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Данная работа посвящена вопросам существования и единственности сильного реше-

ния начальной задачи Шоуолтера для квазилинейного уравнения, в котором при выделен-

ной старшей производной по времени стоит оператор с нетривиальным ядром. Такие 

уравнения часто называются вырожденными эволюционными уравнениями.  

К начальным задачам для них могут быть  редуцированы многие уравнения и системы 

уравнений в частных производных, не разрешимые относительно старшей производной по 

времени, встречающиеся в естественных и технических науках. 

Исследование проводится с использованием методов теории вырожденных полугрупп 

операторов, развитых в работах Г.А. Свиридюка и В.Е. Федорова при изучении линейных 

вырожденных эволюционных уравнений первого порядка. Используемое условие  (L,p)-

ограниченности оператора M позволяет редуцировать исходное уравнение к системе двух 

уравнений, одно из которых является разрешенным относительно старшей производной,  

второе имеет при этой производной нильпотентный оператор, что упрощает его исследо-

вание.  

В данном случае рассмотрено полное квазилинейное уравнение с произвольным p>0, 

что означает вырождение уравнения не только на ядре оператора при производной, но и 

на цепочках его M-присоединенных векторов высоты не больше p. 

Сначала с помощью функции Миттаг-Леффлера найдены условия существования един-

ственного сильного решения задачи Шоуолтера для квазилинейного эволюционного урав-

нения, разрешенного относительно старшей производной. Затем полученные результаты 

используются при изучении разрешимости в смысле сильного решения вырожденных ква-

зилинейных эволюционных уравнений при условии выполнения некоторых специальных 

ограничений на нелинейный оператор N.  

Полученные результаты проиллюстрированы на модельном примере начально-краевой 

задачи для квазилинейной системы уравнений в частных производных, не разрешимой 

относительно производной по времени. Для задачи подобраны  функциональные про-

странства и операторы, в терминах которых она редуцирована к задаче Шоуолтера для 

вырожденного квазилинейного уравнения в банаховом пространстве. Показано, что в рас-

сматриваемой ситуации оператор M (L,1)-ограничен. На данном примере продемонстри-

рован смысл специальных условий на нелинейный оператор в полученных абстрактных 

теоремах.  

                                                           

 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (14-01-31125) и частичной поддержке Лаборатории 

квантовой топологии Челябинского госуниверситета (грант правительства РФ № 14.Z50.31.0020). 
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Исследуется существование регулярных решений для квазилинейных параболических 

уравнений в нецилиндрической области с заданной границей класса  в случае одной 

пространственной переменной [1] или с границей класса  в многомерном случае [2]. 

При этом не предполагается монотонность границы. Допускается вырождение уравнения.  

Представлены также результаты исследования задачи Стефана, когда часть границы 

неизвестна и находится вместе с решением.  [3] 

Для случая заданной границы приближенные решения строятся проекционным мето-

дом с использованием семейства проекторов зависящих от временного параметра. Дока-

зывается, что некоторый предел этих решений будет решением задачи.  

Для обоснования существования предела в одномерном случае используются методы 

компактности множества функций из шкалы банаховых пространств.  

В случае n переменных развивается метод монотонности на случай нецилиндрических 

областей.  

Одномерная задача для случая монотонной границы класса    рассматривалась в [4] 

В одномерном случае рассматривается уравнение       utxb
x

u
txau

xt

u
x ),(),( 














 . 

При допущении довольно произвольного вырождения ( )    для заданной необяза-

тельно монотонной границы       установлены теоремы существования.  

Предполагается, что  отрезок [0,T]  можно разбить на конечное число интервалов, на 

каждом из которых '(t)  '(t)  п.в.  Случай s(T)=0  допустим. 

В многомерном случае  с границей класса  изучено уравнение 

fua
x

u
ixi

n

i
i

t 


)( 
 1

  

в нецилиндрической области   T
)T,(t

t Qt 




0

 . Обосновано существование и единственность 

решения первой начально-краевой задачи. Показано, какие изменения можно внести в ме-

тод монотонности, чтобы он «работал» в нестационарном случае нецилиндрических об-

ластей  (основное неравенство выводится существенно более долгим путем).  
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Пусть  2 0,1L   гильбертово пространство суммируемых с квадратом на  0,1  ком-

плекснозначных функций со скалярным произведением      
1

0
,x y x y d    , 

 2, 0,1x y L . Через  4

2 0,1W  обозначим пространство Соболева  

      2непрерывные на абсолютно непрерывна и  y : 0,1 : , , 0,1 , y  0,1 .IVy y y y L     

Рассмотрим оператор      2 2: 0,1 0,1bc bcL D L L L  , определенный следующим диф-

ференциальным выражением 

       2ãäå  , , 0,1 .IVl y y a t y b t y a b L     

Область определения  bcD L определяется одним из двух краевых условий: 

         периодические : 0 1 , 0,1,2,3;
j j

a bc per y y j    

         антипериодические : 0 1 , 0,1,2,3.
j j

б bc ap y y j     

Оператор        0 0

2 2: 0,1 0,1 , ,IV

bc bc bc bcL D L D L L L L y y     является самосопря-

женным оператором с компактной резольвентой. 
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Для функций  2, 0,1a b L справедливы следующие представления:   2i kt

k

k

a t a e 



  , 

  2i kt

k

k

b t b e 



 , где , ,k ka b k    коэффициенты Фурье функций a  и b  соответствен-

но. 

Спектры   bcL операторов  , ,bcL bc per ap , представимы в виде: 

        4
: 2 , 0 .pera L n n      Собственное подпространство  для 0n   имеет 

вид  0 1 2Span , ,n n nE e e   где      1 2 2 2, , 0,1 .i nt i nt

n ne t e e t e t     Если 0n  , то 

 0

0 0,E e   , где    0 1, 0,1e t t  . 

        44: 2 1 , 0 .apb L n n       Соответствующее собственное подпро-

странство  имеет вид  0 1 2Span , ,n n nE e e   где          2 1 2 11 2, , 0,1 .
i n t i n t

n ne t e e t e t
   

     

Проекторы Рисса , ,nP n   определяются следующим образом: 

       

     

1 1 2 2

0 0 0

1 1 2 2

, , , , , ;

, , , ,

n n n n n

n n n n n

a P x x e e x e e n P x x e e

b P x x e e x e e n 

   

  
 

для всех  2 0,1x L . 

Для получения основных результатов применяется вариант метода подобных операто-

ров, основные положения которого изложены в [1]. 

Теорема 1. Дифференциальный оператор bcL  является оператором с компактной ре-

зольвентой и его спектр представим в виде    , 1bc m nL n m     для некоторого 

m , где m   конечное множество, с числом точек не превосходящим m . Собствен-

ные значения  n  оператора perL допускают следующую асимптотику 

   
4 2 2

02 2 , 1,n nn n a n n m         

где  n   суммируемая с квадратом последовательность. Соответственно для опера-

тора apL  имеет место следующее асимптотическое представление: 

     
4 2 2

02 1 2 1 , 1,n nn n a n n m           

где   n  суммируемая с квадратом последовательность. 

Теорема 2. Оператор  , ,bcL bc per ap  , генерирует аналитическую полугруппу опе-

раторов. 

Отметим, что в докладе будет приведено точное асимптотическое представление этой 

полугруппы, а также теоремы об оценках равносходимости спектральных разложений. 
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В данной работе рассматриваются задачи по восстановлению потенциальной части 

трехмерного векторного и симметричного 2-тензорного поля, заданного в единичном кру-

ге, по его известному нормальному преобразованию Радона.  

Нормальное преобразование Радона векторного поля  и нормальное преобразо-

вание Радона симметричного 2-тензорного поля  определяются формулами 

     

здесь   - плоскость, перпендикулярная направлению ξ и отстоящая на расстояние |s| от 

начала координат, – координаты локальной системы координат, заданной на плоскости  

, по повторяющимся индексам ведется суммирование от 1 до 3. Поскольку соленои-

дальная часть векторного и симметричного 2-тензорного поля лежит в ядре оператора 

нормального преобразования Радона, мы можем восстановить лишь его потенциальную 

часть. 

Построено сингулярное разложение операторов нормального преобразования Радона в 

векторном и 2-тензорном случае, получена формула обращения и аппроксимации для об-

ратного оператора. В исходном пространстве ортонормированные базисы строятся с по-

мощью полиномов Якоби и сферических гармоник. Используя [1] удалось показать, что 

соответствующие ортонормированные базисы в пространстве образов строятся на основе 

полиномов Гегенбауэра и сферических гармоник. 

Полученное сингулярное разложение послужило основой для численного решения за-

дачи по восстановлению потенциальной части трехмерного векторного и симметричного 

2-тензорного поля по его известному нормальному преобразованию Радона. Проведено 

всестороннее тестирование разработанного алгоритма с целью установления границ его 

применимости. 
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Рассматриваются пространственно нелокальных краевые задачи для линейных  одно-

мерных псевдопараболических и псевдогиперболических уравнений с постоянными ко-

эффициентами, но с общими нелокальными краевыми условиями А.А. Самарского и инте-

гральными условиями с переменными коэффициентами. Доказательства теорем существо-

вания и единственности регулярных решений проведены методом Фурье. Исследование 

разрешимости в классах регулярных решений приводит к изучению системы интеграль-

ных уравнений Вольтерры второго рода. В частных случаях даются условия невырожден-

ности полученных систем интегральных уравнений в явном виде. 

Исследованию подобных нелокальных краевых задач для параболических и гиперболи-

ческих уравнений посвящены работы [1,2]. 

I. Пусть  0,1  ,  0,Q T  , 0 T   . В области Q  рассматривается уравнение 

                      , , , ,t xxt xxu u u f x t x t Q                                                            (1) 

с нелокальными краевыми условиями 

             

             

1

1 2 1

0

1

1 2 2

0

0, 0, 1, , ,

1, 0, 1, , ,

x

x

u t t u t t u t K x u x t dx

u t t u t t u t K x u x t dx

 

 

  

  





                                      (2) 

где              1 2 1 2 1 2, , , , , , ,f x t t t t t K x K x     заданные функции, определен-

ные 

при    0,1 , 0, ,x t T        постоянная. 

Краевая задача 1.  Найти функцию  ,u x t , являющуюся в прямоугольнике Q  решени-

ем уравнения (1) и такую, что для нее выполняются нелокальные краевые условия (2), а 

также начальные условия 

                                                                           ,0 0, .u x x                                                                (3) 

Регулярная разрешимость краевой задачи 1 доказывается методом Фурье [3], с помо-

щью которого разрешимость краевой задачи 1 сводится к разрешимости системы инте-

гральных уравнений Вольтерры. В частности, при выполнении условий 

             1 2 1 2 10 0, ; 0 0,1t t t t t T K x x             

имеем следующее интегральное уравнение 

                                                         1 2

0

, ,

t

p t m t d F t                                                             (4) 
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где 

 
1

1 2

0

5 ch
0 1,

6 sh1

x
p K x dx

 
    

 
  

которое является условием невырожденности интегрального уравнения (4). 

II.  В области Q  рассматривается уравнение 

                               , ,tt xx xxtu u u f x t                                                               (5) 

с нелокальными краевыми условиями 

                               
1 1

1 2

0 0

0, , , 1, , ,x xu t K x u x t dx u t K x u x t dx                                 (6) 

где      1 2, , ,f x t K x K x  заданные функции, определенные при 

   0,1 , 0, ,x t T        постоянная. 

Краевая задача 2. Найти функцию  , ,u x t являющуюся в прямоугольнике Q  решени-

ем уравнения (5) и такую, что для нее выполняются нелокальные краевые условия (6), а 

также начальные условия 

                                                          ,0 ,0 0, .tu x u x x                                                               (7) 

Разрешимость краевой задачи 2 эквивалентно редуцируется к разрешимости системы 

интегральных уравнений Вольтерры. 

Если    1 0 0,1 ,K x x   то имеем следующее интегральное уравнение 

                                                         2 2

0

,

t

p t m t d F t                                                              (8) 

где 

 
1

2 2

0

6
0 ,

11
p K x dx    

которое является условием невырожденности интегрального уравнения (8). 

Метод продолжения по параметру и априорных оценок для псевдопараболических 

уравнений с переменными коэффициентами использовалась в работе [4]. 
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Рассматриваются 2n -параболические уравнения второго и четвертого порядков с ме-

няющимся направлением времени с условиями склеивания с переменными коэффициен-

тами по  0,t T . 

В работе [1] явно представлены условия разрешимости для краевых задач для парабо-

лических уравнений 2n -го порядков с меняющимся направлением времени. При этом для 

доказательства разрешимости были рассмотрены общие диагональные условия склеива-

ния с постоянными коэффициентами, более того, были найдены зависимости показателей 

гельдеровских пространств от весовых функций склеивания. 

В настоящей работе устанавливается разрешимость краевых задач в пространствах 

Гельдера для уравнений 

 
2

2
sgn 1 0.

n
n

t n

u
xu

x


  


 

Показано, что гельдеровские классы их решений зависят как от нецелого показателя 

Гельдера, так и от коэффициентов условий склеивания, заданных на интервале  0,T при 

выполнении необходимых и достаточных условий на входные данные задачи. 
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В прямоугольнике Q = (−1,1)×(0,T) 0 < T < +∞ рассматриваем задачу сопряжения для 

уравнения третьего порядка с кратными характеристиками и первой производной по вре-

мени 

u_t + h(x)u_xxx + c(x,t)u = f(x,t), (1) 

где функции f(x,t), c(x,t) определены при (x,t) ∈ Q, функция h(x) такова, что на каждом 

из отрезков [−1,0] и [0,1] она непрерывна, знакоопределена, в точке x = 0 имеет разрыв 

первого рода и при переходе через нее меняет знак. 

Работ по исследованию разрешимости краевых задач для уравнений с кратными харак-

теристиками в случае когда коэффициенты терпят разрыв не очень много [1-6]. 

В этих работах авторы рассматривают задачи типа Жевре, т.е. когда граничные условия 

задаются на части верхней и на части нижней границ. Такого типа задачи хорошо изучены 

для параболических уравнений с меняющимся направлением времени [7]. Также подоб-

ные задачи, когда граничные условия задаются на верхней и нижней границе, были рас-

смотрены в работе [8] для псевдогиперболического уравнения с меняющимся направлени-

ем времени. 

В данной работе мы расширяем класс задач для уравнений с меняющимся направлени-

ем времени, задавая начальные условия только при t = 0 на всем интервале (-1,1), не раз-

бивая его на части верхней и нижней границ. При таком условии формулируем коррект-

ные постановки краевых задач для уравнения (1) и доказываем существование и единст-

венность регулярных решений в соответствующих анизотропных пространствах Соболе-

ва. 
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Пусть   есть интервал  1,1 оси Ox , Q   прямоугольник  0,T , 0 T   , 

 ,a x t ,  ,c x t ,  ,f x t ,  t ,  t  суть заданные функции, определенные при x , 

 0, ,t T  h x  есть заданная функция, такая что       1,0 , 0h x C h x    при 

 1,0x  ,       0,1 , 0h x C h x   при  0,1x ,     0 0h h   . Обозначим 

   1,0 0,Q T    ,    0,1 0,Q T   , 0Q Q Q  . Рассматриваются задачи нахождения 

функции  ,u x t , являющейся в 0Q  решением уравнения 

       , , , ,ttt xxt xxu h x u a x t u c x t u f x t                                                      (1) 

при заданных условиях сопряжения 

       0, 0, , 0, ;u t t u t t T                                                                (2) 

       0, 0, , 0, .x xu t t u t t T                                                               (3) 

Для уравнения (1) с условиями сопряжения (2), (3) рассмотрены краевые задачи и зада-

ча с данными Коши по t . Для изучаемых задач доказываются теоремы существования и 

единственности регулярных решений, обсуждаются вопросы о неединственности и о су-

ществовании собственных функций. 
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В теории некорректных задач важную роль имеет вопрос о сходимости по норме по-

следовательности к данному элементу, если известны слабая сходимость этой последова-

тельности и сходимость по функционалу ⦋1-4 ⦌. Функционалы,  имеющие такое поведение,  

названы А.С.Леоновым функционалами с Н-свойством. В упомянутых работах приведены 

достаточно обширные классы функционалов с Н-свойством в пространствах Лебега и Со-

болева. Сформулируем один из результатов в данном направлении. Обозначим через Ω 

область в пространстве    (x, u) : Ω×     – функция Каратеодори, 

 (u) : =  d (x), 

где     -   -конечная положительная мера на -алгебре    подмножеств  Ω,  =  

     (m  раз) ,1 ≤ p <  .  

Теорема. Пусть  u    (x, u)  -  выпуклая функция в  , функционал F ко-

нечен на  

Для того чтобы функционал   F  имел   Н-свойство на элементе  необходимo и дос-

таточно существование положительного числа  k такого, что  функция                      ⎸ 

  

была суммируемой на  Ω. 
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Рассмотрим уравнение 

                                         (1) 

где  – дробная производная Римана-Лиувилля [1, с. 9] порядка , , с на-

чалом в точке , в области . Здесь  и 

 – непрерывные на  функции,  не убывает, а  не возрастает, 

 для всех , и . Под регулярным решением уравнения 

(1) в области  будем понимать решение из класса , 

. 

Исследуется задача: найти регулярное решение уравнения (1) в области , удовлетво-

ряющее условиям  

,   ,   ;                  (2) 

.                            (3) 

Уравнения в частных производных дробного порядка последнее время исследуются 

весьма интенсивно, что связано, в частности, с многочисленными приложениями в физике 

и моделировании, (см., например, [1, гл. 5], [2]. Обзор работ, посвященных уравнению 

дробной диффузии работ можно найти в [3], [4]. В частности, первая краевая задача для 

уравнения (1) в прямоугольной области решена в [5]. Практически во всех работах, по-

священных уравнению (1), изучались начальные и краевые задачи в ограниченных и неог-

раниченных цилиндрических областях. В данной работе указаны достаточные условия 

однозначной разрешимости задачи (1), (2) и (3) в области , которая, вообще говоря, ци-

линдрической не является.  

Отметим, что первая краевая задача для уравнения теплопроводности ( ) в неци-

линдрической области была решена в работах [6] и [7]. 
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Введение. Рассматривается нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение 

первого порядка с полиномиальной правой частью пятой степени, решение которого об-

ладает подвижными особыми точками алгебраического типа, в общем случае не разреши-

мое в квадратурах. Наличие подвижных особых точек не позволяет применять к этому 

уравнению известные аналитические и численные приближенные методы, так как они не 

адаптированы к этой категории особых точек. В настоящей работе сформулирована тео-

рема существования и единственности решения рассматриваемого нелинейного диффе-

ренциального уравнения в области голоморфности. 

Методика исследования. Применяется приближенный метод решения нелинейных 

дифференциальных уравнений с подвижными точками алгебраического типа, идея кото-

рого изложена в работах [1–4].  

Результаты исследования. Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение в 

нормальной форме 

),()()( 5 zrzwzw   

к которому с помощью некоторой замены переменных приводится дифференциальное 

уравнение вида 

)()()()()()( 5
5

4
4

3
3

2
210 zwfzwfzwfzwfzwffzw   

(где ,5,,1,0, ifi  – голоморфные функции комплексной переменной z ), в общем 

случае не интегрируемое в квадратурах, решение которого обладает подвижными особы-

ми точками. 

Рассматривается задача Коши 

),()()( 5 zrzwzw                                                         (1) 

00 )( wzw  .                                                             (2) 

Теорема. Пусть функция )(zr  задачи Коши (1)–(2) удовлетворяет следующим услови-

ям: 

1) 1)( Czr   в области 10 ||  zz , где 01  const , 
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2) 1
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 , где ,1 constM   .,2,1,0 n  

Тогда решение этой задачи является голоморфной функцией 
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n
n zzСzw                                                       (3) 

в области  || 0zz , где 
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Доказательство теоремы состоит из двух этапов. На первом этапе доказывается единст-

венность представления решения в виде степенного ряда (3), а на втором этапе – сходи-

мость этого ряда. Используется метод мажорант к решению (3) заданного уравнения, а не 

к правой части дифференциального уравнения, как это делается в известной теореме Ко-

ши существования и единственности решения дифференциального уравнения. 

Оценки 

,)1(5
1

|| 41 nn
n MM

n
C    ,,3,2,1 n  

для коэффициентов nС  ряда (3), полученные в ходе доказательства этой теоремы, позво-

ляют построить приближенное решение задачи Коши (1)–(2) в виде 





N

n

n
nN zzCzw

0
0 )()( . 
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Abstract 

The mathematical inner turbulence model describing structure formations in instability zones 

are proposed and justified. The constructed mathematical object  reproduces the basic process 

instabilities and their stabilization inverse relations, that requires the agreement of micro and 

macro scales, wave and diffusion processes. The birth of two-speed flow (the Riemann-Hugoniot 

catastrophe) and the alternation origin (band flow) are described. Physical interpretation and 

numerical analysis are discussed. 

Доклад посвящен реконструкции начальной стадии внутренней турбулентности (без 

учета граничных эффектов), включая математическое описание возникновения двухско-

ростного режима (катастрофа Римана-Гюгонио) и перемежаемости. Современные подхо-

ды к теоретическому описанию начальной стадии внутренней турбулентности дают  ре-

зультаты, плохо согласуемые с экспериментом. Поэтому был построен математический 

объект [1]-[2], воспроизводящий основные неустойчивости процесса и стабилизирующие 

их обратные связи. Его создание потребовало  согласования микро  и макромасштабов, 

волнового и диффузиозного процессов. В частности, удалось построить математическую 

реконструкцию начального этапа внутренней турбулентности, включая образования двух-

скоростного режима (катастрофы Римана-Гюгонио) и перемежаемости. Трудности расче-

тов таких процессов заключаются в том, что моделирование проводится одновременно на 

нескольких масштабных уровнях. К настоящему времени в экспериментальных исследо-

ваниях изучены многие детали начальной  стадии процесса внутренней турбулентности, 

но общего теоретического представления об этом процессе пока не существует. Модель, 

используемая в данной работе, основана на многоскоростной системе уравнений Эйлера, 

распространение возмущений в которой приводит к катастрофе Римана-Гюгонио. Для 

описания образования флуктуаций плотностей, приводящих к перемежаемости, использу-

ется модифицированное уравнение Кана-Хилларда. Разномасштабность требует значи-

тельных вычислительных ресурсов. Двумерные расчеты основана на явных и явно-

итерационных алгоритмах, эффективно реализованных на многопроцессорной вычисли-

тельной системе. 

Литература 

1. E.A. Lukashev, N.N. Yakovlev, E.V. Radkevich and V.V. Palin. On the Possibility of the 

Cahn-Hilliard Approach Extension to the Solution of Gas Dynamics Problems (Inner Turbu-

lence) // 40
th

 International Conference Applications of Mathematics in Engineering and Econom-

ics (AMEE 2014), AIP Conference Proceedings 1631, 197 (2014); doi: 10.1063/1.4902477. 

2. Лукашев Е.А., Радкевич Е.В.,  Яковлев Н.Н. О реконструкции начальной стадии 

внутренней турбулентности // Наноструктуры, математическая физика и моделирование, 

2014, том. 11, № 1, 73-99. 

mailto:evrad07@gmail.com


244 

 

УДК 519.633 

ВОЛНОВЫЕ ПОЛЯ В ОКРЕСТНОСТИ КРИВОЛИНЕЙНОЙ 

ГРАНИЦЫ НЕОДНОРОДНЫХ СРЕД В ТЕРМИНАХ 

КОНВОЛЮЦИОННЫХ ОПЕРАТОРОВ ПРОХОЖДЕНИЯ 

 WAVEFILEDS IN THE VICINITY AT CURVILINEAR CONTACT OF 

INHOMOGENEOUS MEDIA IN TERMS OF CONVOLUTION-TYPE 

TRANSMISSION OPERATORS  
 

Ракшаева Е.Ж.*, Айзенберг А.М.**, Песчанко А.И.* 

 

* Новосибирский государственный университет, Россия, Новосибирск 

rcatherine89@gmail.com , peschanko@mail.ru  

** Институт нефтегазовой геологии и геофизики им. А.А. Трофимука. СО РАН,  

Россия, Новосибирск 

AizenbergAM@ipgg.sbras.ru 

 

Строгое описание явления отражения и преломления на границе двух сред играет 

важную роль для развития теории методов решения прямых и обратных задач сейсмики. 

Были предприняты многочисленные попытки использовать строгие постановки краевых 

задач математической теории волн с целью описания этого явления в терминах операто-

ров прохождения (отражения и преломления). Впервые граничные условия на плоском 

контакте однородных акустических сред были записаны в форме преобразования отраже-

ния-преломления с конволюционными операторами прохождения в [3]. Позже это пред-

ставление граничных условий было обобщено на случаи плоского или криволинейного 

контакта неоднородных акустических и упругих сред [1, 2, 4]. Операторы прохождения 

также имеют вид двукратных сверток по криволинейной границе. Их ядра содержат быст-

ро осциллирующие и дробно-радикальные функции, которые зависят от локальных значе-

ний материальных параметров сред и средней кривизны границы 

Рассматривается постановка начально-краевой задачи о распространении сейсмиче-

ских волн в канонической модели среды: отражение и преломление волн на криволиней-

ном контакте (из класса поверхностей Александрова А.Д. 0) двух неоднородных полупро-

странств с различными материальными параметрами. В каждом полупространстве общее 

решение системы уравнений движения частиц представляется в виде обобщенного час-

тичного преобразования Фурье по пространственным частотам, подобного разложению 

Зоммерфельда-Вейля. Новым элементом теории является доказательство (в сотрудничест-

ве с научным руководителем) существования такой криволинейной метрики в однородной 

окрестности криволинейной границы, в которой система уравнений механического дви-

жения частиц инвариантна по отношению к ограниченному регулярному возмущению 

плоской границы. Граничные условия начально-краевой задачи, записанные в терминах 

механики сплошной среды, трансформированы с помощью частичного преобразования 

Фурье в эквивалентные условия в форме линейного преобразования отражения-

преломления на границе. Это преобразование записано в терминах новых матричных опе-

раторов прохождения конволюционного типа. Операторы прохождения действуют на 

предельные значения компонент волновых полей, которые непрерывны на границе. Эле-

менты матричных ядер этих операторов представлены двукратным преобразованием Фу-

рье от коэффициентов отражения или преломления плоских волн с материальными пара-

метрами сред, фиксированными в точке вычисления свертки. Существенно, что геометри-

ческие параметры границы между акустическими и изотропными упругими средами не 

влияют на элементы матричных ядер. Использование фиксированности параметров сред 

позволяет представить операторы прохождения на криволинейной границе в виде изо-
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морфном операторам прохождения на плоской границе. Криволинейная граница в малой 

окрестности точки отражения-преломления рассматривается как плоский контакт между 

однородными средами с материальными параметрами, фиксированными в точке касания. 

При этом кривизна границы учитывается во входных параметрах предельных значений 

компонент волновых полей.  
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Пусть односвязная область G  на комплексной плоскости  ограничена гладкой  дугой  

L в верхней  полуплоскости и отрезком  0 1,l   вещественной прямой. В этой области   

рассмотрим уравнение 

     
 1

,
n m

z z a z b zU
U U F z

z z z z z



  

  
                                                (1) 

где  0 1m n   и  ,a b C G . Хорошо известно, что интегральный оператор 
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Tf z z G
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действует     ,pL G H G  где 2p   и H означает класс Гельдера, и функция 

u Tf удовлетворяет (в обобщенном смысле) уравнению zu f . В частности, в случае 

 pA L G таким решением служит TA . Рассмотрим общий случай коэффициента A . 

С этой продолжим L до гладкого контура 1L , ограничивающего область 
1G G  и предпо-

ложим, что множитель  a удовлетворяет следующим условию: существует такая аналити-

ческая в области 1G функция  1

0a H G , что 0a a  на интервале l , а на контуре 1L  она 

представима в виде   
1

0

n
a t t t


 , где  1

0a H L  и     0 0 0 1 0a a   . Кроме того, 

       0 0 ,
n pA z a z a z z z L G       2p  . Тогда показано, что в области G сущест-

вует обобщенное решение   уравнения z A    вида 

 
 

 
   0

1
, .

1
n

a z
z h z h H G

n z z


    
 

 

В этих предположениях существуют такие линейно независимые функции  j H G  , 

  , 1p

jh L G j n   , и линейный оператор P , действующий    pL G H G , что при 

 0

pF e F L G   общее решение уравнения (1) представимо в виде 

   0 1
1

n

j jU e P TF       
   

с произвольными j  , где   функция     z H G   аналитична в области G  и  удовле-

творяет условиям 

    0 2Re 0, 1 .j
G

TF h d j n        
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Рассмотрим  в области  ( , ) : 0 1, 0TD x t x t T      задача на собственные 

значения  

''( ) ( ), 0 1X x X x x     ,                                    (1) 

                  (0) (1) 0,X X                                           (2) 
1

( ) 0X x dx


                                                         (3) 

В данной работе исследуется вопросы псевдобазисности системы собственных и 

присоединенных функций несамосопряженного оператора исходной одномерной краевой 

задачи (1)-(3) с двумя нелокальными граничными условиями указанного выше типа 

задачи теории теплопроводности. Задачи подобного вида исследовались в работах [1], [2].  

Определение. Система функций   ( ), ( ), ( )n n nx x h x   называется псевдобазисом в 

пространстве 2[ ; ]L a b ,  если существует число    [ , ]c a b  и  [ , ]d a b , где c d   таких, что 

подсистема     ( )n x   является базисом в 2[ ; ]L a c ,  подсистема  ( )n x  является базисом 

в 2[ ; ]L c d , подсистема  ( )nh x  является базисом в 2[ ; ]L d b . 

 Справедлива следующая  

Теорема 1. Если  0 1  , Q , то все собственные значения  задачи Lu u    име-

ет вид 1 2 24 ,n n n N   , 
2 2

2

2

4
,

(1 )
n

n
n N





 


 и 

2 2
3

2

(2 1)
,n

n
n N







  . Им соответст-

вует собственные функции соответственно 1( ) sin (2 )nX x n x   , 

2 ( ) cos (2 1)
1

n

n
X x x




 


 и 3 (2 1)

( ) cos (2 1)
2

n

n
X x x






  , который система функций 

 1 2 3( ), ( ), ( )n n nX x X x X x  является псевдобазисом в пространстве  2

1 1
[ ; ]

2 2
L

  
 . 

Теорема 2.  Пусть  0 1  , Q    и ( )x – непрерывно дифференцируемая функция 

и представима на отрезке   [0; 1]   в виде регулярно сходящемся рядом  

1

(2 1)
( ) sin (2 ) cos (2 1) cos (2 1)

1 2
n n n

n

n n
x A n x B x C x

 
  

 





 
       
  

Тогда решение задачи (7)–(10) представляется регулярно сходящимся в области 

{( , ) :0 1, 0 }TD x t x t T      рядом 

mailto:farxod_frd@bk.ru


248 

 

2 2 2

2 2 2

2 (2 1)

4 1

1

(2 1)
( , ) sin (2 ) cos (2 1) cos (2 1)

1 2

n n
t t

n t

n n n

n

n n
u x t A e n x B e x C e x

 

  
 

 
 

      




     


 Т

аким образом, справедливо следующая  

Теорема 3. Пусть 0 1  , Q  и при каждом 0 T    функция ( , )f x   – непре-

рывно дифференцируемая  и представима на отрезке   [0; 1]   в виде регулярно сходящемся 

рядом  

1

(2 1)
( , ) [ ( )sin (2 ) ( )cos (2 1) ( )cos (2 1)]

1 2
n n n

n

n n
f x D n x E x F x

 
     

 






     


  .  

Тогда решение задачи (11) представляется регулярно сходящимся в области 

{( , ) :0 1, 0 }TD x t x t T      рядом 
2

2 2

2 2

2

2

4 1

1 0 0

(2 1)

0

( , ) [ ( ) sin (2 ) ( ) cos (2 1)
1

(2 1)
( ) cos (2 1)]

2

nt t
t

n t

n n

n

nt
t

n

n
u x t D e d n x E e d x

n
F e d x



 






     




 



     






    



 

  



 

Справедлива следующая  

Теорема 4. Пусть 0 1  , Q  ,  ( )x  – непрерывно дифференцируемая функция и 

представима на отрезке   [0; 1]   в виде регулярно сходящемся рядом  

1

(2 1)
( ) sin (2 ) cos (2 1) cos (2 1)

1 2
n n n

n

n n
x A n x B x C x

 
  

 





 
       
  , 

 где 0

1 1
( ) ( ) (0) (0) (1 ) (0)

1 2
x v x x    


    


. При каждом 0 T    функция 

( , )f x   – непрерывно дифференцируемая и представима на отрезке   [0; 1]   в виде регу-

лярно сходящемся рядом   

1

(2 1)
( , ) [ ( )sin (2 ) ( )cos (2 1) ( )cos (2 1)]

1 2
n n n

n

n n
f x D n x E x F x

 
     

 






     


 ,  

 

где  
1 1

( , ) ( , ) 2 1 ,
2 1

d d
f x t F x t x

dt dt

 



    


 причем 

1

0 0 0( ) (0), (0) (1) (0)v x dx v v


    . Тогда решение задачи представляется регулярно схо-

дящимся в области {( , ) :0 1, 0 }TD x t x t T        рядом 
2

2 2
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2. Касимов Ш.Г., Рахманов Ф.Д. Об одной спектральной задачи теории теплопровод-

ности с нелокальными краевыми условиями. Ташкент, Вестник НУУз, 2013г. .№ 2.  С. 83-
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УДК 517 

СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ 

ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ ТИПА БИЦАДЗЕ  

MIXED PROBLEM FOR DEGENERATED ELLIPTIC SYSTEM OF 

EQUATIONS OF TYPE BISADZE  
 

Рахмонов Х. О., Меражова Ш. Б. 

 

Бухарский государственный университет,Бухара, Узбекистан 

shsharipova@mail.ru  

 

В работах [1] - [2] в различных областях рассматривались эллиптические системы 

уравнений (система уравнений типа Бицадзе): 











02

02

yyxyxx

yyxyxx

vuv

uvu
 

В комплексных переменных iyxz  эта система имеет вид:  
0zzW  где 

).y,x(iv)y,x(uW   

Как известно ([1]), для таких систем «задача типа Дирихле» (даже в круге) некорректно 

поставлена. 

В области }y,x/)y;x{(D 100    рассмотрим следующую систему уравне-

ний:  












),y,x(fu)y(u)y(vyuv

)y,x(fu)y(u)y(uyvu

yyy
m

xyxx

yyy
m

xyxx

222

111

2

2




                          (1) 

где, )D(C)y(),y(),y(),y(,m 1
21210     

      .,i,my)y( i
m 2102 1

1        (*) 

Система (1) в области D является эллиптической системой типа Бицадзе [1]. 

Начально-краевая задача: Найти  в области D  решения системы (1), удовлетворяю-

щие условиям:  

),(),(),0(),0(

,0)0,()0,(

yvyuyvyu

xvxu

 


                      (2) 

Замечание: Если 0m , то кроме условия (2) еще задаются начальные условия: 

,0)0,()0,(  xvxu yy    ].,0[ x    )'2(  

Теорема: Пусть )(, '

221 DWff   и выполнены условия (*) для коэффициентов системы 

(1), кроме того    ,0)(1 y  ,0)(2 y 10  y , тогда существует и при том единственное 

решение «начально-краевой задачи» (1) - (2) из пространства С. Л. Соболева  ).(2

2 DW  

 Доказательство существования и единственности решения задачи получено примене-

нием метода Галеркина и априорных оценок. 

Литература 
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УДК 517.956.6 

НЕЛОКАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОГО УРАВНЕНИЯ  

СМЕШАННОГО ТИПА 

NONLOCAL PROBLEM FOR AN EQUATION OF MIXED TYPE 
 

Репин О.А. 

 

Самарский государственный экономический университет 

matstat@mail.ru 

 

Рассмотрим уравнение 

                                        1
2

1
,0)(   yxyyxx UUyUxU                              (1) 

в области  , ограниченной при 0,0  yx  кривой Жордана    c концами в точках  

)1,0(),0,1( BA  и отрезком )10,0(  yxOB , а при  0,0  yx характеристиками уравнения 

(1) 1:,0:  yxACyxOC . 

Пусть     )(;0,0,0,0 021 xyxyx  - точка пересечения характери-

стик уравнения (1), выходящих из точек )1,0()0,( x с характеристикой OC . 

Задача. Найти функцию ),( yxU , удовлетворяющую следующим условиям: 

1) ),( yxU является решением уравнения (1) в области  ; 

2) )()((),( 21

21  CCCyxU ; 

3) ),( yxU удовлетворяет краевым условиям  

,10),();0(,0),(/),( 1  yyyUlssyxU   

 
1 3 1

0
12 2 2

00 0
0 0

a, , a a , , a

y
y

A( I ( t ) u ( t ) ( x ) B I ( t ) ( y ) U ( t, y ) ( x ) g( x ),lim


 
    


 

 

 
   
 
 

 

.10  x  

Здесь )(),(),( 1 xgys  - заданные достаточно гладкие функции, a действительный па-

раметр: CBAa ,,;
2

3

2

1
  - некоторые константы,   )(

,,
0

xfI
n

 - обобщенный опера-

тор дробного интегро-дифференцирования в смысле М. Сайго. 

Доказана однозначная разрешимость исследуемой задачи. 
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УДК 517.946 

СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ ТРИКОМИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 

ГЕЛЛЕРСТЕДТА 

SOLUTIONS PROPERTIES OF TRICOMI PROBLEM FOR 

GELLERSTEDT EQUATION 
 

Роговой А.В. 

 

Южно-Казахстанский гуманитарный институт им. М.Сапарбаева 

Казахстан, Шымкент 

rog2005@list.ru 

 

В конечной области 2R , ограниченной при 0y  - характеристиками 

  0
2

2
:

2/)2(





m
y

m
xAC  и   1

2

2
:

2/)2(





m
y

m
xBC   уравнения Геллер-

стедта 

),(sgn yxfuuyy yyxx
m

 ,                                  (1) 

а при 0y  - кривой 



































   ,

4

1

2

2

2

1
:),( 2

2
2/)2(

2
my

m
xyx , 

рассматривается задача Трикоми: найти решение уравнения (1), удовлетворяющее 

краевому условию 

0| ACu


, 

так чтобы были выполнены следующие условия «склеивания» решения на линии изме-

нения типа уравнения  0y : 

)0,()0,(  xuxu ,   )0,()0,(  xuxu yy , 10  x . 

По числу   определим следующее число 

 2arcctg ,  0 . 

Будем говорить, что функция ),( yxh  принадлежит классу   ,
,BA

C  тогда и только то-

гда, когда функция   Cyxhxx ),(|1|  .   

Назовем n -регулярным решением задачи Трикоми решение принадлежащее классу 

     
 0,

,
2),(

n
BA

CCCyxu . 

Введем следующие обозначения 

                )()0,( xxu  ,                               (2) 

              )()0,( xxu y  .                                    (3) 

Решая задачу Коши-Гурса в гиперболической части области и краевую задачу в эллип-

тической части области, применяя преобразование Меллина 






0

1 )()( dxxfxsF s
, 

а также исследуя взаимосвязь функций (2) и (3) и их образов при преобразовании Мелли-

на со свойствами решений задачи Трикоми, доказана следующая теорема. 
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Теорема 1  Необходимым и достаточным условием 











2m

m
n - регулярности реше-

ния задачи Трикоми для уравнения Геллерстедта является необращение функции  

 
 

0

)(cos

)(cos

2

1
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m
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в нуль на промежутке 

 ,2,1,
22







n
m

m
sn

m

m
. 

При 0  решение будет 











2m

m
n - регулярным для любого конечного n , a при 

    решение не будет 











2m

m
n - регулярным для любого n . При 

2


   решение 

будет 











2m

m
n  регулярным только для 1n . В случае, если решение не будет 













2m

m
n - регулярным – на правую часть уравнения Геллерстедта должны быть на-

ложены дополнительные условия. 

 

УДК 517.9 

УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ НЕАВТОНОМНЫХ 

СИСТЕМ ФДУ В ПРОСТРАНСТВЕ СОБОЛЕВА 

STABILITY OF SOLUTIONS OF LINEAR NON-AUTONOMOUS   FDE 

SYSTEMS IN SOBOLEV SPACE 
1

H  
 

Романовский  Р. К., Назарук Е. М. 

 

Омский государственный технический университет, Россия, Омск 

elmarnaz@mail.ru 

 

1. Работа примыкает к [1,2]. Рассматривается задача Коши  

      

1

1

2

0

[0,1]( ) [ ( , )] )    ( 1), E W (0,1) .N
sx t d T s t x t s t x                               (1)  

Здесь :[0,1] [1, ) ,N NT       [ ]sVar T  ,  T C  по ,   ,   (0, ) 0t T const T t  .  

 Функции E  абсолютно непрерывны, в частности, однозначно определяются дан-

ными ( ), (0)   . Будем отождествлять E  с вектором  Т[ , (0)] .   Определим ска-

лярное произведение в  Е  формулой   

1

1 2 2 1 2 1

0

, (0) (0).d           

ЛЕММА 1. Норма 
1

2,    топологически  эквивалентна стандартной норме в Е. 

Введем класс функций  1 1

2,
:[0, ) , WN

loc
x x   H .                               
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ТЕОРЕМА 1. Задача Коши (1) однозначно разрешима в классе  Н
1
. Ограничение реше-

ния на отрезок 
 
[ , 1]n n  дается формулой  

 
0

( ) ( ) ( ) (0), 0,1 , ,n n nx x n x d x n



            

где вектор  Т[ , (0)]n n nu x x   –  решение разностной задачи Коши      

                                                  1 0   ( 1),   ,n n nu u n u                                             (2) 

1 1

0

( ) ( ) ( )
,n n n n n

n

I A Г S B I A Г S

S I

    
   

 
 

0

( , ) ,nA T s n ds



       
1

(1, ) (1 , )nB T n T s n ds


        ,  

1

0

,S ds   

(1, ),nГ T n     I , I0 – единицы в 2[(0,1) ],N NL  . 

ЛЕММА 2.  Матрица n  задает  равномерно по  n  ограниченный, компактный опе-

ратор E E . 

2. Зададим эрмитов оператор E E  формулой  


1 2

2 0

F F S
F

SF F

 
  
 

,    1 2 2,  (0,1),F F End L    0

N NF  ,  F F
1 1

*
,     F F

0 0

*
. 

ЛЕММА 3. Если при некотором 0    

                             F 
0 0

I ,   F F F F    1

1 2 0 2

*
,I                                                   (3) 

то при некотором 0     EIF ,  EI diag I, I
0

( ) . 

3.  Будем говорить, что решение x=0 системы (1) экспоненциально устойчиво в 1

2W
 
–  

топологии, если это свойство имеет место для решения  0nu   разностного уравнения (2): 

для решений nu  задачи Коши (2) с любой E   

( )n m
n mu e u

  
     ( 0, , 0).n m const      

Зафиксируем  матрицу-функцию :  EnF End   со свойствами 

                                1 2

* ,   E En n nF F I F I        ( 0)k                                            (4) 

и эрмитову форму ( , ) , .nn F     Разностная производная  1( , ) ( , 1)nnu n u n     фор-

мы    вдоль траекторий системы (2) после подстановки 1n n nu u    и замены 1nu   

принимает вид 

( , ) ,nn G    ,     1

*
n n n n nG F F      . 

ТЕОРЕМА 2.  Для того, чтобы решение x = 0 системы  (1) было экспоненциально ус-

тойчиво в 1

2W
 
– топологии, необходимо и достаточно существование матрицы nF  клас-

са  (4) такой, что n EI   ( 0)G .                                                         

Литература 
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УДК 517.9 

МЕТОД ФУНКЦИЙ ЛЯПУНОВА ДЛЯ ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ 

РАЗНОСТНОЙ СИСТЕМЫ В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

METHOD OF LYAPUNOV FUNCTIONS FOR ALMOST PERIODIC 

DIFFERENCE SYSTEM IN HILBERT SPACE 
 

Романовский  Р. К., Троценко Г.А. 

 

Омский государственный технический университет, Россия, Омск 

galatr205@mail.ru 

 

1. В вышедшем в последние два десятилетия цикле работ группы сотрудников и аспи-

рантов ОмГТУ [1-5] построен вариант прямого метода Ляпунова для подклассов эволю-

ционных уравнений с почти периодическими коэффициентами,  в котором условие на 

производную функции Ляпунова вдоль траекторий системы существенно ослаблено по 

сравнению с общим случаем. В частности, в [2] получен результат такого типа для разно-

стной системы 

                                                       1n n nx x                                                             (1) 

в фазовом пространстве N  с почти периодической матрицей n  (здесь речь идет о раз-

ностной производной). Выполняемые в [2] построения существенно опираются на локаль-

ную компактность фазового пространства. В данной работе предпринята попытка перене-

сти результат из [2] на более общую ситуацию.                                                            

2. Пусть H   гильбертово пространство над полем , End H   множество линейных 

ограниченных операторов  H H , n   оператор- функция End H . Целое число  

T  называется    почти-периодом n , если  1n n , n    . Оператор-функция  

n  называется почти периодической, если для любого 0   существует относительно 

плотное на оси множество    почти-периодов: существует целое число    0l l    та-

кое, что любой отрезок  n,n l  содержит хотя бы один    почти-период. Рассмотрим 

разностное уравнение (1) в фазовом пространстве H  с почти периодической n . Будем 

говорить, что решение 0nx   уравнения (1) экспоненциально устойчиво, если   для любо-

го решения nx : H  верна оценка 

                                      
   n m

n mx e x n m



 

  .                                                (2) 

Зафиксируем оператор-функцию nF : End H  со свойствами 

                  0n n n nF F , F aI , a const , F      почти периодична.                         (3) 

Построим эрмитову форму 

  nx,n F x, x , x H   . 

Разностная производная формы   вдоль траекторий системы (1) дается формулой 

  1n n n n n nx,n G x, x , G F F 
     . 

Теорема. Пусть для уравнения (1) с почти периодическим оператором n  существу-

ет почти периодический оператор nF  со свойствами (3) такой, что 

                        0n kG , n , G bI     при некоторых 0k , b  .                         (4) 

Тогда решение 0nx     уравнения (1) экспоненциально устойчиво. 
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Замечание. Ранее в [2] в конечномерном случае NH   оценка (2) была получена, с 

использованием компактности единичной сферы в N , при несколько более слабых по 

сравнению с (4) требованиях на матрицу nG :  

0 0n n n nG , G x , x   на каждом решении 0nx  . 

Центральным местом в доказательстве является построение компакта  nE A S H , 

где  nA H оболочка почти периодической матрицы nA , S  единичная сфера в N , и 

непрерывного отображения  0f : E ,  ; вытекающая отсюда оценка 0 0min f    да-

ет подход к построению постоянной   в (2). 
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УДК 519.634 

МЕТОД ДЕКОМПОЗИЦИИ ОБЛАСТИ ДЛЯ МОДЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ 

ТЕОРИИ ТРЕЩИН С ВОЗМОЖНЫМ КОНТАКТОМ БЕРЕГОВ

 

DOMAIN DECOMPOSITION METHOD FOR A MODEL CRACK 

PROBLEM WITH A POSSIBLE CONTACT OF CRACK FACES 
 

Рудой Е.М.* 

 

* Институт гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО РАН,  

Россия, Новосибирск 

Новосибирский государственный университет, Россия, Новосибирск 

rem@hydro.nsc.ru 

 

В работе рассматривается скалярное уравнение Пуассона в области с разрезом, на бере-

гах которого заданы условия одностороннего ограничения. Предложен итерационный ме-

тод решения задачи. Метод основан на декомпозиции области и алгоритме Удзавы на-

хождния седловой точки Лагранжиана. Для построения алгоритма исходная область раз-

бивается на две подобласти, в каждой из которых на каждом итерационном шаге решается 

линейная задача для уравнения Пуассона. Решения для каждой области связываются меж-

ду собой двумя множителями Лагранжа: один обеспечивает “склеивание решений”, а вто-

                                                           

 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект номер) 

mailto:rem@hydro.nsc.ru


256 

 

рой – выполнение условия одностороннего ограничения. Приведены примеры численного 

решения задачи. 

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента РФ (МД-3123.2015.1). 
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ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ЛАПЛАСА, СТРУНЫ  

И СМЕШАННОГО ТИПА 

INVERSE PROBLEMS FOR THE LAPLACE EQUATION, STRINGS 

AND MIXED TYPES 
 

Сабитов К.Б. 
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Россия, Стерлитамак 

sabitov_fmf@mail.ru 

 

Обратные задачи разного плана для классических уравнений математической физики 

изучены достаточно полно; усилиями многих математиков создана теория обратных задач 

(см. книги [1–9] и приведенную там обширную библиографию). 

В связи с изучением обратной задачи по определению правой части уравнения смешан-

ного типа, например, известного уравнения Лаврентьева-Бицадзе 

),()(sgn yxuyu yyxx      (1) 

в прямоугольной области },0|),{(   ylxyxG , где 










,0,)()(),(

,0,)()(),(
),(

222

111

yygxfyx

yygxfyx
yx  

возникает необходимость исследования обратной задачи по отысканию правых частей 

уравнения Лапласа ),(1 yxuu yyxx   в области }0{  yGG  и уравнения струны 

),(2 yxuu yyxx   в области }0{  yGG . Ранее в наших работах [10–12] были изу-

чены обратные задачи для уравнения (1) при 1)()( 21  ygyg , )()()( 21 xfxfxf   и 

)()( 21 xfxf  . 

После просмотра указанных выше монографий, особенно книг [7, гл. IV], [9, гл. 9], ста-

ло ясно, что обратные задачи по отысканию правой части уравнений Лапласа и струны 

практически не исследованы. 

В связи с чем первая часть доклада посвящена обратным задачам по отысканию правой 

части уравнения (1) в прямоугольной области G . 

В п. 1.1 рассмотрен случай, когда 1)(1 yg  и неизвестными являются функции ),( yxu  

и )(1 xf . Здесь доказаны теоремы единственности, существования и устойчивости реше-

ния. Решение построено в виде сумм ортогональных рядов. 

В п. 1.2 изучен случай, когда 1)(1 yg  и неизвестными также являются функции 

),( yxu  и )(1 xf . Установлен критерий единственности решения поставленной обратной 

задачи. Аналогично п. 1.1 доказаны теоремы существования и устойчивости решения по-

ставленной обратной задачи. 

В п. 1.3 изучается обратная задача, в которой неизвестными являются функции ),( yxu  

и )(1 yg . Относительно функции )(1 yg  получено интегральное уравнение Фредгольма 

второго рода, из которого при определенных условиях на данные следует однозначная 

разрешимость обратной задачи. 
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Во второй части доклада будут представлены результаты по изучению обратных задач, 

аналогичных первой части, для уравнения (1) в области гиперболичности, т.е. в G . 

Третья часть доклада посвящена обратной задаче для уравнения (1) в области G . 

В п. 3.1 рассмотрен случай, когда )(1 yg  и )(2 yg  известные функции и неизвестными 

являются функции ),( yxu  и )()()( 21 xfxfxf  . 

В п. 3.2 рассмотрен случай, когда )(1 yg  и )(2 yg  остаются известными, а неизвестными 

являются функции ),( yxu  и )(1 xf  и )(2 xf . 

В пунктах 3.1 и 3.2 установлены критерии единственности решения. Решение построе-

но в виде сумм ортогональных рядов. При обосновании равномерной сходимости рядов 

возникает проблема малых знаменателей. 

В п. 3.3 рассмотрен случай, когда )(1 xf  и )(2 xf  являются известными, а неизвестными 

остаются ),( yxu , )(1 yg  и )(2 yg . 
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Марковской называется последовательность, случайных величин, ( )x t  ( 0,1,2,...)t , у 

которых при известном настоящем 0( )x t прошлое 0{ ( ) | }x t t t и будущее  0{ ( ) | }x t t t  

стохастически независимы. В случае, когда время  t   и общее множество  C   значений 

случайных переменных  ( )x t   конечно или счетно  марковское свойство выражается в 

том, что совместные распределения конечных семейств  0{ ( ) | }x t t t   задаются 

произведениями матриц, составленных из начальных и переходных вероятностей. Если 

переходные вероятности не зависят от  t , то марковская последовательность называется 

однородной. Связи между переходными вероятностями в общем случае описываются сис-

темами дифференциальных и операторных уравнений. В дискретном случае используются 

разностные уравнения. Рассматриваются различные группировки множества  C ,  число-

вые характеристики групп и серий их появления в реализациях процесса. Особый интерес 

представляют числа серий данного типа и максимумы их длин, которые тесно связаны с 

критическими значениями параметров рассматриваемого процесса. Экстремальные 

значения таких характеристик могут быть использованы для прогнозирования различных 

катаклизмов. Возможность прогнозировать процесс является одним из самых важных 

свойств марковских моделей. При удачном выборе модели краткосрочные марковские 

прогнозы оправдываются. 

Благодаря абстрактному смыслу понятий значение и момент марковская модель может 

достаточно адекватно описывать широкий круг явлений и процессов любой природы. В 

докладе рассматриваются марковские последовательности с малыми числами значений, 

для которых можно получать точные формулы рассматриваемых распределений и их мо-

ментов. Выделяются результаты для последовательностей с 2,3,4  значениями и некото-

рые их применения. Они позволяют моделировать динамику одной или дух выбранных 

характеристик рассматриваемого процесса, разделив их изменения на два класса по нуж-

ному признаку (например, значительные и незначительные). Такое огрубление часто по-

зволяет достаточно адекватно описывать динамику процесса. Приводятся точные форму-

лы для стационарного распределения и оценки времени его достижения. Описывается мо-

делирование структуры трещин и динамики волнового фронта. 
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Одним из приближенных методов решения уравнения Больцмана является моментный 

метод. Моментные методы отличаются друг от друга выбором различных систем базис-

ных функций. Например,  Грэд [1], [2] при получении моментной системы для однородно-

го уравнения Больцмана раскладывал функцию распределения частиц по полиномам Эр-

мита около локального максвелловского распределения. Грэд пользовался декартовыми 

координатами скоростей и моментная система Грэда содержала в качестве коэффициентов 

такие неизвестные гидродинамические характеристики, как плотность, температура, сред-

нюю скорость и др. В [3] нами получена моментная система, отличающаяся от системы 

уравнений Грэда. При этом мы пользовались сферическими координатами скоростей и 

разлагали функцию распределения в ряд по собственным функциям линеаризованного 

оператора столкновений [4], [5], являющимся произведением полиномов Сонина и сфери-

ческих функций. Коэффициенты разложения, моменты функции распределения, опреде-

лялись иначе, чем  у Грэда. Полученная система уравнений, соответствующая частичной 

сумме ряда, которую мы называли системой моментных уравнений Больцмана, является 

нелинейной гиперболической системой относительно моментов функции распределения 

частиц. Дифференциальная часть полученной системы является линейной, а нелинейность 

входит как квадратичные формы моментов функции распределения. Квадратичные формы 

– моменты нелинейного интеграла столкновений – вычислены в работе [6] и выражаются 

через коэффициенты Тальми [7] и Клебша-Гордона [8]. 

В [3] аппроксимировано однородное граничное условие для функции распределения 

частиц и доказана корректность начально-краевой задачи для нестационарной нелинейной 

системы моментных уравнений Больцмана в трехмерной области. Более точно, доказано 

существование единственного обобщенного решения начально-краевой задачи для систе-

мы моментных уравнений Больцмана в пространстве функций, непрерывных по времени и 

суммируемых в квадрате по пространственным переменным. 

В данной работе приведем аппроксимацию микроскопического граничного условия 

Максвелла, когда часть молекул отражается от поверхности зеркально, а часть – диффузно 

с максвелловским распределением. Граничное условие задано в виде интегрального соот-

ношения между падающими на границу частиц и отраженными от границы частиц (при 

условии, что известна вероятность того, что частица, падающая на границу со скоростью  

 отлетит со скоростью ). 

При этом граничные условия для системы моментных уравнений Больцмана зависят от 

четности или нечетности приближения [9]. Изучены вопросы корректности начально-

краевой задачи для шестимоментной системы уравнений Больцмана в пространстве функ-
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ции непрерывных по времени и суммируемых в квадрате по пространственному перемен-

ному.  
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Пусть zD  двусвязная бесконечная область в плоскости ,iyxz   ограниченная дву-

мя простыми замкнутыми конечными контурами .L,L zz 10  Будем искать форму этой об-

ласти zD  и аналитическую в ней функцию )z(w , если на границе области 10 zzz LLL   

значения )z(w заданы в виде функции )x(i)x(w   при 0zLz и функции 

)y(i)y(w    при 1zLz  следующим образом  

)(,Lz,,j,dyc),y(i)y(w

)(,Lz,,j,bxa),x(i)x(w

zjj

zjj

221

121

111

000








 

здесь d,c,b,a заданные числа. Допустим, что каждая из введенных функций (1), (2) в 

плоскости  iw   задает конечный простой замкнутый контур ,,j,Lwj 21  причем 

0wL охватывает контур ,Lw1  который определяется (2), и указанные контуры не имеют 

общих точек. Это означает, что функции (1) при ax  и при bx  имеют одинаковые зна-

чения, как и (2) при cy  и .dy   Эта задача является обобщением известных обратных 

краевых задач [1]. Будем считать, что функции (1) и (2) удовлетворяют условию Гельдера. 

Контур  10 www LLL   является границей области ,Dw  заключенной между кривыми 
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0wL  и ,Lw1  а функция )z(ww   конформно отображает область zD  на .wD  Примем, 

что ,Dw,w)(w w 00 а обратная к )z(ww   функция )w(zz   в 0ww   имеет простой 

полюс. Для граничных значений функции )w(zz   по (1) и (2) имеем 

    )(,Lw,dyc,wy)w(zIm;Lw,bxa,wx)w(zRe ww 310   

   wy,wx  - функции, обратные соответственно (1) и (2). Тем самым мы приходим к сме-

шанной краевой задаче для нахождения аналитической в области wD  функции )w(z  

имеющей простой полюс .Dw w0  Чтобы получить формулы для решения полученной 

задачи, отобразим область wD  конформно на кольцо 1  ||q   в плоскости 

  200  ,r,er i  функцией )(ww * так, чтобы кривой 0wL  отвечала окруж-

ность ,* 1  контуру 1wL - окружность ,q*   точка wDw 0 перешла в точку 

.q, ** 100    Краевое условие (3) примет вид 

)(.),(y)]qe(w[zIm),(x)]e(w[zRe ii 42010   

Обозначив )](w[z)(F **    и точку границы кольца 1  ||q   через iet  или 

,,qet i  20   краевое условие (4) запишем  так 

)(),t(c)]t(FeRe[ i 5 

 

где 

)(.),(y)qe(c),(x)e(c,)qe(,)e( iiii 620
2

0 10   

Таким образом мы пришли к  краевой задаче Гильберта для функции )],(w[z)(F     

имеющей простой полюс в точке 
0 , областью определения которой является .||q 1    

Для решения задачи  заданной условиями (5)-(6) можно воспользоваться результатами ра-

боты [2]. Искомая функция )](w[z   здесь выражается через оператор Шварца для коль-

ца [3]. 

В работе предлагается и другой метод решения задачи (5)-(6) в более общей постанов-

ке, аналогичной постановке внешней задачи Ф.Д.Гахова, когда вначале находится реше-

ние соответствующей однородной задачи в классе функций, имеющих простой полюс в 
*
0  и простой нуль в точке .pq,p* 1 Это решение содержит две произвольные 

постоянные. Полученные в ходе вычисления этой задачи функции и формулы были ис-

пользованы для решения внутренней задачи, когда область zD  является конечной. Полу-

чены условия однолистности контуров 0zL  и 1zL  области .Dz  
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Возможные постановки классической задачи рассматривались многими математиками: 

в работах Н.С. Бахвалова [1], Л.В. Войтишек [2], С.Л. Соболева [4]. 

В данной работе строятся кубатурные формулы с переменным шагом интегрирования 

для произвольной области интегрирования Ω с кусочно-гладкой границей, используя 

идею из монографии Ц.Б. Шойнжурова ([5], стр.188-192) и схемы из работ С.Н. Бахвалова 

[1] и Л.В. Войтишек [2] по теории кубатурных формул. 

Пусть область   с кусочно-гладкой границей разбита на k  частей , 1, 2, ,j j k  .   

Введем класс функций
1B : 
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Искомый функционал (1) построен. 

Особенность этого функционала заключается в том, что он аннулирует точечные функ-

ционалы по малым участкам    1 2
,j jt t 

 
 и заменяет их функционалами с шагами 

jh . 

 Рассмотрим интеграл и квадратурную формулу 
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В результате преобразований получаем  
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                                  (3) 

Общее решение этого уравнения зависит от двух произвольных постоянных 0C  и 1C . 
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Решение уравнения (3) принимает вид:  
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                     (4) 

Теорема 2. Если m

Ff B W  ,  x t  - непрерывная дифференцируемая функция, 

 0 0   и  1 1   и  t t x  обратная функция к      , 0 0, 1 1t t t    и 
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  - квадра-

турная формула с остаточным членом      
1

1

0

0

1
' 1 ,

m

n
R t B F t dt o

N
 



         

то при N   асимптотически оптимальное распределение узлов x  формулы (2) вы-

ражается формулой (4). 

Формула (3) дает равенство оценок погрешностей  на элементарных отрезках интегри-

рования при оптимальном распределении узлов. 

Такой подход позволяет оценить функционалы погрешности на малых участках, в этом 

заключается отличие от работы Л.В. Войтишек [2]. 
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При исследовании моделей тундровых популяций и сообществ получен тип разностных 

уравнений, для которых при определенном сценарии изменения параметров последова-

тельно возникают зоны стабильности с устойчивыми циклами и их периоды изменяются в 

порядке натурального ряда, а зоны стабильности отделены друг от друга переходными 

зонами с более сложными режимами [1, 2]. 

В качестве некоторого приближения к полученной упрощенной модели рассмотрено 

уравнение вида:  
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Рис. 1. Результаты ВЭ – зависимость траекторий модели от величины 1-d. Верти-

кальное сечение графика при выбранном значении d – точки траектории 

 

Для такой функции были проведены вычислительные эксперименты (ВЭ) (при r>>1)   

[1]. Характер динамических режимов исследовался при изменении параметра d от 1 до 0. 

На рис.1 можно выделить зоны стабильности, которые отделены переходными зонами со 

сложными режимами (черные вертикальные полосы). Внутри зон стабильности период 

траекторий постоянный, при переходе от одной зоны стабильности к другой период изме-

няется в порядке натурального ряда. В каждой из переходных зон существуют периодиче-

ские траектории с периодом большим любого наперед заданного натурального числа. При 

этом «ширину» переходных зон можно сделать как угодно малой при стремлении пара-

метра r к бесконечности. Для исследования переходных зон выбрано «треугольное ото-

бражение»  и треугольное отображение дополненное «ступенькой» (ТОСТ):   dX t 1   

при BX t  ,   ttt XXFX  5,0211
при BX t  .   Для ТОСТ получены формулы 

для определения координат точек, формирующих периодические траектории.  Проведено 

исследование  «первой переходной зоны», возникающей при уменьшении параметра d по-

сле возникновения цикла периода 2. При этом используется процедура последовательного 

рассмотрения циклов со все большими величинами периодов. Расчеты показали, что меж-

ду циклами периодов 4 и 6 возникают все четные циклы (эту область обозначим ОПЦ)). 

Для циклов, период которых не превышает 18  имеем следующую последовательность [2]: 

2, 4 , 8, 16, 12, 16, 18, 14, 18, 10, 18, 14, 18, 16, 6, а для циклов не превышающих 28:  2, 4, 8, 

16, 24 ( 3*8), 28 (7*4), 20 (5*4), 28, 12 (3*4), 24 , 28, 20, 28, 24, 28, 16, 28, 24, 28, 20, 28, 24, 

28, 26 (13*2), 22 (11*2), 26, 18 (9*2), 26, 22, 26, 14 (7*2),28, 26, 22, 26, 18, 26, 22, 26, 28, 24, 

28, 10 (5*2), 20 ,  28, 24, 28, 26, 22, 26, 28, 18, 28, 26, 22, 26, 28, 24, 28, 26, 14, 28, 26, 28, 24, 

28, 26, 22, 26, 28, 18, 28, 26, 22, 26, 28, 24, 28, 20, 28, 24, 28, 26, 28,16, 28, 26, 28, 24, 28, 20, 

28, 24, 28, 26, 22, 26, 28, 6 (3*2). Здесь жирным шрифтом (в скобках) отмечены сомножи-

тели, формирующие данный период. Чертой объединены соседние циклы, для которых 

выполняются условия следующего утверждения. Если в ОПЦ возник цикл определенного 

периода n, то непосредственно за ним возникают циклы с периодом n*2
m
,(m = 1, 2, 3… ), а 

непосредственно перед ним не может быть циклов с таким периодом. Кроме того, при 

расчете последовательностей получен еще ряд соотношений: в ОПЦ разность в периодах 

соседних циклов не может равняться 6; в последовательности, левее цикла периода 10,  
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разность в периодах соседних циклов не может равняться 10.  Такого типа утверждения 

могут быть продолжены (для 12, 14 и т.д.).  

Разрешенными являются разности  2
m
, (m =1, 2, 3… ).                              
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Возможности количественного описания экологических объектов многократно возрос-

ли с появлением системной динамики Дж. Форрестера, с возможностью создавать под-

робные имитационные модели в диалоге с экспертами, и тем самым устранить претензии 

биологов об излишне упрошенном описании, предъявляемые к докомпьютерным (анали-

тическим) моделям. Но эффективность такого подхода сдерживают такие его особенно-

сти, как ограничение численными расчетами и детальность описания, перерастающая  в 

«необозримость» модели, в силу этого имитационная модель, в которой каждый блок вы-

верен со специалистами, не может гарантировать успех моделирования. Для сохранения 

междисциплинарных достоинств имитационных подходов и устранения их недостатков 

предлагается их использовать в рамках комплексных исследований (КОИС), включающих 

в себя полный набор операций – от сбора, отбора, анализа и переработка исходной (био-

логической) информации, до формирования имитационной системы – набора взаимосвя-

занных моделей разной степени детализации. 

 В такой набор моделей, кроме детальных имитационных, должны входить и сопря-

женные с ними упрощенные модели, имеющие небольшое количество переменных, до-

пускающие проведение подробного портретного исследования. Упрощенные модели по-

зволяют настраивать детальные модели на соответствующие режимы, а также выдвинуть 

гипотезы о ведущих механизмах изучаемого явления.  

Цель комплексных исследований – помочь сформировать представление об изучаемом 

объекте, максимально снять алгоритмические проблемы, создать возможности для широ-

кого использования неформальных (интуитивных) методов, провести согласованное объе-

динение этапов формирования и анализа свойств набора моделей с генерированием на их 

основе гипотез о ведущих механизмах изучаемого явления. 

Метод КОИС сформировался в процессе моделирования тундрового сообщества [1-4]. 

Построен набор взаимодополняющих моделей тундровых популяций и сообществ для 

описания динамики численности тундровых животных. Основа набора – имитационная 

модель «растительность-лемминги-песцы» (РЛП), построенная с использованием экс-
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пертно оцененных зависимостей, учитывающая сезонные изменения параметров. Была 

обоснована возможность использования в качестве упрощенной модели одномерного раз-

ностного уравнения, связывающего численности леммингов (ведущего блока в модели 

РЛП) в двух соседних годах. Наличие таких разностных уравнений позволило определить 

в исходной имитационной модели области параметров, обеспечивающие динамические 

режимы изменения численностей популяций близкие к наблюдаемым в природе, а также 

сформулировать гипотезы о ведущих механизмах, определяющих колебания численности 

тундровых животных  – выделены два ведущих безразмерных показателя: относительная 

скорость прироста популяции и доля гарантированно выживших зверьков. На основе ана-

лиза результатов вычислительных экспериментов удалось сформулировать и решить «об-

ратную имитационную задачу». Она состоит во введении таких дополнительных предпо-

ложений, которые позволили получить формулы, связывающие параметры исходной мо-

дели сообщества с параметрами разностного уравнения. Такой переход основан на том, 

что в конкретный временной отрезок (сезон), изменение соответствующих переменных 

происходит в сравнительно узком диапазоне, что позволяет для этого диапазона осущест-

вить линеаризацию исходных (экспертных) функций. 

Использование метода КОИС при моделировании тундровых популяций и сообществ 

позволило реализовать идею об эффективности использования имитационных технологий 

для обоснования упрощенных уравнений, допускающих параметрические исследования. 

Был создан особый класс моделей, учитывающих сезонность [5, 6], а также тип разност-

ных уравнений, для которых при определенном сценарии изменения параметров последо-

вательно возникают зоны стабильности с устойчивыми циклами и их периоды изменяются 

в последовательности натурального ряда, а зоны стабильности отделены друг от друга пе-

реходными зонами с более сложными режимами [7]. Наличие предыдущего опыта моде-

лирования позволило перейти на другой уровень описания – использование индивидуаль-

но-ориентированных моделей [3, 4]. 
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Рассматривается  задача аналитического продолжения решения системы уравнений в 

области однородности среды, для монохроматического поля при отсутствие сторонние 

токи и сторонние заряды уравнения Максвелла                                       

HwirotE  ;     ErotH *

1 ,                                  (1) 

где  ,   - электромагнитные постоянные (диэлектрическая постоянная и магнитная 

проницаемость);  iw 1

*

1  - комплексная электропроводность, 1 - электропровод-

ность среды, обратная к ее удельному электрическому сопротивлению  , 



1

1  ,  

),,( 321 EEEE   и ),,( 321 HHHH   - напряженность электрического и магнитного полей,  

w  - частота электромагнитного колебания,  коэффициент k -волновое число среды:  зада-

ется выражением   
*

1

22  iwwiwk  . 

Рассматриваемая система эллиптическая, задача Коши для эллиптических уравнений неустой-

чива относительно малого изменения данных, т.е. некорректна [1]. В некорректных задачах теоре-

ма существования предполагается заданным априори. Более того, предполагается, что решение 

принадлежит некоторому заданному подмножеству функционального пространства, обычно ком-

пактному, ([2], с.4). Единственность решения следует из общей теоремы Холмгрена ([3], с.58). 

Задача 1. Известны  данные Коши решения системы (1) на поверхности  S :  

)()](),([ yfyEyn  ,  )()](),([ ygyHyn  , Sy .                    (2) 

По заданным )(yf  и  )(yg  на S  вычислить )(xЕ , )(xH , Dx .  

Задача 2. Пусть на S   заданы функции )(yf  и  )(yg .  Указать условия на )(yf  и  

)(yg   необходимые и достаточные для того, чтобы существовало решение системы (1) 

класса )()( SDCDA  , удовлетворяющее условию (2).  

Задача (1), (2) относится к числу некорректно поставленных задач. Ж.Адамар заметил, 

что решение задачи 1 неустойчиво. После установления единственности в теоретических 

исследованиях некорректных задач возникают важные вопросы получения  оценки ус-

ловной устойчивости и построения регуляризующих операторов.  
В 1926 г. Т.Карлеман ([2], с. 41) построил формулу, которая связывает значения ана-

литической функции комплексного переменного в точках области с ее значениями на 

куске границы этой области. На основе этой формулы в ([2], с.34) введено понятие функ-

ции Карлемана задача Коши для уравнения Лапласа и в  некоторых случаях указан спо-

соб ее построения. Конструкция функции Карлемана дает возможность в этих задачах 

построить регуляризацию и получить оценку условной устойчивости. Чаще всего в при-

ложениях вместо вектор-функций )(yf  и )(yg задаются на S  их приближения )(yf  и 
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)(yg  соответственно с заданным уклонением 0  и требуется по )(yf  и )(yg  по-

строить решение в точках области D   с заранее заданной точностью. Поскольку решение 

задачи неустойчиво, то построение приближенного решения невозможно.  

Для того, чтобы  построить устойчивое решение, необходимо сузить класс рассматри-

ваемых решений. Чаще всего это компакт в известных функциональных пространствах. 

Если известно число, характеризующее компакт (размеры компакта, которому принадле-

жат решения), то речь идёт о построении семейства вектор-функции 

),,,()(  gfxExE  ),,()(  gfxHxH   (регуляризация), зависящих от положи-

тельного параметра 0  (параметр регуляризации).  
Из  выше сказанного нам удалось построить матрицу Карлемана в явном виде  и на её основе 

регуляризованное решение задачи Коши и критерий разрешимости в специальной области. 
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 На комплексной плоскости С  рассмотрим уравнение вида 

    0 hzbwzwawz ,                                          (1)  

где ,2, yxz iwwwiyxz   а,b,h-
 
постоянные. Решение уравнения будем пони-

мать в обобщённом смысле И.Н. Векуа [1] . Будем искать решение уравнения, допускаю-

щих в любой конечной части плоскости  С ,  содержащие точки  ,, hzиz   полюсов, как 

у однозначных аналитических функций. 

Пусть  корень характеристического уравнения  

.0 hbea                                                          (2) 

Так как, функция  zbea  )( целая аналитическая функция на плоскости 

,zС  то уравнение (2) имеет бесконечное число решений. Если    - корень уравнения (2), 

то функция   zz  exp)(   является решением уравнения (1) и удовлетворяют условию  

                                             ).()( zehz h                                                          (3) 
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Тогда, любое решение уравнения (1), удовлетворяющее условию  (3)  представимо в 

виде    

),()( zehz h                                                          (4) 

где  )(z  однозначная аналитическая функция с периодом  h .         

Следовательно, в представление решения (1) ,в виде (4)  , )(z  мероморфная перио-

дическая функция. Полную характеристику множества периодов мероморфной функции 

даёт следующая теорема доказанная   Абелем и Якоби [ 2 ]:  

Все периоды мероморфной периодической функции являются целыми кратными одного 

периода   или сумой целых кратных двух периодов ,, 21   отношение которых  12 /   

имеет положительную мнимую часть. 

Периоды    и 21,  соответственно, называются примитивными (основными) пе-

риодами однопериодических и двоякопериодических мероморфных функций. 

Ещё, Якоби доказал что не существует отличной от константы мероморфной функции с   

3n     примитивными периодами. 

Утверждение 1. Пусть     корень уравнения (2). Тогда для существования решения 

(1)  с заданными полюсами как у мероморфной функции и удовлетворяющее условию (3), 

необходимо и достаточно, чтобы отклонение  h  можно было представить в виде: 

1)  ;0Re,...,210,   kkh    или 

2) mnmnh ,,0)/Im(, 1221   -целые числа. 

В первом случае решение получается с помощью  элементарных однопериодических  

функций. Во втором случае решение находятся посредством эллиптических функций, по-

строенных на периодах ].3[,0)/Im(,, 1221   

Утверждение 2. Если выполнено условия утверждение 1 и ,...2211 nnkkkh    

,`3n    то решение (1) представимо в виде   

,,)( constccezw z  
 

и когда    корень кратности m, то любая функция вида   

,)( zezp 
 

где )(zp - полином по z   степени  1m , также, является решением уравнения (1).  
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Рассмотрим уравнение Пулькина С.П. [1] 

0)(sgn 
x

k
uyuSu yyxx           (1) 

в прямоугольной области },0),({   ylxyxD , где 1k , 0 , 0  ─ 

заданные действительные числа. 

Задача Келдыша. Найти в области D  функцию ),( yxu , удовлетворяющую условиям: 

          ),()()(),( 21   DDCDCDCyxu     (2) 

,),(,0),(   DDyxyxSu                    (3) 

             ,,0),(   yylu                      (4) 

                 ,0),(),(),(),( lxxxuxxu       (5) 

где ,  ─ заданные достаточно гладкие функции, удовлетворяющие условиям 

0)()0()()0(  ll  , }.0{},0{   yDDyDD  

Данная работа является продолжением исследований автора [2], где изучена Дирихле 

для уравнения (1) в прямоугольной области D  при 10  k . 

В работах [1], [3, с.68] показано, что в случае задачи E  (т.е. задачи Келдыша) 

  yyux ,0),0( . 

Теорема 1. Если существует решение задачи (2) – (5), то оно единственно только и 

только тогда, когда при всех Nn  выполнены условия  

 

                 ,0cossin),,(   nnnn shchn    (6) 

где 
l

n
n


  , ,...,3,2,1n n  - n  - ый корень уравнения .0)(

2

1  nkJ   

Лемма. Если qp~ , Nqp , , 1),( qp  и 2)44(
1

 rqdq
p

k , Nd  , 

1,...,1  qr , то существуют положительные постоянные 0C и Nn 0 , такие, что при всех 

0nn   справедлива оценка 

 neCn 0),,(  .                                (7) 

При выполнений оценки (7) при всех 0nn   и неравенства (6) при 0,1 nn   решение за-

дачи (2) – (5) определяется в виде суммы ряда Фурье 
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0

),()(),(
n

nn xXyuyxu                                (8) 

где  
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)()(

2

1
2

1

xJxxX nk

k

n 



 , 

)(tJ  - функция Бесселя первого рода, 


l

n
k

n dxxXxx

0

,)()(    
l

n
k

n dxxXxx

0

)()( . 

Теорема 2. Пусть функции ],0[)( 4 lCx  и ],0[)( 4 lCx   и 

,0)0()0()0()0()0()0(    0)()()()()()(  llllll   

и выполнена оценка (7) при всех 0nn  . Тогда если 0),,(  n  при всех 0,1 nn  , то 

существует единственное решение задачи (2) – (5) и это решение определяется рядом (8); 

если 0),,(  n  при некоторых 021 ,...,, nsssn h  , то задача (2) – (5) разрешима, ко-

гда выполняются условия hmm sssm ,...,,,0,0 21  . 
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Рассматривается задача Коши для уравнений Эйлера и условий Ренкина-Гюгонио на 

разрыве, линеаризованная на кусочно-постоянном решении с линией разрыва - плоско-

стью x=0. Искомыми являются возмущения гидродинамических параметров и формы 

ударной волны. 
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На основе полного решения задачи Коши в спектральных переменных рассмотрена за-

дача преломления плоских волн. Выведены формулы для угла преломления и коэффици-

ентов преломления, на основе которых произведены численные расчеты. Результаты 

сравниваются с предыдущими работами, в частности с классической работой [J.F. 

McKenzie, K.O. Westphal, Interaction of linear waves with oblique shock waves, Phys. Fluids 

11, 2350-2362 (1968)]. 

Выясняется, что большинство классических результатов требуют значительного уточ-

нения. В частности, существенно уточнена динамика коэффициентов преломления в зави-

симости от угла падения. Изучена зависимость коэффициентов преломления от предфрон-

тового числа Маха, опровергнуто так называемое анормальное усиление (abnormal 

amplification) коэффициентов преломления вблизи критических углов падения. 
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Одно из перспективных  направлений развития теории краевых задач связано с поста-

новкой и  исследованием  качественно новых неклассических задач, существенно расши-

ряющих возможности методов математического моделирования нелинейных динамиче-

ских процессов и систем самой различной природы. Как показано в [1], особое место  сре-

ди задач  подобного типа  занимают  нелокальные краевые задачи для нагруженных урав-

нений, которые  совершенно  естественно возникают  при математическом моделировании 

различных процессов и систем с распределенными параметрами, имеющих пространст-

венно-временную фрактальную организацию. 

В данной работе, следуя общей идее А.М. Нахушева и продолжая  ранее начатые ис-

следования [2], [3], решение задачи долгосрочного прогнозирования и регулирования 

уровня потока  грунтовой воды в водонасыщенных средах с фрактальной  структурой эк-

вивалентно сводится  к решению   начально-краевой задаче для дифференциального урав-

нения с частными производными для нагруженного уравнения параболического типа. 

Проведен качественный анализ аналитического метода исследования нагруженного   

дифференциального уравнения  одномерного  безнапорного фильтрационного течения. 

Особое внимание уделено вопросу поиска    нелокального  условия для модельного на-

груженного уравнения фильтрации, представляющего собой  интегральное соотношение  

между значениями искомой функции на границе области и внутри нее, возникающего в 

результате самоподобного  изменения  структуры   фильтрационного потока. Разработаны  

аналитические методы прогноза поведения нелинейного одномерного безнапорного тече-

ния , обнаруживающих самосогласованное стремление к критическим режимам. 
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В работе рассматривается система дифференциальных уравнений с запаздывающим ар-

гументом следующего вида [1]: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ,

( ) ( )

( ) ( )

s s w w w
w w wb w bw bw bw b bw

w w

s s b b b b
b b bw b wb wb wb w wb b

b b

i

w w wb

S t I td
S t m t S t m t S t

dt S t I t

S t I t S td
S t m t S t m t S t b t S t

dt S t I t K

d
I t m t

dt
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
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w bw bw bw b bw

w w

i i b b b
b b bw b wb wb wb w wb

b b

S t I t
I t m t I t

S t I t

S t I td
I t m t I t m t I t

dt S t I t


  


   








        

          

Данная система описывает распространение птичьего гриппа у перелетных птиц, мигри-

рующих между двумя территориями. Здесь ( )wS t  и ( )bS t  – численности здоровых птиц на 

зимней и летней территориях, ( )wI t  и ( )bI t  – численности зараженных птиц на зимней и 

летней территориях соответственно. Предполагается, что ( )wbm t , ( )bwm t  и ( )b t  – кусочно-

постоянные неотрицательные периодические функции, все параметры системы также не-

отрицательны. 

В [1] были получены условия на коэффициенты системы, при которых существует 

асимптотически устойчивое периодическое решение  ( ), ( ), ( ), ( )w b w bS t S t I t I t   

 * *( ), ( ),0,0w bS t S t , соответствующее здоровой особи. Мы получаем оценки скорости схо-

димости решений к указанному периодическому решению с использованием решения 

( )H t  специальной краевой задачи для дифференциального уравнения Ляпунова [2] 

*( ) ( ) , [0, ],

(0) ( ) 0.

d
H HA t A t H I t T

dt

H H T


    


  

 

Важно отметить, что нахождение решения данной краевой задачи является хорошо 

обусловленной задачей и не требует вычисления спектра матрицы монодромии [2]. 

Автор выражает глубокую благодарность профессору Г.В. Демиденко за постановку 

задачи и внимание к работе. 
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В промышленности актуальна проблема повышения срока эксплуатации деталей ма-

шин, особенно режущего инструмента, штамповой оснастки. 

В 1943 г. Б.Р. Лазаренко и Н.И. Лазаренко был предложен метод электроискрового ле-

гирования (ЭИЛ), который позволял упрочнять металлические поверхности токопроводя-

щими материалами. 

При ЭИЛ происходит взаимодействие катода (обрабатываемой детали) и анода (леги-

рующего инструмента). Для оптимизации метода ЭИЛ требуются численные расчеты 

температуры в поверхностном слое. 

В настоящей работе  рассматривается задача нагрева при ЭИЛ прямоугольного катода-

параллелепипеда 0Q  с рабочей поверхностью 0 , расположенного так, что:  

   3 3

0 3 3 0 3: , 1,2, 0 , : , 1,2, 0 .i i i iQ x R x a i a x x R x a i x             Ис-

точниками тепла являются поверхностный тепловой поток q 0  с плотностью W 0 , возник-

ший в результате электроискрового разряда, а также сильно разогретый жидкий металл, 

который в виде капель попадает с анода на рабочую поверхность 0 . Здесь 

),0,(),( 00 txqtxq  , ),( 21 xxx  , 0t - время. Далее будем говорить не о множестве капель, а 

об образованном ими слое ,Q  заключённом между основанием   и гладкой поверхно-

стью .S  

Рассматриваемая задача является нелинейной и определена в сложной трехмерной об-

ласти 0 0 ,Q Q  с изменением формы слоя после каждого электроискрового разряда. В 

работе строится нелинейная математическая модель определения температурного поля 

катода - с помощью нелинейного граничного условия, которое заменяет все уравнения те-

плового баланса в области Q .  

Получены результаты численного моделирования процесса остывания слоя, помещен-

ного на границу теплопроводящего полупространства с различными исходными данными. 

В качестве материала анода рассматривались различные тугоплавкие металлы: титан, 

вольфрам, тантал. Материалом катода-подложки считалось железо. 
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В работе исследуется однозначная разрешимость обратных  задач для систем нелиней-

ных параболических  уравнений и систем составного типа с данными Коши. Идентифици-

руемые коэффициенты в уравнениях зависят только от временной  переменной. В работах 

[1,2] представлены обратные задачи для линейных систем составного типа с неизвестны-

ми коэффициентами, также зависящими только от переменной t . 

Задача 1. В полосе [0; ] 1{( , ) | [0, ], }TП t x t T x E    рассматривается задача нахождения 

действительнозначных функций ( , )U t x , ( , )V t x  12 ( )b t , 21( )b t , удовлетворяющих системе 

уравнений 

 
1 12 1

21 2 2

( ) ( ) ( , ),

( ) ( ) ( , )

t xx

t xx

U U U b t V m t x

V V b t U V m t x





   


   
  

с начальными условиями  

 0 0 1(0, ) ( ), (0, ) ( ),U x U x V x V x x E     

и условиями переопределения 

1 2( ,0) ( ), ( ,0) ( ), [0, ],U t t V t t t T     

где 
2

1 1

0

( ) ( ) n

n

n

U a t U


 , 
2

2 2

0

( ) ( ) n

n

n

V a t V


 , ( ) [0, ]jia t C T , 1,2j  , 0,1,2i  . 

Задача 2. В полосе [0; ] 1{( , ) | [0, ], }TП t x t T x E    рассматривается задача нахождения 

действительнозначных функций ( , )U t x , ( , )V t x , 11( )b t , 12 ( )b t , 21( )b t 22 ( )b t , удовлетворяю-

щих системе уравнений 

 
1 11 12 1

2 21 22 2

( ) ( ) ( ) ( , ),

( ) ( ) ( ) ( , )

t xx x

t x

U U a t U b t U b t V m t x

V a t V b t U b t V m t x

    


   
  

с начальными условиями  
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0 0 1(0, ) ( ), (0, ) ( ),U x U x V x V x x E     

и условиями переопределения 

1 2

3 4

( ,0) ( ), ( ,0) ( ),

( ,0) ( ), ( ,0) ( ), [0, ],

U t t V t t

U t t V t t t T

 

 

 

  
 

Считаем, что 1( ) [0, ], 1,...,4,i t C T i   функции 0 ( )U x , 0 ( )V x  достаточно гладкие и ог-

раничены вместе со своими производными при 1x E ,  функции ( , )im t x , 1,2i  , непре-

рывные по переменной t , достаточно гладкие по переменной x  и ограничены вместе со 

своими производными по переменной x  в [0; ] 1{( , ) | [0, ], }TП t x t T x E   . 

Используя условия переопределения, обратные задачи приводятся к задачам Коши для 

систем нелинейных  нагруженных дифференциальных уравнений, которые не содержат 

неизвестных коэффициентов ( )ijb t , а содержат следы производных функций ( , )U t x , 

( , )V t x по пространственным переменным. Разрешимость полученных неклассических за-

дач следует из теоремы, представленной в работе [3].  

Существование и единственность решения представленных обратных задач установле-

на в классах гладких ограниченных функций в [0; ]TП . 
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Быстрые решения прямых задач могут служить основой для инверсии некоторых гео-

физических задач. Одним из современных и перспективных направлений является исполь-

зование параллельных вычислений на GPU. Для получения максимального выигрыша при 

использовании GPU необходимо организовать вычисления полностью параллельно, учи-

тывая GPU архитектуру. 
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Решение прямых задач электрического и электромагнитного каротажа с помощью  ко-

нечно-разностного или конечно-элементного методов приводит к большим разреженным  

системам линейных уравнений, которые достаточно часто решаются методами  сопряжён-

ных направлений. Без подходяшего предобуславливателя решение таких систем имеет 

медленную сходимость. 

В работе реализован алгоритм, предложенный нами в работе [1] для построения  парал-

лельного предобуславливателя, аппроксимирующего обратную матрицу. Необходимо  от-

метить, что данный алгоритм требует небольших затрат на построение предобуславли-

вающей  матрицы и организован полностью параллельно. 

Программы реализованы  на GPU с использованием технологии NVIDIA CUDA и 

функций линейной алгебры библиотеки CUBLAS. В результате получен выигрыш от 10 

до 50 раз по времени относительно последовательных вариантов программ в зависимости 

от размерности сеток и геофизических свойств  реальных моделей.  

Литература 

1. Labutun I.B.,   Surodina I.V. Algorithm for Sparse Approximate Inverse Preconditioners in 

ConjugatGradient Method //Reliable Computing (Interval Computations) Journal    

http://interval.louisiana.edu/reliable-computing-journal/tables-of-contents.html#Volume_18  

 

УДК 519.1 

ЗАДАЧИ НЕЧЕТКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ И ОБОБЩЕННЫЙ 

ПРИНЦИП ПРИНЦИПА ЗАДЕ 

THE GENERALIZED PRINCIPLE OF PRINCIPLE ZADEH AND 

PROBLEMS FUZZY PROGRAMMING 
 

Ph.D Т.Батзул*, Ц.Жаргалсайхан* 

 

*-Монгольский университет Науки и Технологии 

must1204@gmail.com 

 

Анотация: Используя распределение одной и  многомерной случайной величины по 

новому определены классы нечеткого множества с распределениями. В работе также 

обоснован принцип нахождения экстремума нечеткой числовой функции с дискретными 

распредлениями. Пусть ( )F t -функция распределения этой случайной величины X . Так 

же )( txP   -вероятность случайной величины X , причем   ;t , другими словами 

)()( txPtF  . Обозначим через ),( RG  класс функций принимающих значения из 

действительного числового множества, определенного на множестве G . В настоящей 

работы мы определим следуюшие определения нечеткого множества.  

Определение. Пусть A  нечеткое множество, определенное на G , и )(xA  обозначает 

функцию приднадлежности множества A . Кроме того, для любого элемента x  множества 

G  и функции  ,Ag G R  выполняется условия:  ( ) ( )A Ax P X g x   или  

))(()( xgFx AA  . Обозначим такой нечеткий класс множеств A  через )),(,,( RGXG  . 

Элементы класс нечетких множеств )),(,,( RGXG   назовем нечетким множеством 

( )F t -распределением , а класс )),(,,( RGXG   назовем классом начетких множеств с 

( )F t -распределением, определенном на множестве G . Именно ))(( xgF A  является 

характеристической функцией множества A . 

http://interval.louisiana.edu/reliable-computing-journal/tables-of-contents.html#Volume_18
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Кроме того, в этой работы мы рассматриваны следующие результаты.  

Теорем 1. Каждое нечеткое множество является элементом некоторого класса нечетких 

множеств с распределением. 

Определение 9. Пусть s некоторое положительное целое число, )....,(
~

21 kxxxf  и 

),...,(
~

1 kj xxf -нечеткие функции ( 1,j s ).  

1 2( , ,... ) 0

1,

j kf x x x

j s

 




                                                                               (1) 

Тогда рассмотрим задачу: найти экстремальное значение нечеткой функций 

)....,(
~

21 kxxxf  при условиях (1).  Назовем эту задачу задачей нечеткого программирования.  

Принцип. (Обобщненный Принцип принципа Заде). Пусть 1 2, ,..., np p p  -

положительные числа, и выполняется условия: 1 20 ... 1np p p     . Если  

распределение )(tF  случайной величины X  принимает значения из множества 

1 2{0, , ,..., ,1}np p p  то решение задача нечеткого программирования можно найти нутем 

объединения решении при ( ) 1F t   ба ( ) jF t p  ( 1,2,..,j s ) . 
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Система дифференциальных уравнений называется автоморфной относительно группы 

Ли, если все её решения находятся на орбите одного из них [1, § 25]. Пусть система диф-

ференциальных уравнений E  допускает конечномерную группу симметрий Ли G . Пере-

чень всех потенциально возможных типов автоморфных систем данной группы определя-

ется неравенствами: 

  ,1,0  ,  ,  },,min{},max{ 1 kddrrrndrn kkkkkkk   

где n  — размерность пространства независимых переменных, r  — размерность груп-

пы G , kr  — общий ранг k -го продолжения группы G , k  — размерность k -го продол-

жения пространства независимых и зависимых переменных, и kd  — размерность орбиты 

решения в k -ом продолжении пространства. 

Орбита всякого решения системы E  в продолженном пространстве может рассматри-

ваться как система дифференциальных уравнений. Для каждого решения системы E  су-

ществует такое 3k , что при 3kk  орбита будет вполне интегрируемой и в силу этого авто-

морфной системой дифференциальных уравнений [2]. 

Автоморфная система максимального ранга (т.е. та, у которой ранг nrd kkk 
333

 ) 

участвует в групповом расслоении [1, § 26]. А решения автоморфных систем меньшего 

ранга названы в [1, c. 336] дифференциально–инвариантными решениями. 

Для построения автоморфных систем используется теорема о представлении неособых 

инвариантных многообразий [1, § 25]. В силу этой теоремы уравнения орбиты в продол-

женном пространстве могут быть записаны в виде 0)(
3
 kJ , где 

3kJ  — универсальный 

инвариант группы порядка 3k . Требование полной интегрируемости накладывает условия 

на отображение  . Эти условия являются системой дифференциальных уравнений на 

отображение  , которая называется «разрешающей системой» [1, § 25]. Т.е. каждое ре-

шение «разрешающей системы» определяет некоторую автоморфную систему. 

В случае построения инвариантных решений (т.е. таких, у которых дефект инвариант-

ности 0
3

 ndk ) «разрешающая система» называется «подмоделью» [3]. Автоморф-

ная система в этом случае тривиальна. 

Во всех остальных случаях автоморфные системы являются системами дифференци-

альных уравнений, для интегрирования которых можно использовать результаты работы 

[4]. 

Для автоморфных систем нулевого ранга тривиальной оказывается «разрешающая сис-

тема».  

Приводятся примеры дифференциально–инвариантных решений. 

                                                           
* Работа выполнена при финансовой поддержке Совета по грантам Президента РФ для государственной 

поддержки ведущих научных школ (проект НШ-2133.2014.1).  
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Рассмотрим интегральное уравнение первого рода 

( ) ( , ) ( ) ( ), ,

b

a

Au s P s t u s ds f t c t d        (1) 

где 2 2( , ) ([ , ] [ , ]), ( ) [ , ], ( ) [ , ]P s t C a b c d u s L a b f t L c d     и ядро оператора 

( , )P s t  замкнуто. Предположим, что при 0( ) ( )f t f t  существует точное решение 0 ( )u s  

уравнения (1), которое принадлежит множеству 

 2( ) : ( ), '( ) [ , ], ( ) 0 .M u s u s u s L a b u a    

Пусть точное значение 0 ( )f t  нам не известно, а вместо него даны 2[ , ]f L c d   и 0   

такие, что 
2

0( ) ( ) .
L

f t f t    Требуется по ( ),f t   и M определить приближенное ре-

шение ( )u s  и оценить его уклонение от точного решения 0 ( )u s  в метрике пространства 

2[ , ]L a b . Введем операторы B  и C  такие, что  

 2( ) ( ) ( ) ; ( ), ( ) [ , ],

s

a

u s Bv s v d v s Bv s L a b     

2 2( ) ( ) ( , ) ( ) , ( , ) ( , ) ; ( ) [ , ], ( ) [ , ]

b s

a b

Cv s ABv s K s t v s ds K s t P t d v s L a b Cv s L c d       . 

Оператор C  заменим конечномерным оператором ,nC  для которого известна величина 

2

( ) ,n L

b a
h N t

n


  где ( ) max ( , ) ; [ , ],

a s b
N t P s t t c d

 
   определяемая соотношением 

.n nC C h   
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Для определения оператора 
nC  разобьем отрезок [ , ]a b  на n  равных частей и введем 

функции ( )iK t  и ( , )nK s t  формулами ( ) ( , ),i iK t K s t  где 
( )

, 0,1,..., 1.i

i b a
s a i n

n


     

1( , ) ( ); , [ , ], 0,1,..., 1.in i iK s t K t s s s t c d i n         (2) 

Используя (2), определим конечномерный оператор nC  формулой    

    ( ) ( , ) ( ) ; [ , ].

b

n n

a

C v s K s t v s ds t c d   

Для решения уравнения (1) воспользуемся методом регуляризации 

 
2 2

2inf ( ) ( ) [ ( )] : ( ) [ , ] , 0.

b

n

a

C v s f t v s ds v s L a b  
 

    
 

    (3) 

Вариационная задача (3) эквивалентна системе линейных алгебраических уравнений [1] 

    
1

0

; 0,1,2,..., 1,
n

ij i j j

i

b a
b v v g j n

n







       (4) 

где ( ) ( ) ,

d

jij i

c

b K t K t dt   а ( ) ( ) .

d

jj

c

b a
g K t f t dt

n



   

Решение системы (4) обозначим через ( ).iv


 Используя обобщенный принцип невязки, 

параметр регуляризации ( , , , )n nC f h   в системе (4) определим из уравнения 

 
1 1

2 2 2 21 1

,

0 0

( ) ( ) .

d n n

i i i nn

i ic

b a
K t v f t dt v h

n

 

 
 

 

     
     

      

      (5) 

Решение ( )
nhv s  задачи (4), (5) обозначим через  1( ) : ; 1,2,..., .

n
ih i iv s v s s s i n


      

Приближенное решение ( )
nhu s  уравнения (1) будет непрерывной, кусочно-линейной 

функцией, определяемой формулой  
( , , , )

( ) ( ) ( ) .n n

n n n

s
C f h

h h h

a

u s Bv s v d
 

        

Теорема 1. Пусть 0( ) ,u s M  а ( )
nhu s  определена формулой (10) и '

0,
( ) .nn

f u s h    

Тогда существует число 0r   такое, что 0( ) ( ) 2 ( 2 , ),
nh nu s u s rh r     где 

 
2

( , ) sup ( ) : ( ) , ( ) .rL
u

r u s u s M Au s      
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В работе изучается вопрос о разрешимости обратной задачи определения неизвестного 

коэффициента в итерированном уравнении параболического типа четвертого порядка, с   

интегральным условием переопределения. Прямые задачи для итерированного уравнения 

теплопроводности изучались в работах Ошурбекова Н.А., Попова С.В., Глушак А.В., Зе-

рагия П.К. В работе Мегралиева Я.Т. рассматривалась обратная задача для итерированно-

го уравнения с неизвестной правой частью с нелокальными условиями переопределения. 

Раннее в данной постановке обратная задача не рассматривалась. 

Обратная задача: найти функции ( , ), ( )u x t q t  связанные в прямоугольнике 

{( , ) : (0,1), (0, ), }Q x t x t T T    уравнением 

( ) ( , )tt xxt xxxxu au u q t u f x t     

Причем для функции u(x,t) должны выполняться граничные условия: 

0 1

0 1

(0, ) ( ), (1, ) ( ), (0, ),

(0, ) ( ), (1, ) ( ), (0, ),xx xx

u t t u t t t T

u t t u t t t T

 

 

  

  
 

начальные условия 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( ), [0,1],tu x u x u x u x x    

и условия переопределения 
1

0

( ) ( , ) ( ), [0,1].K x u x t dx t t   

Получены условия существования и единственности решения поставленной задачи. 
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Пусть  
nR  ограниченная область с гладкой границей S , )(0,= TQ  ,  

)(0,= TSST  . 

Рассмотрим уравнение смешанного типа 

).,(=)(),(),(=
1=

txfuxcutxauutxkLu t
i

x
i

x

n

i

tt                                      (1) 

где коэффициенты уравнения (1) являются достаточно гладкими функциями. 

Изучается следующая краевая задача: найти решение уравнения (1), удовлетворяющий 

условиям 

0
TS

u ,                                                                       (2) 

0=
0t

u , 0=|
0


P
tu , 0=| 

TP
tu  .                                                      (3) 

где 

},,0)(,:,0){(= 0>

0<0 xkxxP 

 
}.),(,:),{(= 0>

0<TxkxTxPT 

 

В данной работе рассматривается частный случай краевой задачи В.Н. Врагова [1], ко-

гда уравнение смешанного типа принадлежит гиперболическому типу вблизи нижнего ос-

нования и эллиптическому типу на верхнем основании цилиндрической области [2]. При 

этом получена оценка скорости сходимости модифицированного метода Галеркина. 

Оценка выражается через параметр регуляризации и собственные числа оператора Лапла-

са по пространственным переменным. Работа является продолжением статьи [3]. 
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Данная работа посвящена к построению решения  задачи Дирихле встречающаяся  при  

изучении  гомотопической  классификации  эллиптических  систем,  зависящих  от  пара-

метра [1]:  

.2,1,0
2

1









 



j
x

u

x
u

i i

i

j

j                                                   (1)
 

Эта  система  при  1    вырождается,  при 1    она  является  сильно связанной  

[2],  а  при     1    она  сильно  эллиптична  [3]. Построим  сначала общее  решение  

системы  (1) в  круге   1 zD  Вводя  в  рассмотрение  комплексную функцию  

ivuw     комплексного переменного  iyxz    и  комплексные  дифференцирования   
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z
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Здесь следует отметить, что   -действительный  параметр, если он был бы комплекс-

ный,  то  как  в [4]  с  помощью  преобразования ,arg

1

ieww  ,arg

1

iezz  не изменяя  

систему (2)  k   можно сделать действительным. Из  системы (2)      

)1)((' 2kzФ
z

w
k

z

w










, 

где  )(zФ -аналитическая  функция  класса )(,1 DC h
, отсюда  при 1k после  

некоторого  преобразования,  получим  общее  решение  системы  (2)  из  класса   )(,1 DC h

 
,  представленное  с  помощью  двух  произвольных аналитических  функций  

)(zФ   и  )(z  из  класса   :)(,1 DC h

    

  ).()()('1)( ,22
DCzzФzkФzФzzw h                                                   (3) 

Представление (3)  решений  системы (2)  используем  для  построения  решения  

задачи Дирихле  в  круге  для  этой  системы. т.е.  теперь  будем  искать  решение  системы 
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(2)  в случае  ,  когда  область  D, где  рассматривается  система,  есть круг  1z  и когда 

на его границе  1 z  заданы граничные условия   

.),(),,(Im),,(Re 21 Гyxyxfwyxfw                                                   (4) 

 Теорема. Общее  решение  системы  (2) класса   )(,2 DC h    в круге  1 zD    при    

1,0k представляется формулой (3) и решение задачи Дирихле (4) для этой системы  

определяется формулой (3), а аналитические функции )(),( zzФ  определяется 

формулами   
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Работа посвящена изучению связей между решениями систем обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений высокой размерности и уравнений с запаздывающим аргументом. 

Ранее (см., например, [1, 2] и обзорную статью [3]) были указаны широкие классы систем  

( , ), 1, n n

dx
A x F t x n

dt
 

для которых нахождение приближенного решения можно свести к решению скалярного 

уравнения с запаздывающим аргументом    

( )
( ) ( , ( )).      

dy t
y t g t y t

dt
    (1) 

В настоящей работе рассматривается система дифференциальных уравнений вида 
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( ) ( ) , 2, , 1,
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n

j

j j j j

n
n n n

dx n
g t x x x

dt

dx n n
x x x x j n

dt

dx n
x x x

dt

     (2) 

где 0  , 0  , ( , )g t u  непрерывна, ограничена и удовлетворяет условию Липшица по u . 

Системы такого вида возникают при моделировании многостадийного синтеза вещества. 

Опираясь на методы, предложенные Г.В. Демиденко, мы указываем условия на функции 

( ) j x , 1,..., 1 j n , при которых последняя компонента ( )nx t  решения системы (2) при 

1n  является приближенным решением уравнения (1) [4].  

Автор выражает глубокую благодарность профессору Г.В. Демиденко за постановку 

задачи и внимание к работе.  
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Исследование течения однородной слабосжимаемой жидкости в трещиновато-

пористых средах приводит [1, гл. 3, § 4] к дифференциальному уравнению в частных про-

изводных третьего порядка (модель двойной пористости Баренблатта–Желтова–Кочиной) 

   t xxt yyt zzt xx yy zzu u u u u u u       ,                                     (1) 

где   и   – положительные постоянные, зависящие от геометрических характеристик 

пласта (в частности, имеет место линейная зависимость   и   от проницаемости k ) и 
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свойств фильтрующейся жидкости. 

Трещины в горных породах в подавляющем большинстве расположены не хаотично, а 

по определенным системам, каждая из которых ориентирована в пространстве. К пара-

метрам горного пласта, существенно влияющим на фильтрационный поток, относится 

ориентация трещин в пространстве, порождающая анизотропию горного пласта и являю-

щаяся специфической характеристикой нефтяного коллектора. В горных пластах распро-

странена анизотропия связанная или с естественной слоистостью осадочных пород, или с 

развитой системой параллельных микротрещин, вызванных напряжениями в горной поро-

де. При этом если пласт характеризуется ярко выраженной анизотропией трещиноватой 

среды, то это порождает существенную неоднородность пласта по проницаемости. Так, 

например, в грозненских нижнемеловых залежах отмечается ярко выраженное вертикаль-

ное направление трещиноватости, которое порождает значительную неоднородность пла-

ста по проницаемости, поэтому фильтрационный поток в основном осуществляется [2, 

с. 85] «снизу – вверх». 

Для анизотропных пластов с выраженными горизонтальным и вертикальным направле-

ниями трещиноватости, модельное представление фильтрации Баренблатта–Желтова–

Кочиной принимает вид [1] 

   0 0t xxt yyt zzt xx yy zzu u u u u u u       ,                            (2) 

причем, в зависимости от направления трещиноватости, одни коэффициенты уравнения 

существенно меньше других. 

Если направление трещиноватости вертикальное, то, пренебрегая изменением фильт-

рационного потока в «горизонтальном» направлении (слагаемым  xxt yytu u  ), от урав-

нения (2) переходим к математической модели фильтрации в анизотропной трещиновато-

пористой среде, в которой фильтрационный поток в основном осуществляется «снизу – 

вверх»: 

 0 0t zzt zz xx yyu u u u u     ,                                             (3) 

в этом случае в «горизонтальном» направлении происходит [1, с. 109] беспрепятственный 

обмен жидкостью между блоками и трещинами. 

Если же направление трещиноватости горизонтальное, то, пренебрегая в (2) изменени-

ем фильтрационного потока в «вертикальном» направлении (слагаемым 0 zztu ), приходим 

к математической модели фильтрации в анизотропной трещиновато-пористой среде, в ко-

торой направление фильтрационного потока в основном «горизонтальное»: 

    0t xxt yyt xx yy zzu u u u u u      .                                      (4) 

В этом случае в «горизонтальном» направлении рассматриваемая среда не будет по 

своему макроскопическому поведению отличаться [3] от обычной пористой среды, что 

соответствует уменьшению размеров блоков и возрастанию плотности трещиноватости [4] 

в «горизонтальном» направлении. 

В докладе исследуются математические модели нестационарной фильтрации в изо-

тропных и, с ярко выраженной вертикальной или горизонтальной проницаемостью, анизо-

тропных трещиновато-пористых средах с нахождением в явном виде решения задачи Ко-

ши для уравнений (1), (3), (4). 
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В настоящее время расширяется круг рассматриваемых задач с неклассическим 

краевым условием для дифференциальных уравнений  в частных производных. Если 

вначале рассматривались задачи со смещением, задачи типа Бицадзе-Самарского и 

некоторые их обобщения, то в последнее время ставятся и исследуются задачи с 

интегральным условием. По постановке и методам исследования задач с интегральным 

условием, а также по их практической значимости публиковался ряд научных статей, 

среди которых следует отметить работы И. Коннона, Н.И. Ионкина, Н.И. Камынина, А.М. 

Нахушева, А.И. Кожанова, Л.С. Пулькиной и др. В настоящей работе сформулированы и 

исследованы две неклассические задачи с интегральным условием для следующего 

модельного уравнения смешанного типа  

   
1 1

1 1 0
2 2

xx tt tu sign x u sign x u     .                               (1) 

Пусть 0 1 2D D D D   ,   0 , : 0, 0D x t x t T    ,   1 , : 0 , 0D x t x l t T     ,   

    2 , : , / 2 0D x t x t T x T x        , а 0l const  , 0T const  . Уравнение (1) в 

области D  относится к параболо-гиперболическому типу, причем отрезок 0D  является 

линией изменения типа уравнения и  он не является характеристикой. 

Задача 1. Найти функцию        2,1 2

, 1 2, x tu x t C D C D C D   , удовлетворяющую 

уравнению (1) в области 0\D D  , условию склеивания    
0 0

lim , lim ,x x
x x

u x t u x t
 

 ,  0,t T  

и  краевым условиям      0,0u x x ,    0,x l ;                           

       1

0 0

, ,

l t

u x t dx q u l d t      ,      0,t T ;                  (2) 

                      
     , ,

2 2 2 2

d t t d t T t T
t u t u t

dt dt
  

    
     
   

,    0,t T , 

где  0 t ,  1 t ,  t ,  t ,  t ,  q t -заданные непрерывные функции, причем 
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   2 2 0t t   ,       0,t T ;                   0 1

0

0

l

x dx  . 

Задача 2.  Найти функцию  ,u x t , удовлетворяющую условиям задачи 1, когда  (2) 

заменено интегральным условием        1

0

, ,

l

u x t dx u l t t  ,     0,t T ,  причем  

   2 2 0t t   ,       0,t T ;              0 0 1

0

0

l

x dx l    . 

Доказано, что справедливы следующие теоремы: 

Теорема1. Пусть      1 3

0 0, 0,x C l C l   ,    0 0,x L l  ;    1

1 0,t C T    3 0,C T , 

   1 0,t L T  ,
 

         1 0 0 00 0 0 0 0l q          и выполнена одна из следующих 

групп условий: 

I.     0t t   ,  0,t T ;    
  

 t ,    1 0,t C T  ;         1

20, 0,t C T L T   ; 

II.     0t t   ,  0,t T ;  t ,    2 0,t C T  ,       20, 0,t C T C T   , 

   0,t L T   ,        
1

0 0 2 0 0 0 0   


      ;                                  

III.      0t t   ,  0,t T
 
;     t ,    1 0,t C T  ,           1

20, 0,t C T L T    . 

Тогда задача 1 имеет единственное решение. 

Теорема 2. Пусть       2

1 0, 0,t C T C T   ,     2 0,t L T     и выполнена одна из 

следующих групп условий: 

I.     0t t   ,  0,t T ;  t ,    1 0,t C T  ,      1

20, 0,t C T L T   ,  

     2

0 0, 0,x C l C l   ,      0 2 0,x L l  ; 

II.     0t t   ,  0,t T ;  t ,    2 0,t C T  ;      20, 0,t C T C T   , 

   0,t L T   ;      1 3

0 0, 0,x C l C l   ,     0 0,x L l  ;        
1

0 0 2 0 0 0 0   


      ; 

 III.     0t t   ,  0,t T
 
;       t ,    1 0,t C T  ;          1

20, 0,t C T L T    ;  

     2

0 0, 0,x C l C l   ,    0 2 0,x L l  . 

Тогда задача 2 имеет единственное решение. 

Эти теоремы доказываются с использованием методов  принципа экстремума и инте-

гральных уравнений. 
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Пусть  11 0,0 yyxxD  ,  1,0 yp  ,  1,0 xq  . В настоящей заметке речь идет 

об уравнении  

0 xxyyxxyy uuu ,      (1) 

известном в литературе как уравнение Буссинеска-Лява [1]. Оно описывает продольные 

волны в тонком упругом стержне с учетом эффектов поперечной инерции. 

Задача: Найти функцию        qDCpDCDCyxu  1,00,12,2,  DC 0,0 , яв-

ляющуюся в D решением уравнения (1) и удовлетворяющую условиям 

  0,0 yu ,   00, xu ,   0,1 yxu ,   0, 1 yxu .  (2) 

Применим к решению поставленной задачи метод разделения переменных. Будем оты-

скивать решение (1) в виде  

    )()(),( yYxXyxu  .     (3) 

С учетом (3) преобразуем (1) к виду: 

0)()()()()()(  yYxXyYxXyYxX . 

Отсюда следует, выполнение соотношения 

)()(

)(
1

)(

)(

yYyY

yY

xX

xX





. 

При этом в полученном соотношении левая часть зависит только от переменного x , а 

правая – только от y . Это означает, что обе эти части равны некоторой константе 

   





)()(

)(
1

)(

)(

yYyY

yY

xX

xX
,    (4) 

которую пишем со знаком минус для удобства последующих рассуждений.  

Из (4), с учетом  условий (2) получаем обыкновенные дифференциальные уравнения с 

постоянными коэффициентами для определения )(xX , )(yY : 

0 XX  , 0)()0( 1  xXX ,     (5) 

0)(
1

)( 


 yYyY



, 0)()0( 1  yYY .    (6) 

Решениями (5) являются функции вида x
x

n
AxX nn

1

sin)(


 , где nA - произвольная по-

стоянная, n - произвольное натуральное число, а решения (6)  имеют вид 

y

xn

n
ByYn

2
1

2
2

)()(

sin)(








. При этом из граничных условий следует, что 

2
1

2
1 )()( xn

n

k
y   , для некоторых фиксированных натуральных 1nn  , 1kk  . Итак, 

имеет место  
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Теорема. Решение задачи (1)-(2) тождественно равно нулю, если 

2
1

2
1

1

1
1 )()( xn

n

k
y   , где 1k , 1n - некоторые фиксированные натуральные числа. В 

противном случае 
2

1
2

1

1

1

1

)()(

sinsin),(

xn

yn

x

xn
Ayxu








. 

Отметим, что решение более общего, чем (1) уравнения с неоднородными граничными 

условиями другим методом рассматривалось автором в [2]. 
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Пусть  прямоугольная область в 2 , 1 верхняя и правая стороны  , а 

2 1\    . Рассматривается математическая модель  

1 1u f   в  , 1 0u  на 1 , 1 0
u

n





 на  2                                    (1) 

деформации прямоугольной мембраны под действием давления. Здесь 1f  нагрузка, 

1u  смещение мембраны в  ,.а n  внешняя нормаль к  .  

Производится редукция модели (1) к конечно-разностной модели, т.е. к системе линей-

ных алгебраических уравнений 

1

Nu  : 1 1Au f , 1

Nf  .                                         (2) 

где 1

Nv  : 1 1,1 1,( ,..., )Nv v v  , N m n  , m , n  , а 1, ( 1) 1, ,n i j i jv v   , 1,...,i m , 1,...,j n , 

и 1, ,i jv  являются значениями функции дискретного аргумента соответствующего узлам сетки 

 1 2( , ) ( 0,5) ,( 0,5)i jx y i h j h   , ,i j , шаги сетки 1 1 / ( 0,5),h b m   2 2 / ( 0,5)h b n  , 

состоящей из указанных выше узлов, а матрица A  размерности N N : 

x x y yA       , 

где матрицы ,x y   размерности N N  определяются следующим образом 

1

1 1 1, 1, 1, , 1 1, , 1 2

1 1

, ( ( ) ) ,
m n

x i j i j i j

i j

u v u u h v h h



 

     1, 1, 1, 1, 0,m j m ju v    1,..., ,j n  
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1

1 1 1, , 1 1, , 2 1, , 1 2

1 1

, ( ( ) ) ,
m n

y i j i j i j

i j

u v u u h v h h



 

     1, , 1 1, , 1 0,i n i nu v    1,..., .i m  

Производится фиктивное продолжение (2) до модели 

2Nu  : Du f , 
2Nf  , 2 0f  ,                                           (3) 

где векторы 

2Nv  : 1 2( , )v v v   , 

блочная, верхнетреугольная матрица D  размерности 2 2N N  такова, что 

11D A , 12D   , 21 0D  , 22D A , 

а матрица 

x y y x       . 

Для приближенного решения полученной системы (3) предлагается вычислительная 

модель, т.е. итерационный процесс 
2k Nu  : 

1 1( ) ( )k k k

kC u u Du f     , k , 0k  , 
0

1u W  ,                (4) 

где подпространство  1 1 2 2( , ) : 0W v v v v     , блочная матрица C  размерности 2 2N N  та-

кова, что 

11C A , 12C   , 21C  , 22C A . 

Заметим, что в итерационном процессе из (4) возникают задачи с факторизованным оператором 

следующего вида 
NU  : LLU F  , 

NF , 

при этом возможно расщепление на более простые задачи 
NW  , LW F , 

NF , 
NU  , LU W  , 

NW  , 

где матрицы с комплексной единицей e : 

x yL e     , x yL L e 
     , ( )( )x y x yLL e e A e           , 

В процессе (4) полагается, что 1 1  , если 1k  , то для выбора итерационных парамет-

ров k  применяется метод скорейшего спуска. Теоретически доказывается и эксперимен-

тально подтверждается, что для приближённого вычисления 1u  из (2), (3) по предложен-

ному итерационному процессу (4) требуется ( )O N  арифметических операций. Для дис-

кретных моделей (2), (3) предложенный численный метод моделирования деформации 

мембраны, c комплексной факторизацией попеременно-треугольного вида (4), по количе-

ству арифметических операций оптимален. 
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В работе изложен аналитический метод моделирования сейсмических волновых полей 

для широкого круга геофизических сред (включая упругие, неупругие, анизотропные, 

анизотропно-неупругие, пористые, случайно-неоднородные и т.д)  на сверхдальние рас-

стояния. Поскольку не используются конечно-разностные аппроксимации, не возникает 

сеточной дисперсии при расчетах волновых полей для произвольных моделей сред и баз 

наблюдений. 

На основе аналитического метода развит алгоритм моделирования сейсмических волно-

вых полей для значительных пространственно-временных масштабов на “обычных” ком-

пьютерах. Это позволило, например, проводить расчеты волновых полей и для источников 

вибрационного типа, которые характеризуются большими пространственными размерами 

и длиной записи экспериментальных данных. 

 Аналитическое представление решения в спектральной области позволяет проводить 

анализ полного поля по частям, в частности, получать однократные волны. На основе соз-

данной программы расчёта волновых полей проведено моделирование водных волн и 

сейсмического “звона” на Луне. Объяснено явление монотонного смещения резонанса в 

область более низких частот с увеличением расстояния регистрации, обнаруженное при 

экспериментальных работах с вибратором. 
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Рассмотрим уравнение  

2

2

(x, t) (x, t)
0

n

n

u u
sign x

t x

 
 

 
    (1) 

в области  1 1, 0, 0x x t T       .  
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Задача. Ищется функция ( , )u x t удовлетворяющая уравнению (1) в области   и сле-

дующим условиям:  

начальным и внутренним 

1 1 2 2 1 2(x, ) (x), (x, ) (x), ..., (x, ) (x), 0 ... ,n n nu t u t u t t t t T            (2) 

граничным  

( 1, t) u(1, ) 0u t   ,     (3) 

а также условиям склеивания  

( 0, t) u( 0, t), ( 0, t) u ( 0, t)x xu u      .   (4) 

Корректные и некорректные краевые задачи для уравнения четвертого порядка (не-

классических уравнений) были рассмотрены в работах А.И.Кожанова, И.Г.Пяткова,  

К.С.Фаязова, И.О.Хажиева а также для уравнения низкого порядка в работах многих авто-

ров. Внутреннее краевые задачи для уравнения четвертого и более общего порядка рас-

смотрены в работах Ю.Н.Валицкого, С.Х.Нурметова,  Б.И.Пташника и других. 

Дискретные задачи, а именно задачи с данными внутри области регулярности решения, 

были рассмотрены в работах [2],  [3]. Многоточечные задачи для абстрактного дифферен-

циального уравнений были изучены  в работе М. А.Атаходжаева, О. М. Эгамбердиева [4]. 

Определение. Под решением задачи понимаем функцию которая удовлетворяет урав-

нению (1) в  , и имеет соответствующие непрерывные производное в области регулярно-

сти решения, а также непрерывную в замкнутой  . 

Исследуемая нами задача относится к классу некорректно поставленных задач матема-

тической физики. В нашем случае отсутствует непрерывная зависимость решения от дан-

ных, а в некоторых случаях даже существования и единственность. 

В данной работе нами получено преставления решения, условия единственности и су-

ществования решения.  

Предположим, что выполнены соотношения 

1 0 10, 0, 1,2,..., .j jt t t t j n          (5) 

Теорема 1. Для единственности решения задачи необходимо и достаточно, чтобы 

уравнения 

0 ,k t m        (6) 

не имели решений в целых числах , .k m  
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Пусть ( )u t функция скалярного аргумента t , 0 ,t T   со значениями в пространстве 

Гильберта H . 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

,ttttBu Au       (1) 

где Aсамосопряженный и положительный оператор с плотной в H  областью опреде-

ления ( )D A ; B -самосопряженный оператор, осуществляющий изоморфизм H  в H , при-

чем ,E E I    где ,E E   спектральные проекторы, соответствующие положительной 

и отрицательной частям спектра оператора B . 

Задача Коши. Найти решение уравнения (1) такое, что  
( )

0
, 0,1,2,3.i

it
u f i


       (2) 

Для уравнений первого и второго порядка задача исследована в [2]. 

В случае B I  задача для уравнений первого и второго порядка исследована в [2]. Рас-

сматриваемая нами задача (1), (2) относится к некорректно поставленным задачам мате-

матической физики. В данной работе установлена оценка условной устойчивости и по-

строено приближенное решение. 

В работе [3] исследовано свойство собственных функций спектральной задачи вида 

Au Bu       (3) 

Пусть (.,.) - скалярного произведение в .H  Предположим, что AO   резольвентное 

множество оператора A  и 
1A B

, вполне непрерывен как оператор из H  в H . Пусть 2H  

компактно вкладывается в H  ( 2H - гильбертово пространство с нормой  ,u Au Au ). С 

помощью метода действительной интерполяции построим пространства  2

1 /2,2
,s

s
H H H


 . 

Отметим, что совпадает с областью определение sA  (cм. [3]). Обозначим, через 

 ,X Y  ( ,X Y  гильбертовы пространства ) пространства линейных непрерывных опера-

торов, действующих и X  в Y . Пусть .U E E    Пусть ,i i     собственные функции 

задачи (3), соответствующие положительным 
i
  и отрицательным 

i
  собственным зна-

чениям. Нормируем собственные функции 

( , ) ,i i ijU       

( ij - символ Кронекера). 

Пусть 0 0s   такое, что 0 0( , )
s s

U H H . В [3] доказано, что собственные функции зада-

чи (3) образует базис Рисса в H . Тогда имеем 
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1 1

( ) ( ) ( ) ,k k k k

k k

u t u t u t 
 

   

 

    

где ( , )k k ku U    , 

 2 22

0
1

( , ) ( , ) ,k k k k

k

u U U 


 



   

причем данная норма в пространстве H  эквивалентна исходной. 

Под обобщенным решением задачи (1), (2) понимаем функцию, удовлетворяющую сле-

дующим условием   ( ) 0, ; ,u t C T H  

     0 1 2 3

0

, , (0) , (0)) ( , (0)) ( , (0)

T

tttt ttt tt tu Bv Av dt f Bv f Bv f Bv f Bv     . 

для любой функции   2

2( ) 0, ; ,v t L T H  

 2, , 0, ; , ( ) ( ) ( ) ( ) 0t tt ttt t tt tttv v v L T H V T V T V T V T     . 

Введем обозначение 

2 2
3

3 3 2

1 0

( ) ( )
:

j j
j jk k

k kj j
k j

d u T d u T
M u m

dt dt
 

 
 

 

      
               

  и пусть  

 
2 2

3

0 0 03
1

k kk

k

f f f


 



  ,  
2 2

2

1 1 12
1

k kk

k

f f f


 



  , 

 
2 2

2 2 21
1

k kk

k

f f f


 



  ,  
2 2

3 3 30
1

k k

k

f f f


 



  , 

где ,k k k     собственные значения соответствующие собственным функциям 

спектральной задачи (3). 

Теорема. Пусть операторы A  и B  удовлетворяет указанным условиям и пусть 

( )u t M , 0 0
3

f f


  , 1 1
2

f f


  , 2 2
1

f f


  , 3 3
0

f f


  , тогда для любого 

решения задачи (1), (2) при (0, )t T  имеет место неравенство 
2 2

0
( ) ( , )u t m  ,  

где    2 2 2 (T t)

1/2

( , ) 8inf 2
T t t

tT

t

Tm s e sm 



   

   
  





 . 
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Исследована разрешимость класса линейных однородных уравнений в банаховых про-

странствах с вырожденным оператором под знаком дробной производной Капуто произ-

вольного порядка [1, 2]. Найдены условия, обобщающие для случая уравнения первого 

порядка условие относительной секториальности для пары операторов в уравнении, при 

которых построено аналитическое разрешающее семейство операторов уравнения. Полу-

ченные результаты проиллюстрированы на примере начально-краевой задачи для уравне-

ния с вырожденным дифференциальным по пространственным переменным оператором 

при дробной производной по времени.  
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Приложение линейных дифференциальных уравнений в частных производных для ре-

шения различных практических задач привело к мысли изучать бесконечные системы ал-

гебраических уравнений. В настоящее время эти системы возникают при решении многих 

задач математического моделирования, в частности, при изучении различных задач вол-

новодов, задач электростатики, дифракции, граничных задач статической теории упруго-

сти и многие задачи естествознания, техники, а также самой математики.  Вместе с тем 

вполне приемлемая для практики теория бесконечных систем в настоящее время разрабо-

тана в основном только для частных видов систем, таких как  регулярные (вполне регу-

лярные, квазирегулярные), системы с разностными индексами, дискретные уравнения Ви-

нера-Хопфа. Можно также отметит периодические системы, сравнительно недавно откры-

тые нами как обобщение систем с разностными индексами. Для регулярных систем суще-

ственную роль играет существования мажорантной системы, имеющая простое решение. 

Само решение в основном ищется методом последовательных приближений. Системы с 

разностными индексами, а также дискретные уравнения Винера-Хопфа относятся к урав-

нениям в свертках и для их решения применяются проекционные методы,  методы выче-

тов и полуобращения. Тем не менее, в последние годы нами разработан новый подход к 

изучению бесконечных систем с общей позиции [1-3], который реализован на практике 

[4]. 

В наших ранних работах в основном изучались совместные системы с  бесконечным 

определителем, отличным от нуля, а также были найдены некоторые необходимые усло-

вия их несовместности. В настоящей работе найдены достаточные условия существования 

решения бесконечных систем с отличным от нуля определителем. Эти условия обоснуют 

алгоритмы практического решения [4]  произвольных бесконечных систем с ненулевым  

определителем. Определяющую роль в наших исследованиях играет обобщение преобра-

зования (алгоритма) Гаусса [1]. Именно этот способ позволяет точно решать урезанную от 

бесконечной системы конечную систему любого порядка n [2,3]. Таким образом, если оп-

ределитель общей системы отличен от нуля, то вместе общей системы можем рассмотреть 

гауссову систему, при этом не нарушая общности можно считать, что бесконечный опре-

делитель равен 1. Вводится специальный двойной ряд, подобно в теории нормальных сис-

тем [5]. Определителем Крамера назовем определитель гауссовой системы в котором j-й 

столбец заменен столбцом свободных членов гауссовой системы. Получены: 

Теорема 1. Если повторные ряды по строкам и столбцам специального двойного ряда 

существуют и равны между собой, то определитель Крамера  является решением исход-

ной гауссовой системы. 
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Теорема 2. Если специальный двойной ряд сходится, то определитель Крамера  явля-

ется решением исходной гауссовой системы. 
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В настоящем докладе рассматривается краевая задача для уравнения смешанного типа 

второго порядка с произвольным многообразием изменения типа, которая отличается от 

задач В.Н.Врагова [1] и А.Н.Терехова [2]. Ранее авторами в работе [3] при определенных 

условиях на коэффициенты и правую часть уравнения было доказано существование 

единственного регулярного решения в пространстве Соболева. При этом использовалась 

методика исследований, разработанная для уравнений смешанного типа высокого порядка 

[4]: нестационарный метод Галеркина в сочетании с методом регуляризации. С помощью 

срезающих функций устанавливались априорные оценки для приближенных решений, ко-

торые позволяли доказать гладкость точного решения задачи в строго внутренней подоб-

ласти цилиндрической области, за исключением некоторых окрестностей нижнего и верх-

него оснований цилиндра, где гладкость решения задачи следует из эллиптичности урав-

нения вблизи оснований цилиндра. 

В настоящей работе для указанной задачи применяется модифицированный метод Га-

леркина [5]. При построении приближенных решений в качестве базисных функций выби-

раются собственные функции задачи Дирихле для уравнения Лапласа по переменным x из 

R^n. Априорные оценки для приближенных решений устанавливаются сразу во всей об-

ласти в целом, что существенно упрощает доказательство однозначной регулярной разре-

шимости задачи. Получена оценка погрешности приближенных решений относительно 

точного решения через параметр регуляризации и собственные числа задачи Дирихле для 

уравнения Лапласа. Далее авторами планируется применение для данной задачи стацио-
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нарного метода Галеркина (без привлечения метода регуляризации) с оценкой скорости 

сходимости приближенных решений к точному решению задачи. 
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Рассмотрим параболо-гиперболическое уравнение  
2

1 0

2 * *

2 1 2 1 2

, , ,
0

, , ,

xx y

xx yy

u u u x y
L u

u sign y u sign x u sign x y x y
   (1) 

где 1 , 2 – заданные действительные числа, 0 ( , ) :0 1,0 1x y x y , 1 ( , ) :x y  

1 ,( 1/ 2) 0y x y y , 2 ( , ) : 1 ,( 1/ 2) 0x y x y x x , а *

1  и *

2  - 

области, симметричные областям 1  и 2  соответственно относительно прямой 0x y . 

Пусть (0,0)O , (1,0)A , (0,1)B , *(0, 1)A , *( 1,0)B , (1 2, 1 2)C , ( 1 2,1 2)D , 0 (1,1)A , а 

*( )OA OB , *( )OB OA , ( )OC OD , 0AA  - отрезки прямых 0y , 0x , 0x y , 1x  соот-

ветственно; * *

0 1 2 1 2 OA OB OC OD . 

Краевые задачи для уравнения 0L u  в области 0 1 OA  исследованы в [1,2,3], а 

в областях 0 1 2 OA OB  - в [4]. Краевые задачи для уравнения 0L u  в области 

 впервые поставлены и исследованы в [5]. 

Задача I. Найти функцию ( , )u x y , которая:  

1) 1 * *( , ) ( ) ( ) \ ( )u x y C C OA OB OC OD
2,1 2 * *

, 0 1 2 1 2( ) ( );x yC C   

2) удовлетворяет уравнению 0L u  в областях 0 , 1 , 2 , *

1 , *

2 ;  

3)  удовлетворяет условиям  
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1

0

(1, ) ( , ) ( )u y u x y dx y ,     1 0(1, )y A A ;              

 (2) 

1(0, ) ( ),u y f y  2(0, )y B O ;  2(0, ) (0, ) ( ),xu y k u y f y  

 2(0, )y B O ;  (3) 

1( ,0) ( )u x g x ,  2( ,0)x A O ;    2( ,0) ( ,0) ( )y yu x k u x g x ,   2( , )x y A O . 

 (4) 

Здесь ( )y , ( )jf y , ( )jg x  ( 1,2)j  - заданные функции, причем 1( ) [0,1]y C ; 1( )f t , 

2

1( ) [ 1,0] ( 1,0)g t C C  и 1 1(0) (0)f g ; 1

2 2( ), ( ) ( 1,0)f t g t C  и 1f t , 1g t , 2f t , 

2g t  – ограничены при 0t  и 1t . 

Пусть ( , )u x y  – решение задачи I. Введем обозначения: 1,0u x x , 0 1x , 

20,u y y , 0 1y , 1,0yu x x , 0 1x , 20,xu y y , 0 1y . 

Пользуясь условиями  (3) - (4), формулами, которые определяют решения задачи Коши 

для уравнения 0L u   в областях j , *

j  ( 1,2j ) [6], и непрерывностью решения 

( , )u x y  при переходе через линии 0x y , нетрудно убедиться, что задача I  эквива-

лентна следующей задаче в области 0 : найти регулярное в области 0  решение 
1

0( , ) ( ) ( )u x y C C OA OB  уравнения  

2

1 0xx yu u u ,    0( , )x y ,     

  (5) 

удовлетворяющее условиям (2) и 

2 1 1x k x x ,  0 1x ;        

  (6) 
20,

1 2 2 0 1 1 , 0 1xx k x f x C x f x x ,   (7) 

где ( )sJ x –функция Бесселя первого рода порядка s ,  

1 1 1 2 2 0 2

0

x

x g x k f x g t f t J x t dt , 

0, 2

2 1 2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

x

mx

m

d
C p x sign x m p x p t J x t dt

dx
, [0,1]m ;  

1 1( ) (2 ) ( )J z z J z . 

Равенства (6) и (7) являются основными функциональными соотношениями между 

1( ),x  2 ( ),x  1( )x  и 2 ( )x , получаемыми из того условия, что решение задачи I в области 

гиперболичности уравнения (1)  должно удовлетворить условиям (3) – (4).  

Теорема. Если выполнено неравенство, 1 2 0 , то задача I не может иметь более 

одного решения. 

Единственность решения задачи I доказана методом принципа экстремума. 

Пользуясь задачей I в  [1] и Дирихле в 0  для уравнения 0L u ,  методом инте-

гральных уравнений можно доказать и существование решения задачи I. 
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Одним из эффективных способов разработки залежей высоковязких нефтей и природ-

ных битумов является технология парогравитационного дренирования SAGD (steam-

assisted gravity drainage). В этой технологии используются две горизонтальные скважины 

(ГС), которые бурятся параллельно вблизи подошвы пласта на расстоянии 5-10 метров 

одна над другой [1]. Верхняя горизонтальная скважина используется для нагнетания пара 

и создания в пласте высокотемпературной паровой камеры, а нижняя скважина – для до-

бычи нефти. В данной работе предложена аналитическая модель для расчета дебита гори-

зонтальной скважины при разработке залежи сверхвязкой нефти методом парогравитаци-

онного дренирования. 

Экспериментальные исследования на физической модели показали, что можно выде-

лить три основные стадии процесса SAGD. На начальной стадии пар, имеющий относи-

тельно низкую плотность, поднимается вверх и происходит рост паровой камеры до кров-

ли пласта. После того, как паровая камера достигает кровли пласта, она продолжает рас-

ширяться в горизонтальном направлении. На заключительной стадии происходит расши-

рение паровой камеры в направлении подошвы пласта. 

Предположим, что расстояние между парами ГС составляет 2М и движущаяся граница 

паровой камеры остается прямолинейной. Формулы для расчета дебита нефти q добы-

вающей ГС в ограниченном пласте имеют следующий вид: 

I. Для периода роста паровой камеры: 
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– ширина паровой камеры. 

II. Для периода расширения паровой камеры в горизонтальном направлении: 
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kg
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WMT s

sM  – время достижения паровой камерой боковой грани-

цы пласта (время начала смыкания паровой камеры с соседними паровыми камерами).  

III. Для периода расширения паровой камеры в направлении подошвы пласта: 
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** TTttTt MM  , (3) 

где 
2

1

0

2
2 














kg

HamS
MT s , а 

*

* TTt M   – время, за которое паровая камера достига-

ет подошвы пласта (время полной выработки пласта).  

Здесь k  – эффективная проницаемость пласта, H  – эффективная толщина пласта, L  – 

длина ГС, 0S  – разность начальной и конечной нефтенасыщенности,   – пористость,   

– температуропроводность, s  – кинематическая вязкость нефти при температуре закачи-

ваемого пара, g  – ускорение свободного падения, m  – безразмерный параметр, a  – эм-

пирическая константа, равная 0.4 [2], 





kg

HamS
MT s

M
2

0  – время, за которое граница 

паровой камеры достигает боковой границы пласта. Суммарный объем отобранной нефти 

по формулам (1)-(3) равен VS0 , где MHLV   – объем пласта.  

Cравнение с результатами экспериментов на физической модели показало, что предло-

женная модель адекватно описывает процесс SAGD [2] и позволяет исследовать влияние 

фильтрационно-емкостных параметров пласта и плотности сетки скважин на производи-

тельность горизонтальной скважины при парогравитационном дренировании. 
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Рассмотрим уравнение  

     2 1 1 2 0,xx yy yu signy u signy u y u           (1) 

в области 0 1 2,D D D D    где   0 , : 0, 0 1D x y y x    , 

  1 , :0 1,0 1D x y x y     ,     2 , : 1 , 1 2 0D x y y x y y        , а  y  - задан-

ная  кусочно-постоянная функция, причем    2
1y   при 0,y     2

2y   , при 0,y   

1 R  , а 2 R   или чисто мнимое число. 

В области D  для уравнения (1) исследуем следующую задачу с интегральным услови-

ем в области 1D  и условием Бицадзе-Самарского  в области 2D . 

Задача. Найти функцию        2,1 2
, 1 2, x yu x y C D C D C D   , удовлетворяющую урав-

нению (1) в областях  1D , 2D  и условиям  

   10, , 0 1u y y y   ;     (2) 

     
1

2

0 0

, 1, , 0 1

y

u x y dx u t dt y y     ;    (3)  

     21,
0 , ,0

2 2
x

d x x
A u a x u x b x

dx y

    
       

,  0 1/ 2x  ;   (4) 

   
0 0

lim , lim ,y y
y y

u x y u x y
 

 ,    0 1x  , 

где  1 ,y      2 , ,y a x b x  - заданные непрерывные функции, причем 

   0, 0,1a x x  , а 21,
0xA


 - оператор, действующий по формуле [1] 

       1,
00

0

x

x

t
A f x f x f t J x x t dt

x t

 
        

  

 sJ z  - функция Бесселя первого рода порядка s .   

В данной работе доказана однозначная разрешимость поставленной задачи. 

Пусть  ,u x y  - решение задачи. Примем обозначения:   

                                                           

 Работа выполнена при финансовой поддержке РУз Ф-4-59 
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     , 0 , 0 , 0 1;u x u x x x           
0 0

lim , lim , , 0 1y y
y y

u x y u x y x x
 

     

и предположения      20,1 0,1x C C   ,       1 0,1 0,1x C L   .    

Пользуясь введенным обозначением, условием (4) и решением задачи Коши для урав-

нения 2
2 0xx yyu u u   , как и в работе [1], находим 

         20,
2 0 2 , 0,1 ,xa x x C x b x x


           (5) 

где           20, ' 2
2 1 20

0

1

2

x

xC f x f x f t J x t dt


          ,          1 12J z z J z .  

Из уравнения (1) и краевых условий (2), (3) при 0y   следует соотношения  

     2
1'' x x x     , 0 1x  ;    (6) 

       
1

1 2

0

0 0 , 0x dx     .        (7) 

Подставляя (5) в (6), имеем интегро-дифференциальное уравнение относительно  x : 

            20,2 1
1 2 0'' 2 , 0,1 ,xx x a x C x b x x


                 (8) 

Теорема 2. Пусть    0,1 ,a x C     1 0,1 ,b x C     ' 0,1b x L . Тогда, если 

1 2 0,         1/ 2 , 0,1a x x    или 2 0,   1 ,R      1/ 2a x   ,  0,1x , то за-

дача {(7), (8)} может иметь не более одного решения. 

Теорема доказывается с использованием принципа экстремума для оператора 20,
0xC


 [1].  

Существование решения задачи {(7), (8)} доказывается эквивалентным сведением рас-

сматриваемой задачи к интегральному уравнению Фредгольма второго рода, разреши-

мость которой следует из единственности решения задачи. 

После того, как найдена функция  x  из задачи {(7), (8)}, решение поставленной за-

дачи в области 1D  находится как и в работе [2], а в области 2D  - как решение задачи Ко-

ши для уравнения (1). 
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В работах Ханхасаева В.Н. и Буянтуева С.Л. [1], посвященных математическому моде-

лированию отключения электрической дуги в спутном потоке газа, численно и аналитиче-

ски решались различные краевые задачи для гиперболического уравнения теплопроводно-

сти с постоянными коэффициентами, получаемого обобщением закона Фурье [2] в случае 

существенно нестационарных тепловых процессов  и с учетом конечной скорости тепло-

массообмена в них. Разовьем математическую модель [1], добавив период горения элек-

трической дуги до момента отключения и заменив гиперболическое уравнение гиперболо-

параболическим с переменными коэффициентами, где параболичность означает квазиста-

ционарную фазу горения дуги с бесконечной скоростью распространения тепла. 

В данной работе рассматривается уравнение смешанного типа в частных производных 

2-го порядка 

 
2 2 2

2 2 2
, ,( ) v

T T T T
c q x y

x y
k   






    
    

    
                                      (1) 

в цилиндрической области  1 2Ω Τ ,ΤG   ,  Ω 0, 0,x yl l    ; 1Τ 0 , 2Τ 0 , 0xl  , 0yl  ; 

 1 2Γ Τ ,Τ  , Ω   . При этом,   0k   , 0  ;   0k   , 0  ;  , ,x y G  , т.е. при 

0   уравнение (1) параболическое, а при 0   гиперболическое. Коэффициенты , ,c    

– удельные теплоемкость, плотность, теплопроводность, k  – коэффициент тепловой ре-

лаксации [2], vq  - внутренние источники тепла. 

Решение уравнения (1) ищется в области  при этом 

0 , 0 ,

0, x

x lx x lx

x l

T
T q

x
 



 
   

,      0 , 0 ,

0, y

y ly y ly

y l

T
T q

y
 



 
  

 
 

   
1Τ 0, , | ,T x y T x y   . 

0 , ,0 ,x lx y ly  и 0 , ,0 ,x lx y lyq  - коэффициенты теплоотдачи и плотности теплового потока поверхно-

стных источников на границе области.  0 ,T x y  - начальное распределение поля темпера-

тур в момент времени 1Τ  . 

В предыдущих работах [3,4] приведены теоретическое обоснование, алгоритм и разно-

стные схемы численного расчета для внутренних точек дискретного разбиения области 

задания более общего гиперболо-параболического уравнения. В настоящей работе, более 

тесно связанной с процессом тепломассообмена, подробно описываются разностные схе-

мы для граничных точек области задания при введении краевых условий третьего рода на 

основе сохранения теплового баланса и консервативности всей схемы.  
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По полученным разностным схемам был проведен численный расчет на языке Фортран 

с переменными коэффициентами k  и vq  и выводом полей температур при различных мо-

ментах времени, вид которых говорит об устойчивости примененных разностных схем. 

В работах [5,6] численный расчет предлагалось проводить по обычным явной и неяв-

ной схемам, которые почти на порядок менее экономичны, чем предложенная здесь схема 

переменных направлений. Кроме этого, в них используются краевые условия первого ро-

да.  
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В работах Рагаллера динамика дугового разряда моделировалась системой Навье-

Стокса: 

    
1

0,z rr
t z r r


 

  
  

  
  (1) 

 
1

,z z z z
z r

p
r

t z r z r r r

   
   

       
       

        
  (2) 

 
1

( )p z r z

T T T p T
c r Q T

t z r z r r r
    

        
       

        
  (3) 

Эта система описывает эволюцию во времени полей температуры T , радиальной r  и 

аксиальной z  скоростей газа. Система выведена с рядом допущений: импульс p  предпо-

лагается не зависящим от радиуса; пренебрегается аксиальными теплопроводностью, вяз-

костью; эффекты турбулентного переноса включаются в коэффициенты радиальных теп-
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лопроводности и вязкости. В данной постановке исследуется случай свободного остыва-

ния при интенсивном обдуве столба дуги в области перехода тока через ноль. Тогда, если 

пренебречь остаточным током и излучательным переносом энергии, то джоулево тепло 

  2    0Q T E   и хорошей аппроксимацией для импульса  p z  служит известное ак-

сиальное распределение давления газа в зависимости от различной геометрии сопла. В ра-

ботах автора, посвященных математическому моделированию процесса электрической 

дуги в спутном потоке газа, численно и аналитически решались различные краевые задачи 

для гиперболического уравнения теплопроводности, получаемого обобщением гипотезы 

Фурье. 

Продолжая это исследование, модифицируем систему Рагаллера, заменяя параболиче-

ское уравнение энергии (3) обобщением гипотезы Фурье (4) и уравнением теплового ба-

ланса (5): 

 ,
T q

q
r t

 
 

  
 

  (4) 

  
1

( )p z r z

T T T p
c rq Q T

t z r z r r
   

     
     

     
  (5) 

Для полученной системы ставятся соответствующие начальные и краевые условия; со-

ставлены и отлажены ряд программ на языке Фортран, дающие ряд хороших результатов, 

согласующихся с проведенными экспериментами при соответствующем выборе коэффи-

циента тепловой релаксации  . Система Рагаллера (1) - (3) является частным случаем 

системы уравнений (1),(2),(4),(5) при   0  . Это один из этапов обобщения уравнений 

Навье-Стокса на пути к более общим уравнениям Бернетта, вытекающим из кинетической 

теории газов.  
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Рассмотрим обобщенное осесимметрическое уравнение Гельмгольца [1,2] 

  2

,

2 2
0, 0 2 ,2 1, , , .xx yy x yH u u u u u u const

x y



 

 
                      ,H 

   

Для уравнения ,H 

   построены следующие фундаментальные решения [3,4] 

       32

1 0 0 1 2, ; , ; , ;2 ,2 ; , , ,q x y x y k r A
 

        
 

                                       (1) 

       
1 32 1 2 1 2

2 0 0 2 0 2, ; , 1 ;1 , ;2 2 ,2 ; , , ,q x y x y k r x x A
 

          
 

                        (2) 

       
1 32 1 2 1 2

3 0 0 3 0 2, ; , 1 ; ,1 ;2 ,2 2 ; , , ,q x y x y k r y y A
 

          
  

                (3) 

 

     

4 0 0

2 32 1 2 1 2 1 2 1 2

4 0 0 2

, ; ,

2 ;1 ,1 ;2 2 ,2 2 ; , , ,

q x y x y

k r x y x y A
 

            
 

   



      
        (4) 

где  
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                                       (6) 

конфлюэнтная гипергеометрическая функция от трех переменных и  , 1,2,3,4ik i  посто-

янные. 

Пусть 2R  - область, ограниченная отрезками  1 0,I a ,  2 0,I b  соответственно 

осей OX , OY  и кривой   с концами в точках  ,0A a ,  0,B b , где , 0a b const  . Пара-

метрическое уравнение кривой   будет    ,x x s y y s  , где s  длина дуги, отсчитывае-

мая от точки  ,0A a . Относительно кривой   будем предполагать, что: 

- функции    ,x x s y y s   имеют непрерывные производные    ' , 'x s y s  на отрезке 

 0, l , не обращающиеся одновременно в нуль; 

- производные    '' , ''x s y s  удовлетворяют условию Гельдера на  0, l , где l - длина кри-

вой  ; 

- в окрестности точек  ,0A a  и  0,B b  выполняются условия 

 1dx
Cy s

ds

 ,   1 ,
dy

Cx s
ds

  0 1,   .c const              

(7) 

В указанной области   решены основные краевые задачи для уравнения ,H 

   [5,6,7,8]. 

Например: 

Задача N (задача Хольмгрена). Найти в области   регулярное решение  ,u x y  уравне-

ния ,H 

  , непрерывное  в   из класса    2C C  , удовлетворяющее условиям 

   2

10
, ,y y

y u x y x 

 1,x I                                                                   (8) 

   2

20
, ,x x

x u x y y 

 2 ,y I                                                                (9) 

   , ,u x y s

   0 ,s l                                                                    (10)  

где      1 2, ,x y s C     - заданные функции, причем  1 x  на концах интервала 1I  мо-

жет обращаться в бесконечность порядка меньше, чем 1 2 , а  2 y  - меньше, чем 

1 2 . 
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Геологическая среда представляет собой открытую систему, на которую воздействуют 

как  внешние, так и внутренние факторы, что может привести ее в неустойчивое состоя-

ние. Проявление этой неустойчивости, как правило, происходит локально, и эти зоны гео-

логической среды называются динамически активными элементами, которые являются 

индикаторами потенциальных источников аварий и катастроф. Эти объекты обладают от-

личными от вмещающей геологической среды физико-механическими свойствами и спо-

собностью в резонансном режиме реагировать на внешние и внутренние воздействия, свя-

занные с изменениями напряженно-деформированного состояния  в их окрестности. Кро-

ме того эти объекты обладают способностью изменять свою конфигурацию и структуру в 

пространстве и во времени, что осложняет задачу прогноза состояния и степени аварий-

ной опасности. В работе Хачай О.А. [1] изложены принципы построения систем монито-

ринга природно-техногенных аварий и катастроф с использованием сейсмических и элек-

тромагнитных полей в пассивном и активном режиме возбуждения, в которых составной 

частью входят задачи картирования динамически активных зон. 

Для решения задач геолого-геофизического картирования в настоящее время широко 

используется модель слоисто-блоковой среды с включениями, в рамках которой созданы 

аппаратурно-методические комплексы изучения трехмерно неоднородных сред с соответ-

ствующей теорией интерпретации геофизических данных [2]. При изучении пространст-

венно-временных изменений структуры, физических свойств геологической среды или 

массива горных пород и связанных с ними напряженно-деформированного или фазового 

состояния модель слоисто-блоковой среды с включениями усложняется: она представляет 

собой двух ранговую цепочку в общей иерархически неоднородной модели среды.  В ра-
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боте рассмотрена задача моделирования электромагнитного и сейсмического поля в слои-

стой среде с включениями иерархической структуры. Построены алгоритмы моделирова-

ния в электромагнитном случае для 3-D неоднородности, в сейсмическом случае для 2-D 

неоднородности. Представляет интерес с использованием полученных алгоритмов иссле-

довать вопрос об изучении связи между тензорами напряжения и деформации на каждом 

иерархическом уровне и о возможном отклонении ее от обобщенного закона Гука. С дру-

гой стороны, с увеличением степени иерархичности среды увеличивается степень про-

странственной нелинейности распределения составляющих сейсмического и электромаг-

нитного поля, что предполагает исключение методов линеаризации задачи при создании 

методов интерпретации. Кроме того, усложняется процесс комплексирования методов, 

использующих электромагнитное и сейсмическое поле для изучения отклика среды с ие-

рархической структурой. Эта проблема неразрывно связана с формулировкой и решением 

обратной задачи для распространения электромагнитного и сейсмического полей в таких 

сложных средах [3]. В работе [4], выписано уравнение теоретической обратной задачи для 

переменного электромагнитного поля (скалярный случай) для модели проводящая иерар-

хическая неоднородность k-го ранга, расположенная в ν-ом слое проводящего n-слойного 

полупространства 
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Рассматриваются задачи равновесия упругих тел, содержащих тонкие включения раз-

личной природы при наличии отслоений.  Именно,  рассматриваются упругие, жесткие и 

полужесткие включения. Для описания упругих включений используются модели Бернул-

ли-Эйлера и Тимошенко. Обсуждаются предельные переходы по параметрам жесткости 

тонких включений и формулируются предельные задачи. Исследуются задачи сопряжения  

вида упругое включение – жесткое включение,  упругое включение - упругое включение и 

находятся условия сопряжения. 
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В работе изучается  начально-краевая задача для нагруженного псевдопараболического 

уравнения третьего порядка.   

В области   , : 0 ,0D x t x l t T      рассмотрим нагруженное уравнения в ча-

стных производных третьего порядка  

    , ,Lu f x t u x t dx
t






 

 
,                                     (1) 

где  

         , , , , , ,xxt t xx xt xLu u d x t u a x t u b x t u c x t u e x t u       

,  - заданные постоянные, причем 0 l    . 

Задача.  Найти регулярное решение в области D решение ( , )u x t  уравнения (1) , удов-

летворяют  начальному условию 

                                    ,0 ,u x x 0 x l                                                          (2) 

и следующим  граничным условиям  

                                       
   10,u t t ,                                                           (3) 

         2

0

0, ,

l

xu t u x t dx t  ,  0 ,t T                                   (4) 

здесь       1 2, ,x t t   - заданные функции, причем  

         1 2

0

0 0 , 0 0

l

x dx       . 

Теорема. Если коэффициенты уравнения (1) и заданные функции удовлетворяют 

         1 2, , , ;a x t b x t C D C D         1, , , ;c x t d x t C D C D     

     , , , ;e x t f x t C D       1 2 1

1 2( ) 0, 0, , ( ), ( ) 0,x C l C l t t C T    
 
и кроме того 

   , 0, ,d x t x t D   , то задача (1)-(3) разрешима и притом единственным образом.   

Теперь покажем, что условие  , 0d x t   является необходимым. При нарушении ус-

ловие на коэффициент  ,d x t  уравнения (1) как показывает ниже пример, что задача (1)-

(4) может оказаться некорректно поставленной.  

Действительно, что функция  , sin 2u x t t kx  в области  

  0 , : 0 ,0D x t x t T     является решением уравнения  
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2

0

2 ,xxt tu k u u x t dx
t




 
 

                                                   

удовлетворяющее условиям   ,0 0, (0, ) 0, ( , ) 0.u x u t u t      

Приведенный пример показывает, что нарушение условие теоремы, может привести к 

нарушению корректности начально-краевых задач для уравнения (1). 
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Краевые задачи в областях с наноразмерными включениями имеют широкие приложе-

ния [1-3]. В цилиндре ),:,( mRQyRxyxD  , состоящем из двух полуцилиндров 

)0(1 xD  и )0(2 xD , Qy , для функций ),( yxui  в iD  рассмотрен класс задач  

011
2  Luux ,        0|1 SMu ,       ),(22

2 yxHLuux  ,      ),(|2 yxhMu S  ,              (1) 

0x :          212 uBuu x ,        1
2

12 uAuu xxx  ,                         (2) 

где nnn
x x , DS  ; M  и L  – линейные дифференциальные операторы по перемен-

ным iy , ),...,( 1 myyy  , условия сопряжения (2) выполняются на двухслойной пленке, со-

стоящей из сильно- и слабо проницаемых прослоек 0x  и 0x ; постоянные 0, BA .  

Теорема. Если классическая задача в цилиндре D   без пленки вида  










,0),,(

,0,02

xyxH

x
Lffx             










0),,(

,0,0
|

xyxh

x
Mf S                               (3) 

корректна и ее решение вместе с производными, входящими в эту задачу, удовлетворяет 

условию )(|),(| ||xeOyxf  , x , i Re0  , то решение задачи (1), (2) существу-

ет, единственно и в случаях 0T  и 0T  имеет соответственно вид 

                           





0

1 ))(,(
2

),( 21 tdeeytxf
T

yxu
tt 

,  

 ),(),(),(2 yxfyxfyxu 





0

21 ])1()1)[(,(
2

21 tdeAeAytxf
T

tt   ,  

и  

                             





0

1
0),(

2
),( tdteytxf

AB
yxu

t
,  

                                                           
 Работа выполнена в рамках Государственного задания вузу Министерства образования и науки 

Российской Федерации (проект 2014/255 НИР 2603.14).  

mailto:hol47@yandex.ru


315 

 

 ),(),(),(2 yxfyxfyxu 





0

0 ])1[(),(
2

0 tdAtAeytxf
AB

t 
,   

где 1)2]()1([  ABTBA i
i , 2,1i ; 1

0 )2)((  ABBA , ABBAT 4)( 2  , 

),( yxf  – решение задачи (3). Доказательство основано на методе работ [1-3].  
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В области ,  ограниченной отрезками 0000 BA ,BB ,AA  прямых ,0x  ,1x  0 hy  

соответственно при ,0y  и характеристиками волнового уравнения ,0:  yxAC  

,1:  yxBC  при ,0y  рассмотрим характеристически нагруженное уравнение  

,)0,)(( fyyHxduLu       (1) 

где )(yH  функция Хевисайда; );,( yxuu   ),,(),( 1 yxdyxdd   ),(),( 1 yxfyxff   

при ,0y  ),(),( 2 yxdyxdd   ),(),( 2 yxfyxff   при 0y  - заданные функции, 










.0,),(),(),(

,0,),(),(

222

11

yuyxcuyxbuyxauu

yuyxcuyxauu
Lu

yxyyxx

xyxx
 

Обозначим через ,    - параболическую и гиперболическую части области   соот-

ветственно, а через J  - интервал 10  x  прямой .0y  

Под регулярным решением уравнения (1) будем понимать функцию ),( yxuu   из клас-

са ),\()()( 21 JCCC   удовлетворяющую уравнению (1) в ,   кроме того, 

)0,(xuy  может обращаться в бесконечность порядка меньше единицы на концах интервала 

J . 

В работах [1], [2] были сформулированы и доказаны принципы экстремума для нагру-

женных интегральных уравнений и дифференциального уравнения первого порядка. В ра-

боте [3] методом, предложенным в [4], доказан принцип максимума для уравнения (1) в 
 . 
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В данной работе сформулирован и доказан принцип экстремума для уравнения (1) в 

области   при определенных условиях на коэффициенты уравнения. 
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Современные методы исследования сетевых структур получили бурное развитие в свя-

зи с появлением феномена социальных сетей (social network analysis). Методы анализа со-

циальных сетей применяются во многих областях науки, таких как экономика, физика, 

социология, биология и информационные технологии. 

Одним из базовых понятий в анализе сетевых структур является центральность 

(betweenness centrality). Первое описание центральности было в [8]. Центральность вер-

шины   - это важная мера, отражающая то, насколько вершина   участвует в процессе 

распространения информации между остальными вершинами в графе. 

Одно из первых определений центральности вершины представлено следующей фор-

мулой: 





Vts ts

ts

B

B
n

c
, ,

, )(1
)(




 , 

где ts ,  - число геодезических путей между вершинами s и t, )(,  ts  - число геодезических 

путей между вершинами s и t проходящих через вершину  . Коэффициент нормировки 

Bn  равен )2)(1(  nn , если вершина   не может быть начальной s или конечной t верши-

нами, и )1(  nnnB  иначе. 

Наилучшая вычислительная сложность алгоритма поиска центральности равна O(mn) и 

представлена в [5]. 
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В [2, 6, 11] мера центральности вычисляется на основе модели электрической цепи. В 

данной модели граф рассматривается как электрическая цепь с идеальными элементами, 

где каждое ребро имеет некую пропускную способность (значение обратное сопротивле-

нию), а вершины графа являются ее узлами. Для поиска меры центральности в модели 

электрической цепи используются правила Кирхгофа. Для этого электрическая цепь за-

земляется в некоторой вершине t и подается электрический ток в некоторой вершине s. В 

[6] ток подается в некоторой единственной вершине s, а также в единственной вершине t 

сеть заземляется. Мерой центральности вершины   служит средняя величина тока, про-

ходящего через вершину   по всем возможным парам s и t. Таким образом, в модели 

электрической цепи при расчете меры центральности учитываются не только геодезиче-

ские пути. 

В [2] рассматривается модель электрической цепи, где пропускная способность всех 

ребер графа принимается равной некоторому постоянному параметру α. В отличие от [6] в 

модели [2] в электрическую цепь искусственно вводится n+1 заземленная вершина, и ка-

ждая вершина сети соединена с ней ребром с пропускной способностью 1-α. Эти измене-

ния позволили существенно уменьшить вычислительную сложность алгоритма. Кроме то-

го, это дало возможность применить стохастические методы в вычислении меры цен-

тральности в графах с большой размерностью. Но данная модель применима только для 

не взвешенных графов. 

В данной работе предлагается новый способ определения центральности для взвешен-

ных графов на основе правил Кирхгофа. Метод имеет относительно невысокую вычисли-

тельную сложность. 
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Для пятипараметрической модели нелинейной диффузии в неоднородной среде при 

наличии поглощения найдены все коэффициенты диффузии и коэффициенты поглощения 

при которых модель допускает непрерывную группу Ли преобразований, действующую 

на множестве решений уравнения, описывающего модель. Для каждой такой модели 

получены формулы производства решений, содержащие произвольные постоянные, а все 

существенно различные (не связанные точечными преобразованиями) инвариантные 

решения либо найдены в явном виде, либо их отыскание сведено к решению нелинейных 

интегральных уравнений. Наличие произвольных постоянных в этих интегральных 

уравнениях и формулы производства решений позволяют исследовать различные краевые 

задачи для рассматриваемой модели. Для полученных инвариантных подмоделей 

исследованы: 1) диффузионный процесс, для которого в начальный момент времени  в 

фиксированной точке заданы концентрация и ее градиент; 2) диффузионный процесс, для 

которого в начальный момент времени  в фиксированной точке   заданы концентрация и 

ее скорость. При некоторых дополнительных условиях установлены существование и 

единственность решений краевых задач, описывающих данные процессы.  Решение этих 

задач сведено к решению  нелинейных интегральных уравнений. Полученные результаты 

могут быть использованы при исследовании диффузии вещества, диффузии электронов 

проводимости и других частиц, диффузии поля, распространения тепла в неоднородной 

среде. 
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Уравнения  высокого порядка рассматривались в книгах Врагова В.Н. [1] , Демиденко 

Г.В., Успенского С. В. [2],  Егорова И. Е., Пяткова С.Г., Попова С. В. [3], Чуешева А.В. 

[5]. Корректные постановки  граничных задач для уравнений  четвёртого порядка изуча-

лись в работе Кожанова А.И. [4].   

В тезисах доклада Чуешевой Н.А. [6]:   

1) в области  ),0(),,0(:),(   txtxD  рассматривалось   уравнение 

),( txfeuducubuauuu txxxxxxxxxxtt   с граничными условиями 

.0
,,,


  xoxxxxoxtot

uuu   При некоторых условиях на коэффициенты урав-

нения доказана теорема существования и единственности.  

2) При  0,5,4,3,4  edcba  для этой задачи построен пример неединствен-

ности решения. 

3)  В области   1,0),,0(:),(  txtxD   рассматривалось   уравнение 

  x
t

utuutxauutxauut txxxxxxxxxxtt sin
2

1
4

3
)1(

4

3
),(),(1

2








  с граничны-

ми условиями .0
,,


  xoxxxxoxottot

uuuu   При  аналитическом коэффи-

циенте ),( txa  и аналитической правой части в D  для этой задачи, аналогично, как в [1], 

построен пример решения, которое не принадлежит классу функций )(2
2 DW ;  

4) в области   1,0),,0(:),(  txtxD   рассматривалось   уравнение 

0 t
n

xx
n

xxxx
n

tt
n uuuu  с граничными условиями 

.0,
sin

,
sin

,,35


  xox
xx

n

xox

n

ot
t

n

ot

n uu
n

nx
u

n

nx
u   Для этой задачи построен 

пример неустойчивости решения. 

В тезисах доклада Чуешевой Н.А. [7]  выписаны некоторые точные решения для урав-

нений Кортевега-де-Фриза, Бюргерса-Кортевега-де Фриза, Кадомцева-Петвиашвили. 

В статье [8] рассматривается задача Коши для следующего уравнения Кортевега-де-

Фриза пятого порядка        03
2

2
3

1  xxxxxxxxxxxt uucucucuu  в  .  
 xxuxu ),(),0( , где 321 ,, ccc , 03 c . Функция ),( txu  является действительной 

или комплексной. Доказаны условия корректности задачи.  

В частности, решением этого уравнения при:  

1) 1321  ccc  будет вещественная функция: 
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1453

14565

3

4
),(

2






b
txu

    tbxba
b

145172tanh
145377

14531252 52
2





 . 

2) 1,1 321  ccc  будет комплексная функция: 

             
 

953

9555

3

4
)(

2

i

ib
zf






    tibxba
i

ib
9572tanh

95343

9529352 52
2





 . 

3) 1,1 312  ccc  будет вещественная функция: 

 tbxbabbtxu 5222 16tanh128),(  . 
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В d-анализе – направлении дробного анализа, в основе которого лежит d-оператор 

дробного интегродифференцирования вещественных или комплексных порядков вещест-

венной переменной, имеется более одной базовой первообразной и как следствие, много-
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значный неопределённый интеграл. Многозначность неопределённого интеграла дробного 

вещественного порядка s>0, в d-анализе выражается [1] 
{ } ( ) { } ( { }) { }( )( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( ).s s s k s s k s k k

s sd f x f x d x F x C x F x C x     
 Здесь ( )( )sd f x  - d-оператор интегрирования порядка s действующий на функцию f. 

( { }) { } ( )( ) 1 ( )s k s k sF x F x  - многозначная базовая первообразная; { } { }1 ( ) ( )s k k

s sC x C x   - много-

значный полином интегрирования, которые являются обобщением констант интегрирова-

ния в классическом анализе; индекс k=0, 1, 2, 3… пробегает множество значений всех 

первообразных, которые определяются комплексными коэффициентами { }1 s k , определяе-

мые равенством [1] 
{ }1 exp( 2 ) cos( 2 ) sin( 2 )s k i sk i sk i i sk       . 

Здесь случай k=0, будет соответствовать главной базовой первообразной 
( {0}) {0} ( ) ( )( ) 1 ( ) ( )s s s sF x F x F x   и главному полиному интегрирования {0} {0}1 ( ) ( )s

s sC x C x  . 

Для остальных значений k соответственно будут дополнительные полиномы интегрирова-

ния и дополнительные полиномы интегрирования. Для многозначных неопределённых ин-

тегралов можно получить обобщение на случай определённых интегралов [2]. 

Если порядок s является иррациональным числом, то множество коэффициентов, а зна-

чит и неопределённых интегралов, образуют бесконечное счётное множество. Если s – ра-

циональное число, то его можно представить в виде / ( , ; 1)s r p r p p      , r и p нату-

ральные числа, не имеющие общих делителей не равных 1, тогда число коэффициентов 

будет r. 

Теорема. Если функция f(x) в области значений переменной , ( )x a x b    имеет неоп-

ределённый многозначный интеграл вещественного или комплексного порядка s, 
( { }) { }( ) ( )s k k

sF x C x , который для каждого значения k будет конечен и кусочно-непрерывен 

в области значений переменной x от a до b, то в этих пределах значений переменной x 

имеется многозначный определённый интеграл порядка s от функции f(x), который вычис-

ляется с помощью формулы  

( { }) { }

( { }) ( { }) { } { }

( )( ) | ( ) ( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( ).

b
b

s b s s k k

a s a
a

s k s k k k

s s

d f x f x d x F x C x

F b F a C b C а

   

   


   (*) 

Формулу (*) будем называть многозначной формулы Ньютона – Лейбница веществен-

ного или комплексного порядка s. 

Константу { } { } { } { }( ) ( ) ( ; ) ( ) |k k k k b

s s s s aC b C а C a b C x     в (*) будем называть многозначными 

константами интегрирования определённого интеграла (*). Из которых для k=0 будет 

главная константа интегрирования, а для остальных значений k - дополнительные кон-

станты интегрирования порядка s для нижнего предела a и верхнего предела b.  

Главное значение интеграла совпадает с ранее введённым определённым интегралом в 

d-анализе [2]. В случае классического анализа, когда s=1, интеграл (*) переходит в опре-

делённый интеграл классического анализа. В этом случае интеграл становится однознач-

ным, остаётся только главное значение, а константа интегрирования {0}

1 ( ; ) 0C a b  . 

Многозначность определённых интегралов дробных порядков при решении дифферен-

циальных уравнений, будет приводить, в общем случае, не к одному общему решению, 

как в классическом анализе, а к множеству общих решений, которое будет иметь конечное 

множество решений в случае рациональных порядков, а для иррациональных порядков к 

бесконечному счётному множеству. Каждому общему решению будет соответствовать 

бесконечное множество частных решений.  
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В работе исследуются существование собственных чисел и собственных функций для 

оператора Лапласа при задании на некоторой внутренней поверхности специальных усло-

вий сопряжения. 

Пусть  есть точка ограниченной области  из пространства  с гладкой (для просто-

ты - бесконечно дифференцируемой) границей   есть точка интервала , 

,   есть цилиндр ,  есть боковая граница ,  - есть 

заданные действительные числа. 

Обозначим , . 

Задача на собственные значения с условиями сопряжения:  найти функцию   и 

число  такие, что в цилиндрах  и  выполняется уравнение  

 

 

(1) 

при выполнении для  функции  условий 

 
(2) 

 
(3) 

 
(4) 

mailto:Shadrinann8@yandex.ru


323 

 

Задача (1)-(4) в случае  представляет собой классическую задачу дифракции. 

В данной работе рассматривается случай произвольных  .   
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Рассматривается модель фильтрации по закону Дарси в релаксационно-сжимаемой по-

ристой среде 3 ,  0,t T : 

            
     

 
2

2

, , ,
,m m x x

p t x p t x p t x
p t x

t t t
  

  
     

  
  в Q ,                                    (1) 

             ( , ) grad ,xt x p t x



 W  в Q ,                                                                                 (2) 

где   – ограниченная область,   – граница области  ,  0,Q T , 3x , t  – 

время,  0,  t T ,  ,p t x  – давление жидкости,  ,t xW  – скорости фильтрации,    – ко-

эффициент пьезопроводности пласта, 





 ,   – вязкость жидкости,  –  коэффициент 

проницаемости,   – коэффициент упругоёмкости  пласта, m  – время релаксации порис-

тости при постоянном перепаде давления, *
m m


 


  ,  * – динамический коэффициент 

упругоёмкости пласта, * 0

p

f c

m

m


  


  , 0m  – пористость жидкости в невозмущенных 

пластовых условиях, f  – коэффициент сжимаемости жидкости, c  – коэффициент сжи-

маемости пористой среды, p – время релаксации  давления  при постоянной  пористости.  

Все указанные параметры (коэффициенты) заданы и положительны. [1].  

Уравнение (1) удовлетворяет начальным условиям:  

   0,p t x p x   при  0t  ,                                                                       (3) 

             
 

 1
,p t x

p x
t





 при  0t  ,                                                                   (4) 

и граничному условию  

                       
 

 
,

, , , ,
p t x

a t x p t x b t x t x


 
n

  на    0,T ,                                (5) 

где  0p x ,  1p x ,  ,a t x ,  ,b t x ,  ,t x  – заданные функции, n – внешняя нормаль.   

Сначала, начально-краевая задача (1), (3), (4), (5), после дискретизации только по вре-

менной переменной, решается численно с помощью алгоритмов «блуждания по сферам», 
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«блуждания по шарам», «блуждания по решеткам» методов Монте–Карло и вероятностно-

разностным методом. Затем, методами Монте–Карло оценивается  grad ,x p t x , и, из урав-

нения (2) оценивается  ,t xW  во всех дискретных точках по времени. [2], [3], [4], [5].  

Литература 

1. Молокович Ю.М., Осипов П.П. Основы теории релаксационной фильтрации.      

Издательство Казанского университета. Казань,  1987.  – 106 с. 

2. Shakenov K.  Solution of one mixed problem for equation of relaxational filtration by 

Monte Carlo methods. Notes on Numerical Fluid Mechanics and Multidisciplinary Design. Vol-

ume 93. Advances in High Performance Computing and Computational Sciences. Springer.  

Springer–Verlag Berlin Heidelberg, 2006. Pages 205 – 210.  

3. Shakenov K.K.  Solution of problem for one model of relaxational filtration by proba-

bility– difference and Monte Carlo methods. Polish Academy of Sciences. Committee of Mining.  

//Archives of Mining Sciences. Volume 52, Issue 2, Krakow, 2007. Pages 247 – 255. 

4.  Shakenov K.  The Solution of the Initial Mixed Boundary Value Problem for Hyper-

bolic Equations by Monte Carlo and Probability Difference methods. Trends in Mathematics.        

Fourier Analysis. Pseudo-differential Operators, Time-Frequency Analysis and Partial      Differ-

ential Equations. Birkhäuser. © Springer International Publishing Switzerland 2014. P.      349 – 

355. 

5. Шакенов К.К. Решение задач Неймана для уравнений Гельмгольца и Пуассона и 

вычисление производной от решения методами Монте–Карло. Вестник КазГУ. Серия ма-

тематика, механика, информатика. № 3 (26), 2001, Алматы, 2001. С. 26 – 33.   

 
УДК 517.956 

О РАЗРЕШИМОСТИ ТРЕХМЕРНОЙ ЗАДАЧИ ГУРСА  

В КВАДРАТУРАХ 

ON THE SOLVABILITY OF THE THREE-DIMENSIONAL 

PROBLEM GOURSAT IN QUADRATURES 
 

Шакирова И.М. 

 

 Казанский (Приволжский) федеральный университет,  

Россия, Казань 

inna.sarvarova@yandex.ru 

 

В параллелепипеде  рассмотрим уравнение 

Бианки 

                 (1) 

с условиями 

                             (2) 

где  – грани D при  соответственно, и такие, что 

 
В настоящем сообщении речь идет об отыскании вариантов условий, достаточных для 

построения точных решений рассматриваемой задачи, получаемые путем факторизации 

левой части  операторами первого и второго порядка. Выяснено, что при выполнении 

условий 

 (3) 

уравнение  можно представить в виде 
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.                                       (4) 

А тождества 

 (5) 

обеспечивают запись этого уравнения с помощью тех же операторов, но взятых в обрат-

ном порядке 

.                                       (6) 

При выполнении тождеств  с помощью  получаются две задач: 

     (7) 

 (8) 

При этом  решается непосредственным интегрированием уравнения первого поряд-

ка, после чего задача  является классической задачей Гурса с двумя независимыми пе-

ременными  где  можно рассматривать в качестве параметра. Решение для  дается, 

например, в , но формула там зависит от функции Римана рассматриваемого 

уравнения. В  приведены различные варианты условий на коэффициенты 

уравнения вида , достаточных для построения функции Римана в явном виде, что вле-

чет за собой разрешимость задачи Гурса в квадратурах. Всего имеется семь таких вариан-

тов. 

В случае тождеств  тоже получается пара задач аналогичных . Меняя в ука-

занном выше рассуждении ролями переменные  при определенных требованиях, иг-

рающих роль  или , можно сформулировать еще четыре задачи Гурса типа , ре-

шение каждой из которых оказывается эквивалентно решению исходной задачи . К 

каждой из шести получаемых задач можно применить любой из упомянутых выше семи 

вариантов условий построения функции Римана в явном виде. Нетрудно видеть, что в ре-

зультате всех перечисленных действий мы приходим к 42 различным случаям условий 

разрешимости задачи  в квадратурах. 
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 Пусть  прямоугольник    

 Далее обозначим 

={у=0, 0<x< }, ={x=0, 0<у< }. 

В области   рассмотрим  систему 

(1) 

 

 - заданные  функции  области ,  

Проблеме  исследования уравнений и переопределенных систем с сингулярными  и 

сверх  сингулярными коэффициентами  посвящены  много работ.  

В  настоящей работе на основе способа разработанного Н.Раджабовым , получено  

представление многообразия решений системы уравнений (1) при 

   

В  дальнейшем обозначим  С2 ( ) – класс функций, которые  имеют  непрерывные  

производные  первого порядка в   и  такие, что   

Пусть   третье уравнение системы (1) является главным. Тогда в этом случае  получим 

следующее  утверждение 

Теорема 1. Пусть в системе уравнений (1)   коэффициенты и 

правые части удовлетворяют следующим условиям 

  

  

1)   

  

  

2)   
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3)    

4)   

5)  связаны при помощи коэффициентов 

системы в явном виде  

6)  

Тогда любое решение системы уравнений (1) из класса  представимо в виде 

  

,       

где -известные интегральные операторы ,   -

произвольная постоянная. 
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В математике и в математическом моделировании давно изучаются так называемые за-

дачи сопряжения, иначе обобщенные задачи дифракции. Задачи с условиями сопряжения 

естественным образом возникают в теории уравнений смешанного типа. Изучению таких 

уравнений посвящено много работ. 

В [1] авторы изучали задачи сопряжения для дифференциальных уравнений 

       
1 21 , ,

p p

t xxD u h x u c x t u f x t


     

(
2

2

2
, 1

p
p

t p
D p

t


 


) в случае строго положительной функции  h x , непрерывной всюду 

за исключением, быть может, одной внутренней точки области определения. В работе [2] 

изучаются аналогичные задачи для уравнения составного типа 

          
1 21 , ,

p p

t xx xxD u g x u h x u c x t u f x t


      

в случае строго положительной функции  g x  и не обязательно положительной функции 

 h x . 
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Характерной особенностью задач оптимального управления для систем обыкновенных 

линейных дифференциальных уравнений с запаздыванием является то, что можно раз-

дельно находить решение сопряжённой системы, а затем, используя её решение, опреде-

лять экстремальное управление 
extu , и при extu u  находить решение прямой системы. 

Это следствие того, что в этом случае сопряжённая система не зависит от фазовых состоя-

ний исходной системы, как имеющих запаздывание, так и не имеющих. 

Задачи оптимального управления для систем обыкновенных нелинейных дифференци-

альных уравнений с запаздыванием в общем случае не позволяют раздельно находить ре-

шения сопряжённой и прямой систем. Краевая задача, возникающая из принципа макси-

мума Понтрягина, содержит уравнения, зависящие одновременно от состояний, завися-

щих от запаздывания, и от состояний, имеющих опережение. И первый вопрос, а сущест-

вует ли вообще решение такой краевой задачи? Поэтому необходимо выделить класс не-

линейных задач, для которых решение краевой задачи существует, и найти его подкласс, в 

котором возможно некоторое подобие  раздельного их решения. 

Этот класс непуст, поскольку содержит по крайней мере систему, рассматриваемую 

ниже. Более того, как показано она является элементом выше указанного подкласса. 

Пусть управляемый динамический процесс описывается системой нелинейных обык-

новенных дифференциально-разностных уравнений с постянным временным запаздыва-

нием 0h  вида  

                 1 2 ,x t A t x t B t x t h f x t f x t h Cu t                                (1) 

где 

x  n -мерный вектор фазового состояния объекта;     x t t ,  ,0t h  ,   задан-

ная непрерывная функция;  A t и  B t  непрерывные квадратные матрицы размера n ; 

  1f x t и 
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  2f x t h   непрерывные  и непрерывно дифференцируемые по своим аргументам 

вектор-функции;  C t  непрерывная матрица размера n s ; u  s -мерный вектор управ-

ляющих воздействий (управление), компоненты которого являются измеримыми функ-

циями и стеснены ограничением  

                  ;u t U                                                                   (2) 

U  компактное выпуклое тело из s , причём 0 является внутренней точкой множества 

U . 

Предполагается, что система (1) управляема в начало координат при любой заданной 

непрерывной функции  . 

Задача. Требуется найти допустимое управление     0 0,u t t T ,  переводящее   

систему (1) при заданной функции  в начало координат за наименьшее время optT T . 

Для этой задачи оптимального быстродействия предложен итерационный алгоритм 

численного решения и доказана его сходимость к оптимальному решению. Использование 

принципа максимума Понтрягина для поставленной задачи приводит к необходимости 

решения краевой задачи вида (1), 

          

   
  

 

 
  

   

 

1

2

,

, , 0, ,

0, ,

f x t
t A t t

x

f x t
B t h t h t T h

x

t T h T

 







 
   

  

  
           


 

                 (3) 

 с начальной функцией  t ,  T c  и управлением  u u u t   , где  

      argmax , 0, .
u U

u t t C v t T 


   

Поиск решения этой краевой задачи производится по следующей схеме. 

Берётся траектория    , 0,z t t T , системы (1). При    x t z t находится решение 

 t сопряжённой системы (3) с граничным условием  T c  . Затем находится реше-

ние  x t ,  0,t T , системы (1) с начальной функцией   и управлением 

   argmax ,
v U

u u t t C v 


  . Если    x T z t   , то полагаем    z T x t ,  0,t T , 

и повторяем цикл. При    z T x t    решение краевой задачи (1), (3) найдено с задан-

ной точностью  . 

Показано, что такая схема даёт решение краевой задачи (1), (3). 
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Проводится аналитико-численный анализ множественных решений одномерной нели-

нейной краевой задачи (КрЗ) для модели Гинзбурга-Ландау (ГЛ) [1]. Задача описывает 

стационарные состояния сверхпроводящей бесконечной пластины конечной толщины, 

помещенной в магнитное поле, и в безразмерных переменных имеет вид (см. [2], [3]): 

2 0,a a    2 3 2 0,a         0 ,x D                                                             (1) 

 0 0,a    0 0,      ,a D h     0.D                                                                             (2) 

Здесь все величины вещественны; ,D h  и   – безразмерные положительные парамет-

ры: D  – полуширина пластины, h  – напряженность магнитного поля,   – параметр тео-

рии ГЛ, характеризующий материал сверхпроводника;  a x  – потенциал магнитного по-

ля,  x  – “эффективная волновая функция” (“параметр порядка”), где величина  2 x  

равна концентрации “сверхпроводящих электронов в металле”: 

 20 1x    0, .x D                                                                                                        (3) 

Для КрЗ (1), (2) справедливо: 1) ограничению (3) удовлетворяют все решения; 2) для 

любого фиксированного 0h   пара       , , , ,0a x h õ h hõ   есть решение (единственное 

с  , 0x h  ), и существует такое  , 0,fin finh h D   что при finh h  других решений 

нет; 3) если     , , ,a x h õ h  – решение, то     , , ,a x h õ h  – тоже решение (для опре-

деленности далее имеем ввиду те решения, для которых    00, 0h h   ). 

В [3], [4] представлен аналитико-численный анализ нелинейной КрЗ (1), (2) с ограниче-

нием  0 1x    0,x D  . Предложен простой численный метод нахождения всех та-

ких решений в широком диапазоне изменения параметров (при фиксированном значении 

 , 0h h D  может быть до трех решений), в том числе не найденные ранее другими 

методами (см. [2]) динамически неустойчивые и неизолированные решения; построены 

более подробные и точные непрерывные диаграммы состояний пластины (зависимости 

 0 h при 0 finh h  ), описывающие ее переход из сверхпроводящей фазы в нормальную 

(и наоборот) при усилении (ослаблении) магнитного поля, что позволило детально изу-

чить явление магнитного гистерезиса и эволюцию диаграмм с изменением параметров   

и/или D,  и др.; поставлены и изучены спектральные задачи для исследования динамиче-

ской (не)устойчивости решений в рамках линейной теории возмущений и для априорного 

нахождения пороговых значений магнитного поля. 
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Целью данной работы является развитие методов и подходов [3], [4] для нахождения 

тех решений КрЗ (1), (2), для которых  -компоненты могут менять знак на интервале 

 0, .D  Такие решения, которые представляют как математический, так и физический ин-

терес, особенно для толстых пленок и больший значений   (см., например, [5]), еще более 

затруднительно находить итерационными методами типа релаксации [2]; неслучайно в [5] 

при попытках находить такие решения алгоритм их вычислений не приводится (по утвер-

ждению автора, ввиду его сложности). 

Для развития алгоритма [3] предварительно изучается вспомогательная однородная 

КрЗ для состояний пластины в отсутствие магнитного поля: 

 2 3 0,       0 ,x D    0 0,      0.D                                                        (4) 

Нетривиальные решения  x  этой задачи, отличные от 1,  выражаются через эллип-

тические функции (см. [5]). Они являются “огибающими” для соответствующих  -

решений исходной КрЗ (1), (2) (с тем же числом узлов на  0, D ), определяя верхние и 

нижние границы для значений  -решений на  0, D . Вспомогательная КрЗ (4) при значе-

ниях параметра D  таких, что  1 ,l D l      где 1,l   имеет (с точностью до знака) l  

узловых решений 
   
s

x   1,..., ,s l  где 
   
s

x  имеет s  нулей на  0, .D  

В численных экспериментах обнаружено, что для некоторых фиксированных значений 

 , 0h h D   существуют до двух решений исходной КрЗ (1), (2), для которых  -

компоненты имеют одинаковое число узлов на  0, .D  При этом одно из этих решений от-

вечает начальным данным, лежащим внутри гистерезисной петли, и не может быть найде-

но итеративными методами типа [2]. 

В результате, развитие подхода [3], [4] дало возможность провести дополнительный 

математический анализ и более полные численные исследования множественных решений 

нелинейной КрЗ (1), (2) в широком диапазоне изменения параметров, осуществить по-

строение отвечающих им диаграмм состояний пластины в магнитном поле с описанием 

различных фазовых переходов в режимах ослабления или усиления поля, выявить случаи 

магнитного гистерезиса, и др. 

Автор выражает благодарность Н.Б. Конюховой за руководство работой. 
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В гидродинамике часто возникает проблема моделирования акваторий (океанов, морей, 

рек и т.д.) с «жидкими» границами. Под понятием «жидкой» (открытой) в данном случае 

подразумевается часть границы, на которой нарушается условие непротекания (например, 

проливы, устья рек, границы раздела океанов). Нередко эффектами такого рода 

пренебрегают, считая «жидкую» границу «твердой». В настоящее время имеется 

несколько подходов к моделированию открытых границ. Например, можно использовать 

приближение «материальной» границы (см. [1]) и другие приближения. Один из 

распространенных способов заключается в следующем. Допустим, необходимо рассчитать 

залив некоторого моря, тогда рассчитывается модель данного моря с крупной сеткой, и 

искомая функция интерполируется на «жидкую» границу залива. Также, если поведение 

граничной функции заведомо известно по многолетним наблюдениям, эти данные можно 

использовать для ее приближенного задания. Однако, применение таких приближений не 

всегда является обоснованным и может привести к понижению точности полученного 

решения. 

Данная работа посвящена одному из методов рассмотрения задач моделирования аква-

торий с «жидкими» границами. В рамках данного подхода граничное условие на «жид-

кой» части границы считается неизвестным, исследуется и решается обратная задача по 

восстановлению граничной функции. Работа основана на теории сопряженных уравнений 

[2], оптимального управления и общей методологии исследования и решения обратных 

задач, изложенной в [3]. Методология применяется к обратной задаче для нестационарно-

го уравнения конвекции-реакции-диффузии, описывающего распространение тепла и со-

лености. Работа включает в себя результаты численных экспериментов, проведенных для 

акватории Балтийского моря. 

Результаты данной работы могут быть использованы в дальнейшем для решения более 

сложных обратных задач и задач ассимиляции данных наблюдений в акваториях с «жид-

кими» границами. Также данная работа является одним из этапов в разработке алгоритмов 

для расчета скоростей, уровня, температуры и солености, применимых к реальным объек-

там.   
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Работа посвящена рассмотрению обратных задач для некоторых математических моде-

лей, возникающих в теории фильтрации. Вместе с решением определяются неизвестная 

правой части и коэффициенты в псевдопараболическом уравнении 3-го порядка. Уравне-

ния такого типа и более общий класс уравнений - уравнения типа Соболева возникают при 

описании процессов процессов фильтрации, тепломассопереноса, волновых процессов и 

во многих других областях. 

Рассматривается задача об определении вместе с решеним U неизвестной правой части 

и коэффициентов в уравнении: 

, ( , ) (0, ), (1)tLU MU f x t Q G T      

где L,M – операторы второго порядка по переменным x. G – ограниченная область в 

( 1)nR n  с границей 2.C  Уравнение дополняется краевыми и начальными условиями: 

U | , (0, ), (2)S S T    

0 0U | (x), (3)t U   

В качестве условий переопределения рассматриваются значения решения U в отдель-

ных точках. То есть условия переопределения имеют вид 

U(x , ) (t), ( 1,2,..., ), (4)i it i r   

где ix  произвольные точки лежащие в G. 

 Правая часть (1) имеет вид 
0

0 0

1

( ) ( , ) ( , ), (0, ; ( )) ( 1,2,..., ), (5)
r

i i i p

i

f c t f x t f x t f L T L G i r



     

где функции if  даны. Часть коэффициентов оператора M зависящих от t  считаются неиз-

вестными, и оператор M имеет вид: 

0

0 1

( ) ,
r

r k k

k r

MU M U c t M U
 

    

, 0

, 1 1

( , ) ( , ) ( , ) .
i j i

n n
k k k

k i j x x i x

i j i

M U b x t U b x t U b x t U
 

     

Условия согласования имеют вид:     0(0) ( , ) ( 1,2,..., ).i iU x t i r    

 А коэффициенты оператора L имеют следующий вид: 

, 0

, 1 1

( , ) ( , ) ( , ) .
i j i

n n

i j x x i x

i j i

LU a x t U a x t U a x t U
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 Основным результатом является доказательство теоремы о существовании единст-

венного решения 1( , ,..., )rU c c  задачи (1)-(4) на промежутке 0[0, ]  такое, что 

2 2

0 0 0([0, ]; ( )), ([0, ]; ( )), ( ) (0, ) ( 1,2,..., r).p t p p i pU C W G U L W G c t L i       
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Некоторые проблемы интерпретации гравитационных и магнитных полей, связанных с 

разведкой полезных ископаемых, приводят к некорректной задаче Коши для уравнения 

Лапласа [1,2]. Предположим, что локальная часть Земли может быть описана как часть 

полупространства. Неоднородность распределения плотности под поверхностью   = 0 

Земли вызывает напряженность гравитационного поля на поверхности Земли, отличное от 

своего среднего значения. Хотя эти отклонения малы в процентном выражении, они реги-

стрируются гравиметрами. Эти данные используются в поисково-разведочных работах. 

Целью исследования является определение расположения и формы подземных неодно-

родностей, основанное на гравиметрических данных измерений. 

Рассмотрим задачу Коши для уравнения Лапласа (задача продолжения) [3,4]: 

 
).(),0(),(),0(

,),0(),,0(:),(),(,0

ygyuyfyu

LyLxyxyxuu

x

yxyyxx




 

Необходимо продолжить функцию ),( yxu  с границы   = 0 в область  . 

Задача продолжения формулируется как обратная задача, решение которой строится 

методом минимизации целевого функционала.  

Показано, что размер области измерения можно рассматривать как параметр регуляри-

зации. 

Приведены теоретические результаты и результаты численных расчетов. 
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В работе рассматриваются задачи сопряжения для следующих неклассических 

дифференциальных уравнений 

 
2 1

1

2 1
( 1) ( ) ( , ) ( , )

p
p

xxp

u
h x u c x y u f x y

y







   


  

 
2 1

1

1 22 1
( 1) ( ( ) ( , ) ) ( ) ( , ) ( , )

p
p

xx xxp
g x u c x y u h x u c x y u f x y

y







    


  

в прямоугольнике ( 1,1) (0, )Q Y   , где p  — целое неотрицательное число, Y > 0. 

Предполагается, что ( ), ( )h x g x  могут иметь разрыв первого рода при 0,x   причем 
1

[ 1,0] [ 1,0]
( ), ( ) [ 1,0]g x h x C

 
  , 1

[0,1] [0,1]
( ), ( ) [0,1]g x h x C  (значения в точке 0x   

понимаются как предельные значения слева и справа соответственно), ( ) 0g x   при 

[ 1,1]x  . 

Во всех рассматриваемых задачах задаются краевые условия 

 ( 1, ) 0,u y    

 (1, ) 0u y    

и условия сопряжения 

 1 2 3 4( ) ( 0, ) ( ) ( 0, ) ( ) ( 0, ) ( ) ( 0, ) 0,x xy u y y u y y u y y u y             

 1 2 3 4( ) ( 0, ) ( ) ( 0, ) ( ) ( 0, ) ( ) ( 0, ) 0.x xy u y y u y y u y y u y             

При 0y   и y Y  задаются краевые условия 
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или 
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Для второго уравнения также рассматривается начально-краевая задача с условиями 
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В работе доказываются теоремы существования и единственности регулярных 

решений рассматриваемых задач, приводятся условия на коэффициенты уравнения 

и коэффициенты сопряжения достаточные для существования регулярных решений. 
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При математическом моделировании изменений климата для различных районов 

планеты важную роль играет теория чувствительности избранных функционалов по 

отношению к характеристикам континентов, Мирового океана, начальным данным, 

внешним источникам и внутренним параметрам задачи. Исследование чувствительности 

климата позволяет на основе реальных данных оценить ретроспективно качество моделей 

и найти новые механизмы, ответственные за формирование климата. 

В настоящее время в связи с исследованиями глобальных изменений на планете Земля 

очень важной является проблема получения и рационального использования данных 

измерений с целью ретроспективного анализа в различных областях знаний. 

Математическая модель данной проблемы может быть сформулирована как задача об 

усвоении и обработке многомерных (включающих зависимость от временной и 

пространственных переменных) данных, представляющая собой одну из задач 

оптимального управления. Начиная с работ Л.С.Понтрягина, Н.Н.Красовского, Ж.-

Л.Лионса, Г.И.Марчука постановки и изучение задач задач вариационного усвоения 

данных наблюдений на основе теории сопряженных уравнений привлекают внимание 

многих исследователей, занимающихся приложениями методов оптимального управления 

для практического решения тех или иных проблем(см. [1]-[2]). Наряду с разработкой и 

обоснованием алгоритмов численного решения задач вариационного усвоения данных 

наблюдений, важную роль играют свойства самого оптимального решения (см. [3]-[6]). 

Чрезвычайно важным является вопрос о чувствительности оптимальных решений задач 
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вариационного усвоения к погрешностям данных наблюдений и параметрам моделей, 

малоисследованный до последнего времени. 

В настоящей работе рассматривается проблема исследования чувствительности 

оптимального решения задачи вариационного усвоения данных наблюдений для нелиней-

ной эволюционной модели. На основе соотношений, связывающих погрешности опти-

мального решения задачи вариационного усвоения с ошибками данных наблюдений через 

гессиан функционала стоимости,  предложены алгоритмы вычисления коэффициентов 

чувствительности как норм операторов отклика, возникающих в уравнениях для погреш-

ностей. Проведено численное исследование чувствительности оптимального решения на 

примере задачи вариационного усвоения данных наблюдений о температуре поверхности 

моря для модели термодинамики в постановке, аналогичной введенной в работе [7] (с це-

лью восстановления потоков тепла на поверхности моря), на основе экспериментов по вы-

числению спектра гессиана и сравнению оптимальных решений в возмущенной и невоз-

мущенной задачах вариационного усвоения в приложении к акватории Балтийского моря. 
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Рассматривается уравнение  
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Регулярным в области D  решением уравнения  1  назовем функцию  y,xuu   из клас-

са    ,DCDC 2
4  такую, что  1DCu,u yxxx   и при подстановке, которой уравнение  1  

обращается в тождество. 

Задача. Найти регулярное в области D решение  y,xuu   уравнения  1 , удовлетво-
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исследована в [1]. 

Доказана следующая 

Теорема. Если                   x,x,r,Cx,h,Cy,y,h,Cy 32
2

1
1

32
2

1 000  

 ,r,C 02  то задача  2  –  5  для уравнения  1  имеет и притом единственное решение. 
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В докладе рассматривается задача оптимального управления для краевой задачи теории 

упругости с неизвестными границами, описывающей равновесие пластины Кирхгофа — 

Лява с объемным жестким включением и трещиной. В качестве основы при формулировке 

модели взяты идеи, изложенные в [1]. Предполагается, что трещина выходит на границу 

жесткого включения. На берегах трещины задаются нелинейные краевые условия, не по-

зволяющие противоположным берегам проникать друг в друга. Доказана разрешимость 

задачи оптимального управления, в которой целевой функционал совпадает с первой про-

изводной функционала энергии системы по длине трещины, а в роли функции управления 

выступает форма жесткого включения. Таким образом, оптимальная форма включения 

обеспечивает наиболее безопасное состояние равновесия системы с точки зрения крите-

рия разрушения Гриффитса. 
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Рассмотрим в области  (0, ) (0, )TQ l T  уравнение 

 
4 2

4 2
( ) ( , )

u u
p x h x t

x t
                                                      (1) 

и поставим для него следующую задачу: найти пару функций ( , )u p , удовлетворяющих 

уравнению (1), начальным данным 

 ( ,0) 0, ( ,0) 0,tu x u x                                                        (2) 

граничным условиям 

 u(0, t) 0,u( , t) 0,u (0, t) 0,u ( , t) 0xx xxl l                                     (3) 

и условию переопределения 

 

0

( ) ( , )dt .

T

H t u x t x                                                         (4) 

Прежде чем сформулировать основной результат, приведем некоторые преобразования 

и утверждения, нужные для основания разрешимости поставленной задачи. Обозначим 

 

0

( ) h( , )dt.

T

x H t x t   

Пусть 4,2 3,1
, ,Q Qx t T x t Tu C C , 0,lp C   и выполняются равенства (1)-(4). В этом 

случае пару функций ( , )u p  будем называть классическим решением задачи.  

Умножим уравнение (1) на  ( )H t   и проинтегрируем по t   от 0 до T , получим  

 
4

0

1
( ) ( ) ( , ) ( )

T

p x H t u x t dt x
x

 .                                          (5) 

Лемма. Если выполнены следующие условия 
2

0( ) 0,T , ( ) ( ) 0, 0 0, lH t C H T H T x x , 

 
4 0,l , 0 0 0,x C l l   

то задачи (1)-(4) и (1)-(3), (5) эквивалентны.  

Теорема. Если выполнены условия леммы, то задача (1)-(3), (5) однозначно разрешима.  
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Во многих областях физики представляет важное значение исследование собственных 

колебаний в неограниченных волноводных областях.  

В представленном докладе рассматривается задача о собственных колебаниях в трех-

мерном волноводе, образованном локальным гладким возмущением слоя между двумя 

плоскостями. Рассмотрен случай акустически жесткого компактного препятствия в слое. 

При этом предполагается, что хотя бы одна из компонент границы слоя – акустически 

мягкая. Используя вариационный принцип минимакса, ([3]) построен пример существова-

ния собственных значений, лежащих левее точки отсечки непрерывного спектра.  

Пусть , где , и  есть компактная од-

носвязная подобласть  с гладкой границей , .  Пусть  есть 

двухпараметрическое семейство растяжений множества  такое, что 

 , 

где  , , . 

Собственные колебания газа описываются следующей задачей для уравнения Гельм-

гольца: найти , такую, что  

                                                    (1) 

Известно, что непрерывный спектр задачи (1) есть промежуток , где 

. В работе показано, что если выполняется неравенство 

,                                           (2) 

то для достаточно большого  задача (1) имеет собственное значение в интервале 

, т.е. левее начала непрерывного спектра.  

Литература 

1. Rellich F. Das Eigenwertproblem  zu  u + u = 0 in Halbröhren // Studies and Essays 

Presented to R. Courant, Interscience Publishers, New York, 1948. P.329-344. 

2. Jones D.S. The eigenvalues of  
2 

u + u = 0 when the boundary conditions are given on 

semi-infinite domains // Pros. Camb. Phil. Soc. 1953. V.49, P.668-684. 

3. Бирман М.Ш., Соломяк М.З. Спектральная теория самосопряженных операторов. – 

Л.: Изд-во ЛГУ, 1989. 

4. Evans D.V., Levitin M., Vassiliev D. Existence theorems for trapped modes // Journal of 

Fluid Mechanics, 261, 1994, 2131. 

5. Назаров С.А. Вариационный и асимптотический методы поиска собственных чисел 

под порогом непрерывного спектра // Сиб. матем. журн. 2010. Т. 51, № 5, С. 1086–1101. 

mailto:igyumov@mail.ru


342 

 

УДК 517.518.87 

 АСИМПТОТИЧЕСКИ ОПТИМАЛЬНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ 

ПОГРЕШНОСТИ КУБАТУРНЫХ ФОРМУЛ  

ASYMPTOTICALLY OPTIMAL ERROR FUNCTIONAL  OF THE 

CUBATURE FORMULAS 
 

Юмова Ц.Ж. 

 

Восточно-Сибирский  государственный университет технологий и управления, Россия, 

Улан-Удэ 

syum@mail.ru 

 

Пусть  p1  и )..,,,( 21 nmmmm  , где km  неотрицательные целые,   ограни-

ченная с кусочно-гладкой границей )(  область в nE .  

В работе [1] получена оценка снизу нормы функционала погрешности с любыми коэф-

фициентами и любыми узлами в классе тех функций )()( ACx m , у которых в рассмат-

риваемой области определения частные производные вдоль выбранных координатных на-

правлений до порядка )1( km  включительно, обладают свойством гладкости, а произ-

водные порядка km  кусочно-непрерывны и ограничены. В монографии [2] получены 

оценки норм функционалов погрешности с равномерным распределением узлов, дейст-

вующих в пространстве 
mL
2  непериодических функций.  

В данной работе, используя вспомогательные леммы, доказана оценка снизу нормы 

произвольного функционала погрешности кубатурных формул с узлами на параллелепи-

педальных решетках в анизотропном пространстве Соболева. 

Теорема. Пусть )(x -характеристическая функция области  , которая имеет ку-

сочно-гладкую границу )( . Тогда для любого функционала погрешности кубатур-

ных формул общего вида 

)()()(
0
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Математическое моделирование – это описание в виде уравнений и неравенств реаль-

ных физических, химических, биологических, экологических, технологических и  эконо-

мических процессов окружающего мира. Математическое моделирование сочетает в себе 

опыт различных отраслей науки о природе и обществе, прикладной математике, информа-

тике и системного программирования для решения фундаментальных проблем. Результа-

том разработок бывает система математических моделей, которая описывает качественно 

новые и сложные закономерности функционирования объекта в новых условиях. Для их 

решения приходится привлекать фундаментальные знания из различных областей матема-

тики.  

 Ориентация в течении многих лет на технократический аспект образования, и как 

следствие, относительно большое количество часов на математику и физику, отсутствие 

необходимости обновлять и  доказывать состоятельность тех или иных  программ по дан-

ным дисциплинам привели к застою и девальвации математического, естественно-

научного и инженерного образования в глазах  современного общества.  Необходимым 

велением времени является расширение гуманитарной составляющей любого образова-

ния, в том числе и математического.  Вполне естественным  ответом было бы включение в 

традиционную программу по математике   сведений по истории и методологии науки, 

экологии, безопасности жизнедеятельности, экономике и т.д. Поскольку этого не было 

сделано, в учебных планах появились новые дисциплины: экология, экономика, ОБЖ, ос-

новы права, культурология и другие. Это повлекло за собой уменьшение объема матема-

тики и естественнонаучных дисциплин в структуре общего и профессионального образо-

вания.  

Дальнейшее развитие общества и появление новых информационных технологий, их  

быстрое совершенствование и проникновение во все сферы науки и техники, привело к 

осознанию новых задач образования таких, как информатизация образования, компьютер-

ная грамотность и информационная культура.  Самыми первыми приверженцами включе-

ния информатики в процесс образования были математики: академики А.П. Ершов, А.А. 

Самарский, С.В. Емельянов и др. В результате школах и вузах появилась новая дисципли-

на «Информатика».  Неприятие данного процесса основным  контингентом преподавате-

лей математики привело к тому, что математики все  дальше  отходили   процесса  инте-

грации математики и информатики, а кафедры информатики комплектовались из препода-

вателей вычислительной техники и других специальных дисциплин. 

 Уменьшение количества часов на математику произошло, также по причине   перерас-

пределения учебной нагрузки в пользу увеличения самостоятельной работы студентов. В  

некоторых вузах учебные планы предусматривают курсовые работы по математике, от-

крывающие новые возможности для совершенствования математического образования.  

Выполнение курсовых работ вызывает много нареканий со стороны преподавателей, так 

как  студенты используют часто готовые рефераты, скачанные из Интернета. Здесь есть 

над,  чем работать математическим кафедрам, так как выполнение курсовых работ  для  

студентов – это простая формальность.  

mailto:yantranova@mail.ru
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Переход на  двухуровневую систему высшего образования – на бакалавриат и магист-

ратуру требует пересмотра структуры научных знаний, уровней интеграции и новых под-

ходов математической подготовки в сфере профессиональной подготовки будущего спе-

циалиста. 

Вместо усиления роли математики и фундаментальных наук в базовом образовании на 

младших курсах  читаются специальные дисциплины,  тем самым еще больше потеснив 

математику. Однако, появление  магистратуры, дает прекрасную  возможность познако-

мить студентов с достижениями современной математики и возможностями ее примене-

ния в естественнонаучных исследованиях.  Часто используемый  термин «прикладная на-

правленность» можно    наполнить  новым содержанием.  И здесь есть возможность мате-

матикам  проявить должную  активность, чтобы занять достойное место в системе подго-

товки магистров.  В течение двух лет преподавателями кафедры геометрии читался курс  

«Математическое моделирование биологических процессов» для магистрантов эколого-

биологических специальностей.  Также в последнее время появился   курс «Прикладная 

математика» для магистрантов специальности «Земельный кадастр». Что в первом случае 

так и во втором часы, отводимые на данные курсы ничтожно малы – это 14 часов ауди-

торных при этом, данные часы отводятся на лабораторные работы, 4 часа на зачет, следо-

вательно, основная нагрузка – самостоятельная работа магистрантов.  

Поэтому, зачетные работы были сформулированы в виде проектов, которые включали 

задания с элементами математического моделирования  и  содержали материал в  соответ-

ствии научному направлению факультета или будущей специальности  магистрантов. 

Кроме проектов  магистранты должны были подготовить  доклады по различным раз-

делам математики. Например,  магистранты  эколого-биологического направления  были 

предложены доклады по темам: «Биомасса популяции, как приложение определенного 

интеграла», «Дифференциальные уравнения в теории эпидемии», «Использование мате-

матического понятия «точки перегиба» в биохимии». Для  магистрантов специальностей 

«Городской кадастр»  и  « Земельный кадастр»  была предложена тема доклада: «Измере-

ние геометрических величин в сферической, эллиптической и гиперболической геометри-

ях». А также была проведена лабораторная работа на тему: « Применение многократных 

интегралов для измерения геометрических величин». Лабораторная работа проводились с 

использованием современных информационных технологий, к которой  были привлечены 

студенты- дипломники с Института Математики и Информатики. Интерес был обоюдный, 

так как разработка таких занятий с использованием современных информационных тех-

нологий являлась частью экспериментальных исследований будущей дипломной работы 

для математиков. 

В заключении данной работы ., как геометр приведу верную аксиому - предметное со-

держание естественнонаучного образования  должно включать все больше элементов при-

кладной математики. 
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Как известно, конденсация водяного пара даст скрытое тепло, которое причинит восхо-

дящее движение воздуха, а восхождение воздуха в свою очередь причинит конденсацию 

водяного пара. Возрастание восходящего движения воздуха будет задерживаться трением 

падающих капел, произведенных конденсацией. Рассматриваем этот процесс в вертикаль-

ном высоком цилиндре и моделируем его одномерными интегро-дифференциальными 

уравнениями.  Точнее, речь идет о уравнениях  

∂tρ + ∂z (ρv) = - Htr ,  

ρ(∂tv + v∂zv) = - R1 ∂z (ρT) – g[Σ + ρ] + f ,  

ρcv(∂tT + v∂zT) - R1 T (∂t ρ+ v∂zρ) = (R1 T + Ltr ) Htr ,  

Htr = ( πvs(T) ∂z log ρ - ∂z πvs(T) ) v ,  

Σ = (1/z1) ∫[0,t] φ(t-s) ∫[0,z1] Htr(z,s) dz ds ,  
f = ρv (R1 ρ(z1) T(z1) - pex(z1)) ( ∫[0,z1] ρv dz’) 

-1
 ,  

где ρ ─ плотность, v ─ скорость, Т ─ температура, R1 ─ постоянная газов, g ─ ускорение 

сила тяжести, Ltr ─ скрытое тепло, πvs(T) ─ плотность насыщения водяного пара, φ(τ) ─ ве-

роятность того, чтобы капля осталась во время τ после ее образования, pex(z1) ─ внешнее 

давление в z = z1; уравнения рассматриваются в области  

0 ˂ z ˂ z1 ,    0 ˂ t ˂ ∞ .  

 Численное решение этих уравнений ([1]) показывает, что в начале скорость воздуха 

растет очень быстро, а потом решение стабилизует. Нам кажется, что решение хорошо со-

ответствует явлениям, производяющимся в реальной атмосфере. Можно принимать в счет 

тоже вязкость и теплопроводность в уравнениях, но существенно это не изменяет реше-

ние.  

Литература 
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ния смешанного типа второго рода.  

Boundary value problems with missing condition Tricomi on characteristics for equations 

of mixed type of the second kind. 

 

 

 

 

193 

Михайлов А.А., Мартынов В.Н.  
Моделирование распространения сейсмических и акусто-гравитационных волн в не-

однородной модели "земляатмосфера" при наличии стратификации ветра в атмосфере. 

Numerical modeling of seismic and acoustic-gravity waves propagation for a heterogene-

ous earth-atmosphere model in a wind-stratified atmosphere. 

 

 

 

 

195 

Молчанова Е. А.  
Численно-аналитическое определение собственных значений краевой задачи.  

Numerical-analytical determination of the own values of a boundary task. 

 

 

196 

Мусабеков К.С.  
Необходимое условие оптимальности в задаче управления химическим реактором. 

Necessary condition of optimality in chemical reactor control problem. 

 

 

198 

Мустафин С.А., Зейнуллина А.А., Мусина Ж.Ф.  
Моделирование процесса твердения закладочного массива.  

Modeling of the hardening process for filling.  

 

 

200 

Намсараева Г.В.  
Линейные обратные задачи для некоторых аналогов уравнения Буссинеска.  

Linear inverse problems for some analogues Boussinesq  equations. 

 

 

200 

Нахушева В.А.  
Краевая задача для уравнения Буссинеска смешанного типа с разрывным по време-

ни коэффициентом диффузии.  

Boundary value problem for the Boussinesq equation of mixed type with time discontinu-

ous diffusion coefficient. 

 

 

 

 

202 
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Нахушева З.А.  
Нелокальная задача с интегральными условиями для уравнения Лапласа.  

Nonlocal problem with integral conditions for the Laplace equation. 

 

 

204 

Нгуен Дык Банг, Чистякова Е.В.  
Модель гидравлического тракта  энергетической установки на основе теории выро-

жденных систем интегро-дифференциальных уравнений.  

Model hydraulic path of the power plant based on the theory of degenerate systems of 

integro-differential equations.  

 

 

 

 

205 

Нгуен Хак Диеп , Чистяков В.Ф.  
О понятии индекса для линейных дифференциально-алгебраических уравнений в 

частных производных.  

Оn the concept of the index for linear differential-algebraic equations of partial deriva-

tive. 

 

 

 

 

206 

Неустроева Н.В.  
Задача равновесия упругой пластины, содержащей наклонную трещину на границе 

жесткого включения.  

Аn equilibrium problem for an elastic plate with inclined crack on the boundary of a rigid 

inclusion. 

 

 

 

 

207 

Нигмедзянова А.М.  
Интегральное представление решения одного вырождающегося эллиптического 

уравнения первого рода с отрицательными параметрами.  

Тhe integral representation of the solution of the one you are born elliptic equation of the 

rst kind with negative parameters. 

 

 

 

 

208 

Никитина Т.Н.  

Об уравнении МонжаАмпера на положительном потоке.  

On the Мonge – Аmpere equation on a positive current. 

 

 

210 

Николаев О.Ю.  
Разрешимость обратной задачи для параболического уравнения высокого порядка с 

неизвестным коэффициентом при старшей производной.  

Solvability of inverse problems for parabolic equations of high order with an unknown 

coefficient of the highest derivative. 

 

 

 

 

211 

Новиков И.С.  
Алгоритм решения задачи оптимизации экономического ущерба от загрязнения в 

регионе с учетом ресурсов на устранение локальных источников.  

An algorithm for solving the optimization problem of economic damage from pollution in 

region taking into account resourses available for removing the local sources. 

 

 

 

 

212 

Ольшанский М.А., Чернышенко А.Ю.  
Метод конечных элементов для уравнений, заданных на поверхностях, и моделиро-

вание течений в средах с трещинами.  

A finite element method for pdes posed on surfaces and modeling of flows in fractured 

media.  

 

 

 

 

214 

Ошоров Бато Б., Ошоров Батор Б.  
Об одной математической модели механики сплошных сред.  

About one mathematical model for mechanics of continuous mediums.  

 

 

215 

Ошоров Б.Б., Сордохонова Е.Н.  
Неклассические краевые задачи для некоторых систем уравнений с частными про-

изводными.  

Nonclassical boundary value problems for some systems of equations with partial deriva-

tives.  

 

 

 

 

216 
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Ошоров Б.Б.  
Краевые задачи с разрывными граничными условиями для некоторых классов мо-

дельных систем уравнений.  

Boundary problems with discontinuous boundary conditions for some classes of model 

systems of the equations.  

 

 

 

 

218 

Павлов С.С.  
Коэффициентная обратная задача для квазигиперболических уравнений высокого 

порядка с интегральным переопределением.  

Coefficient inverse problem for quasihyperbolic higher-order equations with integral over 

determination.  

 

 

 

 

219 

Панов А.В.  
Точные решения уравнений динамики двухфазной среды.  

Exact solutions of  equations of dynamics two-phase medium.  

 

 

221 

Пармузин Е.И., Агошков В.И., Захарова Н.Б.  
Вариационное усвоение данных наблюдений для модели термодинамики Балтий-

ского моря.  

Variational data assimilation problem for the Baltic sea thermodynamics model. 

 

 

 

221 

Паровик Р.И.  
Численное моделирование фрактальных осцилляторов с трением.  

Numerical modeling of fractal oscillator with damping. 

 

 

222 

Пащенко Г.Н.  
Нейросетевая система управления объектом с запаздыванием и неточными данны-

ми.  

Neural network control system of the object with delay and inexact data.  

 

 

 

223 

Петрушко И.М.  
О первой смешанной задаче для параболических уравнений сменяющимся направ-

лением времени со слабым вырождением типа Келдыша.  

On the first mixed problem for parabolic equations with changing time direction with 

weak degeneracy of Кeldysh type. 

 

 

 

 

224 

Пиманов Д.О., Фадеев С.И., Косцов Э.Г.  
Исследование математических моделей микроэлектромеханических резонаторов 

разного типа.  

Mathematical model research of different types of microelectromechanical resonators. 

 

 

 

225 

Пинигина Н.Р.  
Краевые задачи для некоторых классов уравнений составного типа.  

Boundary value problem for a classe of equations of composite type. 

 

 

226 

Плеханова М.В., Байбулатова Г.Д.  
Численное решение задачи управления системой уравнений фазового поля.  

Numerical solution of control problem for system of phase field equations. 

 

 

228 

Плеханова М.В. Задача шоуолтера для квазилинейного вырожденного уравнения. 

Showalter problem for a high order quasilinear degenerate equation. 

 

229 

Подгаев А.Г., Лисенков К.В.  
Задача Стефана и краевые задачи для нелинейных уравнений в областях с немоно-

тонной нецилиндрической границей.  

Stefan problem and initial-boundary value problems for nonlinear equations in domain 

with non-tube and non-monotone boundary. 

 

 

 

 

230 

Поляков Д.М.  
О спектральных свойствах дифференциального оператора четвертого порядка с пе-

риодическими и антипериодическими краевыми условиями.  

About spectral properties of fourth order differential оperator with periodic and 

semiperiodic boundary conditions. 

 

 

 

 

231 
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Полякова А.П.  
Решение задач трехмерной тензорной томографии методом сингулярного разложе-

ния.  

Solution of 3D tensor tomography problems with usage of singular value decomposition.  

 

 

 

233 

Попов Н.С.  
Об условиях разрешимости нелокальных краевых задач для неклассических урав-

нений третьего порядка.  

About the conditions of solvability of nonlocal boundary value problems for nonclassical 

equations of third order. 

 

 

 

 

234 

Попов С.В.  

Краевые задачи для 2n -параболических уравнений с меняющимся направлением 

времени.  

Boundary value problems for 2n -parabolic equations with changing time direction. 

 

 

 

236 

Потапова С.В.  
Задача сопряжения для уравнения с кратными характеристиками со знакоперемен-

ным коэффициентом.  

Interface problem for third order equation with multiple characteristics and coefficient 

alternate in sign. 

 

 

 

 

237 

Применко А.А.  
Задачи сопряжения для неклассических дифференциальных уравнений с разрыв-

ными коэффициентами.  

Conjugation problem for non classic differential equations with discontinuous coeffi-

cients. 

 

 

 

 

238 

Прудников В.Я.  
Об  Н-свойстве функционалов.  

About Н-svoystve of functionalities. 

 

 

239 

Псху А.В.  
Первая краевая задача для уравнения дробной диффузии в нецилиндрической об-

ласти.  

The first boundary value problem for equation of fractional diffusion in noncylindrical 

domain. 

 

 

 

 

240 

Пчелова А.З.  
Существование и единственность решения задачи Коши для одного нелинейного 

дифференциального уравнения первого порядка в области голоморфности.  

The existence and uniqueness of solution the Сauchy problem for a nonlinear differential 

equation of first order in the region of holomorphy. 

 

 

 

 

241 

Радкевич Е.В.  
О парадигме турбулентного диффузионного горения.  

On the reconstruction to the initial stage of inner turbulence. 

 

 

243 

Ракшаева Е.Ж., Айзенберг А.М., Песчанко А.И. 

 Волновые поля в окрестности криволинейной границы неоднородных сред в тер-

минах конволюционных операторов прохождения.  

Wavefileds in the vicinity at curvilinear contact of inhomogeneous media in terms of 

convolution-type transmission operators.  

 

 

 

 

244 

Расулов А.Б., Солдатов А.П.  

Представление общего решения уравнения типа  КошиРимана с сингулярными 

коэффициентами.  

A representation of general solution of the Сauchy- Riemann type equation with singular 

coefficients.  

 

 

 

 

245 
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Рахмонов Ф.Д.  
О разрешимости задачи теории теплопроводности с двумя нелокальными краевыми 

условиями. 

 About the solvability of problems of the theory of heat conductivity with two nonlocal 

boundary conditions. 

 

 

 

 

247 

Рахмонов Х. О., Меражова Ш. Б.  
Смешанная задача для вырождающихся эллиптических систем уравнений типа Би-

цадзе.  

Mixed problem for degenerated elliptic system of equations of type Вisadze.  

 

 

 

249 

Репин О.А.  
Нелокальная задача для одного уравнения  смешанного типа.  

Nonlocal problem for an equation of mixed type. 

 

 

250 

Роговой А.В.  
Свойства решений задачи Трикоми для уравнения Геллерстедта.  

Solutions properties of Тricomi problem for Gellerstedt equation.  

 

 

251 

Романовский  Р. К., Назарук Е. М.  
Устойчивость решений линейных неавтономных систем ФДУ в пространстве Собо-

лева. 

Stability of solutions of linear non-autonomous   FDE systems in Sobolev space  H
1 

 

 

 

252 

Романовский  Р. К., Троценко Г.А.  
Метод функций Ляпунова для почти периодической разностной системы в Гиль-

бертовом пространстве.  

Method of Lyapunov functions for almost periodic difference system in Нilbert space.  

 

 

 

254 

Рудой Е.М.  
Метод декомпозиции области для модельной задачи теории трещин с возможным 

контактом берегов.  

Domain decomposition method for a model crack problem with a possible contact of 

crack faces.  

 

 

 

 

255 

Сабитов К.Б.  
Обратные задачи для уравнений Лапласа, струны и смешанного типа. 

Inverse problems for the Laplace equation, strings and mixed types.  

 

 

256 

Савельев Л.Я.  
Марковское моделирование. 

Markov modeling. 

 

 

258 

Сакабеков А., Аужани Е. 

Граничные условия Максвелла-Аужана для одномерной нелинейной системы мо-

ментных уравнений Больцмана.  

Boundary conditions of Мaxwell-Аuzhan for one dimensional nonlinear moment system 

equations of Вoltzmann.  

 

 

 

 

259 

Салимов Р.Б., Шмагин Ю.А.  
Об одной обратной краевой задаче для двусвязной области.  

About the issue of inverse boundary value problem for a doubly-connected domain.  

 

 

260 

Санеева Л.И., Назарова Л.И.  
Оценка погрешностей на элементарных отрезках интегрирования.  

Score errors on basic points of integration. 

 

 

262 

Саранча Д.А., Юрезанская Ю.С.  
Порядок натурального ряда в разностном уравнении, полученном при исследовании 

экологических систем.  

Order of a natural row in the differential equation received at the research of ecological 

systems. 

 

 

 

 

263 
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Саранча Д.А., Юрезанская Ю.С.  
О методах моделирования экологических объектов с помощью наборов взаимосвя-

занных моделей.  

About the methods of ecological objects modeling by means of the sets of  

the interconnected models. 

 

 

 

 

265 

Сатторов Э.Н., Эрмаматова З.Э.  
О продолжении решений однородной системы уравнений Максвелла  по заданным 

значениям на части границы.  

On the continuation of a solution of the homogeneous systems of Мaxwell equation from 

its values on a part of the boundary. 

 

 

 

 

267 

Сафаров Д.С.  
Об исследовании уравнения обобщённых аналитических функций с постоянным 

отклонением аргумента. 

On the investigation the equation of the generalized analytic function with the constant 

deviation argument. 

 

 

 

 

268 

Сафина Р.М.  
Задача Келдыша для уравнения смешанного типа с сингулярным коэффициентом в 

прямоугольной области. 

 The Кeldysh problem for mixed type equation with singular coefficient in rectangular 

domain. 

 

 

 

 

270 

Семенко Е.В., Семенко Т.И.  
Динамика коэффициентов преломления в линейной задаче об ударной волне.  

The refraction coefficients' dynamics in linear problem of shock wave disturbance. 

 

 

271 

Сербина Л. И.  
Применение нагруженных уравнений в решении задач нестационарной безнапор-

ной фильтрации.  

Application of the loaded equations in the solving of problems of pressureless filtration. 

 

 

 

272 

Скворцова М.А.  
Уравнения с запаздывающим аргументом и динамика птичьего гриппа. 

Delay differential equations and avian influenza dynamics.  

 

 

273 

Смагин С.И., Пономарюк Ю.Ю.  
Математическое моделирование передачи тепла катоду при электроискровом леги-

ровании.  

Mathematical modeling of heat’s transmission to cathode attached to electro-spark alloy-

ing. 

 

 

 

 

274 

Сорокин Р.В., Шипина Т.Н.  
Некоторые обратные задачи для систем 

дифференциальных уравнений с данными Коши.  

On inverse problems for systems of differential equations with Сauchy data.  

 

 

 

275 

Суродина И.В.  
Решение прямых двумерных и трёхмерных задач электрического и электромагнит-

ного каротажа на GPU. 

2d and 3d computer simulation of the electric and electromagnetic logging on graphics 

processors  

 

 

 

 

 

276 

Т.Батзул, Ц.Жаргалсайхан.  

Задачи нечеткого программирования и обобщенный принцип принципа Заде.  

The generalized principle of principle Zadeh and problems fuzzy programming. 

 

 

277 

Талышев А.А.  
О дифференциально–инвариантных решениях.  

On ifferential–invariant solutions. 

 

 

279 
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Танана В.П., Сидикова А.И.  
Об оценке погрешности приближенного решения интегрального уравнения первого 

рода.  

An error estimate of approximate solution when solving integral equation. 

 

 

 

280 

Телешева Л.А. 

О разрешимости одной обратной задачи для некоторых классов параболических 

уравнений четвертого порядка.  

On the solvability of an inverse problem for some classes of parabolic equations of fourth 

order. 

 

 

 

 

282 

Тихонова И.М., Егоров И.Е. 

 О модифицированном методе Галеркина для уравнения смешанного типа второго 

порядка.  

A modified Galerkin metod for the second оrder equation of mixed type. 

 

 

 

283 

Токибетов Ж.А., Абдуахитова Г.Е.  

Решение задачи Дирихле для одной невырождающейся эллиптической системы, 

зависящей от параметра.  

Solution of Dirichlet problem for a nondegenerate elliptic system, depending on a param-

eter. 

 

 

 

 

284 

Уварова И.А.  
О свойствах решений одной системы нелинейных дифференциальных уравнений 

высокой размерности.  

On properties of solutions to one system of nonlinear differential equations of high di-

mension.  

 

 

 

 

285 

Умаров Х.Г. 

Явный вид решения задачи Коши для уравнения Баренблатта–Желтова–Кочиной. 

Explicit Form Of The Solution Of The Cauchy Problem For The Barenblatt–Zheltov–

Kochina Equation 

 

 

 

 

286 

Уринов А.К., Маманазаров А.О.  
Задачи с интегральным условием для параболо-гиперболического уравнения с не-

характеристической линией изменения типа.  

Problems with the integral condition for the parabolic-hyperbolic equation with the 

noncharacteristic line of the modification of type.  

 

 

 

 

288 

Уткина Е.А. 

 О случаях однозначной разрешимости задачи Дирихле для уравнения Буссинеска-

Лява.  

About cases unique solvability of the Dirichlet problem for the Boussinesq-Love equa-

tion. 

 

 

 

 

290 

Ушаков А.Л.  
Численное моделирование деформации мембраны.  

Numerical modelling of deformation of the membrane. 

 

 

291 

Фатьянов А.Г.  
Аналитическое моделирование волновых полей для сред сложной структуры и 

строения. 

Analytical modeling of wave fields for complex subsurface structures and geometries. 

 

 

 

293 

Фаязов К.С., Абдуллаева З.Ш.  
Многоточечная задача для уравнения смешанного типа высокого порядка.  

Many dots problem for higher order mixed type differential equation. 

293 

Фаязов К.С., Хажиев И.О., Фаязова З.К.  
Некорректная краевая задача для дифференциально-операторного уравнения 

четвертого порядка.  

The ill-posed boundary value problem for differential-operator equation of fourth order. 

 

 

 

295 



364 

 

Федоров В.Е., Романова Е.А.  
Аналитические разрешающие семейства операторов вырожденных эволюционных 

уравнений дробного порядка.  

Analytic resolving operators families оf fractional order degenerate evolution equations. 

 

 

 

297 

Федоров Ф. М.  
Достаточное условие существования решений бесконечных систем алгебраических 

уравнений.  

A sufficient condition of solutions existence for infinite systems of algebraic equations. 

 

 

 

298 

Федоров В.Е., Тихонова И.М.  
Применение метода Галеркина для уравнения смешанного типа.  

Galerkin’s method for mixed type equation. 

 

 

299 

Хайдаров И.У.  
Об одной задаче с интегральным условием для параболо-гиперболического уравне-

ния с негладкой линией изменения типа. 

On A Problem With An Integral Condition For Parabolic-Hyperbolic Equation With A 

Smooth Line Change Type 

 

 

 

 

 

300 

Хайруллин М.Х., Морозов П.Е., Шамсиев М.Н., Абдуллин А.И. 

Оценка дебита горизонтальной скважины в элементе разработки битуминозной за-

лежи методом парогравитационного дренирования.  

Evaluation horizontal well productivity in the elements of developing bituminous deposit 

by the steam assisted gravity drainage method. 

 

 

 

 

302 

Халилов К.С., Солиев И.С.  
Нелокальная задача с интегральным условием и условием Бицадзе-Самарского для 

параболо-гиперболического уравнения.  

Non local problem with the integral condition and the condition Вitsadze-Samarskii for 

the parabolic-hyperbolic equation. 

 

 

 

 

304 

Ханхасаев В.Н., Дармахеев Э.В.  
Схема переменных направлений численного решения смешанного уравнения теп-

лопроводности.  

Alternative  directions  scheme of numerical solution for heat equation of the mixed type. 

 

 

 

306 

Ханхасаев В.Н. Об одном обобщении уравнений Навье-Стокса. On one generaliza-

tion of the Navie-Stockes  equations. 

 

307 

Хасанов А.Х., Сеилханова Р.Б.  
Основные краевые задачи для обобщенного осесимметрического уравнения Гельм-

гольца.  

The main boundary value problems for generalized bi-axially symmetric Нelmholtz equa-

tion. 

 

 

 

 

308 

Хачай О.А., Хачай А.Ю.  
Математическое моделирование волновых полей в слоистых средах с иерархиче-
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