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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÞ (àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÞÇ ËÎË ÊÄÖÍÑÄÞÇ) ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐÞ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ U 1�r� � U 1�x; y; z�, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÌ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËá ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ

DU 1 � k 2U 1 � 0 ; �1�
ÅÆÇ D � q2=qx 2 � q2=qy 2 � q2=qz 2 ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÂÒÎÂÔÂ,
k � 2p=l ì ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ, l ì ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ ÏÑÆÇÎË-
ÓÖÇÏÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ. ¶ÖÐÍÙËá U 1 Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÃÖÆÇÏ
ÐÂÊÞÄÂÕß ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÒÑÎÇÏ.

¦ÔÎË ÐÂ ÒÖÕË ÒÇÓÄËÚÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ U 0�x; y; z�
ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ËÊÎÖÚÇÐËâ ËÏÇÇÕÔâ ÍÂÍÑÇ-ÎËÃÑ

ÒÓÇÒâÕÔÕÄËÇ (ÓÂÔÔÇËÄÂÕÇÎß) ì ÕÇÎÑ, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÇ ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕßá S, ÕÑ ÑÕÓÂÉÈÐÐÑÇ (ÓÂÔÔÇâÐÐÑÇ) àÕËÏ ÕÇÎÑÏ
ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÑ Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÎÇÆÖ-
áÜÇÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [1, 2]):
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ÅÆÇ U � U 0 �U 1 ì ÒÑÎÐÑÇ (ÒÂÆÂáÜÇÇ ÒÎáÔ ÓÂÔÔÇâÐÐÑÇ)
ÒÑÎÇ, G0 ì×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÇÎßÏ-
ÅÑÎßÙÂ (×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ),
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8>>><>>>:
q=qn 0 ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË
ÄÐÇÛÐÇÌ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í S ÐÑÓÏÂÎË.

¶ÖÐÍÙËâ G0�r; r 0� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÑÎÇ Ä ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÑÌ ÕÑÚÍÇM�r� ÑÕ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÑÅÑ
Ä ÕÑÚÍÇN�r 0�. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ
(2) ÒÑÎÇ ÒÇÓÄËÚÐÞØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÔÄÇÕÂ), ÓÂÔ-
ÔÇâÐÐÑÇ (ÑÕÓÂÉÈÐÐÑÇ) ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ÕÇÎÑÏ, âÄÎâÇÕÔâ ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÑÏ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ÄÕÑÓËÚÐÞØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ,
ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞØ ÐÂ ÇÅÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S. ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË,
ÏÞ ÄËÆËÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ËÊÎÖÚÇÐËâ àÕËØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ.

°ÃÓÂÕËÏÔâ ÕÇÒÇÓß Í ÔËÕÖÂÙËË, ÍÑÅÆÂ ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÏ ÊÇÓÍÂÎßÐÞÌ ÑÃÝÇÍÕ, Õ.Ç. ÑÕÒÑÎËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÆÑ ÕÂÍÑÌ
ÔÕÇÒÇÐË, ÚÕÑ ÛÇÓÑØÑÄÂÕÑÔÕË ÐÂ ÇÅÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÐÇ ÄÑÔ-
ÒÓËÐËÏÂáÕÔâ ÅÎÂÊÑÏ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ËÆÇÂÎßÐÑ ÑÕÒÑÎËÓÑ-
ÄÂÐÐÖá Ô×ÇÓÖ (ÒÓÑÔÕÇÌÛËÌ ÒÓËÏÇÓ ì ÈÎÑÚÐÂâ ËÅÓÖÛÍÂ
Ä ÄËÆÇ ÊÇÓÍÂÎßÐÑÅÑ ÛÂÓÂ). ¦ÔÎË ÄÃÎËÊË ÕÂÍÑÌ Ô×ÇÓÞ ÐÇÕ
ÐËÍÂÍËØ ÒÓÇÆÏÇÕÑÄ Ë ÏÞ ÒÑÆÔÄÇÕËÎË ÇÈ ÍÂÍËÏ-ÎËÃÑ ËÔ-
ÕÑÚÐËÍÑÏ ÔÄÇÕÂ Ä ÕÇÏÐÑÕÇ, ÕÑ ÇÈ ÑÚÇÓÕÂÐËâ ÃÖÆÖÕ ÆÑ-
ÄÑÎßÐÑ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÏË.

°ÍÕâÃÓß 2017 Å. ´ÑÏ 187, å 10
µ ³ ± ¦ · ª ¶ ª © ª ¹ ¦ ³ ¬ ª · ¯ ¡ µ ¬

®¦´°¥ª¹¦³¬ª¦ ©¡®¦´¬ª

° ÓÂÔÒÑÊÐÂÄÂÐËË ÊÇÓÍÂÎßÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ

¡.¤. ¬áÓÍÚÂÐ

°ÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÊÓËÕÇÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÑÊÐÂÄÂÐËâ ÊÇÓÍÂÎßÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ, Õ.Ç. ÕÇÎ Ô ËÆÇÂÎßÐÑ ÅÎÂÆÍÑÌ
(ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ) ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá. ©ÓËÕÇÎßÐÑÇ ÄÑÔÒÓËâÕËÇ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÑÃÝÇÍÕÑÄ Ä ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ËØ ÑÍÓÖÉÇÐËâ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÄÑÔÒÓËâÕËâ ÕÇÎ Ô ÐÇÓÑÄÐÑÌ (ÛÇÓÑØÑÄÂÕÑÌ) ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá,
ÊÓËÕÇÎßÐÞÇ ÑÃÓÂÊÞ ÍÑÕÑÓÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÑÍÓÖÉÂáÜÇÌ ÑÃÔÕÂÐÑÄÍÇ.

¬ÎáÚÇÄÞÇ ÔÎÑÄÂ: ÊÇÓÍÂÎßÐÞÌ ÑÃÝÇÍÕ, ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ, ÓÂÔÔÇËÄÂÕÇÎß, ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ, ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ, ÐÑÔËÕÇÎß ÄÕÑÓËÚÐÞØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ, ÓÂÊÓÇÊ, ÓËÏÂÐÑÄÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß,
ÊÓËÕÇÎßÐÞÌ ÑÃÓÂÊ

PACS number: 42.25.Fx DOI: https://doi.org/10.3367/UFNr.2017.03.038104

# ¡.¤. ¬áÓÍÚÂÐ 2017

¡.¤. ¬áÓÍÚÂÐ.®ÑÔÍÑÄÔÍËÌ ÕÇØÐËÚÇÔÍËÌ ÖÐËÄÇÓÔËÕÇÕ ÔÄâÊË
Ë ËÐ×ÑÓÏÂÕËÍË,
ÖÎ. ¡ÄËÂÏÑÕÑÓÐÂâ 8Â, 111024 ®ÑÔÍÄÂ, ²ÑÔÔËÌÔÍÂâ ¶ÇÆÇÓÂÙËâ;
ªÐÔÕËÕÖÕ ÓÂÆËÑÕÇØÐËÍË Ë àÎÇÍÕÓÑÐËÍË ËÏ. £.¡. ¬ÑÕÇÎßÐËÍÑÄÂ ²¡¯,
¶ÓâÊËÐÔÍËÌ ×ËÎËÂÎ,
ÒÎ. £ÄÇÆÇÐÔÍÑÅÑ 1, 141190 ¶ÓâÊËÐÑ, ®ÑÔÍÑÄÔÍÂâ ÑÃÎ.,
²ÑÔÔËÌÔÍÂâ ¶ÇÆÇÓÂÙËâ;
¸ÇÐÕÓÂÎßÐÞÌ ÐÂÖÚÐÑ-ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÔÍËÌ ËÐÔÕËÕÖÕ ÔÄâÊË,
1-Ì ÒÓÑÇÊÆ ±ÇÓÑÄÂ ÒÑÎâ 8, 111141 ®ÑÔÍÄÂ, ²ÑÔÔËÌÔÍÂâ ¶ÇÆÇÓÂÙËâ
E-mail: agkmtuci@yandex.ru

³ÕÂÕßâ ÒÑÔÕÖÒËÎÂ 27 ÔÇÐÕâÃÓâ 2016 Å.
1 H

�2�
0 ì×ÖÐÍÙËâ ·ÂÐÍÇÎâ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.

5 µ¶¯, Õ. 187, å 10



¯ÂÆÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ØÖÆÑÉÐËÍÑÄ ÚÂÔÕÑ ËÐÕÇÓÇÔÑÄÂÎÂ
ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÄËÊÖÂÎËÊÂÙËË ÊÇÓÍÂÎßÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ. ´ÂÍ, ËÊÑ-
ÃÓÂÉÇÐËâ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÑÃÝÇÍÕÑÄ ÇÔÕß ÐÂ ÓâÆÇ ÒÑÎÑÕÇÐ
ËÊÄÇÔÕÐÑÅÑ ÓÖÔÔÍÑÅÑ ØÖÆÑÉÐËÍÂ ¬.³. ±ÇÕÓÑÄÂ-£ÑÆÍËÐÂ,
ÍÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÐÂ ÍÂÓÕËÐÇ "¯ÂÕáÓÏÑÓÕ Ô ÔÂÏÑÄÂÓÑÏ",
ÓÇÒÓÑÆÖÍÙËâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÊÆÇÔß.

£ÇÔßÏÂ ÄÂÉÐÞÏ ÆÎâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ ÑÃÔÕÑâ-
ÕÇÎßÔÕÄÑ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ U 1�r�, ÃÖÆÖÚË ÓÇÛÇÐËÇÏ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ (1), ÍÑÅÆÂ M�r� 2RR3n �D,
ÅÆÇ DìÑÃÎÂÔÕß ÄÐÖÕÓË S, �D � D [ S, âÄÎâÇÕÔâ ÄÔáÆÖ ÄÐÇ
�D ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ [1] Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÑÌ Ä
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍË, ÅÆÇ ÑÐÂ ÂÐÂÎËÕËÚÐÂ, ÔÕÇ-
ÒÇÐÐ�yÏ ÓâÆÑÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÓâÆÑÏ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ 1=�kr�
(ÓâÆÑÏ ¡ÕÍËÐÔÑÐÂ ëµËÎÍÑÍÔÂ) [1, 2]. ¬ÂÍ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕ-
ÐÑ, ÕÂÍÑÌ ÓâÆ ÔØÑÆËÕÔâ ÄÐÇ Ô×ÇÓÞ, ÓÂÆËÖÔ ÍÑÕÑÓÑÌ ÓÂÄÇÐ
ÓÂÔÔÕÑâÐËá ÑÕ ÙÇÐÕÓÂ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÆÑ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÖÆÂÎÈÐ-
ÐÑÌ ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍË ×ÖÐÍÙËË U 1�r�. ¿ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÒÓÑÆÑÎÉËÕß ×ÖÐÍÙËá U 1�r� ÊÂ
ÒÓÇÆÇÎÞ ÇÈ ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ [2 ë 4].
¶ÖÐÍÙËâ U 1�r� ÆÑÎÉÐÂ ËÏÇÕß ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä
ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÐÂ ÓÂÄÐâÎÂÔß ÃÞ ÐÖÎá ÄÔáÆÖ [2].
°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ àÕË ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË ÎÇÉÂÕ Ä ÑÃÎÂÔÕË D Ë
(ËÎË) ÐÂ ÇÈ ÅÓÂÐËÙÇ.

¹ÕÑ ÔÑÃÑÌ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÖÒÑÏâÐÖÕÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
×ÖÐÍÙËË U 1�r�? ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÔÕÑÌ ÒÓËÏÇÓ. ±ÖÔÕß
ÒÇÓÇÆ ÒÎÑÔÍËÏ ÊÇÓÍÂÎÑÏ S ÐÂØÑÆËÕÔâ ËÔÕÑÚÐËÍ ÔÄÇÕÂ.
¤ÎâÆâ Ä ÊÇÓÍÂÎÑ, ÏÞ ÖÄËÆËÏ ËÔÕÑÚÐËÍ ÔÄÇÕÂ Ä ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÑÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ S ÕÑÚÍÇ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÑÌ ÊÂ ÊÇÓÍÂÎÑÏ
(ÓËÔ. 1). ¿ÕÑÕ ÏÐËÏÞÌ ËÔÕÑÚÐËÍ (ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ) ÏÞ ÄË-
ÆËÏ, ÒÓÑÆÑÎÉÂâ ÄÆÑÎß ÒÓâÏÞØ ÎËÐËÌ ÎÖÚË, ÑÕÓÂÉÈÐÐÞÇ
ÑÕ ÊÇÓÍÂÎÂ. ªÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ë ÇÔÕß ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÑÕÓÂÉÈÐÐÑÅÑ ÑÕ ÊÇÓÍÂÎÂ
ÒÑÎâ Ä ÑÃÎÂÔÕß ÊÂ ÊÇÓÍÂÎÑÏ.

±ÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÏÞ ÄÑÔÒÓËÐËÏÂÇÏ ÍÂÍ ÐÇ-
ÍËÌ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ ËÔÕÑÚÐËÍ ÔÄÇÕÂ, ÐÂØÑÆâÜËÌÔâ ÒÑ
ÆÓÖÅÖá ÔÕÑÓÑÐÖ ÊÇÓÍÂÎÂ, Õ.Ç. Ä "ÊÂÊÇÓÍÂÎßÇ". ±ÓË àÕÑÏ
ÇÔÎË ÏÞ ÐÂÚÐÈÏ ÑÕÑÆÄËÅÂÕß ËÔÕÑÚÐËÍ ÑÕ ÊÇÓÍÂÎÂ, ÕÑ Ë ÇÅÑ
ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ Ä ÊÂÊÇÓÍÂÎßÇ ÕÂÍÉÇ ÃÖÆÇÕ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑ ÑÕÑ-
ÆÄËÅÂÕßÔâ ÍÂÍ ÖÅÑÆÐÑ ÆÂÎÇÍÑ.

³ÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ËÐÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÒÓË ÑÕÓÂÉÇ-
ÐËË ÑÕ ÐÇÒÎÑÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ, ÚÕÑ ÏÞ ÐÂ-
ÚËÐÂÇÏ ËÊÅËÃÂÕß ÒÎÑÔÍÑÇ ÊÇÓÍÂÎÑ, ÒÑÆÐËÏÂâ ÇÅÑ "ÍÓÂâ".

±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÊÂ ÊÇÓÍÂÎÑÏ ÐÂÚÐÈÕ "ÔÉËÏÂÕßÔâ", ÑÃÓÂÊÖâ
"ÔÍÎÂÆÍÖ". ±ÓË àÕÑÏ ÏÑÉÇÕ ÄÑÊÐËÍÐÖÕß à××ÇÍÕ ËÔÚÇÊÐÑ-
ÄÇÐËâ ÚÂÔÕË ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ ËÎË ÆÂÉÇ ÄÔÇÅÑ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ
ÑÃÝÇÍÕÂ (ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÌ ÄÔÇÏ, ÍÕÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎ
ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ Ä ÍÓËÄÞØ ÊÇÓÍÂÎÂØ, ì ÄÔÒÑÏÐËÏ ÍÑÏÐÂÕÖ
ÔÏÇØÂ). ¿ÕÑÕ à××ÇÍÕ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ "ÔÍÎÂÆÑÍ"
Ä ÅËÒÑÕÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÊÇÓÍÂÎßÐÑÌ ÔÓÇÆÇ, Õ.Ç. ÕÂÍËØ ÑÃÎÂÔ-
ÕÇÌ, Ä ÍÑÕÑÓÞÇ ÆÑÎÉÐÞ ÒÑÒÂÆÂÕß ÆÄÂ (ËÎË ÃÑÎÇÇ) ËÊÑÃÓÂ-
ÉÇÐËâ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ. ±ÓË àÕÑÏ ËÔÚÇÊÂáÜÂâ ÚÂÔÕß ËÊÑ-
ÃÓÂÉÇÐËâ "ÒÓâÚÇÕÔâ Ä ÔÍÎÂÆÍÖ" (ÃÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÔÏ. Ä [4]).

2. ÑÍÂÎËÊÂÙËâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ

°ÃÔÖÆËÏ ÃÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËá ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ
×ÖÐÍÙËË U 1�r�. °ÃÓÂÕËÏÔâ Í ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá (2), ÑÅÓÂÐË-
ÚËÄÛËÔß ÄÐÂÚÂÎÇ ÆÄÖÏÇÓÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ. ±ÖÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÅÓÂÐËÙÞ S ÓÂÔÔÇËÄÂÕÇÎâ (ÍÑÕÑÓÖá ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÏÞ
ÃÖÆÇÏ ÒÑÎÂÅÂÕß ÊÄÈÊÆÐÑÌ) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ ÍÂÍ
r � r�j�. £ÄÇÆÈÏ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ÄÇÎËÚËÐÖ

z � r�j� exp �ij� : �3�

¦ÔÎË Ä (3) ÄÇÎËÚËÐÂ j ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂ, ÕÑ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË z � r exp �ij� ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ z ÃÖÆÇÕ ÑÒËÔÞÄÂÕß
ÍÑÐÕÖÓ C, ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÌ Ô S. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË
ÒÑÎÑÉËÕß j � j1 � ij2, ÕÑ ÍÑÐÕÖÓ C ÃÖÆÇÕ ÆÇ×ÑÓÏËÓÑ-
ÄÂÕßÔâ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ j2 ì ÔÉË-
ÏÂÕßÔâ.

´ÂÍÂâ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËâ ÄÑÊÏÑÉÐÂ ÆÑ ÕÇØ ÒÑÓ, ÒÑÍÂ ÑÕÑÃ-
ÓÂÉÇÐËÇ (3) ÑÔÕÂÈÕÔâ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÏ. ¬ÓÑÏÇ
ÕÑÅÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ×ÖÐÍÙËÌ U�r�jS
Ë qU�r�=qnjS ÄØÑÆâÕ ÊÐÂÚÇÐËâ ×ÖÐÍÙËÌ U 0�r�jS Ë
qU 0�r�=qnjS, ÄÞÛÇÑÒËÔÂÐÐÂâ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËâ ÃÖÆÇÕ ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐÂ ÕÂÍÉÇ ÑÔÑÃÞÏË ÕÑÚÍÂÏË ×ÖÐÍÙËË U 0�r�jS ÒÓË ÇÈ
ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËË Ä ÑÃÎÂÔÕß ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ j.

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÄÊÂËÏÐÂâ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕß ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ
(3) ÐÂÓÖÛÂÇÕÔâ Ä ÕÑÚÍÂØ, ÅÆÇ

z 0�j� � �r 0�j� � ir�j�� exp �ij� � 0 : �4�

£ÂÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (4) àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÔÑÄÑ-
ÍÖÒÐÑÔÕË ÆÄÖØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ:�

r 0�j� � ir�j�� � 0 ;

exp �ij� � 0 :

�
�4a�

¬.³. ±ÇÕÓÑÄ-£ÑÆÍËÐ. ¯ÂÕáÓÏÑÓÕ Ô ÔÂÏÑÄÂÓÑÏ.
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±ÓË àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ exp �ij� � 0 ÐÇÎßÊâ ÑÕÃÓÂÔÞÄÂÕß, ÕÂÍ
ÍÂÍ ÐÇÖÚÈÕ ÍÑÓÐâ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑÕÇÓÇ
ÚÂÔÕË ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ (ÆÎâ ÓâÆÂ ×ËÅÖÓ ÄÇÔßÏÂ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ).

°ÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË U 0�r�jS ÃÖÆÖÕ ÐÂØÑÆËÕßÔâ Ä
ÕÑÚÍÂØ "ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ" ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ÒÇÓÄËÚÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÒÑ-
ÒÂÆÂâ ÕÖÆÂ ÒÑ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏ. ¬ÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ àÕËØ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÞ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÒÓËÐÙËÒÂ ÔËÏÏÇÕÓËË ²ËÏÂÐÂ ëºÄÂÓÙÂ [4, 5].

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ËÐÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ. ±ÖÔÕß ÒÑÎÇ ÕÑÚÇÚ-
ÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

U 0�r� � 1

4i
H
�2�
0

ÿ
kjrÿ r0j

�
:

£ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ �r;j�
jrÿ r0j2

��
S
� r2�j� � r 20 ÿ 2r0 r�j� cos �jÿ j0� �

� �r�j� exp �ij� ÿ r0 exp �ij0�
��

� �r�j� exp �ÿij� ÿ r0 exp �ÿij0�
�
:

°ÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËËU 0�r�jS ÃÖÆÖÕ, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË

r�j� exp ��ij� � r0 exp ��ij0� :

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ×ÖÐÍÙËâ U 0�r� ËÏÇÇÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÐÂ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË. ¬ÑÓÇÐß ÖÓÂÄÐÇÐËâ r�j� exp �ij� � r0 exp �ij0�
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË U 0�r� Ä ÕÑÚÍÇ ËÔÕÑÚ-
ÐËÍÂ r0 exp �ij0� � x0 � iy0.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

r�ĵ� exp �ÿiĵ� � r0 exp �ÿij0� � zÿ : �5�

¦ÔÎË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (5) ÄÇÎËÚËÐÖ ĵ ÔÚËÕÂÕß ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ,
ÕÑ ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÕÖ ÉÇ ÕÑÚÍÖ, ÚÕÑ Ë Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ.
±ÑàÕÑÏÖ ÃÖÆÇÏ ÓÇÛÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5), ÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ
ĵ � j1 � ij2 ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ. ªÊ (3) Ë (5) ËÏÇÇÏ

zsing exp
ÿÿi2ĵ�zÿ�� � zÿ ;

Õ.Ç.

zsing � zÿ exp
ÿ
i2ĵ�zÿ�� ; �6�

ÅÆÇ zsing � z�ĵ�zÿ��. ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (6) Ë ÆÂÈÕ ÐÂÏ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ "ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ" ËÔÕÑÚÐËÍÂ. ±ÑÏËÏÑ àÕÑÅÑ ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÑ ÇÜÈ ÐÂÌÕË ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÖÆÂÎÈÐÐÑÌ
ÕÑÚÍË [2].

ªÊÎÑÉÇÐÐÂâ ÄÞÛÇ ÕÇØÐËÍÂ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ
ÃÇÊ ËÊÏÇÐÇÐËÌ ÒÇÓÇÐÑÔËÕÔâ ÐÂ ÕÓÈØÏÇÓÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ
ÓÂÔÔÇËÄÂÕÇÎß âÄÎâÇÕÔâ ÕÇÎÑÏ ÄÓÂÜÇÐËâ. ±ÓË àÕÑÏ, ÇÔÕÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ, ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (4) Ë (6) ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÐÂÌÕË ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ Ä ÑÔÇÄÑÏ ÔÇÚÇÐËË ÓÂÔÔÇËÄÂÕÇÎâ.

£ ÑÃÜÇÌ ÔËÕÖÂÙËË Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇ-
ÔÍÖá ÆÇ×ÑÓÏÂÙËá ÅÓÂÐËÙÞ S ÓÂÔÔÇËÄÂÕÇÎâ ÏÑÉÐÑ ÑÔÖ-
ÜÇÔÕÄËÕß, ÄÄÇÆâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá

z � r�y;j� exp �iy� �7�

(ÅÆÇ r � r�y;j� ì ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÅÓÂÐËÙÞ S Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ) Ë ÒÑÎÂÅÂâ ÖÅÑÎ y ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ, Â ÖÅÑÎ jì
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ [2].

¯ÂÌÆâ ÄÔÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÐÖÕÓß ÓÂÔÔÇËÄÂáÜÇÅÑ ÕÇÎÂ (Õ.Ç. Ä ÑÃ-
ÎÂÔÕß D), ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÐÂ ÑÔÐÑÄÂÐËË ÒÓËÐÙËÒÂ àÍÄËÄÂÎÇÐÕ-

ÐÑÔÕË ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÓÂÔÔÇâÐÐÑÇ àÕËÏ ÒÓÇÆÏÇÕÑÏ ÒÑÎÇ
U 1�r� Ô ÒÑÏÑÜßá ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞØ ÐÂ ÐÇÍÑ-
ÕÑÓÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S, ÑØÄÂÕÞÄÂáÜÇÌ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÑÔÑÃÇÐ-
ÐÑÔÕÇÌ. ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (2) Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÏÇÐÇÐÑ ÔÎÇÆÖáÜËÏ [2]:

U 1�r� �
�
S

�
U�r 0� qG0�r; r 0�

qn 0
ÿ qU�r 0�

qn 0
G0�r; r 0�

�
ds 0 : �8�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÑÃÝÇÍÕÂ ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ
ËÔÕÑÚÐËÍÂÏË, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÏË ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÐÑÔËÕÇÎÇ
S ÄÐÖÕÓË àÕÑÅÑ ÑÃÝÇÍÕÂ. £ ÓâÆÇ ÔÎÖÚÂÇÄ, ÍÂÍ ÏÞ ÖÄËÆËÏ Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 3, ÐÑÔËÕÇÎß ÄÕÑÓËÚÐÞØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ S ÏÑÉÇÕ
ÓÂÔÒÑÎÂÅÂÕßÔâ ÄÇÔßÏÂ ÅÎÖÃÑÍÑ ÄÐÖÕÓË ÓÂÔÔÇËÄÂÕÇÎâ.

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÄÞâÔÐËÕß, ÐÂÔÍÑÎßÍÑ ÅÎÖÃÑÍÑ ÄÐÖÕÓË
ÓÂÔÔÇËÄÂÕÇÎâÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÂÊÏÇÜÈÐ ÐÑÔËÕÇÎß ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ
S ÓÂÔÔÇâÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓËÏÇÓÞ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ.

3. ±ÓËÏÇÓÞ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ
ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ

3.1. °ÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÅÓÂÐËÙÞ
ÓÂÔÔÇËÄÂÕÇÎâ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ÒÎÑÔÍÑÔÕß
°ÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ (3) ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÞ ÒÖÕÈÏ
ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4Â). ±ÓËÄÇÆÈÏ ÒÓËÏÇÓÞ ÓÇÛÇÐËâ
àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÅÇÑÏÇÕÓËÌ.

3.1.1. ¿ÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÌ ÙËÎËÐÆÓ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÓË-
ÏÇÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÊÂÆÂÚÖ ÆË×ÓÂÍÙËË ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ ÐÂ
àÎÎËÒÕËÚÇÔÍÑÏ ÙËÎËÐÆÓÇ. µÓÂÄÐÇÐËÇ ÍÑÐÕÖÓÂ ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ S Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

r�j� � b��������������������������
1ÿ e 2 cos2 j

p ;

ÅÆÇ b ì ÏÂÎÂâ ÒÑÎÖÑÔß, a � b=
�������������
1ÿ e 2
p

ì ÃÑÎßÛÂâ
ÒÑÎÖÑÔß, e � ���������������������

1ÿ b 2=a 2
p

ì àÍÔÙÇÐÕÓËÔËÕÇÕ àÎÎËÒÔÂ.
£ÞÒÑÎÐËÄ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ, ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÑÅÑ ÍÑÓÐâ j0 ÒÇÓÄÑÅÑ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4Â) ÃÖÆÇÏ ËÏÇÕß

cos2 j0 ÿ i cosj0 sinj0 ÿ
1

e 2
� 0 ;

ÑÕÍÖÆÂ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

exp �ij0� � �
e�������������

2ÿ e 2
p ;

Õ.Ç.

z01 � z�j0� � �
be�������������
1ÿ e 2
p � �ae � � f ;

ÅÆÇ 2f ì ÏÇÉ×ÑÍÖÔÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÐÖÕÓË àÎÎËÒÔÂ ÎÇÉÂÕ Ä ÇÅÑ
×ÑÍÖÔÂØ. £ÕÑÓÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá (4Â) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÔÑÃÂâ
ÕÑÚÍÂ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß (ÔÏ. [2, 3]),
ÚÕÑ Ä ×ÑÍÖÔÂØ àÎÎËÒÔÂ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ ËÏÇÇÕ ÕÑÚÍË
ÄÇÕÄÎÇÐËâ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. ¥Îâ ÄÞÆÇÎÇÐËâ ÑÆÐÑÊÐÂÚ-
ÐÑÌ ÄÇÕÄË ÕÑÚÍË � f ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÔÑÇÆËÐÇÐÞ ÓÂÊÓÇÊÑÏ.

£ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÓÂÔÔÇËÄÂÕÇÎß ËÏÇÇÕ ×ÑÓ-
ÏÖ Ô×ÇÓÑËÆÂ, ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÎÇÉÂÕ Ä ×ÑÍÖÔÂØ ÇÅÑ ÑÔÇÄÑÅÑ
ÔÇÚÇÐËâ.

5*

´. 187, å 10] ° ²¡³±°©¯¡£¡¯ªª ©¦²¬¡¾¯½· °¢¼¦¬´°£ 1099



3.1.2. °ÄÂÎ ¬ÂÔÔËÐË. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓËÏ ×ÑÓÏÖ ÅÓÂÐËÙÞ S Ä ÄËÆÇ ÑÄÂÎÂ ¬ÂÔÔËÐË:

r�j� � a
��������������������������
1� e 2 cos2 j

p
; e < 1 :

±ÇÓÄÑÇ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4Â) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä
ÄËÆÇ

e 2 cos2 j0 � ie 2 cosj0 sinj0 � 1 � 0 :

²ÇÛÂâ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÐÂØÑÆËÏ

exp �ij0� � �i
�������������
2� e 2
p

e
:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

z02 � �i
a

e

�������������
1� e 2

p
;

Õ.Ç.

jz02j �
a

e

�������������
1� e 2

p
> r

�
� p
2

�
� a ; arg z02 � �

p
2
:

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÕÑÚÍË z02 ÎÇÉÂÕ ÄÐÇ S (ÓËÔ. 2).
²ÇÛÇÐËÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4Â) ÆÂÈÕ

z�j0� � �
ae
2
� z01 :

¿ÕË ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË ÎÇÉÂÕ ÄÐÖÕÓË S, ÕÂÍ ÍÂÍ jz01j �
� ae=2 < r�0� � r�p� � a

�������������
1� e 2
p

.

3.1.3. ®ÐÑÅÑÎËÔÕÐËÍ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ
ÅÓÂÐËÙÂ S âÄÎâÇÕÔâ ÏÐÑÅÑÎËÔÕÐËÍÑÏ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÍÑÕÑ-
ÓÑÅÑ ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

r�j� � a�1� t cos qj� ; 04t < 1 ; q � 1; 2; 3; . . . �9�

I. ³ÎÖÚÂÌ q � 1 ÕÓÇÃÖÇÕ ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ.
¬ÓËÄÂâ (9) ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÓË àÕÑÏ ÖÎËÕÍÑÌ ±ÂÔÍÂÎâ. ¬ÂÍ Ë
Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.1.2, ÊÆÇÔß ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÑÃÂ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (4Â).

²ÇÛÇÐËÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ËÊ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÂÈÕ

z�j0� �
at
2
� z01 :

¿ÕÂ ÕÑÚÍÂ, ÍÂÍ ÎÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÎÇÉËÕ ÄÐÖÕÓË S (ÓËÔ. 3).
±ÇÓÄÑÇ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4Â) ÊÆÇÔß ÄÞÅÎâÆËÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏ

ÑÃÓÂÊÑÏ:

r 0�j0� � ir�j0� � ÿat sinj0 � ia� iat cosj0 � 0 ;

ÑÐÑ ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ exp �ij0� � ÿ1=t, Õ.Ç.
z02 � r�j0� exp �ij0� �

� a

�
1� t

2

�
exp �ij0� � exp �ÿij0�

��
exp �ij0� �

� ÿ a

2t
�1ÿ t 2� :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, jz02j � �a=2t��1ÿ t 2�, arg z02 � p. ³ÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎßÐÑ, ÕÑÚÍÂ z02 ÎÇÉËÕ ÄÐÇ S (ÔÏ. ÓËÔ. 3).

II. ±ÇÓÇÌÆÈÏ ÕÇÒÇÓß Í ÔÎÖÚÂâÏ q � 2; 3; . . . ±ÇÓÄÑÇ ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (4Â) ÕÑÅÆÂ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

r 0�j0� � ir�j0� � a
�ÿqt sin �qj0� � i� it cos �qj0�

� � 0 :

°ÃÑÊÐÂÚËÄ exp �ij0� � t, ÃÖÆÇÏ ËÏÇÕß ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÐÂÃÑÓ
ÓÇÛÇÐËÌ [3, ÅÎ. II]:

t1m �
"
ÿ1� ������������������������������

1� t 2�q 2 ÿ 1�p
t�q� 1�

#1=q
exp

�
i
2mp
q

�
; �10�

t2m �
"
1� ������������������������������

1� t 2�q 2 ÿ 1�p
t�q� 1�

#1=q
exp

�
i
�2m� 1�p

q

�
; �11�

m � 0; 1; . . . ; qÿ 1 :

´ÇÒÇÓß, ÕÂÍ ÍÂÍ z � r�j� exp �ij� (ÔÏ. (3)), Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÐËÇÏ ÐÂÌÆÇÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ (10) Ë (11) ÒÑÎÖÚËÏ, ÚÕÑ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ ÄÐÖÕÓß ÏÐÑÅÑÎËÔÕÐËÍÂ ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÕÑÚÍÂØ, ÓÂÔÒÑ-
ÎÑÉÇÐÐÞØ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË

jz01j � a
q
h
q� ������������������������������

1� t 2�q 2 ÿ 1�p i
q 2 ÿ 1

�

�
�ÿ1� ������������������������������

1� t 2�q 2 ÿ 1�p
t�q� 1�

�1=q
�12�

ÑÕ ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÐÂ ÎÖÚÂØ, ÒÓÑÄÇÆÈÐÐÞØ ÒÑÆ ÖÅÎÂÏË

arg z01 � 2mp
q

; m � 0; 1; . . . ; qÿ 1 �13�

(ÔÏ. ÓËÔ. 4, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ÚÇÓÇÊ z02 ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÞ ÑÔÑÃÞÇ
ÕÑÚÍË, ÄÑÊÐËÍÂáÜËÇ ÒÓË ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËË ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÅÑ ÒÑÎâ
ÄÑ ÄÐÇÛÐáá ÑÃÎÂÔÕß). ¬ÑÓÐË ÖÓÂÄÐÇÐËâ exp �ij� � 0
ÑÕÑÃÓÂÉÂáÕÔâ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÖÆÂÎÈÐÐÖá
ÕÑÚÍÖ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÍÂØ ÄÐÖÕÓË

0

0

2

ÿ6
ÿ3ÿ4 ÿ2 ÿ1

ÿ2

ÿ4

4

6

1 2 3 4
x

y
z02
z01

²ËÔ. 2. °ÄÂÎ ¬ÂÔÔËÐË.

0

0

1

2

3

4

1 2
x

y

3 4 5 6ÿ1ÿ2
ÿ4
ÿ3
ÿ2
ÿ1

z02
z01

²ËÔ. 3. µÎËÕÍÂ ±ÂÔÍÂÎâ.
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ÓÂÔÔÇËÄÂÕÇÎâ (ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÞ (12), (13)) ÒÑÎÇ ËÏÇÇÕ ÂÎÅÇ-
ÃÓÂËÚÇÔÍÑÇ ÄÇÕÄÎÇÐËÇ q-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ [3, ÅÎ. II]. ´ÑÚÐÇÇ
ÅÑÄÑÓâ, ØÂÓÂÍÕÇÓ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË m-Ì ÑÔÑÃÑÌ
ÕÑÚÍË �m � 0; 1; . . . ; qÿ 1� ËÏÇÇÕ ÄËÆ

1�
r exp �ij� ÿ r0m exp �ij0m�

�1ÿ1=q ; �14�

ÅÆÇ r, j ì ÒÑÎâÓÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÕÑÚÍË Ä
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË m-Ì ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍË Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË r0m �
� jz01j, j0m � arg z01.

ªÊ (14), Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË q!1 ØÂÓÂÍÕÇÓ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÃÎËÊÍËÏ Í ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË Ä ÒÑÎáÔÇ
ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. £ËÆÐÑ ÕÂÍÉÇ (ÔÏ. (12)), ÚÕÑ ÒÓË t! 0
ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË ÖÔÕÓÇÏÎâáÕÔâ Í ÐÂÚÂÎÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÇÔÎË ÒÇÓÇÌÕË Í ÍÓÖÅÖ (Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ì Í
Ô×ÇÓÇ), Õ.Ç. ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÖÔÕÓÇÏËÕß q Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË,
q!1, Â t Í ÐÖÎá, t! 0, ÕÑ ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÑÆÐÖ ÑÔÑÃÖá
ÕÑÚÍÖ Ä ÙÇÐÕÓÇ, ÍÑÕÑÓÂâ ÃÖÆÇÕ ÒÑÎáÔÑÏ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ, Õ.Ç. ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍÑÌ.

ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÒÑÎÇ, ÓÂÔÔÇâÐÐÑÇ ÍÓÖÅÑÄÞÏ ÙËÎËÐ-
ÆÓÑÏ (Ô×ÇÓÑÌ), ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂÏË,
ÊÂÐËÏÂáÜËÏË ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÏÂÎÞÌ ÑÃÝÈÏ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÌ
ÄÐÖÕÓË ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (8) Ä
ÔÄÇÕÇ ËÊÎÑÉÇÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ), ÎËÃÑ ÑÆÐËÏ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ì
ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÏ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ä ÙÇÐÕÓÇ. £ÑÊÐËÍÂÇÕ
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÄÑÒÓÑÔ: ÒÑÚÇÏÖ ÏÞ ÄËÆËÏ ÄÔÈ ÉÇ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, Ô×ÇÓÖ, Â ÐÇ ÔÄÇÕâÜÖáÔâ ÕÑÚÍÖ Ä ÇÈ ÙÇÐÕÓÇ? ±ÑÒÞÕÍÂ
ÆÂÕß ÑÕÄÇÕ ÐÂ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÆÇÎÂÐÂ ÎËÛß
ÒÑÔÎÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÄÕÑÓÑÅÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ì
ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÄÐÇÛÐËØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ (ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ).

3.2. °ÔÑÃÇÐÐÑÔÕË Ä ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ
¬ÑÑÓÆËÐÂÕÞ àÕËØ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÞ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (5), (6). ³ÐÑÄÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÒÓËÏÇÓÞ ËØ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÅÇÑÏÇÕÓËÌ
ÓÂÔÔÇËÄÂÕÇÎÇÌ.

3.2.1. ¿ÎÎËÒÔ. µÓÂÄÐÇÐËÇ (5) ÊÆÇÔß ÒÓËÏÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ
ÄËÆ:

b exp �ÿiĵ���������������������������
1ÿ e 2 cos2 ĵ

p � r0 exp �ÿij0� � zÿ ;

Õ.Ç.

4b 2 exp �ÿi2ĵ� � �zÿ�2
n
4ÿ e 2

�
exp �i2ĵ�� exp �ÿi2ĵ�� 2

�o
:

²ÇÛÂâ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÒÑÎÖÚËÏ

exp �ÿi2ĵ� �
"
�2ÿ e 2� � 2

��������������������������������������������������
b 2

�zÿ�2 ÿ
b 2

r 20
e 2 exp �i2j0�

s #
�

�
�
e 2 � 4

b 2

r 20
exp �i2j0�

�ÿ1
:

ªÕÂÍ,

zsing� r0 exp �ÿij0� exp �i2ĵ� �

� r0

�
e 2 exp �ÿij0��

�
2b

r0

�2

exp �ij0�
�
�

�
"
�2ÿ e 2� � 2

��������������������������������������������
b 2

a 2
ÿ b 2

r 20
e 2 exp �i2j0�

s #ÿ1
: �15�

¢ÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÖÆÂÎÈÐÐÂâ ÕÑÚÍÂ ÑÕÑÃÓÂÉÂÇÕÔâ, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ
(15), Ä ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

¡. ¹ÂÔÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ: e � 0 (ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß ËÎË Ô×ÇÓÂ). £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ (15),

zsing �
b 2

r0
exp �ij0� ;

ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÕÑÚÍÇ ËÐÄÇÓÔËË, ÍÑÅÆÂ ÒÓÑËÊÄÇ-
ÆÇÐËÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ ÑÕ ÙÇÐÕÓÂ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË (Ô×ÇÓÞ) ÆÑ
ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ë ÆÑ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ ÓÂÄÐÑ ÍÄÂÆÓÂÕÖ ÓÂÆËÖÔÂ
àÕÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË (ÓËÔ. 5).

¢. ±ÖÔÕß r0 � b� d, j0 � p=2, d5 b, Õ.Ç. ËÔÕÑÚÐËÍ
ÎÇÉËÕ ÄÃÎËÊË ÅÓÂÐËÙÞ. ³ÑØÓÂÐââ ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÑÓâÆÍÂ d Ë
ÑÕÃÓÂÔÞÄÂâ ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÑÓâÆÍÂ d 2, ÒÑÎÖÚËÏ

zsing � ir0
4�1ÿ 2d=b� ÿ e 2

�2ÿ e 2� � 2

���������������������������������������������
�b=a�2 � e 2�1ÿ 2d=b�

q �

� ir0
4ÿ e 2 ÿ 8d=b
4ÿ e 2 ÿ 2e 2d=b

� i�r0 ÿ 2d� :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑ �Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÄÇÎËÚËÐ
ÒÑÓâÆÍÂ �d=b�2� ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä "ÊÇÓÍÂÎßÐÑÌ"
ÕÑÚÍÇ, ÍÂÍ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÊÓËÕÇÎßÐÑÏÖ ÑÒÞÕÖ.
±ÓË ÖÆÂÎÇÐËË ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÄÆÑÎß ÒÓâÏÑÌ j0 � p=2 ÇÅÑ
ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (15), ÆÄËÉÇÕÔâ Í
ÏÇÉ×ÑÍÖÔÐÑÏÖ ÑÕÓÇÊÍÖ ÆÑ ÕÇØ ÒÑÓ, ÒÑÍÂ ÒÓË r0 � 2a=e

0,50

0,5

0

ÿ0,5

ÿ1,0

ÿ1,0
ÿ1,5

ÿ0,5

1,0

1,5

1,0 1,5
x

y

z02
z01

²ËÔ. 4. ´ÓÈØÎËÔÕÐËÍ.
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²ËÔ. 5.ªÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ Ä ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË Ë Ô×ÇÓÇ.
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ÑÐÑ ÐÇ ÒÑÒÂÆÈÕ Ä ÕÑÚÍÖ r � 0, ÎÇÉÂÜÖá ÐÂ ÓÂÊÓÇÊÇ. ±ÓË
ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÖÄÇÎËÚÇÐËË r0 ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÒÇÓÇ-
ÔÇÍÂÇÕ ÓÂÊÓÇÊ (ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÒÓË j0 � ÿp=2), Õ.Ç.
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÐÇ×ËÊËÚÇÔÍÑÏ ÎËÔÕÇ ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË r0 > 2a=e ÏÐÑÉÇÔÕÄÑÏ ÑÔÑ-
ÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÍÂÍ Ë ÒÓË
ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËË àÎÎËÒÔÂ ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÌ, ÎËÛß ÏÇÉ×ÑÍÖÔ-
ÐÞÌ ÑÕÓÇÊÑÍ.

£ÂÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (5), (6) ÒÑÊÄÑÎâáÕ
ÐÂØÑÆËÕß ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ
ËÔÕÑÚÐËÍÂ, ÐÑ Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ, "ÒÑÓÑÉÆÂÇ-
ÏÞØ" ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕâÏË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÐÖÕÓË ÓÂÔÒÑÎÑ-
ÉÇÐÐÑÅÑ ÓâÆÑÏ ÕÇÎÂ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÕÂÍÑÌ ÔËÕÖÂÙËË, ÍÂÍ ÐÂ
ÓËÔ. 6.

3.2.2. µÎËÕÍÂ ±ÂÔÍÂÎâ. ¯ÂÒÑÏÐËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÖÎËÕÍË
±ÂÔÍÂÎâ: r�j� � a� b cosj, 04 b < a. µÓÂÄÐÇÐËÇ (5)
ÊÆÇÔß ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

�a� b cos ĵ� exp �ÿiĵ� � r0 exp �ÿij0� � zÿ ;

ËÎË

exp �ÿi2ĵ� � 2a

b
exp �ÿiĵ� �

�
1ÿ 2zÿ

b

�
� 0 ;

ÑÕÍÖÆÂ

exp �ÿiĵ� � ÿa�
��������������������������������
a 2 ÿ b 2 � 2bzÿ
p

b
;

Õ.Ç.

exp �iĵ� � b

ÿa� a
�����������������������������������������
1ÿ �b 2 ÿ 2bzÿ�=a 2

p :

©ÆÇÔß ÏÞ ÑÕÃÓÑÔËÎË ÓÇÛÇÐËÇ ÔÑ ÊÐÂÍÑÏ ÏËÐÖÔ ÒÇÓÇÆ
ÍÑÓÐÇÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÐÑ ÐÇ ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ÍÓÖÅÂ
ÒÓË b � 0: exp �iĵ� � �a=r0� exp �ij0�.

ªÕÂÍ,

zsing � r0 exp �ÿij0� exp �i2ĵ� �
� r0b

2 exp �ÿij0�
h
2a 2 ÿ b 2 � 2r0b exp �ÿij0�ÿ

ÿ 2a
�����������������������������������������������������
a 2 ÿ b 2 � 2r0b exp �ÿij0�

q iÿ1
:

±ÓÑÄÇÓËÏ ÐÂÌÆÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ. ±ÑÎÑÉËÏ r0 � a� b� d,
j0 � 0, d5 a� b. ³ÐÑÄÂ, ÔÑØÓÂÐââ ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÑÓâÆÍÂ d Ë

ÑÕÃÓÂÔÞÄÂâ ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÑÓâÆÍÂ d 2, ÒÑÎÖÚËÏ

zsing �
b 2�a� b� d�

a 2 � �a� b�2 � 2bdÿ 2a�a� b�ÿ1� bd=�a� b�2� �
� �a� b� a� b� d

a� b� 2d
;

ËÎË ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ:

zsing � a� bÿ d ;

Õ.Ç., ÍÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ àÎÎËÒÔÂ, ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÎÇÉËÕ Ä
ÊÇÓÍÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍÇ.

ªÊ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ ÒÓËÏÇÓÑÄ ÏÞ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ËÊÑÃÓÂ-
ÉÇÐËÇ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ (ÑÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍË) ÏÑÉÐÑ ËÔ-
ÍÂÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÇÕÑÆÂ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ÏÂÎÑÏÖ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÖ.

3.2.3. ±ÂÓÂÃÑÎÂ.£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓËÏ ÊÂÆÂÚÖ Ñ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËË ÕÑÚÇÚÐÞÏ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ (ÕÑÚ-
ÐÇÇ ì ÐËÕßá ÕÑÍÂ) U 0�r� � �1=4i�H �2�0 �kjrÿ r0j� ÊÇÓÍÂÎÂ Ä
ÄËÆÇ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÙËÎËÐÆÓÂ [3, ÅÎ. II]. ¿ÕÂ ÊÂÆÂÚÂ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÒÓËÍÎÂÆÐÑÌ ËÐÕÇÓÇÔ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä ÕÇÑÓËË
ÂÐÕÇÐÐ.

ªÕÂÍ, ÒÖÔÕß ÒÑÎÇ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÒÂÆÂÇÕ ÐÂ ÒÂ-
ÓÂÃÑÎÖ

y � aÿ bx 2 : �16�

©ÆÇÔß ÖÆÑÃÐÇÇ ÄÇÔÕË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ Ä ÆÇÍÂÓÕÑÄÞØ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÂØ. £ÄÇÆÈÏ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá

z � x� iy�x� : �17�

´ÑÚÍË, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÐÂÓÖÛÂÇÕÔâ ÄÊÂËÏÐÂâ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕß
ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ (17), ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÞ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

z 0�x� � 1� iy 0�x� � 0 : �18�

£ ÔÎÖÚÂÇ ÒÂÓÂÃÑÎÞ (16) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (18) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

1ÿ i2bx � 0 :

°ÐÑ ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ

x0 � 1

2bi
:

¿ÕÑÏÖ ÓÇÛÇÐËá ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÑÔÑÃÂâ ÕÑÚÍÂ

z0 � i

�
aÿ 1

4b

�
:

ªÊ àÕÑÌ ÕÑÚÍË ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß ÒÓÑÄÇÆÈÐ ÓÂÊÓÇÊ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ
ÖÆÂÎÈÐÐÖá ÕÑÚÍÖ. °ÔÑÃÑÌ ÕÑÚÍÇ z0 ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÄÇÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ xy ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÑÚÍÂ Ô ÍÑÑÓÆËÐÂ-
ÕÂÏË

x0 � 0 ; y0 � aÿ 1

4b
; �19�

ÍÑÕÑÓÂâ âÄÎâÇÕÔâ ×ÑÍÖÔÑÏ ÒÂÓÂÃÑÎÞ.
¯ÂÌÆÈÏ ÕÇÒÇÓß ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ

ËÔÕÑÚÐËÍÂ. ±ÓË àÕÑÏ ÃÖÆÇÏ ÆÇÌÔÕÄÑÄÂÕß Ä ÒÑÎÐÑÌ ÂÐÂ-
ÎÑÅËË Ô ËÊÎÑÉÇÐÐÞÏ ÄÞÛÇ.

y1 y2

z

²ËÔ. 6. ³ÖÒÇÓàÎÎËÒÔ ÄÃÎËÊË àÎÎËÒÔÂ.
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ªÕÂÍ, ÔÐÑÄÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (ÕÇÒÇÓß Ä ÆÇÍÂÓ-
ÕÑÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ)

jrÿ r0j2
���
S
� �ÿx� iy�x��ÿ �x0 � iy0�

��
� �ÿxÿ iy�x��ÿ �x0 ÿ iy0�

�
:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ×ÖÐÍÙËâU 0�r� ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß ÑÔÑÃÇÐÐÑ-
ÔÕË ÒÓË

x̂� iy�x̂� � x0 � iy0 � z�0 :

µÓÂÄÐÇÐËá z � x̂� iy�x̂� � z�0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑ-
ÔÕË z � x� iy ÕÑÚÍÂ z0 � x0 � iy0, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÚÍÑÌ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËâ
ËÔÕÑÚÐËÍÂ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑàÕÑÏÖ ÕÑÚÍÖ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ

x̂ÿ iy�x̂� � zÿ0 ; �20�

ÅÆÇ x̂ � x1 � ix2 ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ. ²ÂÄÇÐÔÕÄÑ (20)
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ:

2x̂�zsing� ÿ zsing � zÿ0 ; �21�

ÅÆÇ x̂�z�ì ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

x̂� iy�x̂� � z ; �22�

ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÇ ÄÔáÆÖ, ÍÓÑÏÇ ÕÑÚÇÍ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÄÞÒÑÎ-
ÐâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (18).

µÓÂÄÐÇÐËÇ (20) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ:

x̂ÿ ia� ibx̂ 2 � zÿ0 :

¦ÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ËÏÇáÕ ÄËÆ

x̂�zÿ0 � �
i� i

���������������������������������
1ÿ 4ab� 4ibzÿ0

p
2b

;

ÒÓËÚÈÏ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÑ ÊÐÂÍÑÏ ÒÎáÔ ÒÇÓÇÆ ÍÑÓÐÇÏ âÄÎâÇÕÔâ
ÎËÛÐËÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÐÑ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÄÇÓÐÞÏ ÒÓË b � 0.
ªÕÂÍ (ÔÏ. (21)),

zsing � 2x̂�zÿ0 � ÿ zÿ0 �
iÿ i

���������������������������������
1ÿ 4ab� 4ibzÿ0

p
b

ÿ zÿ0 �

� iÿ b�x0 ÿ iy0� ÿ i
������������������������������������������������
1ÿ 4ab� 4ib�x0 ÿ iy0�

p
b

: �23�

£ÊâÄ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÖá Ë ÏÐËÏÖá ÚÂÔÕË ÑÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËâ (23), ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ ÕÑÚÇÚ-
ÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ä ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÏ ÊÇÓÍÂÎÇ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÇ ÔÎÖÚÂË [3, ÅÎ. II].
±ÖÔÕß ÔÐÂÚÂÎÂ jabj5 1, jbz0j5 1 (Õ.Ç. ÔÎÖÚÂÌ ÔÎÂÃÑ ËÔ-
ÍÓËÄÎÈÐÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË). ´ÑÅÆÂ, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ (23),
zsing � �x0 ÿ iy0� � i2a. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË xy
ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÃÖÆÇÕ ÐÂØÑÆËÕßÔâ Ä ÕÑÚÍÇ Ô ÍÑ-
ÑÓÆËÐÂÕÂÏË

xsing � x0 ; ysing � ÿy0 � 2a ; �24�

Õ.Ç. ÕÂÏ ÉÇ, ÅÆÇ ÑÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÒÓË ÑÕÓÂÉÇÐËË ÑÕ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
y � a. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÒÓË jbx0j5 1, jby0j5 1 (Õ.Ç. Ä ÔÎÖÚÂÇ,
ÍÑÅÆÂ ËÔÕÑÚÐËÍ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐ ÄÃÎËÊË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË) ËÊÑÃ-
ÓÂÉÇÐËÇ ÔÐÑÄÂ ÃÖÆÇÕ Ä ÕÑÚÍÇ Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË (24).

³ÑÒÑÔÕÂÄÎââ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ Ô ÕÇÏË, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÑÒËÔÂÐÞ ÄÞÛÇ ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÍÑÏÒÂÍÕÐÞØ ÓÂÔÔÇËÄÂ-
ÕÇÎÇÌ, ÏÑÉÐÑ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÒÓËÐÙËÒ ÎÑ-
ÍÂÎßÐÑÔÕË: ÇÔÎË ËÔÕÑÚÐËÍ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐ Ö ÄÞÒÖÍÎÑÌ ÍÓËÄÑ-
ÎËÐÇÌÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË, ÏÂÎÑÏ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá
Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ ÍÓËÄËÊÐÞ àÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇ-
ÏÑÌ ÕÑÚÍÇ, ÕÑ ÇÅÑ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÐÂØÑÆËÕÔâ (ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑ)
ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ ÒÓË ÑÕÓÂÉÇÐËË ÑÕ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË.

4. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

´ÇÒÇÓß ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÑÒÞÕÂÕßÔâ ÆÂÕß ÑÕÄÇÕ ÐÂ ÒÑÔÕÂÄÎÇÐ-
ÐÞÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.1 ÄÑÒÓÑÔ: ÒÑÚÇÏÖ ÏÞ ÄËÆËÏ Ô×ÇÓÖ, Â ÐÇ
ÔÄÇÕâÜÖáÔâ ÕÑÚÍÖ Ä ÇÈ ÙÇÐÕÓÇ? ªÊ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ Ä
ÓÂÊÆÇÎÂØ 2 Ë 3 ÒÓËÏÇÓÑÄ ÒÑÐâÕÐÑ, ÚÕÑ, ÒÑÏÇÔÕËÄ ËÆÇÂÎß-
ÐÑ ÑÕÒÑÎËÓÑÄÂÐÐÖá Ô×ÇÓÖ (ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, Ä ÏÂÔÛÕÂÃÂØ,
ÒÓÇÄÞÛÂáÜËØ ÓÂÊÓÇÛÂáÜÖá ÔÒÑÔÑÃÐÑÔÕß ÅÎÂÊÂ) Ä
ÒÑÎÇ ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÃÎÖÚËÄ ÎÖÚÑÏ ÎÂÊÇÓÂ)
Ä ÍÑÏÐÂÕÖ Ô ÒÑÅÎÑÜÂáÜËÏË ÔÕÇÐÂÏË, ÏÞ Ë Ä ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ
ÐËÚÇÅÑ, ÍÓÑÏÇ ÔÄÇÕâÜÇÌÔâ ÕÑÚÍË Ä ÙÇÐÕÓÇ Ô×ÇÓÞ, ÐÇ
ÖÄËÆËÏ. ÁÓÍÑÔÕß àÕÑÌ ÕÑÚÍË ÃÖÆÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎâÕßÔâ ÔÄÑÌ-
ÔÕÄÂÏË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ô×ÇÓÞ, Õ.Ç., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ËÆÇÂÎßÐÑ
ÑÕÒÑÎËÓÑÄÂÐÐÂâ Ô×ÇÓÂ ËÊ ÒÑÅÎÑÜÂáÜÇÅÑ ÏÂÕÇÓËÂÎÂ
ÃÖÆÇÕ Ä ÑÒËÔÂÐÐÑÌ ÔËÕÖÂÙËË ÄÑÔÒÓËÐËÏÂÕßÔâ ÍÂÍ ÕÖÔÍ-
ÎÂâ ÕÑÚÍÂ. £ ÑÃÞÚÐÑÌ ÑÃÔÕÂÐÑÄÍÇ ÏÞ ÄËÆËÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÕÖ ÉÇ Ô×ÇÓÖ Ä ÑÍÓÖÉÇÐËË ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ÆÓÖÅËØ ÒÓÇÆÏÇÕÑÄ,
ËÊÑÃÓÂÉÂáÜËØÔâ Ä ÐÇÌ Ë ×ÑÓÏËÓÖáÜËØ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕßá
àÕËØ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÊÓËÕÇÎßÐÞÌ ÑÃÓÂÊ, ÄÑÔÒÓËÐËÏÂÇÏÞÌ
ÐÂÏË ÍÂÍ Ô×ÇÓÂ. ¦ÔÎË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß Ô×ÇÓÞ ÛÇÓÑØÑÄÂÕÂâ,
ÕÑ àÕÑ ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÏÞ ËÏÇÇÏ ÆÇÎÑ Ô
ÑÃÝÇÍÕÑÏ, ËÏÇáÜËÏ ×ÑÓÏÖ, ÃÎËÊÍÖá Í Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ, ÔÑ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÑÏ ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, âÄÎâáÜËØÔâ
ËÔÕÑÚÐËÍÂÏË ÓÂÔÔÇâÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

°ÃÑÃÜÇÐËÇ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ ÆÎâ ÐÇ-
Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ Ä ÑÃÜËØ ÚÇÓÕÂØ ÒÑÐâÕß,
ÒÑÚÇÏÖ ÏÞ ÄËÆËÏ ÕÑ, ÚÕÑ ÏÞ ÄËÆËÏ. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, Ö
ÑÃÝÇÍÕÂ Ô ÊÇÓÍÂÎßÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá ËÔÕÑÚÐËÍË ÓÂÔÔÇâÐ-
ÐÑÅÑ ËÏ ÒÑÎâ ÐÂØÑÆâÕÔâ ÄÐÖÕÓË ÐÇÅÑ. ±ÑàÕÑÏÖ ÕÂÍÑÌ
ÑÃÝÇÍÕ ÓÂÔÒÑÊÐÂÈÕÔâ ÕÇÏ ÎÖÚÛÇ, ÚÇÏ ÃÑÎßÛÇ ÒÑÔÕÑÓÑÐ-
ÐËØ ÒÓÇÆÏÇÕÑÄ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÄÃÎËÊË ÐÇÅÑ Ë ÑÕÑÃÓÂÉÂÇÕÔâ Ä
ÐÈÏ. ª ÐÂÑÃÑÓÑÕ, ÇÔÎË ÑÃÝÇÍÕ ËÏÇÇÕ ÛÇÓÑØÑÄÂÕÖá ÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕß, ÕÑ ËÔÕÑÚÐËÍË ÓÂÔÔÇâÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÎÇÉÂÕ ÐÇÒÑ-
ÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÐÂ àÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÚÕÑ ÆÇÎÂÇÕ ÊÂÆÂÚÖ ÓÂÔ-
ÒÑÊÐÂÄÂÐËâ ×ÑÓÏÞ ÑÃÝÇÍÕÂ ÔÑÄÔÇÏ ÒÓÑÔÕÑÌ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÄÞÄÑÆÖ: ÆÎâ ÕÑÅÑ
ÚÕÑÃÞ ÓÂÔÔÇËÄÂÕÇÎß ÑÃÎÂÆÂÎ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË "ÐÇÄËÆËÏÍË",
Õ.Ç. ÃÞÎ ÒÎÑØÑ ÓÂÔÒÑÊÐÂÄÂÇÏÞÏ, ÇÅÑ ×ÑÓÏÂ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß
ÍÂÍ ÏÑÉÐÑ ÃÑÎÇÇ ÃÎËÊÍÑÌ Í ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÐÇ ËÏÇÕß ÖÅÎÑÄ, ÄÞÔÕÖÒÑÄ Ë ËÐÞØ ËÓÓÇÅÖ-
ÎâÓÐÑÔÕÇÌ, Â ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÆÑÎÉÐÂ ÑÃÎÂÆÂÕß ÒÑÅÎÑÜÂá-
ÜËÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË [2, 4].

²ÂÃÑÕÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÂ ÒÓË ×ËÐÂÐÔÑÄÑÌ ÒÑÆÆÇÓÉÍÇ ²¶¶ª
(ÒÓÑÇÍÕ 16-02-00247).
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