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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

³ÐÂÚÂÎÂ ÄÄÇÆÈÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ Ë ÆÂÆËÏ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, Â
ÊÂÕÇÏ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÖÇÏ ÕÇÑÓÇÏÖ.

°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ-ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÒÂÓÂ �M; g�, ÅÆÇ M ì ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÑÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏÑÇ
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ, g ì ÏÇÕÓËÍÂ ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÌ ÔËÅÐÂÕÖÓÞ
�� ÿ ÿÿ�, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÂ ÐÈÏ ÊÂÆÂÐÂ.

®Þ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ Ë ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ M, Ë ÏÇÕÓËÍÂ
g âÄÎâáÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÅÎÂÆÍËÏË. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÏÞ ÒÓÇÆ-
ÒÑÎÑÉËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍË
ÒÑÎÐÞÏ, Õ.Ç. ÎáÃÖá ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÖá ÎËÐËá ÏÑÉÐÑ ÒÓÑ-
ÆÑÎÉËÕß ÆÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ Ä ÑÃÑËØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ. £ ÑÃÜÇÌ ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ ÚÂÔÕÑ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÅÇÑÆÇ-
ÊËÚÇÔÍË ÐÇÒÑÎÐÞÏ ËÊ-ÊÂ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÑÊÐË-
ÍÂáÕ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ
ÔÕÂÕßÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÕÑÎßÍÑ ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÂÔÒÇÍ-
ÕÞ ÊÂÆÂÚË, ÐÇ ÑÃÓÂÜÂâÔß Í ÍÂÍËÏ-ÎËÃÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÆÄË-

ÉÇÐËâ. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ Ñ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÎÐÑÕÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÄÒÑÎÐÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ Ë ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÏ ÐÇ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÕß, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÄÏÇÔÕÑ ÙÇÎÑÌ Ô×ÇÓÞ ÕÑÎßÍÑ ÇÈ
ÚÂÔÕß.

¦ÔÎË Ä ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x a, a � 0; 1; 2; 3,
ÐÖÎÇÄÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÂâ ÎËÐËâ ÄÓÇÏÇÐËÒÑÆÑÃÐÂ: �q0; q0� �
� g00 > 0, ÅÆÇ ÔÍÑÃÍË ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇ-
ÐËÇ, ÕÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ x 0 :� t ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÄÓÇÏÇÐÇÏ. ±ÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ËÐÆÇÍÔÞ ÃÖÆÇÏ ÑÃÑÊÐÂÚÂÕß ÅÓÇÚÇÔÍËÏË
ÃÖÍÄÂÏË ËÊ ÔÇÓÇÆËÐÞ ÂÎ×ÂÄËÕÂ: m; n; . . . � 1; 2; 3. ´ÑÅÆÂ
fxag � fx0; xmg.

³ÑÄÓÇÏÇÐÐÞÇ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎßÐÞÇ ÆÂÐÐÞÇ ÔÄËÆÇÕÇÎß-
ÔÕÄÖáÕ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ ÐÂÛÂ £ÔÇÎÇÐÐÂâ âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ
Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ (ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ÒÓËÐÙËÒ) ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ
ÏÇÓÇ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ¢ÑÎßÛËÐÔÕÄÑ ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍËØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÑÔÐÑÄÂÐÑ ÐÂ ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËË.

´ÇÑÓÇÏÂ 1.1. ±ÖÔÕß ÚÇÕÞÓÈØÏÇÓÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-
ÄÓÇÏâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ
M�R� S, ÅÆÇ t 2R ì ÄÓÇÏÇÐÐaÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ, x 2 S ì
ÕÓÈØÏÇÓÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ. ®Þ
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÅÎÂÆÍÂâ ÏÇÕÓËÍÂ ÎÑÓÇÐÙÇ-
ÄÑÌ ÔËÅÐÂÕÖÓÞ ÊÂÆÂÐÂ ÐÂ M. ´ÑÅÆÂ ÇÔÎË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-
ÄÓÇÏâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑ, ÕÑ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÍÂÉÆÑÌ
ÕÑÚÍË ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÂÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ t; x m, m �
� 1; 2; 3, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÏÇÕÓËÍÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

ds 2 � dt 2 � a 2g
�
mn dx

m dx n ; �1�

ÅÆÇ a�t� > 0 ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÄÓÇÏÇÐË (ÏÂÔÛÕÂÃ-
ÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß), g

�
mn�x� ì ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÂâ

ÏÇÕÓËÍÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ ÐÂ S, ÊÂÄË-
ÔâÜÂâ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x 2 S.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜÂâ ÏÇÕÓËÍÂ ÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ ËÏÇÇÕ ÄËÆ (1) Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

¿ÕÂ ÕÇÑÓÇÏÂ ÐÇÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÂ Í ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÏÐÑÅÑ-
ÑÃÓÂÊËâ M Ë ÔËÅÐÂÕÖÓÇ ÏÇÕÓËÍË g. ±ÇÓÄÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ
ÕÇÑÓÇÏÞ ÏÑÉÐÑ ÊÂÏÇÐËÕß ÒÓÇÆÎÑÉÇÐËÇÏ: "±ÖÔÕß ÍÂÉ-
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ÆÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË MM, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË t 2 RR, âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ". ´ÑÚÐÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ ÆÂÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.

´ÇÑÓÇÏÂ 1.1 âÄÎâÇÕÔâ ÃÂÊËÔÑÏ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÍÑÔÏÑ-
ÎÑÅËË, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÑÐÂ ÑÚÇÐß ÄÂÉÐÂ. ³ÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏË ÔÔÞÎ-
ÍÂÏË ÐÂ ÏÇÕÓËÍÖ (1) âÄÎâáÕÔâ ÔÕÂÕßË [1 ë 11]. ±ÓÑÍÑÏ-
ÏÇÐÕËÓÖÇÏ ÑÓËÅËÐÂÎßÐÞÇ ÔÕÂÕßË Ä ÕÑÌ ÚÂÔÕË, ÍÑÕÑÓÂâ
ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ÄËÆÖ ÏÇÕÓËÍË.

¡. ¶ÓËÆÏÂÐ ÒÇÓÄÞÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎ ÏÇÕÓËÍÖ (1) ÆÎâ ÒÑ-
ÔÕÓÑÇÐËâ ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÏÑÆÇÎÇÌ Ä ÓÂÏÍÂØ ÑÃÜÇÌ ÕÇÑ-
ÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË [1, 2]. °Ð ÐÇ ÒËÔÂÎ ÑÃ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë
ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ, Â ÒÓÑÔÕÑ ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÎ, ÚÕÑÃÞ ÄÔÇ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÔÇÚÇÐËâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË t � const, âÄÎâÎËÔß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂÏË ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ, Ë ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÎ, ÚÕÑ ÏÇÕÓËÍÂ ËÏÇÇÕ
ÄËÆ (1). ¡. ¶ÓËÆÏÂÐ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÔÇ-
ÚÇÐËâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ä ÒÇÓÄÑÌ Ë ÄÕÑÓÑÌ ÔÕÂÕßÇ.

¡ÃÃÂÕ ¥É. ÇÏÇÕÓ ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÎ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÄÔÇÎÇÐÐÖá
[3]. °Ð ÐÇ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÎ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÕÇÑÓÇÏÞ 1.1. £
ÔÕÂÕßÇ [4] ÃÞÎ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ ÃÑÎÇÇ ÛËÓÑÍËÌ ÍÎÂÔÔ ÍÑÔÏÑÎÑ-
ÅËÚÇÔÍËØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÕÂÍÉÇ ÃÇÊ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍË ÕÇÑÓÇÏÞ.

·.±. ²ÑÃÇÓÕÔÑÐ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÎ ÕÇÑÓÇÏÖ Ä ÑÃÇËØ
ÔÕÂÕßâØ [5, 6], ÐÑ ÐÇ ÆÑÍÂÊÂÎ ÇÈ. £ÏÇÔÕÑ àÕÑÅÑ ÑÐ ÔÑÔÎÂÎÔâ
ÐÂ ÔÕÂÕßË [12, 13]. ¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÕÇÑÓÇÏÞ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ
ÆÄÖØ ÚÂÔÕÇÌ. ±ÇÓÄÂâ ÚÂÔÕß Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ (ÕÇÑÓÇÏÂ 5.1
ÓÂÊÆÇÎÂ 5) ÃÞÎÂ ÆÑÍÂÊÂÐÂ ¥. ¤ËÎßÃÇÓÕÑÏ [12]. £ÕÑÓÂâ
ÚÂÔÕß (ÕÇÑÓÇÏÂ 5.2 ÓÂÊÆÇÎÂ 5) ÃÞÎÂ ÆÑÍÂÊÂÐÂ ¤. ¶ÖÃËÐË
[13] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [14], ÅÎ. VI, ÖÒÓÂÉÐÇÐËÇ 3) Ä ÑÆÐÖ ÔÕÑÓÑÐÖ.
´Ñ ÇÔÕß ¶ÖÃËÐË ÆÑÍÂÊÂÎ, ÚÕÑ ÏÇÕÓËÍÂ (1) ÑÆÐÑÓÑÆÐÂ Ë
ËÊÑÕÓÑÒÐÂ, ÐÑ ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ ÎáÃÂâ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÂâ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÂâ ÏÇÕÓËÍÂ ËÏÇÇÕ ÕÂÍÑÌ ÄËÆ,
ÆÑÍÂÊÂÐÑ ÐÇ ÃÞÎÑ. £ ÔÕÂÕßÇ [7] ÏÇÕÓËÍÂ (1) ÃÞÎÂ ÒÑÎÖÚÇÐÂ
ËÊ ÆÓÖÅËØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÒÖÕÈÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ
ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎÇÌ Ô ÐÇÍÑÕÑÓÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË. ±Ñ ÒÑÔÕÓÑÇ-
ÐËá ÏÇÕÓËÍÂ ÃÞÎÂ ÑÆÐÑÓÑÆÐÂ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÂ. °ÆÐÂÍÑ
²ÑÃÇÓÕÔÑÐÑÏ ÃÞÎÑ ÔÆÇÎÂÐÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ (ÒÇÓÇÆ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇÏ (2.1) Ä ÔÕÂÕßÇ [13]), ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÚÂÔÕß
ÏÇÕÓËÍË ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ,
ÍÑÕÑÓÂâ ÏÑÉÇÕ ÒÓËÐËÏÂÕß ÕÑÎßÍÑ ÆËÔÍÓÇÕÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ
�1; 0, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ ÏÇÕÓËÍÂ (1)
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÌ ÄËÆ ÏÇÕÓËÍË, ÐÇ
ÃÞÎÑ ÆÑÍÂÊÂÐÑ. ®ÇÕÓËÍÂ (49), ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÐËÉÇ,
ÒÑÆØÑÆËÕ ÒÑÆ ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËá, ÐÑ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆÂ (1).

².³. ´ÑÎÏÂÐ ÒÑÎÖÚËÎ ÎËÐÇÌÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ (1) ËÊ ÆÓÖÅËØ
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÌ [8 ë 10]. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÐ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÎ
Ô×ÇÓËÚÇÔÍÖá ÔËÏÏÇÕÓËá, ÕÑ, ÚÕÑ ÄÓÇÏÇÐÐ�yÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ-
ÐÞÇ ÎËÐËË âÄÎâáÕÔâ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏË, Ë ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÎ ÄÞ-
ÒÑÎÐÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. °Ð ÐÇ ÑÃÔÖÆËÎ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÔÕß Ë ËÊÑÕÓÑÒËá ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ Ä ÔÄÑËØ ÔÕÂÕßâØ.

£ ÔÕÂÕßÇ [11, ÓÂÊÆÇÎ 10] ¡.¤. £ÑÎÍÇÓ ÆÑÍÂÊÂÎ ÕÇÑÓÇÏÖ
1.1 Ä ÑÆÐÖ ÔÕÑÓÑÐÖ: ÏÇÕÓËÍÂ (1) ÑÆÐÑÓÑÆÐÂ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÂ,
ÐÑ ÐÇ ÒÓËÄÈÎ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÎáÃÂâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÂâ
Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÂâ ÏÇÕÓËÍÂ ËÏÇÇÕ ÕÂÍÑÌ ÄËÆ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ,
ÏÇÕÓËÍÂ (49), ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 6, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá (52) ÔÕÂÕßË [11], ÐÑ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆÂ (1).

Á ÒÓÑÔÏÑÕÓÇÎ ÕÂÍÉÇ ÃÑÎÇÇ 30 ÏÑÐÑÅÓÂ×ËÌ ÒÑ ÑÃÜÇÌ
ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË, ÄÍÎáÚÂâÏÑË ÎáÃËÏÞÇ [15 ë 19],
Ë ÐÂÛÈÎ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÕÇÑÓÇÏÞ 1.1 ÕÑÎßÍÑ Ä ÍÐËÅÇ [16].

¸ÇÎßá ÔÕÂÕßË âÄÎâÇÕÔâ ÆÇÕÂÎßÐÞÌ ÑÃÊÑÓ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎß-
ÔÕÄÂ ÕÇÑÓÇÏÞ 1.1. £ ÓÂÊÆÇÎÂØ 2 ë 4 ÆÂÐ ÍÓÂÕÍËÌ ÑÃÊÑÓ
ÑÃÜËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ Ë ÐÇÑÃØÑÆË-

ÏÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÓËÏÂÐÑÄÞØ (ÒÔÇÄÆÑÓËÏÂÐÑÄÞØ) ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ. ¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÕÇÑ-
ÓÇÏÞ 1.1 ÆÂÐÑ ÆÄÖÏâ ÕÇÑÓÇÏÂÏË, 5.1 Ë 5.2. ªÆÇâ ÆÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎßÔÕÄÂ ÄÊâÕÂ ËÊ ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [16], ÐÑ ÆÇÕÂÎË ÓÂÊÎËÚÂ-
áÕÔâ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÕÇÑÓÇÏÞ 5.1 ÒÓÑÜÇ, Ë
ÑÐÑ ÄÊâÕÑ ËÊ ÍÐËÅË [14]. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 6 ÑÒËÔÂÐ ÒÓËÏÇÓ
ÏÇÕÓËÍË, ÄÔÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÔÇÚÇÐËâ ÍÑÕÑÓÑÌ âÄÎâ-
áÕÔâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂÏË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ, ÑÆÐÂÍÑÏÇÕ-
ÓËÍÂ Ä ÙÇÎÑÏ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ.
©ÆÇÔß ÉÇ ÆÂÐÑ ÐÑÄÑÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÏÇÕÓËÍË.

®Þ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÚËÕÂÕÇÎß ÊÐÂÍÑÏ Ô ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÇÌ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [20, 21]).

2. £ÇÍÕÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ n-ÏÇÓÐÑÇ ÓËÏÂÐÑÄÑ (ÒÔÇÄÆÑÓËÏÂÐÑÄÑ) ÏÐÑ-
ÅÑÑÃÓÂÊËÇ �MM; g� Ô ÏÇÕÓËÍÑÌ g�x� � gab�x� dx a 
 dxb,
a; b � 0; 1; . . . ; nÿ 1, Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÔÄâÊÐÑÔÕßá
ÇÄË ë¹ËÄËÕÞ G.

°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ. ¥Ë××ÇÑÏÑÓ×ËÊÏ

{ : MM 3 x 7! x 0 � {�x� 2MM

ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ËÊÑÏÇÕÓËÇÌ ÓËÏÂÐÑÄÂ (ÒÔÇÄÆÑÓËÏÂÐÑÄÂ) ÏÐÑ-
ÅÑÑÃÓÂÊËâ �MM; g�, ÇÔÎË ÑÐ ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÏÇÕÓËÍÖ

g�x� � {�g�x 0� ; �2�

ÅÆÇ {� ì ÔÑÒÓâÉÈÐÐÑÇ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ
×ÑÓÏ {.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ËÊÑÏÇÕÓËâ ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÏÇÕÓËÍÖ, ÑÐÂ ÕÂÍÉÇ
ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÔÄâÊÐÑÔÕß ÇÄË ë¹ËÄËÕÞ, ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÇ, ÕÇÐ-
ÊÑÓ ÍÓËÄËÊÐÞ Ë ÄÔÇ ÆÓÖÅËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÏÇÕÓËÍÑÌ.

°ÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ (2) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ.
±ÖÔÕß ÕÑÚÍË x Ë x 0 ÎÇÉÂÕ Ä ÑÆÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÑÍÓÇÔÕ-
ÐÑÔÕË Ë ËÏÇáÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x a Ë x 0 a ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.
´ÑÅÆÂ ËÊÑÏÇÕÓËâ {, ÍÑÕÑÓÂâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

gab�x� � qx 0 g

qx a

qx 0 d

qxb ggd�x 0� ; �3�

ÔÄâÊÞÄÂÇÕ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÏÇÕÓËÍË Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÕÑÚÍÂØ
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ.

±ÓÇÆÎÑÉÇÐËÇ 2.1. ®ÐÑÉÇÔÕÄÑ ËÊÑÏÇÕÓËÌ ÆÂÐÐÑÅÑ ÓË-
ÏÂÐÑÄÂ (ÒÔÇÄÆÑÓËÏÂÐÑÄÂ) ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ �MM; g� ÑÃÓÂÊÖÇÕ
ÅÓÖÒÒÖ ËÊÑÏÇÕÓËÌ, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕÔâ II�MM� 3 {.

¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ. ¥ÄÇ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞÇ ËÊÑÏÇÕÓËË
âÄÎâáÕÔâ ËÊÑÏÇÕÓËÇÌ. ±ÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ËÊÑÏÇÕÓËÌ ÂÔÔÑ-
ÙËÂÕËÄÐÑ. ´ÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ MM ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ËÊÑÏÇÕÓËá, ÍÑÕÑÓÂâ âÄÎâÇÕÔâ ÇÆËÐËÙÇÌ ÅÓÖÒÒÞ.
¬ÂÉÆÂâ ËÊÑÏÇÕÓËâ ËÏÇÇÕ ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ, ÍÑÕÑ-
ÓÑÇ ÕÂÍÉÇ âÄÎâÇÕÔâ ËÊÑÏÇÕÓËÇÌ.

¦ÔÎË ÏÇÕÓËÍÂ ÊÂÆÂÐÂ, ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
×ÖÐÍÙËË x 0�x�, ÍÑÕÑÓÞÇ ÊÂÆÂáÕ ËÊÑÏÇÕÓËá. £ ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÆÂÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÓÇÛÇÐËÌ Ë ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÇ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞØ ËÊÑ-
ÏÇÕÓËÌ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÅÓÖÒÒÂ ËÊÑÏÇÕÓËÌ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÑÆ-
ÐÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ ì ÇÆËÐËÙÞ. ¹ÇÏ ÅÓÖÒÒÂ ËÊÑÏÇÕÓËÌ ÃÑÎß-
ÛÇ, ÕÇÏ ÏÇÐßÛÇ ÍÎÂÔÔ ÓËÏÂÐÑÄÞØ (ÒÔÇÄÆÑÓËÏÂÐÑÄÞØ)
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÌ.

±ÓËÏÇÓ 2.1. ¦ÄÍÎËÆÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ RRn Ô ÇÄÍÎË-
ÆÑÄÑÌ ÏÇÕÓËÍÑÌ dab ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÅÓÖÒÒÖ ËÊÑÏÇÕÓËÌ, ÍÑÕÑ-
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ÓÑÌ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÂâ ÅÓÖÒÒÂ ÄÓÂÜÇÐËÌ IIOO�n;RR�,
dim IIOO�n;RR� � n�n� 1�=2, ÔÑÔÕÑâÜÂâ ËÊ ÄÓÂÜÇÐËÌ, ÕÓÂÐÔ-
ÎâÙËÌ Ë ÑÕÓÂÉÇÐËÌ.

¤ÓÖÒÒÂ ËÊÑÏÇÕÓËÌ II�MM� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÆËÔÍÓÇÕÐÑÌ
ÅÓÖÒÒÑÌ ËÎË ÅÓÖÒÒÑÌ Ë.

°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ. ¦ÔÎË ÅÓÖÒÒÂ ËÊÑÏÇÕÓËÌ II�MM� âÄÎâÇÕÔâ
ÅÓÖÒÒÑÌ Ë, ÕÑ ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ
ÏÂÎÞÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÅÑÄÑÓâÕ ÑÃ ËÐ×ËÐË-
ÕÇÊËÏÂÎßÐÞØ ËÊÑÏÇÕÓËâØ:

x a 7! x 0 a � x a � EK a ; E5 1 : �4�
¬ÂÉÆÂâ ËÐ×ËÐËÕÇÊËÏÂÎßÐÂâ ËÊÑÏÇÕÓËâ ÅÇÐÇÓËÓÖÇÕÔâ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÅÎÂÆÍËÏ ÄÇÍÕÑÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ K�x� � K a�x�qa,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÄÇÍÕÑÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ¬ËÎÎËÐÅÂ.

±ÖÔÕß K � K aqa ì ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ¬ËÎÎËÐÅÂ. ´ÑÅÆÂ
ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÏÇÕÓËÍË (4) Ä ËÐ×ËÐËÕÇÊË-
ÏÂÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÇ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

LKg � 0 ; �5�

ÅÆÇ LK ì ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ Ë ÄÆÑÎß ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ K. £
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

HaKb � HbKa � 0 ; �6�

ÅÆÇ Ka :� K bgba ì ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ 1-×ÑÓÏÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ, Â
ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ

HaKb :� qaKb ÿ Gab
gKg

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔËÏÄÑÎÂÏË ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ Gab
g (ÍÑÏÒÑÐÇÐ-

ÕÂÏË ÔÄâÊÐÑÔÕË ÇÄË ë¹ËÄËÕÞ).
°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ. µÓÂÄÐÇÐËÇ (6) ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

¬ËÎÎËÐÅÂ, Â ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ¬ËÎ-
ÎËÐÅÂ K � K aqa ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏË ¬ËÎÎËÐÅÂ.
¬ÂÉÆÑÏÖ ÄÇÍÕÑÓÐÑÏÖ ÒÑÎá ¬ËÎÎËÐÅÂ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚ-
ÐÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ 1-×ÑÓÏÂ K � dx aKa, ÅÆÇ Ka :� K bgba,
ÍÑÕÑÓÂâ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÑÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ.

µÓÂÄÐÇÐËÇ ¬ËÎÎËÐÅÂ (5) ÄÔÇÅÆÂ ËÏÇÇÕ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ K � 0 ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÓËÏÂÐÑÄÂ (ÒÔÇÄÆÑ-
ÓËÏÂÐÑÄÂ) ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ �MM; g�. ¦ÔÎË ÑÐÑ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ
ÕÑÎßÍÑ ÐÖÎÇÄÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÕÑ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄ-
ÐÞÇ ÔËÏÏÇÕÓËË ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ.

´ÓÂÇÍÕÑÓËË ¬ËÎÎËÐÅÂ fx a�t�g 2MM, ÅÆÇ t 2 RR, ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâáÕÔâ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

_x a � K a ; �7�
ÍÑÕÑÓÂâ ÆÎâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ¬ËÎ-
ÎËÐÅÂ ËÏÇÇÕ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÒÓÑØÑÆâÜÇÇ ÚÇÓÇÊ
ÍÂÉÆÖá ÕÑÚÍÖ p � fp ag 2MM. ¥Îâ ÏÂÎÞØ t5 1 ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

x a�t� � p a � tK a�p� � o�t� ; �8�

ÅÆÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÄÞÃÓÂÐÂ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÚÕÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÒÓÑØÑÆËÕ ÚÇÓÇÊ ÕÑÚÍÖ p ÒÓË t � 0.

¬ÂÉÆÑÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÅÇÐÇÓËÓÖÇÕ ÑÆÐÑ-
ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ÒÑÆÅÓÖÒÒÖ Ä ÅÓÖÒÒÇ ËÊÑÏÇÕÓËÌ. ¦ÔÎË
ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß Ä ÍÂÍÑÌ-
ÎËÃÑ ÕÑÚÍÇ, ÕÑ àÕÂ ÕÑÚÍÂ âÄÎâÇÕÔâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÒÑ ÑÕ-
ÐÑÛÇÐËá Í ÆÇÌÔÕÄËá ÅÓÖÒÒÞ ËÊÑÏÇÕÓËÌ, ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÑÌ
ÆÂÐÐÞÏ ÄÇÍÕÑÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ. £ÇÍÕÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ
ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ ÒÑÎÐÞÏË, ÇÔÎË ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ¬ËÎÎËÐÅÂ ÑÒÓÇ-

ÆÇÎÇÐÞ ÒÓË ÄÔÇØ t 2 RR. °ÐË ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÕÂÍËÏË Ä ÔËÎÖ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÕÂÍ ÍÂÍ ËÊÑÏÇÕÓËË ÑÃÓÂÊÖáÕ ÅÓÖÒÒÖ.

¦ÔÎË ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ¬ËÎÎËÐÅÂ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÕÑ ÑÐÑ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ËÐ×ËÐËÕÇÊËÏÂÎßÐÞÇ ËÊÑÏÇÕÓËË,
ÐÑ Ë ÄÔá ÑÆÐÑÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ÒÑÆÅÓÖÒÒÖ ËÊÑÏÇÕÓËÌ Ä
II�MM�. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÐÂÌÕË ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ
(ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ¬ËÎÎËÐÅÂ), ÒÓÑØÑÆâÜËÇ ÚÇÓÇÊ ÍÂÉÆÖá ÕÑÚÍÖ
p 2MM. ¦ÔÎË x�0� � p, ÕÑ ÕÑÅÆÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆË××ÇÑÏÑÓ-
×ËÊÏ

{ : MM 3 p 7! x�t� 2MM,

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÍÂÉÆÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá t 2 RR.
¥Îâ ÍÑÐÕÓÂÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬ËÎ-

ÎËÐÅÂ (6) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

gagqbK g � gbgqaK g � K gqggab � 0 : �9�
¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÎËÐÇÌÐÑ Ë ÒÑ ÄÇÍÕÑÓÖ ¬ËÎÎËÐÅÂ, Ë ÒÑ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏ ÏÇÕÓËÍË. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÆÄÇ ÏÇÕÓËÍË,
ÓÂÊÎËÚÂáÜËÇÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ, ËÏÇáÕ ÑÆËÐÂ-
ÍÑÄÞÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ¬ËÎÎËÐÅÂ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÄÇÍÕÑÓÐÞÇ
ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÖÏÐÑÉÇÐËâ
ÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÖá ÑÕÎËÚÐÖá ÑÕ ÐÖÎâ ÒÑÔÕÑâÐÐÖá. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÇÔÎË K ì ÄÇÍÕÑÓ ¬ËÎÎËÐÅÂ, ÕÑ ÿK ì ÕÂÍÉÇ
ÄÇÍÕÑÓ ¬ËÎÎËÐÅÂ. ¦ÔÎË ËÊÄÇÔÕÐÞ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ
ÒÑÎÇÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ, ÕÑ ËØ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ÎËÐÇÌÐÂâ ÍÑÏÃËÐÂ-
ÙËâ ÕÂÍÉÇ âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÍÕÑÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ¬ËÎÎËÐÅÂ. ¥ÓÖÅË-
ÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÐÂÆ ÒÑÎÇÏ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÚËÔÇÎ, ÍÑÕÑÓÑÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÆÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ Ä ÄÇÍÕÑÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÄÔÇØ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ X�MM� ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË MM. £ àÕÑÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÃËÎËÐÇÌÐÂâ ÑÒÇÓÂÙËâ. ¯Ç-
ÕÓÖÆÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓ ÆÄÖØ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑ-
ÎÇÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ, K1 Ë K2, ÔÐÑÄÂ ÆÂÈÕ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ
¬ËÎÎËÐÅÂ:

L�K1;K2�g � LK1
� LK2

gÿ LK2
� LK1

g � 0 :

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÄÇÍÕÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÂÎÅÇ-
ÃÓÖ Ë i�MM� ÐÂÆ ÒÑÎÇÏ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÚËÔÇÎ, ÍÑÕÑÓÂâ
âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÆÂÎÅÇÃÓÑÌ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÑÌ ÂÎÅÇÃÓÇ Ë
ÄÔÇØ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ, i�MM� � X�MM�. ¿ÕÑ ÇÔÕß ÂÎÅÇÃÓÂ Ë
ÅÓÖÒÒÞ Ë ËÊÑÏÇÕÓËÌ II�MM�.

±ÓÇÆÎÑÉÇÐËÇ 2.2. ±ÖÔÕß ÓËÏÂÐÑÄÑ (ÒÔÇÄÆÑÓËÏÂÐÑÄÑ)
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ �MM; g� ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ N4 dimMM ÐÇÐÖÎÇÄÞØ ÍÑÏ-
ÏÖÕËÓÖáÜËØ Ë ÎËÐÇÌÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ
¬ËÎÎËÐÅÂ Ki, i � 1; . . . ;N. ´ÑÅÆÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÂÍÂâ ÔËÔ-
ÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÏÇÕÓËÍË ÐÇ
ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ N ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËâÏ ¬ËÎÎËÐÅÂ. °ÃÓÂÕÐÑ, ÇÔÎË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÏÇÕÓËÍË ÐÇ
ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ N ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ä ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ÔËÔÕÇÏÇ ÑÕÔÚÈÕÂ,
ÕÑ ÏÇÕÓËÍÂ g ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÎÑÍÂÎßÐÑ ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ N
ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ ÐÇÐÖÎÇÄÞØ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ.

¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ. ¥Îâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÐÇÐÖÎÇÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Ä
ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÐÑ ËÏÇÇÕ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ �1; 0; . . . ; 0�. ¥Îâ ÐÂÃÑÓÂ
ÎËÐÇÌÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ
Ki àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÂÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
x 1; . . . ; xn, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÍÂÉÆÑÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ¬ËÎÎËÐÅÂ
ËÏÇÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÖ ÑÕÎËÚÐÖá ÑÕ ÐÖÎâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖKi � qi.
£ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬ËÎÎËÐÅÂ (9) ÒÓË-
ÐËÏÂÇÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄËÆ:

qi gab � 0 ; i � 1; . . . ;N4 dimMM. (10)
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¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÏÇÕÓËÍË ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x i.

£ ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ¬ËÎÎËÐÅÂ
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË

_x i � 1 ; _xm � 0; m 6� i :

®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞÇ ÎËÐËË x i âÄÎâáÕÔâ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËâÏË ¬ËÎÎËÐÅÂ.

°ÃÓÂÕÐÑ. ¦ÔÎË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÏÇÕÓËÍË ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ N
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10) ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ. °ÐË âÄÎâáÕ-
Ôâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ¬ËÎÎËÐÅÂ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ Ki :� qi,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÕ.

¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, Ä ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÚËÔÎÑ
ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÓÂÄÐÑ ÓÂÊÏÇÓÐÑ-
ÔÕË ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ, N � n, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÏÇÕÓËÍË ÒÑÔÕÑâÐÐÞ.

±ÓËÏÇÓ 2.2. £ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ RRn Ä ÆÇÍÂÓÕÑ-
ÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x a, a � 1; . . . ; n, ÏÇÕÓËÍÂ ËÏÇÇÕ
ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ, gab � dab. ¿ÕÂ ÏÇÕÓËÍÂ ÆÑÒÖ-
ÔÍÂÇÕ n ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ¬ËÎÎËÐÅÂ, Ka :� qa,
ÅÇÐÇÓËÓÖáÜËØ ÕÓÂÐÔÎâÙËË. £ÔÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞÇ ÎËÐËË âÄ-
ÎâáÕÔâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏË ¬ËÎÎËÐÅÂ.

¦ÔÎË ÓËÏÂÐÑÄÑ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ �MM; g� ËÏÇÇÕ ÆÄÂ ËÎË
ÃÑÎÇÇ ÐÇÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ¬ËÎÎËÐÅÂ, ÕÑ àÕÑ ÐÇ
ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÐÂÎËÚËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕÞ ÏÇÕÓËÍË ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÆÄÖØ ËÎË ÃÑÎÇÇ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ.

±ÓËÏÇÓ 2.3. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÖÏÇÓÐÖá Ô×ÇÓÖ SS2 ,!RR 3,
ÄÎÑÉÇÐÐÖá Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÇ ÇÄÍÎËÆÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÑÃÞÚ-
ÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ±ÖÔÕß ÏÇÕÓËÍÂ g ÐÂ Ô×ÇÓÇ ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÂ
ÄÎÑÉÇÐËÇÏ. ´ÑÅÆÂ ÓËÏÂÐÑÄÑ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ �SS 2; g� ËÏÇÇÕ
ÕÓË ÐÇÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ, ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÅÓÖÒÒÇ ÄÓÂÜÇÐËÌ SSOO�3�. ÇÅÍÑ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ
ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÐÂ Ô×ÇÓÇ, Ä
ÍÑÕÑÓÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÏÇÕÓËÍË ÐÇ ÊÂÄËÔÇÎË ÃÞ ÑÕ ÆÄÖØ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, Ä ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÏÇÕÓËÍË ÒÑÔÕÑâÐÐÞ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÍÓË-
ÄËÊÐÂ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá. ¯Ñ àÕÑ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÍÓËÄËÊÐÂ
Ô×ÇÓÞ ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ÐÖÎâ.

£ ÑÃÜÇÌ ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ,
ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ âÄÎâÇÕÔâ ÒÔÇÄÆÑÓËÏÂÐÑÄÞÏ ÏÐÑ-
ÅÑÑÃÓÂÊËÇÏ �MM; g� Ô ÏÇÕÓËÍÑÌ ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÌ ÔËÅÐÂÕÖÓÞ.
ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÑÐâÕËÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ, ÏÑÉÐÑ
ÆÂÕß ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ.

°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ �MM; g� ËÎË ÇÅÑ ÑÃ-
ÎÂÔÕß ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ ÔÕÂÕËÚÇÔÍËÏË, ÇÔÎË ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÄÓÇ-
ÏÇÐËÒÑÆÑÃÐÑÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ¬ËÎÎËÐÅÂ.

£ÇÍÕÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÓâÆÑÏ ÊÂÏÇÚÂ-
ÕÇÎßÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ. °ÒËÛÇÏ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÇ.

±ÓÇÆÎÑÉÇÐËÇ 2.3 £ÇÍÕÑÓÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ ËÏÇáÕ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÖá ÆÎËÐÖ ÄÆÑÎß ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ:

LKK
2 � HKK

2 � K a qaK 2 � 0 : �11�

¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ. ³ÄÈÓÕÍÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (6) Ô K aK b

ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏ

2K aK bHaKb � K aHaK
2 � K aqaK 2 � 0 :

³ÎÇÆÔÕÄËÇ. ¦ÔÎË ÄÇÍÕÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ
ÐÂ ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÏ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË, ÕÑ ÑÐË ËÏÇáÕ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÖá
ÑÓËÇÐÕÂÙËá: ÄÓÇÏÇÐËÒÑÆÑÃÐÖá, ÔÄÇÕÑÒÑÆÑÃÐÖá ËÎË ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÒÑÆÑÃÐÖá.

®ÇÕÓËÍÂ ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÆÄÂ ÕËÒÂ ÄÞ-
ÆÇÎÇÐÐÞØ ÍÓËÄÞØ: ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÇ (àÍÔÕÓÇÏÂÎË) Ë ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËË ¬ËÎÎËÐÅÂ, ÇÔÎË ÕÂÍËÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ. ³ÓÂÄÐËÏ ËØ.

±ÓÇÆÎÑÉÇÐËÇ 2.4. ±ÖÔÕß �MM; g� ì ÓËÏÂÐÑÄÑ (ÒÔÇÄÆÑ-
ÓËÏÂÐÑÄÑ) ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ Ô ÄÇÍÕÑÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ¬ËÎÎËÐÅÂ K.
´ÓÂÇÍÕÑÓËË ¬ËÎÎËÐÅÂ âÄÎâáÕÔâ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏË ÕÑÅÆÂ Ë
ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÆÎËÐÂ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÂ
ÐÂMM: K 2 � const ÆÎâ ÄÔÇØ x 2MM.

¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ. ´ÓÂÇÍÕÑÓËË ¬ËÎÎËÐÅÂ x a�t� ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

_x a � K a : �12�

¥ÎËÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÑÅÑ ÑÕÓÇÊÍÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ¬ËÎÎËÐÅÂ

ds 2 � gab _x a _xb dt 2 � K 2 dt 2

ÒÑÔÕÑâÐÐÂ ÄÆÑÎß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË, Õ.Ç. ÒÂÓÂÏÇÕÓ t ÒÓÑÒÑÓÙËÑ-
ÐÂÎÇÐ ÆÎËÐÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ë, ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, âÄÎâÇÕÔâ ÍÂ-
ÐÑÐËÚÇÔÍËÏ. ¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (12) ÒÑ
ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ t ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏ

�x a � qbK a _xb � �HbK
a ÿ Gbg

aK g� _xb ;

ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ Ä ÄËÆÇ

�x a � K bHbK
a ÿ Gbg

a _x b _x g : �13�

µÓÂÄÐÇÐËâ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ÒÇÓÄÑÇ ÔÎÂ-
ÅÂÇÏÑÇ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË Ä ÄËÆÇ

K bHbK
a � ÿ 1

2
g abqbK 2 :

´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (13) ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄËÆ

�x a � ÿ 1

2
g abqbK 2 ÿ Gbg

a _x b _x g :

±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÅÇÑÆÇÊËÚÇ-
ÔÍËØ ÎËÐËÌ ÕÑÅÆÂ Ë ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ K 2 � const.

¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ¬ËÎ-
ÎËÐÅÂ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ.

±ÓËÏÇÓ 2.4. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÇÄÍÎËÆÑÄÖ ÒÎÑÔÍÑÔÕß RR2 Ô
ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÏÇÕÓËÍÑÌ. ¿ÕÂ ÏÇÕÓËÍÂ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÕÓÈØÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ ÄÓÂ-
ÜÇÐËÌ IIOO�2�. °ÃÑÊÐÂÚËÏ ÆÇÍÂÓÕÑÄÞ Ë ÒÑÎâÓÐÞÇ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÚÇÓÇÊ x; y Ë r;j. ´ÑÅÆÂ ÄÇÍÕÑÓÐÞÏË
ÒÑÎâÏË ¬ËÎÎËÐÅÂ âÄÎâáÕÔâ K1 � qj ÆÎâ ÄÓÂÜÇÐËÌ Ë
K2 � qx, K3 � qy ÆÎâ ÔÆÄËÅÑÄ. ¬ÄÂÆÓÂÕÞ àÕËØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ
ÓÂÄÐÞ,

K 2
1 � r 2 ; K 2

2 � K 2
3 � 1 :

£ÇÍÕÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ K2 Ë K3 ËÏÇáÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÖá
ÆÎËÐÖ ÐÂ ÄÔÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ËØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ
ÔÑÃÑÌ ÒÓâÏÞÇ ÎËÐËË, ÍÑÕÑÓÞÇ âÄÎâáÕÔâ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏË.
¿ÕÑ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÔÑÅÎÂÔËË Ô ÒÓÇÆÎÑÉÇÐËÇÏ 2.4. ´ÓÂÇÍÕÑ-
ÓËâÏË ¬ËÎÎËÐÅÂ ÆÎâ ÄÓÂÜÇÐËÌ K1 âÄÎâáÕÔâ ÍÑÐÙÇÐÕÓË-
ÚÇÔÍËÇ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ÄÑÍÓÖÅ ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ¥ÎËÐÂ
ÄÇÍÕÑÓÂ ¬ËÎÎËÐÅÂ K1 ÒÑÔÕÑâÐÐÂ ÄÆÑÎß ÑÍÓÖÉÐÑÔÕÇÌ Ä
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÒÓÇÆÎÑÉÇÐËÇÏ 2.3, ÐÑ ÐÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÂ ÐÂ
ÄÔÇÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË RR2. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ¬ËÎ-
ÎËÐÅÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ
âÄÎâáÕÔâ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏË.

±ÓËÏÇÓ 2.5. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÖá ÅÓÖÒÒÖ Ë GG
ÍÂÍ ÓËÏÂÐÑÄÑ (ÒÔÇÄÆÑÓËÏÂÐÑÄÑ) ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ Ô ×ÑÓÏÑÌ
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¬ËÎÎËÐÅÂ ë¬ÂÓÕÂÐÂ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÏÇÕÓËÍË.
´ÑÅÆÂ ÎÇÄÑ- Ë ÒÓÂÄÑËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ ÐÂ GG
ÅÇÐÇÓËÓÖáÕ ÒÓÂÄÞÇ Ë ÎÇÄÞÇ ÅÓÖÒÒÑÄÞÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ¤ÓÖÒÒÑÄÞÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Ë ÔÎÇÄÂ, Ë
ÔÒÓÂÄÂ ÔÑØÓÂÐâáÕ ÏÇÕÓËÍÖ. ±ÑàÕÑÏÖ ÎÇÄÑ- Ë ÒÓÂÄÑËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ âÄÎâáÕÔâ ÄÇÍÕÑÓÐÞÏË ÒÑÎâÏË
¬ËÎÎËÐÅÂ. ªØ ÆÎËÐÂ ÓÂÄÐÂ �1. ±ÑàÕÑÏÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ¬ËÎÎËÐÅÂ âÄÎâáÕÔâ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏË.

³ÄÈÓÕÍÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ (6) Ô ÏÇÕÓËÍÑÌ ÒÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÆËÄÇÓÅÇÐÙËâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÓÂÄÐÂ
ÐÖÎá:

HaK
a � 0 : �14�

¬ÑÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ H b ÑÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬ËÎ-
ÎËÐÅÂ (6) ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÍÂÍ

H b�HbKa � HaKb� � DKa � �HbHa ÿ HaHb�Kb � 0 ;

ÅÆÇ D :� H bHb ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÂÒÎÂÔÂ ë ¢ÇÎßÕÓÂÏË ÐÂ
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË MM Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (14). ³
ÒÑÏÑÜßá ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

�Ha;Hb�Kg � ÿRabg
dKd

ÆÎâ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÂ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ¬ËÎ-
ÎËÐÅÂ:

DKa � RabK
b ; �15�

ÅÆÇ Rab :� Ragb
g ì ÕÇÐÊÑÓ ²ËÚÚË.

¥Îâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ ÕÇÐÊÑÓ ²ËÚÚË
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÇ (26) Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(15) ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ:

DKa � R

n
Ka ; R � const :

´Ñ ÇÔÕß ÍÂÉÆÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÄÇÍÕÑÓÂ ¬ËÎÎËÐÅÂ âÄÎâÇÕÔâ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÄÇÍÕÑÓÑÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÂÒÎÂÔÂ ë¢ÇÎßÕÓÂÏË.

±ÓÇÆÎÑÉÇÐËÇ 2.5. ±ÖÔÕß X;Y 2 X�MM� ì ÆÄÂ ÒÓÑËÊ-
ÄÑÎßÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎâ ÐÂ ÓËÏÂÐÑÄÑÏ (ÒÔÇÄÆÑÓËÏÂÐÑÄÑÏ)
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË �MM; g�, K ì ÄÇÍÕÑÓ ¬ËÎÎËÐÅÂ. ´ÑÅÆÂ ÔÒÓÂ-
ÄÇÆÎËÄÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ:

g
ÿ�LK ÿ HK�X;Y

�� g
ÿ
X; �LK ÿ HK�Y

� � 0 ;

ÅÆÇ LKX � �K;X � ì ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ Ë, HKX � K a�qaX b�
�Gag

bX g�qb ì ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ
ÒÑÎâ X ÄÆÑÎß ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ K.

¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ.±ÓâÏÂâ ÒÓÑÄÇÓÍÂ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ
âÄÐÑÅÑ ÄËÆÂ ÔËÏÄÑÎÑÄ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¬ËÎ-
ÎËÐÅÂ (6).

3. °ÆÐÑÓÑÆÐÞÇ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ

µÓÂÄÐÇÐËâ ¬ËÎÎËÐÅÂ (6) ÐÂÍÎÂÆÞÄÂáÕ ÐÂ ÄÇÍÕÑÓÐÞÇ
ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÉÈÔÕÍËÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÑ ÑÃÔÖÆËÕß. ªÔÒÑÎßÊÖâ ×ÑÓÏÖÎÖ ÆÎâ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÂ
ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

HaHbKg ÿ HbHaKg � ÿRabg
dKd : �16�

´ÇÒÇÓß ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ

Rabg
d � Rbga

d � Rgab
d � 0

ÆÎâ ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÓËÄËÊÐÞ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬ËÎÎËÐÅÂ (6). £
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÆÎâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÄÇÍÕÑÓÑÄ
¬ËÎÎËÐÅÂ:

HaHbKg � HbHgKa � HgHaKb � 0 ;

ÅÆÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ ÙËÍÎËÚÇÔÍÑÌ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÑÌ
ËÐÆÇÍÔÑÄ. ¿ÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(16) ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

HgHaKb � Rabg
dKd : �17�

¦ÔÎË ÔÄÇÓÐÖÕß ËÐÆÇÍÔÞ g; a, ÕÑ ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ Ä ÕÑÚÐÑÔÕË
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (15) ËÊ ÓÂÊÆÇÎÂ 2.

µÓÂÄÐÇÐËÇ (17) âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¬ËÎ-
ÎËÐÅÂ, ÑÆÐÂÍÑ ÑÐÑ ÐÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ËÏ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ËÊ
(17) ÄÞÕÇÍÂáÕ ÑÚÇÐß ÄÂÉÐÞÇ ÔÎÇÆÔÕÄËâ. ¥ÑÒÖÔÕËÏ, ÚÕÑ
ÄÇÍÕÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÂÐÂÎËÕËÚÐÞ, Õ.Ç.
ËØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÓÂÊÎÂÅÂáÕÔâ Ä ÓâÆÞ ´ÇÌÎÑÓÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÔØÑÆâÕÔâ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË UUp ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍË
p 2MM. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ
ÕÑÚÍÇ p 2MM ÊÂÆÂÐÞ ÄÔÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ 1-×ÑÓÏÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ
Ka�p� Ë ËØ ÒÇÓÄÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ qbKa�p�. ´ÑÅÆÂ ËÊ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (17) ÔÎÇÆÖáÕ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÄÕÑÓÞØ ÚÂÔÕÐÞØ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÑÕ 1-×ÑÓÏÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ q2bgKa. ´ÇÒÇÓß ÄÑÊß-
ÏÈÏ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÑÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (17) Ë
ÒÑÎÖÚËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÆÎâ ÕÓÇÕßËØ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÞØ Ë ÕÂÍ ÆÂÎÇÇ ÆÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË. £ÂÉÐÑ, ÚÕÑ ÄÔÇ ÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÂ ÃÖÆÖÕ ÎËÐÇÌÐÞ ÒÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏ ×ÑÓÏ ¬ËÎÎËÐÅÂ
Ë ËØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÍÓÇÔÕ-
ÐÑÔÕË UUp ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ 1-×ÑÓÏÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ ËÏÇáÕ ÄËÆ

Ka�x; p� � Aa
b�x; p�Kb�p� � Ba

bg�x; p��qbKg�p� ÿ qgKb�p�
�
;

�18�

ÅÆÇ Aa
b�x; p� Ë Ba

bg�x; p� ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ×ÖÐÍÙËË. ¡ÐÕË-
ÔËÏÏÇÕÓËâ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ ÒÑ ËÐÆÇÍÔÂÏ b; g
ÄÞÕÇÍÂÇÕ ËÊ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÇÔÕß ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÄÞÓÂÊËÕß
ÔËÏÏÇÕÓËÊÑÄÂÐÐÖá ÚÂÔÕÐÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÚÇÓÇÊ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ¬ËÎÎËÐÅÂ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬ËÎÎËÐ-
ÅÂ (6). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ 1-×ÑÓÏÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ Ä
ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË UUp âÄÎâáÕÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏË ÍÑÏÃË-
ÐÂÙËâÏË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ×ÑÓÏÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ Ë ÇÈ ÄÐÇÛÐÇÌ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ Ä ÕÑÚÍÇ p.

¶ÑÓÏÂ ¬ËÎÎËÐÅÂ Ka�x; p� ËÏÇÇÕ ÆÄÂ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ. £ÕÑ-
ÓÑÌ ÂÓÅÖÏÇÐÕ p ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ×ÑÓÏÂ ËÏÇÇÕ ÊÂÆÂÐÐÞÇ
ÔÄÑÌÔÕÄÂ Ä ÕÑÚÍÇ p 2MM. ±Ñ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËá, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËÇ (18) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÄÑ ÄÔÇØ ÕÑÚÍÂØ p 2MM: ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÒÓÑÔÕÑ ÊÐÂÕß ÊÐÂÚÇÐËâ K�p� Ë dK�p�. ®Þ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ,
ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËË Ka�x; p� ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÂÐÂÎËÕËÚÐÞ ÒÑ ÑÃÑËÏ
ÂÓÅÖÏÇÐÕÂÏ, x Ë p.

±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ×ÑÓÏÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ
ÓÂÊÎÂÅÂáÕÔâ Ä ÓâÆÞ´ÇÌÎÑÓÂ ÄÃÎËÊË ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍË p 2MM.
°ÃÑÊÐÂÚËÏ ÚÇÓÇÊ UUp ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕß ÕÑÚÍË p, ÅÆÇ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËÇ (18) ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ë âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÓÂÕËÏÞÏ, Õ.Ç.
ÂÓÅÖÏÇÐÕÞ x Ë p ÏÑÉÐÑ ÒÑÏÇÐâÕß ÏÇÔÕÂÏË ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÞØ ÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ A Ë B. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÑÚÍÖ q, ÍÑÕÑÓÂâ
ÎÇÉËÕ ÄÐÇ UUp. ¥Îâ àÕÑÌ ÕÑÚÍË ÑÃÓÂÕËÏÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ
ÕËÒÂ (18) ÕÂÍÉÇ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË UUq.
±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÕÑÚÍÂ q ÎÇÉËÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÎËÊÍÑ
Í UUp, ÕÂÍ ÚÕÑ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇÔÇÍÂáÕÔâ, UUp \UUq 6� ;.
´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍË ËÊ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ x 2 UUp \UUq

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (18) ÄÇÓÐÑ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏ
K�p� Ë K�q� Ë ËØ ÄÐÇÛÐËÏ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏ. ®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ×ÑÓÏÞ¬ËÎÎËÐÅÂ Ë ÇÈ ÄÐÇÛÐÇÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ
Ä ÕÑÚÍÇ qÏÑÉÐÑ ÎËÐÇÌÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÚÇÓÇÊ ÇÈ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ Ä
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ÕÑÚÍÇ p. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (18) ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ
Ä ÑÃÝÇÆËÐÇÐËË UUp [UUq. ¿ÕÑ ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÆÑÎ-
ÉËÕß ÐÂ ÄÔÈ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ MM. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐËÇ (18) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÆÎâ ÄÔÇØ ÕÑÚÇÍ x; p 2MM.

´ÇÒÇÓß ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÓËÏÂÐÑÄÑ (ÒÔÇÄÆÑÓËÏÂÐÑ-
ÄÑ) ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ �MM; g� ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ
ÒÑÎÇÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ Ki, i � 1; . . . ;N. ´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ
ÄÇÍÕÑÓÂ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÏÞ ËÏÇÇÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (18)

Kia�x; p�� Aa
b�x; p�Kib�p�� Ba

bg�x; p��qbKig�p�ÿ qgKib�p�
�
:

�19�

¶ÖÐÍÙËË Aa
b�x; p� Ë Ba

bg�x; p� ÑÆËÐÂÍÑÄÞ ÆÎâ ÄÔÇØ ×ÑÓÏ
¬ËÎÎËÐÅÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ
(17), ÍÑÕÑÓÑÇ ÎËÐÇÌÐÑ ÒÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏ ×ÑÓÏÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ
Ë ËØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏ. °ÐË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÇÕÓËÍÑÌ, ÍÓËÄËÊÐÑÌ Ë ÇÈ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞÏË ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞÏË. £ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂ-
ÇÕÔâ, ÚÕÑ ÕÑÚÍÂ p 2MM ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂ, ÐÑ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÂ, Â
ÕÑÚÍÂ x 2MM ÒÓÑÃÇÅÂÇÕ ÄÔÈ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ MM.

²ÂÄÇÐÔÕÄÑ (17) âÄÎâÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ä ÚÂÔÕ-
ÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÆÎâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ×ÑÓÏÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ Ë
ËÏÇÇÕ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕË. °ÆÐÑ
ËÊ ÐËØ Ä ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ×ÑÓÏÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

�Hg;Hd�HaKb � ÿRgda
EHEKb ÿ Rgdb

EHaKE ;

ÅÆÇ ÍÄÂÆÓÂÕÐÞÇ ÔÍÑÃÍË ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓ ÍÑÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ. ±ÑÔÎÇ ÒÓÑÔÕÞØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ Ë
ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (17) ÆÎâ ÄÕÑÓÞØ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞØ ×ÑÓÏÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ Ä ÎÇÄÖá ÚÂÔÕß àÕÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÿ

Rabg
Ed z

d ÿ Rabd
Ed z

g � Rgda
Ed z

b ÿ Rgdb
Ed z

a

�
HzKE �

� �HgRabd
E ÿ HdRabg

E�KE : �20�
¦ÔÎË ÍÓËÄËÊÐÂ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÂ, ÕÑ ÕÑÅÆÂ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÎËÐÇÌÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕÂÏË ×ÑÓÏÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ Ka Ë ËØ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞÏË
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË HbKa. °ÃÓÂÕÐÑ, ÇÔÎË ÐÂÏ ËÊÄÇÔÕÐÞ ÐÇÍÑ-
ÕÑÓÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ×ÑÓÏ ¬ËÎÎËÐÅÂ, ÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑ ÏÑÉÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÓËÄËÊÐÞ.
¯ËÉÇ Ä ÕÇÑÓÇÏÇ 3.1 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (20) ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÆÎâ
ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ Ë
ËÊÑÕÓÑÒÐÑÇ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ.

°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ. ²ËÏÂÐÑÄÑ (ÒÔÇÄÆÑÓËÏÂÐÑÄÑ) ÏÐÑÅÑÑÃÓÂ-
ÊËÇ �MM; g� ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá dimMM � n ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÞÏ Ä ÕÑÚÍÇ p 2MM, ÇÔÎË ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ËÐ×ËÐËÕÇÊËÏÂÎß-
ÐÞÇ ËÊÑÏÇÕÓËË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÕÑÃÓÂÉÂáÕ àÕÖ ÕÑÚÍÖ Ä Îá-
ÃÖá ÆÓÖÅÖá ÕÑÚÍÖ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË UUp ÆÂÐÐÑÌ
ÕÑÚÍË. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÏÇÕÓËÍÂ ÆÑÎÉÐÂ ÆÑÒÖÔÍÂÕß
ÕÂÍËÇ ÄÇÍÕÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ËÏÇáÕ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÞÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ Ä ÕÑÚÍÇ p. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÇÍÕÑÓÞ ¬ËÎ-
ÎËÐÅÂ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÎËÐÇÌÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ, ÆÎâ àÕÑÅÑ ÐÇÑÃ-
ØÑÆËÏÑ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ËÏÇÕß ÕÂÍÑÌ ÐÂÃÑÓ n ×ÑÓÏ ¬ËÎÎËÐ-
ÅÂ Ä ÔÑÒÓâÉÈÐÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ K �g� � dx aKa

�g��x; p�, ÅÆÇ
ËÐÆÇÍÔ g Ä ÔÍÑÃÍÂØ ÐÖÏÇÓÖÇÕ ×ÑÓÏÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ, ÚÕÑÃÞ
ÄÞÒÑÎÐâÎËÔß ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ:

Ka
�g��p; p� � dg

a : �21�

¦ÔÎË ÓËÏÂÐÑÄÑ (ÒÔÇÄÆÑÓËÏÂÐÑÄÑ) ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ �MM; g�
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑ Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ x 2MM, ÕÑ ÑÐÑ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ

ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÅÓÖÒÒÂ ËÊÑÏÇÕÓËÌ ÆÇÌ-
ÔÕÄÖÇÕ ÐÂMM ÕÓÂÐÊËÕËÄÐÑ.

²ËÏÂÐÑÄÑ (ÒÔÇÄÆÑÓËÏÂÐÑÄÑ) ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ �MM; g� ÐÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ Ä ÕÑÚÍÇ p 2MM, ÇÔÎË ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ
ÕÂÍËÇ ËÐ×ËÐËÕÇÊËÏÂÎßÐÞÇ ËÊÑÏÇÕÓËË Ô ×ÑÓÏÂÏË ¬ËÎ-
ÎËÐÅÂ K�x; p�, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ ÔÆÄËÅÂáÕ ÆÂÐÐÖá ÕÑÚÍÖ, Õ.Ç.
K�p; p� � 0, Ë ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÄÐÇÛÐââ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ dK�x; p� Ä
ÕÑÚÍÇ p ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄÔÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ 2-×ÑÓÏ L2�MM�jp Ä ÆÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ p. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÐÇÑÃ-
ØÑÆËÏÑ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÕÂÍÑÅÑ ÐÂÃÑÓÂ ËÊ
n�nÿ 1�=2 ×ÑÓÏ ¬ËÎÎËÐÅÂ K �gd� � ÿK �dg� � dx aKa

�gd��x; p�,
ÅÆÇ ËÐÆÇÍÔÞ g; d ÐÖÏÇÓÖáÕ ×ÑÓÏÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ
ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ:

Ka
�gd��p; p� � 0 ;

�22�
qKb

�gd��x; p�
qx a

����
x�p
� dgd

ab ÿ ddg
ab :

¦ÔÎË ÓËÏÂÐÑÄÑ (ÒÔÇÄÆÑÓËÏÂÐÑÄÑ) ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ �MM; g�
ËÊÑÕÓÑÒÐÑ Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ, ÕÑ ÑÐÑ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ËÊÑÕÓÑÒ-
ÐÞÏ.

ªÊ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ×ÑÓÏÞ K �g� Ë K �gd�

ÎËÐÇÌÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÍË p.
±ÓÇÆÎÑÉÇÐËÇ 3.1. ±ÓÑËÊÄÑÎßÐÑÇ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÇ ÓËÏÂÐÑÄÑ

(ÒÔÇÄÆÑÓËÏÂÐÑÄÑ) ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ �MM; g� âÄÎâÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ.

¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ. ¦ÔÎË ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ âÄÎâÇÕÔâ ËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÞÏ, ÕÑ ×ÑÓÏÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ K �g;d��x; p� Ë K �g;d��x; p�dp�
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (22) Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑ-
ÔÕË ÕÑÚÇÍ p Ë p� dp ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ªØ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ
ÎËÐÇÌÐÂâ ÍÑÏÃËÐÂÙËâ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ÎË-
ÐÇÌÐÂâ ÍÑÏÃËÐÂÙËâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ

c a
qKb

�gd��x; p�
qpa

:� c a lim
dp a!0

Kb
�g;d��x; p� dp� ÿ Kb

�g;d��x; p�
dp a

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ×ÑÓÏÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÑÅÑ ÐÂÃÑÓÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ c a. £ÞÚËÔÎËÏ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá
×ÑÓÏÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ K �gd� ÒÑ x Ä ÕÑÚÍÇ p. ªÊ ÒÇÓÄÑÅÑ ÔÑ-
ÑÕÐÑÛÇÐËâ (22) ÄÞÕÇÍÂÇÕ, ÚÕÑ

q
qp a Kb

�gd��p; p� � qKb
�gd��x; p�
qxa

����
x�p
� qKb

�gd��x; p�
qp a

����
x�p
� 0 :

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÄÕÑÓÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ (22), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

qKb
�gd��x; p�
qp a

����
x�p
� ÿdgd

ab � ddgab :

´ÇÒÇÓß ËÊK �gd� ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÕÂÍËÇ ×ÑÓÏÞ¬ËÎÎËÐÅÂ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓËÐËÏÂáÕ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ dx aaa, ÅÆÇ
aa 2 RR, Ä ÕÑÚÍÇ p. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÎÑÉËÕß

Ka :� ag
nÿ 1

qKa
�gd��x; p�
qp d :

£ÞÃÓÂÄ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ag, ÏÞ
ÒÑÎÖÚËÏ ÐÂÃÑÓ ×ÑÓÏ¬ËÎÎËÐÅÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏ (21).

¢ÎÂÅÑÆÂÓâ ÆÂÐÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÅÑÄÑÓËÕß
"ËÊÑÕÓÑÒÐÂâ ÄÔÇÎÇÐÐÂâ", ÑÆÐÂÍÑ ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÚËÕÂÇÏ ÐÂÊÞ-
ÄÂÕß ÇÈ "ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ", ÒÑÔÍÑÎßÍÖ àÕÑ ÐÂ-
ÊÄÂÐËÇ ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÄÂÉÐÞÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ.

´ÇÑÓÇÏÂ 3.1. ¡ÎÅÇÃÓÂ Ë ËÐ×ËÐËÕÇÊËÏÂÎßÐÞØ ËÊÑÏÇÕ-
ÓËÌ i�MM� ÔÄâÊÐÑÅÑ ÓËÏÂÐÑÄÂ (ÒÔÇÄÆÑÓËÏÂÐÑÄÂ) ÏÐÑÅÑÑÃÓÂ-
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ÊËâ MM ËÏÇÇÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß, ÐÇ ÒÓÇÄÑÔØÑÆâÜÖá n�n� 1�=2,
ÅÆÇ n :� dimMM.¦ÔÎË ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßÏÂÍÔËÏÂÎßÐÂ, dim i�MM��
� n�n� 1�=2, ÕÑ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ MM âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ Ë
ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ.

¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ. ²ÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÂÎÅÇÃÓÞË i�MM� ÓÂÄÐÂ
ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÏÖ ÚËÔÎÖ ÎËÐÇÌÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ
ÒÑÎÇÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË MM. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (19), ÚËÔÎÑ N ÎËÐÇÌÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ
¬ËÎÎËÐÅÂ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÒÓÇÄÞÛÂÕß ÚËÔÎÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕ ×ÑÓÏ ¬ËÎÎËÐÅÂ fKa�p�g Ë ËØ ÄÐÇÛÐËØ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÞØ fqbKa�p� ÿ qaKb�p�g Ä ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ p 2MM.
¹ËÔÎÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ 1-×ÑÓÏÞ
ÐÇ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ n, Â ÚËÔÎÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÇÈ
ÄÐÇÛÐÇÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÒÓÇÄÞÛÂÕß n�nÿ 1�=2.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÐÂ ÓÂÊÏÇÓ-
ÐÑÔÕß ÂÎÅÇÃÓÞ Ë ËÊÑÏÇÕÓËÌ, ÍÑÕÑÓÂâ ÅÇÐÇÓËÓÖÇÕÔâ ÄÇÍ-
ÕÑÓÐÞÏË ÒÑÎâÏË ¬ËÎÎËÐÅÂ:

dim i�MM�4 n� 1

2
n�nÿ 1� � 1

2
n�n� 1� :

¿ÕÑ ÆÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÒÇÓÄÑÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÕÇÑÓÇÏÞ.
£ ÆÂÐÐÑÏ ÏÇÔÕÇ ÄÂÉÐÂ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÂÐÂÎËÕËÚÐÑÔÕß

ÏÇÕÓËÍË, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÐÂ ÃÞÎÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÂ ÆÎâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ (19).

³ÄâÊÐÑÔÕß ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ MM ÐÇÑÃØÑÆËÏÂ ÆÎâ ÕÑÅÑ,
ÚÕÑÃÞ ÚËÔÎÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ
ÃÞÎÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ. ¦ÔÎË MM ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÐÇ-
ÔÍÑÎßÍËØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÔÄâÊÐÑÔÕË, ÕÑ ÚËÔÎÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ
ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÐÂ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂØ ÏÑÉÇÕ ÓÂÊ-
ÎËÚÂÕßÔâ.

°ÆÐÑÓÑÆÐÞÇ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÇÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ ËÏÇáÕÏÂÍ-
ÔËÏÂÎßÐÑÇ ÚËÔÎÑ n�n� 1�=2 ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑ-
ÎÇÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ Ë ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÖÓÂÄÐÇÐËá (19) ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ
ÄÔÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂ-
ÊËË MM. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÇÔÎË ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ
ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÒÑÎÇÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ, ÕÑ
ÑÐÑ Ô ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕßá âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ Ë ËÊÑÕÓÑÒ-
ÐÞÏ.

´ÇÒÇÓß ÆÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ Ë
ËÊÑÕÓÑÒÐÑÇ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ. ¦ÔÎË ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑ Ë
ËÊÑÕÓÑÒÐÑ, ÕÑ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍË x 2MM ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ
ÕÂÍËÇ ×ÑÓÏÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ, ÚÕÑ Ka�x� � 0 Ë ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ
HbKa�x� ÏÑÅÖÕ ÑÃÓÂÊÑÄÞÄÂÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÖá ÂÐÕËÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÖá ÏÂÕÓËÙÖ. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÓË HzKE Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (20) ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß
ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá. ¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ

Rabg
Ed z

d ÿ Rabd
Ed z

g � Rgda
Ed z

b ÿ Rgdb
Ed z

a �
� Rabg

zd E
d ÿ Rabd

zd E
g � Rgda

zd E
b ÿ Rgdb

zd E
a : �23�

¦ÔÎË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑ, ÕÑ ÆÎâ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË x 2MM ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÕÂÍËÇ ×ÑÓÏÞ
¬ËÎÎËÐÅÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓËÐËÏÂáÕ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ
Ä àÕÑÌ ÕÑÚÍÇ. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (20) Ë (23),
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÇÜÈ ÑÆÐÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ:

HgRabd
E � HdRabg

E : �24�
³ÄÇÓÐÈÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (23) ÒÑ ËÐÆÇÍÔÂÏ d, z Ë ÑÒÖÔÕËÏ
ÄÇÓØÐËÌ ËÐÆÇÍÔ. ¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÞÓÂÉÇÐËá ÕÇÐÊÑÓÂ
ÍÓËÄËÊÐÞ ÚÇÓÇÊ ÕÇÐÊÑÓ ²ËÚÚË Ë ÏÇÕÓËÍÖ

�nÿ 1�Rabgd � Rbdgag ÿ Radgbg : �25�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß ×ÑÓÏÖÎÞ (25) ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß
ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ ÒÑ ËÐÆÇÍÔÂÏ d, g, ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÆÑÒÑÎÐË-
ÕÇÎßÐÑÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ:

Rbdgag ÿ Radgbg � ÿRbggad � Raggbd :

³ÄÈÓÕÍÂ ËÐÆÇÍÔÑÄ b, g ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá ÏÇÉÆÖ
ÕÇÐÊÑÓÑÏ ²ËÚÚË Ë ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÑÌ:

Rad � 1

n
Rgad ; �26�

ÅÆÇ R :� gabRab ì ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÍÓËÄËÊÐÂ. ±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ
ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (25) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇ-
ÆÖáÜÇÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ ÒÑÎÐÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÓËÄËÊÐÞ:

Rabgd � R

n�nÿ 1� �gaggbd ÿ gadgbg� : �27�

´ÇÒÇÓß ÑÔÕÂÎÑÔß ÆÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÍÓËÄËÊÐÂ R
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÂ. ³
àÕÑÌ ÙÇÎßá ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÔÄÈÓÐÖÕÞÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÂ ¢ËÂÐÍË

2HbRa
b ÿ HaR � 0 :

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (26) ÆÎâ ÕÇÐÊÑÓÂ ²ËÚÚË Ä àÕÑ
ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá�

2

n
ÿ 1

�
qaR � 0 :

¥Îâ n5 3 ÑÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ R � const.
³ÎÖÚÂÌ n � 2 ÕÓÇÃÖÇÕ ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ.

³ÄÈÓÕÍÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (24) ÒÑ ËÐÆÇÍÔÂÏ b, E ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÖ

HgRad ÿ HdRag � 0 :

±ÑÔÎÇÆÖáÜÂâ ÔÄÈÓÕÍÂ Ô g ad Ë ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (26) ÒÓËÄÑÆâÕ Í
ÖÓÂÄÐÇÐËá qgR � 0, Õ.Ç. R � const ÕÂÍÉÇ Ä ÔÎÖÚÂÇ n � 2.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÍÓËÄËÊÐÂ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (27)
ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ, R � const, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÇ ÓËÏÂÐÑÄÑ (ÒÔÇÄÆÑÓËÏÂÐÑ-
ÄÑ) ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ
ÍÓËÄËÊÐÞ.

±ÓËÏÇÓ 3.1. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÇÄÍÎËÆÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ RRn

Ô ÏÇÕÓËÍÑÌ ÐÖÎÇÄÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ, Õ.Ç. Rabgd � 0. ÁÔÐÑ, ÚÕÑ
àÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÐÖÎÇÄÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ. ´ÑÅÆÂ
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÂÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x a, a � 1; . . . ; n, Ä
ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÔÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÏÇÕÓËÍË ÒÑÔÕÑâÐÐÞ. £ àÕÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÔËÏÄÑÎÞ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá
Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (17) ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÒÓËÐË-
ÏÂÇÕ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄËÆ:

q2bgKa � 0 :

°ÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÎËÐÇÌÐÑ ÒÑ ÍÑÑÓÆËÐÂ-
ÕÂÏ:

Ka�x� � aa � babx
b ;

ÅÆÇ aa Ë bab ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ. ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¬ËÎÎËÐÅÂ (6) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
×ÑÓÏÖ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÕÑÅÆÂ Ë ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÏÂÕÓËÙÂ
bab ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ, Õ.Ç. bab � ÿbba. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÞ
ÏÑÉÇÏ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß n�n� 1�=2 ÎËÐÇÌÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ

6 µ¶¯, Õ. 186, å 7
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×ÑÓÏ ¬ËÎÎËÐÅÂ:

Ka
�g��x� � dg

a ;

Ka
�gd��x� � dd

a x
g ÿ dg

ax
d :

´ÑÅÆÂ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ×ÑÓÏÂ ¬ËÎÎËÐÅÂ âÄÎâÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÑÌ
ÍÑÏÃËÐÂÙËÇÌ

Ka � agKa
�g� � 1

2
bdgKa

�gd� :

£ àÕÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË n ÄÇÍÕÑÓÑÄ ¬ËÎÎËÐÅÂ K �g� ÅÇÐÇÓËÓÖáÕ
ÕÓÂÐÔÎâÙËË Ä RRn ÄÆÑÎß ÑÔÇÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Â n�nÿ 1�=2
ÄÇÍÕÑÓÑÄ ¬ËÎÎËÐÅÂ K �gd� ì ÄÓÂÜÇÐËâ ÄÑÍÓÖÅ ÐÂÚÂÎÂ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÇÕÓËÍÂ ÐÖÎÇÄÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ
ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÚËÔÎÑ n�n� 1�=2 ÄÇÍÕÑÓÑÄ ¬ËÎ-
ÎËÐÅÂ, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑ.

ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÏÇÕÓËÍÖ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÆËÂÅÑÐÂÎß-
ÐÑÏÖ ÄËÆÖ ÎËÐÇÌÐÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÒÓË
àÕÑÏ ÐÂ ÆËÂÅÑÐÂÎË ÃÖÆÖÕ ÔÕÑâÕß �1 Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ
ÔËÅÐÂÕÖÓÞ ÏÇÕÓËÍË. ¦ÔÎË ÏÇÕÓËÍÂ ÓËÏÂÐÑÄÂ (ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÂâ), ÕÑ ÒÑÔÎÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÑÐÂ ÒÓË-
ÏÇÕ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÌ ÄËÆ gab � dab. ¿ÕÂÏÇÕÓËÍÂ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ ÄÓÂÜÇÐËÌ IIOO�n�.

®Þ ÆÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÇ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÑ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊ-
ÐÞ. °ÃÓÂÕÐÑÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÕÂÍÉÇ ÄÇÓÐÑ. ®Þ Ô×ÑÓÏÖÎË-
ÓÖÇÏ ÇÅÑ Ä ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÛÂÅÑÄ.

´ÇÑÓÇÏÂ 3.2. ±ÖÔÕß �MM; g� ì ÓËÏÂÐÑÄÑ (ÒÔÇÄÆÑÓËÏÂ-
ÐÑÄÑ) ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ Ô ÕÇÐÊÑÓÑÏ
ÍÓËÄËÊÐÞ ÄËÆÂ (27), ÅÆÇ R � const ì ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÍÓËÄËÊÐÂ.
¥ÑÒÖÔÕËÏ, ÚÕÑ ÏÇÕÓËÍÂ ËÏÇÇÕ ÔËÅÐÂÕÖÓÖ �p; q�. ´ÑÅÆÂ Ä
ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË x 2MM ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÖÇÕ ÕÂÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (ÔÕÇÓÇÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍËÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ), Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÏÇÕÓËÍÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

ds 2 � Zab dx
a dx b

�1ÿ Rx 2=8�2 ; �28�

ÅÆÇ

Z :� diag �� . . .�|���{z���}
p

ÿ . . .ÿ|���{z���}
q

� ; x 2 :� Zabx
axb :

¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ. (³Ï., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [22, ÕÇÑÓÇÏÂ 2.4.12].)
¦ÔÎË R � 0, ÕÑ ÒÑÎÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÍÓËÄËÊÐÞ (27) ÕÂÍÉÇ

ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÐÖÎÇÄÑÌ ÍÓË-
ÄËÊÐÞ ÎÑÍÂÎßÐÑ ËÊÑÏÇÕÓËÚÐÑ ÇÄÍÎËÆÑÄÖ (ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎË-
ÆÑÄÖ) ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ RR p; q, Ë ×ÑÓÏÖÎÂ (28) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ R 6� 0. ®ÇÕÓËÍÂ (28) âÄÎâÇÕÔâ
ÏÇÕÓËÍÑÌ, ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÐÂ Ô×ÇÓÇ SS p�q ËÎË ÅËÒÇÓÃÑ-
ÎÑËÆÇ HH p�q, ÄÎÑÉÇÐÐÑÏ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑ (ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÑ)
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ RR p�1; q ÃÑÎßÛÇÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË. ¥ÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑ, ÒÖÔÕß u; x a ì ÆÇÍÂÓÕÑÄÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ä RR p�1; q.
´ÑÅÆÂ ÏÇÕÓËÍÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

ds 2 :� du 2 � Zmn dx
m dx n : �29�

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ Ô×ÇÓÖ (ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆ), ÄÎÑÉÇÐÐÞÌ Ä ÇÄÍÎË-
ÆÑÄÑ (ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÑ) ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑRR p�1; q ÔÎÇÆÖáÜËÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

u 2 � Zmnx
mx n � b ; b � const 6� 0 : �30�

¥Îâ ÖÒÓÑÜÇÐËâ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÏÞ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÔÎÇÆËÕß ÊÂ
ÊÐÂÍÂÏË Ë ÑÃÎÂÔÕâÏË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑÆÍÑÓÇÐÐÞØ ÄÞÓÂÉÇ-

ÐËÌ, ÊÂÄËÔâÜËØ ÑÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ b Ë ÔËÅÐÂÕÖÓÞÏÇÕÓËÍË Zmn.
¿ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÎÇÅÍÑ ÒÓÑÆÇÎÂÕß Ä ÍÂÉÆÑÏ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ.

£ÄÇÆÈÏ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ fx ag 7!fr; w1; . . . ;
w p�qÿ1g, ÅÆÇ r ì ÓÂÆËÂÎßÐÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ, w ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ
ÖÅÎÑÄÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ (ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ)
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ RR p; q �RR p�1; q. ´ÑÅÆÂ ÏÇÕÓËÍÂ (29) Ë ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ÄÎÑÉÇÐËâ (30) ÒÓËÏÖÕ ÄËÆ

ds 2 � du 2 � dr 2 � r 2 dO ; �31�
u 2 � r 2 � b ; �32�

ÅÆÇ dO�w; dw�ì ÖÅÎÑÄÂâ ÚÂÔÕß ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ (ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎË-
ÆÑÄÑÌ) ÏÇÕÓËÍË, âÄÐÞÌ ÄËÆ ÍÑÕÑÓÑÌ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÞÏ. µÓÂÄÐÇÐËÇ (32) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏ:

u � �
�������������
bÿ r 2
p

) du � � r dr�������������
bÿ r 2
p :

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ du Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (31) ÆÂÈÕ ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÖá
ÏÇÕÓËÍÖ:

ds 2 � b dr 2

bÿ r 2
� r2 dO : �33�

´ÇÒÇÓß ÔÑÄÇÓÛËÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÓÂÆËÂÎßÐÑÌ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ r 7! r:

r :� r
1� r2=�4b� ) dr � 1ÿ r2=�4b��

1� r2=�4b��2 :
´ÑÅÆÂ ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ÏÇÕÓËÍÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑ
ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ (ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ),

ds 2 � dr2 � r2 dO�
1� r2=�4b��2 :

£ÑÊÄÓÂÜÂâÔß Í ÆÇÍÂÓÕÑÄÞÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ fr; w1; . . . ;
w p�qÿ1g 7!fx ag, ÒÑÎÖÚËÏ ÏÇÕÓËÍÖ (28), ÅÆÇ

R � ÿ 2

b
:

±ÓËÄÇÆÈÐÐÂâ ÄÞÛÇ ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËâ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ
ÏÇÕÓËÍÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ ÎÑÍÂÎßÐÑ
ËÊÑÏÇÕÓËÚÐÂ ÎËÃÑ ÒÎÑÔÍÑÏÖ ÇÄÍÎËÆÑÄÖ (ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑ-
ÄÖ) ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ �R � 0�, ÎËÃÑ Ô×ÇÓÇ SS p�q ËÎË ÅËÒÇÓÃÑ-
ÎÑËÆÖ HH p�q Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÔËÅÐÂÕÖÓÞ ÏÇÕÓËÍË Ë ÊÐÂÍÂ
ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ.

¦ÄÍÎËÆÑÄÂ (ÒÔÇÄÆÑÇÄÍÎËÆÑÄÂ) ÏÇÕÓËÍÂ (29) Ë ÅËÒÇÓÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕË, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (30), ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÆÇÌÔÕÄËâ ÅÓÖÒÒÞ ÄÓÂÜÇÐËÌ OO�p� 1; q�. ±Ñ-
àÕÑÏÖ

dimOO�p� 1; q� � n�n� 1�
2

; n :� p� q ;

ÚËÔÎÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ Ë
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑ Ë ËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÕÇÑÓÇÏÇ 3.1.

4. ³ËÏÏÇÕÓËÚÐÞÇ ÕÇÐÊÑÓÞ
ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 3 ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÇ
n-ÏÇÓÐÑÇ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ Ô ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕßá âÄÎâÇÕÔâ
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ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ, ËÏÇáÜËÏ ÏÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÑÇ ÚËÔÎÑ n�n� 1�=2 ÎËÐÇÌÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÄÇÍÕÑÓ-
ÐÞØ ÒÑÎÇÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ. ´ÂÍËÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÚÂÔÕÑ ÄÔÕÓÇ-
ÚÂáÕÔâ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËâØ, ÒÓË àÕÑÏ ÐÂ ÐËØ ÊÂÆÂáÕÔâ ÆÓÖÅËÇ
ÕÇÐÊÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÒÑÎâ ÏÂÕÇÓËË Ä ÑÃÜÇÌ ÕÇÑÓËË
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË. ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÄÔâ ÏÑÆÇÎß ÃÞÎÂ
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÕß ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑ-
ÔÕË ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÏÇÕÓËÍË, ÐÑ Ë ÆÓÖÅËØ ÒÑÎÇÌ. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÏ
ÓÂÊÆÇÎÇ ÃÖÆÖÕ ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÖÔÎÑÄËâ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÑÔÕÇÌ-
ÛËÇ ÕÇÐÊÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ, ÊÂÆÂÐÐÞÇ ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ, ÃÖÆÖÕ ÕÂÍÉÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏË Ë ËÊÑÕÓÑÒ-
ÐÞÏË.

±ÖÔÕß ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ SS ÊÂ-
ÆÂÐÑ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÇ ÕÇÐÊÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ

T � dx a 
 . . .
 dxb Ta...b :

¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ
ÕÇÐÊÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ. ¥ÑÒÖÔÕËÏ, ÚÕÑ ÊÂÆÂÐÂ ËÊÑÏÇÕÓËâ
{ : x 7! x 0. ´ÑÅÆÂ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË ÕÇÐÊÑÓÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÅÓÖÒÒÞ ËÊÑÏÇÕÓËÌ ËÏÇÇÕ ÕÑÕ ÉÇ ÄËÆ,
ÚÕÑ Ë ÆÎâ ÏÇÕÓËÍË (2):

T�x� � {�T�x 0� ;

ÅÆÇ {� ì ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ×ÑÓÏ. ¿ÕÑ
ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ Ä ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂØ:

Ta...b�x� � qx 0 g

qx a . . .
qx 0 d

qx b Tg...d�x 0� : �34�

±ÖÔÕß ËÐ×ËÐËÕÇÊËÏÂÎßÐÂâ ËÊÑÏÇÕÓËâ ÅÇÐÇÓËÓÖÇÕÔâ ÄÇÍ-
ÕÑÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ¬ËÎÎËÐÅÂ K � K aqa. ´ÑÅÆÂ ÖÔÎÑÄËÇ ÔËÏ-
ÏÇÕÓËË (34) ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÖÎá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ Ë:

LKT � 0 : �35�

´ÂÍÑÇ ÉÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ
ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ËÏÇáÜÇÅÑ ÍÂÍ ÍÑ-
ÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ, ÕÂÍ Ë ÍÑÐÕÓÂÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ ËÐÆÇÍÔÞ.

´ÇÒÇÓß ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÇ ÔÎÖÚÂË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÚÂÔ-
ÕÑ ÄÔÕÓÇÚÂáÕÔâ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËâØ.

±ÓËÏÇÓ 4.1.±ÖÔÕß ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏÑÇ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÑÎÇ
j�x� 2 C 1�SS� (×ÖÐÍÙËâ) ÊÂÆÂÐÑ ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ SS. ´ÑÅÆÂ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÖÎá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ Ë
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

K a�x�qaj�x� � 0 :

´ÂÍ ÍÂÍ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ K a�x� ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ
ÏÑÅÖÕ ÒÓËÐËÏÂÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍÇ
x 2 SS, ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÇ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß
ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ, j � const, ÐÂ ÄÔÈÏ SS. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÇ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÇ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ SS âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÑÌ: j�x� � const
ÆÎâ ÄÔÇØ x 2 SS.

±ÓËÏÇÓ 4.2. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏÑÇ ÍÑÄÇÍ-
ÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ A � dx aAa. ´ÑÅÆÂ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑ-
ÔÕË (35) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

K bqbAa � qaK bAb � 0 :

£ÞÃÇÓÇÏ ÄÇÍÕÑÓÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑÃÞ
ÄÞÒÑÎÐâÎÑÔß ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ K b�x� � 0 Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ, ÐÑ
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ x 2 SS. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÄÇÍÕÑÓÞ ¬ËÎ-

ÎËÐÅÂ ÏÑÉÐÑ ÄÞÃÓÂÕß ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÚÂÔÕÐÞÇ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ qbKa Ä ÆÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÃÞÎË ÂÐÕËÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÞ Ë ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÄÞÃÓÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ
qaK b � HaK

b, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ:

qaK bAb � qaKbA
b � qgKb�dg

aA
b� :

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ

dg
aA

b � db
aA

g ;

ÕÂÍ ÍÂÍ àÕÂ ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËâ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ
ÕÑÚÍË SS. ³ÄÈÓÕÍÂ ËÐÆÇÍÔÑÄ a Ë g ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ

nAb � Ab :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ
n � 1, ÒÑÔÎÇ ÑÒÖÔÍÂÐËâ ËÐÆÇÍÔÂ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
Aa � 0. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÇÔÎË ÍÑÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑ, ÕÑ ÑÐÑ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá.

¿ÕÑ ÉÇ ÄÇÓÐÑ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ X � X aqa: ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÇ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ SS Ô ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕßá ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá.

±ÓËÏÇÓ 4.3. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏÞÌ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÂÐÅÂ
Tab. ®Þ ÐÇ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ÔËÏÏÇÕÓËË ÒÑ ËÐ-
ÆÇÍÔÂÏ a Ë b. ±ÓÑËÊÄÑÆÐÂâ Ë ÑÕ ÕÇÐÊÑÓÂ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÂÐÅÂ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

LKTab � K gqgTab � qaK gTgb � qbK gTag :

¬ÂÍ Ë Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÄÞÃÇÓÇÏ ÕÂÍËÇ ÄÇÍÕÑÓÞ
¬ËÎÎËÐÅÂ, ÚÕÑÃÞ Ä ÕÑÚÍÇ x 2 SS ÃÞÎÑ ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑ K g�x� � 0 Ë ÚÂÔÕÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ qaKb ÃÞÎË ÂÐÕË-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞ. ´ÑÅÆÂ, ÒÓËÓÂÄÐâÄ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá Ë ÐÖÎá,
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

dd
aT

g
b � dd

bTa
g � dg

aT
d
b � dg

bTa
d :

³ÄÈÓÕÍÂ ËÐÆÇÍÔÑÄ a, d Ë ÑÒÖÔÍÂÐËÇ g ÆÂáÕ

�nÿ 1�Tgb � Tbg � gbgT ; T :� Ta
a :

´ÇÒÇÓß ÒÑÏÇÐâÇÏ ËÐÆÇÍÔÞ b Ë g Ë ÄÞÚÕÇÏ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ:

�nÿ 2��Tgb ÿ Tbg� � 0 :

°ÕÔáÆÂ ÄÞÕÇÍÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË n 6� 2 ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ
ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÂÐÅÂ ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß ÔËÏÏÇÕÓËÚÇÐ. ªÔÒÑÎßÊÖâ àÕÖ
ÔËÏÏÇÕÓËá, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÕÇÐÊÑÓÂ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÓÂÐÅÂ

Tab � T

n
gab :

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÎÇÆ T âÄÎâÇÕÔâ ÔÍÂÎâÓÑÏ, ÑÐ ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ËÊ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÔËÏÏÇÕÓËË Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÓË-
ÏÇÓÇ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÌ ÍÑÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÂÐÅÂ ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Tab � Cgab ; C � const : �36�

¿ÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÒÓË n5 3, Â ÕÂÍÉÇ ÆÎâ
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÚÂÔÕË ÕÇÐÊÑÓÂ ÒÓË n � 2.

6*
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£ ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÌ ÍÑ-
ÄÂÓËÂÐÕÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÖá
ÚÂÔÕß, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÖá ÒÑÎÐÑÔÕßá ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÑÏÖ ÕÇÐÊÑÓÖ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÂÐÅÂ eab � ÿeba:

T�ab� � ÿT�ba� � Ceab ;

ÇÔÎË ÐÇ ÒÓËÐËÏÂÕß ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËá ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ. ±ÓË ÑÕÓÂÉÇÐËâØ
ÒÑÎÐÑÔÕßá ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÏÇÐâÇÕ ÔÄÑÌ ÊÐÂÍ:
eab 7! ÿ eab. ±ÑàÕÑÏÖ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÕÂÍÉÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÇÐ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ Ä
ÆÄÖØ ËÊÏÇÓÇÐËâØ, ËÏÇÇÕ ÕÖ ÉÇ ×ÑÓÏÖ (36), ÚÕÑ Ë Ä
ÃÑÎßÛÇÏ ÚËÔÎÇ ËÊÏÇÓÇÐËÌ.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÇ Ë ËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÞÇ ÍÑÐÕÓÂÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ ÕÇÐÊÑÓÞ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÂÐÅÂ Ë
ÕÇÐÊÑÓÞ ÔÑ ÔÏÇÛÂÐÐÞÏË ËÐÆÇÍÔÂÏË:

T ab � Cgab; Ta
b � Cda

b :

±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞØ
ÕÇÐÊÑÓÑÄ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ Ä ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÏÑÆÇÎâØ, ÅÆÇ
ÕÇÐÊÑÓ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÏÂÕÇÓËË ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß Tab.

5. ®ÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ Ô ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏË ÒÑÆÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâÏË

£Ñ ÏÐÑÅËØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÓËÎÑÉÇÐËâØ, ÐÂÒÓËÏÇÓ Ä ÍÑÔÏÑ-
ÎÑÅËË, ÓËÏÂÐÑÄÑ (ÒÔÇÄÆÑÓËÏÂÐÑÄÑ) ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ MM,
dimMM� n, ËÏÇÇÕ ÄËÆ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ
ÆÄÖØ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÌ, MM�RR� SS, ÅÆÇ RR ì ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ
ÒÓâÏÂâ, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÕÑÉÆÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ô ÄÓÇÏÇÐÇÏ, Ë SS ì
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ. ¥Îâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâ t 2 RR ÏÞ ËÏÇÇÏ ÒÑÆÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ SS�MM. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
SS ì ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ, ÑÐÑ âÄÎâÇÕÔâ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÅÓÖÒÒÂ
ËÊÑÏÇÕÓËÌ ÅÇÐÇÓËÓÖÇÕÔâ n�nÿ 1�=2 ÄÇÍÕÑÓÂÏË ¬ËÎÎËÐÅÂ
ÐÂ SS, ÅÆÇ n :� dimMM. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÐÂÌÆÈÏ
ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÌ ÄËÆ ÏÇÕÓËÍË ÐÂ MM, ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÑÕ-
ÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÅÓÖÒÒÞ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ, ÍÑÕÑÓÂâ ÅÇÐÇÓË-
ÓÖÇÕÔâ ÅÓÖÒÒÑÌ ËÊÑÏÇÕÓËÌ ÒÑÆÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ SS.

°ÃÑÊÐÂÚËÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ
ÍÓËÄËÊÐÞ SS ÍÂÍ xm, m � 1; . . . ; nÿ 1. ´ÑÅÆÂ ÏÇÕÓËÍÂ ÐÂ SS
ËÏÇÇÕ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ g

�
mn�x�. ±Ñ ÒÑÔÕÓÑÇÐËá ÑÐÂ ËÐÄÂ-

ÓËÂÐÕÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÅÓÖÒÒÞ ËÊÑÏÇÕÓËÌ, ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÑÌ
ÄÇÍÕÑÓÐÞÏË ÒÑÎâÏË ¬ËÎÎËÐÅÂ Ki � K m

i �x�qm, i � 1; . . . ;
n�nÿ 1�=2.

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÅÎÂÆÍÂâ ÏÇÕÓËÍÂ g
ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÌ ÔËÅÐÂÕÖÓÞ ÊÂÆÂÐÂ ÐÂ ÄÔÈÏ MM�RR� SS Ë t 2 RR
ì ÄÓÇÏÇÐÐaÂ â ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ, Õ.Ç. g00 > 0. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ
ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÄÔÇ ÔÇÚÇÐËâ t � const ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-
ÒÑÆÑÃÐÞ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÔÖÉÇÐËÇ ÏÇÕ-
ÓËÍË g ÐÂ SS ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô g

�
mn ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ

ÏÑÏÇÐÕÂ ÄÓÇÏÇÐË. ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ÕÂÍÂâ ÏÇÕÓËÍÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

gab � g00 g0n
gm0 hmn

� �
; �37�

ÅÆÇ g00�t; x� Ë g0m�t; x� � gm0�t; x� ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ×ÖÐÍ-
ÙËË ÑÕ t Ë x, Â hmn�t; x�ì ÏÇÕÓËÍÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ
ÐÂ SS, ÍÑÕÑÓÂâ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ t ÍÂÍ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ. £ÔÇ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÏÇÕÓËÍË ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂáÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÅÎÂÆ-
ÍËÏË ×ÖÐÍÙËâÏË Ë ÑÕ t, Ë ÑÕ x. ®ÂÕÓËÙÂ

hmn ÿ g0mg0n
g00

âÄÎâÇÕÔâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÏÇÕ-
ÓËÍÂ gab ËÏÇÇÕ ÎÑÓÇÐÙÇÄÖ ÔËÅÐÂÕÖÓÖ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÏÂÕ-
ÓËÙÂ hmn ÕÂÍÉÇ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÒÑ ÒÑÔÕÓÑÇÐËá.

£Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÒÓÑÆÑÎÉËÏ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÅÓÖÒÒÞ ËÊÑÏÇÕÓËÌ
Ô SS ÐÂ ÄÔÈ MM ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ Km

i �t; x� ÊÂÄËÔâÕ
ÑÕ t ÍÂÍ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ. °ÒÓÇÆÇÎËÏ ÆÇÌÔÕÄËÇ ËÐ×ËÐËÕÇÊË-
ÏÂÎßÐÞØ ËÊÑÏÇÕÓËÌ ÐÂ MM ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË

t 7! t 0 � t ; �38�
x m 7! x 0 m � x m � EK m; E5 1 ;

ÅÆÇ K ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ ¬ËÎÎËÐÅÂ ËÊ ÂÎÅÇÃÓÞ Ë,
ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÑÌ ÄÇÍÕÑÓÂÏË Ki. ´Ñ ÇÔÕß ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
ËÊÑÏÇÕÓËË ÐÇ ÔÆÄËÅÂáÕ ÕÑÚÍË ÐÂ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË
t 2 RR�MM. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÇÍÕÑÓÞ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÒÓÑÆÑÎ-
ÉÂáÕÔâ ÐÂ ÄÔÇ MM ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑ Ö ÐËØ ÐÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ: K 0q0 � 0. ¯ÇÕÓËÄËÂÎß-
ÐÑÔÕß ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÔÄÑÆËÕÔâ ÕÑÎßÍÑ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÄÇÍÕÑÓ-
ÐÞÇ ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÊÂÄËÔâÜËÏË ÑÕ t ÍÂÍ ÑÕ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÂÎÅÇÃÓÂË ÒÓÑÆÑÎÉÇÐÐÞØ ÐÂMM
ÄÇÍÕÑÓÑÄ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÒÓÇÉÐÇÌ.

±ÓËÏÇÓ 5.1. £ ÚÇÕÞÓÈØ ËÊÏÇÓÇÐËâØ ÄÇÍÕÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ
¬ËÎÎËÐÅÂ, ÒÓÑÆÑÎÉÇÐÐÞÇ ÐÂ ÄÔÈ MM�RR� SS, ÅÇÐÇÓËÓÖáÕ
ÅÓÖÒÒÖ ËÊÑÏÇÕÓËÌ �MM;GG�, ÅÆÇ

SSOO�4� ; SS� SS3 ì Ô×ÇÓÂ,

IISSOO�3� ; SS�RR3 ì ÇÄÍÎËÆÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ,

SSOO�3; 1� ; SS�HH3 ì ÆÄÖÒÑÎÑÔÕÐÞÌ ÅËÒÇÓÃÑÎÑËÆ.

¿ÕÑÕ ÒÓËÏÇÓ ÄÂÉÇÐ Ä ÍÑÔÏÑÎÑÅËË.
´ÇÒÇÓß ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÆÂÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ Ë

ËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË.
°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ.±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ �MM; g� ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ

ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ, ÇÔÎË
1) ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÇ

ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ MM�RR� SS, ÅÆÇ RR ì ÑÔß ÄÓÇÏÇÐË, SS ì
ÕÓÈØÏÇÓÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ Ô ÑÕÓË-
ÙÂÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ ÏÇÕÓËÍÑÌ;

2) ÏÇÕÓËÍÂ g ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÌ (38), ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÞØ ÅÓÖÒÒÑÌ ËÊÑÏÇÕÓËÌ SS.

¯ÂÌÆÈÏ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÌ ÄËÆ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒ-
ÐÑÌ ÏÇÕÓËÍË ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ.

´ÇÑÓÇÏÂ 5.1. ±ÖÔÕß ÏÇÕÓËÍÂ (37) ÐÂ MM�RR� SS âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÅÎÂÆÍÑÌ Ë ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ (38). ´ÑÅÆÂ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÂÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ,
Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÏÇÕÓËÍÂ ËÏÇÇÕ ÃÎÑÚÐÑ-ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÌ ÄËÆ:

ds 2 � dt 2 � hmn dx
m dx n ; �39�

ÅÆÇ hmn�t; x�ìÏÇÕÓËÍÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ ÐÂ SS ÆÎâ ÄÔÇØ
t 2 RR. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ ¬ËÎ-
ÎËÐÅÂ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË.

¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ. ±ÖÔÕß x m ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÐÂ SS. ©Â-
×ËÍÔËÓÖÇÏ ÑÆÐÖ ËÊ ÅËÒÇÓÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ t � const. £ÇÍÕÑÓ,
ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÌ Í àÕÑÌ ÅËÒÇÓÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ËÏÇÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ: X � X mqm. £ÇÍÕÑÓ, ÑÓÕÑÅÑ-
ÐÂÎßÐÞÌ Í ÅËÒÇÓÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, n aqa, ÆÑÎÉÇÐ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâÕß ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ

n 0X ng0n � n mX ngmn � 0 :

¿ÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÆÎâ ÄÔÇØ ÍÂÔÂ-
ÕÇÎßÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄX, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÑÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
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ÔÕÄÇÐÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ

n m � ÿn 0g0nĝ
mn ;

ÅÆÇ ĝ mn ì ÑÃÓÂÕÐÂâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÏÇÕÓËÍÂ, ĝmngnr�
� dm

r . ÇÅÍÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÐÑÓÏÂÎßÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ âÄ-
ÎâáÕÔâ ÄÓÇÏÇÐËÒÑÆÑÃÐÞÏË.

´ÇÒÇÓß ÒÓÑÄÇÆÈÏ ÚÇÓÇÊ ÍÂÉÆÖá ÕÑÚÍÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÑÌ ÅËÒÇÓÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË x 2 SS ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÖá ÄÆÑÎß ÐÑÓ-
ÏÂÎßÐÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ. £ÞÃÇÓÇÏ ÆÎËÐÖ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ s Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ. ¢ÇÊ ÒÑÕÇÓË ÑÃÜÐÑÔÕË
ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ËÔØÑÆÐÂâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÒÑÆÑÃÐÂâ
ÅËÒÇÓÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ s � 0. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ fx ag � fx 0 :� s; x mg Ä ÐÇ-
ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÅËÒÇÓÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË SS.

±Ñ ÒÑÔÕÓÑÇÐËá ÎËÐËË x a�t� ÄËÆÂ fx 0 � s; x m � constg,
ÅÆÇ t :� s, âÄÎâáÕÔâ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏË Ô ÄÇÍÕÑÓÑÏ ÔÍÑÓÑÔÕË
_x a � da

0 . ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ

�x a � ÿGbg
a _x b _x g

ÄÞÕÇÍÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
G00

a � 0. °ÒÖÔÕËÄ ËÐÆÇÍÔ a, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÏÇÕÓËÍË:

q0g0a ÿ 1

2
qag00 � 0 : �40�

¬ÂÔÂÕÇÎßÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ q0 Í ÑÔË ÄÓÇÏÇÐË ËÏÇÇÕ ÇÆËÐËÚÐÖá
ÆÎËÐÖ ÒÑ ÒÑÔÕÓÑÇÐËá. ±ÑàÕÑÏÖ g00 � 1. ´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(40) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ q0g0m � 0. ¿ÕÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÓÇÛÂÇÕÔâ Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ g0m�s�0��0,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÇÍÕÑÓ n ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÇÐ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÅËÒÇÓ-
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ¥Îâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏÞØ ×ÖÐÍÙËÌ g0m ÑÐÑ
ËÏÇÇÕ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ g0m � 0. ±ÑàÕÑÏÖ Ä
ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÏÇÕÓËÍÂ ËÏÇÇÕ ÃÎÑÚÐÑ-
ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÌ ÄËÆ (39).

¤ËÒÇÓÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË t � const, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ, ÐÂ-
ÊÞÄÂáÕÔâ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍË ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÏË.

¥Ñ ÔËØ ÒÑÓ ÏÞ ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÎË ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ. ¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÜËÏ
Ë ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÎÑÍÂÎßÐÑÇ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ "ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÍÂÎËÃ-
ÓÑÄÍË" ÆÎâ ÏÇÕÓËÍË (ËÎË ÔËÐØÓÑÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ).

¯Â ÅËÒÇÓÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË s � 0 ÐÖÎÇÄÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÄÇÍ-
ÕÑÓÂ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, K 0�0; x� � 0, ÒÑ ÒÑÔÕÓÑÇÐËá.
�0; 0�-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÖÆÑÃÐÇÇ
ÊÂÒËÔÂÕß Ä ×ÑÓÏÇ (9), ÆÂÈÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ qsK 0�s; x� � 0. ¥Îâ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÅÎÂÆÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ô ÐÂÚÂÎß-
ÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ K 0�0; x� � 0 ËÏÇÇÕ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ
K 0�s; x� � 0 ÆÎâ ÄÔÇØ ÊÐÂÚÇÐËÌ s ËÊ ÑÃÎÂÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÔÇ ÅËÒÇÓÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕË s � const âÄÎâáÕÔâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâÏË ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÅËÒÇÓ-
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË.

¦ÔÎË ÏÇÕÓËÍÂ ÃÎÑÚÐÑ-ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÂ (39), ÕÑ �0; m�-ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ (9) ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄËÆ qsK m�0.
°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ ¬ËÎ-
ÎËÐÅÂ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË.

±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ �m; n�-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¬ËÎ-
ÎËÐÅÂ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕÔâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ K ì ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ
¬ËÎÎËÐÅÂ ÐÂ SS.

£ÑÊÄÓÂÜÂâÔß Í ËÔØÑÆÐÞÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâÏ s 7! t, ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ ÏÇÕÓËÍÖ (39).

¥. ¤ËÎßÃÇÓÕ ÒÑÔÕÓÑËÎ ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ
ÏÇÕÓËÍÂ âÄÎâÇÕÔâ ÃÎÑÚÐÑ-ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ (39) (ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

(22) ËÊ ÇÅÑ ÔÕÂÕßË [12]) Ë ÐÂÊÄÂÎ ÇÈ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ. ¦ÅÑ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÔÇÚÇÐËâ ÐÇ ÃÞÎË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂÏË ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ, Ë ÑÐ ÐÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎ ÄÇÍÕÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ
¬ËÎÎËÐÅÂ.

¦ÔÎËÏÇÕÓËÍÂ ÃÎÑÚÐÑ-ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÂ (39) ËK � Kmqm, ÕÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬ËÎÎËÐÅÂ (9) ÓÂÔÜÇÒÎâáÕÔâ ÐÂ ÄÓÇÏÇÐÐ�yá Ë
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ:

�a; b� � �0; 0� : 0 � 0 ; �41�
�a; b� � �0; m� : hmnq0K n � 0 ; �42�
�a; b� � �m; n� : hmrqnK r � hnrqmK r � K rqrhmn � 0 : �43�

´ÇÑÓÇÏÂ 5.2. £ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâØ ÕÇÑÓÇÏÞ 5.1 ÏÇÕÓËÍÂ
(39) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

ds 2 � dt 2 � a 2g
�
mn dx

m dx n ; �44�

ÅÆÇ a�t� > 0ìÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÅÎÂÆÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ
(ÏÂÔÛÕÂÃÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß), g

�
mn�x� ì ÏÇÕÓËÍÂ ÒÑÔÕÑâÐ-

ÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ, ÊÂÄËÔâÜÂâ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x 2 SS.

¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ hmn�t; x� ì ÏÇÕÓËÍÂ ÒÑ-
ÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ ÐÂ SS ÆÎâ ÄÔÇØ t 2 RR, ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¬ËÎÎËÐÅÂ (43) ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ. ´ÇÑÓÇÏÂ 5.1 ÖÕÄÇÓÉÆÂÇÕ, ÚÕÑ
ÄÇÍÕÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË. ±Ñ-
àÕÑÏÖ, ÒÓÑÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÄ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (43) ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË,
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

_hmrqnK r � _hnrqmK r � K rqr _hmn � 0 :

¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÑÕ ÏÇÕÓËÍË
_hmn âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ ÕÇÐÊÑÓÑÏ ÄÕÑ-
ÓÑÅÑ ÓÂÐÅÂ. ±ÓËÏÇÓ 4.3 ÅÑÄÑÓËÕ ÐÂÏ, ÚÕÑ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÒÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÑÕ ÏÇÕÓËÍË ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ
ÔÂÏÑÌ ÏÇÕÓËÍÇ:

_hmn � f hmn ; �45�

ÅÆÇ f �t� ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÅÎÂÆÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ
ÄÓÇÏÇÐË.

¦ÔÎË f � 0, ÕÑ ÆÑÍÂÊÞÄÂÕß ÐÇÚÇÅÑ, Ë ÏÇÕÓËÍÂ ÖÉÇ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ (44) ÆÎâ a � const.

±ÖÔÕß f 6� 0. ´ÑÅÆÂ ÄÄÇÆÈÏ ÐÑÄÖá ÄÓÇÏÇÐÐ�yá ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÖ t 7! t 0, ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÖá ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇÏ

dt 0 � f �t� dt :
±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (45) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

dhmn
dt 0
� hmn :

¦ÅÑ ÑÃÜËÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ âÄÎâÇÕÔâ

hmn�t 0; x� � C exp �t 0�g�mn�x�; C � const 6� 0 ;

ÅÆÇ g
�
mn�x� ì ÏÇÕÓËÍÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ ÐÂ SS, ÍÑ-

ÕÑÓÂâ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐËÇ (44).

´ÇÑÓÇÏÂ 1.1 âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÕÇÑÓÇÏ 5.1 Ë 5.2.

6. ±ÓËÏÇÓ

ÁÄÐÞÌ ÄËÆ ÏÇÕÓËÍË ¶ÓËÆÏÂÐÂ ÆÎâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÑÌ ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ (44) ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÍÑÕÑÓÞÇ
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ÄÞÃËÓÂáÕÔâ ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ. £
ÔÕÇÓÇÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ ÏÇÕÓËÍÂ ¶ÓËÆÏÂÐÂ ÆËÂ-
ÅÑÐÂÎßÐÂ

g �
1 0

0
a 2Zmn

�1� b0x 2�2

0@ 1A ; �46�

ÅÆÇ b0 � ÿ1; 0; 1, Zmn :� diag �ÿ ÿ ÿ� ì ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑ
ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÂâ ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÏÇÕÓËÍÂ Ë x 2 :� Zmnx

mx n 4 0.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÞÃÓÂÐÂ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÂâ ÏÇÕ-
ÓËÍÂ ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÔÇÚÇÐËâØ, ÊÐÂÚÇÐËâ b0 �
� ÿ1; 0; 1 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ, ÐÖÎÇÄÑÌ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ¥Îâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ
ÍÓËÄËÊÐÞ ÔÕÇÓÇÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ
ÐÂ ÄÔÈÏ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ x 2 RR3. ¥Îâ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ ÔÕÇÓÇÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍËÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÄÐÖÕÓË ÛÂÓÂ jx 2j < 1=b0.

±ÓÑÄÇÆÈÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ xm 7!x m=a.
´ÑÅÆÂ ÏÇÕÓËÍÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ Ë ÍÑÐ×ÑÓÏ-
ÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß ËÔÚÇÊÂÇÕ:

g �
1�

_b 2x 2

4b 2�1� bx 2�2
_bxn

2b�1� bx 2�2
_bxm

2b�1� bx 2�2
Zmn

�1� bx 2�2

0BBBB@
1CCCCA ; �47�

ÅÆÇ

b�t� :� b0
a 2�t� ; �48�

ÕÑÚÍÂ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË.
®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÏÇÕÓËÍÂ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ

ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ Ë ÐÇ ÔÑÆÇÓÉÂÕß
ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÍÓË-
ÄËÊÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÔÇÚÇÐËÌ, ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓÑÒÑÓÙËÑ-
ÐÂÎßÐÂ b�t�, âÄÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË.

´ÇÒÇÓß ÒÓÑÔÕÑ ÑÕÃÓÑÔËÏ ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ ÚÎÇÐÞ, ÒÑ-
ÎÑÉËÏ g00 � 1 Ë ÆÑÃÂÄËÏÏÂÔÛÕÂÃÐÞÌÏÐÑÉËÕÇÎß. ´ÑÅÆÂ
ÏÇÕÓËÍÂ ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

g �
1 0

0
a 2Zmn

�1� bx 2�2

0@ 1A : �49�

¿ÕÂ ÏÇÕÓËÍÂ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÆÄÇ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ
×ÖÐÍÙËË ÄÓÇÏÇÐË: a�t� > 0 Ë b�t�. °ÐÂ ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÂ ÆÎâ
ÄÔÇØ ÊÐÂÚÇÐËÌ b, ÄÍÎáÚÂâ ÐÖÎß. £ÔÇ ÔÇÚÇÐËâ t � const
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË, ÑÚÇÄËÆÐÑ,
âÄÎâáÕÔâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂÏË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ Ë, ÔÎÇ-
ÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÑÆÐÑÓÑÆÐÞ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞ. ¥ÂÐÐÂâ ÏÇÕÓËÍÂ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß ÓÇÛÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÑØÑÆâÕ ÚÇÓÇÊ ÐÖÎß
b � 0. ¦ÔÎË ÕÂÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ, ÕÑ ÕÑÅÆÂ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÔÇÚÇÐËâ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ àÄÑÎáÙËË ÏÇÐâáÕ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÖá ÍÓËÄËÊÐÖ ÐÂ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÖá Ë ÐÂÑÃÑÓÑÕ.

°Õ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË b�t� ÐÇÎßÊâ ËÊÃÂÄËÕßÔâ
ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÃÇÊ ÒÑâÄÎÇÐËâ
ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ ÚÎÇÐÑÄ.

£ÑÊÐËÍÂÇÕ ËÐÕÇÓÇÔÐÂâ ÔËÕÖÂÙËâ. ³ ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÄÔÇ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÔÇÚÇÐËâ ÏÇÕÓËÍË (49) âÄÎâáÕÔâ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÞÏË Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏË. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÎáÃÂâ ÑÆ-

ÐÑÓÑÆÐÂâ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÂâ ÏÇÕÓËÍÂ ÆÑÎÉÐÂ ËÏÇÕß ÄËÆ (1).
°ÕÄÇÕ ÐÂ ÆÂÐÐÞÌ ÄÑÒÓÑÔ ÔÎÇÆÖáÜËÌ: ÏÇÕÓËÍÂ (49) Ä
ÙÇÎÑÏ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ. ¥ÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑ, ÍÂÉÆÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ t � const ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË
MM âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ, Ë ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ �m; n�-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¬ËÎÎËÐÅÂ
(32) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓÇÐÞ, ÑÆÐÂÍÑ ÔÏÇÛÂÐÐÞÇ �0; m�-ÍÑÏÒÑÐÇÐ-
ÕÞ ì ÐÇÕ. ºÇÔÕß ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÔÇÚÇÐËÌ Ä ÔÕÇÓÇÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂ-
ÕÂØ ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÍÂÍ

K̂0m � �1� bx 2�qm ÿ 2

b
xmx

nqn ;
�50�

K̂mn � xmqn ÿ xnqm ;

ÅÆÇ ËÐÆÇÍÔÞ m; n � 1; 2; 3 ÐÖÏÇÓÖáÕ ÄÇÍÕÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ
¬ËÎÎËÐÅÂ. ±ÇÓÄÞÇ ÕÓË ÄÇÍÕÑÓÂ ¬ËÎÎËÐÅÂ ÅÇÐÇÓËÓÖáÕ
ÕÓÂÐÔÎâÙËË Ä ÐÂÚÂÎÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x 2 � 0, Â ÒÑ-
ÔÎÇÆÐËÇ ÕÓË ÄÇÍÕÑÓÂ ¬ËÎÎËÐÅÂ ì ÄÓÂÜÇÐËâ. ®Þ ÄËÆËÏ,
ÚÕÑ ÒÇÓÄÞÇ ÕÓË ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ âÄÐÑ ÊÂÄËÔâÕ
ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá b�t� Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ (42) ÐÇ
ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ.

³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆÓÖÅÑÌ ÏÇÕÑÆ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÏÇÕÓËÍÂ (49)
ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ. ±ÓâÏÞÇ ÄÞÚËÔÎÇ-
ÐËâ ÆÂáÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ:

R � ÿ 24b

a 2
� 6

�
�a

a
� _a 2

a 2
ÿ 1

1� bx 2

�
4

_a _bx 2

a
� �bx 2

�
�

� 3
_b 2x 4

�1� bx 2�2
�
;

ÍÑÕÑÓÂâ âÄÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ x Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ.

¿ÕÑÕ ÒÓËÏÇÓ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß Ë ËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÔÇÚÇÐËÌ ÐÇ ÆÂáÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚ-
ÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÔÕË ÒÑÎÐÑÌ ÚÇ-
ÕÞÓÈØÏÇÓÐÑÌ ÏÇÕÓËÍË. ¿ÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÎÇ-
ÆÖáÜÇÇ.

°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÞÏ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ, ÇÔÎË:

1) ÄÔÇ ÔÇÚÇÐËâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË, t � const, âÄÎâ-
áÕÔâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂÏË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ SS;

2) ÄÐÇÛÐââ ÍÓËÄËÊÐÂ ÅËÒÇÓÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ SS ,!MM ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÂ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÂ.

°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÐÇÛÐÇÌ ÍÓËÄËÊÐÞ ÄÎÑÉÇÐÐÞØ ÅËÒÇÓÒÑ-
ÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÚËÕÂÕÇÎß ÏÑÉÇÕ ÐÂÌÕË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä [19, 23]. £
ÐÂÛËØ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâØ ÄÐÇÛÐââ ÍÓËÄËÊÐÂ Kmn ÆÎâ ÃÎÑÚÐÑ-
ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ ÏÇÕÓËÍË (39) ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÑÌ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÑÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕË ÏÇÕÓËÍË:

Kmn � ÿ 1

2
_hmn :

±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá, ÆÂÐ-
ÐÑÏÖ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÇÓÄÑÇ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ MM�RR� SS. ±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ
ÏÇÕÓËÍÖ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÃÎÑÚÐÑ-ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÏÖ ÄËÆÖ
(39). ©ÂÕÇÏ ÄÕÑÓÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÖÓÂÄÐÇÐËá (45), Ë ÏÑÉÐÑ ÔÎÇÆÑÄÂÕß ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÖ ÕÇÑ-
ÓÇÏÞ 5.2.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÕÑÓÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ,
ÕÂÍ ÍÂÍ ÏÇÕÓËÍÂ (49) ÆÂÈÕ ÍÑÐÕÓÒÓËÏÇÓ.
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7. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

£ ÔÕÂÕßÇ ÆÂÐÞ ÆÄÂ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞØ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÅÑ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË, Â ÕÂÍÉÇ
ÒÑÆÓÑÃÐÑÇ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÕÇÑÓÇÏÞ 1.1, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÌ ÄËÆ ÏÇÕÓËÍË ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÑÌ ÄÔÇÎÇÐÐÑÌ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ¿ÕÑ ÏÇÕÓËÍÂ ¶ÓËÆÏÂÐÂ. ·ÑÕâ ÕÇÑÓÇÏÖ
ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ËÊÄÇÔÕÐÑÌ, ÇÈ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ Ô ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÏË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏË ÕÓÖÆÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ.
¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÕÇÑÓÇÏÞ 5.2 Ë ÄÕÑÓÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÅÑ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË, ÒÑ-ÄËÆË-
ÏÑÏÖ, âÄÎâáÕÔâ ÐÑÄÞÏË. ¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÕÇÑÓÇÏÞ 5.2
ÒÓÑÔÕÑÇ, ÐÑ ÐÇ ÒÓÑÜÇ, ÚÇÏ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ Ä ÍÐËÅÇ [16].
°ÆÐÂÍÑ ÑÐÑ ØÑÓÑÛÑ ÒÓËÔÒÑÔÑÃÎÇÐÑ ÆÎâ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ.

ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÊÂ ÔÚÈÕ ÅÓÂÐÕÂ ²ÑÔÔËÌÔÍÑÅÑ
ÐÂÖÚÐÑÅÑ ×ÑÐÆÂ (ÒÓÑÇÍÕ å 14-50-00005).
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Killing vector éelds and a homogeneous isotropic universe
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Some basic theorems on Killing vector éelds are reviewed. In particular, the topic of a constant curvature space is examined. A detailed
proof is given for a theorem describing the most general form of the metric of a homogeneous isotropic space-time. Although this
theorem can be considered commonly known, its complete proof is difécult to énd in the literature. An example metric is presented
which, while all its spatial cross sections correspond to constant curvature spaces, still is not homogeneous and isotropic as a whole. An
equivalent deénition of a homogeneous isotropic space-time in terms of embedded manifolds is also given.
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