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±ÂÏâÕË £ÎÂÆËÏËÓÂ ¯ËÍÑÎÂÇÄËÚÂ ¢ÂÌÇÓÂ

1. £ÄÇÆÇÐËÇ

®ÇÉÆÖ ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÐËÇÏ±. ¥ËÓÂÍÑÏ ÔÄÑÇÅÑ ÊÐÂÏÇÐËÕÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ [1] Ë ÒÇÓÄÞÏË ÓÂÃÑÕÂÏË [2, 3] ÒÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËá
Ä ÓÂÏÍÂØ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË Ä ÂÕÑÏÐÑÏ ÒÑÎÇ ÒÓÑÛÎÑ ÎËÛß ÐÇÔÍÑÎß-
ÍÑ ÎÇÕ. ²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ Ä àÕËØ ÓÂÃÑÕÂØ ÃÞÎÑ ÒÓÑÄÇÆÇÐÑ Ä
ÅÎÂÄÐÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÒÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ
ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ a Ë ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ Z � Za (Z ì
ÂÕÑÏÐÞÌ ÐÑÏÇÓ). ´ÑÚÐÑÔÕß ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ Ä
ÐËÊÛÇÏ ÒÑ Z ÒÑÓâÆÍÇ (ÆÂÎÇÇ ÕÂÍËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÏÞ ÃÖÆÇÏ
ÐÂÊÞÄÂÕß ÃÑÓÐÑÄÔÍËÏË), ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ÐÇÄÞÔÑÍÑÌ
ÖÉÇ ÒÓË ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÐÇÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØZ, Ë ÒÑàÕÑÏÖ
ÆÎâ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ÑÚÇÐß ÚÂÔÕÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÕÑÚÐÑ ÖÚË-
ÕÞÄÂÕß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ Z. ²ÂÊÐËÙÖ ÏÇÉÆÖ ÕÑÚÐÞÏ ÒÑ Z
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ Ë ÃÑÓÐÑÄÔÍËÏ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÏË
ÒÑÒÓÂÄÍÂÏË. ¬ ÔÑÉÂÎÇÐËá, ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ
ÆÎâ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏ ÒÑÎÇ, ÐÇÑÃ-
ØÑÆËÏÑÇ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÇÚÇÐËÌ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ,
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ ÕÑÎßÍÑ Ä ÄËÆÇ ÔÖÏÏÞ ÒÑ ÖÅÎÑÄÞÏ
ÏÑÏÇÐÕÂÏ [4], Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐ-
ÅÇÓÂ Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏ ÒÑÎÇ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ
ÒÓÑÔÕÑÇ ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ.

¥Îâ ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä
ÔÇÚÇÐËâ ÑÃÞÚÐÑ ÆÂáÕ ÏÂÎÞÇ ÖÅÎÞ y ÏÇÉÆÖ ËÏÒÖÎßÔÂÏË
ÐÂÚÂÎßÐÞØ Ë ÍÑÐÇÚÐÞØ ÚÂÔÕËÙ. ±ÓË àÕÑÏ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ
ÖÅÎÑÄÑÌ ÏÑÏÇÐÕ lc ÏÑÉÐÑ ÑÙÇÐËÕß ÍÂÍ lc � pr, ÅÆÇ p ì
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ, r � 1=dp ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÒÓË-
ÙÇÎßÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ, dp � py ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÒÇÓÇÆÂÚÂ
ËÏÒÖÎßÔÂ ��h � c � 1�. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ
lc � 1=y4 1. ±ÑàÕÑÏÖ, ØÑÕâ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ×ÑÓÏÂÎßÐÞÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÔÇÚÇÐËâ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ ÒÂÓ Ë ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏ ÒÑÎÇ, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞÇ ÆÎâ ÎáÃÞØ
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àÐÇÓÅËÌ Ë ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ Z < 1 [5], ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ
àÕËØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÆÎâ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÆÂÉÇ ÒÓË
ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ ÐÇÄÞÔÑÍËØ àÐÇÓÅËâØ âÄÎâÇÕÔâ ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ
ÔÎÑÉÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ [6]. ¿ÕË ÕÓÖÆÐÑÔÕË ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÐÇÒÓÇ-
ÑÆÑÎËÏÞÏË ÒÓË ÄÞÔÑÍËØ àÐÇÓÅËâØ ÚÂÔÕËÙ. ¬ ÔÚÂÔÕßá,
ÒÓË ÏÂÎÞØ ÖÅÎÂØ ÒÓËÏÇÐËÏÑ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÖÚÇÔÕß ÄÍÎÂÆ ÃÑÎßÛËØ ÖÅÎÑÄÞØ
ÏÑÏÇÐÕÑÄ Ä ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ.

£ÂÉÐÞÌ ÛÂÅ Ä ÒÓËÏÇÐÇÐËË ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËâ Í ËÊÖÚÇÐËá ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ Ë ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊ-
ÎÖÚÇÐËâ Ä ÂÕÑÏÐÑÏ ÒÑÎÇ ÕÑÚÐÑ ÒÑ Z ÃÞÎ ÔÆÇÎÂÐ Ä ÓÂÃÑÕÂØ
[7 ë 9], ÅÆÇ ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÒÓÑÔÕÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÍÖÎÑ-
ÐÑÄÔÍËØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ Í ÔÇÚÇÐËâÏ àÕËØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ. ³ÓÂÊÖ
ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ËÏÇáÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÄÞÔÑÍÖá ÕÑÚÐÑÔÕß ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÑÚÇÐß ÃÑÎßÛËØ àÐÇÓÅËâØ
(e0 100®à£). £ ÓÂÃÑÕÂØ [7 ë 9] ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎËÔß ÄÑÎÐÑÄÞÇ
×ÖÐÍÙËË Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ¶ÂÓÓË ë ©ÑÏÏÇÓ×ÇÎßÆÂ ë®ÂÖà
[10, 11]. ¬ÂÍ ÔÕÂÐÇÕ âÔÐÑ ËÊ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ,
àÕË ×ÖÐÍÙËË âÄÎâáÕÔâ ÄÑÎÐÑÄÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË àÎÇÍÕÓÑÐÂ
Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏ ÒÑÎÇ, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞÏË Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÍÄÂÊË-
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË.

³ÎÇÆÖáÜËÏ ÛÂÅÑÏ Ä ÓÂÊÄËÕËË ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÆØÑÆÂ Í ËÊÖÚÇÐËá ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂ-
ÏËÍË ÄÑ ÄÐÇÛÐËØ ÒÑÎâØ âÄËÎÂÔß ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÂâ ÍÄÂÊËÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍÂâ ÕÇØÐËÍÂ £.¯. ¢ÂÌÇÓÂ Ë £.®. ¬ÂÕÍÑÄÂ [12]. ¿ÕÂ
ÕÇØÐËÍÂ ÒÑÊÄÑÎËÎÂ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÖÒÓÑÔÕËÕß
ÄÞÄÑÆ ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ, ÐÑ Ë ÒÑÎÖÚËÕß ÏÐÑÉÇ-
ÔÕÄÑ ÐÑÄÞØ ÄÂÉÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ [13] Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÍÄÂÊË-
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. °ÆÐÂÍÑ ÒÑÆØÑÆ £.¯. ¢ÂÌÇÓÂ
Ë £.®. ¬ÂÕÍÑÄÂ ÐÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÌÕË ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ
ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÍÄÂÊË-
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË (ÒÑÒÓÂÄÍË ÒÑ 1=lc � y5 1).
¿ÕÂ ÕÓÖÆÐÑÔÕß ÃÞÎÂ ÒÓÇÑÆÑÎÇÐÂ Ä ÏÇÕÑÆÇ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ Ä àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÏ ÒÑÎÇ. ®ÑÜß ÏÇÕÑÆÂ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÑÐ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÄÞÚËÔÎËÕß ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÅÎÂÄÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÔÇÚÇÐËâ, ÐÑ Ë
ÒÇÓÄÖá ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÖá ÒÑÒÓÂÄÍÖ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, Ä
ÓÂÏÍÂØ àÕÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÖÆÂÈÕÔâ ÒÑÎÖÚÂÕß ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÆÂÉÇ Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÕÑÚÐÑÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ Ä ÆÂÐÐÑÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ
ÒÑÎÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. ¬ÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ÒÑ-
ÎÖÚÇÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [14, 15] ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, Ä
ÓÂÃÑÕÂØ [16, 17] ì ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÒÑÎâ, Ä ÓÂÃÑÕÇ [18] ì ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ
ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë Ä ÓÂÃÑÕÇ [19] ì ÆÎâ ÔÖÒÇÓÒÑ-
ÊËÙËË ÔËÎßÐÑÅÑ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÂÕÑÏÐÑÅÑ ÒÑÎâ. £ ÓÂ-
ÃÑÕÂØ [18, 20] ÄÞÚËÔÎÇÐÞ ÒÇÓÄÞÇ ÒÑÒÓÂÄÍË ÍÑ ÄÔÇÏ ÏÂÕ-
ÓËÚÐÞÏ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ
ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÎÑÍÂÎË-
ÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ³ ÒÑÏÑÜßá ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ
¤ÓËÐÂ ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÒÓÑÔÕÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÆÇÎßÃÓáÍÑÄÔÍÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÒÓË ÄÞÔÑÍËØ
àÐÇÓÅËâØ (ÖÒÓÖÅÑÇ ÓÂÔÔÇâÐËÇ ×ÑÕÑÐÂ ÐÂ ÂÕÑÏÇ ÊÂ ÔÚÈÕ
ÓÑÉÆÇÐËâ ÄËÓÕÖÂÎßÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÐ-ÒÑÊËÕÓÑÐÐÑÌ ÒÂÓÞ) Ë
ÄÒÇÓÄÞÇ ÒÓÂÄËÎßÐÑ ÄÞÚËÔÎÇÐÑ ÒÑÎÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ àÕÑÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ [21], ÐÂËÃÑÎÇÇ ÕÑÚÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓÑ-
ÄÇÆÇÐÑ Ä [22]. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ ÄÒÇÓÄÞÇ ÒÑÊÄÑÎËÎÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÔÇ-
ÚÇÐËÇ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËâ ×ÑÕÑÐÂ ÃÑÎßÛÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ÂÕÑÏÐÑÏ
ÒÑÎÇ [23]. ¿ÕÑÕ à××ÇÍÕ ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎ ËÊÏÇÓÇÐ Ä àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÇ [24]. µÚÈÕ ÒÑÒÓÂÄÑÍ Í ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ×ÖÐÍÙËâÏ
¤ÓËÐÂ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÄÑÎÐÑÄÞÏ ×ÖÐÍÙËâÏ ÒÑÊÄÑ-
ÎËÎ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑÄÞÔËÕß ÕÑÚÐÑÔÕß ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÇÚÇÐËÌ
ÕÂÍËØ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ àÎÇÍÕÓÑ-

ÆËÐÂÏËÍË, ÍÂÍ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËÇ ÒÂÓ Ë ÕÑÓÏÑÊÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ
Ä ÂÕÑÏÐÑÏ ÒÑÎÇ, Ë ÄÒÇÓÄÞÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÕß
ÊÂÓâÆÑÄÖá ÂÔËÏÏÇÕÓËá Ä àÕËØ ÒÓÑÙÇÔÔÂØ ÒÓË ÄÞÔÑÍËØ
àÐÇÓÅËâØ (ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÔÇÚÇÐËÌ ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÒÑ-
ÊËÕÓÑÐÑÏ). ±ÓÑÙÇÔÔÞ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ Ë ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖ-
ÚÇÐËâ ËÅÓÂáÕ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÖá ÓÑÎß ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË àÎÇÍ-
ÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÎËÄÐÇÌ Ä ÆÇÕÇÍÕÑÓÂØ, Â ÕÂÍÉÇ âÄÎâáÕÔâ
ÃÑÎßÛËÏ ×ÑÐÑÏ ÒÓË ÒÑËÔÍÇ ÐÑÄÑÌ ×ËÊËÍË Ä ÒÓÇÙËÊËÑÐ-
ÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ. ±ÑàÕÑÏÖ ÔÇÚÇÐËâ àÕËØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ
ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ Ô ÄÞÔÑÍÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá. ²ÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÐËá ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÕÇÑÓËË ×ÑÕÑÓÑÉÆÇ-
ÐËâ Ë ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÒÓË ÄÞÔÑÍËØ àÐÇÓÅËâØ Ë
ÒÑÔÄâÜÂÇÕÔâ ÐÂÔÕÑâÜËÌ ÑÃÊÑÓ.

2. ¬ÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ
Ë ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ

´ÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ,
ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ ÚÂÔÕËÙÞ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
×ÖÐÍÙËÇÌ ¤ÓËÐÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ, ÊÂÄËÔâÜÇÏ ÑÕ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ, ËÏÒÖÎßÔ ÐÇ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ, ÄÞÆÇÎÇÐÐÂâ ÓÑÎß ËÏ-
ÒÖÎßÔÐÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ËÔÚÇÊÂÇÕ, Ë ÄÔÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ,
ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÒÓÑÄÑÆâÕÔâ Ä ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËË. ¶ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ
V�r� ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

G�r2; r1je� � �P̂ �m�D�r2; r1je� ;
�1�

D�r2; r1je� �
�
r2

���� 1

P̂ 2 ÿm 2 � i0

����r1� ;
ÅÆÇ m ì ÏÂÔÔÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ, P̂ � gnPn, Pn � �eÿ V�r�; iHH�,
g n ì ÏÂÕÓËÙÂ ¥ËÓÂÍÂ, D�r2; r1je� ì ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ
ÍÄÂÆÓËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ. ´ÂÍ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ
D�r2; r1je� ÔÑÆÇÓÉËÕ ÚÈÕÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÅÂÏÏÂ-ÏÂÕÓËÙ, ÇÈ
ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

D�r2; r1je� � d0�r2; r1je� � ad1�r2; r1je��
� Rd2�r2; r1je� � g 5d3�r2; r1je� ; �2�

ÅÆÇ a � g 0c, R � g 0g 5c, di�r2; r1je�ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ×ÖÐÍÙËË.
¥Îâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ d3�r2; r1je� ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ÔËÎÖ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ
ÚÈÕÐÑÔÕË ÑÐ ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß ÒÔÇÄÆÑÔÍÂÎâÓÑÏ, Â ËÊ ÆÄÖØ
ÄÇÍÕÑÓÑÄ, r1 Ë r2, ÒÔÇÄÆÑÔÍÂÎâÓ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÐÇÎßÊâ. ¦ÔÎË
×ÖÐÍÙËâ D�r2; r1je� ËÊÄÇÔÕÐÂ, ÕÑ ÎÇÅÍÑ ÐÂÌÕË ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÑ-ÚÂÔÕÑÕÐÞÇ u�p �r� Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑ-ÚÂÔÕÑÕÐÞÇ v�p �r�
ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ [25]

exp �ipr1�
4pr1

u�p �r2� � ÿ lim
r1!1

D�r2; r1jep�up ; p � ÿpn1 ;

exp �ipr2�
4pr2

�uÿp �r1� � ÿ lim
r2!1

�upD�r2; r1jep� ; p � pn2 ;
�3�

exp �ipr1�
4pr1

v�p �r2� � ÿ lim
r1!1

D�r2; r1j ÿ ep�vp ; p � pn1 ;

exp �ipr2�
4pr2

�vÿp �r1� � ÿ lim
r2!1

�vpD�r2; r1j ÿ ep� ; p � ÿpn2 ;

ÅÆÇ n1 � r1=r1, n2 � r2=r2, ep �
�����������������
p 2 �m 2

p
, up Ë vp ì

ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ-ÚÂÔÕÑÕÐÞÇ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑ-ÚÂÔÕÑÕÐÞÇ
ÆËÓÂÍÑÄÔÍËÇ ÔÒËÐÑÓÞ. ¡ÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÓÇÛÇÐËÌ u�p �r� Ë
v�p �r� ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÒÎÑÔÍÖá ÄÑÎÐÖ
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Ë ÓÂÔØÑÆâÜÖáÔâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÖá ÄÑÎÐÖ, Â ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ
ÓÇÛÇÐËÌ uÿp �r� Ë vÿp �r� ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÔÑÆÇÓÉËÕ
ÒÎÑÔÍÖá ÄÑÎÐÖ Ë ÔØÑÆâÜÖáÔâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÖá ÄÑÎÐÖ. ªÊ (2)
Ë (3) ÔÎÇÆÖÇÕ ÄËÆ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ:

�uÿp �r� � �up
�
f0�r; p� ÿ a f1�r; p� ÿ R f2�r; p�

�
;

u�p �r� �
�
f0�r;ÿp� ÿ a f1�r;ÿp� � R f2�r;ÿp�

�
up ; �4�

v�p �r� �
�
g0�r; p� � a g1�r; p� � Rg2�r; p�

�
vp ;

�vÿp �r� � �vp
�
g0�r;ÿp� � a g1�r;ÿp� ÿ Rg2�r;ÿp�

�
:

¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ gi ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ fi ÊÂÏÇÐÑÌ V�r� !
! ÿV�r�.

¥Îâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
V�r� ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ d0, d1, f0 Ë f1 ÄÞÚËÔÎÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÇ [18]
Ä ÄÇÆÖÜÇÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÄÏÇÔÕÇ Ô
ÒÇÓÄÞÏË ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏË ÒÑÒÓÂÄÍÂÏË Í ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÂÏ d0 Ë f0. ±ÇÓÄÞÇ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÍÑ-
à××ËÙËÇÐÕÂÏ d1 Ë f1 ÄÞÚËÔÎÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÇ [20] ÄÏÇÔÕÇ Ô
ÄÇÆÖÜËÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ ÄÍÎÂÆÑÏ Ä d2 Ë f2. ©ÂÏÇÕËÏ,
ÚÕÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ f0, f1; 2, d0 Ë
d1; 2 ÓÂÊÎËÚÐÂ:

f0 � lc f1 � l 2c f2 ; d0 � lc d1 � l 2c d2 : �5�

©ÆÇÔß lc � 1=y4 1 ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÖÅÎÑÄÑÌ ÏÑÏÇÐÕ Ä
ÒÓÑÙÇÔÔÇ. ´ÂÍ ÍÂÍ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÔÕÑâÕ ÒÓË ÓÂÊÐÞØ
ÅÂÏÏÂ-ÏÂÕÓËÚÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ, ÄÄËÆÖ ÔÑÍÓÂÜÇÐËÌ Ä ÏÂÕ-
ÓËÚÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÂØ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ë ×ÑÕÑÓÑÉÆÇ-
ÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÒÇÓÄÑÌ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÔÇÚÇÐËá ÖÚËÕÞÄÂÕß ÒÇÓÄÖá ÍÄÂÊËÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍÖá ÒÑÒÓÂÄÍÖ Í ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏ f0, f1, d0 Ë d1, Â
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ f2 Ë d2 ÏÑÉÐÑ ÖÚËÕÞÄÂÕß Ä ÄÇÆÖÜÇÏ
ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË.

¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ d0 Ë d1 Ô ÖÚÈÕÑÏ ÒÇÓÄÑÌ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË ËÏÇáÕ ÄËÆ [18, 20]:

d0�r2; r1je� � i exp �ikr�
4p2r

�

�
�
dQ

�
1� ir 3

2k

� 1

0

dx

� x

0

dy �xÿ y�HH?V�Rx�HH?V�Ry�
�
T ;

d1�r2; r1je� � ÿ i

2e
�HH1 � HH2�d0�r2; r1j e�ÿ

ÿ i exp �ikr�
16p2e 2

�
dQ

� 1

0

dxHHV 2�Rx� T ;
�6�

T � exp

�
iQ 2 ÿ ir

� 1

0

dxV�Rx�
�
; r � r2 ÿ r1 ;

Rx � r1 � xr�Q

�����������
2r1r2
kr

r
;

ÅÆÇ k �
�����������������
e 2 ÿm 2
p

, Q ì ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖ-
ÎâÓÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓÖ r, HH? ì ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ, ÒÇÓÒÇÐ-
ÆËÍÖÎâÓÐÂâ r. £ ÓÂÃÑÕÇ [20] ÕÂÍÉÇ ÒÑÎÖÚÇÐ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ
d2 Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË:

d2�r2; r1je� � ÿ r exp �ikr�
16p2e 2

�

�
�
dQ

� 1

0

dx

� x

0

dy
�
HHV�Rx� � HHV�Ry�

� T : �7�

¥Îâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ×ÑÓÏÖÎÞ (6) Ë (7) ÔÑÅÎÂÔÖáÕÔâ Ô
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË ÓÂÃÑÕÞ [26]. ¦ÔÎË ÑÒÖ-

ÔÕËÕß Ä ÄÇÍÕÑÓÇ Rx (6) ÄÍÎÂÆ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓÖ
Q, ÕÑ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑQ Ä (6) Ë (7) ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ Ë
ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÖá Ä ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËË àÌÍÑÐÂÎÂ [27]. £ àÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ x
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËá ÒÑ ÒÓâÏÑÌ ÄÆÑÎß ÄÇÍÕÑÓÂ
r � r2 ÿ r1. µÚÈÕ ÄÍÎÂÆÂ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÖQ, Ä
Rx ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖÚÈÕÖ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ Ä ÒÎÑÔÍÑ-
ÔÕË, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÄÇÍÕÑÓÖ r.

¶ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ fi ÔÎÇÆÖáÕ ËÊ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ (2) ë(4), (6) Ë (7):

f0�r; p� � ÿ i

p
exp �ÿipr��

�
�
dQ

�
1� i

2ep

�1
0

dx

� x

0

dy �xÿ y�HH?V�rx�HH?V�ry�
�
T 1 ;

f1�r; p� � 1

2ep
�iHHÿ p� f0�r; p� ÿ i

4pe 2p
exp �ÿipr��

�
�
dQ

�1
0

dxHHV 2�rx�T 1 ;
�8�

f2�r; p�� ÿ exp �ÿipr�
4pe 2p

�
dQ

�1
0

dx

� x

0

dy
�
HHV�rx��HHV�ry�

�T 1;
T 1 � exp

�
iQ 2 ÿ i

�1
0

dxV�rx�
�
; rx � r� xnp �Q

������
2r

ep

s
;

ÅÆÇ Qnp � 0, HH? ì ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖ-
ÎâÓÐÂâ ÄÇÍÕÑÓÖ np � p=p.

±ÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞ
ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÇÚÇÐËÌ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ Ë ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Ô ÖÚÈÕÑÏ
ÒÇÓÄÑÌ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË.

3. ¶ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËÇ e�eÿ-ÒÂÓÞ
²ÑÉÆÇÐËÇ e�eÿ-ÒÂÓÞ ×ÑÕÑÐÑÏ Ä ÂÕÑÏÐÑÏ ÒÑÎÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÑÆÐËÏ ËÊ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÄÂÉÐÞØ ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ
ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË (¬¿¥) [28, 29].
ªÊÖÚÇÐËá àÕÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÒÑÔÄâÜÇÐÑ ÃÑÎßÛÑÇ ÍÑÎËÚÇ-
ÔÕÄÑ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËØ Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÓÂÃÑÕ. ³ÇÚÇÐËÇ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ä ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ËÊÄÇÔÕÐÑ ÆÎâ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË ×ÑÕÑÐÂ o [2, 3]. ¶ÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ ÆÎâ ÔÇÚÇÐËâ, ÕÑÚÐÑÇ ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ Z Ë àÐÇÓÅËË o,
ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [5]. °ÆÐÂÍÑ ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ Ô
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ àÕÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÐÂÌÆÇÐÞ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ
o < 12;5 ®à£ [6] ËÊ-ÊÂ ÕÓÖÆÐÑÔÕÇÌ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÄÞÚËÔÎÇ-
ÐËÌ, ÃÞÔÕÓÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜËØ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ o. ³ ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÐËÇÏ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ¶ÂÓÓË ë
©ÑÏÏÇÓ×ÇÎßÆÂ ë®ÂÖà [10, 11], ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ-
ÔÕË âÄÎâáÕÔâ ÄÑÎÐÑÄÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞÏË Ä
ÅÎÂÄÐÑÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, Ä ÓÂÃÑÕÂØ [7,
8] ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÒÓÑÔÕÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÒÑÒÓÂ-
ÄÑÍ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá m=o5 1.
°ÆÐÂÍÑ àÕË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ËÏÇáÕ ØÑÓÑÛÖá ÕÑÚÐÑÔÕß
ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÑÚÇÐß ÄÞÔÑÍËØ àÐÇÓÅËÌ, o0 100®à£.

£ ÕÇÚÇÐËÇ ÆÎËÕÇÎßÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÑÒËÔÂÐËÇ ÍÖÎÑÐÑÄ-
ÔÍËØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ Í ÒÑÎÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ ÒÓË
ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞØ àÐÇÓÅËâØ ×ÑÕÑÐÂ (5 ë 100 ®à£) ÑÔÐÑÄÞ-
ÄÂÎÑÔß ÐÂ ÄÞÓÂÉÇÐËË, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÏ Ä ÓÂÃÑÕÇ [30]. ¿ÕÑ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÓÒÑÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÑÓÏÖÎÑÌ ÏÇÉ-
ÆÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏË ÒÓË o < 5 ®à£, Ë ÄÞÔÑ-
ÍÑàÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÑÌ. ³ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÍÄÂ-

1*
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ÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÇ [31] ÃÞÎÂ ÐÂÌÆÇ-
ÐÂ ÒÇÓÄÂâ ÒÑÒÓÂÄÍÂ ÒÑ m=o Í ÔÒÇÍÕÓÖ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ë Í
ÒÑÎÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ä e�eÿ-×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËË Ä ÔËÎß-
ÐÑÏ ÂÕÑÏÐÑÏ ÒÑÎÇ. ±ÑÒÓÂÄÍÂ Í ÔÒÇÍÕÓÖ ÒÑÎÖÚÇÐÂ Ä ÑÃ-
ÎÂÔÕË, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÃÇ ÓÑÆËÄÛËÇÔâ ÚÂÔÕËÙÞ âÄÎâáÕÔâ
ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÏË. ¿ÕÂ ÒÑÒÓÂÄÍÂ ÑÍÂÊÂÎÂÔß ÂÐÕËÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÑÌ ÒÑ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÇ ep $ eq, ÅÆÇ ep Ë eq ì àÐÇÓÅËË
àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ë ÒÑÊËÕÓÑÐÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÑÒÓÂÄ-
ÍÂ Í ÒÑÎÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÃÎÂÔÕßá àÐÇÓÅËÌ,
ÃÎËÊÍÑÌ Í ÍÓÂá ÔÒÇÍÕÓÂ, ÅÆÇ ep � m ËÎË eq � m. £ ÓÂÃÑÕÇ
[31] ÒÑÒÓÂÄÍÂ Í ÒÑÎÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá ÐÂÌÆÇÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÆÇÎßÃÓá-
ÍÑÄÔÍÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÄÒÇÓÈÆ. µÚÈÕ àÕÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË ÒÓËÄÈÎ Í
ÔÑÅÎÂÔËá ÏÇÉÆÖ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÏ ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐËÇÏ Ë àÍÔÒÇ-
ÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞÏË ÆÂÐÐÞÏË ÆÎâ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÑÌ àÐÇÓÅËË
×ÑÕÑÐÂ. ±ÑÒÓÂÄÍÂ Í ÔÒÇÍÕÓÖ ÒÓË o4m Ä ÔÎÖÚÂÇ ep � m
ËÎË eq � m ÄÞÚËÔÎÇÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÇ [32]. °ÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË ÐÂ ÍÓÂá ÔÒÇÍÕÓÂ ÓÂÆËÍÂÎßÐÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ Ä ÑÃÎÂ-
ÔÕË ep 4m Ë eq 4m. ªÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑÒÓÂÄÑÍ Í ÔÒÇÍÕÓÖ,
ÐÂÌÆÇÐÐÞØ Ä [32], ÒÑÆÕÄÇÓÆËÎÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÎâ ÒÑÒÓÂÄÑÍ Í
ÒÑÎÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá, ÐÂÌÆÇÐÐÞØ Ä [31] Ô ÒÑÏÑÜßá ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ.

¥Îâ ÏÐÑÅËØ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ÄÂÉÐÑ, ÚÕÑÃÞ ÃÞÎÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ
Ô ÄÞÔÑÍÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ×ÑÕÑ-
ÓÑÉÆÇÐËâ ÆÎâ àÐÇÓÅËÌ ×ÑÕÑÐÂo9 100®à£, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ
ÕÑÚÐÑÔÕß ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑÌ. £ ÓÂ-
ÃÑÕÇ [26] ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ àÎÇÍ-
ÕÓÑÐ-ÒÑÊËÕÓÑÐÐÞØ ÒÂÓ ÐÂÌÆÇÐÑ ÕÑÚÐÑ ÒÑ Z Ô ÖÚÈÕÑÏ ÒÇÓ-
ÄÑÌ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË. £ ÑÃÎÂÔÕËo9 100®à£
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä [26] ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ËÏÇáÕ ÅÑÓÂÊÆÑ ÃÑÎÇÇ ÄÞ-
ÔÑÍÖá ÕÑÚÐÑÔÕß, ÚÇÏ ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞÇ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË.

¥Îâ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ e�eÿ-ÒÂÓÞ ÖÚÈÕ àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËâ
ÒÑÎâ âÆÓÂ ÂÕÑÏÐÞÏË àÎÇÍÕÓÑÐÂÏË ÄÂÉÇÐ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ
ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÅÑ ÄÍÎÂÆÂ, Â ÆÎâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ ÕÂÍÑÌ
ÖÚÈÕ ÆÂÈÕ ÏÂÎÞÌ à××ÇÍÕ. £ÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ ÖÚÈÕ ÑÕÎËÚËâ
ÂÕÑÏÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÕ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÐÂ ÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ
(à××ÇÍÕ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ âÆÓÂ) ÆÎâ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ
e�eÿ-ÒÂÓÞ ÄÑÑÃÜÇ ÐÇ ÄÂÉÇÐ. ¥Îâ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ m�mÿ-
ÒÂÓÞ ÄÂÉÇÐ ÖÚÈÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËâ, ÐÑ Ë ÍÑÐÇÚ-
ÐÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ âÆÓÂ. £ÞÚËÔÎÇÐËÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ
ÔÇÚÇÐËâ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ m�mÿ-ÒÂÓÞ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÒÇÓÄÑÌ ÍÄÂ-
ÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË ÐÇÆÂÄÐÑ ÃÞÎÑ ÒÓÑÄÇÆÇÐÑ Ä ÓÂ-
ÃÑÕÇ [25].

3.1. ¥Ë××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ
×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ e�eÿ-ÒÂÓÞ
¥Ë××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÓÑÉÆÇÐËâ e�eÿ-ÒÂÓÞ ×ÑÕÑ-
ÐÑÏ Ä ÂÕÑÏÐÑÏ ÒÑÎÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ [4]

ds�p; q; Z� � a

�2p�4o dp dq d�oÿ ep ÿ eq�jMj2 ; �9�
M �

�
dr �uÿp �r� c e v�q �r� exp �ikr� :

©ÆÇÔß e Ë k ì ÄÇÍÕÑÓ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Ë ËÏÒÖÎßÔ ×ÑÕÑÐÂ, p Ë
qì ËÏÒÖÎßÔÞ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ë ÒÑÊËÕÓÑÐÂ.

¥ÂÎÇÇ ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ Ä ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏ
ÔÇÚÇÐËË ds�p; q; Z� ÒÓÑÄÇÆÇÐÞ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÒÑÎâÓË-
ÊÂÙËâÏ ÍÑÐÇÚÐÞØ ÚÂÔÕËÙ Ë ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË
×ÑÕÑÐÂ. ¿ÕÑ ÔÇÚÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÔÖÏÏÞ
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ Ë ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÇÓÇ-

ÔÕÂÐÑÄÍË ËÏÒÖÎßÔÑÄ p Ë q ÚÂÔÕÇÌ:

ds�p; q; Z� � dss�p; q; Z� � dsa�p; q; Z� ;

dss�p; q; Z� � ds�p; q; Z� � ds�q; p; Z�
2

; �10�

dsa�p; q; Z� � ds�p; q; Z� ÿ ds�q; p; Z�
2

:

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÊÂÏÇÐÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÒÑÊËÕÓÑÐÑÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ËÊÏÇÐÇÐËá ÊÐÂÍÂ Z, ÕÑ ds�p; q; Z� � ds�q; p;ÿZ�, ÕÂÍ ÚÕÑ
dss�p; q; Z� âÄÎâÇÕÔâ ÚÈÕÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Z, Â dsa�p; q; Z� ì
ÐÇÚÈÕÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Z. £ ÄÇÆÖÜÇÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ
ÐÂÌÆÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [7, 8]. ±ÑÎÖÚÇÐÐÑÇ Ä àÕËØ ÓÂÃÑÕÂØ
ÔÇÚÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÚÈÕÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Z Ë ÆÂÈÕ ÄÍÎÂÆ ÕÑÎßÍÑ
Ä dss�p; q; Z�. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÏÇÇÏ

dss �
2am 2

��G�1ÿ iZ���4 dep ddp ddq
p2o3D 4

�

�
n��1ÿ u��e 2p � e 2q � � 2epeq�xp ÿ xq�2

�
Z2F 2�

� �u�e 2p � e 2q � � 2epeq�1ÿ xp ÿ xq�2
��1ÿ u�2F 0 2

o
;

F � F �ÿiZ; iZ; 1; u� ; F 0 � qF
qu

; u � 1ÿ D 2
?

m 2
xpxq ; �11�

xp �
1

1� d 2
p

; xq �
1

1� d 2
q

;

dp � p?
m
; dq � q?

m
; D � p� qÿ k ;

ÅÆÇ F �a; b; c; x�ì ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ, G�x�ì
ÅÂÏÏÂ-×ÖÐÍÙËâ ¿ÌÎÇÓÂ, p?, q? Ë D? ì ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ
ÄÇÍÕÑÓÑÄ p, q Ë D , ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÖ k.

¬ÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ÒÑÒÓÂÄÍÂ Í ÔÇÚÇÐËá, ÐÂÌÆÇÐÐÂâ
ÕÑÚÐÑ ÒÑ Z Ä ÓÂÃÑÕÇ [26], âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÚÈÕÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Z Ë
ÆÂÈÕ ÄÍÎÂÆ ÕÑÎßÍÑ Ä dsa�p; q; Z�, Õ.Ç. Ä ÊÂÓâÆÑÄÖá ÂÔËÏ-
ÏÇÕÓËá Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ:

dsa � ÿ
am 2Z2

��G�1ÿ iZ���2 dep ddp ddq
2p3=2o3D3

�

� Im

��1
0

dl���
l
p

�
1� xpl
1� xql

�iZ �����
xp

p
G�1ÿ iZ�G�1=2� iZ�
eq

���������������
1� xpl

p M�

� �p$ q; Z! ÿZ�
�
;

M� ��xp ÿ xq� iZF � �1ÿ xp ÿ xq� �1ÿ u�F 0��
� �4epeq�xp f1 � xq f2 � f3� � �e 2p � e 2q �� f1 � f2 � 2 f3�

��
� �e 2p � e 2q ��1ÿ u��� f1 ÿ f2� iZF ÿ u� f1 � f2�F 0

�
;

f1 � �1=2ÿ iZ�G ÿ �1ÿ z�G 0
1� xpl

; f2 � iZG ÿ �1ÿ z�G 0
1� xql

;

f3 � �1ÿ z�G 0
1� l

; G � F

�
1

2
ÿ iZ; iZ; 1; z

�
; G 0 � qG

qz
;

z � 1ÿ D2xpxq�1� l�
m 2�1� xpl��1� xql�

: �12�

¬ÂÍ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß, ÒÑÒÓÂÄÍÂ dsa ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÊÂÏÇÐÞ p$ q ; Z! ÿZ. ´ÂÍ ÍÂÍ i ÄØÑÆËÕ Ä
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ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ dsa ÕÑÎßÍÑ Ä ÍÑÏÃËÐÂÙËË iZ, ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÑÚÇÄËÆÐÑÌ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËâ ÒÑÒÓÂÄÍË dsa ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÊÂÏÇÐÞ Z! ÿZ, Â ÕÂÍÉÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÊÂÏÇÐÞ p$ q.

¥Îâ ÖÚÈÕÂ àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÖÏÐÑÉËÕß dss
(11) ÐÂ jF �D2�j2, ÅÆÇ F �D2�ì ÂÕÑÏÐÞÌ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓ. ¿ÕÑ
ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞ
ÕÑÎßÍÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË D0m, ÅÆÇ F �D2� � 1. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÂÕÑÏÐÞÌ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓ ÄÎËâÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ ÃÑÓ-
ÐÑÄÔÍÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÒÓË ÏÂÎÞØ D � rÿ1scr 5m, ÅÆÇ rscr ì
ÓÂÆËÖÔ àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËâ, rscr � Zÿ1=3=�ma�. ²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ
dsa�p; q; Z� ÒÑ Z ÐÂÚËÐÂÇÕÔâ Ô ÚÎÇÐÑÄ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞØ
Z3, Õ.Ç. ÄÇÎËÚËÐÂ dsa�p; q; Z� ÙÇÎËÍÑÏ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÖÎÑ-
ÐÑÄÔÍËÏË ÒÑÒÓÂÄÍÂÏË Ë âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÑÌ Í
àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËá. ±ÑàÕÑÏÖ ×ÑÓÏÖÎÂ ÆÎâ dsa�p; q; Z�, ÒÑÎÖ-
ÚÇÐÐÂâ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ Ë ÆÎâ
ÂÕÑÏÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

©ÂÓâÆÑÄÂâ ÂÔËÏÏÇÕÓËâ A Ä ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÔÇÚÇ-
ÐËË ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

A � dsa�p; q; Z�
dss�p; q; Z� : �13�

£ÐÇ ÑÚÇÐß ÖÊÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, D?9 jDkj � jkD j=o � m 2=o,
ÏÑÉÐÑ ÔÆÇÎÂÕß ÊÂÏÇÐÖ D2 ! D 2

? � m 2�dp � dq�2. ±ÑàÕÑ-
ÏÖ, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (11) Ë (12), ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐ-

ÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ dp, dq Ë x � ep=o ÂÔËÏÏÇÕÓËâ A ÑÃÓÂÕÐÑ
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ o. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 1 ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
A ÑÕ dp ÆÎâ ÄÑÎß×ÓÂÏÂ �Z � 0;54� ÒÓË ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÊÐÂ-
ÚÇÐËâØ dq Ë j, ÅÆÇ j ì ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÄÇÍÕÑÓÂÏË dp Ë dq.
£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÊÂÓâÆÑÄÂâ ÂÔËÏÏÇÕÓËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÌ (A � 20ÿ30% ÆÎâ o=m � 50). ¡ÔËÏÏÇÕ-
ÓËâ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ, ÍÑÅÆÂ dp Ë (ËÎË) dq âÄÎâáÕÔâ ÃÑÎß-
ÛËÏË ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÇÆËÐËÙÇÌ.

¥Îâ j � p ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÔÍÂÚÑÍ Ä ÂÔËÏÏÇÕÓËË A Ä
ÕÑÚÍÇ dp � dq, ÅÆÇ jD?j � 0. £ àÕÑÌ ÕÑÚÍÇ A ÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÍ.
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËÇ Ä A ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÚËÕÞÄÂÕß
ÕÑÎßÍÑ Ä ÑÚÇÐß ÖÊÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, jD?j9 rÿ1scr .

£ÂÉÐÑÔÕß ÄÍÎÂÆÑÄ ÄÞÔÛËØ ÒÑÓâÆÍÑÄ ÒÑ Z Ä ÂÔËÏÏÇÕ-
ÓËá ËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÕÔâ ÓËÔ. 2, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÊÂÄË-
ÔËÏÑÔÕß A ÑÕ Z � Za ÒÓË dp � 2, dq � 4 Ë ÐÇÔÍÑÎßÍËØ
ÊÐÂÚÇÐËâØ x � ep=o Ë j. ºÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ ÒÑÎÖÚÇÐÂ Ä
ÅÎÂÄÐÑÏ ÒÑ Z ÒÓËÃÎËÉÇÐËË (ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÑ Z). £ËÆÐÑ, ÚÕÑ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß A ÑÕ Z âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ÔËÎßÐÑÌ ÖÉÇ ÒÓË
ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ Z.

°ÃÔÖÆËÏ ÔÇÚÇÐËÇ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ, ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÇ ÒÑ ÖÅÎÂÏ ÄÞÎÇÕÂ ÒÑÊËÕÓÑÐÂ (ÒÑ dq). ±ÓâÏÑÇ ËÐÕÇÅÓË-
ÓÑÄÂÐËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (12) ÆÑÄÑÎßÐÑ ÊÂÕÓÖÆÐËÕÇÎßÐÑ.°ÆÐÂÍÑ
ÏÞ ÏÑÉÇÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÕÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÕÂÍÑÅÑ ÒÓÑ-
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄ ÒÇÓÇÔÚÈÕ ËÊ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÆÎâ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ. ªÔ-
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²ËÔ. 1. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕßA (Ä ÇÆËÐËÙÂØm=o) ÑÕ dp ÆÎâ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ dq,j Ë x � ep=o: x � 0;25 (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ), x � 0;5 (ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ)
Ë x � 0;75 (ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ), Z � 0;54 (ÄÑÎß×ÓÂÏ).
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ÒÑÎßÊÖâ ×ÑÓÏÖÎÖ (56) ËÊ ÓÂÊÆÇÎÂ 4, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

dss
dp
� 4aZ2x 2

p

pm4o3

�
�e 2p� e 2q �L� epeq

�
1� 4xp�1ÿ xp�

�
Lÿ 3

2

���
;

dsa
dp
� paZ2 Re g�Z�

m 3o3epeq
xp
�
eq�e 2p � e 2q � 2epoxp�F1ÿ

ÿ xp�e 2po� e 3q � 4epeqoxp�F2

�
;

L � ln

�
2epeq
mo

�
ÿ 1

2
ÿ f �Z� ; �14�

F1 � F

�
1

2
;
1

2
; 1; ÿd 2

p

�
� 2

p
K�ÿd 2

p � ;

F2 � F

�
ÿ 1

2
;
1

2
; 1; ÿd 2

p

�
� 2

p
E�ÿd 2

p � ;

ÅÆÇ K Ë Eì àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË. ¶ÖÐÍÙËË f Ë g Ä (14)
ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÅÂÏÏÂ-×ÖÐÍÙËá ¿ÌÎÇÓÂ G�t� Ë ÇÈ
ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá c�t� � d lnG�t�=dt:

f �Z� � Re
�
c�1� iZ� ÿ c�1�� ; �15�

g�Z� � Z
G�1ÿ iZ�G�1=2� iZ�
G�1� iZ�G�1=2ÿ iZ� :

£ÞÓÂÉÇÐËÇ (14) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ. £ÎËâÐËÇ àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËâ ÐÂ ÃÑÓÐÑÄÔÍËÌ ÄÍÎÂÆ ØÑ-
ÓÑÛÑ ËÊÖÚÇÐÑ, Ë ÑÐÑ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ËÊÏÇÐÇÐËá ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ
ÎÑÅÂÓË×ÏÂ Ë ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ Ä L (ÔÏ. [12]). ¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÍÖ-
ÎÑÐÑÄÔÍËØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ, ÕÑ ÄÎËâÐËÇÏ ÐÂ ÐËØ àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËâ
ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß.

°ÒÓÇÆÇÎËÏ ÊÂÓâÆÑÄÖá ÂÔËÏÏÇÕÓËá A1 ×ÑÓÏÖÎÑÌ

A1 � dsa=dp
dss=dp

: �16�

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 3 ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß A1 ÑÕ dp ÒÓË Z � 0;54
(ÄÑÎß×ÓÂÏ), o=m � 50 Ë ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ x. ©ÂÄËÔË-
ÏÑÔÕß A1 ÑÕ o, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ A�o�, ÐÇ ÔÄÑÆËÕÔâ Í
ÏÐÑÉËÕÇÎá m=o ËÊ-ÊÂ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
dss�p; Z� ÑÕ o. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÂÔËÏÏÇÕÓËâ A1 âÄÎâÇÕÔâ
ÊÂÏÇÕÐÑÌ, ØÑÕâ Ë ÅÑÓÂÊÆÑ ÏÇÐßÛÇÌ, ÚÇÏ ÂÔËÏÏÇÕÓËâ A.

3.2. ¥Ë××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ
×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ l�lÿ-ÒÂÓÞ
¶ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËÇ ÒÂÓÞ m�mÿ ÐÂ ÕâÉÈÎÞØ ÂÕÑÏÂØ ÕÂÍÉÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÄÂÉÐÞÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ ¬¿¥. £ÞÚËÔÎÇÐËÇ ÔÇÚÇÐËâ
×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ ÆÎâ ÏáÑÐÑÄ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
ÔÇÚÇÐËâ ÆÎâ e�eÿ-ÒÂÓÞ, ÕÓÇÃÖÇÕ ÖÚÈÕÂ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÓÂÊ-
ÏÇÓÂ âÆÓÂ R (ÑÕÎËÚËÇ ÒÑÎâ âÆÓÂ ÑÕ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÐÂ
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²ËÔ. 2. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕßA (Ä ÇÆËÐËÙÂØm=o) ÑÕ Z � Za ÆÎâ dp � 2, dq � 4 Ë ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ x Ë j. ³ÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ì ÕÑÚÐÞÌ ÒÑ Z ÓÇÊÖÎßÕÂÕ.
ºÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ ÒÑÎÖÚÇÐÂ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÒÑ Z ÒÓËÃÎËÉÇÐËË (ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÑ Z).
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ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ r < R). ¢ÑÓÐÑÄÔÍÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÒÓÑÒÑÓÙËÑ-
ÐÂÎßÐÑ ÍÄÂÆÓÂÕÖ âÆÇÓÐÑÅÑ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓÂ Fn�D2� Ë ÚÖÄ-
ÔÕÄËÕÇÎßÐÑ Í ÄËÆÖ àÕÑÅÑ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÆÎâ
ÕâÉÈÎÞØ âÆÇÓ ÍÑÏÒÕÑÐÑÄÔÍÂâ ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ ÏáÑÐÂ
lm � 1=mm � 1;87 ×Ï (mm ì ÏÂÔÔÂ ÏáÑÐÂ) ÏÇÐßÛÇ ÓÂ-
ÆËÖÔÂ âÆÓÂ (R � 7;3 ×Ï ÆÎâ ÊÑÎÑÕÂ Ë R � 7;2 ×Ï ÆÎâ
ÔÄËÐÙÂ). ¬ÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË ÆÎâ ÒÑÎÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ
×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ ÏáÑÐÐÑÌ ÒÂÓÞ ÑÃÔÖÉÆÂÎËÔß Ä ÓÂÃÑÕÂØ
[33 ë 35]. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÄÍÎÂÆÂ ÒÑÎÐÑÅÑ ÃÑÓÐÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÓËÙÇÎßÐÞÏË ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂÏË r Ä ÑÃÎÂÔÕË R5 r5o2=m, ÅÎÂÄÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ä
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÒÑÎÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÑÃÎÂÔÕßá ÒÓËÙÇÎßÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ r � lm 9R. £ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÒÑÎÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá ÔËÎßÐÑ
ÒÑÆÂÄÎÇÐÞ âÆÇÓÐÞÏ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓÑÏ. £ ÕÇÚÇÐËÇ ÆÎËÕÇÎß-
ÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÔÚËÕÂÎÑÔß, ÚÕÑ àÕÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÔÒÓÂÄÇÆ-
ÎËÄÑ ÆÎâ ÄÔÇØ ÄÇÎËÚËÐ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÏË
ÒÑÒÓÂÄÍÂÏË. °ÆÐÂÍÑ ËÊÖÚÇÐËÇ Ä ÐÇÆÂÄÐÇÌ ÓÂÃÑÕÇ [25]
ÊÂÓâÆÑÄÑÌ ÂÔËÏÏÇÕÓËË Ä ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÔÇÚÇÐËË
×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ m�mÿ-ÒÂÓÞ ÒÓË o4mm ÒÑÍÂÊÂÎÑ, ÚÕÑ àÕÑ
ÐÇ ÕÂÍ.

¥Îâ ÒÇÓÇÆÂÚË ËÏÒÖÎßÔÂ D?0 1=R ÖÚÈÕ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓÂ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔËÎßÐÑÏÖ ÒÑÆÂÄÎÇÐËá ÔÇÚÇÐËâ, ÊÆÇÔß D �
� p� qÿ k, p ì ËÏÒÖÎßÔ mÿ, q ì ËÏÒÖÎßÔ m�. ±ÑàÕÑÏÖ
ÊÂÓâÆÑÄÂâ ÂÔËÏÏÇÕÓËâ âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÏÇÕÐÑÌ Ä ÑÃÎÂÔÕË
D?9 1=R, ÐÑ ÒÓË p? � q? � m4D?, ÕÂÍ ÚÕÑ jp? � q?j5
5 jp? ÿ q?j. ¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [26], Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË Ä
ÓÂÊÎÑÉÇÐËË ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ ÒÑ Z ÑÔÕÂÈÕÔâ ÕÑÎßÍÑ
ÄÍÎÂÆ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÌ Z3, ÆÂÉÇ ÒÓË Z � 1. £ÍÎÂÆ Ä
ÔÇÚÇÐËÇ dsa�p; q; Z�, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÌ Z3, Ä ÑÃÎÂÔÕË
jp? � q?j5 jp? ÿ q?j Ô ÖÚÈÕÑÏ âÆÇÓÐÑÅÑ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓÂ
ÄÞÚËÔÎÇÐ Ä ÓÂÃÑÕÇ [25]. ¿ÕÑÕ ÄÍÎÂÆ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÊÂÓâÆÑ-
ÄÖá ÂÔËÏÏÇÕÓËá A / Z. ±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË
ÑÃÇ ÄÇÎËÚËÐÞ,A Ë dss�p; q; Z� / Z2, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÇÎËÍË ÆÎâ
ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ËØ ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÐÂÃÎáÆÂÕß àÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÑ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ p?4m Ë q?4m ÔÇÚÇÐËÇ dsa
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÑÔß Ä ÓÂÃÑÕÇ [36] ÆÎâ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ ÒÂÓÞ
ÔÍÂÎâÓÐÞØ ÚÂÔÕËÙ.

¥Îâ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ ÒÂÓÞ m�mÿ ÄÇÆÖÜËÌ ÒÑ Z ÄÍÎÂÆ Ä
ÔÇÚÇÐËÇ dss ËÏÇÇÕ ÄËÆ [4]

dss � 2am 2 dep ddp ddq
�2p�4o3

V 2
F �D2��

�
�
D2

m 2
xpxq�e 2p � e 2q � � 2epeq�xp ÿ xq�2

�
; �17�

ÅÆÇ VF�D2� � ÿ4pZFn�D2�=D2, Fn�D2� ì âÆÇÓÐÞÌ ×ÑÓÏ-
×ÂÍÕÑÓ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÊÂÏÇÕÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÇÆËÐËÙÞ ÒÓË
D0 1=R, ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÄÄÇÆÇÐÞ Ä (11). ¥Îâ
ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÚÂÔÕË ÔÇÚÇÐËâ Ä ÓÂÃÑÕÇ [36] ÒÑÎÖÚÇÐ
ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ:
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¥Îâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ J�D� � 2p2Z2=D. £ ×ÑÓÏÖÎÇ ÆÎâ
ÊÂÓâÆÑÄÑÌ ÂÔËÏÏÇÕÓËË A � dsa=dss ÄÔâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ
ÊÂÓâÆÂ âÆÓÂ ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ Ä ÑÕÐÑÛÇÐËË J�D�=VF�D2�.
ÁÆÇÓÐÞÌ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ØÑÓÑÛÑ ÂÒÒÓÑÍÔËÏË-
ÓÖÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ

Fn�D2� � L 2

D2 � L 2
; �21�

ÅÆÇL � 60®à£ ÆÎâ ÕâÉÈÎÞØ âÆÇÓ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ×ÖÐÍÙËâ
F�D� � ÿ2J�D�=�pZDVF�D2�� ËÏÇÇÕ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄËÆ:

F�D� �
�
1� D2

L2

��
1� 2

p
arctan

�
D
2L

�
ÿ 4

p
arctan

�
D
L

��
ÿ

ÿ 12DL
p�D2 � 4L 2� : �22�

±ÓË D5L ËÏÇÇÏ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ F�D� � 1ÿ 6D=�pL�, ÕÂÍ
ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ F�D� ÃÞÔÕÓÑ ÖÃÞÄÂÇÕ Ô ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ D. ¯Â
ÓËÔÖÐÍÇ 4 ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß F�D� ÑÕ D ÆÎâ ÔÄËÐÙÂ
(Z � 82).

¥Îâ D5 jp? ÿ q?j ×ÑÓÏÖÎÂ (18) ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ:

dsa � am 2 dep ddp ddq
�2p�4o2

�xp ÿ xq��

�
�
2�xp � xq� �

e 2p � e 2q
epeq

�
VF�D2�J�D� : �23�

0 1 2 3 4 5

0

A1

dp

0,05

0,10

²ËÔ. 3. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß A1 ÑÕ dp ÆÎâ x � 0;25 (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ), x � 0;5
(ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ) Ë x � 0;75 (ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ); Z � 0;54 (ÄÑÎß-
×ÓÂÏ), o=m � 50.
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²ËÔ. 4. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ×ÖÐÍÙËË F�D� ÑÕ D ÆÎâ ÔÄËÐÙÂ �Z � 82�.
³ÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÓÇÂÎßÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÊÂÓâÆÂ,
ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ×ÑÓÏÖÎÇ (22) Ô L � 60®à£.
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£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÎâ ÂÔËÏÏÇÕÓËË ÒÑÎÖÚÂÇÏ

A � pZmok�xp � xq � B�
4epeq�B� k 2xpxq�

F�D� ;
�24�

B � e 2p � e 2q
2epeq

; k � m�xq ÿ xp�
Dxpxq

:

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÄÞâÔÐËÕß ØÂÓÂÍÕÇÓÐÖá ÄÇÎËÚËÐÖ ÂÔËÏ-
ÏÇÕÓËË A, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÃÎÂÔÕß, ËÐÕÇÓÇÔÐÖá Ô àÍÔ-
ÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ: jfj5 jep ÿ eqj=o5 1 Ë
jyp ÿ yqj=jyp � yqj5 jep ÿ eqj=o, ÅÆÇ f ì ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ
ÄÇÍÕÑÓÂÏË p? Ë ÿq?. £ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË

A � pZy�1� 2x�
�1� 4x 2d 2� F

ÿ
yjep ÿ eqj

�
sgn �ep ÿ eq� ;

�25�
y � 1

2
�yp � yq�; d � oy

2m
; x � 1

1� d 2
;

Ë ÄÔâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ep ÿ eq ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ Ä ×ÖÐÍÙËËF . ´ÂÍ
ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (24) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÆÎâ ÄÔÇØ Z9 1, ÏÐÑÉË-
ÕÇÎß ÒÇÓÇÆ F Ä (25) ÏÑÉÇÕ ÎÇÅÍÑ ÒÓÇÄÞÔËÕß 10%.

3.3. ³ÒÇÍÕÓ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ
Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ e�eÿ-ÒÂÓ
¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÔÒÇÍÕÓ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ Ä
ÑÃÎÂÔÕË ep; q 4m, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÕß ÒÑ ÖÅÎÂÏ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ dss Ë dsa ËÊ (14). ²ÇÊÖÎßÕÂÕ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

dss
dx
� 4s0

�
1ÿ 4

3
x�1ÿ x�

�
L ;

�26�
dsa
dx
� s0p3�1ÿ 2x�m

2x�1ÿ x�o
�
1ÿ 3

2
x�1ÿ x�

�
Re g�Z� ;

ÅÆÇ L Ë g�Z� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ Ä (14) Ë (15) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ,
x � ep=oìÆÑÎâ àÐÇÓÅËË àÎÇÍÕÓÑÐÂ, s0 � aZ2=m 2. ³ÖÏÏÂ
dss=dx� dsa=dx âÄÎâÇÕÔâ ÔÒÇÍÕÓÑÏ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ×ÑÕÑÓÑÉ-
ÆÇÐËâ, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞÏ Ä ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ Ô
ÖÚÈÕÑÏ ÒÇÓÄÑÌ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË. ¹ÕÑÃÞ ÒÑ-
ÎÖÚËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ Í ÔÒÇÍÕÓÖ,
dsC=dx, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ Ä dss=dx ÊÂÏÇÐËÕß L ×ÖÐÍÙËÇÌÿf �Z�,
Â dsa=dx ÑÔÕÂÄËÕß ÃÇÊ ËÊÏÇÐÇÐËÌ. ¬ÂÍ Ë (14), ×ÑÓÏÖÎÂ (26)
ÄÇÓÐÂ ÆÎâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, ÑÆÐÂÍÑ ÄÎËâÐËÇ àÍÓÂÐËÓÑ-
ÄÂÐËâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÕÑÎßÍÑ Ä ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÏ ÄÍÎÂÆÇ. £ÎËâÐËÇ
àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËâ ÐÂ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË ÔÄÑÆËÕÔâ Í
ÏÂÎÑÏÖ ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ 1=�mrscr� ÄÍÎÂÆÖ [8]. ¬ÑÎËÚÇÔÕÄÇÐ-
ÐÑÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÄÎËâÐËâ àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËâ ÐÂ ÍÖÎÑÐÑÄ-
ÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË ÒÓÑÄÇÆÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [26]. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÔÒÇÍÕÓÖ ÃÞÎË ÐÂÌÆÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÇ
[31] ÇÜÈ ÆÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ Ë ÒÓÑËÐÕÇ-
ÅÓËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÑ ÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÇ ÔÇÚÇÐËÌ. £ÍÎÂÆ dsa=dx
ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÓÑÉÆÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÓË
x < 1=2 Ë ÖÏÇÐßÛÂÇÕ ÒÓË x > 1=2. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ
ÒÑÊËÕÓÑÐÑÄ ÔËÕÖÂÙËâ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÂâ. ´ÂÍÑÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ
ÔÒÇÍÕÓÂ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÆÎâ ÎáÃÞØ o Ë ÐÂËÃÑÎÇÇ âÓÍÑ
ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÒÓË ÐËÊÍËØ àÐÇÓÅËâØ ×ÑÕÑÐÂ, o > 2m [5].
¥Îâ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞØ o ÔÒÇÍÕÓ (26) ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÎË-
ÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÔÒÇÍÕÓÂ, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔË-
ÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ¿ÕÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÕ
ÓËÔ. 5, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÑÍÂÊÂÐÞ sÿ10 dsC=dx Ô ÒÑÒÓÂÄÍÑÌ
(ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ) Ë ÃÇÊ ÒÑÒÓÂÄÍË (ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ)
ÆÎâ ÔÄËÐÙÂ �Z � 82� ÒÓË o � 50®à£.

3.4. ¬ÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË
Í ÒÑÎÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ
¬ÖÎÑÐÑÄÔÍÂâ ÒÑÒÓÂÄÍÂ Í ÒÑÎÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá ×ÑÕÑÓÑÉÆÇ-
ÐËâ Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏ ÒÑÎÇ ÄÞÚËÔÎÇÐÂ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Ä ÓÂÃÑÕÇ [8]:

s �0�C � ÿ 28

9
s0 f �Z� : �27�

£ ÓÂÃÑÕÇ [26] ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ àÍÓÂ-
ÐËÓÑÄÂÐËâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ Í ÒÑÎÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá
ØÑÓÑÛÑ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

s scr
C � ÿ5;4� 10ÿ4 Zs �0�C : �28�

ªÊ-ÊÂ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËË ds �1�C =dx ÒÓË ep; q 4m ÄÍÎÂÆ s �1�C Ä
ÒÑÎÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÆÂÄÂÕß ÕÑÎßÍÑ ÑÃÎÂÔÕß àÐÇÓÅËÌ
ep � m ËÎË eq � oÿ ep � m. ¬ÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËÇ Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÑ Ë ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
ÔÒÇÍÕÓÂ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÓÖÅÑÌ ÒÑÆØÑÆ (ÔÏ.
ÓÂÊÆÇÎ 3.5).

´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÒÑÒÓÂÄÍÖ Í ÒÑÎÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá ÏÑÉÐÑ
ÄÞÚËÔÎËÕß, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÕÑÎßÍÑ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËÇ. ¥Îâ àÕÑÅÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [31] ÃÞÎÂ ÒÓËÏÇÐÇÐÂ ÑÒÕËÚÇ-
ÔÍÂâ ÕÇÑÓÇÏÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÔÄâÊÞÄÂÇÕ ÏÐËÏÖá ÚÂÔÕß ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÞ ÆÇÎßÃÓáÍÑÄÔÍÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ MD ÄÒÇÓÈÆ (ÓÂÔÔÇâÐËÇ
×ÑÕÑÐÂ Ä ÂÕÑÏÐÑÏ ÒÑÎÇ ÚÇÓÇÊ ÓÑÉÆÇÐËÇ Ë ÒÑÔÎÇÆÖáÜÖá
ÂÐÐËÅËÎâÙËá ÄËÓÕÖÂÎßÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÐ-ÒÑÊËÕÓÑÐÐÑÌ ÒÂÓÞ
[21]) Ë ÔÖÏÏÖ ÔÇÚÇÐËÌ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ Ô àÎÇÍÕÓÑÐÑÏ Ä
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÏ ÔÒÇÍÕÓÇ scoh Ë ÔÄâÊÂÐÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË sbf:

1

o
ImMD � scoh � sbf : �29�

£ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÒÓËÐÙËÒÖ ±ÂÖÎË ÒÓË
ÓÑÉÆÇÐËË e�eÿ-ÒÂÓÞ ×ÑÕÑÐÑÏ ÐÂ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÏ ÂÕÑÏÇ
ÓÑÉÆÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÔÄâÊÂÐÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÐÇ ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ sbf ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÖÚÕÇÐÑ Ä
ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (29). ±ÑÎÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ sbf Ä
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏ ÒÑÎÇ ÐÂÌÆÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [37] ÆÎâ o4m. £
àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÔÇÚÇÐËÇ sbf ÑÃÓÂÕÐÑ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ o Ë
ÑÐÑ ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÖÚÕÇÐÑ ÒÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËâ (29) ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÒÑÒÓÂÄÑÍ Í scoh. ¤ÎÂÄÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ä
sbf ÒÓË o4m ÆÂÈÕÔâ àÎÇÍÕÓÑÐÂÏË Ä ÐËÊÍÑÎÇÉÂÜËØ
ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËâØ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËÇÏ
ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß. ±ÑàÕÑÏÖ Ä (29) ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ Ä [37] ÔÇÚÇÐËÇ sbf, ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß

0

0
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ÿ1,5
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x

²ËÔ. 5. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß sÿ10 dsC=dx ÑÕ x (26) ÆÎâ ÔÄËÐÙÂ �Z � 82� ÒÓË
o � 50 ®à£. ºÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ ì ÅÎÂÄÐÞÌ ÄÍÎÂÆ, ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓË-
ÄÂâ ì ÄÍÎÂÆ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÒÇÓÄÑÌ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË.
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ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä ÄËÆÇ [37]

sbf � 4ps0Z3 h�Z� mo ; �30�

×ÖÐÍÙËâ h�Z� ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 6.
£ÇÆÖÜËÌ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑ-

ÒÓÂÄÍË Í ÂÏÒÎËÕÖÆÇ ÆÇÎßÃÓáÍÑÄÔÍÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÄÒÇÓÈÆ
ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ (27) Ë (29):

M
�0�
DC � ÿi

28

9
os0 f �Z� : �31�

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ ÚÂÔÕß ÒÇÓÄÑÌ ÒÑ m=o ÒÑÒÓÂÄÍË M
�1�
DC

ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÚËÔÎÇÐÂ Ä ÓÂÏÍÂØ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ [31]:

ReM
�1�
DC �

aZ2p3 Im g�Z�
m

ln
o
m
: �32�

¢ÑÎßÛÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÎÑÅÂÓË×ÏÂ ln �o=m� ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÔÎÇÆ-
ÔÕÄËÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ àÐÇÓÅËË e ÄËÓÕÖÂÎßÐÑÅÑ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÂ Ä ÑÃÎÂÔÕË d < e < oÿ d, ÅÆÇ o4 d4m. ªÏÇÐÐÑ Ô
àÕËÏ ÔÄâÊÂÐÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ReM

�1�
DC. ®ÐËÏÂâ

ÚÂÔÕß M
�1�
DC ÐÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ ln �o=m� Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÃÎÂ-

ÔÕâÏË ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ e � m Ë oÿ e � m, Ä ÍÑÕÑÓÞØ
ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÑ. ´ÇÏ ÐÇ
ÏÇÐÇÇ ÄÇÎËÚËÐÂ ImM

�1�
DC, ÍÑÕÑÓÂâ ÔÄâÊÂÐÂ Ô s �1�C (29),

ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÂ ËÊ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ
MD [38]

ReMD�o� � 2

p
o2 P

�1
0

ImMD�o 0� do 0
o 0�o 0 2 ÿ o2� ; �33�

ÅÆÇ P ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ Ä ÔÏÞÔÎÇ ÅÎÂÄÐÑÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ. ªÊ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÄÞÔÑÍÑàÐÇÓÅÇ-
ÕËÚÇÔÍÂâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ReM

�1�
DC (32) ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÔÄâÊÂÐÂ Ô

ÄÞÔÑÍÑàÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÑÌ ImM
�1�
DC:

ImM
�1�
DC � ÿ

aZ2p4 Im g�Z�
2m

: �34�

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÊ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓÇÏÞ (29) ÔÎÇÆÖÇÕ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÑÒÓÂÄÍË s �1�C

s �1�C � s0

�
ÿ p4

2
Im g�Z� ÿ 4pZ3 h�Z�

�
m

o
: �35�

£ÇÎËÚËÐÂ �o=m�s �1�C =s �0�C ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 7 (ÔÒÎÑÛÐÂâ
ÍÓËÄÂâ). £ËÆÐÑ, ÚÕÑ àÕÑ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÄÇÎËÍÑ ÆÎâ ÎáÃÞØ Z.
±ÑàÕÑÏÖ s �1�C ÆÂÈÕ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ
ÒÑÒÓÂÄÍË sC Í ÒÑÎÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ ÒÓË
ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞØ àÐÇÓÅËâØ ×ÑÕÑÐÂ. ºÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ ÐÂ
ÓËÔ. 7 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ àÕÑÏÖ ÉÇ ÑÕÐÑÛÇÐËá ÃÇÊ ÖÚÈÕÂ sbf Ä

ÖÓÂÄÐÇÐËË (35). £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞÌ ÄÍÎÂÆ ÔÎÂÅÂÇ-
ÏÑÅÑ Ä (35), ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ h�Z�, ÚËÔÎÇÐÐÑ ÏÂÎ.

ªÊ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ Ä ÓÂÃÑÕÇ [8], ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË sC Í ÒÑÎÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá ×ÑÕÑÓÑÉ-
ÆÇÐËâ Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏ ÒÑÎÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ

sC � s �0�C � s �1�C � s �2�C � . . . �36�

³ÎÂÅÂÇÏÑÇ s �n�C ËÏÇÇÕ ÄËÆ �m=o�nL�n��ln �o=m��, ÅÆÇ
L�n��x�ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÒÑÎËÐÑÏ. ¯ÇÊÂÄËÔËÏÑÇ ÑÕ o ÔÎÂÅÂÇ-
ÏÑÇ s �0�C ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ [8]. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ (35) ÆÎâ s �1�C , ÍÑà××ËÙËÇÐÕ L�1� ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
o, Â àÕÑ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÕ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËá Ä ÓÂÃÑÕÇ [30] Ñ
ÕÑÏ, ÚÕÑ L�1��x� ì ÒÑÎËÐÑÏ ÄÕÑÓÑÌ ÔÕÇÒÇÐË. ¯ÂËÃÑÎÇÇ
ÕÑÚÐÞÇ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞÇ ÆÂÐÐÞÇ ÆÎâ ÔÇÚÇÐËâ ×ÑÕÑ-
ÓÑÉÆÇÐËâ ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÆÎâ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ àÐÇÓ-
ÅËË ×ÑÕÑÐÂ [39 ë 41]. £ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÒÓÂÄÍÂ s �1�C ÄÇÎËÍÂ
(ÔÏ. ÓËÔ. 7) Ë ÔÎÇÆÖáÜÂâ ÒÑÒÓÂÄÍÂ s �2�C Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËË (36)
ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ. ¥Îâ àÕÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË Ä
ÓÂÃÑÕÇ [31] ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÂÔß ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËâ

s �2�C � s0

�
b ln

o
2m
� c

��
m

o

�2

; �37�

ÅÆÇ b Ë c ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ×ÖÐÍÙËË Z. ¿ÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞÇ
ÆÂÐÐÞÇ ÆÎâ scoh ØÑÓÑÛÑ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

scoh � sB � s �0�C � s scr
C � s �1�C � s �2�C ; �38�

ÅÆÇ sB ìÃÑÓÐÑÄÔÍÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ [4], s �0�C , s scr
C Ë s �1�C ÆÂÐÞ ×ÑÓ-

ÏÖÎÂÏË (27), (28) Ë (35); s �2�C ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ Ä (37) Ô b �
� 3;78 �o=m� sÿ10 s �1�C Ë c � 0.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 8 ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ S��scohÿsB�=s �0�C ,
ÍÑÕÑÓÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍÑÌ Ä ÇÆËÐËÙÂØ
s �0�C (27).

²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÃÑÕÞ [31] ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ,
ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐËÇ ÓÂÃÑÕÞ [30] ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ ÛÕÓËØÑÄÑÌ ÍÓË-
ÄÑÌ. ¿ÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞÇ ÆÂÐÐÞÇ ÆÎâ S ÄÊâÕÞ ËÊ ÓÂÃÑÕÞ
[39] ÆÎâ ÄËÔÏÖÕÂ Ë ÓÂÃÑÕ [40, 41] ÆÎâ ÔÄËÐÙÂ. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ [31] ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÒÓÇÍÓÂÔÐÑÏ ÔÑÅÎÂÔËË Ô ÆÂÐ-
ÐÞÏË àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÄ. ²ÂÊÐËÙÂ ÏÇÉÆÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË [30] Ë
[31] ÏÂÎÂ ÒÓË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÏÂÎÞØ àÐÇÓÅËâØ Ë ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÊÂÏÇÕÐÑÌ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ àÐÇÓÅËË. ¿ÕÂ ÓÂÊÐËÙÂ ÔÕÓÇÏËÕÔâ
Í ÍÑÐÔÕÂÐÕÇ s scr

C =s �0�C ÒÓË o!1, Õ.Ç. ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [30] ÄÎËâÐËÇ àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËâ ÐÂ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑ-
ÒÓÂÄÍË ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÎÑÔß.
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²ËÔ. 6. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ×ÖÐÍÙËË h�Z� ÑÕ Z, Z � Za.
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²ËÔ. 7. °ÕÐÑÛÇÐËÇ �o=m�s �1�C =s �0�C ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ Z (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ).
ºÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÑÏÖ ÉÇ ÑÕÐÑÛÇÐËá, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÑ-
ÏÖ ÃÇÊ ÖÚÈÕÂ ÓÑÉÆÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÔÄâÊÂÐÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË.
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3.5. ¶ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËÇ e�eÿ-ÒÂÓÞ ÒÓË ep � m ËÎË eq � m
³ÇÚÇÐËÇ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ Ä ÍÑÐÙÇ ÔÒÇÍÕÓÂ (ep � m ËÎË
eq � m) ËÊÖÚÂÎÑÔß Ä ÓÂÃÑÕÂØ [32, 42]. £ ÓÂÃÑÕÇ [42]
ËÊÖÚÂÎÑÔß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑ ÖÅÎÂÏ y ÏÇÉÆÖ ËÏÒÖÎß-
ÔÑÏ ÒÑÊËÕÓÑÐÂ q Ë ËÏÒÖÎßÔÑÏ ×ÑÕÑÐÂ k ÆÎâ àÐÇÓÅËÌ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ ep, ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛËØ àÐÇÓÅËË ÒÑÊËÕÓÑÐÂ eq, ÕÂÍ
ÚÕÑ àÎÇÍÕÓÑÐ ÐÇ ÑÃâÊÂÐ ÃÞÕß ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÏ.
¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÎÑÔß ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÖÔÎÑÄËâ����������
ep=o

p
4 y4 ep=o, ÚÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÃÑÎßÛÑÌ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ

ËÏÒÖÎßÔ ÒÑÊËÕÓÑÐÂ D � eqy4 ep, ÐÑ ÏÂÎÞÌ ÖÅÑÎ y. £
àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ, ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐÐÑÇ
ÒÑ ÖÅÎÂÏ ÄÞÎÇÕÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ, ËÏÇÇÕ ÄËÆ [4]

dsB
dq
� 2aZ2

poD4
ln

�
1� bp
1ÿ bp

�
; bp �

p

ep
: �39�

³ÇÚÇÐËÇ dsB=dq ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá ÒÓË bp ! 0, ÑÆÐÂÍÑ
ÕÑÚÐÑÇ ÒÑ Z ÔÇÚÇÐËÇ ÐÇ ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá Ä àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ:

ds
dq
� 4a

oD4
exp �ÿpZ�

X1
l�1

l 3�2Z�2g�1
��G�gÿ iZ���2
G 2�2g� 1� �

� ÿjG1j2 � 2Z2jG2j2 ÿ 2Z Im �G�1G2�
�
; �40�

G1� F �gÿ iZ; 2g� 1; 2iZ� ; G2� F �g� 1ÿ iZ; 2g� 2; 2iZ�
2g� 1

;

ÅÆÇ g �
���������������
l 2 ÿ Z2

p
. ±ÓË Z5 1 ×ÑÓÏÖÎÂ (40) ËÏÇÇÕ ÂÔËÏÒÕÑ-

ÕËÍÖ

ds
dq
� 8aZ3

oD4
: �41�

°ÕÐÑÛÇÐËÇ ÔÇÚÇÐËâ ds=dq (40) Ë ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË (41)
ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 9 Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ Z. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÚÎÇÐÞ
ÄÞÔÛËØ ÒÑÓâÆÍÑÄ ÒÑ Z ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÏÇÐâáÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ,
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ Ä ÐËÊÛÇÏ ÒÑ Z ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ
ÔÇÚÇÐËÇ ds=dp ËÔÚÇÊÂÇÕ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ bq ! 0, ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÑÎÐÑÄÂâ
×ÖÐÍÙËâ ÆÎâ ÏÇÆÎÇÐÐÞØ ÒÑÊËÕÓÑÐÑÄ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ
ÒÑÆÂÄÎÇÐÂ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÒÑÓâÆÍÂ lC � 1=m.

±ÓË bp ! 1 ÓÂÊÐËÙÂ ds=dqÿ dsB=dq (ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ
ÒÑÒÓÂÄÍË) ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 10, ÐÂ
ÍÑÕÑÓÑÏ àÕÂ ÓÂÊÐËÙÂ ÒÑÍÂÊÂÐÂ Ä ÇÆËÐËÙÂØ S1 � aZ2=�oD4�
ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ bp. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ Ë
ÆÎâ ÓÂÊÐËÙÞ ds=dpÿ dsB=dp ÒÓË bq � q=eq ! 1. ¿ÕÑÕ
×ÂÍÕ ÏÑÉÐÑ ÑÃÝâÔÐËÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ¤ÎÂÄÐÞÌ
ÄÍÎÂÆ Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÓËÙÇÎß-
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²ËÔ. 8. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß S � �scoh ÿ sB�=s �0�C ÑÕ o: (Â) Z � 83 (ÄËÔÏÖÕ), (Ã) Z � 82 (ÔÄËÐÇÙ). ³ÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ì ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÓÂÃÑÕÞ [31], ÛÕÓËØÑÄÂâ
ÍÓËÄÂâ ì ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÓÂÃÑÕÞ [30]. ¿ÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞÇ ÆÂÐÐÞÇ ÄÊâÕÞ ËÊ ÓÂÃÑÕÞ [39] ÆÎâ ÄËÔÏÖÕÂ Ë ËÊ ÓÂÃÑÕ [40, 41] ÆÎâ ÔÄËÐÙÂ.
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²ËÔ. 9. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ds=dq (Ä ÇÆËÐËÙÂØ S0 � 8aZ3=oD4) ÑÕ Z ÒÓË
bp ! 0.
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²ËÔ. 10. £ÇÎËÚËÐÂ (Â) dsC=dq � ds=dqÿ dsB=dq Ä ÇÆËÐËÙÂØ S1 � aZ2=�oD4� ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ bp ÄÃÎËÊË bp � 1 Ë (Ã) dsC=dp � ds=dpÿ dsB=dp Ä
ÇÆËÐËÙÂØ S1 ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ bq ÄÃÎËÊË bq � 1. ³ÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ì Z � 92, ÛÕÓËØÑÄÂâ ì Z � 47, ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ì Z � 26.
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ÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË r ÒÑÓâÆÍÂ lC, ÐÑ Ä ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÑÌ
ÍËÐÇÏÂÕËÍÇ r5 lC ÒÓË bp; q ! 1.

³ÇÚÇÐËÇ ds=dq Ä ÇÆËÐËÙÂØ S1 ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ bp
ÐÂ ÓËÔ. 11 ÄÑ ÄÔÈÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ bp ÆÎâ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
Z. £ËÆÐÂ ÄÂÉÐÑÔÕß ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ ÆÎâ ÄÔÇØ bp, ÊÂ
ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÑÃÎÂÔÕË ÄÃÎËÊË ÕÑÚÍË bp � 1.

£ ÓÂÃÑÕÇ [32] ËÊÖÚÂÎÔâ ÔÒÇÍÕÓ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÑÃÎÂÔÕâØ
àÐÇÓÅËÌ ep � m Ë eq � m. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß o ds=dep (Ä ÇÆËÐË-
ÙÂØ ~s � aZ3=m 2) ÑÕ Z ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË àÎÇÍÕÓÑÐÂ
ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 12 ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ. ±ÓË Z! 0 ËÏÇÇÏ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ o ds=dep � 4p~s. £ ÓÂÃÑÕÇ [43] ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÂ
×ÑÓÏÖÎÂ ÆÎâ o ds=dep ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË àÎÇÍÕÓÑÐÂ:

o
ds
dep
� 4p

aZ3

m 2

2pZ
exp �2pZ� ÿ 1

�
1ÿ 4p

15
Z
�
: �42�

²ÇÊÖÎßÕÂÕ ÕÂÃÖÎËÓÑÄÂÐËâ àÕÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ ÒÑÍÂÊÂÐ ÐÂ
ÓËÔ. 12 ÒÖÐÍÕËÓÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔÖÐÍÂ,
×ÑÓÏÖÎÂ (42) ÒÓËÏÇÐËÏÂ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ Z.
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÇÚÇÐËÇ o dsB=dep Ä ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËË ÑÃÐÖÎâÇÕÔâ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ bp ! 0, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÓË bp 5 1
ÔÇÚÇÐËÇ o dsB=dep � 2aZ2bp=m

2. £ ÓÂÃÑÕÇ [6] ÔÇÚÇÐËÇ
o ds=de ÐÂÌÆÇÐÑ Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÑÚÐÞØ ×ÑÓÏÖÎ [5] ÒÓË
o � 40 ®à£ Ë ep � 1;008m (ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ bp �
� 0;1265). ¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÑÍÂÊÂÐ ÐÂ ÓËÔ. 12 ÒÖÐÍÕËÓÐÑÌ
ÍÓËÄÑÌ ÐÂÚËÐÂâ Ô Z � 11. £ËÆÐÑ ÒÓÇÍÓÂÔÐÑÇ ÔÑÅÎÂÔËÇ
ÏÇÉÆÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË [6] Ë [32]. ±ÓË Z � 1 ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ
ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÓË ÏÂÎÞØ Z Ë bp � 0;1265 ÔÕÂÐÑ-
ÄËÕÔâ ÄÂÉÐÞÏ ÄÍÎÂÆ ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÅÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ.

¢ÑÓÐÑÄÔÍÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ dsB=de ÒÓËo4m Ë p5o ØÑÓÑÛÑ
ËÊÄÇÔÕÐÑ [4]:

dsB
dep
� s0

o
2ep
p 3

�
2ep p ln

�
ep � p

m

�
ÿ p 2 ÿm 2 ln2

�
ep � p

m

��
:

�43�

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË p5m ËÏÇÇÏ dsB=dep � 2s0 p=m, Â ÒÓË
p4m

dsB
dep
� 4s0

o

�
ln

�
2ep
m

�
ÿ 1

2

�
: �44�

¬ÖÎÑÐÑÄÔÍÂâ ÒÑÒÓÂÄÍÂ Í ds=dep ÒÑÎÖÚÇÐÂ Ä ÄÇÆÖÜÇÏ
ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Ä ÓÂÃÑÕÇ [8] ÒÓË
o4 p4m:

ds �0�C

dep
� ÿ 4s0

o
f �Z� ; �45�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ f �Z� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä (15). ±ÑÒÓÂÄÍÂ (45) ÐÇ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ep, ÑÐÂ ÑÆÐÂ Ë ÕÂ ÉÇ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ë ÒÑÊËÕÓÑÐÂ
(Õ.Ç. âÄÎâÇÕÔâ ÚÈÕÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Z). ±ÇÓÄÂâ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÂâ ÒÑÒÓÂÄÍÂ Í (45) ÐÂÌÆÇÐÂ Ä [31]:

ds �1�C

dep
� s0

o
p3m
2ep

Re g�Z� ; �46�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ g�Z� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä (15). ¶ÑÓÏÖÎÞ (44) ë (46)
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÇ ×ÑÓÏÖÎ (26) ÒÓË ÏÂÎÞØ
x � ep=o.

±ÑÒÓÂÄÍÂ (46) ËÏÇÇÕ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÌ ÊÐÂÍ ÆÎâ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ë ÒÑÊËÕÓÑÐÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ g�Z�, âÄÎâáÜÂâÔâ ÐÇÚÈÕ-
ÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Z, ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕ ÔÇÚÇÐËÇ ÆÎâ ÏÇÆÎÇÐÐÞØ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ë ÖÏÇÐßÛÂÇÕ ÇÅÑ ÆÎâ ÏÇÆÎÇÐÐÞØ ÒÑÊËÕÓÑ-
ÐÑÄ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÃÑÕÞ [32] ÆÎâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ
osÿ10 dsC=dep; q � osÿ10 �ds=dep; q ÿ dsB=dep; q� Í ÔÒÇÍÕÓÖ
ÏÇÆÎÇÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ë ÏÇÆÎÇÐÐÞØ ÒÑÊËÕÓÑÐÑÄ ÒÑÍÂ-
ÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 13 Ë 14 ÔÒÎÑÛÐÞÏË ÍÓËÄÞÏË ÆÎâ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ Z. ¿ÕË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÔÓÂÄÐËÄÂáÕÔâ Ô ÂÔËÏÒÕÑÕË-
ÚÇÔÍËÏË ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË osÿ10 ds �0�C =dep; q (ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓË-
ÄÂâ) Ë osÿ10 �ds �0�C =dep; q � ds �1�C =dep; q� (ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓË-
ÄÂâ). £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ Z ÓÇÊÖÎßÕÂÕ [32] ÔÕÓÇÏËÕÔâ
ÒÓË ÃÑÎßÛËØ àÐÇÓÅËâØ Í ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÿ4 f �Z�.
³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÖÚÈÕ ÒÑÒÓÂÄÍË ds �1�C =dep; q ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ÖÎÖÚÛÂÇÕ ÔÑÅÎÂÔËÇ ÏÇÉÆÖ ÕÑÚÐÞÏ Ë ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇ-
ÔÍËÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÆÎâ ÏÇÆÎÇÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ë ÒÑÊË-
ÕÓÑÐÑÄ.

³ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÓÂÃÑÕÞ [32] ÒÑÒÓÂÄÍÂ
s �1�C ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÂ ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ
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²ËÔ. 11. (Â) ³ÇÚÇÐËÇ ds=dq Ä ÇÆËÐËÙÂØ S1 � aZ2=�oD4� ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ bp. (Ã) ³ÇÚÇÐËÇ ds=dp Ä ÇÆËÐËÙÂØ S1 ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ bq. ³ÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ì
Z � 92, ÛÕÓËØÑÄÂâ ì Z � 47, ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ì Z � 26, ÛÕÓËØÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ì Z � 1.
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²ËÔ. 12. ³ÇÚÇÐËÇ o~sÿ1 ds=dep ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä
ÇÆËÐËÙÂØ ~s � aZ3=m 2: ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÃÑÕ [32] (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ), [43]
(ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ) (ÔÏ. ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (42)) Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÓÂÃÑÕÞ [6]
(ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ), ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÒÑ ÕÑÚÐÞÏ ×ÑÓÏÖÎÂÏ ÒÓË
o � 40®à£ Ë bp � 0;1265.

´. 186, å 7] ±²°¸¦³³½ ±²ª £©¡ª®°¥¦«³´£ªª ¹¡³´ª¸ £½³°¬°« ¿¯¦²¤ªª ³ ¡´°®¡®ª 699



s �1�C �
�1
m

dep

�
dsC
dep
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dep
�Z! ÿZ� � 8s0 f �Z�
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�
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¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (47) ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (35).

4. °ÆÐÑÍÓÂÕÐÑÇ ÕÑÓÏÑÊÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ
ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ Ä ÂÕÑÏÐÑÏ ÒÑÎÇ

³ÇÚÇÐËÇ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËË ËÊÄÇÔÕÐÑ ÆÎâ ÎáÃÑÌ àÐÇÓÅËË ÚÂÔÕËÙ Ë ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ
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²ËÔ. 13. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÒÑÒÓÂÄÑÍosÿ10 dsC=dep Ä ÇÆËÐËÙÂØ s0 � aZ2=m 2 ÑÕ àÐÇÓÅËË àÎÇÍÕÓÑÐÂ ep Ä ÇÆËÐËÙÂØm (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ) ÆÎâ
ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ Z. ºÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÇÆÖÜÇÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍÇ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ep 4m, ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ
ÄÍÎáÚÂÇÕ Ä ÔÇÃâ ÒÑÒÓÂÄÍË, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÇ m=ep.
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²ËÔ. 14. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÒÑÒÓÂÄÑÍosÿ10 dsC=deq Ä ÇÆËÐËÙÂØ s0 � aZ2=m 2 ÑÕ àÐÇÓÅËË ÒÑÊËÕÓÑÐÂ eq Ä ÇÆËÐËÙÂØm (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ) ÆÎâ
ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ Z. ºÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÇÆÖÜÇÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍÇ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ eq 4m, ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ
ÄÍÎáÚÂÇÕ Ä ÔÇÃâ ÒÑÒÓÂÄÍË, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÇ m=eq. ºÕÓËØÑÄÞÇ Ë ÒÖÐÍÕËÓÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÐÂÚËÐÂáÕÔâ Ô eq � 5m, ÕÂÍ ÍÂÍ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÇ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ ÒÓË eq 4m.

700 ±.¡. ¬²¡¹¬°£, ².¯. ª, ¡.ª. ®ª¾º´¦«¯ [µ¶¯ 2016



ÂÕÑÏÐÑÅÑ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓÂ [2, 3] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [4]). £ ÅÎÂÄÐÑÏ
ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔÇÚÇÐËÇ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [7 ë 9, 44, 45]. ±ÇÓÄÂâ
ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ÒÑÒÓÂÄÍÂ Í ÔÒÇÍÕÓÖ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖ-
ÚÇÐËâ ÄÞÚËÔÎÇÐÂ Ä [31, 46]. ¬ÂÍ ÖÉÇ ÅÑÄÑÓËÎÑÔß, ÄÎËâÐËÇ
àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËâ ÐÂ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÔÇÚÇÐËá×ÑÕÑ-
ÓÑÉÆÇÐËâ ÄÇÔßÏÂ ÏÂÎÑ. £ÎËâÐËÇ àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËâ ÐÂ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÂÕÑÏÐÑÏ ÒÑÎÇ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ
ÄÎËâÐËâ ÐÂ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËÇ, âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ÐÇÕÓËÄËÂÎß-
ÐÞÏ. £ ÓÂÃÑÕÂØ [9, 46] ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑ-
ÒÓÂÄÍË Í ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖ-
ÚÇÐËâ ÑÚÇÐß ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÞ Í àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËá. °ÆÐÂÍÑ
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÔÇÚÇÐËá, ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐÐÑÏÖ
ÒÑ ËÏÒÖÎßÔÂÏ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ
ÑÕ àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËâ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ
1=mrscr 5 1, ÅÆÇ rscr � Zÿ1=3�ma�ÿ1 ì ÓÂÆËÖÔ àÍÓÂÐËÓÑÄÂ-
ÐËâ. ¬ÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÄÎËâÐËâ à××ÇÍÕÂ
àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËâ ÐÂ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÔÒÇÍÕÓÖ
ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÒÓÑÄÇÆÇÐÑ Ä [46]. ¥Ë××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÑÇ Ä ÅÎÂÄ-
ÐÑÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ÑÆÐÑ Ë ÕÑ ÉÇ ÆÎâ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ë ÒÑÊËÕÓÑÐÂ (ÆÎâ m� Ë mÿ). ±ÑàÕÑÏÖ ÆÎâ
ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐËâ ÊÂÓâÆÑÄÑÌ ÂÔËÏÏÇÕÓËË (ÓÂÊÐËÙÞ ÏÇÉÆÖ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏË ÔÇÚÇÐËâÏË ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ
ÚÂÔÕËÙÞ Ë ÂÐÕËÚÂÔÕËÙÞ Ä ÂÕÑÏÐÑÏ ÒÑÎÇ) ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÖÚÇÔÕß ÒÇÓÄÖá ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÖá ÒÑÒÓÂÄÍÖ, ÚÕÑ ÃÞÎÑ
ÔÆÇÎÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [20]. ²ÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÑÎÖÚÇÐ ÕÑÚÐÑ ÒÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ Z. ¥Îâ ÏáÑÐÑÄ ÖÚÕÈÐ ÕÂÍÉÇ à××ÇÍÕ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ
ÓÂÊÏÇÓÂ âÆÓÂ.

4.1. ¥Ë××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ËÏ-
ÒÖÎßÔÑÏ p Ë ÔÒËÓÂÎßÐÑÔÕßá mp � �1 Ä ÂÕÑÏÐÑÏ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÇ V�r�, ÒÓÑÔÖÏÏËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÒÑ ÔÒËÓÂÎßÐÑÔÕË ×ÑÕÑÐÂ
Ë ÔÒËÓÂÎßÐÑÔÕË ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ËÏÒÖÎß-
ÔÑÏ q.

³ ÖÚÈÕÑÏ ÒÇÓÄÑÌ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË àÕÑ
ÔÇÚÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ [20]

ds�p; q; k; Z� � 2ae 2q
om 2�2p�4 dOk dOq do �S0 � S1 � S2� ;

S0 � jA0j2
�
D2

m 2
�e 2p � e 2q �xpxq ÿ 2epeq�xp ÿ xq�2

�
;

�48�
S1 � ReA0A

�
1

�
D2

m 2
�e 2p � e 2q ��ep � eq�xpxq�

� ��e 2p � e 2q ��ep ÿ eq� ÿ 4epeq�epxp ÿ eqxq�
��xp ÿ xq�

�
;

S2 � ÿ
2mp
m 2

ImA0A
�
1 o

2�ep � eq�xpxq �p? � q?� m ;

ÅÆÇ dOk Ë dOq ì ÕÇÎÇÔÐÞÇ ÖÅÎÞ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ
ËÏÒÖÎßÔÖ ×ÑÕÑÐÂ k Ë ÏÑÏÇÐÕÖ q, o � ep ÿ eq ì àÐÇÓÅËâ
×ÑÕÑÐÂ. ±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ep 4m Ë eq 4m. £ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËË (48) ÄÄÇÆÇÐÞ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ:

A0 � ÿ i

D2
?

�
dr exp

ÿÿiD rÿ iw�r��D?HH?V�r� ;
A1 � ÿ 1

2epeq

�
dr exp

ÿÿiD rÿ iw�r���
�
�1
0

dx xHH?V�rÿ xm�HH?V�r� ;

w�r� �
�1
ÿ1

V�z; q� dz ; xp �
m 2

m 2 � p 2
?
; xq �

m 2

m 2 � q 2
?
;

�49�
ÑÔß z ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ ÄÆÑÎß ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ m � k=o;
D � q� kÿ p ì ÒÇÓÇÆÂÚÂ ËÏÒÖÎßÔÂ, D?, q, p? Ë q? ì
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÑÄ D , r, p Ë q, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÞÇ
ÄÇÍÕÑÓÖ m.

³ÇÚÇÐËÇ ds�p; q; k; Z�, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä ÄËÆÇ
ÔÖÏÏÞ:

ds�p; q; k; Z� � dss�p; q; k; Z� � dsa�p; q; k; Z� ;

dss�p; q; k; Z� � ds�p; q; k; Z� � ds�p; q; k;ÿZ�
2

; �50�

dsa�p; q; k; Z� � ds�p; q; k; Z� ÿ ds�p; q; k;ÿZ�
2

:

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ ÂÐÕËÚÂÔÕËÙÞ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÑ ËÊ
ds�p; q; k; Z� Ô ÒÑÏÑÜßá ÊÂÏÇÐÞ Z! ÿZ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÑÐÑ
ÃÖÆÇÕ ÓÂÄÐÑ dss�p; q; k; Z� ÿ dsa�p; q; k; Z�. £ ÄÇÆÖÜÇÏ ÍÄÂ-
ÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÄÔâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ Z Ä
ÔÇÚÇÐËË ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ Ä ÏÐÑÉËÕÇÎÇ jA0j2 Ä ÔÎÂÅÂÇÏÑÏ S0 ËÊ
(48). ´ÂÍ ÍÂÍA0 ! ÿA�0 ÒÓË Z! ÿZ, ÔÇÚÇÐËÇ, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÑÇ
Ä ÄÇÆÖÜÇÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ÑÆËÐÂÍÑÄÑ
ÆÎâ ÚÂÔÕËÙÞ Ë ÂÐÕËÚÂÔÕËÙÞ. ³ÎÂÅÂÇÏÑÇ S1 âÄÎâÇÕÔâ
ÐÇÚÈÕÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Z Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÖá
ÚÂÔÕß ÔÇÚÇÐËâ dsa�p; q; k; Z�. ³ÎÂÅÂÇÏÑÇS2 âÄÎâÇÕÔâ ÚÈÕÐÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ Z, ÑÐÑ ÆÂÈÕ ÄÍÎÂÆ Ä ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÖá ÚÂÔÕß ÔÇ-
ÚÇÐËâ dss�p; q; k; Z� Ë ËÔÚÇÊÂÇÕ ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÔÒË-
ÓÂÎßÐÑÔÕË mp ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÎÂÅÂÇ-
ÏÑÇ S2 ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÂÔËÏÏÇÕÓËË ÔÇÚÇÐËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÊÂÏÇÐÞ ji ! ÿji, ÅÆÇ ji ì ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÞÇ ÖÅÎÞ ÄÞÎÇÕÂ
ÍÑÐÇÚÐÞØ ÚÂÔÕËÙ Ä ÔËÔÕÇÏÇ Ô ÑÔßá z, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÌ ÄÆÑÎß
ÄÇÍÕÑÓÂ p. ¿ÕÂ ÂÔËÏÏÇÕÓËâ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ Ä ÔÇÚÇÐËË, ÄÞ-
ÚËÔÎÇÐÐÑÏ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË.
±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÚÕÑ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ S1 Ë S2 ÑÕÎËÚÐÞ ÑÕ ÐÖÎâ
ÕÑÎßÍÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÖÚÈÕÖ ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÊÂ ÅÎÂÄÐÞÏ ÍÄÂÊË-
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÍÎÂÆÂ. £ÂÉÐÞÏ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑÏ âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÕÑ, ÚÕÑ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÚÂÔÕß ÔÇÚÇÐËâ
dsa�p; q; k; Z� ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËâ Ä ÍËÐÇÏÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, ÍÑÕÑÓÂâ ÆÂÈÕ ÅÎÂÄÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÂÐÕËÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÖá ÚÂÔÕß ÔÇÚÇÐËâ.

¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ A0 Ë A1 ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ËÏÒÖÎßÔÑÄ p, q Ë k
ÕÑÎßÍÑ ÚÇÓÇÊ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÒÇÓÇÆÂÚË ËÏÒÖÎßÔÂ D . ±Ñ-
àÕÑÏÖ ÎÇÅÍÑ ÐÂÒËÔÂÕß ×ÑÓÏÖÎÖ ÆÎâ ÔÇÚÇÐËâ ds=do dD?:

dss
do dD?

� aeq
2p3oep

jA0j2F�z� ;

dsa
do dD?

� aeq�ep � eq�
2p3oep

ReA0A
�
1F ; �51�

F � ln
ÿ
z�

�������������
1� z 2

p �
z
�������������
1� z 2

p �
z 2

e 2p � e 2q
epeq

� 1

�
ÿ 1 ; z � D?

2m
:

4.2. ¬ÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË
Í ÔÇÚÇÐËá ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ
¤ÎÂÄÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ
ÚÂÔÕË ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖ-
ÚÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÃÎÂÔÕßá D � max �rÿ1scr ;Dmin� [9, 46],
ÅÆÇ Dmin � pÿ qÿ o � m 2o=�2eqep�. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, Ä ÑÃ-
ÎÂÔÕË D4 max �rÿ1scr ;Dmin� ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß àÍÓÂÐË-
ÓÑÄÂÐËÇÏ, ÊÂÏÇÐËÕß V�r� ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ
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VC�r� � ÿZ=r Ë ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÑÌ Dk ÄÄËÆÖ ÇÈ
ÏÂÎÑÔÕË ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô D?. ´ÑÅÆÂ ÒÓÑÔÕÑÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖáÜËÏ×ÑÓÏÖÎÂÏ ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÄÑ
ÄÍÎÂÆÂØ S0, S1 Ë S2 Ä (48):

jA0j2 �
�
4pZ
D2

�2

;
ReA0A

�
1

ImA0A
�
1

� �
� pD

4epeq
jA0j2 Re g�Z�

Im g�Z�
� �

;

�52�

ÅÆÇ g�Z� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä (15). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, jA0j2 ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ
ÔÑ ÔÄÑËÏ ÃÑÓÐÑÄÔÍËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ jA0Bj2. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ Z
ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ S1 Ä dsa Ë ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ S2 Ä dss ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
×ÖÐÍÙËâÏË Re g�Z� Ë Im g�Z�, ÒÑÍÂÊÂÐÐÞÏË ÐÂ ÓËÔ. 15.
±ÓË Z5 1 ËÏÇÇÏ Re g�Z� � Z Ë Im g�Z� � ÿ�4 ln 2�Z2. ªÊ
ÓËÔÖÐÍÂ 15 ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Re g�Z� Ë Im g�Z� ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ
ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ÔÄÑËØ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÖÉÇ ÒÓË
ÑÚÇÐß ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ Z.

±ÓË o5 ep ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÚÂÔÕË ÔÇ-
ÚÇÐËâ Í ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÚÂÔÕË,

S1

S0
� pDRe g�Z�

2ep
; �53�

ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ D=ep Ë ÏÑÉÇÕ ÒÓÇÄÞÔËÕß 10%.
°ÕÐÑÛÇÐËÇ S2=S0 ÏÂÎÑ ÒÓËo5 ep, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÐÑ ÒÑÆÂÄÎÇÐÑ
×ÂÍÕÑÓÑÏ �o=ep�2.

¦ÔÎË jp?j4m Ë jq?j4m, ÕÑ

S1

S0
� pRe g�Z�

2D
Dhqp ;

S2

S0
� mp

po�ep � eq� Im g�Z�
2�e 2p � e 2q �D

�D � hqp�m ;
�54�

ÅÆÇ hqp � p?=pÿ q?=q. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÂâ
ÂÔËÏÏÇÕÓËâ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ o Ë ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÄÂÉÐÑÌ.

°ÃÔÖÆËÏ ÕÇÒÇÓß ÔÇÚÇÐËÇ ds=do dD? ÒÓË D4
4 max �rÿ1scr ;Dmin� (ÔÏ. ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (51)):

dss
do dD?

� 8aZ2eq
poepD4

?
F ;

�55�
dsa

do dD?
� pRe g�Z��ep � eq�D

4epeq

dss
do dD?

;

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ F ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä (51). ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 16 ÒÑÍÂÊÂÐÂ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÄÇÎËÚËÐÞ A � sÿ10a dsa=do dD? ÑÕ z �
� D?=�2m� ÆÎâ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ t � eq=ep; s0a �
� aZ2 Re g�Z�=�2m 2oepD?�. ªÊ ÓËÔÖÐÍÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÅÎÂÄ-
ÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÖá ÚÂÔÕß ÔÇÚÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÑÃÎÂÔÕßá D � m.

¯ÇÔÍÑÎßÍÑ ÔÎÑÉÐÇÇ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÇÚÇÐËÇ, ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÇ ÒÑ ÖÅÎÂÏ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (48)
ÄÞÓÂÉÇÐËâ (52) ÆÎâ jA0j2, ReA0A

�
1, ImA0A

�
1 Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ

ÒÑ q, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

dss
dk
� 4aZ2x 2

p

pm 4o3

�
�e 2p� e 2q �Lÿ epeq

�
1� 4xp�1ÿ xp�

�
Lÿ 3

2

���
;

dsa
dk
� paZ2 Re g�Z�

m 3o3epeq
xp�

� �eq�e 2p � e 2q � 2epoxp�F1 � xp�e 2poÿ e 3q ÿ 4epeqoxp�F2

�
;

L � ln

�
2epeq
mo

�
ÿ 1

2
ÿ f �Z� ; �56�

F1 � F

�
1

2
;
1

2
; 1; ÿ p 2

?
m 2

�
� 2

p
K

�
ÿ p 2

?
m 2

�
;

F2 � F

�
ÿ 1

2
;
1

2
; 1; ÿ p 2

?
m 2

�
� 2

p
E

�
ÿ p 2

?
m 2

�
;

ÅÆÇ K�x� Ë E�x�ì àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË.
¡ÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÚÂÔÕß ÔÒÇÍÕÓÂ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÐÕÇ-

ÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ ÔÇÚÇÐËâ (51) ÒÑ D? [31, 46]:

dsa
do
� ap3Z2 Re g�Z�

4moe 2p

�
2
e 2p � e 2q
epeq

ÿ 1

�
�ep � eq� : �57�

¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÑÌ ÚÂÔÕË ÔÒÇÍÕÓÂ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÑÃÎÂÔÕß D � max �rÿ1scr ;Dmin�. ¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [46], ÄÇÎËÚËÐÂ jA0�D�j2 Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÑ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËâ. °ÆÐÂÍÑ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄ-
ÍË Í ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÚÂÔÕË ÔÒÇÍÕÓÂ âÄÎâáÕÔâ ÖÐËÄÇÓÔÂÎß-
ÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Z Ë ÑÕ àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËâ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ, ÕÂÍ ÍÂÍ
[46]�

D2
?
���A0�D�

��2 ÿ ��A0B�D�
��2� dD? � ÿ32p3Z2 f �Z� : �58�

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ [9]

dsC
do
� ÿ 4aZ2 f �Z�

m 2o

�
e 2q
e 2p
ÿ 2eq
3ep
� 1

�
: �59�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ds=do Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏ ÒÑÎÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

ds
do
� 4aZ2

m 2o

�
e 2q
e 2p
ÿ 2eq
3ep
� 1

�
L ; �60�

0

0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Z

g�Z�

²ËÔ. 15. ¶ÖÐÍÙËË Re g�Z� (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ) Ë ÿIm g�Z� (ÛÕÓËØÑÄÂâ
ÍÓËÄÂâ).

z

5
A

4

3

2

1

0 1 2 3 4 5

²ËÔ. 16. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕßA � sÿ10a dsa=dodD? ÑÕ z � D?=�2m� (ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(55)), s0a � aZ2 Re g�Z�=�2m 2oepD?� ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËâØ t � eq=ep: t � 0;25
(ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ), t � 0;5 (ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ) Ë t � 0;75 (ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ
ÍÓËÄÂâ).

702 ±.¡. ¬²¡¹¬°£, ².¯. ª, ¡.ª. ®ª¾º´¦«¯ [µ¶¯ 2016



ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ L ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä (56). ²ÇÊÖÎßÕÂÕ ÖÚÈÕÂ àÍÓÂ-
ÐËÓÑÄÂÐËâ Ä ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÏ ÄÍÎÂÆÇ Ä ÔÒÇÍÕÓ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇ-
ÔÕÇÐ [12], Ë ÏÞ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÇÅÑ ÑÃÔÖÉÆÂÕß Ä ÐÂÛÇÏ ÑÃÊÑÓÇ.

4.3. ¬ÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË
Í ÔÇÚÇÐËá ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÏáÑÐÑÄ
±ÓË ËÊÖÚÇÐËË ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ Í ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ
ÏáÑÐÑÄ Ä ÂÕÑÏÐÑÏ ÒÑÎÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÚËÕÞÄÂÕß à××ÇÍÕ
ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ âÆÓÂ R (ÑÕÎËÚËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ V�r� ÑÕ
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ r9R). ¿ÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ËÊÖÚÂÎ-
Ôâ Ä ÓÂÃÑÕÇ [20] Ô ÖÚÈÕÑÏ ÒÇÓÄÑÌ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÒÑ-
ÒÓÂÄÍË. ©ÂÒËÛÇÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ VF�D2� ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ V�r� Ä ÄËÆÇ

VF�D2� � ÿ 4pZF �D2�
D2

; �61�

ÅÆÇ F �D2� ì ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÊÂÏÇÕÐÑ ÑÕÎËÚÇÐ ÑÕ
ÇÆËÐËÙÞ ÒÓË D0 1=R Ë D9 1=rscr. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÐÂÚÂÎÂ
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÚÂÔÕË ÔÇÚÇÐËâ,
ÄÞÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ Ä ÄÇÆÖÜÇÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËË. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÇÚÇÐËÇ dss ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÒÑÎâ ÕÑÎßÍÑ ÚÇÓÇÊ ÏÐÑÉËÕÇÎß A0 (49). £ ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË

A0B � ÿ i

D2
?

�
dr exp �ÿiD r�D?HH?V�r� � VF�D2� : �62�

¬ÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË jA0j2 ÿ jA0Bj2 ËÔÚÇÊÂáÕ ÒÓË
rÿ1scr 5D5Rÿ1 Ë ËÏÇáÕ ÆÄÂ ÒËÍÂ: ÒÓË D � rÿ1scr Ë ÒÓË
D � Rÿ1. £ÍÎÂÆÞ àÕËØ ÒËÍÑÄ Ä ËÐÕÇÅÓÂÎ

�
D2
?�jA0j2ÿ

ÿjA0Bj2� dD? ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞ Ë ÓÂÄÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ
�32p3Z2 f �Z�. °ÃÂ ÄÍÎÂÆÂ âÄÎâáÕÔâ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÏË
×ÖÐÍÙËâÏË Z, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÏË ÑÕ ×ÑÓÏÞ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ä
ÑÃÎÂÔÕâØ r � rscr Ë r � R, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ×ÑÓÏÂ ÒËÍÑÄ
ÑÚÇÐß ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÂ Í ÄËÆÖ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ
[9, 46]. ´ÂÍ ÍÂÍ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ
m5Rÿ1, ÄÍÎÂÆ Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í dss=do ÆÂÈÕ
ÕÑÎßÍÑ ÑÃÎÂÔÕß r � rscr [9]. °ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÏáÑÐÑÄ, ÔÚËÕÂâ
ÄÞÒÑÎÐÇÐÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇ mm 4Rÿ1, ÐÂÆÑ ÒÓÑÔÖÏÏËÓÑÄÂÕß
ÄÍÎÂÆÞ ÑÃÑËØ ÒËÍÑÄ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÐÂâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÂâ
ÒÑÒÓÂÄÍÂ ËÔÚÇÊÂÇÕ Ä ÔÇÚÇÐËË, ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÒÑD?.
±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ ÇÜÈ ÓÂÊ, ÚÕÑ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÆË××Ç-
ÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá ÒÓË D � Rÿ1 Ë ÒÓË D � rÿ1scr

ÄÇÎËÍË. ¥Îâ ËÎÎáÔÕÓÂÙËË àÕÑÅÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓËÏ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓ F �D2� Ä ÄËÆÇ (21). ¿ÕÑÕ ÄËÆ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄ
ÒÓË ÒÇÓÇÆÂÚÂØ D4 rÿ1scr , ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÏÐÑÉËÕÇÎß A0

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

A0 � ÿ 4pZ
D2

�1
0

dr J1�r�
�
1ÿ Lr

D
K1

�
Lr
D

��
�

� exp

�
ÿ 2iZ

�
ln

r
2
� K0

�
Lr
D

���
;

A0B � ÿ 4pZ
D2 � L2

:
�63�

©ÆÇÔß Jn�x� ì ×ÖÐÍÙËâ ¢ÇÔÔÇÎâ, Kn�x� ì ÏÑÆË×ËÙËÓÑ-
ÄÂÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¢ÇÔÔÇÎâ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÑÆÂ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 17
ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ ÍÖÎÑÐÑÄ-
ÔÍËØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ jA0j2=jA0Bj2 ÿ 1 ÑÕ D=L ÒÓË ÐÇÔÍÑÎßÍËØ
ÊÐÂÚÇÐËâØ Z. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÑÚÇÐß ÖÊÍËÌ ÒËÍ ÒÓË D � rÿ1scr

ÐÂ ÓËÔÖÐÍÇ ÐÇ ÒÑÍÂÊÂÐ. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß àÕÑÅÑ ÒËÍÂ ÑÕ ×ÑÓÏÞ
ÂÕÑÏÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÓË D � rÿ1scr ÒÑÆÓÑÃÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-

ÎÂÔß Ä ÓÂÃÑÕÇ [46]. ªÊ ÓËÔÖÐÍÂ 17 ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ
ÒÑÒÓÂÄÍË Í jA0j2 ÑÚÇÐß ÄÇÎËÍË Ä ÑÃÎÂÔÕË D=L � 1.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÄÇÎËÚËÐÖ A1 (ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÖ (49)).
¯ËÊÛÇÇ ÒÑ Z ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ A1B ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÕÑÕ ÉÇ
ËÐÕÇÅÓÂÎ J�D� (19), ÍÑÕÑÓÞÌ ×ËÅÖÓËÓÑÄÂÎ Ä ÒÑÒÓÂÄÍÇ Í
ÔÇÚÇÐËá ÓÑÉÆÇÐËâ m�mÿ-ÒÂÓÞ:

A1B�D� � ÿ J�D�
2epeq

: �64�

´ÑÚÐÞÌ ÒÑ Z ÏÐÑÉËÕÇÎß A1 ÒÓË D4 rÿ1scr ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

A1�D� �
�1
0

�1
0

dx drA1B

�
Dx
rL

�
J0�r�J0�x��

� exp

�
ÿ2iZ

�
ln

r
2
� K0

�
rL
D

���
: �65�

¥Îâ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓÂ (21)A1B�D� ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá
F , ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÖá Ä (22):

A1B�D� � ÿ p2Z2L2F
epeqD�L2 � D2� : �66�

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 18 ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÄÇÎËÚËÐ G1 Ë G2 ÑÕ
ÑÕÐÑÛÇÐËâ b � D=L,

G1 � ReA0A
�
1

jA0j2SR

; SR � pRe g�Z�D
4epeq

;
�67�

G2 � ImA0A
�
1

jA0j2SI

; SI � p Im g�Z�D
4epeq

:

¥Îâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ G1 � G2 � 1 (ÔÏ. (52)). ±ÑàÕÑÏÖ
ÑÕÎËÚËÇ G1; 2 ÑÕ ÇÆËÐËÙÞ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÄÎËâÐËÇÏ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ
ÓÂÊÏÇÓÂ âÆÓÂ. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ G1 Ë G2 ÃÞÔÕÓÑ ÖÃÞÄÂáÕ Ô
ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ b ÒÓË b9 1.

5. ¥ÄÑÌÐÑÇ ÕÑÓÏÑÊÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ
ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ
Ä ÂÕÑÏÐÑÏ ÒÑÎÇ

¥Ñ ÐÇÆÂÄÐÇÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÆÄÑÌÐÑÇ ÕÑÓÏÑÊÐÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÂÕÑÏÐÑÏ ÒÑÎÇ ËÊÖÚÂÎÑÔß ËÎË ÒÓË ÐËÊÍËØ
àÐÇÓÅËâØ àÎÇÍÕÓÑÐÂ [47, 48], ËÎË ÒÓË ÎáÃÞØ àÐÇÓÅËâØ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ, ÐÑ Ä ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË [49]. £ ÐÇÆÂÄ-
ÐÇÌ ÓÂÃÑÕÇ [50] Ä ÄÇÆÖÜÇÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËË ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÕÑÚÐÑ ÒÑ Z ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ
ÆÄÑÌÐÑÅÑ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÂ Ä ÂÕÑÏÐÑÏ ÒÑÎÇ. °ÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ
ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá ÆÄÑÌÐÑÅÑ ÕÑÓ-

1 2 3 4 5 6

0,8

0,6

0,4

0,2

0
D=L

jA
0
j2 =
jA

0
B
j2
ÿ
1

²ËÔ. 17.°ÕÐÑÔËÕÇÎßÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ
ÑÕ D=L ÒÓË D4 1=rscr Ë Z � 0;34 (ÔÇÓÇÃÓÑ, ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ), Z � 0;6
(ÔÄËÐÇÙ, ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ), Z � 0;67 (ÖÓÂÐ, ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ).

´. 186, å 7] ±²°¸¦³³½ ±²ª £©¡ª®°¥¦«³´£ªª ¹¡³´ª¸ £½³°¬°« ¿¯¦²¤ªª ³ ¡´°®¡®ª 703



ÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÑÚÇÐß ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÞ Í àÍÓÂÐËÓÑÄÂ-
ÐËá.

¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, àÕË ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË ÔÑÆÇÓÉÂÕÔâ Ä
ÕÑÏ ÉÇ ÏÐÑÉËÕÇÎÇ A0 (49), ÚÕÑ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÆË××ÇÓÇÐÙË-
ÂÎßÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑÅÑ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ,
ÄÞÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ Ä ÄÇÆÖÜÇÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËË [46]. ¡ ËÏÇÐÐÑ ÔÇÚÇÐËÇ ds ÆÄÑÌÐÑÅÑ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊ-
ÎÖÚÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÔÖÏÏÞ ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÅÑ
ÄÍÎÂÆÂ dsB Ë ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ dsC:

dsmpmql1l2 � dsB
mpmql1l2

� dsC
mpmql1l2

;

dsB
mpmql1l2

dsC
mpmql1l2

( )
� a 2

�2p�6o1o2

dk1 dk2 dD? �

�
��A0B�D �

��2���A0�D �
��2 ÿ ��A0B�D �

��2�
( )��T mpmql1l2

��2 ; �68�

T mpmql1l2 � D?
�
Tmpmql1l2�k1; k2;D?� � Tmpmql2l1�k2; k1;D?�

�
;

ÅÆÇ k1; 2, o1; 2 ì ËÏÒÖÎßÔÞ Ë àÐÇÓÅËË ÍÑÐÇÚÐÞØ ×ÑÕÑÐÑÄ,
D � q� k1 � k2 ÿ p, p Ë q ì ÐÂÚÂÎßÐÞÌ Ë ÍÑÐÇÚÐÞÌ
ËÏÒÖÎßÔÞ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ, D? ì ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ D ,
ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÂâ ÄÇÍÕÑÓÖ p, mp, mq, l1, l2 ì ÔÒËÓÂÎßÐÑ-
ÔÕË ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ, ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ë ËÊÎÖ-
ÚÈÐÐÞØ ×ÑÕÑÐÑÄ, Tmpmql1l2�k1; k2;D?�ì ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ Z
ÄÇÎËÚËÐÂ, âÄÐÞÌ ÄËÆ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓËÄÇÆÈÐ Ä [50]. ´ÂÍÉÇ ÍÂÍ Ë
Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑÅÑ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÕÑÎßÍÑ
ÑÃÎÂÔÕß ÏÂÎÞØ D? � max �rÿ1scr ; jDkj�5m ÆÂÈÕ ÄÍÎÂÆ Ä
dsC. ¬ÂÍ ÖÉÇ ÅÑÄÑÓËÎÑÔß, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ
jA0�D �j2 ÿ jA0B�D �j2 ÑÚÇÐß ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÂ Í àÍÓÂÐËÓÑÄÂ-
ÐËá, ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÔÇÚÇÐËá, ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑ-

ÄÂÐÐÑÏÖ ÒÑ D?, ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ×ÑÓÏÞ ÂÕÑÏÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ ÒÓË r � rscr [46]:

dsC
mpmql1l2

� ÿ a 2Z2 f �Z�
4p3o1o2

dk1 dk2�

� ��T �0�mpmql1l2
�k1; k2� � T

�0�
mpmql2l1

�k2; k1�
��2 ; �69�

ÅÆÇ T
�0�
mpmql1l2

�k1; k2� � Tmpmql1l2�k1; k2; 0�. ¤ÎÂÄÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ä
ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ, ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÒÑ dD?, ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕÔâ ÑÃÎÂÔÕßá ÏÂÎÞØ D?, Õ.Ç. m4D?4mb,

b � max

�
1

mrscr
;
jDkj
m

�
;

�70�
Dk � ÿ 1

2

�
q 2
?
q
� k 2

1?
o1
� k 2

2?
o2
�m 2�o1 � o2�

pq

�
;

ÅÆÇ q?, k1? Ë k2? ì ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÑÄ q, k1 Ë k2,
ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÖ p. ±ÓË ln �1=b�4 1 Ô ÎÑÅÂÓË×-
ÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ËÏÇÇÏ

dsB
mpmql1l2

� a 2Z2

4p3o1o2
dk1 dk2 ln

1

b
�

� ��T �0�mpmql1l2
�k1; k2� � T

�0�
mpmql2l1

�k2; k1�
��2 : �71�

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÕß ÖÅÎÑÄÖá ÊÂÄË-
ÔËÏÑÔÕß ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ, ÄÄÇÆÈÏ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÖá
ÄÇÎËÚËÐÖ S,

S � m 6

2

X
mpmql1l2

��T �0�mpmql1l2
�k1; k2� � T

�0�
mpmql2l1

�k2; k1�
��2 : �72�

G2
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b

²ËÔ. 18. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕË G1 � Sÿ1R ReA0A
�
1=jA0j2 Ë G2 � Sÿ1I ImA0A

�
1=jA0j2 ÑÕ b � D=L (ÔÏ. (67)) ÒÓË Z � 0;34 (ÔÇÓÇÃÓÑ, ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ), Z � 0;6

(ÔÄËÐÇÙ, ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ), Z � 0;67 (ÖÓÂÐ, ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ).

70

60

50

40

30

20

10

0

100

S
80

60

40

20

j0 0,5 1,0 1,5 2,0
d2

0,5 1,51,0 2,5 3,02,0

Â Ã

²ËÔ. 19. (Â) ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß S (72) ÑÕ d2 � pk2?=�mo2� ÒÓË o1=ep � 0;2, o2=ep � 0;4, j � 0, d1 � pk1?=�mo1� � 0;2 (ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ), d1 � 1

(ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ) Ë d1 � 2 (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ). (Ã) ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß S (72) ÑÕ ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÑÅÑ ÖÅÎÂ j ÏÇÉÆÖ ÄÇÍÕÑÓÂÏË k1? Ë k2? ÒÓË o1=ep � 0;2,
o2=ep � 0;4, d1 � 0;2, d2 � 0;5 (ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ), d2 � 1 (ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ) Ë d2 � 2 (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ).
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¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 19Â ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß S ÑÕ d2�pk2?=�mo2�
ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ d1 � pk1?=�mo1�, o1=ep,
o2=ep Ë ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÑÏ ÖÅÎÇ j ÏÇÉÆÖ ÄÇÍÕÑÓÂÏË k1? Ë
k2?. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 19Ã ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß S ÑÕ j ÒÓË
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ d1, d2, o1=ep Ë o2=ep. ©ÂÏÇÕËÏ,
ÚÕÑ S ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÊÂÏÇÐÞ j! ÿj. ¬ÂÍ
ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 19, ÖÅÎÑÄÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß S âÄÎâÇÕÔâ
ÒÎÂÄÐÑÌ.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 20 ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß S1 ÑÕ d1 ÒÓË
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ o1=ep Ë o2=ep, ÅÆÇ

S1 � p 2

16p2m 2

�
SdOk2 : �73�

£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÅÎÂÄÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÔÇÚÇÐËÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÃ-
ÎÂÔÕßá d1 � 1.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÔÇÚÇÐËá, ÒÓÑ-
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐÐÑÏÖ ÒÑ dOk1 Ë dOk2 (ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄ-
ÍË Í ÔÒÇÍÕÓÖ), ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞÇ ÒÑ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ë ÒÓÑÔÖÏÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÒÑ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâÏ ÍÑÐÇÚ-
ÐÞØ ÚÂÔÕËÙ:

dsC � ÿ 8a 2Z2f �Z� do1 do2

pm 2o1o2
G

�
o1

ep
;
o2

ep

�
; �74�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ f �Z� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä (15), Â ×ÖÐÍÙËâ
G�o1=ep; o2=ep� ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÔÇÚÇÐËâ (69) ÒÑ
ÖÅÎÂÏ ÄÞÎÇÕÂ ×ÑÕÑÐÑÄ. ¥Îâ o2 5o1; eq ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÒÓËÃÎËÉÇÐËá ÏâÅÍËØ ×ÑÕÑ-
ÐÑÄ [4]:

F�x�� G�x; 0� �
�1
0

dy

�1� y�2
�
1� �1ÿ x�2 ÿ 4y�1ÿ x�

�1� y�2
�
F�x; y� ;

F�x; y� � t�������������
t 2 ÿ 1
p ln

ÿ
t�

�������������
t 2 ÿ 1
p �ÿ 1 ; t � 1� x 2�1� y�

2�1ÿ x� :
�75�

¶ÖÐÍÙËâ F�x� ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 21. °ÐÂ ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÇ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË:

F �x� � 4

3
x 2 ln

1

x
pri x5 1 ;

�76�
F �x� � ln

1

1ÿ x
pri 1ÿ x5 1 :

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 22 ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ×ÖÐÍÙËË
G�Ox;O�1ÿ x�� ÑÕ x ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ O,
ÅÆÇ O � �o1 � o2�=ep, x � o1=�o1 � o2�.

³ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÔÒÇÍÕÓ Ä ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ËÏÇÇÕ ÄËÆ

dsB � 8a 2Z2 do1 do2

pm 2o1o2
G

�
o1

ep
;
o2

ep

�
ln

1

b0
; �77�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ G ÕÂ ÉÇ, ÚÕÑ Ë Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (74), Â

b0 � max

�
1

mrscr
;
m�o1 � o2�

epeq

�
5 1 : �78�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓÑÄÇÆÈÐÐÑÇ Ä [50] ÕÑÚÐÑ ÒÑ Z ËÔ-
ÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÆÄÑÌÐÑÅÑ ÕÑÓ-
ÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÂÕÑÏÐÑÏ
ÒÑÎÇ ÒÑÍÂÊÂÎÑ, ÚÕÑ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËË ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÄØÑÆËÕ Ä ÔÇÚÇÐËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÕÑÎßÍÑ
ÚÇÓÇÊ ÏÐÑÉËÕÇÎß jA0�D �j2. ¿ÕÑÕ ÏÐÑÉËÕÇÎß ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ Ä ÔÇÚÇÐËË ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑÅÑ ÕÑÓ-
ÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÑÏ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÕÂÍÂâ ×ÂÍÕÑÓËÊÂ-
ÙËâ ÐÂÓÖÛÂÇÕÔâ ÒÓË ÖÚÈÕÇ ÒÇÓÄÑÌ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ
ÒÑÒÓÂÄÍË [20]. ±ÓÑÄÇÆÈÐÐÑÇ Ä [50] ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÒÑÊÄÑ-
ÎËÎÑ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÒÓÑÔÕÑÌ ÏÇÕÑÆ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÕÑÚÐÑ
ÒÑ Z ÔÇÚÇÐËâ ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÑÅÑ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä
ÄÇÆÖÜÇÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ¥Îâ àÕÑÅÑ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÐÂÌÕË ÔÇÚÇÐËÇ Ä ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ V�r� Ë ÊÂÕÇÏ ÊÂÏÇÐËÕß
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²ËÔ. 20. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß S1 (73) ÑÕ d1 ÒÓË o1=ep � Ox Ë o2=ep � O�1ÿ x�,
ÅÆÇ O � 0;4, x � 0;3 (ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ), x � 0;5 (ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ)
Ë x � 0;7 (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ).
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²ËÔ. 21. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß F�x� ÑÕ x � o1=ep (ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (75)).
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²ËÔ. 22. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕßG�Ox;O�1ÿ x�� ÑÕ x (74) ÒÓËO � 0;3 (ÛÕÓËØÑÄÂâ
ÍÓËÄÂâ), O � 0;5 (ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ) Ë O � 0;7 (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ).
©ÆÇÔß O � �o1 � o2�=ep Ë x � o1=�o1 � o2�.

2 µ¶¯, Õ. 186, å 7

´. 186, å 7] ±²°¸¦³³½ ±²ª £©¡ª®°¥¦«³´£ªª ¹¡³´ª¸ £½³°¬°« ¿¯¦²¤ªª ³ ¡´°®¡®ª 705



ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ VF�D2� ×ÂÍÕÑÓÑÏ
A0�D � ËÊ (49).

6. ¶ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËÇ e�eÿ-ÒÂÓÞ,
ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÏÑÇ ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ ×ÑÕÑÐÂ

¶ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËÇ e�eÿ-ÒÂÓÞ Ä ÒÑÎÇ ÂÕÑÏÂ, ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÏÑÇ
ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ ×ÑÕÑÐÂ �gZ! e�eÿg 0Z�, ÆÂÈÕ ÄÂÉÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ä
ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÞÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÒÓÑÙÇÔÔÖ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ e�eÿ-
ÒÂÓÞ, Â ÕÂÍÉÇ âÄÎâÇÕÔâ ×ÑÐÑÏ Í ÒÓÑÙÇÔÔÖ ÆÇÎßÃÓáÍÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ [21]. ±ÓÑÙÇÔÔ gZ! e�eÿg 0Z ÆÑÎÉÇÐ
ÕÂÍÉÇ ÖÚËÕÞÄÂÕßÔâ ÒÓË ËÊÖÚÇÐËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÎËÄÐÇÌ Ä ÄÇÜÇÔÕÄÇ. ¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÄÂÉÐÑÔÕß àÕÑÅÑ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÓÂÃÑÕ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÑÐ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÔâ Ä ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË [51, 52], Â
ÕÑÚÐÞÇ ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ Z ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÄÑÑÃÜÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ,
ÚÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÃÑÎßÛÑÌ ÔÎÑÉÐÑÔÕßá ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ. £
ÐÇÆÂÄÐÇÌ ÓÂÃÑÕÇ [53] ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ gZ! e�eÿg 0Z ÃÞÎÑ ÄÞÚËÔÎÇÐÑ ÕÑÚÐÑ ÒÑ Z Ä
ÅÎÂÄÐÑÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË.

°ÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ
ÏÇÐâáÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÃÑÓÐÑÄÔÍËÏ, ÊÂ ËÔ-
ÍÎáÚÇÐËÇÏ ÖÊÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÑÚÇÐß ÏÂÎÞØ ÒÇÓÇÆÂÚ ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ.

³ÇÚÇÐËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

dsl1l2mpmq � a 2jMl1l2mpmq j2
dp? dq? dk2? dep deq

�2p�6o1o2

; �79�

ÅÆÇ k1, k2, p Ë q ì ËÏÒÖÎßÔÞ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ×ÑÕÑÐÂ,
ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ×ÑÕÑÐÂ, àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ë ÒÑÊËÕÓÑÐÂ, l1, l2, mp Ë
mq ì ÔÒËÓÂÎßÐÑÔÕË ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ×ÑÕÑÐÂ, ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ
×ÑÕÑÐÂ, àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ë ÒÑÊËÕÓÑÐÂ; X? ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÖ ÄÇÍÕÑÓÂ X, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÖá ÄÇÍÕÑÓÖ k1, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÏÞ ÐÂÒÓÂÄËÏ ÄÆÑÎß ÑÔË z. ¡ÏÒÎËÕÖÆÖ M ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ Ä
ÄËÆÇ ÔÖÏÏÞ M �MB �MC, ÅÆÇ MB ì ÎËÐÇÌÐÑÇ ÒÑ Z
ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ (ÃÑÓÐÑÄÔÍÂâ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ), MC ì ÄÍÎÂÆ ÔÕÂÓ-
ÛËØ ÒÑ Z ÔÎÂÅÂÇÏÞØ (ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË). £ ÓÂÃÑÕÇ
[53] ÆÎâ ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÐÂÌÆÇÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ

MB
l1l2mpmq

� 64pZ
o1o2D2

�F l1l2mpmq�D?� ÿ F l1l2mpmq�ÿD?�
�
; �80�

ÅÆÇD � p� q� k2 ÿ k1 ìÒÇÓÇÆÂÚÂ ËÏÒÖÎßÔÂ,F l1l2mpmq�T�
ìÐÇÍÑÕÑÓÞÇ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË, âÄÐÞÌ ÄËÆ ÍÑÕÑÓÞØ
ÒÓËÄÇÆÈÐ Ä [53]. ¬ÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË ÕÂÍÉÇ ÄÞÓÂ-
ÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ àÕË ×ÖÐÍÙËË:

MC
l1l2mpmq

� ÿ 128iZ2

o1o2D2

�
dT

�T� D?�2�Tÿ D?�2
�jT� D?j
jTÿ D?j

�2iZ

�

�
n
�D 2
? � TD?�

�F l1l2mpmq�T� ÿ F l1l2mpmq�D?�
��

� �D 2
? ÿ TD?�

�F l1l2mpmq�T� ÿ F l1l2mpmq�ÿD?�
�o
; �81�

ÅÆÇ T ì ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÞÌ k1.
¿××ÇÍÕ àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËâ ÄÂÉÇÐ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÏÂÎÑÌ ÒÇÓÇ-
ÆÂÚË ËÏÒÖÎßÔÂ D9 rÿ1scr 5m, ÅÆÇ rscr ì ÓÂÆËÖÔ àÍÓÂÐËÓÑ-
ÄÂÐËâ. ¥Îâ ÕÂÍËØ D ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÏË ÒÑÒÓÂÄÍÂÏË ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß. ±ÑàÕÑÏÖ à××ÇÍÕ àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÖÚÕÈÐ ÖÏÐÑÉÇÐËÇÏ MB

l1l2mpmq
ÐÂ ÂÕÑÏÐÞÌ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓ

Fa�D2�, ÍÑÕÑÓÞÌ ÓÂÄÇÐ ÇÆËÐËÙÇ ÒÓË D4 rÿ1scr .
¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 23 ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÄÇÎËÚËÐÞ S

(ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ Ä ÇÆËÐËÙÂØ g, ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÑÇ
ÒÑ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ×ÑÕÑÐÂ Ë ÒÓÑÔÖÏÏËÓÑÄÂÐÐÑÇ

ÒÑ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâÏ ÍÑÐÇÚÐÞØ ÚÂÔÕËÙ),

S � 1

2

X
l1l2mpmq

gÿ1 dsl1l2mpmq
dp? dq? dk2? dep deq

; g � a 2Z2D2
?

�2p�6m 6o1o2D4
;

�82�

ÑÕ k2x ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ p?, q?, ep, eq, k2y � 0
Ë ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÂÕÑÏÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÑÄÑÅÑ ÐÑÏÇÓÂ Z.
£ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÍË D? � 0 �k2x � ÿ3;9m� ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÇ
ÔÇÚÇÐËÇ ÆÑÏËÐËÓÖÇÕ ÐÂÆ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÏË ÒÑÒÓÂÄÍÂÏË, ÍÂÍ
Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß. °ÆÐÂÍÑ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ
ÒÑÒÓÂÄÍË ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÏÇÐâáÕ ÃÑÓÐÑÄÔÍËÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ.
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ S ÆÎâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÇ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ o1 ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ep=o1,
eq=o1, p?=m, q?=m Ë k2?=m. ¥Îâ ÂÕÑÏÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕß S ÑÕ o1 ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÂÕÑÏÐÑÏÖ
×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓÖ. °ÆÐÂÍÑ àÕÑÕ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓ ÄÂÉÇÐ ÎËÛß Ä
ÖÊÍÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÍË D? � 0, ÅÆÇ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ
ÒÑÒÓÂÄÍË ÐÇÄÂÉÐÞ.

£ÑÊÐËÍÂÇÕ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÌ ÄÑÒÓÑÔ ÑÃ ÂÔËÏÏÇÕÓËË A ÆË×-
×ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÆÎâ ÙËÓÍÖÎâÓÐÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË
ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ×ÑÕÑÐÂ,

A � ds� ÿ dsÿ
ds� � dsÿ

;
�83�

ds� �
X
l2mpmq

ds�l2mpmq :

£ ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÂÔËÏÏÇÕÓËâ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ ÆÎâ
ÎáÃÞØ p, q Ë k2. ¿ÕÑÕ ×ÂÍÕ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ

MB
l1l2mpmq

� ÿmpmq
ÿ
MB

l1l2mpmq

��
: �84�

°ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (84) ÐÇ-
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ËÊ-ÊÂ ÐÂÎËÚËâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ
�jT� D?j=jTÿ D?j�2iZ Ä ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË Ä
(81). ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 24 ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÂÔËÏÏÇÕÓËË ÑÕ
ÖÅÎÂ j ÏÇÉÆÖ ÄÇÍÕÑÓÂÏË k2? Ë p?. ¬ÂÍ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß,
ÂÔËÏÏÇÕÓËâ ËÔÚÇÊÂÇÕ ÆÎâ k1, k2, p Ë q, ÎÇÉÂÜËØ Ä ÑÆÐÑÌ
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²ËÔ. 23. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß S (ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ Ä ÇÆËÐËÙÂØ g,
ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÑÇ ÒÑ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ×ÑÕÑÐÂ Ë ÒÓÑÔÖÏÏËÓÑÄÂÐÐÑÇ
ÒÑ ÒÑÎâÓËÊÂÙËâÏ ÍÑÐÇÚÐÞØ ÚÂÔÕËÙ (82)) ÑÕ k2x=m ÆÎâ ep � 0;4o1,
eq � 0;25o1, px � 4;7m, qx � ÿ0;8m, py � qy � k2y � 0; ÃÑÓÐÑÄÔÍËÌ ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕ (ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ), Z � 47 (ÔÇÓÇÃÓÑ, ÛÕÓËØÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓË-
ÄÂâ), Z � 82 (ÔÄËÐÇÙ, ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ) Ë Z � 92 (ÖÓÂÐ, ÔÒÎÑÛÐÂâ
ÍÓËÄÂâ). £ÇÎËÚËÐÂS, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÂâÆÎâÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑÒÑÎâ, ÐÇ ÊÂÄËÔËÕÑÕ
o1. µÚÈÕ àÍÓÂÐËÓÑÄÂÐËâ, ÅÆÇ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ o1 ÚÇÓÇÊ
ÂÕÑÏÐÞÌ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓ, ÏÇÐâÇÕ S ÕÑÎßÍÑ Ä ÏÂÎÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÍË
D? � 0 (k2x � ÿ3;9m ÐÂ ÓËÔÖÐÍÇ), ÅÆÇ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË ÐÇÄÂÉÐÞ.

706 ±.¡. ¬²¡¹¬°£, ².¯. ª, ¡.ª. ®ª¾º´¦«¯ [µ¶¯ 2016



ÒÎÑÔÍÑÔÕË �j � 0; p�. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÂÔËÏÏÇÕÓËâ ÏÑÉÇÕ
ÆÑÔÕËÅÂÕß ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÆÇÔâÕÍÑÄ ÒÓÑÙÇÐÕÑÄ ÆÂÉÇ ÆÎâ
ÔÓÇÆÐËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ Z.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÒÑÊÄÑÎËÎÑ ÒÑÎÖÚËÕß ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ ÕÑÚ-
ÐÑÅÑ ÒÑ Z ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ gZ!
! e�eÿg 0Z, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇÐÂÏÐÑÅÑ ÔÎÑÉÐÇÇ ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÅÑ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ. °ÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÒÑÒÓÂÄÍË ÊÐÂÚË-
ÕÇÎßÐÑ ÏÑÆË×ËÙËÓÖáÕ ÄÇÎËÚËÐÖ ÔÇÚÇÐËâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ë ËØ
ÐÂÆÑ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÒÓË ÂÐÂÎËÊÇ àÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÞØ ÆÂÐÐÞØ.

7. ¬ÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ
Ë ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÐÂ ÏÂÎÞÇ ÖÅÎÞ
ÒÓË ÄÞÔÑÍËØ àÐÇÓÅËâØ

¬ÂÍ ÖÉÇ ÅÑÄÑÓËÎÑÔß, ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÔÇÚÇÐËâ ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍË Ä ÂÕÑÏÐÑÏ
ÒÑÎÇ ÒÓË ÄÞÔÑÍËØ àÐÇÓÅËâØ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÏÂÎÞÏË ÖÅÎÂÏË
ÏÇÉÆÖ ËÏÒÖÎßÔÂÏË ÐÂÚÂÎßÐÞØ Ë ÍÑÐÇÚÐÞØ ÚÂÔÕËÙ Ë,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÃÑÎßÛËÏË ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏË ÏÑÏÇÐÕÂÏË.
ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÔËÔÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÖÚËÕÞÄÂÕß ÄÍÎÂÆ ÃÑÎßÛËØ ÑÓÃËÕÂÎßÐÞØ
ÏÑÏÇÐÕÑÄ, ÚÕÑ ÃÞÎÑ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 2 ë
6. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä ÓÂÏÍÂØ àÕÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ,
âÄÎâáÕÔâ ÕÑÚÐÞÏË ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ Z � Za. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ,
ÖÚÈÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÊÂ ÅÎÂÄÐÞÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËâ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÒÑÄÞÔËÕß ÕÑÚÐÑÔÕß
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏË Ä ÅÎÂÄÐÑÏ
ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ ÒÓËÐÙË-
ÒËÂÎßÐÖá ÓÂÊÐËÙÖ ÏÇÉÆÖ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËÇÏ Ë àÌÍÑÐÂÎßÐÞÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ, ÚÂÔÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇ-
ÏÞÏ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÒÓË ÄÞÔÑÍËØ àÐÇÓÅËâØ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÍÐËÅÖ [27]). ¿ÕÂ ÓÂÊÐËÙÂ ÃÞÎÂ ÑÕÏÇÚÇÐÂ ÇÜÈ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [9], Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ
ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÔÇÚÇÐËá ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ e�eÿ-ÒÂÓÞ ÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ä ÓÂÏÍÂØ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËâ, ÐÑ ÐÇ Ä ÓÂÏÍÂØ àÌÍÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ. £ÑÊÐË-
ÍÂÇÕ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÕÑÏ, ÍÂÍ ÆÂÎÇÍÑ ÏÑÉÐÑ
ÒÓÑÆÄËÐÖÕßÔâ Ä ÒÑÄÞÛÇÐËË ÕÑÚÐÑÔÕË ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÇÚÇ-
ÐËÌ Ä ÓÂÏÍÂØ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ. ¿ÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ
ÃÞÎ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐ Ä ÐÇÆÂÄÐÇÌ ÓÂÃÑÕÇ [54] ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ
ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÇÚÇÐËâ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÐÂ ÏÂÎÞÇ ÖÅÎÞ ÒÑÎâÓËÊÑ-
ÄÂÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ÄÞÔÑÍÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ÂÕÑÏÐÑÏ ÒÑÎÇ. ³ÇÚÇÐËÇ

àÕÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ
ÄËÆÇ [27]:

ds
dO
� 1

2

ds0
dO

�
1� S n�f1� f2� � T i jz i1z

j
2

�
; n � p� q

jp� qj ; �85�

ÅÆÇ ds0=dO ì ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÆÎâ ÐÇÒÑÎâÓË-
ÊÑÄÂÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ, p Ë q ì ËÏÒÖÎßÔÞ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ Ë
ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, f1 ì ÄÇÍÕÑÓ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÂÚÂÎß-
ÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ, f2 ì ÓÇÅËÔÕÓËÓÖÇÏÞÌ ÄÇÍÕÑÓ ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËË ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ, S ì ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ×ÖÐÍÙËâ
ºÇÓÏÂÐÂ, T i j ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÕÇÐÊÑÓ. ³ÇÚÇÐËÇ ds0=dO Ä
ÅÎÂÄÐÑÏ Ë ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÊÂ ÅÎÂÄÐÞÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ ÖÅÎÖ
ÓÂÔÔÇâÐËâ y5 1 ËÊÄÇÔÕÐÑ ÆÂÄÐÑ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ
ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ V�r� [55]. ³ àÕÑÌ ÕÑÚ-
ÐÑÔÕßá ÔÇÚÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÚËÔÎÇÐÑ Ä ÓÂÏÍÂØ ÍÄÂÊË-
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ. ¶ÖÐÍÙËâ ºÇÓÏÂÐÂ S, ÄÞÚËÔÎÇÐ-
ÐÂâ Ä ÄÇÆÖÜÇÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ÒÓÑÒÑÓ-
ÙËÑÐÂÎßÐÂ y 2. ¦ÔÎË ÄÞÚËÔÎâÕß S Ô ÒÑÏÑÜßá ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ
ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ Z, ÕÑ ÄÇÆÖÜËÌ ÒÑ Z ÄÍÎÂÆ (ÎËÐÇÌÐÞÌ ÒÑ Z)
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËË ÂÏÒÎËÕÖÆ ÓÂÔÔÇâ-
ÐËâ, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞØ Ä ÒÇÓÄÑÏ Ë ÄÑ ÄÕÑÓÑÏ ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË [56 ë 60]. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÄÇÆÖÜÇÅÑ ÍÄÂÊËÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÍÎÂÆÂ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ y 2, ÄÇÆÖÜËÌ ÒÑ Z
ÄÍÎÂÆ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ y 3 ÒÓË ÏÂÎÞØ y. ±ÓÑÕËÄÑÓÇÚËâ
ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÐÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËÇ ÒÑ Z ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÍÎÂÆÂ ÐÂÚËÐÂÇÕÔâ Ô Z2.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÑÕÐÑÛÇÐËâ Z=y ÆÑ-
ÏËÐËÓÖáÜËÌ ÄÍÎÂÆ Ä ×ÖÐÍÙËá ºÇÓÏÂÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ËÎË ÄÇÆÖÜËÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ ÄÍÎÂÆÑÏ, ËÎË ËÐÕÇÓ×Ç-
ÓÇÐÙËÇÌ ÏÇÉÆÖ ÒÇÓÄÑÌ Ë ÄÕÑÓÑÌ ÃÑÓÐÑÄÔÍËÏË ÂÏÒÎËÕÖ-
ÆÂÏË. ®ÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ ÄÍÎÂÆ O�y 3� Ä
×ÖÐÍÙËË S ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ
ÒÑÒÓÂÄÍÇ, Õ.Ç. ÕÑÉÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÍÎÂÆÖ ÃÑÎßÛËØ ÑÓÃË-
ÕÂÎßÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ. °ÆÐÂÍÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÌ Ä ÓÂÃÑÕÇ [54]
ÔÎÖÚÂÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑÍÂÊÂÎ, ÚÕÑ ÖÚÈÕ ÖÅÎÑÄÞØ
ÏÑÏÇÐÕÑÄ l � 1 ÂÃÔÑÎáÕÐÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏ ÆÎâ àÕËØ ÚÎÇÐÑÄ.
£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ Ä ÓÂÃÑÕÇ [54] ÃÞÎ ÔÆÇÎÂÐ ÄÂÉÐÞÌ ÄÞÄÑÆ Ñ
ÕÑÏ, ÚÕÑ ÐÇÎßÊâ ÄÞÌÕË ÊÂ ÓÂÏÍË ÕÑÚÐÑÔÕË ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÊÂ
ÅÎÂÄÐÞÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÃÇÊ ÖÚÈÕÂ
ÐÇÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÄÍÎÂÆÑÄ, ÑÕÄÇÚÂáÜËØ ÖÅÎÑÄÞÏ
ÏÑÏÇÐÕÂÏ l � 1.

7.1. ²ÂÔÔÇâÐËÇ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ
Ä ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
¥Îâ ÊÂÆÂÚË ÓÂÔÔÇâÐËâ Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÏ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ V�r� ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË cp�r� ÐÂ
ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ r ËÏÇÇÕ ÄËÆ

cp�r� � exp �ipr�up � exp �ipr�
r

�G0 ÿ aG1 ÿ RG2�up : �86�

¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ G0, G1 Ë G2 ÎÇÅÍÑ ÐÂØÑÆâÕÔâ ËÊ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËâ ×ÖÐÍÙËÌ f0, f1 Ë f2 (ÔÏ. (4)):

G0 � a0 � da0 ; G1 � ÿD?
2e
�a0 � da0 � da1� ;

�87�
G2 � i

q� p

2e 2
da1 ;

ÅÆÇ

a0 � ÿ ie
2p

�
dq exp �ÿiD?q�

�
exp �ÿiw�q� ÿ 1

�
;

da0 � ÿ 1

4p

�
dq exp

ÿÿiD?qÿ iw�q�� r q
qr

�1
ÿ1

dxV 2�rx� ;

0,06
A

0,04

0,02

0

ÿ0,02
ÿ0,04
ÿ0,06

0 1 2 3 4 5 6
j

²ËÔ. 24. ¡ÔËÏÏÇÕÓËâ A (ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (83)) ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ÖÅÎÂ j ÏÇÉÆÖ
ÄÇÍÕÑÓÂÏË k2? Ë p? ÆÎâ ep � 0;4o1, eq � 0;25o1, p? kÿq?, p? � 4;7m,
q? � 0;8m, k2? � m; ÃÑÓÐÑÄÔÍËÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ì ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ,
Z � 47 (ÔÇÓÇÃÓÑ) ì ÛÕÓËØÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ, Z � 82 (ÔÄËÐÇÙ) ì
ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ Ë Z � 92 (ÖÓÂÐ) ì ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ.
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da1� i

4pD2
?

�
dq exp

ÿÿiD?qÿ iw�q��D? qr q
qr

�1
ÿ1

dxV 2�rx� ;

w�q� �
�1
ÿ1

dxV�rx� ; rx �
�����������������
x 2 � r 2

p
: �88�

©ÆÇÔß D � qÿ p, q � pr=r, q ì ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ, ÒÇÓ-
ÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓÖ np � p=p, ÄÆÑÎß ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÏÞ
ÐÂÒÓÂÄÎâÇÏ ÑÔß z. ¥Îâ ÏÂÎÞØ ÖÅÎÑÄ ÓÂÔÔÇâÐËâ y5 1
ËÏÇÇÏ da0 � da1 � ya0. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÎâ ds0=dO, T i j Ë S
Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (85) ÒÑÎÖÚÂÇÏ

ds0
dO
� ja0j2

�
1� 2Re

da0
a0

�
; �89�

T i j � d i j � ye i j kx k ;

S � ÿmy
e

Im
da1
a0

: �90�

£ ÖÓÂÄÐÇÐËË (89) ÖÚÕÇÐÞ ÕÑÎßÍÑ ÄÇÆÖÜËÇ Ë ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÊÂ
ÄÇÆÖÜËÏË ÚÎÇÐÞ ÒÑ y Ä ds0=dO Ë T i j, Â Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (90)
ÖÚÕÈÐ ÄÇÆÖÜËÌ ÄÍÎÂÆ Ä ×ÖÐÍÙËá ºÇÓÏÂÐÂ S. ¶ÑÓÏÂ T i j

âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÞÏ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÔÒËÓÂÎßÐÑÔÕË
ÆÎâ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÏÂÎÞØ ÖÅÎÂØ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÄÔÇÅÆÂ ÄÞ-
ÒÑÎÐâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ jDzj � py 2=25D? � py. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ
àÕÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá a0�D� Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (88) ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ A0�D� (49)

a0�D� � ÿ e
2p

A0�D� : �91�

£ ÔËÎÖ àÕÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÔÇÚÇÐËÇ ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ
ÒÓË ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÒÇÓÇÆÂÚÂØ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÃÑÎßÛËØ ÒÑ ÔÓÂÄ-
ÐÇÐËá Ô ÏËÐËÏÂÎßÐÑÌ ÒÇÓÇÆÂÚÇÌ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐÑ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Ä ÄËÆÇ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÔÇÚÇÐËâ ÓÂÔÔÇâÐËâ Ë ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ËÊÎÖÚÇÐËâ
[12]. ±ÓË ÏÂÎÞØ ÒÇÓÇÆÂÚÂØ ËÏÒÖÎßÔÂ, Â ÕÂÍÉÇ Ä ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÏ ÊÂ ÅÎÂÄÐÞÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË àÕÂ
×ÂÍÕÑÓËÊÂÙËâ ÐÂÓÖÛÂÇÕÔâ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 4).

²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÆÎâ ds0=dO ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ Ä
àÌÍÑÐÂÎßÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË [55]. °ÆÐÂÍÑ ÊÆÇÔß ÐÂÆÑ ÔÆÇ-
ÎÂÕß ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÂÉÐÑÇ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ [18]. ±ÓË ÄÞÄÑÆÇ ÄÞ-
ÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ a0 Ä ÓÂÏÍÂØ àÌÍÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ
ÑÃÞÚÐÑ ËÔØÑÆâÕ ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ

a0 � ÿ e
2p

�
dr exp �ÿiqr�V�r�c�p �r� �92�

Ë ËÔÒÑÎßÊÖáÕ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ c�p �r� àÌÍÑÐÂÎßÐÖá ×ÖÐÍÙËá

c eik
p �r� � exp

�
iprÿ i

�1
0

dxV�rÿ xnp�
�
; �93�

ÍÑÕÑÓÂâ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ
×ÖÐÍÙËË ÒÓË ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËË ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË
(ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 2). ©ÂÕÇÏ, ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂâ Dz ÄÄËÆÖ ÏÂÎÑÔÕË àÕÑÌ
ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô D?, ÃÇÓÖÕ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ z Ë ÒÑ-
ÎÖÚÂáÕ a0 Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (88). ¿ÕÑÕ ÄÞÄÑÆ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÍÖÎÑ-
ÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÞÊÞÄÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔÞ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Dz ÖÏÐÑ-
ÉÂÇÕÔâ ÐÂ z � r=y, Õ.Ç. zDz � rD?. ¦ÔÎË ÐÇ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÕß
Dz, ÐÑ ÑÔÕÂÄËÕß ÄÑÎÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá Ä àÌÍÑÐÂÎßÐÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ÕÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ Ä (92) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÞ-
ÓÂÉÇÐËá ÆÎâ ja0j2, ÑÕÎËÚÂáÜÇÏÖÔâ ÑÕ ÒÓÂÄËÎßÐÑÅÑ ÐÂ-
ÎËÚËÇÏ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ 2pZ=�exp �2pZ� ÿ 1�.
¦ÔÎË ÉÇ ÄÊâÕß ÄÑÎÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá Ä ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß Dz, ÕÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ Ä (92)

ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ ja0j2, ÑÕÎËÚÂáÜÇÏÖÔâ ÑÕ
ÒÓÂÄËÎßÐÑÅÑ ÐÂÎËÚËÇÏ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ
2pZ=�1ÿ exp �ÿ2pZ��. ª ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÖÆÇÓÉËÄÂâ
Dz Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÖá ÄÑÎÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá,
ÏÑÉÐÑ ËÊ (92) ÒÑÎÖÚËÕß ÒÓÂÄËÎßÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÎâ a0 Ä
(88) (ÔÏ. ÓÂÃÑÕÖ [18]).

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ a0 ! ÿa �0 , da0 ! da �0 Ë da1 ! da �1 ÒÓË
ÊÂÏÇÐÇ V! ÿV. ±ÑàÕÑÏÖ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ºÇÓÏÂÐÂ S (ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (90)) ËÐÄÂÓË-
ÂÐÕÇÐ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÊÂÏÇÐÞ V! ÿV. ¯ÂÒÓÑÕËÄ, ÄÍÎÂÆ
2Re �da0=a0� Ä ds0=dO Ä (89) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÊÂÓâÆÑÄÑÌ
ÂÔËÏÏÇÕÓËË Ä ÓÂÔÔÇâÐËË, Õ.Ç. Í ÓÂÊÐËÙÇ ÏÇÉÆÖ ÔÇÚÇÐËâÏË
ÓÂÔÔÇâÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ë ÒÑÊËÕÓÑÐÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [27]).
¥Îâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ V�r� � ÿZ=r ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (88)
ÔÎÇÆÖÇÕ

a0 � 2Z

ey2ÿ2iZ
G�1ÿ iZ�
G�1� iZ� ; �94�

da0
a0
� 1

4
pyg ��Z� ; da1

a0
� ÿ pyg ��Z�

4�1� 2iZ� ;

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ g�Z� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä (15). ¬ÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ
ÔÇÚÇÐËÇ Ë ×ÖÐÍÙËâ S ÆÎâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ËÏÇáÕ ÄËÆ

ds0
dO
� 4Z2

e 2y 4

�
1� py

2
Re g�Z�

�
; �95�

S � ÿ pmy 2

4e
Im

g�Z�
1ÿ 2iZ

: �96�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ºÇÓÏÂÐÂ
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ y 2, Â ÊÐÂÏÇÐËÕÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ®ÑÕÕÂ
[56] ÆÎâ ÄÇÆÖÜÇÅÑ ÒÑ Z ÄÍÎÂÆÂ Ä S ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ
y 3 ln y. ±ÑàÕÑÏÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ®ÑÕÕÂ ÐÇÒÓËÏÇÐËÏ ÒÓË y9Z.

°ÃÔÖÆËÏ ÕÇÒÇÓß ÄÎËâÐËÇ à××ÇÍÕÂ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ
âÆÓÂ ÐÂ ÔÇÚÇÐËÇ ds0=dO Ë ×ÖÐÍÙËá ºÇÓÏÂÐÂ S, ÄÊâÄ
ÏÑÆÇÎßÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ

V�r� � ÿ Z�����������������
r 2 � R 2
p ; �97�

ÅÆÇRìØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ âÆÓÂ. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
ÄÔÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ Ä (88) ÃÇÓÖÕÔâ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ

ds0
dO
� 4Z2

e 2y 4

���� bK1ÿiZ�b�
G�1� iZ�

����2�1� A� ; �98�

A � pZy
2

Re
G�1� iZ�ÿ2K1=2ÿiZ�b� ÿ bK3=2ÿiZ�b�

�
G�3=2� iZ� �����2bp K1ÿiZ�b�

; �99�

S � pZmy 2

4e
Im

G�1� iZ�K1=2ÿiZ�b�
G�3=2� iZ� �����2bp K1ÿiZ�b�

; b � yeR ; �100�

ÅÆÇKn�x�ìÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ¢ÇÔÔÇÎâ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÓÑÆÂ. £ÇÎËÚËÐÂ A Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (99) âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÓâÆÑÄÑÌ
ÂÔËÏÏÇÕÓËÇÌ,

A � ds0�Z� ÿ ds0�ÿZ�
ds0�Z� � ds0�ÿZ� : �101�

£ÒÓÇÆÇÎÇ b! 0 ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ (98) Ë (100) ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô (95) Ë
(96). ¯Â ÓËÔÖÐÍÂØ 25 Ë 26 ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÂÔËÏÏÇÕÓËâ A Ë
×ÖÐÍÙËâ S Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ b ÆÎâ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
Z. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÑÃÇ ×ÖÐÍÙËË ÔËÎßÐÑ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ b Ë Z.
ªÐÕÇÓÇÔÐÑ, ÚÕÑ ÑÃÇ ×ÖÐÍÙËË ÏÇÐâáÕ ÔÄÑÌ ÊÐÂÍ ÒÓË
b � 1. ±Ñ-ÄËÆËÏÑÏÖ, àÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÔÑØÓÂÐËÕÔâ Ë ÆÎâ
ÑÃÞÚÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËÌ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
âÆÇÓ.

708 ±.¡. ¬²¡¹¬°£, ².¯. ª, ¡.ª. ®ª¾º´¦«¯ [µ¶¯ 2016



7.2. ²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÕÑÚÐÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÒÑ ÏÂÎÞÏ ÖÅÎÂÏ
¡ÏÒÎËÕÖÆÂ ÓÂÔÔÇâÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏ ÒÑÎÇ
ËÊÄÇÔÕÐÂ ÕÑÚÐÑ ÒÑ Z ÆÎâ ÎáÃÞØ àÐÇÓÅËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ë
ÖÅÎÑÄ ÓÂÔÔÇâÐËâ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [4, 27]):

Mfi � i

2p
f yf

�
G�y� ÿ iZm

p
F �y�ÿ

ÿ i

�
G�y� tan y

2
� iZm

p
F �y� cot y

2

�
nr

�
fi ;

ÅÆÇ fi Ë ff ì ÔÒËÐÑÓÞ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÏÖ Ë
ÍÑÐÇÚÐÑÏÖ àÎÇÍÕÓÑÐÖ, ×ÖÐÍÙËË F �y� Ë G�y� ËÏÇáÕ ÄËÆ

F �y� � ÿ
X1
l�1

G�gl ÿ in�
G�gl � in� 1� exp

�
ip�lÿ gl�

�
l �Pl ÿ Plÿ1� ;

�102�
G�y� � ÿ cot

y
2

dF

dy
: �103�

©ÆÇÔß Pl � Pl cos y� � ì ÒÑÎËÐÑÏÞ ÇÉÂÐÆÓÂ, gl �
�

��������������
l 2 ÿ Z2

p
. ¦ÔÎË ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ËÊÄÇÔÕÐÂ ÕÑÚÐÑ, ÕÑ àÕÑ

ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ
ÏÇÉÆÖ ÄÍÎÂÆÂÏË ÃÑÎßÛËØ ÑÓÃËÕÂÎßÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ l
(ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ÄÍÎÂÆ) Ë ÄÍÎÂÆÑÏ l � 1 Ä ÔÇÚÇÐËÇ Ë
×ÖÐÍÙËá ºÇÓÏÂÐÂ ÆÎâ ÓÂÔÔÇâÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÍÖÎÑÐÑÄ-
ÔÍÑÏ ÒÑÎÇ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÏÂÎÞØ ÖÅÎÑÄ ÓÂÔÔÇâÐËâ y

ÅÎÂÄÐÞÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÂÏÒÎËÕÖÆÖ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÖÅÎÑÄÞÏË ÏÑÏÇÐÕÂÏË l4 1 ÐÇ ÕÑÎßÍÑ Ä ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕË-
ÄËÔÕÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÐÑ Ë ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ b � p=e.
±ÑàÕÑÏÖ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ Z � Za Ë n � Za=b ÍÂÍ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ. ®Þ
ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑ ÏÂÎÞÏ ÖÅÎÂÏ, ÐÑ ÐÇ ÃÖÆÇÏ
ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÕß ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÖÔÎÑÄËâ Z5 1, ÍÑÕÑÓÑÇ ÃÞÎÑ
ÒÓËÐâÕÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [60].

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÆÎâ ÐÇÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÞØ
ÚÂÔÕËÙ ds0=dO Ë ×ÖÐÍÙËâ ºÇÓÏÂÐÂ S y� �, ÄÞÓÂÉÇÐÐÞÇ
ÚÇÓÇÊ F �y� Ë G�y�, ËÏÇáÕ ÄËÆ

ds0
dO
� 1

4p 2

� ��G�y���2
cos2 �y=2� �

Z2m 2
��F �y���2

p 2 sin2 �y=2�

�
; �104�

S�y� � Zmp sin yReFG ���G�y���2p 2 sin2 �y=2� � Z2m 2
��F �y���2 cos2 �y=2� :

£ ÓÂÃÑÕÇ [54] ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÆÎâ
×ÖÐÍÙËË F �y� ÒÓË y5 1:

F � FQC � dF ; �105�

FQC � G�1ÿ in�
G�1� in� s

2in
�
1� ipZ2

�1� 2in�n g ��n�s�

� iZ2

2�1� in�n
�
1� 2inÿ p2Z2

4

�
s 2
�
;

dF � G�1ÿ in�
G�1� in� C�Z; n�s

2 :

©ÆÇÔß

C�Z; n� � ÿiZ2
�
1

2n
� i� p

2�1ÿ 2in� ÿ
p2Z2

8n

�
�

� G�1� in�
G�1ÿ in�

X1
l�1

2l 2
�
G�gl ÿ in� exp �ip�lÿ gl�

�
G�gl � in� 1� ÿ

ÿ G�lÿ in�
G�l� in� 1� Tl

�
;

�106�
Tl � 1� ip

2l
Z2 � Z2

2l 2

�
1� 2inÿ p2Z2

4

�
;

ÅÆÇ s � sin �y=2�. ³ÎÂÅÂÇÏÑÇ FQC ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÍÎÂÆÑÏ
ÃÑÎßÛËØ l (ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ÄÍÎÂÆ), Â ÔÖÏÏÂ ÒÑ l Ä
ÔÎÂÅÂÇÏÑÏ dF ÔØÑÆËÕÔâ ÒÓË l � 1 (ÐÇÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ
ÄÍÎÂÆ). ¶ÖÐÍÙËâ C�Z; n� ËÏÇÇÕ ÔËÎßÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ Z
Ë n. ¿ÕÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕÔâ ÓËÔ. 27, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ
ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ Ë ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕË ×ÖÐÍÙËËC�Z; n� ÒÓË n � Z
(b � 1) ÒÑÍÂÊÂÐÞ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ Z.

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË (105) Ä (104) ÒÑÎÖÚÂÇÏ:

ds0
dO
� n 2

4p 2s 4

�
1� pb 2 Re g�n�sÿ 2nÿ1 Im

ÿ
s 2inC ��Z; n��s 2� ;

�107�

S�y� � ms 2

en

�
ÿpZb Im

�
g�n�

1ÿ 2in

�
�

�
�

Z2

1� n 2

�
1ÿ 3p2Z2

4�1� 4n 2�
�
� p2Zb 3 Im

�
g�n�

1ÿ 2in

�
Re g�n�ÿ

ÿ 2Re
��1� in�s 2inC ��Z; n���s� : �108�

2

1

0

ÿ1

ÿ2
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

b

A
=
�Z
y�

0

²ËÔ. 25. ¡ÔËÏÏÇÕÓËâ A (99) Ä ÇÆËÐËÙÂØ Zy ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ b � yeR ÆÎâ
Z � 0;1 (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ), Z � 0;4 (ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ) Ë Z � 0;7
(ÛÕÓËØÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ).

0,8

0,6

0,4

0,2

0

ÿ0,2

ÿ0,4
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

b

S
=
S
0

0

²ËÔ. 26. ¶ÖÐÍÙËâ ºÇÓÏÂÐÂ S (100) Ä ÇÆËÐËÙÂØ S0 � mZ2y 2=e Ä
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ b � yeR ÆÎâ Z � 0;1 (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ), Z � 0;4
(ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ) Ë Z � 0;7 (ÛÕÓËØÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ).
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£ÕÑÓÂâ ÒÑÒÓÂÄÍÂ Í ÔÇÚÇÐËá ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ËÊ-ÊÂ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐ-
ÙËË ÏÇÉÆÖ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ Ë ÐÇÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ
ÄÍÎÂÆÂÏË Ä ÂÏÒÎËÕÖÆÖ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, àÕÂ ÒÑÒÓÂÄÍÂ ÐÇ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÂ Ä ÓÂÏÍÂØ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÆØÑÆÂ. £ ÓÂÃÑÕÇ [18] ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÖÒÓÖ-
ÅÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÐÂ ÏÂÎÞÇ ÖÅÎÞ ÒÓË ÄÞÔÑÍËØ
àÐÇÓÅËâØ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ Ä ÓÂÏÍÂØ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÆ-
ØÑÆÂ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÒÇÓÄÑÌ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË,
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ Ä àÌÍÑÐÂÎßÐÑÏ
ÒÑÆØÑÆÇ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÒÇÓÄÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË. ¿ÌÍÑÐÂÎßÐÞÌ ÒÑÆ-
ØÑÆ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞÒÑÎÐËÕß ÓÇÅÖÎâÓÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÓÂÃÑÕÞ [61, 62]). ±ÑàÕÑÏÖ
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÕÑÏ, ÏÑÉÐÑ ÎË ÒÑÎÖÚËÕß ÄÍÎÂÆ O�s 2�
Ä (107) Ä ÓÂÏÍÂØ àÌÍÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ
ÒÑÐâÕß, ÚÕÑ ÑÕÄÇÕ ÑÕÓËÙÂÕÇÎÇÐ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, àÌÍÑ-
ÐÂÎßÐÂâ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÆÎâ D? 6� 0 ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Mfi � ÿ ip

2p

�
dq exp

ÿÿiD?qÿ iw0�q�
��

� f yf

�
1ÿ iw1 ÿ iw2 ÿ

w 2
1

2
� . . .

�
fi : �109�

£ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏ ÒÑÎÇ w0 � 2n ln pr. ªÊ ÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÔÑÑÃÓÂ-
ÉÇÐËÌ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ àÌÍÑÐÂÎßÐÞÇ ÒÑÒÓÂÄÍË ËÏÇáÕ ÄËÆ
wn>0�r� � Pn�ln pr�=�pr�n, ÅÆÇ Pn�x� ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÎË-
ÐÑÏÞ Ô ÏÂÕÓËÚÐÞÏË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË. ±ÓÑÄÑÆâ ÊÂÏÇÐÖ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ q! �2=D?�q, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

Mfi � ÿs 2in 2ip

pD2
?

�
dq exp �ÿ2idq�rÿ2inf yf

�
1ÿ i

s

r
P1

�
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r
s

�
ÿ

ÿ s 2

r 2

�
iP2

�
ln

r
s

�
� 1

2
P 2

1

�
ln

r
s

��
� . . .

�
fi ; �110�

ÅÆÇ d � D?=D? ì ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ. £ÊâÄ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÒÑ
q, ÐÂØÑÆËÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÖMfi Ä àÌÍÑÐÂÎßÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË:

Mfi � G�1ÿ in�
G�1� in� s

2in n
2ps 2

�

� f yf
�
1� sQ1�ln s� � s 2Q2�ln s� � . . .

�
fi ; �111�

ÅÆÇ Q1 Ë Q2 ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÎËÐÑÏÞ Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË,
âÄÎâáÜËÏËÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË n Ë Z. °ÃÜËÌ ×ÂÊÑÄÞÌ ÏÐÑÉË-
ÕÇÎß s 2in ËÔÚÇÊÂÇÕ Ä jMfij2. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (111)
ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß
Im �s 2inC ��Z; n�� Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (107). ¿ÕÑ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔáÓ-

ÒÓËÊÑÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÖÔÎÑÄËÇ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË àÌÍÑÐÂÎßÐÑÅÑ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÐÂÓÖÛÂÇÕÔâ ÐÂ ÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ.

°ÃÔÖÆËÏ ÕÇÒÇÓß ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ
ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏË, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏË Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ
ÏÂÎÞÏ ÖÅÎÂÏ, Ë ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏË, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏË ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËÇÏ ÒÑ ÏÂÎÞÏ n. µÆÇÓÉËÄÂâ ÕÑÎßÍÑ ÄÇÆÖÜËÇ ÚÎÇÐÞ ÒÑ n
Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÒÑ s, ÐÂØÑÆËÏ

ds0
dO
� n 2

4p 2s 4
�1� spZbÿ s 2b 2� ; �112�

S�y� � 2Zms 2

e

�
pZ�2 ln 2ÿ 1� � bs ln s

�
: �113�

³ÇÚÇÐËÇ (112) ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ ÒÑ ÏÂÎÞÏ
ÖÅÎÂÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [57, 58].
¶ÖÐÍÙËâ S (ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (113)) ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ
ÒÑ ÏÂÎÞÏ ÖÅÎÂÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ºÇÓÏÂÐÂ,
ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ Ä [59]. ³ÎÂÅÂÇÏÑÇ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÇ s ln s Ä
(113), ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ®ÑÕÕÂ [56].

£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÇÓÄÑÌ Ë ÄÕÑÓÑÌ
ÒÑÒÓÂÄÑÍ ÒÑ s Í ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá ÒÓÑÒÑÓ-
ÙËÑÐÂÎßÐÞ ÑÕÐÑÛÇÐËá n=y ÆÄÖØ ÏÂÎÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, Ë
àÕÑ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÃÑÎßÛÇ ËÎËÏÇÐßÛÇ ÇÆËÐËÙÞ.
¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ âÄÎÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ë ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ºÇÓ-
ÏÂÐÂ: ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÄÇÆÖÜÇÅÑ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÍÎÂÆÂ Ë
ÒÑÒÓÂÄÍË ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ n=�y ln y�.

²ÇÊÖÎßÕÂÕ (105) ÒÑÎÖÚÇÐ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÏÂÎÞØ ÖÅÎÑÄ
ÓÂÔÔÇâÐËâ, y5 1. °ÆÐÂÍÑ ÑÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (105)
ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË F ÖÆËÄËÕÇÎßÐÑ ØÑÓÑÛÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÕÑÚÐÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ (102) ÆÎâ ÄÔÇØ y. ±ÑàÕÑÏÖ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(103) Ë (105) Ä (104), ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÑÚÇÐß ØÑÓÑÛËÇ
ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËË ÆÎâ ÔÇÚÇÐËâ Ë ×ÖÐÍÙËË ºÇÓÏÂÐÂ ÄÑ ÄÔÈÏ
ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÖÅÎÑÄ Ë ÊÂÓâÆÑÄ âÆÓÂ. ¿ÕÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ËÎÎá-
ÔÕÓËÓÖÇÕÔâ ÓËÔ. 28, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÔÇÚÇÐËÇ ÓÂÔ-
ÔÇâÐËâ ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÐÂ âÆÓÇ ÔÄËÐÙÂ
Z � 82 ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ s � sin �y=2�. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔËÇ
ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÖÅÎÂØ ËÔÚÇÊÂÇÕ, ÇÔÎË ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË
(105) ÄÍÎÂÆÂÏË ÒÑÓâÆÍÂ s 2 (ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ).

8. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÑÃÊÑÓÇ ÑÒËÔÂÐÑ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆË-

2
C

1

0

0

ÿ1

ÿ2

ÿ3

ÿ4
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Z

²ËÔ. 27. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ) Ë ÏÐËÏÂâ (ÛÕÓËØÑÄÂâ
ÍÓËÄÂâ) ÚÂÔÕË ×ÖÐÍÙËË C�Z; n� (ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (106)) ÒÓË n � Z ÍÂÍ ×ÖÐÍ-
ÙËË Z.

1,0

1,5

2,0

S
ÿ1 0

d
s 0
=
d
O

0,5

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
s

0

²ËÔ. 28. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ds0=dO (ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(104)) Ä ÇÆËÐËÙÂØ S0 � n 2=�4p 2s 4� ÑÕ s � sin �y=2� ÆÎâ e4m Ë n �
� Z � 0;6. ³ÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ì ÕÑÚÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ËÊ
(102) Ë (103), ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ ì ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ËÊ (103) Ë
(105), ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ ì ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ËÊ F Ä ÍÄÂÊËÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Ô ÖÚÈÕÑÏ ÒÇÓÄÑÌ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË
(ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (105) Ô ÑÕÃÓÑÛÇÐÐÞÏË ÚÎÇÐÂÏË / s 2).
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ÐÂÏËÍË Ä ÒÑÎÇ ÂÕÑÏÑÄ ÒÓË ÄÞÔÑÍËØ àÐÇÓÅËâØ. ¥Îâ
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ÄÂÉÐÑ, ÚÕÑÃÞ ÔÇÚÇÐËâ àÕËØ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÑÄ ÃÞÎË ËÊÄÇÔÕÐÞ Ô ÄÞÔÑÍÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá. ±ÑÍÂÊÂÐÑ,
ÚÕÑ ÄÑ ÄÔÇØ ÔÎÖÚÂâØ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÆØÑÆÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÕÑÚÐÞÇ ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ
Z � Za ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÄËÆ ÍÑÕÑÓÞØ ÐÇÐÂÏÐÑÅÑ ÔÎÑÉÐÇÇ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ Ä ÃÑÓÐÑÄ-
ÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. £ÞÚËÔÎÇÐËÇ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÊÂ ÅÎÂÄ-
ÐÞÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ×ÑÓÏÖÎÞ, ËÏÇáÜËÇ ÄÞÔÑÍÖá ÕÑÚÐÑÔÕß
ÒÓË ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞØ àÐÇÓÅËâØ, ÐÑ Ë ÄÒÇÓÄÞÇ ÍÑÎËÚÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÕß ÕÂÍËÇ âÄÎÇÐËâ, ÍÂÍ ÊÂÓâÆÑÄÂâ ÂÔËÏ-
ÏÇÕÓËâ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ×ÑÕÑÓÑÉÆÇÐËâ Ë ÕÑÓÏÑÊÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇ-
ÐËâ Ä ÒÑÎÇ ÂÕÑÏÂ ÒÓË ÄÞÔÑÍËØ àÐÇÓÅËâØ.

²ÂÃÑÕÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÂ ÒÓË ÒÑÆÆÇÓÉÍÇ ²ÑÔÔËÌÔÍËÏ ÐÂÖÚ-
ÐÞÏ ×ÑÐÆÑÏ (ÅÓÂÐÕ 14-50-00080).
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Quantum electrodynamics processes in the interaction of high-energy particles with atoms

P.A. Krachkov, R.N. Lee, A.I. Mil'shtein
Budker Institute of Nuclear Physics, Siberian Branch of the Russian Academy of Sciences,
prosp. Akademika Lavrent'eva 11, 630090 Novosibirsk, Russian Federation
E-mail: peter_phys@mail.ru, r.n.lee@inp.nsk.su, a.i.milstein@inp.nsk.su

The recently developed method of employing quasiclassical Green's functions in solving the Dirac equation for various external éeld
conégurations has provided a breakthrough insight into the fundamental quantum electrodynamics processes whereby high-energy
particles interact with atoms. This paper reviews recent results, exact in the atomic éeld parameters, on the cross sections for the
electron-positron high-energy photoproduction, the single bremsstrahlung cross section for relativistic electrons and muons in the
atomic éeld, double bremsstrahlung cross sections, etc. In many cases, the calculations are performed in the quasiclassical approxima-
tion with the inclusion of the érst-order quasiclassical correction.
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