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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

µÓÂÄÐÇÐËÇ ¢áÓÅÇÓÔÂ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÑÔß Ä ÕÇÚÇÐËÇ
ÏÐÑÅËØ ÎÇÕ Ä ÔÄâÊË Ô ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞÏË ×ËÊËÚÇÔÍËÏË
ÒÓËÎÑÉÇÐËâÏË. ¦ÏÖ ÒÑÔÄâÜÇÐÞ ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÑÃ-
ÊÑÓÞ Ë ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [1 ë 3]). £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË,
àÕË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÑÕÓÂÉÇÐÞ Ä ÓâÆÇ ÒÖÃÎËÍÂÙËÌ Ä µ¶¯
[4 ë 6]. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÏÞ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÔÄâÊÂÐÐÞÏË Ô
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕßá ÄÑÒÓÑÔÂÏË, ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ, ÐÂ ÐÂÛ ÄÊÅÎâÆ, ÇÜÈ ÐÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ËÊÖÚÇÐÞ. µÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ¢áÓÅÇÓÔÂ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÏ
ÄÂÓËÂÐÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¯ÂÄßÇ ë³ÕÑÍÔÂ. £ ÕÇÚÇÐËÇ ÏÐÑÅËØ
ÎÇÕ Ô ÒÑÏÑÜßá ÂÐÂÎËÊÂ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ àÕÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂÆÇâÎËÔß ÒÓÑÎËÕß ÔÄÇÕ ÐÂ ÒÓÑÃÎÇÏÖ ÅËÆÓÑÆË-
ÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË, ÒÑÐâÕß ×ËÊËÚÇÔÍÖá ÍÂÓ-
ÕËÐÖ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÅÑ ÍÂÔÍÂÆÂ. °ÆÐÑÌ ËÊ "ÏÑÆÇÎÇÌ"
ÍÂÔÍÂÆÂ âÄÎâÇÕÔâ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕß. ³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ËÆÇâ, ÚÕÑ
ÄÓÇÏÇÐÐaÂ â àÄÑÎáÙËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¯ÂÄßÇ ë³ÕÑÍÔÂ, ÄÑÊÃÖÉ-
ÆÂÇÏÑÅÑ ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÑÌ ÔËÎÑÌ, ÒÓËÄÑÆËÕ (Ä ÒÓÇÆÇÎÇ
ÐÖÎÇÄÑÌ ÄâÊÍÑÔÕË) Í ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËá ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË [7, 8].
¿ÕÂ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕß Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍËÌ ÔÍÇÌ-
ÎËÐÅ. ·ÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÄâÊÍÑÔÕË Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËË ¢áÓÅÇÓÔÂ ÊÂ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ

ÓÂÊÄËÄÂÇÕÔâ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕß v / x 1=3, ÑÆÐÂÍÑ ÑÐÂ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÖÇÕ ÎËÛß ÏÅÐÑÄÇÐËÇ Ë, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÚËÔÎÇÐÐÑÇ
ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ [1], ÐÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÄÎËâÐËâ ÐÂ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÓÇÛÇÐËâ.

´ÓÂÆËÙËÑÐÐÞÌ ÔÒÑÔÑÃ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË
Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ¢áÓÅÇÓÔÂ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÄÄÇÆÇÐËË Ä ÇÅÑ ÒÓÂÄÖá
ÚÂÔÕß ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔËÎÞ:

vt � vvx � nvxx � g�x; t� : �1�

´ÂÍÑÌ ÒÑÆØÑÆ ÑÃÔÖÉÆÂÎÔâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÑÃÊÑÓÂØ [4, 5].
µÓÂÄÐÇÐËÇ (1) ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÐÂ

ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÊÂÆÂÚË, ÕÑÅÆÂ n ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÚËÔÎÑ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ. ³ÎÖÚÂÌÐÂâ ÔËÎÂ g�x; t�
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ, ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË,


g�x1; t1� g�x2; t2�
� � k�x1 ÿ x2� d�t1 ÿ t2� :

¬ÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÑÔÕß ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔËÎÞ g�x; t� ÑÊÐÂÚÂÇÕ,
ÚÕÑ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ÆÎËÐÂ, Õ.Ç. ÏÂÔÛÕÂÃ ÊÂÕÖØÂÐËâ ×ÖÐÍ-
ÙËË k�x1 ÿ x2�, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ÄâÊÍËÌ ÏÂÔÛÕÂÃ.
£ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÄÇÎËÚËÐÂØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ÆÎËÐÂ ÓÂÄÐÂ
ÇÆËÐËÙÇ. ´ÂÍÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕ
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÅÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ

nÿ1 5 l5 1 ;

ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÅÑ ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÏÖ ËÐÕÇÓÄÂÎÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¯ÂÄßÇ ë³ÕÑÍÔÂ ÆÎâ ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË.

¬ÓÑÏÇ ÔÎÖÚÂâ ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÑÌ ÔËÎÞ, ÔÑÔÓÇÆÑÕÑ-
ÚÇÐÐÑÌ ÒÓË ÏÂÎÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÚËÔÎÂØ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇ-
ÓÇÔ ÂÐÂÎËÊ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢áÓÅÇÓÔÂ, ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÏÑÅÑ
ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÑÌ ÔËÎÑÌ. ¥Îâ ÕÂÍÑÌ ÔËÎÞ ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊ ÍÑÓÓÇ-
ÎâÕÑÓÂ k�x1 ÿ x2� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ Ä ÔÕÇÒÇÐÐoÂ Ï ÄËÆÇ

k�k� � 2D0jkj b :
±ÑÍÂÊÂÕÇÎß ÔÕÇÒÇÐË b ÊÂÆÂÈÕ ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÄÑÊÃÖÉÆÂáÜÇÌ ÔËÎÞ. £ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ b > 0, ÔËÎÂ ÓÂÃÑ-
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ÕÂÇÕ Ä ÏÂÎÞØ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ; ÕÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, b � 2 ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÕÇÒÎÑÄÑÏÖ ÛÖÏÖ ÆÎâ ÏÑÆÇÎË ¬ÂÓÆÂÓÂ ë±ÂÓËÊË ë
¸ÄÂÐÅÂ (Kardar ë Parisi ë Zhang ì KPZ) [9]. ·ÑÓÑÛÑ
ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [10]) ÊÂÆÂÚÂ
ÓÇÛÂÇÕÔâ Ë ÓÇÛÇÐËÇ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÒÓÑÔÕÞÏ ÔÍÇÌÎËÐÅÑÏ. ¥Îâ
ÐÂÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ ÔÎÖÚÂÌ b < 0. ´ÑÅÆÂ ÔËÎÂ
ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ Ä ÃÑÎßÛËØ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ (ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ
ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß ÑÃÓÇÊÂÐÂ ÐÂ àÕÑÏ ÏÂÔÛÕÂÃÇ). ±ÓË àÕÑÏ
ÏÇÕÑÆ ÓÇÐÑÓÏÅÓÖÒÒÞ ÐÇ ÓÂÃÑÕÂÇÕ [11] Ë ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß
ËÅÓÂÇÕ ÓÇÛÂáÜÖá ÓÑÎß. £ ÔÎÖÚÂÇ b < ÿ3 ÄÑÊÃÖÉÆÂáÜÂâ
ÔËÎÂ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏÂâ, ÓÇÛÇÐËÇ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ
ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ, ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÍÖÔÑÚÐÑ-ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÞÏ Ë ÔÑÆÇÓÉËÕ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÔÍÂÚÍÑÄ, ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË
ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÓË àÕÑÏ ËÏÇáÕ ÄËÆ xn �
� min �1; n�.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏÑÌ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÎÞ, Õ.Ç.
ÕÂÍÑÌ ÔËÎÞ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÓÂÔ-
ØÑÆâÕÔâ ÒÓË k!1 �ÿ3 < b < 0�, ÐÂÎËÚËÇ ÔÍÂÚÍÑÄ Ë ÔÑ-
ÑÃÓÂÉÇÐËâ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÆÂáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÍÂ-
ÊÂÕÇÎÇÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ [12]: xn � min �1;ÿnb=3�.
°ÆÐÂÍÑ ÐË Ä ÕÑÏ, ÐË Ä ÆÓÖÅÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÕ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑÅÑ ÄÞÄÑÆÂ ÔÍÇÌÎËÐÅÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ. ©ÂÏÇÕËÏ
ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ËÏÇÐÐÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢áÓÅÇÓÔÂ ÓÂÃÑÕÂáÕ ÐÇ ÄÔÇÅÆÂ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ,
ÆÎâ ÕÓÇÕßÇÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË S3 � h�dv�l ��3i ÒÓË
ÐÂÎËÚËË ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔËÎÞ ËÏÇÇÕÔâ
ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÌ ÊÂÍÑÐ [1]: h�dv�l ��3i � el, ÅÆÇ e � k�0� ì
ÒÑÕÑÍ àÐÇÓÅËË. ³ÑÑÃÓÂÉÇÐËâ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ
ÕÇÏ, ÍÑÕÑÓÞÇ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÒÓË ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ¯ÂÄßÇ ë
³ÕÑÍÔÂ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÔÍÂÚÍÑÄ, ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÎË
ÃÞ ÆÂÄÂÕß xn � min �1; n=3�, ÑÆÐÂÍÑ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÔÑÄÔÇÏ
ÆÓÖÅÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ì xn � min �1; n�.

2. ±ÓÑËÊÄÑÆâÜÂâ ×ÖÐÍÙËâ
Ë ÒÓÑËÊÄÑÆâÜËÌ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ

¸ÇÎßá ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßË âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞÌ
ÄÞÄÑÆ ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÞØ ÊÂÍÑÐÑÄ, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ ÄÞÛÇ. ²ÂÐÇÇ
ÆÎâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ¡. ±ÑÎâÍÑÄ ÒÓÇÆ-
ÎÑÉËÎ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÖá n-ÕÑÚÇÚÐÖá ×ÖÐÍ-
ÙËá [13]:

Zn�lj; xj; t� �
�
exp

�X
ljvj�xj�

��
: �2�

¬ÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ËÊ (2) ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÓÑÄÂÐËÇÏ ÒÑ li ÒÓË li � 0,

hvi1 . . . viki �
qkZn

qli1 . . . qlik

����
li�0

:

¿ÕÑÕ ÒÑÆØÑÆ ÃÞÎ ÑÃÑÃÜÈÐ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÇÅÑ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ [14]. ¡ÐÂÎËÊ àÕÑÅÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ ÒÓÑÄÑ-
ÆËÎÔâ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ l, ÚÕÑ ÆÂÈÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÐÂÌÕË
ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ ËÐÔÕÂÐÕÑÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ [13, 14], ÐÑ ÐÇ ÒÑÊÄÑ-
ÎâÇÕ ÄÞÚËÔÎËÕß ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË.

®Þ ÕÂÍÉÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜËÌ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ,
ÐÑ ÆÎâ ÇÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÆÓÖÅËÏ ÏÇÕÑÆÑÏ ì
ÏÐÑÅÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞÏË ÓÂÊÎÑÉÇÐËâÏË [15].

±ÓÑËÊÄÑÆâÜËÌ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Z
�
Z�x�; t� � �exp�� Z�x� v�x; t� dx�� : �3�

¦ÔÎË ÄÞÃÓÂÕß ×ÖÐÍÙËË Z�x� �Pi lid�xÿ xi� Ä ÄËÆÇ
ÆÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËÌ, ÐÂØÑÆâÜËØÔâ Ä ÓÂÊÐÞØ ÕÑÚÍÂØ xi, Ô

ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏË li, ÕÑ ÒÑÎÖÚËÏ (2). µÔÓÇÆÐÇÐËÇ, ÍÂÍ
ÑÃÞÚÐÑ, ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÌ ÔËÎÞ. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÔÍÑÓÑ-
ÔÕË ËÏÇáÕ ÍÑÐÇÚÐÖá ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÖá ÆÎËÐÖ, ÕÑ ÔÒÓÂ-
ÄÇÆÎËÄÂ àÓÅÑÆËÚÇÔÍÂâ ÅËÒÑÕÇÊÂ Ë ÔÓÇÆÐÇÇ ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔ-
ÎâÕß, ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÒÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ:

Z
�
Z�x�; t� � � exp

��
Z�x� v�x; t� dx

��
�

� lim
L!1

1

L

�L
0

exp

��
Z�x� v�xÿ y; t� dx

�
dy :

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÕÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇ Ä ÄÂÓËÂÙËâØ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÇÅÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ ÒÓËÏÇÕ
ÄËÆ�
dx Z�x�

�
qx

d 2Z

dZ 2�x� ÿ nqxx
dZ

dZ�x� ÿ
1

2
g�x�Z�Z�x��� � 0 : �4�

©ÆÇÔß ÏÞ ÄÄÇÎË ×ÖÐÍÙËá g�x� � � k�xÿ y�Z�y� dy. ©ÂÏÇ-
ÕËÏ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ g�x� ì àÕÑ ÒÓÑÔÕÑ ÔÅÎÂÉÇÐÐÂâ ÒÑ
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÏÖ ÏÂÔÛÕÂÃÖ ×ÖÐÍÙËâ Z�x�. °ÆÐÂÍÑ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËË ÒÓË n! 0 ÇÔÕß Ë "ÃÞÔÕÓÞÌ" ÏÂÔÛÕÂÃ, ÒÓÑÒÑÓ-
ÙËÑÐÂÎßÐÞÌ 1=n. £ÄÇÆÈÏ y � x=n Ë ÃÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÓÇÛÇÐËÇ Ä
ÄËÆÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ÏÂÎÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÏÇÕÑÆ
ÏÐÑÅÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ [15]. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÔÚËÕÂÇÏ
ÚËÔÎÑ Z ÒÑÓâÆÍÂ ÇÆËÐËÙÞ, ×ÖÐÍÙËË A�x� � d2Z=dZ2�x� Ë
B�x� � dZ=dZ�x� ÊÂÄËÔâÜËÏË ÑÕ ÏÐÑÅËØ ÏÂÔÛÕÂÃËÓÑÄÂÐ-
ÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ: A � A�y0; y1; . . .�, B � B�y0; y1; . . .�; ÒÓË
àÕÑÏ ÄÄËÆÖ ÄÞÛÇÔÍÂÊÂÐÐÑÅÑ g�x� � g�y1; y2; . . .�. ³ÎÇÆÖâ
ÒÓËÐÙËÒÖ ÏÐÑÅÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ, ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá Ä ÄËÆÇ qy � qy0 � nqy1 � . . . ´ÂÍ ÍÂÍ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÇ y0; y1; . . . ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÔËÎßÐÑ ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ,
ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ Ë ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÐËÏ ÒÓÑËÊÄÑ-
ÆâÕÔâ ÐÇÊaÄËÔËÏÑ. ±ÑÆÔÕÂÄËÄ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ Ä (4), ÒÑÎÖÚËÏ�
dy0 dy1 . . . Z�y0; y1; . . .�

�
�qy0 � nqy1 � . . .�A�y0; y1; . . .�ÿ

ÿ �qy0y0 � 2qy0qy1�B�y0; y1; . . .� ÿ n
1

2
g�y1; y2; . . .�Z

�
� 0 :

²ÂÊÎÑÉËÏ ×ÖÐÍÙËË A Ë B Ä ÓâÆ ÒÑ n Ë ÄÞÒËÛÇÏ
ÒÑÎÖÚËÄÛËÇÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÒÓË ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÔÕÇÒÇÐâØ n:�

dy0 Z�y0; y1; . . .��qy0A0 ÿ qy0y0B0� � 0 ; �5��
dy0 Z�y0; y1; . . .�

�
qy1A0 � qy0A1 ÿ qy0y0B1 ÿ 2qy0qy1B0ÿ

ÿ 1

2
g�y1; . . .�Z

�
� 0 : �6�

µÓÂÄÐÇÐËâ (5) Ë (6) ÆÑÎÉÐÞ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÒÓË ÎáÃÑÌ
×ÖÐÍÙËË Z�y0; y1; . . .�. ±ÑÎÑÉËÄ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (5)
Z�y0; y1; . . .� � d�y0 ÿ y�, ÅÆÇ y ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ÕÑÚÍÂ,
ÒÑÎÖÚËÏ

qy
d 2Z

dZ2�y� ÿ qyy
dZ

dZ�y� � 0 :

±ÑÐâÕÐÑ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÕÑ Ë
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÆÎâ ÎáÃÑÌ ×ÖÐÍÙËË Z. ²ÇÛÇ-
ÐËÇ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÎÇÅÍÑ ÐÂÌÕË,

Z �
�
exp

��
Z�x�

X
Ui�xÿ xi� dx

��
;
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ÅÆÇ

dU 2
i

dy
ÿ d2Ui

dy 2
� 0 :

±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÄÃÎËÊË ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÐÂÃÑÓÂ ÕÑÚÇÍ xi. ±ÓË àÕÑÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÔÎÖÚÂÌ,
ÍÑÅÆÂ xi ÿ xiÿ1 � 14 n. ´ÇÏ ÔÂÏÞÏ ÏÞ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÇÏ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÕÑÚÇÍ i Ë iÿ 1 Ä ÕÑÚÐÑÏ ÓÇÛÇÐËË. ¬ÂÍ
ÏÞ ÖÄËÆËÏ, ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÏÂÎÑ,
/ exp �ÿ1=n�, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÑÐÑ ÏÑÉÇÕ ÐÇ ÖÚËÕÞ-
ÄÂÕßÔâ Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËË.

²ÇÛÇÐËÇ ÄÞÛÇÒÓËÄÇÆÈÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ØÑÓÑÛÑ ËÊ-
ÄÇÔÕÐÑ:

Ui � V0
1ÿ exp �V0y�
1� exp �V0y� :

©ÆÇÔß V0�x� � V0�i�ìÏÇÆÎÇÐÐÑ ËÊÏÇÐâáÜÂâÔâ ÐÂ ÏÂÔÛ-
ÕÂÃÇ 1=n ×ÖÐÍÙËâ, ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, xi, ÄÃÎËÊË ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ, ÕÂÍÉÇ âÄÎâÇÕÔâ ÏÇÆÎÇÐÐÑ
ËÊÏÇÐâáÜÇÌÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,

U�x� �
X
i

Ui�x� ; Ui�x� � V0�i�
1ÿ exp

�
V0�i��xÿ xi�=n

�
1� exp

�
V0�i��xÿ xi�=n

� :
±ÑÎÑÉÇÐËâ ÔÍÂÚÍÑÄ xi Ë ÂÏÒÎËÕÖÆÞ V0�i� Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÏÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ. £ÄËÆÖ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑ-
ÔÕË ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔËÎÞ ÔÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ xi ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÓÂÄÐÑ-
ÄÇÓÑâÕÐÑ ÒÑ ÄÔÇÌ ÑÔË x Ë ÔÓÇÆÐÇÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÐËÏÂÕß ÍÂÍ
ÔÓÇÆÐÇÇ ÒÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ. ¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ
ÆÎâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÍÂÚÍÑÄ (ÔÕÖÒÇÐÚÂÕÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ËÎË
ÔÕÖÒÇÐÇÍ) ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÕÑÚÐÑ
ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢áÓÅÇÓÔÂ. µÏÐÑÉËÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÂ V 2�x� Ë V 2�x 0�, ÒÑÔÎÇ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÒÓÇÑÃ-
ÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÒÑÎÖÚËÏ

qlS3 ÿ nqllS2 � k : �7�

±ÓË àÕÑÏ, ÍÂÍ ÑÃÞÚÐÑ,

S3 � 1

L

�L
0

ÿ
U�x� l � ÿU�x��3 dx ;

S2 � 1

L

�L
0

ÿ
U�x� l � ÿU�x��2 dx :

©Â×ËÍÔËÓÖÇÏ n Ë ÒÖÔÕß l! 0, ÕÂÍ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËËUi ÅÎÂÆÍËÇ,
ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Sn / l n Ë S3 ! 0 ÒÓË l! 0. ¥Îâ ×ÖÐÍÙËË S2

ÒÑÎÖÚËÏ

ÿn
X
i

1

L

�L
0

�
qUi

qx

�2

dx � k�0� :

±ÓË n! 0 ÄÍÎÂÆ ÆÂáÕ ÕÑÎßÍÑ ÔÕÖÒÇÐßÍË, ÓÂÊÑÃßÈÏ
ËÐÕÇÅÓÂÎ ÐÂ ÑÕÓÇÊÍË Li Ë, ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÄ ÐÂÛÖ ÍÑÐ-
ÍÓÇÕÐÖá ×ÖÐÍÙËá, ÐÂÌÆÈÏ

1

N

XN
i

V 3
0 �i�
3L0

� ÿk�0� ; �8�

ÅÆÇ V0�i�ì ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÔÕÖÒÇÐÚÂÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË, N ì ÚËÔÎÑ
ÔÕÖÒÇÐÇÍ, L0 � L=N ì ÔÓÇÆÐÇÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÕÖ-
ÒÇÐßÍÂÏË.

±ÑÎÑÉËÏ ÕÇÒÇÓß n � 0, S3 ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÔÕÖÒÇÐßÍË,
ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ ÐÂ ÍÂÉÆÑÌ / V 3

0 �i�=L0l (ÍÑÓÓÇÎâÕÑÓ ×ÖÐÍÙËË
sign x ÔÂÏÑÌ Ô ÔÑÃÑÌ). ±ÑÎÖÚÂÇÏ ÕÑ ÉÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (8).
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÂÌÆÇÐÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÔÄâÊË ÏÇÉÆÖ
ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏË ÔÕÖÒÇÐÇÍ, ÆËÔÔËÒÂÙËÇÌ àÐÇÓÅËË Ë ÔÓÇÆÐËÏ
ÓÂÔÔÕÑâÐËÇÏ ÏÇÉÆÖ ÔÕÖÒÇÐßÍÂÏË. ¿ÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ
ÐÂÒÑÏËÐÂÇÕ ÊÂÍÑÐ ¬ÑÎÏÑÅÑÓÑÄÂ (ÔÏ. ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ ÐËÉÇ).

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6). £ÞÃÇÓÇÏ
Z�y0; y1; . . .� � Z�y1; . . .� ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜÇÌÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ.
±ÓÑËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏ ÒÑ y0 Ë y1. ´ÑÅÆÂ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (6) ÒÑ-
âÄâÕÔâ ÓÂÔØÑÆâÜËÇÔâ (ÔÇÍÖÎâÓÐÞÇ) ÚÎÇÐÞ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑ-
ÐÂÎßÐÞÇ y0 ÒÓË y0 !1. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÑÃÜÇÏÖ ÒÓËÐÙËÒÖ
ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ ËØ ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÑ ÑÃÐÖÎËÕß, ÒÑÎÖÚËÄ ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÏÇÆ-
ÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜËØÔâ ×ÖÐÍÙËÌ:�
Z�y1� dy1 qy1

d 2Z

dZ2�y1� �
1

2

�
dy1 dy k�y1 ÿ y�Z�y�Z�y1�Z : �9�

3. N-ÚÂÔÕËÚÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ

®Þ ÐÂÛÎË ÄËÆ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÇÅÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ Ä ÅÎÂÄÐÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ ÒÂÓÂÏeÕÓÖ 1=n Ë ÒÑÎÖÚËÎË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (9)
Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ¥ÂÎÇÇ ÏÞ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ
ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇÏ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÇÌ ×ÖÐÍÙËË. ¥Îâ àÕÑÅÑ, ÍÂÍ
ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, ÒÑÎÑÉËÏ Z�y1� �

P
lid�y1 ÿ xi� Ä

ÖÓÂÄÐÇÐËË (9), ÒÑÎÖÚËÏ [13]X
j

lj
q
qlj

�
1

lj

qZ
qxj

�
�
X
i; j

k�xi ÿ xj�liljZ : �10�

³ÎÇÆÖâ [13], ÄÄÇÆÈÏ ×ÖÐÍÙËá F:

Z � l1 . . . lNF�l1x1; . . . ; lNxn� :

±ÑÆÔÕÂÄËÏ Ä (10) ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ, ÕÑÅÆÂ ÑÐÑ
ÒÓËÏÇÕ ÄËÆX q2

qxiqli
F �

X
k�xi ÿ xj�liljF : �11�

£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÐÂÏ ÖÆÑÃÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÆÓÖÅËÇ
×ÖÐÍÙËË FN, ÍÑÕÑÓÞÇ âÄÎâáÕÔâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ­ÂÒ-
ÎÂÔÂ ×ÖÐÍÙËË F:

FN �


y
ÿ
u1 ÿ v�x1�

�
y
ÿ
u2 ÿ v�x2�

�
. . . y

ÿ
un ÿ v�xn�

��
:

N-ÚÂÔÕËÚÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓË àÕÑÏ ÊÂÆÂáÕÔâ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË

Pn � qnFN

qu1 . . . qun
: �12�

³ÆÇÎÂÄ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ­ÂÒÎÂÔÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (11), ÒÑÎÖÚËÏX
ukqxkFN ÿ

X
k�xi ÿ xj�q2uiujFN � 0 : �13�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (13) ÎËÐÇÌÐÑÇ, Ë ÇÅÑ ÎÇÅÍÑ ÓÇÛËÕß. ©ÂÏÇÕËÏ,
ÑÆÐÂÍÑ, ÚÕÑ ÊÆÇÔß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËÇ Ë ÑÐÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑ ÚÎÇÐÞ A0 Ë
B0 ÑÆÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. £ ÖÓÂÄÐÇÐËË (13) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ àÕÑ ÐÇ ÕÂÍ
Ä ÑÃÎÂÔÕË ÏÂÎÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ui � 0, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ
ÔÎÖÚÂâ, ÍÑÅÆÂ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÕÓÇÏâÕÔâ Í ÐÖÎá ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑ Ô
ÅÓÂÆËÇÐÕÂÏË ×ÖÐÍÙËË. ¬ÂÍ ÏÞ ÖÄËÆËÏ ÐËÉÇ, ÕÂÍÂâ
ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÔÕß Ë ÊÂÆÂÈÕ ÔÍÇÌÎËÐÅ.
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²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÖá ×ÖÐÍÙËá F2, ÄÄÑÆâ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÇ l � x1 ÿ x2 Ë v � u1 ÿ u2. ±ÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÒÂÓÐÂâ
×ÖÐÍÙËâ F2 ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ àÕËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, ÒÑÎÖÚËÏ

vqlF2 �
ÿ
2k�0� ÿ k�l � ÿ k�ÿl ��q2vvF2 : �14�

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (12) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑ-
ÔÕË P2 ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

qlP2 �
ÿ
2k�0� ÿ k�l � ÿ k�ÿl ��q2vv�P2

v

�
:

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÔËÎÂ ÎÑÍÂÎËÊÑ-
ÄÂÐÂ Ä ÍÓÖÒÐÞØ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ, ÕÑÅÆÂ 2k�0� ÿ k�l � ÿ k�ÿl � �
� k1l 2. £ÄÑÆâ Sn �

�
v nP2 dv, ÅÆÇ n ì ÎáÃÑÇ ÚËÔÎÑ, ÒÑ-

ÎÖÚËÏ

dSn

dl
� k1l 2n�nÿ 1�Snÿ3 :

£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÎÖÚËÄÛÂâÔâ ÙÇÒÑÚÍÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ
ËÏÇÇÕ ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ Sn / l n. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ
àÕÑÕ ÔÍÇÌÎËÐÅ ÊÂÆÂÈÕÔâ ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜÇÌÔâ ÚÂÔÕßá
×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ. ¢ÞÔÕÓÂâ ÚÂÔÕß, ÍÂÍ ÏÞ ÄËÆÇÎË
ÓÂÐÇÇ, ÄÔÇÅÆÂ ÆÂÈÕ Sn / l. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÃË×ÓÂÍÕÂÎßÐÞÌ ÔÍÇÌÎËÐÅ: xn � min �1; n�.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÃÜËÌ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ
×ÖÐÍÙËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÂ Ä ÄËÆÇ ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÅÑ ÊÂÍÑÐÂ. ¬ÑÓ-
ÓÇÎâÕÑÓ ÒÓË àÕÑÏ ËÏÇÇÕ ÄËÆ k�l � � k0 ÿ k1jl jÿ1ÿb ÆÎâ
b < ÿ1 Ë k � k1l ÿ1ÿb ÆÎâ ÿ1 < b < 0.

¦ÔÎË ÿ1 < b < 0, ÕÑ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (14) Ä
ÒÓÇÆÇÎÇ l! 0 ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

v qlF2 � k1l ÿbÿ1q2vvF2 :

´ÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË, ÎÇÅÍÑ ÖÃÇ-
ÆËÕßÔâ, ÚÕÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÇÏÇÆÎÇÐ-
ÐÑÌ ÚÂÔÕßá ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ËÏÇáÕ ÔÍÇÌÎËÐÅÑ-
ÄÞÌ ÄËÆ:

hv ni / lÿbn=3 : �15�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÍÇÎËÐÅÑÄÑÌ ÔËÎÞ ÒÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎß ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÕÂÍÉÇ ËÏÇÇÕ ÃË×ÓÂÍÕÂÎßÐÞÌ
ÔÍÇÌÎËÐÅ xn � min �1; bn=3�.

4. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

ªÕÂÍ, ÏÇÕÑÆ ÏÐÑÅÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÓÂÊÆÇÎËÕß ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÂ ÃÞÔÕÓÖá Ë ÏÇÆÎÇÐ-
ÐÖá. ¢ÞÔÕÓÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÊÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËá ÔÍÂÚÍÑÄ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢áÓÅÇÓÔÂ, Â ÏÇÆÎÇÐÐÂâì ÊÂ ÅÎÂÆÍËÇ ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËË Ä ÔÎÖÚÂÇ ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÑÌ ÔËÎÞ ËÎË ÊÂ ÔÍÇÌÎËÐÅ
bn=3 Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ÄÑÊÃÖÉÆÂáÜÇÌ ÔËÎÞ.

³ÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ ÒÑÆÑÃËâ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÕÖÓÃÖ-
ÎÇÐÕÐÑÔÕË ¯ÂÄßÇ ë³ÕÑÍÔÂ ÑÔÐÑÄÂÐÞ ÐÂ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËË (7)
[16]. ®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ (7) ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¢áÓÅÇÓÔÂ, ÐÑ ÑÐÑ ÐÇ ÆÂÈÕ ÔÍÇÌÎËÐÅÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ n=3. ©ÂÏÇÕËÏ, ÑÆÐÂÍÑ, ÚÕÑ ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍËÌ ÔÍÇÌÎËÐÅ
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ S3, ÐÑ Ë ÆÎâ ÍÑÓÓÇÎâÙËË
ÔÍÂÚÍÑÄ ÔÍÑÓÑÔÕË ÐÂ ÓÂÊÓÞÄÂØ, ÑÐ ÊÂÍÎáÚÈÐ Ä ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËË (8). ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÑÕÑÍ àÐÇÓÅËË k�0� ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË, ÍÑÕÑÓÂâ Ä ÆÂÐÐÑÏ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÒÑÓâÆÍÂ L. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÑÉÐÑ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÏÇÐâÕß ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÖá ÆÎËÐÖ, ÔÑØÓÂÐââ ÒÑÕÑÍ

àÐÇÓÅËË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÏ, ÒÓË àÕÑÏ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (8)
ÔÓÇÆÐËÌ ÍÖÃ ÔÍÂÚÍÑÄ ÔÍÑÓÑÔÕË ÃÖÆÇÕ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ
k�0�L.

£ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÖÆÇÎâÎÑÔß ËÔ-
ÔÎÇÆÑÄÂÐËá ÔÎÖÚÂâ b � 1 [1], ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÔÑ-
ÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÑÎÏÑÅÑÓÑÄÔÍÑÏÖ ÔÍÇÌÎËÐÅÖ (Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ
ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍË). ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÔÍÇÌÎËÐÅÑÄÞÇ
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ hjvjni Ô ØÑÓÑÛÇÌ ÕÑÚ-
ÐÑÔÕßá ÊÂÆÂÄÂÎËÔß ÅÎÂÆÍÑÌ ÍÓËÄÑÌ (ÔÏ. ÓËÔÖÐÑÍ). £ÂÉÐÑ,
ÚÕÑ ÒÓË n � 3 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË x3 � 0;85 Ë ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇ ÏÇÐâÎÔâ ÒÓË ËÊÏÇ-
ÐÇÐËË ÔÇÕÍË ÑÕ 2ÿ16 ÆÑ 2ÿ18 (ÐÂ ÓËÔÖÐÍÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÔËÐËÏË Ë ÍÓÂÔÐÞÏË ÍÓÖÉÍÂÏË).
¯ÂÃÎáÆÂÇÏÑÇ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÇ Ô ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇ-
ÐËÇÏ ÃÞÎÑ ÖÔÕÓÂÐÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [17]. ¡ÄÕÑÓÞ ÑÃÓÂÕËÎË
ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ ÃË×ÓÂÍÕÂÎßÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÄÑÔÔÕÂÐÂÄÎË-
ÄÂÇÕÔâ, ÇÔÎË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÒÓË
ÖÔÎÑÄËË vl > 0. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ àÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÕÂÍÉÇ ÒÓËÔÖÕ-
ÔÕÄÖÇÕ Ë Ä ÐÂÛÇÏ ÓÇÛÇÐËË ì ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ
ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÐÂÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (14) ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ, ÇÔÎË vl > 0.

°ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÊÂÍÑÐ KÑÎÏÑÅÑÓÑÄÂ ÆÎâ ÕÓÇÕßÇÌ
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË (7) ÄÞÄÑÆËÕÔâ ÐÇ ÆÎâ hjvj3i, Â
ÆÎâ hv 3i. ¬ÂÍ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÞÌ ÔÍÇÌÎËÐÅ
n=3 ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢áÓÅÇÓÔÂ ÒÓË b � 1 ÐÇ ÔÄâÊÂÐ Ô ÆËÔÔËÒÂ-
ÙËÇÌ àÐÇÓÅËË Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ËÏÇÇÕ ÏÂÎÑ ÑÃÜÇÅÑ Ô
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕßá Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ¯ÂÄßÇ ë³ÕÑÍÔÂ.

²ÂÃÑÕÂ ÚÂÔÕËÚÐÑ ÒÑÆÆÇÓÉÂÐÂ ±ÓÑÅÓÂÏÏÑÌ ²¡¯
"¯ÇÎËÐÇÌÐÂâ ÆËÐÂÏËÍÂ Ä ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËØ Ë ×ËÊËÚÇÔÍËØ
ÐÂÖÍÂØ".
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