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В рамках линейной теории мелкой воды исследован накат волн на стенку, установленную на выпук-
лом донном профиле. Когда стенка расположена на более “глубокой воде”, волна отражается от нее
без изменения формы и фазы, что полностью соответствует классическим представлениям. При пе-
ремещении стенки в сторону берега форма волны начинает сложным образом меняться. Отметим,
что в предельном случае, когда стенка расположена на берегу, фаза волны меняется на противопо-
ложную. Роль нелинейных эффектов исследована с помощью численного моделирования в рамках
нелинейной теории мелкой воды. Показано, что вклад нелинейных эффектов и обрушения увели-
чивается на пляже выпуклого профиля, что еще более усложняет картину волнового поля.
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ВВЕДЕНИЕ
Задача наката и воздействия волн на верти-

кальную преграду представляет собой одну из
наиболее важных проблем океанологии и берего-
вого строительства, поскольку позволяет оценить
силу волнового воздействия на береговые укреп-
ления и исследовать их устойчивость. Эта про-
блема сейчас активно изучается как теоретически
[3, 5, 12–14, 19], так и экспериментально [17, 18].
Даже в случае бассейна постоянной глубины, не-
смотря на кажущуюся простоту, в задаче взаимо-
действия сильно нелинейной волны со стенкой
еще много неясностей, что отчасти объясняет
большое количество публикаций по этой теме
(см. ссылки выше). В то же время на практике мы
чаще имеем дело с океаном переменной глубины,
уменьшающейся в сторону берега, что также
должно быть учтено в расчетах.

Несмотря на большую популярность плоского
откоса в теоретических и численных моделях
трансформации волн на воде, в природе он встре-
чается не так часто. Как правило, береговой про-
филь представляет собой более сложную зависи-
мость от координаты, которая зачастую даже сле-
дует разным законам в береговой и морской
частях профиля. Аппроксимацию многочислен-
ных наблюдений профиля дна в приурезовой об-
ласти лучше делать с помощью степенных функ-
ций h ~ xb (h – глубина воды и х – расстояние от
берега). Такой тип аппроксимации особенно удо-

бен в тех местах, где профили не имеют ярко вы-
раженных берм и баров. Наиболее известным из
таких пляжей является равновесный профиль
Дина для ветровых волн, обрушивающихся вбли-
зи берега, с b = 2/3 [6]. Однако он не всегда на-
блюдается в природе. В частности, исследования
берегов Израиля и Эстонии показали, что там до-
вольно часто встречается профиль, имеющий вы-
пуклую форму [7, 11, 15].

Отметим, что среди выпуклых профилей осо-
бое место занимают профили с b = 4/3 [4, 10, 20] и
b = 4 [8], соответствующие так называемому “без-
отражательному” распространению волн, когда
волна не отражается в зоне переменной глубины
в рамках линейной теории мелкой воды [1, 10]. Ее
динамика кардинально меняется только в при-
урезовой области, где волна разрушается или
отражается от берега. В данной работе мы ис-
следуем волновое поле вдоль такого выпуклого
профиля в случае, когда он заканчивается вер-
тикальным береговым сооружением (стенка)
или крутым откосом (скала, клиф).

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА 
ЗАДАЧИ

Итак, рассмотрим пляж следующего профиля:
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с установленной на нем стенкой. Геометрия зада-
чи представлена на рис. 1. Здесь х0 и h0 соответ-
ствуют расстоянию от берега и глубине воды у
стенки.

Для общности постановки задачи приведем
уравнения мелкой воды, решаемые ниже:

 (2)

Здесь η(х, t) – скорость смещения водной поверх-
ности, u(х, t) – усредненная по глубине скорость
водного потока, а g – гравитационная постоян-
ная. Решая систему уравнений (2) над пляжем (1),
получим, что волновое поле представлено супер-
позицией падающей и отраженных волн [1, 10]:

 (3)

 (4)

 (5)

 (6)

где fin и fref описывают формы падающей и отра-
женной волн, A(x) – амплитуда распространяю-
щихся вдоль профиля волн, удовлетворяющая за-
кону Грина (первое выражение в (5)), τ(х) – время
движения волны, отсчитываемое от стенки, с(х) –
скорость распространения длинных волн, t – вре-
мя. Падающая волна считается заданной, и необ-
ходимо найти характеристики отраженной волны.

ОТРАЖЕННАЯ ВОЛНА
Отраженную волну можно найти, используя

граничное условие на стенке (в точке х = х0), где
горизонтальная скорость течения обращается в
нуль:

(7)
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Подставляя (4) в граничное условие (7) и учи-
тывая, что время движения волны отсчитывается
от стенки, получаем обыкновенное дифференци-
альное уравнение для отраженной волны

 (8)

где

 (9)

Физически параметр Q представляет собой об-
ратное время движения волны от стенки (если бы
ее не было) до уреза. Уравнение (8) легко решает-
ся в квадратурах

 (10)

где мы использовали естественное начальное
условие отсутствия отраженной волны до прихо-
да падающей. Уже отсюда видно, что, в общем
случае, форма отраженной волны не повторяет
форму падающей волны.

В качестве простого аналитического примера
рассмотрим подход знакопеременной уединен-
ной волны следующего вида (рис. 2):

 (11)

где ω – частота падающей волны; вне этого вре-
меннóго интервала fin(t) = Фin(t) = 0.
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Рис. 1. Геометрия задачи.
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Рис. 2. Форма падающей волны.
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Тогда отраженная волна (точнее, интеграл от
нее) в интервале  описывается выра-
жением

 (12)

а после окончания действия падающей волны от-
раженная волна экспоненциально затухает:

 (13)

Форма отраженной волны находится простым
дифференцированием выражений (12) и (13):

 (14)

 (15)

Таким образом, из (14)–(15) следует, что волно-
вое поле определяется безразмерным параметром

 (16)

который равен отношению длительности волны к
времени добегания волны от стенки до уреза
(с точностью до множителя 2π). Этот параметр
мал, если стенка расположена далеко от берега
(будем называть этот случай “глубокой водой”), и
становится существенным, если стенка располо-
жена вблизи берега (“на мелкой воде”). Подчерк-
нем, что используемая классификация условна,
так как в обоих случаях мы находимся в прибли-
жении мелкой воды. Фактически речь идет о
большей и меньшей глубине бассейна, а также о
расположении стенки дальше от берега и ближе к
берегу соответственно.
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Изучим сначала предельные переходы. На глу-
бокой воде, когда параметр Q/ω мал, из (14) не-
медленно получаем:

 (17)

Естественно, что этот результат можно получить
и в общем виде непосредственно из (10) при Q → 0
для любой формы падающей волны. Как видно
из (17), волна отражается с той же фазой и ампли-
тудой, как и следовало ожидать при отражении
волны от стенки. Обратим внимание, что этот эф-
фект, хорошо известный для бассейна постоян-
ной глубины, также сохраняется и для выбранно-
го нами “безотражательного” профиля дна.

В то же время на очень мелкой воде, когда па-
раметр Q/ω велик и стремится к бесконечности
(стенка находится в непосредственной близости
от берега), выражение (14) принимает следую-
щий вид:

 (18)

Из (18) видно, что полярность волны изменилась
на противоположную, что уже отмечалось в на-
ших работах по отражению волны от берега на
специальных пляжах [10]. Ранее этот результат
получался в предположении ограниченности
волнового поля на урезе, что неявно предпола-
гается и в задаче со стенкой в рамках линейной
теории.

Форма отраженной волны при разных значе-
ниях параметра Q/ω показана на рис. 3. Из рисун-
ка видно, как головная волна из положительной
постепенно меняется на отрицательную при при-
ближении стенки к берегу. Обратим внимание,
что подошва за гребнем, напротив, увеличивает
свою амплитуду (на 20%) с приближением стенки
к берегу, а затем снова уменьшается к первона-
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Рис. 3. Отраженная волна при различных значениях
параметра Q/ω: 0.01 (сплошная), 0.3 (пунктирная),
1 (штрихпунктирная) и 10 (штриховая линия).
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чальному значению. Амплитуда экспоненциаль-
ного хвоста, описываемая простой формулой

 (19)

ведет себя немонотонно при изменении парамет-
ра Q/ω, оставаясь положительной. В предельных
случаях малых и больших значений параметра
Q/ω она стремится к нулю.

Исследуем более подробно начальную фазу от-
раженной волны. При малых временах формулу (14)
можно разложить в ряд

 (20)

Из (20) следует, что в начальный момент фаза все-
гда положительна (совпадающая с фазой падаю-
щей волны), но при больших значениях парамет-
ра Q/ω второй член становится отрицательным и
большим, так что положительная головная фаза
уменьшается по амплитуде и длительности.
Именно поэтому она уже почти не видна на рис. 3
при Q/ω = 10.

НАКАТ ВОЛНЫ НА СТЕНКУ
Определив отраженную волну, решение (3)

становится полностью определенным, и его мож-
но использовать для расчета колебаний уровня
воды у стенки, который описывается формулой

 (21)
Рассчитанные колебания уровня воды на стен-

ке для тех же значений параметра Q/ω показаны
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на рис. 4. Если стенка достаточно удалена от уре-
за, то колебания уровня воды у стенки повторяют
форму падающей волны, но размах колебаний
удваивается. Если же стенка стоит почти у самого
уреза, то колебания уровня воды пропорциональ-
ны производной от падающего импульса. Этот
результат соответствует предельному переходу к
накату волн на пляж  [10]. Амплитуда колеба-
ний на рис. 4 кажется малой в этом случае, однако
надо иметь в виду, что пока в наших расчетах ам-
плитуда А0 не была связана с амплитудой падаю-
щей волны вдали от стенки. Как уже отмечалось в
работе [10], амплитуда волны вдоль “безотража-
тельного профиля” меняется в соответствии с за-
коном Грина, что ведет к ее значительному усиле-
нию вблизи берега. Определим начальную ампли-
туду Asea вдали от стенки в точке с глубиной hsea.
В этом случае амплитуда волны вдали от берега Asea
будет связана с амплитудой волны на стенке А0 сле-
дующим образом:

 (22)

Таким образом, истинное усиление волны на
стенке будет определяться разницей глубин со-
гласно закону Грина (22).

Пользуясь (22), формулу (21) можно перепи-
сать в следующем виде:

 (23)

 (24)

Здесь τsea имеет смысл времени добегания волны
от начальной точки до берега. Из формул (23)–
(24) видно, что высоту наката определяют два не-
зависимых параметра:  – отношение време-
ни добегания волны до берега к длительности
волны, и  характеризующий перепад глу-
бин между положением  и стенкой. Пара-
метр  может меняться от 0 до бесконечности,
в то время как параметр  меняется от 0 до 1.
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Рис. 4. Колебания уровня моря на стенке при различ-
ных значениях параметра Q/ω: 0.01 (сплошная),
0.3 (пунктирная), 1 (штрихпунктирная) и 10 (штрихо-
вая линия).
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На глубокой воде, когда параметр Q/ω мал и
 волна на урезе повторяет форму пада-

ющей волны с удвоенной амплитудой:

 (25)

Когда же Q/ω велико и стенка расположена у са-
мого уреза, то колебания воды на стенке имеют
форму производной от падающей волны:

 (26)

что полностью совпадает с аналитической фор-
мулой для высоты наката волны на берег [10].

Рассмотренный аналитический пример позво-
лил получить простые формулы для волнового
поля около стенки. С физической точки зрения,
это решение не является корректным, особенно,
если стенка расположена вблизи уреза. Как сле-
дует из (26), уровень воды около стенки мгновен-
но поднимается на конечную высоту и так же
мгновенно возвращается к невозмущенному
уровню после прохождения волны. В результате
на урезе (а также вблизи него) мы получаем сиг-
нал с очень крутыми передним и задним склона-
ми. Очевидно, что такое поведение волны связа-
но с “линейностью” полученного решения, и в
реальности такая волна должна быть ударной (об-
рушенной). Нелинейную задачу о накате волны
на стенку мы рассмотрим в следующем парагра-
фе. В то же время, если бы исходная волна была
более гладкой, например, типа sinn(x) c n ≥ 3, то
решение всюду было бы непрерывным и физиче-
ски более разумным. Вообще, проблема обруше-
ния волн вблизи берега является очень трудной
для аналитики, и мы напомним известные точ-
ные результаты для наката волны на плоский от-
кос [2]. В этой задаче, решенной в рамках нели-
нейной теории мелкой воды, критерий обруше-
ния волн определяется величиной второй
производной от функции R(t), находимой из ли-
нейной теории. Эта величина ограничена только
при условии гладкости начального возмущения.
В противном случае волна всегда обрушается, да-
же если ее амплитуда сколь угодно мала. Если же
волна изначально достаточно гладкая, то она об-
рушается только в случае достаточно больших ам-
плитуд. Естественно предполагать, что аналогич-
ные критерии обрушения существуют и для волн
на “безотражательном” пляже, хотя они пока не
найдены аналитически. Именно поэтому мы счи-
таем важным рассмотреть нелинейную задачу от-
ражения волны от стенки.
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НАКАТА 
ВОЛНЫ НА СТЕНКУ

Численное моделирование наката одиночной
волны (11) на стенку и отражения от нее выпол-
нено с помощью программного комплекса
CLAWPACK (www.clawpack.org), решающего си-
стему нелинейных уравнений мелкой воды, запи-
санной в виде законов сохранения, методом ко-
нечных объемов [16]. Модель также учитывает
донное трение. При этом коэффициент шерохо-
ватости дна Гоклера–Маннинга выбран равным
0.025 с/м1/3, что типично для геофизических за-
дач. Обрушение волны в данном пакете модели-
руется малой численной вязкостью (диффузией),
существенной только на крутом фронте. Профиль
дна (1) в численных расчетах принят равным

 (27)
где х и h отсчитываются в метрах. В первом случае
стенка располагалась непосредственно на урезе, а
во втором – на расстоянии 10 м от него (глубина
места − 0.22 м).

В качестве падающей волны использовался
синусоидальный импульс с амплитудой A = 0.05 м
и длиной λ = 100 м:

 (28)

Начальный импульс задавался на расстоянии 250 м
от берега на глубине 16 м (рис. 5). Как видим, вол-
на может считаться на этой глубине линейной,
потому что параметр нелинейности A/h ~ 0.003
очень мал. Тем не менее, как мы покажем далее,
нелинейные эффекты даже здесь окажутся суще-
ственными. Для рассматриваемых условий пара-
метр Q/ω = 0.06 в случае, когда стенка располага-
лась на расстоянии 10 м от берега, что должно со-
ответствовать нашим условиям “глубокой воды”,
и Q/ω = ∞ в предельном случае, когда стенка
установлена на берегу. Начальная скорость ча-
стиц воды принята равной нулю. Из рис. 5 видно,
как начальный синусоидальный импульс распа-
дается на два, один из которых движется к берегу,
а другой – уходит на глубину. В силу малой ам-
плитуды волны (по сравнению с глубиной) в на-
чальный момент времени процесс распада волны
на две происходит так же, как в линейной теории:
волна, уходящая на глубину, растягивается и
уменьшается по амплитуде, а волна, двигающая-
ся к берегу, возрастает по амплитуде и сокращает-
ся в длине.

На рис. 6 приведены показания “компьютер-
ного” мареографа, находящегося на расстоянии
50 м от берега, для случаев, когда вертикальная
стенка расположена на урезе и на расстоянии 10 м
от берега. На записи отчетливо видна падающая
волна (она приходит первой) и отраженная волна
(вторая). В обоих случаях падающая волна имеет
форму, близкую к начальной (28), лишь с неболь-

4 3( ) 0.01 ,h x x=

η( ) sin( ), 0 2 , 2 λ .x A kx kx k= < < π = π
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шими изменениями формы в области подошвы,
что видно на увеличенном снимке падающей вол-
ны на рис. 7. Отраженная же волна в обоих случа-
ях довольно сильно нелинейно деформирована.
Особенно это видно на рис. 8, где отраженная
волна показана в увеличенном масштабе. Таким
образом, в обоих случаях падающая волна подхо-
дит к мареографу в 50 м от берега необрушенной,
но со значительными изменениями формы, что
говорит о сильном воздействии нелинейных эф-
фектов. Отраженная же волна даже в случае, ко-
гда стенка расположена на “глубокой воде”, при-
ходит уже обрушенной, поэтому ее амплитуда не-
сколько меньше амплитуды падающей волны
(рис. 6б и 8б). Если бы была справедлива линей-
ная теория, то форма отраженной волны при
Q/ω = 0.06 должна была бы повторить форму пада-
ющей волны. Тем не менее, усиление волны при

подходе к стенке достаточно сильное, см. рис. 9б.
Амплитуда колебаний уровня воды у стенки рав-
на 0.12 м при глубине 0.2 м, что и объясняет ее
сильную нелинейную деформацию в пристеноч-
ной области. Это же следует и из приближенного
нелинейного ВКБ решения, приведенного в на-
шей работе [9], где подчеркивалось, что нелиней-
ные эффекты всегда нарастают при приближении
к берегу.

В случае расположения стенки на урезе, форма
волны определяется уже эффектами обрушения.
Из рис. 6а и рис. 8а видно, что падающая волна
достаточно быстро укручается и обрушается.
В результате высота волны сильно уменьшается,
и отраженная волна диссипирует при распростра-
нении (ее амплитуда ~1 см). Форма колебаний
воды на стенке, показанная на рис. 9а, также го-

Рис. 5. Динамика синусоидального импульса вдоль безотражательного пляжа (27) в моменты времени (а) t = 0 c и
(б) t = 10 с.
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Рис. 6. Показания мареографа, расположенного в точке x = 50 м, в случае, когда стенка установлена (а) при x = 10 м и
(б) при х = 0 м.
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ворит об обрушении волны еще до подхода к бе-
регу. Важно подчеркнуть, что отраженная волна
начинается с понижения, как это и было предска-
зано линейной теорией (рис. 8а).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итак, в данной статье мы изучили накат волн
на стенку, установленную на выпуклом пляже.
Исследование проводилось как аналитически в
рамках линейной теории мелкой воды, так и чис-
ленно с использованием программного комплек-
са CLAWPACK, решающего нелинейные уравне-
ния мелкой воды и допускающего распростране-
ние ударного фронта. Одним из основных
практических результатов является выявление
определяющей роли нелинейных эффектов и об-
рушения при исследовании взаимодействия волн
со стенкой на выпуклом пляже, что становится
принципиальным, если стенка установлена на
мелководье. Как показал проведенный анализ,
даже сравнительно небольшие изменения глуби-
ны, на которой располагается стенка, могут пол-
ностью изменить динамику волн вблизи стенки
как количественно, так и качественно. В частно-
сти, когда стенка расположена на более “глубо-
кой воде”, волна отражается от нее без изменения
формы и фазы, что полностью соответствует
классическим представлениям. При перемеще-
нии же стенки ближе к берегу форма волны начи-
нает сложным образом меняться, в пределе стре-
мясь к производной от падающей на откос волны.

Рис. 9. Колебания уровня моря на стенке в случае, когда стенка установлена (а) при x = 10 м и (б) при х = 0 м.
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Рис. 8. Отраженная волна в точке x = 50 м, в случае, когда стенка установлена (а) при x = 10 м и (б) при х = 0 м.
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При этом фаза волны также изменяется и в пре-
дельном случае, когда стенка расположена на бе-
регу, меняется на противоположную.

Данная работа выполнена в рамках выполне-
ния базовой части государственного задания
№ 2016/133, а также была частично поддержана
грантом РФФИ (№ 15-35-20563), грантом Прези-
дента РФ (МД-6373.2016.5), грантом IUT19-6 и
фондом Фольксваген.
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Runup of Surface Waves on a Sea Wall Mounted on a Convex Bottom Profile
I. I. Didenkulova, E. N. Pelinovsky, A. A. Rodin

Long wave runup on a sea wall mounted on a convex bottom profile is studied in the framework of the linear
shallow water theory. When the wall is located at a slightly “deeper water” within the given set-up, the wave
reflects from the wall without changing its shape and phase shift, which is fully consistent with the classic
concepts. If the wall is displaced to the coast the shape of the wave changes. Note that the phase of the wave
changes its sign to the opposite one in the limited cases when the wall is located exactly on the shore. The role
of nonlinear effects is studied by means of numerical simulations in the framework of nonlinear shallow water
theory. It is shown that nonlinear effects leading to wave breaking are significant at the beach of convex shape
that makes the structure of the wave field even more complicated.
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