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1. Выбор оптимального портфеля 
поставщиков предприятия

В настоящей статье теория портфельных ин-
вестиций, восходящая к работе Г. Марковица [6] 
и развитая первоначально для рисковых финан-
совых инструментов рынка ценных бумаг, моди-
фицируется и применяется к построению эффек-
тивных портфелей из объектов иной природы.

Со времени появления указанной работы 
Г. Марковица развитие теории портфель-
ных инвестиций шло в нескольких направле-
ниях. Первое направление связано с именем 
Дж. Тобина и развитием модели ценообразо-
вания на рынке капитала (Capital Asset Pricing 
Model). Другое направление — динамичес-
кие постановки задачи. Здесь отметим работы 
Р. Мертона и Дж. Моссина, относящиеся со-
ответственно к моделированию непрерывных 
и многошаговых стохастических процессов. 
Авторы настоящей статьи обращаются к направ-
лению, применяющему портфельную теорию к 
объектам, отличным по своей природе от цен-
ных бумаг. Здесь нельзя не упомянуть работы, 

1 Работа выполнена при поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований, гранты 09-01-00223-а и 
№ 11-06-00153-а.

УДК 338 
О. И. Никонов, М. А. Медведев

МЕТОдЫ ВЕКТОРНОй ОПТИМИзАцИИ  
В РАБОТЕ с КОНТРАГЕНТАМИ ПРЕдПРИяТИй1
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относящиеся к аренде нефтяных производств 
и формированию энергетической стратегии 
Европейского союза [4, 5].

В работах [1–3] рассматриваются некоторые 
приложения теории портфельных инвестиций. 
Авторы рассматривают несколько ситуаций, где 
такое применение оправдано и представляется 
перспективным. Отмечается, что работа с кон-
трагентами сопряжена с разного рода рисками, 
в том числе с рисками невыполнения контра-
гентами своих обязательств. В статьях обсужда-
ются экономико-математические модели дивер-
сификации рисков предприятия, основанные на 
подходах теории портфельных инвестиций.

Перейдем к постановке задачи. Рассмотрим 
предприятие, которое занимается посредничес-
кой деятельностью. Предприятие не имеет собс-
твенных складов. Для простоты будем рассмат-
ривать только один вид продукции. Предприятие 
работает с L поставщиками, которые поставляют 
указанную продукцию. Цена единицы продук-
ции у поставщика j предполагается равной mj.

Главным фактором при выборе поставщика 
является готовность к поставке, так как из-за 
отсутствия собственных складских помещений 
важно, чтобы продукция поставлялось в указан-
ный срок. Вторым по значимости является фак-
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тор цены. Будем считать, что качество продук-
ции у всех поставщиков одинаково.

Считаем, что предприятию необходимо в 
единицу времени иметь k единиц сырья.

Если все поставщики вовремя и в нужном 
объеме осуществляют запланированные пос-
тавки, то рациональный выбор поставщиков 
состоит в том, чтобы обеспечить необходимое 
количество при минимальных затратах. В этом 
случае затраченная на поставки сумма будет 
иметь вид

1
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где X = (x1, …, xL) — вектор, элементами ко-
торого являются объемы поставок сырья от пос-
тавщиков с соответствующими номерами.

Задача состоит в минимизации величины 
S(X ):

S(X) → min                          (1)
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Соотношения (1)–(3) представляют собой 
стандартную задачу линейного программирова-
ния, методы решения которой хорошо известны.

Модифицируем модель таким образом, 
чтобы учесть риски нарушения поставщиком 
своих обязательств. Предполагается, что риски 
носят случайный характер и характеризуются 
случайной величиной ущерба, который на-
носится фирме несвоевременной поставкой 
продукции. При этом полагаем, что величина 
ущерба пропорциональна заказанному коли-
честву товара.

Исходя из условия, что предприятию-постав-
щику j заказано xj единиц товара, будем предпо-
лагать, что к затратам mjxj на оплату заказанного 
товара добавляется сумма ljxj, где lj — случай-
ная величина, характеризующая возможность 
(вероятность) невыполнения поставщиком 
своих обязательств. Если lj принимает значе-
ние, равное нулю, — поставки осуществляются 
своевременно; при других (положительных) зна-
чениях lj имеем дополнительные затраты, свя-
занные с невыполнением контрагентом своих 
обязательств.

Таким образом, модифицированная функция 
затрат становится случайной величиной

( , ) ( ) .j j
j

X S X xY L = + lå               (4)

Символом L в данном соотношении обозна-
чен вектор, аналогичный вектору X, состоящий 
из элементов lj.

Ожидаемая величина затрат определяется 
соотношением

[ ( , )] ( ) ,j j
j

E X S X xY L = + lå

где lj — ожидаемое значение случайной ве-
личины lj.

В качестве меры риска выберем среднеквад-
ратичное отклонение случайной величины за-
трат от своего среднего значения:

( , ) ( ( , )),s L = Y LX D X

где символом D(Y(X, L)) обозначена диспер-
сия случайной величины Y(X, L). Используя 
представление (4), для среднеквадратичного от-
клонения получим следующее выражение:
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В последнем выражении суммирование осу-
ществляется по всем возможным значениям ин-
дексов j, m = 1, ..., L.

Таким образом, приходим к следующей пос-
тановке задачи. Требуется минимизировать две 
величины:

( ) ( ) minj j X
j

X S X xF = + l ®å         (6)

и
s2(X, L) → minX                           (7)
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0 £ xj,                               (8)

1

.
L

j
j

x k
=

=å                             (9)

Если мы зафиксируем ожидаемые затраты в 
задаче (6)–(9) на определенном уровне, то по-
лучим аналог классической задачи теории порт-
фельных инвестиций, в которой линейная форма 
(6) минимизируется, а не максимизируется как 
в классическом случае. Будем трактовать задачу 
(6)–(9) как двухкритериальную векторную за-
дачу математического программирования, ис-
пользуя для ее решения метод скаляризации век-
торного критерия.
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Точки, оптимальные по Парето, будут соот-
ветствовать решениями следующей задачи 

aФ(X )+(1-a)s2(X, L) → minX ,      (10)
0 £ xj,                               (11)
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Для каждого a Î [0, 1] находим оптимальный 
вектор X задачи (10)–(12). Свойства функций 
Ф(X )и s2(X, L) позволяют заключить, что пере-
бирая все a Î [0, 1], мы получим все множес-
тво неулучшаемых (оптимальных по Парето) 
решений.

Апробируем изложенную выше модель на 
данных конкретного предприятия, которое ра-
ботает с 6 поставщиками. Исходные данные 
представляют собой объемы поставок каждого 
поставщика, плановую и реальную даты поста-
вок и количество дней просрочки по поставке за 
период с января 2010 г. по апрель 2011 г.

Количество дней просрочки каждого постав-
щика находится как разность между датой ре-
альной поставки и плановой.

Кроме этого известны средние цены на еди-
ницу продукции по каждому поставщику за ана-
лизируемый период (табл. 1).

Для определения lj — случайной величины, 
характеризующей возможность (вероятность) 
невыполнения поставщиком своих обязательств, 
будем предполагать, что за день просрочки 
предприятие теряет 0,5% от стоимости пос-
тавки. Эти потери связаны с невыполнениями 
предприятием-посредником обязательств перед 
покупателями, а также с задержкой оборотных 
средств, которые можно использовать в других 
сделках или разместить иным образом.

Для удобства расчетов разобьем наши дан-
ные на месяцы, получим 16 периодов (месяцев). 
Для нахождения векторов lj, векторов дополни-
тельных затрат, элементами которых являются 
дополнительные затраты j-го поставщика в i-й 
месяц, где j = 1, …, 6, i = 1, …, 16, рассмот-
рим lj,i,m, дополнительные затраты для каждой 
сделки, где m — номер сделки в i-ом месяце.

lj,i,m рассчитывается как количество дней 
просрочки, умноженное на 0,5% от стоимости 
товара у поставщика. Дополнительные затраты 
по сделке высчитываются путем умножения 
lj,i,m на объем поставки m-ой сделки. Значение 
lj,i получаем делением суммы дополнительных 
затрат за весь месяц на полный объем месячных 
поставок.

В качестве примера в таблице 2 представлен 
расчет значения lj,i для первого поставщика за 
первый месяц.

На рис. 1 представлены отклонения значений 
случайной величины от ожидаемого значения у 
поставщика №1. Ожидаемому значению здесь 
соответствует прямая линия.

Проанализировав динамику объемов заку-
пок, мы получим вектор Х, описывающий теку-
щее распределение поставок между поставщи-
ками. Элементами Х являются объемы поставок 
товара от поставщиков в нормализованном виде, 
т. е. весь объем поставок от всех поставщиков 
принимается за единицу. Получаем вектор 
Х = (0,01; 0,18; 0,06; 0,46; 0,04; 0,25).

Для нахождения риска рассчитаем ковари-
ационную матрицу. Результаты расчетов пред-
ставлены в таблице 3.

Используя формулы (4) и (5), находим ожида-
емые затраты и риск существующего пула пос-
тавщиков. Ожидаемые затраты равны 24,04 руб. 
за единицу товара. Риск существующего пула 
равен 0,064113.

Для нахождения точек, оптимальных по 
Парето, была решена задача (10)–(12). Для каж-
дого коэффициента a от 0 до 1 с шагом 0,01 была 
решена задача минимизации. Расчеты были про-
ведены с учетом неотрицательности элементов 
вектора Х. 

Таблица 1
Цена на продукцию

Показатель
Поставщик (порядковый номер)

1 2 3 4 5 6
Цена еди-
ницы про-
дукции руб. 23,75 23,9 23,6 23,7 23,8 23,825

Рис. 1. Отклонения значений случайной величины 
от ожидаемого значения поставщика №1

О.И.Никонов,М.А.Медведев
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Таблица 3
Ковариационная матрица

Поставщик №1 Поставщик №2 Поставщик №3 Поставщик №4 Поставщик №5 Поставщик №6
Поставщик №1 0,0238 0,0043 0,0062 –0,0056 0,0048 –0,0033
Поставщик №2 0,0043 0,0168 –0,0018 –0,0011 0,0069 0,0028
Поставщик №3 0,0062 –0,0018 0,0251 0,0042 –0,0067 –0,0036
Поставщик №4 –0,0056 –0,0011 0,0042 0,0071 –0,0013 0,0030
Поставщик №5 0,0048 0,0069 –0,0067 –0,0013 0,0223 0,0039
Поставщик №6 –0,0033 0,0028 –0,0036 0,0030 0,0039 0,0162

Рис. 2. Зависимость ожидаемых затрат от риска

Таблица 2
Расчет значения lj,i для первого поставщика за январь 2010 г.

Номер 
сделки, k

Дата 
поставки

Плановая дата 
поставки

Объем поставки, 
ед.

Количество дней 
просрочки lj,i,m

Дополнительные 
затраты по сделке l1,1

1 12.01.2010 06.01.2010 5 616 6 0,71 4 001
2 11.01.2010 08.01.2010 5 616 3 0,36 2 001
3 09.01.2010 09.01.2010 2 808 0 0,00 0
4 13.01.2010 13.01.2010 5 616 0 0,00 0
5 22.01.2010 22.01.2010 5 616 0 0,00 0
6 30.01.2010 26.01.2010 5 616 4 0,48 2 668
7 31.01.2010 29.01.2010 5 616 2 0,24 1 334

Сумма 36 504 10 004 0,27

Результаты расчетов в графическом виде от-
ражены на рис. 2.

Из графика видно, что существующая ситу-
ация не является оптимальной. Изменив доли 
поставщиков в существующем пуле, мы можем 
уменьшить риск или существенно уменьшить 
ожидаемые затраты.

Минимальный риск равен 0,0514, что 
значительно меньше риска текущего пула. 
Оптимальный вектор долей объема поставщи-
ков имеет вид: Х = (0,22; 0,10; 0,00; 0,54; 0,06; 
0,08). Точка, в которой затраты равны 24,04, а 

Рис. 3. Текущий портфель

Рис. 4. Оптимальный портфель

риск равен 0,0514, является точкой, оптималь-
ной по Парето.

На рисунках 3–4 представлено сравнение те-
кущего набора и оптимального.
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Таким образом, использование предлагаемой 
методики позволит увеличить эффективность 
работы с поставщиками, ускорить процесс вы-
бора поставщика в спорной ситуации. 

2. Управление ликвидностью  
в коммерческом банке

Задача управления ликвидностью пред-
ставляет собой задачу выбора оптимального 
портфеля активных и пассивных банковских 
операций, который бы обеспечивал максималь-
ный уровень доходности при определенном 
уровне риска. Поскольку речь идет об активных 
и пассивных операциях, то под доходностью в 
данном случае понимается банковская маржа, 
равная разнице между процентными ставками 
по активным и пассивным операциям. Сведем 
данную задачу к построению двух эффективных 
портфелей: активных и пассивных операций. 
В качестве рисковых активов рассматриваются 
следующие ресурсы банка: 

— размещенные межбанковские кредиты;
— ценные бумаги (облигации, акции, век- 

селя);
— кредиты юридическим лицам;
— кредиты малому и среднему бизнесу;
— факторинг;
— кредиты физическим лицам.
На рис. 5 приведен пример динамики доход-

ности от операции факторинг за период с января 
2007 г. по январь 2009 г. Чтобы определить ожи-
даемое значение доходности от всех активных 
банковских операций, необходимо определить 
доли y1i всех активов, сосредоточенных в данных 
операциях. Ожидаемое значение доходности r1 
от всех активных операций при фиксированных 
долях y1i, рассчитывается стандартным образом:

1 1 1 1 1
1

( ) ( ) ,
N

i i
i

M r M r y
=

=å

где 1 1 1
1

.
N

i i
i

r r y
=

=å
Для вычисления совокупного статистичес-

кого риска s1(r1) следует составить матрицу кова-
риаций V1 = {sij}, где sij = cov(r1i, r1j) — коэффи-
циенты ковариаций, рассчитываемые по исход-
ным выборкам заданных доходностей. Для ве-
личины s1(r1) имеем следующее представление: 

1/2
1 1 1 1

, 1

( ) ( ) .
N

i ij j
i j

r y y
=

s = så

Задача предполагает поиск вариантов выбо-
ров долей, обеспечивающих максимально воз-
можный уровень ожидаемой доходности при 
минимально возможном риске. На доли накла-
дывается условие:

1 1
1
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Таким образом, постановка задачи выглядит 

следующим образом:
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Символом *
1s  обозначен фиксированный уро-

вень статистического риска активных операций.
Для решения задачи по данным реального 

банка г. Екатеринбурга были использованы дан-
ные по доходности за 36 месяцев (2007–2009 гг.) 

Подсчитанный должным образом вектор до-
лей существующего портфеля выглядит следую-
щим образом: X T = (0,05; 0,235; 0,45; 0,1; 0,015; 
0,15), т. е. 5% имеющихся денежных средств 

размещаются в межбанков-
ские кредиты, 23,5% — в 
ценные бумаги, 45% — в 
кредиты юридическим ли-
цам, 10% — в кредиты ма-
лому и среднему бизнесу, 
1,5% — в факторинг, 15% 
— в кредиты физическим 
лицам.

При данном векторе до-
лей доходность портфеля 
составила 15,885%, риск — 
2,878. График кривой эф-Рис. 5. Динамика доходности по операциям факторинга
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фективных портфелей и точка, соответствующая 
реальному положению, представлены на рис. 6.

Как видно на рис. 6, портфель банковских 
операций весьма далек от оптимальности в 
смысле теории Г. Марковица. Этому есть объ-
яснение: теория не учитывает ограничения на 
допустимые доли расходов на ту или иную опе-
рацию, связанные со стратегическими планами 
банка, с завоеванием им своей доли рынка.

В реальной ситуации значительная часть 
средств на корреспондентском счете данного 
банка ежедневно расходуется на вложения в 
ценные бумаги, т. к. они обладают высокой до-
ходностью. Таким образом, в модели необхо-
димо ввести дополнительное ограничение на 
долю операций с ценными бумагами в порт-
феле активных операций. Введем ограничение: 
0,23 £ y12 £ 1 (т. е. доля вложений в ценные бу-
маги должна превышать 23% от всех вложений). 
Так как приоритетным направлением для банка 

является кредитование физи-
ческих и юридических лиц, ог-
раничим вложения в межбан-
ковские кредиты следующим 
образом: 0 £ y11 £ 0,15, а кре-
дитование юридических и фи-
зических лиц соответственно: 
0,3 £ y13 £ 1, 0,15 £ y16 £ 1.

Кроме того, модель постро-
ена на данных за период с ян-
варя 2007 г. по январь 2009 г. 
и включает кризисный 2008 г., 
характеризующийся падением 
доходности по многим актив-
ным операциям. Исключив 
влияние кризисного 2008 г. и 
построение аналогичной мо-
дели на данных за 2009 г. (12 
месяцев), получим результаты, 
отраженные на рис. 7. Как вид-
но из названного рисунка, су-
ществующий портфель прак-
тически принадлежит кри- 
вой эффективных портфелей. 
Таким образом, при нало-
жении соответствующих ог-
раничений и использовании 
данных за ближайший год 
можно получить достоверную 
картину текущей ситуации в 
банке и оценить эффектив-
ность вложений. 

Портфели пассивных операций исследуются 
аналогично. В результате проделанных вычис-
лений были получены эффективные портфели 
пассивных и активных банковских операций 
при фиксированном уровне риска, равном 0,509. 
Доходность портфеля активных операций со-
ставляет 18,052% годовых, процентный расход 
портфеля пассивных операций равен 11,54% 
годовых. Таким образом, банковская процент-
ная маржа вычисляется следующим образом: 
18,052 – 11,54 = 6,512% годовых. Банковская 
маржа существующего портфеля состав-
ляет:17,506 – 12,064 = 5,442% годовых.

Таким образом, предлагаемая методика поз-
воляет увеличить банковскую маржу на 1,07% 
(рост составляет 20%), что весьма существенно 
в банковской деятельности. 

Рассматриваемый инструмент позволяет учи-
тывать стратегические интересы банка, проиг-
рывать различные варианты, обосновывать или 

Рис. 6. Кривая эффективных портфелей и точка, соответствующая реаль-
ному положению

Рис. 7. Существующий портфель активных операций и кривая эффективных 
портфелей с учетом ограничений на доли вложений в ценные бумаги
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опровергать гипотезы о рациональном распре-
делении ресурсов между различными банковс-
кими операциями. Предлагаемая методика мо-

жет быть эффективным инструментом развития 
банковского бизнеса. 
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В современном экономическом пространстве 
с его регулярными кризисами, стихийными бедс-
твиями, терактами и прочими нестандартными 
ситуациями руководителям бизнеса уже нельзя 
не задумываться о снижении уязвимости компа-
нии и приходится постоянно заниматься вопро-
сами как безопасности бизнеса (и соответству-
ющего снижения вероятности сбоя), так и жиз-
нестойкости (развития способности быстро вос- 
станавливаться). Эволюционизирующее эконо-
мическое пространство, с одной стороны, все 
заметнее инициирует создание новых компаний 
и содействует их активной деятельности до тех 
пор, пока вновь созданные компании остаются 
жизнестойкими, способными вести конкурент-
ную борьбу на соответствующем рынке хозяйс-
твующих субъектов. С другой стороны — бес-
пощадно избавляется от тех компаний, которые 
по тем или иным причинам теряют способность 
саморазвиваться и приспосабливаться к рыноч-
ным изменениям, не могут успешно противосто-
ять своим конкурентам.

В конкурентной среде компании не без осно-
вания воспринимаются как живой организм. В 
результате многолетних исследований и обоб-
щения большого практического опыта Арии де 
Гиус пришел к весьма оригинальному и, дума-
ется, перспективному заключению: «Как все ор-
ганизмы, живая компания существует в первую 
очередь ради собственного выживания и совер-
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шенствования: реализовать свой потенциал и 
вырасти настолько большой, насколько это воз-
можно. Она не живет исключительно для того, 
чтобы обеспечивать потребителей товарами или 
приносить прибыль акционерам; не больше, чем 
вы, читатель, существуете исключительно ради 
вашей работы или карьеры. В конце концов, вы 
тоже живое существо, то есть стремитесь вы-
жить и процветать; работа является средством 
для достижения этой цели» [2, с. 23-24]. 

Сейчас все меньше компаний сохраняют 
шансы на то, чтобы оставаться в категории «дол-
гожителей» и сохранять свои позиции на конку-
рентном рынке. Если в 20–30-е годы прошлого 
века ротация предприятий в индексе Standard 
and Poor’s (S&P) составляла около 1,5% в год 
(компании, попавшие в S&P, могли рассчитывать 
на сохранение своих позиций в нем в среднем в 
течение 65 лет), то проведенная Р. Фостером и 
С. Каплан экстраполяция данных за предшес-
твующие периоды позволяет утверждать, что к 
концу 2020 г. средняя продолжительность пре-
бывания компаний в индексе S&P 500 сокра-
тится примерно до 10 лет при 20 годах сегодня 
[9, c. 23-25, 173].

Хотя период, в течение которого средняя ком-
пания «наслаждается жизнью», относительно 
короток, организациям удается добиться сущес-
твенно более высоких результатов, поддержи-
вать экономический рост в течение длительных 


