
Прогнозирование каче-
ства воды [1, 2] в при-
родном водоеме являет-

ся одним из важнейших аспек-
тов оценки его геохимического
состояния. При этом точный
прогноз является основой для
принятия решений при конт-
роле качества воды [3].

Природный водоем – это
открытая, нелинейная, дина-
мичная и сложная система.
На качество воды влияют
деятельность человека и мно-

гие факторы (химические,
биологические, метеорологи-
ческие), а параметры каче-
ства воды являются нелиней-
ными, изменяющимися во
времени, случайными и за-
паздывающими из-за взаимо-
действия между ними. Таким
образом, трудно количествен-
но описать их с помощью
точных математических моде-
лей и создать точную, совер-
шенную, нелинейную модель
прогнозирования с использо-

ванием традиционных мето-
дов [4]. 

L. Xu и S. Liu [3] объедини-
ли вейвлет-преобразование с
нейронной сетью для построе-
ния краткосрочной модели
прогнозирования качества во-
ды в нейронной сети. Предло-
женная модель была использо-
вана для прогнозирования ка-
чества воды водоемов интен-
сивного разведения пресновод-
ных жемчужин в графстве Ду-
чан провинции Цзянси, Китай.
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При оценке геохимического состояния малых рек решена задача идентификации математической модели технологических процессов
самоочищения реки с малым расходом воды. Разработана схема статистического испытания модели, позволяющая создать на базе
имеющихся экспериментальных данных модель, адекватную исследуемому объекту. Область допустимых значений параметров модели
определяли в ходе имитационного испытания, основу которого составляет метод Монте-Карло. Достаточная точность оценки количества
испытаний получена с помощью интегральной теоремы Лапласа. Иллюстрация предложенной схемы выполнена на примере реки Цны
как приемника очищенных сточных вод промышленных предприятий г. Тамбова. В результате исследования выделены процессы аэро-
бного окисления органики, нитрификации, денитрификации, роста и отмирания планктона, деаэрации воды кислородом воздуха, аммо-
нификации белка и мочевины, ионного обмена и другие. На заключительном этапе исследования проведена оценка геохимического со-
стояния воды на исследуемом участке реки, в том числе выполнены прогнозы содержания в воде растворенного кислорода.
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In this paper, for the assessment the geochemical state of small rivers we have solved the problem of identification of a mathematical model
of self-purification processes in the rivers with low water consumption. The scheme of statistical testing of the model, allowing to create an ad-
equate model of the object on the basis of available experimental data was developed. Finding areas of acceptable values of the model pa-
rameters is carried out during the simulation test, which is based on the Monte Carlo method. Sufficient estimation accuracy of the number of
tests is obtained using the Laplace integral theorem. Approbation of the proposed scheme is done on the example of the river Tsna as a re-
ceiver of treated wastewater of industrial enterprises of Tambov. As a result of the study, the following processes occurring in the river were
identified: aerobic oxidation of organic matter, nitrification, denitrification, plankton growth and death, deaeration of water with air oxygen, pro-
tein and urea ammonification, ion exchange and others. At the final stage of the study, an assessment of the geochemical state of water in the
studied section of the river was carried out, including forecasts of the content of dissolved oxygen in the water.
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Из-за нелинейности и не-
стационарности ряда показате-
лей качества воды точность ис-
пользуемых традиционных ме-
тодов, включая регрессионный
анализ и нейронные сети,
ограничена. В работе [4] пред-
ставлен гибридный подход, из-
вестный как регрессия вектора
поддержки генетического алго-
ритма реального значения, ко-
торый ищет оптимальные па-
раметры с использованием ге-
нетических алгоритмов реаль-
ного значения, а затем прини-
мает оптимальные параметры
для построения моделей. 

В работе С.С. Махапатра и
др. [5] рассмотрен эмпириче-
ский подход для классифика-
ции проб воды на основе 10
параметров качества воды.
Для оценки качества воды бы-
ли собраны пробы воды из 10
источников за три разных го-
да и сезона. Предложенный
непараметрический метод эф-
фективно оценивает показа-
тель качества воды.Модель
может также использоваться
для оценки качества воды в
режиме он-лайн, но точность

модели зависит от разумного
выбора параметров.

Программа моделирования
анализа качества воды
(WASP) использовалась в ис-
следовании [6] для прогнози-
рования суточных изменений
таких параметров качества во-
ды, как концентрация раство-
ренного кислорода, нитратов,
фосфатов и биохимическая
потребность в кислороде в
тропической озерной системе.
Озеро было разделено на во-
семь сегментов с соответ-
ствующими морфологически-
ми, экологическими и про-
точными деталями, входящи-
ми в модель. Результатом мо-
делирования явилось про-
странственно-временное из-
менение этих параметров в
течение 476 дней. Это иссле-
дование также показало, что
выпадение осадков играет
важную роль в определении
качества воды тропического
озера.

В работе [7] предложена
вероятностная нечеткая гиб-
ридная модель для оценки ка-
чества речной воды. Нечеткие

логические рассуждения были
использованы для вычисления
интегрального индекса каче-
ства воды. С помощью метода
Монте-Карло, основанного на
непараметрических веро-
ятностных распределениях,
была оценена случайность
входных данных модели. Го-
довые гистограммы девяти пе-
ременных качества воды были
построены на основе данных
мониторинга, систематически
собираемых в реке Каука в
Колумбии. В течение ряда лет
были оценены и проанализи-
рованы речные сектора вверх
и вниз по течению реки около
большого города Сантьяго-де-
Кали, имеющего централизо-
ванную очистку сточных вод и
отличающегося высокой про-
мышленной активностью. Ре-
зультаты этого исследования
показывают, что системы не-
четкого вывода, интегриро-
ванные со стохастическими
непараметрическими метода-
ми, могут использоваться в
качестве дополнительных ин-
струментов в методологиях
индексации качества воды.
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Рис. 1. Примерная схема взаимодействия основных компонент математической модели реки с малым рас-
ходом воды
Fig. 1. An approximate scheme of interaction of the main components of the mathematical model of the river with a low water flow



Некоторые исследователи
применяют искусственные
нейронные сети для построе-
ния моделей качества воды,
поскольку существует сложная
нелинейная связь между про-
гнозируемыми переменными и
измеряемыми входными пара-
метрами. В работе [8] для про-
гнозирования концентрации
загрязняющих веществ в воде
создана новая нейросетевая
модель обратного распростра-
нения на основе фильтра Кал-
мана. Результаты исследова-
ния, которые проводили в Гру-
зии в водохранилище на реке
Юндин, показывают, что пред-
ложенный метод может эффек-
тивно повысить точность про-
гноза, а улучшенная модель
оказалась более эффективным
методом при прогнозировании
качества воды.

Для достижения цели ис-
следования использованы ис-
кусственная нейронная сеть и
марковский цепной подход для
разработки новой гибридной
методологии прогнозирования
биохимической потребности в
кислороде, являющейся основ-
ным показателем качества во-
ды [9]. Авторы используют 27-

летний набор данных о каче-
стве воды в гавани Толо, кото-
рый имеет только 439 образцов
для тестирования предложен-
ного метода. Результаты под-
тверждены, и высокая точность
прогнозирования новой мето-
дологии цепи Маркова проде-
монстрирована с помощью
трех критериев.

В различных литературных
источниках описано большое
количество математических
моделей распространения при-
месей в потоке воды с учетом
процессов аэробного окисле-
ния органических соединений,
роста и отмирания планктона
и др. Все эти модели предна-
значены для конкретных объ-
ектов исследования. Их приме-
нение к другим подобным объ-
ектам связано с рядом ослож-
нений, поскольку традицион-
ные методы идентификации
требуют большого количества
экспериментов. Кроме того,
большинство известных моде-
лей относятся к классу детер-
минированных моделей, в то
время как природные водоемы
являются термодинамически
открытыми системами, на ко-
торые влияют многие неуправ-

ляемые внешние воздействия,
а происходящие в них процес-
сы являются вероятностными.
Кроме того, векторы входных
воздействий и выходных реак-
ций модели имеют очень боль-
шую размерность, что затруд-
няет использование известных
моделей для конкретных си-
туаций.

Между тем зачастую име-
ется различная, хотя и не си-
стематическая, качественная
информация о состоянии вод-
ной среды рассматриваемых
объектов, а также количествен-
ные данные для разных сече-
ний объекта. Использование
такой информации для моде-
лирования стало возможным
только с помощью теории не-
четких множеств [9, 10].

Моделирование процессов
самоочищения воды

Для большинства речных
потоков характерны следую-
щие процессы [11—13]: аэро-
бного окисления органики,
нитрификации, денитрифика-
ции, роста и отмирания планк-
тона, реаэрации воды кислоро-
дом воздуха, аммонификации
белка и мочевины, ионного об-
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Рис. 2. Участок р. Цна с постами контроля качества воды
Fig. 2. The plot of the river Tsna with water quality control posts



мена, фотосинтеза, сорбции и
другие. При математическом
моделировании этих процессов
можно установить связь между
компонентами, среди которых
в первую очередь выделим
концентрации растворенного
кислорода, БПК5, азота орга-
нических соединений, аммо-
нийного и нитратного азота,
фосфора, ионов тяжелых ме-
таллов (например, ионов ше-
стивалентного хрома) и т.п. На
рис. 1 приведена примерная
схема взаимодействия основ-
ных процессов в реке с малым
расходом воды.

Гидродинамическая струк-
тура потоков в реке чаще всего
представляется моделью иде-
ального вытеснения. Однако
для некоторых участков может
быть предложена ячеечная мо-
дель. Конкретный вид гидро-
динамической структуры опре-
деляется в ходе проведения
трассерного эксперимента и
решения задачи параметриче-
ской идентификации. 

В результате анализа суще-
ствующих типов моделей реки
в качестве "кандидата" кон-
структивной модели авторами
использована модель, в кото-
рой функциональные зависи-
мости для отдельных процес-
сов представлены в виде систе-
мы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений [13].

При решении задачи иден-
тификации математической
модели процессов самоочище-
ния воды реки в большинстве
случаев используется неполная
экспериментальная информа-
ция детерминированного и ве-
роятностного характера по
объекту исследования. В связи
с этим авторами разработана
схема статистического испыта-
ния модели, позволяющая соз-
дать на базе имеющихся экспе-
риментальных данных модель,
адекватную исследуемому объ-
екту [13].

Определение областей до-
пустимых значений параметров
модели осуществляется в ходе
имитационного испытания, ос-
нову которого составляет ме-
тод Монте-Карло. Исходя из
известных или правдоподоб-

ных диапазонов изменения на-
чальных состояний, парамет-
ров и входных переменных с
помощью датчиков случайных
чисел генерируются их комби-
нации. Решение уравнений мо-
дели с этими значениями поз-
воляет вычислить реакцию мо-
дели и проверить выполнение
ограничений, известных на ос-
нове экспериментальных дан-
ных. Достаточная точность
оценки количества испытаний
получена с помощью интег-
ральной теоремы Лапласа [2].

Оценка геохимического
состояния воды

Иллюстрация предложен-
ной схемы идентификации

математической модели вы-
полнена на примере модели-
рования процессов самоочи-
щения воды р. Цны как при-
емника очищенных сточных
вод промышленных пред-
приятий г. Тамбова. Анализ
процессов самоочищения во-
ды реки проводился на участ-
ке длиной 60 км, начиная от
точки сброса очищенных
сточных вод с очистных со-
оружений ПАО "Пигмент" до
Троицко-Дубравского гидро-
узла. Река по классификации
Огиевского относится к 3-й
категории и имеет хозяй-
ственно-питьевое назначение.
Для исследуемого участка ха-
рактерно следующее: средне-
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Рис. 3. Области изменения (а) и гистограммы концентраций (б) рас-
творенного кислорода в сечениях А и С р. Цны
Fig. 3. The area of change (a) and the histogram of the concentration (b) of dis-
solved oxygen in sections A and C of the river Tsna

а)

б)



годовой расход – 12,3 м3/с;
русло умерен но извилистое
шириной 45—60 м, песчано-
илистое, деформирующееся и
незначительно заросшее вод-
ной растительностью. Приле-
гающая местность – наклон-
ная равнина, по левобережью
открытая, а по правобережью
поросшая лесом. По берегам
реки расположены населен-
ные пункты, местные водоза-
боры, садово-огородные об-
щества, использующие воду и
зоны отдыха трудящихся. В
связи с тем, что на участке
имеются два гидроузла и не-
сколько притоков, при моде-
лировании разобьем его на 6
участков с относительно по-
стоянными гидрохимически-
ми параметрами (рис. 2).

В результате исследования
процессов, протекающих в ре-
ке, были выделены процессы
аэробного окисления органи-
ки, нитрификации, денитри-
фикации, роста и отмирания
планктона, деаэрации воды
кислородом воздуха, аммони-
фикации белка и мочевины,
ионного обмена и другие.

Формирование ограниче-
ний на выходные переменные
модели и определение диапазо-
нов изменения начальных со-
стояний и внешних воздей-
ствий (смывы органики с по-

лей) осуществлялось на основе
информации Центрально-Чер-
ноземной региональной и го-
родской гидрохимических ла-
бораторий с учетом полевых
измерений концентраций ам-
монийного и нитратного азота,
а также растворенного кисло-
рода в сечениях A, B и C, вы-
полненных с помощью пере-
движной лаборатории контро-
ля качества поверхностных
вод. 

При решении системы
уравнений модели в ходе ими-
тационного испытания сум-
марный интервал времени для
всего участка длиной 60 км со-
ставил 5 дней. Все семейство
кривых изменения переменных
модели во времени образует
некоторую область. На рис. 3
изображены области измене-
ния концентраций растворен-
ного кислорода для всех реак-
ций модели, полученных в хо-
де имитационного испытания,
и реакций, удовлетворяющих
ограничениям.

В результате проведения
имитационного испытания бы-
ла создана математическая
модель исследуемого участка
р. Цны, удовлетворяющая всем
имеющимся эксперименталь-
ным данным. Для проверки
адекватности в июне 2017 г.
были проведены расчеты по

модели и полевые измерения
состояния качества воды (кон-
центраций органического, нит-
ратного, аммонийного азота,
растворенного кислорода) в
сечениях A, B и C исследуемо-
го участка реки. Оказалось, что
все концентрации, рас счи тан -
ные по модели, попадают в
95 % доверительный интервал.
При этом максимальная отно-
сительная ошибка по нитрат-
ному, аммонийному азоту и
растворенному кислороду не
превышает 10 %, органическо-
му азоту – 15,8 %.

На заключительном этапе
исследования участка р. Цны
были выполнены прогнозы со-
держания в воде растворенного
кислорода и примесей в зави-
симости от степени очистки
стоков в сечении А.

Гистограммы прогнозируе-
мых концентраций растворен-
ного в воде кислорода приве-
дены на рис. 4. Качество воды
в контрольном створе р. Цны с
вероятностью не менее 0,89 от-
вечает принятым нормам.

Заключение

В работе предложена мето-
дика оценки геохимического
состояния воды в реке с малым
расходом с использованием
теории нечетких множеств.
Она позволяет для природных
водоемов – термодинамически
открытых систем, подвержен-
ных влиянию многочисленных
неконтролируемых внешних
воздействий и процессов, про-
текающих в них, имеющих ве-
роятностный характер, по-
строить математическую мо-
дель, адекватную исследуемому
объекту.

Нахождение областей допу-
стимых значений параметров
модели осуществляется в ходе
имитационного испытания,
основу которого составляет
метод Монте-Карло. Исходя
из известных или правдопо-
добных диапазонов изменения
начальных состояний, пара-
метров и входных перемен-
ных, с помощью датчиков слу-
чайных чисел генерируются их
комбинации. Решение уравне-
ний модели с этими значения-
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Рис. 4. Гистограммы прогнозируемых значений концентрации раство-
ренного кислорода
Fig. 4. Histograms of predicted dissolved oxygen concentrations



ми позволяет вычислить реак-
цию модели и проверить вы-
полнение ограничений, из-
вестных на основе экспери-
ментальных данных. Достаточ-
ная точность оценки количе-

ства испытаний получена с
помощью интегральной теоре-
мы Лапласа.

Апробация предложенной
методики выполнена на при-
мере моделирования процессов

самоочищения воды р. Цны
как приемника очищенных
сточных вод промышленных
предприятий г. Тамбова, кото-
рая показала ее высокую эф-
фективность.
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