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В работе обсуждаются локальные особенности функции очага, порождающие одновременно а) квадра-
тичное затухание спектра и б) потерю направленности излучения в дальней зоне на высоких часто-
тах. Этот вопрос был поставлен А. Гусевым. Предполагалось, что положительное решение может
быть получено для фронтов разрыва с достаточно изрезанной (“кружевной”) структурой. Найдены
условия реализации перечисленных свойств. Показано, что структура фронта может быть относи-
тельно простой, но негладкой.
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1. ВВЕДЕНИЕ
А. Гусев [Gusev, 2013; 2014; 2018] привлек вни-

мание к проблеме моделирования сейсмического
источника, для которого упругое смещение в
дальней зоне обладает двумя свойствами: (а) вы-
сокочастотный (ВЧ) спектр спадает, как  и
при этом, (б) асимптотика не зависит от направ-
ления на приемник. Первое свойство традицион-
но называют омега-квадрат-поведением, а второе
потерей направленности излучения. Квадратич-
ное затухание спектра общепринято в инженер-
ной практике, хотя не исключается конечность
частотного диапазона такого поведения [Гусев и др.,
2017]. Аналогично обстоит дело и с универсально-
стью свойства (б). В работах [Kurzon et al., 2014;
Wen et al., 2014] имеются контрпримеры, относя-
щиеся к частотному диапазону:  где  есть
угловая частота Брюна [Brune, 1970]. Любые исклю-
чения подчеркивают сложность задачи А. Гусева и
требуют понимания условий, при которых реали-
зуются указанные свойства (а), (б).

Для решения проблемы А. Гусев предложил
две, близкие по сути, кинематические модели
очага с элементами стохастического поведения
[Gusev, 2014; 2018]. Они позволили воспроизвести
ключевые свойства ВЧ излучения: существование
двух угловых частот, плоский участок спектра

ускорения после второй угловой частоты (что эк-
вивалентно свойству (а)), и слабый (в модели 2014 г.)
эффект направленности излучения. В этих моде-
лях важную роль играет фрактальная природа
фронта разрыва. Чтобы воспроизвести указанные
особенности, фронт по терминологии А. Гусева
должен быть “кружевным”, т.е. очень изрезан-
ным и многосвязным. Поскольку анализ и на-
стройка моделей осуществлялись численно, ответ
на вопрос о природе свойств (а), (б) остался от-
крытым. В частности, неясно, насколько слож-
ной должна быть кружевная структура фронта
разрыва в условиях (а), (б).

Ниже мы собираемся показать, что для реали-
зации свойства (а) достаточно иметь слегка не-
гладкий фронт разрыва, а для реализации свой-
ства (б) достаточна гладкость распределений шумо-
вой компоненты фронта. Отсюда можно заключить,
что фрактальные модели удачно дополняют класси-
ческие гладкие модели очага [Aki, Richards, 1980].
Причина в том, что в классических моделях свой-
ство (а) неустойчиво, а свойство (б), как правило,
отсутствует. Однако добавление слегка негладкой
шумовой компоненты фронта позволяет устра-
нить эту неустойчивость и дополнительно реали-
зовать свойство (б). Это наблюдение содержится
в технически сложной работе автора [Molchan,
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2015]. Представленный ниже анализ обладает
большей общностью и простотой.

О структуре работы

В разделе 3 мы описываем локальные особен-
ности гладкой функции источника, которые мо-
гут отвечать за квадратичное затухание спектра. В
разделе 4 обсуждается более общий класс дважды
стохастических моделей Гусева и находятся усло-
вия, при которых реализуются свойства (а), (б). В
разделе 5 на эвристическом уровне обсуждается
природа полученных асимптотик. Для упрощения
чтения доказательства математических утвержде-
ний вынесены в Приложение.

2. ОБЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Известно [Aki, Richards, 1980], что поле сме-
щений в дальней зоне допускает представление:

(1)

Здесь:  – положение приемника;  – плос-
кость разрыва с координатами   –
функция источника, т.е. локальная скорость по-
движки   – ортогональная проекция на-
правления гипоцентр – приемник:  – на плос-
кость   – скалярное произведение;  – ско-
рость распространения волн;  – расстояние от
гипоцентра до приемника;  – элемент
площади.

Для простоты сигнал в представлении (1) рас-
сматривается в скалярном виде.

Применяя преобразование Фурье, получим
из (1) двойственное спектральное представление:

(2)

Здесь  пространственно-временное преоб-
разование Фурье функции  продол-
женной нулем за пределы своего ограниченного
носителя 

Задача омега-квадрат-поведение спектра звучит
так: описать физически естественный класс функ-
ций очага  для которых  

имеет устойчивую  асимптотику, т.е. наблюда-
емую на достаточно массивном множестве на-
правлений 
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В силу линейности преобразования Фурье
проще изучать локальные фрагменты  а
именно  Здесь  –
вспомогательные, бесконечно гладкие, с ограни-
ченным носителем (финитные) функции: они
равны 0 вне малой окрестности точки  
равны 1 в меньшей окрестности 0.5  и в сумме да-
ют единицу:  Описанные фрагменты
не искажают функцию  вблизи выбранных то-
чек  и гладко обнуляют ее вне малых окрестно-
стей. Высокочастотную асимптотику фрагмента:

(3)

будем трактовать как вклад окрестности точки 
в асимптотику  Фрагментация функции оча-
га позволяет описывать асимптотику спектра в
терминах возможных локальных особенностей
функции  При этом не требуется конкретиза-
ция модели  в целом. Кроме того, рассматри-
ваемые ниже особенности  имеют точечный ха-
рактер и поэтому их спектральный вклад (3) не будет
зависеть от выбора вспомогательных функций.

Ниже рассмотрены два типа локальных осо-
бенностей функции очага: кусочно-гладкие и
фрактальные.

3. ГЛАДКИЕ ФУНКЦИИ ОЧАГА
В этом разделе функция очага   

предполагается гладкой внутри ограниченного
носителя  Для любой внутренней точки

 из  фрагмент  в этом случае
можно считать финитной (т.е. с ограниченным
носителем) гладкой функцией. Поэтому его ВЧ
вклад в асимптотику (2) пренебрежимо мал, точнее

 если конечен порядок гладкости,
 функции  Это хорошо известный факт из

теории преобразования Фурье [Федорюк, 1987].
Следовательно, в гладком случае ВЧ асимпто-

тика  определяется свойствами функции оча-
га вблизи границы носителя  и свойствами са-
мой границы 

Назовем границу  фронтальной поверхно-
стью очага. В окрестности точки  будем
описывать ее в явном виде  предполагая
функцию  гладкой или кусочно-гладкой. Ин-
декс  связан с английским термином “rupture”.
Наблюдаемый аналог  (“arrival function”):

(4)
определяет время пробега сигнала от точки разру-
шения  до удаленного приемника. Изолинии
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В литературе поведение функции очага вблизи
фронта разрыва до конца не формализовано. До-
пускается, что на стадии фазы залечивания тре-
щины функция очага ограничена [Madariaga et al.,
1998; Nielsen, Madariaga, 2003]. В активной фазе
разрушения, классические модели (см. [Костров,
1964; Madariaga, 1977; 1983]) демонстрируют син-
гулярность типа “обратного квадратного корня”,

 Строгое обоснование этой сингулярности в
рамках теории упругости дано в работе [Herrero et al.,
2006]. Объединяя оба случая, будем рассматри-
вать функцию источника в окрестности  следу-
ющего вида:

(5)

где  Физически интересны значе-
ния  и  В первом случае получаем
ограниченность  а во втором сингулярность ти-
па обратного квадратного корня.

Следующие два утверждения являются след-
ствиями леммы Эрдейи и метода стационарной
фазы (см приложение А1).

Уверждение 1. Пусть  точка границы
 в окрестности которой функция  допус-

кает представление (5) с гладкими функциями
 и 

Пусть в окрестности  на границе существует
ровно одна и притом невырожденная стационар-
ная точка  функции  т.е.  и пол-
ная кривизна поверхности  в этой точке нену-
левая:  Тогда ВЧ вклад  в спектр источ-
ника имеет порядок  а амплитуда вклада
зависит от направленности излучения через ста-
ционарную точку. Более точно:

(6)

Искомое квадратичное затухание спектра реали-
зуется при  т.е. в случае ограниченности 
в окрестности 

При отсутствии стационарных точек спек-
тральный вклад фрагмента имеет порядок 
при любом 

Детали обоснования (6) вынесены в Приложе-
ние А2.

Сверхзвуковой (super shear) эффект. Существо-
вание регулярной стационарной точки  у функ-
ции  означает, что

(7)

Пусть  вектор скорости фронта
в точке  Продифференцируем соотношение
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 по t, учтем (7) и неравенство  В
результате получим необходимое условие суще-
ствования стационарной точки:

(8)

где  – полное значение скорости.
Полученное неравенство означает, что в ста-

ционарной точке разрыв должен опережать волну
по скорости:  Такое явление возможно,
хотя для землетрясений наблюдается редко
[Madariaga et al., 2000]. В последнее время оно
стало объектом интенсивного изучения теоретиче-
ски, численно и экспериментально (см., например,
[Rosakis et al., 1999; Dunham, Archuleta, 2004; Yang,
Gao, 2004; Bizzari et al., 2010; Marty et al., 2019]).

В классической модели в работе [Костров,
1964] функция очага имеет вид f(g, t) =

 и, значит, фронтальная по-

верхность образует конус:  Кривизна
конической поверхности равна нулю. Поэтому,
согласно (6), ВЧ вклад всех стационарных точек
конической фронтальной поверхности в  –
асимптотику равен нулю.

Смягчим требование о существовании стацио-
нарной точки на фронтальной поверхности  за-
менив стационарность условной стационарностью.

Пусть  теряет гладкость на линии
 Будем считать, что  представле-

на двумя гладкими поверхностями  с общим
гладким краем, расположенным над гладкой кри-
вой  Рассмотрим сужение  на линию

 Точку  назо-
вем условной стационарной точкой на  если

 Условная стационарная точка считает-
ся регулярной, если:

(9)

Утверждение 2. Пусть  точка грани-
цы  в окрестности которой функция  до-
пускает представление (5) с гладкой функцией

 и кусочно-гладким фронтом  ука-
занным выше. Пусть существует условная регу-
лярная стационарная точка  и при
этом единственная в окрестности  То-
гда спектральный вклад фрагмента  имеет

порядок  а амплитуда спектра зависит
от направленности излучения через стационар-
ную точку. Более точно:
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где:

(11)

В условиях  величину  всегда
можно считать конечной и ненулевой.

Детали обоснования (10) вынесены в Прило-
жение А3.

Замечания. В рассмотренном случае:

–  поведение спектра реализуется при физи-
чески естественном значении параметра 

– допустимые направления, на которых может
быть зафиксирована асимптотика (10), либо от-
сутствуют, либо образуют конечный сегмент в
плоскости очага.

Действительно, условная стационарная точка
 является точкой экстремума функции  при

условии, что она рассматривается на линии
 Применяя метод Лагранжа к условно-

му экстремуму, заключаем, что точка  вместе с
неизвестной константой  определяются соотно-
шением:

(12)

Остается заметить, что если уравнение (12) разре-
шимо для вектора , тогда оно разрешимо и для
любого вектора:

(13)

с новой константой 

4. ФУНКЦИЯ ИСТОЧНИКА 
ФРАКТАЛЬНОГО ТИПА

Существует другое, формально идентичное (1),
интегральное представление смещения в дальней
зоне, где исходная функция  интерпретируется
как локальный сброс напряжения в момент пре-
одоления барьера (асперити) [Kostrov, Das, 1988;
Boatwright, 1988; Gusev, 1989]. В этом случае фи-
зические ограничения на  расплывчаты. В рабо-
те [Mikumo, Miyatake, 1979] численно исследова-
лась проблема случайного сброса напряжений на
разломе. Процесс разрушения оказался довольно
хаотичным, без четко различимого фронта разры-
ва. Это обстоятельство стимулировало стохасти-
ческий или фрактальный подход к кинематиче-
ским моделям очага.

В работе [Gusev, 2014] численно исследовалась
следующая модель:

(14)

1(2)
2

1(2)
2

( )

( ) .

r s

r s

g t c

g t c

−+
Σ

−−
Σ

 Δ = ∂ ∂ − γ − 

 − ∂ ∂ − γ 

g

g

�

�

0( ) ,rt c±
Σ∇ ≠g x γ Δ

2−ω
1/2;β =

sg� ( )аt g

: ( ) 0.l L =g
sg�

λ

ˆ( ) ( ), .rt c L l+
Σ∇ − = λ∇ ∈g γ g g

ˆΣγ

ε εˆ ˆ ˆ( ), 1sс LΣ Σ Σγ = γ + ελ ∇ γ ≤g

ε .λ = λ − ε

f

f

( ) ( ( )),rf V t t= φ −g g

где:  гладкая функция на полуоси 
 и  вне   есть локаль-

ный сброс напряжений в  не зависящий от вре-
мени;  момент разрыва и соответственно
сброса напряжений в   и  непрерывны.
Фронтальная поверхность разрыва почти плоская
и односторонне направлена:

(15)

Здесь:   – доминирующее направление
распространения разрыва;  – его средняя ско-
рость, а  – малое возмущение.

В этой модели носитель  определяется соот-
ношением:

(16)

Функция  гладкая по  для внутренних точек 
Поэтому основной вклад в асимптотику  вно-
сят точки фронтальной поверхности  Более
того, он исходит от точек передней границы:

 где  как функция во всем пространстве,
терпит разрыв.

В модели работы [Gusev, 2014] функции  и
 фрактальны, т.е. имеют порядок гладкости

меньше 1. Для описания таких объектов больше
подходит язык случайных функций. В этом слу-
чае требуемая функция погружается в ансамбль
реализаций с подходящими свойствами (в дан-
ном случае, с фиксированным свойством дроб-
ной гладкости).

Будем говорить, что случайная функция 
имеет гладкость порядка  если

(17)

где: E – символ математического ожидания;
 гладкая функция; степенной показатель

 известен как параметр Херста (Hurst).
При рассмотрении ансамбля реализаций, ин-

дивидуальный спектр  траектории случайно-
го процесса приходится заменять среднеквадра-
тичным (root-mean-square):

(18)

В условиях (14, 15)

(19)

Отсюда, предполагая статистическую независи-
мость случайных компонент  и  полу-
чим основное спектральное соотношение для
дважды стохастической модели (14):
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(20)

Здесь:  является корреля-
ционной функцией поля  а  – характери-
стическая функция приращений 

(21)

Соотношение (20) позволяет качественно по-
нять, когда спектр очага слабо зависит от направ-
ления 

Пусть распределение  –  имеет
гладкую финитную плотность. Тогда его характери-
стическая функция  быстро убывает по
частоте при  Поэтому ВЧ асимптотику (20)
определяет малая окрестность диагонали  =  где
подынтегральная функция  сла-
бо зависит от направленности излучения. Эта
идея может быть реализована для широкого клас-
са распределений  Ниже, только для простоты
изложения, мы будем считать это распределение
гауссовским.

Утверждение 3.Пусть выполнены следующие
условия:
a) случайные компоненты модели (14, 15), 

 статистически независимы;
б) поле сброса напряжений  таково, что

  и  ≤
 

в) приращения поля  распределены по Гаус-
су со средним 0 и дисперсией

(22)

где  – гладкая функция, отграниченная от
нуля и бесконечности;

г)  где  а  – гладкая
финитная функция и 

Тогда:

(23)

т.е. ВЧ асимптотика спектра очага степенная и не
зависит от направленности излучения.

Замечания:
– согласно (23), ВЧ спектр учитывает корреля-

ции случайных компонент модели только на диа-
гонали. Это означает, что ВЧ асимптотику спек-
тра формирует некогерентное излучение точек
очага. Необходимость этого свойства подчерки-
валось в работах А. Гусева;
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– модель Гусева соответствует параметру 
В этом случае слегка шероховатая фронтальная
поверхность, т.е. поверхность с параметром Хер-
ста  близким к 1, устойчиво порождает близкое
к омега-квадрат-поведение спектра. Ситуация
резко меняется в предельном случае  когда
фронтальная поверхность может быть гладкой.
Как показано выше (Утверждение 1), в этом слу-
чае квадратичное убывание спектра обеспечива-
ют регулярные стационарные (и фактически не-
устойчивые) точки фронтальной поверхности.
Используя слабую шероховатость с  мы,
грубо говоря, стабилизируем поле стационарных
точек и, как результат, получаем устойчивое для
всех направлений почти омега-квадрат-поведе-
ние спектра. Дополнительные условия позволяют
также устранить свойство направленности излу-
чения;

– все сказанное относится и к другому физиче-
ски интересному случаю, когда параметр 
Для него омега-квадрат-поведение спектра реа-
лизуется с менее гладкой фронтальной поверхно-
стью, а именно, с параметром Херста 

5. ОБСУЖДЕНИЕ: ИЗОХРОНЫ
И АСИМПТОТИКА

Поясним неформально, из чего складывается
ВЧ асимптотика спектра очага. В наших примерах
функция очага вблизи фронтальной границы имеет

особенность вида  с  или 
Поэтому Фурье-преобразование по времени дает
ВЧ вклад порядка  (Лемма Эрдейи, А1). Допол-
нительный вклад исходит от Фурье-преобразова-
ния по пространству. Здесь важна аналитическая
структура функции  т.е.
времени прихода сигнала из точки разрыва к уда-
ленному приемнику в направлении  Эта функ-
ция играет роль фазы в интеграле Фурье вида

(24)

Роль финитной гладкой функции  в асимптоти-
ке интеграла несущественна и сводится к тому,
чтобы пренебрегать границей области интегриро-
вания. Помня об этом, рассмотрим (24) с  = 1 в
малой окрестности  точки 

Пусть  мера точек из  где  Тогда
интеграл (24) преобразуется к виду  =

=  Плотность меры,  можно интер-

претировать как интенсивность изолиний (изо-
хрон) функции  на множестве  Подобный
объект не нов для сейсмологов (см. [Spudich, Frazer,
1984]). Его важность связана с тем, что аналитиче-
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ские свойства плотности  тесно связаны с ВЧ
асимптотикой 

В качестве примера рассмотрим сначала
Утверждение 1. Здесь  имеет в  единствен-
ную невырожденную стационарную точку  По-
этому в подходящей системе координат можно
считать, что   Рассмотрим
более простой эллиптический случай, отвечаю-
щий знаку (+). В этом случае (см. рис. 1а) изохро-
ны подобны эллипсам, которые стягиваются к
стационарной точке. Тогда  в ма-
лой окрестности  В результате  имеет
разрыв в момент  что определяет вклад инте-
грала  в ВЧ асимптотику порядка  Соот-
ветственно суммарный вклад стационарной точ-
ки имеет порядок 

В гиперболическом случае 
изохроны представлены на рис. 1б, а величина

  Преобразование Фурье 

как обобщенной функции, есть  
[Брычков, Прудников, 1977], что позволяет со-
хранить прежнее заключение о спектре.

В Утверждении 2 пространство делится на две
части линией  В каждой из них, при подходящем
выборе системы координат, можно считать, что
линия раздела совпадает с осью , критическая
точка    и  =
=  для  В этом примере (см. рис.
1в) изохроны сначала пересекают линию  Их
следы на линии окружают и стягиваются к  в
критический момент t = 0 изохроны касаются ли-
нии  а затем удаляются от нее. В результате при
малых t простой счет дает,  По
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Лемме Эрдейи (А1) преобразование Фурье 
дает вклад в ВЧ асимптотику порядка  Сум-
марный вклад стационарной точки имеет поря-
док 

В Утверждении 3 поле  имеет дробную
гладкость порядка  в каждой точке про-
странства и предполагается случайным. В стоха-
стическом анализе плотность изохрон имеет спе-
циальное название: “occupation density”. При сде-
ланных нами предположениях плотность 
определена для почти всех реализаций ансамбля
[Xiao, 2013]. При этом гладкость  неограни-
ченно растет с уменьшением гладкости исходно-
го поля  [Geman, Horowitz, 1978]. Поэтому
роль степени негладкости фронтальной поверх-
ности в ВЧ асимптотике спектра очага должна па-
дать, когда изрезанность фронта растет. Это отра-
жено в финальной ВЧ асимптотике  най-
денной в Утверждении 3.

Эвристическое объяснение указанной асимп-
тотики требует обоснования следующих шагов: 1)

ВЧ асимптотика интеграла  =  за-

висит в основном от концевых точек  2) если
невозмущенный линейный фронт распространя-
ется вдоль оси  тогда  вблизи

 3) случайное возмущение фронтальной
поверхности, согласно (17), дает связь

 Отсюда,  т.е. при ,
близких к  имеем  Лемма
Эрдейи дает искомый порядок асимптотики 
для интеграла 
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Рис. 1. Изохроны функции  вблизи критической точки  (a), (б) – случаи, в которых  является регулярной ста-
ционарной точкой; (в) – случай условной регулярной стационарной точки  на линии  где  теряет гладкость.
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Дополнительные замечания
– В стохастическом варианте функции очага

приходится иметь дело со среднеквадратичным
спектром мощности сигнала. В этих терминах
сформулировано очень простое для моделирова-
ния условие потери направленности излучения в
дальней зоне. Оно состоит в том, чтобы распреде-
ление приращения поля  в любой паре точек
пространства имело высокий порядок гладкости.
Скажем, распределение Рэлея с плотностью

 использованное в работе [Gusev,
2014] для случайной компоненты фронта разры-
ва, этим свойством не обладает. Не совсем ясно,
как указанное статистическое требование к ан-
самблю заменить детерминированным, пригод-
ным к почти любому представителю этого ансам-
бля 

– Наш анализ не дает представления о нижнем
частотном пороге для -поведения спектра оча-
га. Этот вопрос относится к численному анализу
и был исследован А. Гусевым на конкретных мо-
делях [Gusev, 2014].

6. ВЫВОДЫ
Мы рассмотрели гладкие и фрактальные ло-

кальные особенности функции очага. Особенно-
сти первого типа позволяют при определенных
условиях воспроизвести омега-квадрат-поведе-
ние спектра в дальней зоне. Источником такого
поведения может быть нестандартное условие,
при котором скорость фронта разрушения пре-
вышает скорость S-волны. В гладких моделях
асимптотика спектра зависит от направленности
излучения; при этом локальный источник сте-
пенной асимптотики проявляется, в лучшем слу-
чае, в приемниках, образующих отрезок одномер-
ной дуги.

Введение фрактальности в модель функции
очага оказывает стабилизирующее влияние на ре-
шение рассмотренной задачи. Более точно, фрак-
тальность позволяет устойчивым образом воспро-
извести в дальней зоне и квадратичное затухание
спектра, и потерю направленности излучения. Оме-
га-квадрат-поведение можно реализовать (условно
говоря) и в активной фазе разрушения, и на стадии
залечивания. Однако требования к гладкости фрон-
тальной поверхности не одинаковы:  (ак-
тивная фаза) против  (фаза залечивания),
что физически вполне естественно. Но в обоих
случаях высокая степень негладкости ( )
фронтальной поверхности не совместима с оме-
га-квадрат-поведением спектра. Что касается
свойства потери направленности излучения,
здесь важно сочетать негладкость ( ) фрон-
тальной поверхности с гладкостью распределе-
ний, описывающих приращения шумовой ком-

( )at g

2 exp( ),x x−
+σ − σ

( ).at g

2−ω

2/3H =
1H ≈

1/2H <

1H <

поненты этой поверхности. Эти заключения
вполне конструктивны для целей моделирования
функции очага.

ПРИЛОЖЕНИЕ

А1. Вспомогательные утверждения [Федорюк,
1987].

Лемма Эрдейи Пусть  гладкая функция с
ограниченным носителем, тогда для 

(А1)

где:

и  есть целая часть 
Метод стационарной фазы. Пусть  и  глад-

кие функции    конечная область,
вне которой  Пусть  единственная регу-
лярная стационарная точка из  для функции 
т.е.  и  = 
Тогда

(А2)

где

(А3)

Если  не имеет стационарных точек в 
 тогда правая часть (А2) пренебрежимо

мала.
А2. Доказательство Утверждения 1.

Пусть  =  в окрестности
 точки  с гладкими функциями

 Вклад окрестности  в асимптотику
 есть

(А4)

где   вспомогательная глад-
кая финитная функция, сконцентрированная в
окрестности  После замены времени 
имеем:
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(А6)

и  По лемме Эрдейи (А1):

(А7)

(А8)

Соединяя (А5) и (А7), имеем:

(A9)

Пусть функция  –  имеет
единственную стационарную точку  в  и
полная кривизна  (или, что то же, кривизна

) в точке  отлична от нуля,  Тогда ис-
пользуя метод стационарной фазы (А2) в размер-
ности  получим:

(A10)

Пусть фронтальная поверхность  не имеет
стационарных точек в окрестности  Тогда,
согласно методу стационарной фазы, первое сла-
гаемое в (А9) пренебрежимо мало при  По-
этому  =  при любом 

А3. Доказательство Утверждения 2.
Продолжим анализ (А9) в предположении, что

 представлена в окрестности  двумя

гладкими поверхностями   с об-
щим краем, расположенным над гладкой кривой

 В этом случае (А9) представляется в
виде:

(А11)

где:  –   – гладкая

функция и  внутри  Асимптотика
интегралов типа (A11) дана в книге [Федорюк,
1987; гл. 3, теорема 4.1] и имеет вид:

(А12)

где:  
Подставляя (А12) в (А11) получим (10, 11).
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А4. Доказательство Утверждения 3.

Запишем соотношение (20) в виде:  =

 Здесь  преобразование Фурье

функции  а:

(А13)

Здесь  индикатор очаговой области (она счи-
тается конечной). Из Леммы Эрдейи (см. А1) сле-
дует, что

(А14)

Остается найти асимптотику интеграла (А13).
Разобьем область интегрирования на две части

 где:

(А15)

Вклады каждой из областей в интеграл (А13)
обозначим  и 

Оценим 

Характеристическая функция 
гауссовской случайной величины  –
‒  с дисперсией  есть  Дис-

персия  определена в (22). По предположению

в области очага величина  ограниче-
на снизу, а  сверху. Отсюда:

(А16)

Оценим 

Разобьем интеграл на два слагаемых:  и

 заменив экспоненту суммой  =
=  Имеем:

(А17)

Здесь  ограничены. Из неравенства 
следует  Отсюда:
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(А18)

Осталось найти асимптотику:

(А19)

В силу гладкости  на множестве 
имеем оценки:

(А20)

где  Заменив  на  получим дву-
сторонние оценки  интеграла  по-
скольку 

Cделаем замену переменных  
и представим каждую из оценок в виде

 Здесь  определяет вклад диа-
гонали:

(А21)

где

(А22)

При оценке  учтем неравенство Коши–Бу-
няковского:

(А23)

Поэтому, как и в случае (А21):

(А24)

Соединяя (А16, А18, А21, А22, А24), получим
искомую асимптотику:

(А25)
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GUSEV’S STOCHASTIC MODEL FOR THE SEISMIC SOURCE: 
HIGH-FREQUENCY BEHAVIOR IN THE FAR ZONE

G. M. Molchan*
Institute of Earthquake Prediction Theory and Mathematical Geophysics, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

*E-mail: molchan@mitp.ru

This paper discusses local features in the source function that generate in the far zone simultaneously (a) a
quadratic decay of the source spectrum and (b) the loss of radiation directivity at high frequencies. A. Gusev
drew attention to this problem and suggested that a positive solution can be obtained for earthquake rupture
front with a rather complex (“lace”) structure. Below we give a theoretical solution of the problem and show
that the front structure can be simple enough, but not smooth.

Keywords: Seismic source, high frequency radiation, theoretical seismology, Fourier analysis.
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