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Гетероклинический цикл – это инвариантное множество динамической системы, состоящее из ста-
ционарных состояний (или подмножеств более общего вида) и гетероклинических траекторий. При
наличии гетероклинического цикла поведение системы характеризуется перемежаемостью: траек-
тория долгое время находится вблизи стационарных состояний, а переходы между состояниями
происходят существенно быстрее. Эффект перемежаемости наблюдается в различных природных
явлениях, например, течениях в атмосфере Земли, изменении климата на больших интервалах вре-
мени, эволюции биологических видов, распространении эпидемий, поведении магнитного поля
Земли и многих других. В этой статье рассмотрены примеры таких природных систем и отвечающие
им математические модели, в которых присутствуют гетероклинические циклы.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Уже более полувека теория динамических си-

стем широко используется для исследования
природных объектов, процессов или явлений.
Под динамической системой понимают совокуп-
ность пространства состояний и закона, описы-
вающего изменение состояния во времени. Вводя
математическую модель, где состояние описыва-
ется набором координат  а закон измене-
ния оператором  в случае непре-
рывной зависимости от времени динамическая
система имеет вид  Часто оператор  не
зависит от времени и гладко зависит от 

(1)
Таким образом, исследование особенностей систем
из различных областей – физики, механики, биоло-
гии, экологии, астрономии, экономики и других –
сводится к исследованию свойств решений (1).

Характер поведения решений (1) существенно
зависит от того, каковы инвариантные множества
этой системы, и насколько они (асимптотически)
устойчивы. Примеры инвариантных множеств –
стационарные состояния, периодические орби-
ты, торы, хаотические инвариантные множества
(наиболее известны хаотические аттракторы,
важную роль также играет переходный хаос), а
также гомоклинические и гетероклинические
циклы и гетероклинические сети.

Гетероклинический цикл представляет собой
стационарные состояния  (или более
сложные инвариантные множества), соединен-
ные траекториями   и

 В системах общего положения гетеро-
клинические циклы отсутствуют, поскольку гете-
роклинические траектории, соединяющие седло-
вые стационарные состояния, неустойчивы отно-
сительно произвольных малых возмущений
правой части (1). (Отметим, что интерес пред-
ставляют именно системы общего положения,
поскольку природные системы обычно таковы.)
Однако, если рассматривать только некоторые
ограниченные классы динамических систем, то
гетероклинические циклы могут оказаться струк-
турно устойчивы относительно возмущений,
принадлежащих к данному классу, например, из-
за существования инвариантных подпространств
динамической системы.1 Такие ограничения мо-
гут возникнуть из-за естественных симметрий
природных объектов или структуры уравнений.
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1 Пусть гетероклиническая траектория  принад-
лежит инвариантному подпространству   устойчиво
внутри  и к нему притягивается часть неустойчивого
многообразия  лежащая в  При малых возмущениях
правой части (1), сохраняющих инвариантность  
остается устойчивым стационарным состоянием, к кото-
рому притягиваются траектории, выходящие из 
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Часто инвариантные пространства представляют
собой координатные гиперплоскости, в частно-
сти, это имеет место при моделировании биоло-
гических процессов, где равенство координаты
нулю отвечает отсутствию данного вида. Таким
образом, в специальных системах гетероклиниче-
ские циклы могут наблюдаться.

Для траекторий вблизи гетероклинического
цикла характерна т.н. перемежаемость: длительные
интервалы времени, на которых поведение системы
меняется незначительно, проводимые траекторией
вблизи стационарного состояния (или другого инва-
риантного множества)  чередуются с относитель-
но быстрыми переходами от одного квазипостоян-
ного режима к другому. При этом смена режимов
циклическая, т.е., они сменяются в определен-
ном порядке:  … 

В литературе известно большое количество ге-
тероклинических циклов, встречающихся в са-
мых различных системах. Например, в работах
[James, 1989; Crommelin, 2002; 2003; 2004] иссле-
дованы долго существующие характерные повто-
ряющиеся атмосферные структуры, наблюдае-
мые в Северной Атлантике и Арктике, сопровож-
дающиеся быстрыми переходами от одной
структуры к другой. По данным наблюдений в се-
верном полушарии в 1948–2000 гг. в этих работах
были построены т.н. эмпирические собственные
функции, которые затем использовались для со-
здания математической модели. Было показано,
что в этой модели существует гетероклинический
цикл, в котором имеют место переходы между со-
стояниями, аналогичными наблюдаемым.

Исследование изменений климата Земли на
временах порядка сотен тысяч лет показало нали-
чие длительных интервалов времени, на которых
средние температуры и крупномасштабное рас-
пределение температур на Земле меняется мало, и
относительно коротких интервалов, в течение ко-
торых и происходит изменение климата. В север-
ном полушарии похолоданиям предшествовали
краткие потепления (так называемые осцилля-
ции Дансгора–Эшгера); период между такими
событиями кратен 1470 годам. В работах [Cima-
toribus, 2012; Crucifix, 2012] была рассмотрена ги-
потеза, что это поведение связано с наличием ге-
тероклинического цикла, и показано существова-
ние такого цикла в предложенных моделях
земного климата.

Ряд работ посвящен моделированию движе-
ния блоков, относительное перемещение кото-
рых определяется трением на поверхностях кон-
тактов. В работе [Crucifix, 2017] рассмотрена тон-
кая эластичная плита под воздействием
горизонтальной силы, движущаяся с трением по
плоской горизонтальной поверхности. Поведе-
ние системы описывалось нелинейным волно-
вым уравнением для деформации плиты. Исполь-

,jξ

1 2... → ξ → ξ → 1 .m→ ξ → ξ → ...

зованный закон трения (spinodal rate-and-state)
позволил в рамках одной механической модели
рассматривать процессы, протекающие в суще-
ственно разных масштабах времени, и построить
единую теорию процессов подготовки и протека-
ния наблюдаемых землетрясений, объясняю-
щую, например, большое разнообразие длитель-
ностей землетрясений и их частотных спектров,
что не представлялось возможным сделать ранее с
использованием закона трения Кулона. Интерес-
но, что в полученной двухпараметрической диа-
грамме состояний системы найдена область суще-
ствования гетероклинических циклов. Наличие ге-
тероклинических циклов между состояниями,
характеризующимися медленными скоростями от-
носительного движения (например, запертый раз-
лом) и быстрыми (сейсмические волны) может
объяснить, почему разлом, неактивный в течение
долгого времени, может “оживать”. Гетероклини-
ческие циклы были также найдены в более про-
стых моделях движения блоков [Hogan, 1992;
Bossolini, 2017].

Известно, что многие турбулентные течения
демонстрируют перемежаемость как во времени,
так и в пространстве. Это верно как для течений,
переходных к турбулентным, так и, в некоторых
случаях, для развитой турбулентности. Объясне-
ние этих явлений посредством гетероклиниче-
ских циклов предложено в работах [Holmes, 1993;
Busse, 1999]. В экспериментальных исследованиях
горения пропана на плоской пористой горелке на-
блюдалась циклическая сменяемость структур, ха-
рактеризующихся количеством и расположением
очагов горения [Stone, 1996]. В гамильтоновых си-
стемах, например, в задачах небесной механики,
существование гетероклинических и гомоклини-
ческих (частные случаи гетероклинических, отве-
чающие ) циклов связано с законами сохра-
нения [Koon, 2000; Красильников, 1993; 2018;
Krasil’nikov, 2015]. Гетероклинические циклы и
связанная с ними перемежаемость были также
найдены в магнитогидродинамике [Berhanu,
2007], гидродинамике [Nore, 2005], биологии, в
частности, динамике популяций и эпидемиоло-
гии [May, 1975; Hofbauer, 1988; Keeling, 2001; Szol-
noki, 2014; Пых, 2017], космологии [Billyard, 2000;
Coley, 2003], теории игр [Hofbauer, 1988; Hauert,
2002; Aguiar, 2010], экономике [Agliari, 2011] и
нейродинамике [Afraimovich, 2004; Nowotny,
2007; Михайлов, 2013]. Отметим, что приведен-
ные здесь ссылки – это только примеры статей,
где обнаружены гетероклинические циклы в си-
стемах, относящихся к перечисленным областям
знаний.

Необходимые и достаточные условия асимп-
тотической устойчивости некоторых классов ге-
тероклинических циклов в пространствах не-
большой размерности были получены в работах
[Krupa, 1995; 2004; Podvigina, 2012; 2013]. Часто гете-

1m =
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роклинические циклы, не являющиеся асимптоти-
чески устойчивыми, имеют область притяжения
положительной меры, и поэтому могут наблюдать-
ся в расчетах и экспериментах. Различные типы
устойчивости инвариантных множеств динамиче-
ских систем, более слабых, чем асимптотическая,
предложены в работах [Podvigina, 2011; 2012;
2013], где также приведены примеры гетерокли-
нических циклов, устойчивых в таком смысле.

Пусть динамическая система зависит от пара-
метра, при некоторой критической величине ко-
торого существует гетероклинический цикл. То-
гда при близких величинах параметра в системе
может присутствовать периодическая орбита, от-
ветвляющаяся от этого гетероклинического цик-
ла, также характеризующаяся перемежаемостью.
Например, в бифуркации Шильникова вблизи
структурно неустойчивого гомоклинического
цикла в зависимости от седловой величины воз-
никает или периодическая орбита, или хаотиче-
ский аттрактор [Шильников, 2009]. Перемежае-
мость, порождаемая структурно неустойчивыми
гетероклиническими циклами, была найдена в
работах [Podvigina, 2007; Chertovskih, 2010].

Отметим, что перемежаемость необязательно
связана с гетероклиническими циклами. При на-
личии в системе инвариантных многообразий
траектории могут долго находиться вблизи этих
многообразий и долго вдали от них (т.н. on-off in-
termittency и in-out intermittency) [Platt, 1993;
Ashwin, 1999; Chertovskih, 2015; 2017]. Также пере-
межаемость может возникать из-за наличия в си-
стеме быстрых и медленных переменных [Gras-
man, 1987; Szmolyan, 2004].

Ниже мы рассмотрим подробнее несколько
систем, где присутствуют гетероклинические
циклы. Мы начнем с простых математических си-
стем в  далее рассмотрим модели инверсий
магнитного поля Земли, неустойчивость Куппер-
са–Лортца в конвекции Рэлея–Бенара и сменяе-
мость видов в моделях динамики популяций.

2. ПРОСТЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ: 
ГЕТЕРОКЛИНИЧЕСКИЕ ЦИКЛЫ В 

Рассмотрим динамическую систему в 

(2)

Очевидно, координатные оси и координатные
плоскости – ее инвариантные пространства.
Предположим, что

3,R
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Из равенств (3.1) следует существование стацио-
нарных состояний  

 устойчивых вдоль направлений  –
единичных векторов вдоль оси . Из нера-
венств (3.2) следует неустойчивость  в направле-
нии  устойчивость в направлении  (здесь и да-
лее индексы берутся по модулю 3) и существование
гетероклинических траекторий, соединяющих  и

 на координатной плоскости  (Их
существование доказано, например, в работе
[Podvigina, 2010].) Этот гетероклинический цикл
показан на рис. 1a.

Траектории в окрестности этого цикла прово-
дят много времени вблизи стационарных состоя-
ний и быстро переходят от одного состояния к
другому. При  траектория притягивается к
устойчивому циклу, на что, в частности, указыва-
ет удлинение интервалов времени, которые она
проводит вблизи стационарных состояний, при
увеличении  (рис. 1б). Поскольку природные си-
стемы не изолированы, для них характерно нали-
чие шума, что проводит к исчезновению цикла и
появлению периодической орбиты большого пе-
риода (рис. 1в), которой также присуща переме-
жаемость.

Рассмотрим другую динамическую систему в 

(4)

в которой инвариантными являются плоскости
 и  Если

то существуют стационарные состояния ξ± =

 соединенные гетероклиниче-
скими траекториями, принадлежащими инвари-
антным плоскостям  и  (см. рис. 2a). Харак-
терное временное поведение решений, в том чис-
ле при добавлении шума, сходно с поведением
решений системы (2), см. рис. 2б, 2в.
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исследований, геомагнитное поле испытывает
инверсии, при которых южный и северный маг-
нитные полюса меняются местами. Продолжитель-
ность временных интервалов постоянной полярно-
сти составляет от десятков тысяч лет до десятков
миллионов лет, а сами инверсии происходят за не-
сколько тысяч лет (а по некоторым данным [Sagnotti,
2014] могут произойти на протяжении одной чело-
веческой жизни). Последняя инверсия произошла
около 780 тысяч лет назад [Merril, 1996]. Инвер-

сии магнитного поля также наблюдаются в экспе-
риментах [Berhanu, 2007; Petrelis, 2010].

Согласно современным представлениям, ис-
точник магнитного поля Земли – конвективное
течение во внешнем ядре. Эту гипотезу подтвер-
ждают, например, результаты серии работ
[Glatzmaier, 1995; 1997] и приведенные там ссыл-
ки, которые численно решали систему уравнений,
описывающую конвективные гидромагнитные яв-
ления. В этих расчетах удалось воспроизвести ди-

Рис. 1. Гетероклинический цикл в системе (2) (a) и зависимость от времени координат  (сплошная линия),  (пунк-
тир),  (штриховая линия) для траектории, приближающейся к устойчивому гетероклиническому циклу (б). Орбита
большого периода (в), возникающая при наложении небольшого шума в правой части системы.
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Рис. 2. Гетероклинический цикл в системе (4) (a) и зависимость от времени координат  (сплошная линия),  (пунк-
тир),  (штриховая линия) для траекторий, приближающейся к устойчивому гетероклиническому циклу (б). Орбита
большого периода (в), возникающая при наложении небольшого шума в правой части системы.
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польную, в главном, морфологию магнитного поля
Земли и его хаотические инверсии.

Инверсии связаны с наличием у оператора
магнитной индукции симметрии  из су-
ществования аттрактора с некоторым ненулевым
средним  следует существование симметрично-
го аттрактора. Если при изменении параметров
системы такой аттрактор становится неустойчи-
вым, то может возникнуть гетероклиническая
траектория, соединяющая два бывших аттракто-
ра. Этот сценарий был предложен в работе [Podvi-
gina, 2003], где инверсии  найдены в системе, со-
стоящей из уравнения Навье–Стокса с силой Ло-
ренца и уравнения магнитной индукции.

Модель размерности 4 магнитного поля Земли
предложена в работе [Melbourne, 2001]. Предпо-
лагалось, что поле скорости представлено тече-
нием Кумара–Робертса, которое имеет вид систе-
мы вращающихся колонн с осями, параллельными
оси вращения Земли, а магнитное поле является
суммой мод экваториального диполя, квадруполь-
ного поля и аксиального диполя (см. рис. 3):

где  комплексно, а  и  действительны.
Система уравнений, описывающая взаимодей-
ствие этих трех мод, имеет вид:

(5)

где  малы по сравнению с другими коэффици-
ентами.
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Численные решения этих уравнений для набо-
ра параметров, использованного в работе [Mel-
bourne, 2001], показаны на рис. 4. Авторы отмечали,
что изменения знака коэффициента  аксиального
диполя можно интерпретировать как инверсии маг-
нитного поля. Между инверсиями почти периоди-
ческое поведение коэффициента  существенно
отличается от характерного поведения диполь-
ной составляющей магнитного поля Земли (кото-
рое менее регулярно), что объясняется грубостью
предложенной модели.

4. КОНВЕКЦИЯ РЭЛЕЯ–БЕНАРА
Рассмотрим горизонтальный слой жидкости,

подогреваемый снизу и вращающийся относи-
тельно вертикальной оси  Поведение жидкости
описывается уравнением Навье-Стокса:

условием несжимаемости и уравнением тепло-
проводности.

3x

3x

.ze

( ) z zP PR p P
t

∂ = × ∇ × + Δ + θ − ∇ + τ × ,
∂
v v v v e v e

Рис. 3. Три составляющие магнитного поля в работе [Melbourne, 2001]: экваториальный диполь (a), квадрупольное по-
ле (б), аксиальный диполь (в).

(а) (б) (в)

Рис. 4. Зависимость от времени координаты  отве-
чающей аксиальному диполю, в решении системы (5)
для набора параметров, использованного в работе
[Melbourne, 2001].
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(6)

Здесь:  – скорость потока;  – разность между
температурой и ее линейным профилем, устанав-
ливающемся в слое в состоянии покоя. На гори-
зонтальных границах предполагается фиксиро-
ванная температура и отсутствие напряжений
(свободная граница):

(7)

Поведение системы зависит от чисел Рэлея, про-
порционального разности температур на грани-
цах, Тейлора  где  пропорционально ско-
рости вращения, и Прандтля  характеризующе-
го свойства жидкости.

При малых числах Рэлея жидкость неподвиж-
на. С увеличением числа Рэлея в системе, в зави-
симости от соотношения между числами Тейлора
и Прандтля, возникает монотонная или колеба-
тельная неустойчивость [Chandrasekhar, 1961;
Podvigina, 2009]. Если число Прандтля достаточ-
но велико, а число Тейлора не превосходит неко-
торую критическую величину, то неустойчивость
монотонная, а возникающее течение имеет вид
валов: оно двумерно, т.е. скорость зависит только
от двух координат [Гершуни, 1972] (см. рис. 5).

При  и малой надкритичности конвек-
тивные валы устойчивы. С увеличением числа
Тейлора, при  (где  зависит от числа
Прандтля) возникающие конвективные валы не-
устойчивы относительно таких же валов, повер-
нутых относительно вертикальной оси на некото-
рый угол (т.н. неустойчивость Кюпперса–Лортца
[Küppers, 1969]). В пределе  в слое со сво-
бодными границами эта неустойчивость имеет
место при  когда угол между двумя тече-
ниями вида валов (возмущаемым и возмущени-
ем) равен приблизительно 

Вблизи возникновения неустойчивости в си-
стемах большой (или бесконечной) размерности
ее поведение определяется ограничением на цен-
тральное многообразие, состоящее из мод не-
устойчивости. В модели установления конвекции
можно использовать три моды неустойчивости,

( ) zt
∂θ = − ⋅ ∇ θ + + Δθ.
∂

v v

v θ

0 0 ( 0 1).yx
z z

z z
∂∂ = = = . θ = = ,
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vv
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2,Ta = τ τ
,P

0Ta =
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/3.π

которые представляют собой течения вида валов,
последовательно повернутые в горизонтальной
плоскости на угол  (рис. 5). Уравнения огра-
ничения на центральное многообразие тогда име-
ют вид:

(8)

где  – амплитуды валов, а коэффициенты  и 
зависят от параметров системы, в частности,

 при  Отметим сходство этой системы
с (2), из которого следует, что при выполнении
условий, аналогичных (2), в ней существует гете-
роклинический цикл, показанный на рис. 1a. Та-
кой цикл наблюдается и в экспериментах: в неко-
торой области слоя жидкости (горизонтальные
размеры которого существенно превышают тол-
щину слоя, что является приближением для бес-
конечного плоского слоя, рассматриваемого в
теории) в экспериментальном аппарате наблюда-
ются долгоживущие квазипостоянные валы, из-
редка быстро замещаемые аналогичными валами,
повернутыми на угол  [Aurnou, 2001].

5. МОДЕЛИ ПОПУЛЯЦИОННОЙ 
ДИНАМИКИ

Система обыкновенных дифференциальных
уравнений:

(9)

была предложена А. Лоткой [Lotka, 1910] при рас-
смотрении кинетики химических реакций, и неза-
висимо от него В. Вольтеррой [Volterra, 1926] для
описания динамики численности групп, составля-
ющих биологическое сообщество. Для биологиче-
ских моделей здесь  – численность -й группы со-
общества в момент времени  коэффициенты  и

 характеризуют скорость роста -й группы в от-
сутствие других, а коэффициенты  при  от-
ражают влияние взаимодействия между группами
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Рис. 5. Конвективные валы, появляющиеся при установлении конвекции Рэлея–Бенара, последовательно поверну-
тые на угол 2 3.π
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на скорость роста. Кроме динамики популяций, си-
стемы типа Лотки–Вольтерры возникают в социо-
логии, математической экономике, экологии, при
моделировании кинетики химических реакций и
активности нейронов, а также в большом числе раз-
личных других задач.

При  замена переменных  перево-
дит систему (9) в (2), откуда следует, что в ней при
выполнении (2) также существует гетероклини-
ческий цикл, а поведение  аналогично пока-
занному на рис. 1б. (В присутствии естественного
шума траектории системы не притягиваются при

 к гетероклиническому циклу, а представ-
ляют собой периодическую орбиту большого пе-
риода.) При  может наблюдаться сходное по-
ведение, при котором гетероклинический цикл
включает более трех стационарных состояний. В
работе [Szolnoki, 2014] (см. также приведенные
там ссылки) указаны примеры циклической сменя-
емости нескольких видов (при которой большую
часть времени численность всех популяций, кроме
какой-то одной, близка к нулю), наблюдаемых в
природе и в биологических экспериментах.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Одна из актуальных задач современной науки –
прогнозирование критических переходов (также
называемых кризисами или катастрофами), про-
исходящих в сложных системах. Причиной таких
переходов может быть наличие медленно меняю-
щейся внешней силы, воздействующей на систе-
му, при малом изменении которой траектория
переходит с одной ветви аттрактора на другую,
или же происходит бифуркация и изменяется фа-
зовый портрет системы [Арнольд, 1990]. В насто-
ящей статье представлено альтернативное объяс-
нение критическим переходам – они могут также
иметь место из-за наличия в автономной (т.е. не
зависящей от времени) динамической системе ге-
тероклинических циклов. Таким образом, можно
ввести понятие автономных и неавтономных кри-
тических переходов; последние зависят от внеш-
них условий.

Пример автономных переходов – инверсии маг-
нитного поля Земли, рассмотренные в разделе 3.
Подтверждением этому служит тот факт, что во
всех цитируемых работах [Glatzmaier, 1995; 1997;
Melbourne, 2001; Podvigina, 2003] быстрое измене-
ние знака дипольной компоненты магнитного
поля происходит при неизменных внешних усло-
виях. Дальнейшее развитие теории гетероклини-
ческих циклов могло бы дать ответ на некоторые
вопросы о поведении магнитного поля, таких как
действительно ли сейчас начинается очередная
инверсия, как утверждается, например, в работе
[Laj, 2015].

3n = 2
i ix x→

( )ix t

t → ∞

3n >

Принципиальное различие между автономны-
ми и неавтономными переходами можно пока-
зать на примере изучения изменений климата.
Если глобальные потепления и похолодания –
это неавтономные критические переходы, то изу-
чение вкладов различных внешних факторов (та-
ких как изменение солнечной активности, экс-
центриситета орбиты Земли или наклона ее оси
вращения) поможет оценить степень влияния че-
ловеческой активности на климат планеты, а зна-
чит, и необходимость ее ограничения. Если же та-
кие переходы автономны, то представляется мало-
вероятным, что деятельность человека оказывает
на них какое-либо существенное влияние.
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HETEROCLINIC CYCLES IN NATURE
O. M. Podvigina*

Institute of Earthquake Prediction Theory and Mathematical Geophysics, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
*E-mail: olgap@mitp.ru

Heteroclinic cycle is an invariant set of a dynamical system, comprised of steady states (or more general in-
variant subsets) and heteroclinic trajectories. Behaviour of a dynamical system with a heteroclinic cycle is in-
termittent – a typical trajectory stays for a long time near a steady state, while the transitions between the
states elapse much faster. Intermittency is present in various natural phenomena, in particular, Earth’s atmo-
spheric circulation, climate variations considered at large time intervals, evolution of species, distribution of
diseases, behaviour of the magnetic field of the Earth and many others. In this paper we consider examples
of such natural system and respective mathematical models, possessing heteroclinic cycles. 

Keywords: dynamical systems, heteroclinic cycles, magnetic field of the Earth, Rayleigh-Benard convection,
population dynamics.
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