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Приводится описание двухслойной модели переноса вещества в водоемах, где наряду с относитель-
но глубоководными районами присутствуют большие по площади районы мелководья. Модель со-
держит гидродинамическую и транспортную составляющие. Приводятся уравнения с соответству-
ющими граничными условиями. Задача решается с помощью конечно-разностных методов на рав-
номерной прямоугольной сетке. Рассмотрены модельные примеры поступления твердого стока из
рукавов Дона в Таганрогский залив Азовского моря. Предлагаемый подход позволяет существенно
сокращать число неизвестных при решении получаемых систем линейных алгебраических уравнений.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Моделирование гидрофизических процессов в

водоемах юга России, таких как Азовское море и
Цимлянское водохранилище, имеет большое зна-
чение для экономики Южного федерального
округа. Эти водоемы являются важными транс-
портными артериями, обладают уникальной ры-
бопродуктивностью, содержат большие запасы
пресной воды. Исследованию гидрофизических
процессов в Черном и Азовском морях, а также в
связанных с ними Керченском проливе и Таган-
рогском заливе, посвящено немало работ. Здесь
приведены лишь некоторые из них [5, 7, 13, 15],
в том числе по осадконакоплению [4, 9–11, 14].
Исследованию процесса смешения речных и
морских вод, стратификации водных масс посвя-
щены работы [2, 3, 19], Численное исследование
влияния ветровой ситуации на термохалинную
структуру Таганрогского залива, а также модели-
рование изменение поля солености при штормо-
вых нагонах представлено в работах [16, 18].

Любая авария на транспорте и промышленных
объектах, приводящая к экологической катастро-
фе, может оказать существенное влияние на со-
циально-экономическую обстановку в данном
регионе страны и требует незамедлительного
принятия решений по прогнозированию возмож-
ных последствий. Для принятия правильного ре-

шения необходимо иметь в наличии методы, поз-
воляющие оперативно смоделировать дальней-
шее развитие экологической обстановки.

Определенный интерес представляют водое-
мы с морфологическими особенностями донной
поверхности, в частности водоемы, где наряду с
относительно глубоководными районами при-
сутствуют большие по площади районы мелково-
дья (прибрежная зона, лиманы, заливы и т.д.),
глубина которых соразмерна с величиной перепа-
да уровня воды при сгонно-нагонных явлениях.
Применение двухмерных уравнений к моделиро-
ванию гидрофизических процессов в таких водо-
емах не даст достоверной картины в глубоковод-
ных районах. Использование трехмерных урав-
нений для подобных водоемов требует либо
предварительного преобразования области, либо
использования сгущающихся или криволиней-
ных сеток, что, в конечном итоге, существенно
усложняет решение поставленной задачи.

Однако, если в одну область отнести все мел-
ководье, а в другую – глубоководную часть, то
возможно использование как двухмерных урав-
нений, так и трехмерных. Данная работа посвя-
щена построению комплексной двухслойной ма-
тематической модели переноса вещества в водое-
мах, содержащих одновременно как обширное
мелководье, так и глубоководные районы. Про-
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стая численная реализация построенной модели
осуществляется за счет использования конечно-
разностных методов на равномерной прямоуголь-
ной сетке без предварительного преобразования
расчетной области из нерегулярной в регулярную.

2. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Объектом исследования являются протекаю-

щие во внутренних водоемах процессы взмучива-
ния, распространения и оседания донного осадка.
Возможно поступление взвеси из рукавов втека-
ющих в водоем рек. Суть предлагаемого метода –
в следующем. Рассмотрим водоем, содержащий
как мелководные районы, так и районы с относи-
тельно большой глубиной. Исходная трехмерная
область моделирования Ω – водная толща водое-
ма – ограничена сверху акваториальной, а снизу
донной поверхностями. Для декомпозиции про-
странственной области моделирования Ω прове-
дем горизонтальную секущую плоскость Р, отсто-
ящую от невозмущенной поверхности водоема P0

на некоторой глубине  (рис. 1). Глубина верхне-
го слоя может выбираться из разных соображе-
ний: это и максимальная глубина мелководья, и,
возможно, предположение однородности по глу-
бине протекающих здесь процессов, и предполо-
жение, что величины сгона и нагона не превосхо-
дят глубину верхнего слоя. Таким образом, плос-
кость Р разделила исходную область на две
подобласти: верхний слой Ω1 (слой I) – все мел-
ководье и верхняя часть глубоководного слоя, и
глубоководный слой Ω2 (слой II). Считаем, что
слой I достаточно мелкий (значения возможных
возмущений уровня воды и глубины слоя близ-
ки), а горизонтальные компоненты скорости u и v
не зависят от z. Предполагается, что эффект осу-
шения из-за сгона воды может присутствовать
только в мелководных районах.

Границы расчетной области Ω могут быть твер-
дыми  (донная поверхность, переходящая в бе-

sh

T∂Ω

реговую линию), участками втекания или вытека-
ния воды , свободной поверхностью .

Описание гидродинамической составляющей
модели, ее калибровка и результаты счета доста-
точно подробно даны в [1]. Здесь приводятся
лишь основные уравнения.

Движение воды в слое I описывается уравне-
ниями мелкой воды:

(1)

(2)

(3)

Здесь ;  – глубина мелко-
водного слоя;  – ско-
рости в слое I;  – возмущение уровня
воды; α – коэффициент Кориолиса;  – про-
екции на оси OX и OY силы трения ветра о поверх-
ность водоема;  – проекции на оси OX и OY
силы трения жидкости о дно. Эти величины зави-
сят от скорости ветра  и течения

 и определяются так [12]:

где  – коэффициент трения верхнего слоя жид-
кости о дно; γ – коэффициент трения ветра о слой I.
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Рис. 1. Вертикальный разрез исследуемого водоема.
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личества движения, уравнения неразрывности
среды и уравнения гидростатического давления:

(4)

(5)

(6)

(7)

Здесь   w =
 – компоненты вектора скорости;

 – давление; x, y, z, t – пространствен-
ные переменные и время соответственно;

 – атмосферное давление;  –
коэффициенты горизонтальной и вертикальной
вязкости соответственно;  – плотность воды;

 – ускорение силы тяжести.
Граничные условия на твердой границе 

задаются условиями скольжения:

где  – нормальная составляющая вектора скоро-
сти,  – касательная составляющая вектора ско-
рости. В местах втекания или вытекания воды 
задаются соответствующие значения скоростей

На границе между слоями  ставится усло-
вие равенства скоростей

и коэффициент  между слоями равен нулю.
В качестве начальных данных можно задавать

известное распределение скоростей и уровня воды

или считать эти значения нулевыми.
Данная модель гидродинамики хорошо себя

зарекомендовала при расчете течений в Керчен-
ском проливе [7], Цимлянском водохранилище

( )
2 2

2 2
1 ,xy z

u u u uu w
t x y z

p u u uz
x z zx y

∂ ∂ ∂ ∂+ + + − α =
∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − + ν + + ν  ρ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

v v

( )
2 2

2 2
1 ,xy z

u w u
t x y z

p z
y z zx y

∂ ∂ ∂ ∂+ + + + α =
∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − + ν + + ν  ρ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

v v v v
v

v v v

0,u w
x y z

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂

v

( ) .ap g z p= ρ ζ − +

( ), , , ,u u x y z t= ( ), , , ,x y z t=v v

( ), , ,w x y z t=
( ), , ,p x y z t

( ),a ap p x y= ( ),xy z zν ν

ρ
29.8 м сg =

T∂Ω

0, 0,
T

T

n n
τ

∂Ω
∂Ω

∂= =
∂
VV

nV
τV

R∂Ω

1 1

1 1

, ,

, .
r r

r r
s s s s

u u

u u
∂Ω ∂Ω

∂Ω ∂Ω

= =
= =

v v

v v

l∂Ω

, ,
l l

s su u∂Ω ∂Ω= =v v

β

0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0

, , ,

, ,
s st t t

s st t t

u u u u

w w
= = =

= = =

= = =

= = ζ = ζ

v v

v v

[17], а также при расчете экстремальных нагонов
в Таганрогском заливе [1, 8].

Транспортная составляющая комплексной двух-
слойной модели описывается уравнением кон-
векции–диффузии. Приведем отдельно вывод
уравнения переноса для верхнего слоя I.

Перенос консервативной взвеси описывается
уравнением

(8)

где  – концентрация;  – компоненты ско-
рости,  – скорость оседания взвеси,  –
коэффициенты горизонтальной и вертикальной тур-
булентной диффузии соответственно;  –
источниковый член, например, работа земснаряда
или сваливание извлеченного грунта.

Проинтегрируем уравнение (8) по глубине
мелководья от –h до :
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чения. Перепишем уравнение (10), разделив обе
части на H и учитывая значения на границах:

Слагаемое  = qsur пред-

ставляет поток взвеси через свободную поверх-

ность; слагаемое  представляет

поток взвеси через донную поверхность за счет осе-

дания и размывания; слагаемое  +

 представляет обмен

взвесью между слоями.
Возвращаясь к модели переноса взвеси, запи-

шем уравнения переноса для каждого из слоев.
Для верхнего слоя I уравнение имеет вид

(11)

Здесь мы обозначили концентрацию через ,
чтобы в дальнейшем ее отличать от концентрации 
в нижнем слое II.

Если поток взвеси через свободную поверх-
ность отсутствует, то . В районах мелково-
дья поток взвеси  через донную поверхность за
счет оседания и размывания вычисляется как

, где  – расход при размывании,
– расход оседающих частиц.
На границе слоя I с нижним слоем II полагает-

ся равенство концентраций по обе стороны от ли-

нии разграничения слоев, тогда , и

,  вычисляется из нижне-

го слоя II. С учетом сделанных предположений
уравнение (11) для слоя I принимает вид
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Для нижнего слоя II уравнение имеет вид

Граничные условия ставим следующим образом.
Для верхнего слоя ставятся условия:

 – на твердой боковой границе;

 – в местах поступления твер-

дого стока (взвеси),  – скорость реки;  – рас-
ход твердого стока (боковой приток),  – нормаль
к боковой границе.

Для нижнего слоя ставятся условия:
 – между слоями;

 – на дне, где  – расход при

размывании,  – расход оседающих частиц;

 – на твердой боковой границе;

 – в местах поступления твер-

дого стока,  – скорость реки;  – расход твер-
дого стока (боковой приток),  – нормаль к боко-
вой границе.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЯ
Уравнения модели решаются конечно-раз-

ностными методами. Алгоритм вычисления пара-
метров течения воды на (n + 1)-ом временнóм
слое основан на том принципе, что каждое урав-
нение является “определяющим” для своего не-
известного. Все остальные переменные считаются
известными и берутся с n-го слоя. При конечно-
разностной аппроксимации уравнений количе-
ства движения и уравнения переноса использу-
ются неявные “противопотоковые” схемы.
Перепад уровня воды и вертикальная компонен-
та скорости определяются из разностных анало-
гов дифференциальных уравнений.

Для решения систем линейных алгебраиче-
ских уравнений, возникающих при дискретиза-
ции исходных дифференциальных уравнений,
использовалась библиотека параллельных под-
программ Aztec. В этой библиотеке реализован
набор итерационных методов Крылова для реше-
ния систем линейных алгебраических уравнений
с разреженными матрицами. Распараллеливание
выполнено в парадигме “распределенной памя-
ти” с использованием коммуникационной биб-
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лиотеки MPI. Такой подход не только ускоряет
вычисления, но значительно снижает требования
к объему оперативной памяти на вычислитель-
ных узлах. При увеличении размера сетки при
дискретизации решаемой системы уравнений до-
статочно просто увеличить количество вычисли-
тельных узлов для решения задачи.

В качестве модельной задачи был рассмотрен
Таганрогский залив, где численно исследовался
процесс поступления взвешенного вещества из
рукавов Дона и распределение его в области
устьевого взморья, расположенного в восточной
части залива. Шаги сетки выбраны следующим
образом: по горизонтали шаг составлял Δx =

 м, по вертикали  м, что дало
 число узлов, а это примерно

4200000 ячеек. Так как величина сгонов и наго-
нов в заливе может достигать значений до 3 м, то

200y= Δ = 0.5zΔ =
617 357 19× ×

было принято, что максимальная глубина верхне-
го слоя равна 3 м. На этом горизонте была прове-
дена секущая плоскость, отделяющая верхний
слой от нижнего. После индексации ячеек в рас-
четной области для верхнего слоя I число ячеек с
неизвестными параметрами стало примерно
117000, а для нижнего слоя II – примерно 360000.
В расчетах использовались следующие значения
коэффициентов горизонтальной вязкости и диф-
фузии: . Коэффициен-
ты вертикальной вязкости и диффузии предпо-
лагались постоянными и были равны 

.

Были рассмотрены две ветровые ситуации:
действие в течение 7 суток восточного и юго-за-
падного ветров со скоростью 6–8 м/с. Данные по
поступлению твердого стока из трех основных ру-
кавов дельты Дона – Большая Кутерьма, Мокрая

30000; 0.000008xy zyν = ε =

1000;zν =
0.0000008zε =

Рис. 2. Линии тока и распределение взвеси при юго-западном ветре 7 м/с на седьмые сутки его действия.
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Каланча и Старый Дон (судоходный канал) – взя-
ты из работы [6].

Расчеты показали, что при продолжительном
действии (более 5 сут) юго-западного ветра в во-
сточной части залива начинают образовываться
циркуляционные зоны (рис. 2). Одна, наиболь-
шая зона, занимает всю центральную часть устье-
вого взморья, и вращение в ней происходит про-
тив часовой стрелки. Другая зона, поменьше, на-
ходится в районе порта Таганрог, и вращение в
ней происходит по часовой стрелке. При дей-
ствии ветров восточного направления такие зоны
не образуются (рис. 3).

Распределение поступившего из рукавов Дона
взвешенного вещества существенно зависит от
направления ветра. При ветрах западных направ-
лений взвесь прижимается к восточному берегу
залива и концентрируется в области рукавов, от-

куда она поступает (рис. 2). При действии ветров
восточных направлений поступившее из рукавов
взвешенное вещество распространяется на всю
область устьевого взморья (рис. 3).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представленная модель позволяет получать

картины течений и распределения вещества на
различных горизонтах. Кроме того, наличие
верхнего слоя существенно уменьшает общее ко-
личество переменных, что увеличивает скорость
вычислений и уменьшает объем занимаемой па-
мяти. Если брать глубину слоя I в 2 м, то число не-
известных в слое II равно примерно 540000, а при
глубине слоя I в 3 м число неизвестных в слое II
уже равно примерно 360000. При этом число не-
известных в слое I не изменяется и равно пример-
но 117000. В предельном случае верхний слой мо-

Рис. 3. Линии тока и распределение взвеси при восточном ветре 7 м/с на седьмые сутки его действия.
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жет занимать всю область расчета, что справедли-
во для полностью мелководных водоемов, где
оправдано использование осредненных по глуби-
не уравнений.

Источник финансирования. Публикация подго-
товлена в части постановки задачи в рамках ре-
ализации ГЗ ЮНЦ РАН № гр. проекта АААА-
А18-118122790121-5, в части разработки методов
численного моделирования в рамках научного
проекта РФФИ 18-05-80010 “Исследование и
прогноз опасных гидрометеорологических и гео-
лого-геоморфологических процессов в районах
функционирования стратегических объектов на
Азово-Черноморском побережье (исторические
и современные аспекты)”. Расчеты выполнены
на кластере ЦКП ЮФУ “Высокопроизводитель-
ные вычисления”.
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Two-Layer Model of Substance Transfer in Water Bodies 
with Large Depth Heterogeneity

A. L. Chikina, #, L. G. Chikinab

aFederal Research Center Southern Scientific Center of the Russian Academy of Sciences, Rostov-on-Don, Russia
bSouthern Federal University, Rostov-on-Don, Russia

#e-mail: chikin1956@gmail.com

A description of a two-layer model of substance transfer in water bodies with shallow and deep zones is given.
The model contains hydrodynamic and transport components. Equations with corresponding boundary con-
ditions are given. The problem is solved using finite-difference methods on a uniform rectangular grid. Model
examples of the f low of solid runoff from the Don branches to the Taganrog Bay of the Sea of Azov are con-
sidered. The proposed approach can significantly reduce the number of unknowns when solving the resulting
systems of linear algebraic equations.

Keywords: shallow water equations, transport equation, computational experiment, sedimentation
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