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Исследованы характеристики сильно нелинейных уединенных внутренних волн (солитонов), рас-
считанных в рамках нелинейной численной модели Массачусетского Технологического института
(MITgcm). Верификация и адаптация модели проведена на основе данных лабораторного экспери-
мента [6]. Рассчитано поле вертикальных и горизонтальных скоростей течения в волне. Отмечено
возникновение реверсивного потока в придонном слое непосредственно за солитоном.
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ВВЕДЕНИЕ
Солитоны внутренних волн широко наблюда-

ются в Мировом Океане [1, 2, 5, 15, 19, 22]. Важную
роль в понимании распространения и трансфор-
мации внутренних уединенных волн, играет лабо-
раторное [6, 7, 9] и численное моделирование [12,
13, 16, 21, 23]. Наиболее просто и наглядно модели-
рование солитонов внутренних волн проводится в
рамках двухслойной модели плотностной страти-
фикации. В этом случае существует только одна
мода внутренней волны. Такая стратификация
легко создается как в численном [16, 21], так и в ла-
бораторном [6, 7] моделировании и часто приме-
няется при интерпретации натурных данных.
Большинство расчетов нелинейных внутренних
волн в двухслойном океане выполнено в рамках
слабо или полнонелинейных уравнений Эйлера,
что позволило найти верхний предел амплитуды
солитона и его форму. В рамках данной работы мы
выполнили исследование солитонов внутренних
волн отрицательной полярности в двухслойном
потоке в рамках уравнениях Навье-Стокса с уче-
том турбулентной вязкости и придонного трения.
Расчеты были выполнены с помощью вычисли-
тельного комплекса MITgcm [17, 18], широко ис-
пользуемого в океанологии. Солитоны генериру-
ются методом так называемого гравитационного
коллапса [8, 14]. Это позволило получить лучшее
согласие с данными одного из лабораторных экс-
периментов, описание которых проведено в [6, 7].

ОПИСАНИЕ ЛАБОРАТОРНОГО 
ЭКСПЕРИМЕНТА И ЧИСЛЕННОЙ МОДЕЛИ

Описание лабораторных экспериментов по ге-
нерации уединенной волны методом гравитаци-

онного коллапса неоднократно приводилось в
литературе [6, 7]. Воспроизведем здесь один из та-
ких экспериментов, который выбран для числен-
ного моделирования. Геометрия эксперимента
схематично показана на рис. 1. В лотке глубины
H = h1 + h2 м создается двухслойная стратифика-
ция: толщина верхнего слоя h2 и плотность ρ2,
толщина нижнего слоя h1, а его плотность ρ1 > ρ2
(рис. 1а). Толщина переходного слоя (пикнокли-
на) Δp значительно меньше толщин слоев. На
расстоянии Lg от левой стенки резервуара поме-
щаются непроницаемые тонкие ворота G толщи-
ной Δg, не касающиеся дна резервуара (рис. 1б).
Слева от G заливается жидкость с плотностью ρ2 и
объемом V. Под давлением добавленной жидко-
сти пикноклин слева от ворот смещается на глу-
бину h2V = V/(LgW), где W – ширина лабораторно-
го лотка. Вытесненная таким образом жидкость
плотности ρ1 попадает в резервуар справа от ворот G,
в результате чего общая глубина жидкости там
увеличивается на δh1R. Таким образом, полная
глубина воды в левом баке (слева от ворот) есть
Hl = h2 + h2v + δh1L, а в правом – Hr = h2 + h1 +
+ δh1R, при этом Hl > Hr. а глубины залегания
пикноклинов слева от ворот – zpl = h2 + h2v и
справа – zpr = h2.

В начале эксперимента ворота G резко извле-
каются, в результате происходит коллапс части
жидкости в слое толщиной Δzp. Это неоднородное
начальное возмущение эволюционирует в уеди-
ненную волну отрицательной полярности (так
как пикноклин располагается выше середины ре-
зервуара), распространяющуюся вправо, и дис-
персионный цуг. На свободной поверхности так-
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же возникает возмущение положительной поляр-
ности, двигающееся синхронно с внутренним
солитоном. Помимо этого, начальное возмуще-
ние на свободной поверхности эволюционирует в
поверхностную волну, двигающуюся существен-
но быстрее внутреннего солитона. Подробнее об
этом будет сказано далее в тексте.

В работах [6, 21] приведены результаты серии
лабораторных экспериментов по генерации внут-
ренней уединенной волны отрицательной поляр-
ности описанным выше методом при различных
параметрах среды. Основные параметры одного
из экспериментов приведены в таблице. Наши
численные расчеты, повторяющие этот лабора-
торный эксперимент, осуществлялись в рамках
численной модели MITgcm [17], в основе которой
лежит система уравнений Навье-Стокса в при-

ближении Буссинеска с учетом негидростатично-
сти давления [18]:

(1)

где u и w – горизонтальная и вертикальная со-
ставляющие скорости, p = ph + pnh – полное давле-
ние, состоящее из гидростатического (ph) и не-
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Рис. 1. Геометрия лабораторного эксперимента (а) до и (б) после добавления ворот G и жидкости объемом V.
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Параметры лабораторного эксперимента

№ Название Обозначение Значение

1 Длина резервуара Lx 6.4 м

2 Толщина резервуара W 0.4 м
3 Плотность верхней жидкости ρ2 1022 кг/м3

4 Плотность нижней жидкости ρ1 1047 кг/м3

5 Глубина верхней жидкости (до добавления ворот) h2 0.05 м

6 Глубина нижней жидкости (до добавления ворот) h1 0.2 м

7 Объем добавленной слева от ворот жидкости V 38 л
8 Высота добавленной в лоток жидкости h2V 0.1549 м

9 Глубина нижней жидкости слева от ворот после добавления жидкости объема V δh1L 0.063 м

10 Глубина нижней жидкости справа от ворот после добавления жидкости объема V δh1R 0.0142 м

11 Подъем свободной поверхности слева от ворот Hl–Hr 0.0037 м

12 Толщина пикноклина Δp 0.01 м
13 Толщина ворот Δg 0.005 м
14 Расстояние между левой стенкой лотка и воротами Lg 0.6 м
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гидростатического (pnh) давлений, ρ – плотность,
Ah, Av – горизонтальный и вертикальный коэф-
фициенты вязкости, предполагаемые различными
(они равны Ah = 5 × 10–4 м2/c и Av = 7.5 × 10–6 м2/c),
K – диффузионный тензор, D/Dt – полная произ-
водная, g – ускорение свободного падения.

На всех твердых нижней и боковых границах
(рис. 1) использовалось условие непротекания
(обращение в ноль нормальной компоненты ско-
рости):

(2)

где  – вектор полной скорости,  – век-
тор нормали к твердым границам, а также условие
свободного проскальзывания, накладывающее
ограничение на скорость жидкости вдоль твердых
границ:

 – на донной поверхности, (3)

 – на боковых стенках лотка. (4)

Верхняя граница была свободной. На ней зада-
валось кинематическое граничное условие:

(5)

где η – смещение свободной поверхности.
Диффузионный тензор K в исходной системе

уравнений (1) задается следующим образом:

(6)

где Kh – коэффициент горизонтальной (Kh = 5 ×
× 10–5 м2/c) и Kv – вертикальной (Kv = 1 × 10–7 м2/c)
диффузии, значения которых были взяты из ра-
боты [21]. Вязкость принималась турбулентной –
разной по горизонтали и вертикали.

Модель MITgcm также учитывает придонное
трение [4], которое выражается дополнительной
вязкостью в придонных расчетных точках (распо-
ложенных непосредственно над дном), и описы-
вается как

(7)

где rb = 2 × 10–4 м/с и Cd = 3 × 10–3 – коэффициен-
ты линейного и квадратичного придонного тре-
ния,  – средняя кинетическая энергия в каж-
дой придонной расчетной точке. Слагаемое 
(v-diss – вертикальная диссипация) присутствует
только в уравнении сохранения моментов для го-
ризонтальной составляющей скорости u(x, z, t).
Необходимо отметить, что значения коэффици-
ентов турбулентной вязкости (Ah и Av соответ-
ственно) и придонного трения (rb и Cd) оказывают
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большое влияние на величину поля скорости в
уединенной волне. Потому величины этих пара-
метров подбирались так, чтобы была хорошая со-
гласованность лабораторных и численных ре-
зультатов.

Для вычисления значения переменных систе-
мы уравнений (1) на следующем шаге по времени
в программном комплексе используется метод
давления [10] (проекционный метод). Для зада-
ния вертикальной сетки применяется z*-коорди-
ната z* = h(x)(z – η)/(h(x) + η), повторяющая воз-
мущение свободной поверхности, затухающее с
уменьшением расстояния до донной поверхности.
Пространственная дискретизация уравнений (1)
осуществляется методом конечных объемов. По-
дробнее о численной модели можно прочитать в
работах [4, 17, 18].

Отклонение плотности от среднего значения в
модельной области задавалось следующим образом:

(8)

где первая строчка задает вертикальный профиль
плотности слева и справа от ворот, а вторая – го-
ризонтальный профиль на месте извлеченных во-

рот; m ~ 10–6 м – малая величина,  = h2V + h2. Как
видно из формулы (8), на месте перегородки G зада-
вался размытый перепад с характерной шириной
∆g, соответствующий небольшому перемешива-
нию жидкостей в результате извлечения неглад-
ких ворот. При этом скачок на свободной поверх-
ности в начальный момент времени задавался в
виде ступенчатой функции

(9)

Таким образом, начальные условия в числен-
ной модели полностью соответствовали схеме,
изображенной на рис. 1. Исключение составля-
ют ворота G, вместо которых задавался профиль
вида (8). Поле скорости инициализируется нуле-
выми значениями.

Результаты лабораторных измерений и чис-
ленных расчетов далее приведены в безразмер-
ном виде: ,  – горизонтальная и
вертикальная координаты,  – время,  =
= ζ/h2 – смещение свободной поверхности,  =
= η/h2 – вертикальное смещение пикноклина,

 – горизонтальная составляющая скоро-
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сти,  – вертикальная составляющая ско-
рости, с0 = 0.0974 м/с – характерная скорость рас-
пространения внутренних волн (эта величина
рассчитана из линейной теории длинных волн
для данной стратификации),  = ω/Lx – ширина
солитона на уровне половины от максимального
значения,  = ρ/ρref – плотность, нормированная
на ее среднее значение ρref = (ρ2 + ρ1)/2.

Размер пространственной сетки был следую-
щим: Δx = 0.0064 м, Δz = 0.0013 м. Шаг по времени
выбирался так, чтобы коэффициенты Куранта-
Фридрихса-Леви для горизонтальной и верти-
кальной составляющих скоростей cu = |u|∆t/∆x,
cw = |w|∆t/∆z не превышали значений 0.05 в тече-
ние всех расчетов (Δt = 0.0125 с).

АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ

После короткого переходного периода (t ≈ 30,
здесь и далее тильда опускается) в численном лот-
ке рождалась уединенная волна отрицательной
полярности. В точке x = 0.66 ее профиль уже
вполне сформирован (рис. 2). В численном расче-

0w w c=�

ω�

ρ�

те амплитуда солитона на 14–15% превышает ла-
бораторное значение, однако ее длительность
очень хорошо согласуется с лабораторным экспе-
риментом. 

Траектории движения уединенной внутрен-
ней волны в пикноклине (η) и возмущения сво-
бодной поверхности (ζ) показаны на рис. 3 в виде
x–t диаграмм соответствующих смещений. Как
видно из рисунка, внутренняя волна движется с
постоянной скоростью к правой границе числен-
ного лотка, а затем отражается от нее. На рис. 3б
также видны слабые полосы, соответствующие
дисперсионному пакету, движущемуся за уеди-
ненной волной и растягивающемуся со време-
нем. Отметим, что так как полярность уединен-
ной внутренней волны отрицательна в пикнокли-
не, то на свободной поверхности она проявляется
в виде волны возвышения (ее амплитуда – при-
мерно 1% от амплитуды волны в пикноклине),
как это и следует из линейной и слабонелинейной
теорий [3].

На поверхности, кроме “следа” внутренней
волны (темная широкая линия на рис. 3б), также
видна быстро распространяющаяся поверхност-
ная волна, которая только за время зарождения
внутреннего солитона успевает добежать до пра-
вой границы лотка и обратно (тонкая линия на
рис. 3а). Отметим, что в описании лабораторного
эксперимента [6] не упоминаются поверхност-
ные эффекты, но, наиболее вероятно, они при-
сутствовали в лотке. Поскольку амплитуда по-
верхностного возмущения очень мала, то оно
практически не оказывает влияния на динамику
внутреннего солитона.

На рис. 4а изображено поле плотности в мо-
мент времени t = 75.6, а также вертикальный про-
филь плотности до и после прохождения уединен-
ной волны (рис. 4б). Отметим изменение верти-
кального профиля плотности после прохождения

Рис. 2. Форма уединенной волны: 1 – в лабораторном
эксперименте; 2 − рассчитанная в MITgcm.
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Рис. 3. X–t диаграмма смещения свободной поверхности (а) и пикноклина (б).
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внутренней волны (на рис. 4а пунктирными ли-
ниями отмечены точки, где измерялся соответ-
ствующий профиль). Как известно в рамках ли-
нейной теории, после прохождения уединенной
волны стратификация должна вернуться в на-
чальное состояние, поэтому наблюдаемое изме-
нение связано либо с диспергирующим пакетом,
либо с нелинейными эффектами. Здесь же пока-
зано поле горизонтальной скорости при прохож-
дении внутренней волны (рис. 4в). Как и следовало
ожидать, под впадиной внутренней волны ско-
рость течения отрицательна, а над ней положи-
тельна.

Черными кривыми на рис. 4в обозначены изо-
линии нулевой скорости. Особо необходимо от-
метить наличие изолинии нулевой скорости в
придонном слое за уединенной волной, под кото-
рой горизонтальная скорость принимает положи-
тельный знак. В этом слое, называемом “ревер-
сивный поток”, частицы жидкости двигаются в
том же направлении, что и солитон. Подробный
анализ этого эффекта будет приведен далее.

Как и в лабораторном лотке, в численных мо-
делях генерируемая уединенная волна не являет-
ся симметричной относительно центра ложбины.
Ее задний фронт незначительно завален относи-
тельно уровня невозмущенного пикноклина
(рис. 2 и рис. 4), что свидетельствует об образова-
нии слабого дисперсионного цуга за головной
волной вследствие незавершенности процесса
формирования солитона.

Сравнительные графики придонных верти-
кальной и горизонтальной скоростей приведены
на рис. 5. Поле горизонтальной скорости (рис. 5а)
хорошо описывается численной моделью MITgcm.
Здесь следует выделить реверсивный поток, о ко-
тором уже говорилось выше (область положи-

тельно направленной горизонтальной скорости
за солитоном), образующийся в придонном слое
и следующий непосредственно за основным по-
лем скорости течений солитоноподобной волны
(рис. 5а). Как было отмечено в работе [21], этот
поток, возможно, возникает при балансе сил при-
донного трения и давления, приводящем к отде-
лению придонного слоя. Что касается вертикаль-
ных скоростей, то здесь можно говорить о хорошем
согласии результатов численного моделирования
и лабораторных измерений. Обратим внимание,
что вертикальная скорость растет с удалением от
дна, что и естественно в придонном слое, когда
на донной поверхности задается условие непро-
текания.

В целом можно выделить четыре состояния
придонного слоя: 1 – невозмущенное состояние,
2 – прохождение солитона, 3 – реверсивный по-
ток (движение жидких частиц направлено в про-
тивоположную сторону по сравнению с состоя-
нием 2), 4 – релаксация. Эти состояния отмечены
цифрами на рис. 5а и характеризуются непосред-
ственно величиной и знаком поля скорости над
выбранной точкой донной поверхности.

Следует отметить, что как в лабораторном, так
и в численном эксперименте MITgcm реверсив-
ный поток сглаживает горизонтальный поток
жидкости в хвосте солитона так, что несиммет-
ричность, заметная на уровне z = 0.6, уже практи-
чески не видна в точке z = 0.1. На основе данных
численных расчетов мы определили толщину ре-
версивного потока в придонном слое, которая
вычислялась как расстояние от донной поверхно-
сти до придонной изолинии нулевой горизон-
тальной скорости (рис. 4в). Эволюция толщины
реверсивного потока, измеренной в лаборатор-
ном эксперименте и наблюдаемой в численной

Рис. 4. Возмущение поля плотности (а), вертикальный профиль плотности до и после прохождения солитона (б) (до –
правая пунктирная линия на рисунке (а), после – левая пунктирная линия), поле горизонтальной скорости (в) в момент
времени t = 75.6.
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модели MITgcm в точке х = 0.66, продемонстри-
рована на рис. 6. Как видно, ход обеих кривых
примерно одинаков, однако есть небольшое за-
паздывание в численной модели. Если сопоста-
вить кривые толщины реверсивного потока, ис-
ключив временную задержку, то максимальная
разница глубин в численном и лабораторном экс-
периментах не будет превышать 30%. Различия в
кривых могут быть связаны с неточностями лабо-
раторных измерений, а также с тем, что амплиту-
да численного солитона превышает амплитуду
лабораторной уединенной волны.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В рамках данной работы мы провели анализ

особенностей течений, индуцированных сильно
нелинейной уединенной внутренней волной в
вязкой двухслойной жидкости. Солитоноподоб-
ное возмущение в численной модели MITgcm ге-
нерировалось методом гравитационного коллап-

са в двухмерном лотке. Начальные условия зада-
вались на основе лабораторного эксперимента [6].
В численной модели амплитуда полученного воз-
мущения на 14–15% превышала лабораторное
значение, а длительность солитоноподобной вол-
ны очень хорошо согласовалась с лабораторным
экспериментом. Модель MITgcm хорошо описы-
вает горизонтальное течение в придонном слое,
особенно в хвостовой части солитона, где генери-
руется реверсивный поток (область положитель-
но направленной горизонтальной скорости за со-
литоном). Тем не менее, момент появления ре-
версивности в модели MITgcm происходит с
небольшой задержкой, а его толщина максимум
на 30% процентов превышает лабораторные из-
мерения.

Отметим в заключение, что критическое влия-
ние на результат имеют величины параметров
вязкости и придонного трения. Чтобы добиться
лучшего согласия лабораторного и численного
экспериментов, необходимо варьировать их соот-
ветствующим образом. Данный процесс занимает
значительное количество времени и с практиче-
ской точки зрения малоэффективен. Поэтому не-
обходим прямой метод измерения этих величин
непосредственно в эксперименте.

Сделаем еще замечания по поводу использова-
ния уравнений Навье-Стокса с турбулентной вяз-
костью для описания структуры солитона внут-
ренних волн. По вертикали происходят сильные
изменения характеристик среды. Толщина пик-
ноклина очень мала, и горизонтальная скорость
течения в солитоне изменяется практически
скачком в пикноклине, обеспечивая условия для
развития неустойчивости Кельвина-Гельмгольца
и турбулизации течения. Эти процессы наблюда-
ются практически сразу после формирования соли-
тона в эксперименте и численных расчетах.
В частности, они наблюдаются при трансформа-
ции внутренней волны на уступе [20]. Турбулент-

Рис. 6. Толщина реверсивного потока в точке х = 0.66:
1 − в лабораторном эксперименте; 2 − в численной
модели.
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ные процессы в пикноклине и придонном слое
оказывают влияние на транспорт частиц. В то же
время, процессы пространственной эволюции
солитона и его затухания происходят на очень
больших расстояниях (многих длин волн), поэто-
му для вычисления декремента затухания можно
использовать теорию слабовязкой жидкости, в
частности, уравнение Гарднера с добавочным
членом [11] в соответствии с общепринятым мне-
нием, что вязкость является слабым фактором в
процессе эволюции нелинейного поля внутрен-
них волн.

Представленные результаты получены в рам-
ках выполнения государственного задания в сфе-
ре научной деятельности (Задание № 2014/133
(“организация проведения научных исследова-
ний”) и Задание № 5.30.2014/K) и при финансо-
вой поддержке гранта Президента Российской
Федерации для государственной поддержки ве-
дущих научных школ Российской Федерации
НШ-6637.2016.5.
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Structure of the Flow in the Soliton of Internal Wave
O. E. Kurkina, A. A. Kurkin, E. N. Pelinovsky, S. V. Semin, T. G. Talipova, E. N. Churaev

The characteristics of highly nonlinear solitary internal waves (solitons), calculated in the framework of the non-
linear numerical model of the Massachusetts Institute of Technology (MITgcm). Verification and adaptation
model based on data from a laboratory experiment [6]. Field of vertical and horizontal flow velocity in the wave
is calculated. The occurrence of reversing flow in the bottom layer directly behind the soliton is noted.
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