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Проанализированы наиболее распространенные в литературе модели фотосинтеза и роста морско-
го фитопланктона, показаны их недостатки. Предложен новый подход к моделированию и на его
основе получены новые модели фотосинтеза и роста морского фитопланктона. Особенностью
предлагаемых моделей является их способность к описанию полисубстратных сопряженных цикли-
ческих взаимодействий, характерных для биохимических и физиологических процессов. В первом
приближении математические модели представляют собой уравнения непрямоугольной гипербо-
лы. Модели описывают стехиометрию извлечения элементов из среды, независимо от степени их
лимитирования, что важно при описании биогеохимических циклов элементов. Эта стехиометрия
определяется внутренними измеряемыми параметрами организма (субстратные параметры) и мо-
жет быть ключевой причиной формирования стехиометрии элементов во внешней среде, напри-
мер, описываемой соотношением Редфильда. Субстратные константы являются фундаментальны-
ми характеристиками модели, которые “формируются автоматически” при получении уравнений
модели в относительных единицах.
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ВВЕДЕНИЕ
Закономерности формирования биологиче-

ской продуктивности можно понять только при
экосистемном подходе. Особенностью экосистем
морских акваторий является то, что основные по-
токи вещества и энергии в них формируются
планктонными сообществами – фитопланкто-
ном и зоопланктоном. Отечественные ученые
внесли большой вклад в изучение основ биопродук-
тивности водных экосистем [2, 3, 5–7, 13, 14, 16, 17].

Большинство проблем функционирования
морских экосистем не могут быть решены только
путем прямых натурных наблюдений. Понима-
ние закономерностей функционирования мор-
ских экосистем возможно только при использо-
вании методов математического моделирования [3].

В настоящее время во всем мире проводятся
интенсивные исследования в области математи-
ческого моделирования морских экосистем [1, 21–
25, 27, 30–33, 37–39, 42, 45]. Рабочей группой
“MODEL” международной организации PICES
разработана модель NEMURO (North Pacific Eco-
system Model for Understanding Regional Oceanog-
raphy), которая является наиболее общей из опи-
санных в литературе применительно к Северной
Пацифике [30, 38]. Для европейского региона
разработана модель ERSEM (European Regional

Seas Ecosystem Model) [45], где дополнительно
включены потоки P, C и Fe.

Вместе с тем используемые в этих моделях
подходы подвергаются серьезной критике, осо-
бенно включение в экосистемы неадекватных
моделей фотосинтеза и роста первичного продук-
ционного звена. Вследствие этого возникает не-
обходимость разработки новых подходов к моде-
лированию процессов фотосинтеза и роста мор-
ского фитопланктона [22, 33].

Цель работы – провести анализ используемых
в литературе моделей роста морского фитопланк-
тона, их недостатков и предложить новые подхо-
ды и модели к решению этой проблемы.

Объектами для экспериментальных измере-
ний служили одноклеточная водоросль Porphirid-
ium cruentum, зооксантелла – симбиотическая ди-
нофлагеллята Symbiodinium microadriaticum и мор-
ские макроводоросли: зеленая – Ulva fenestrata,
красная – Porphyra sp. (рисунки в работе не при-
ведены). Скорость фотосинтеза измерялась по
скорости выделения кислорода амперометриче-
ским методом [35]. Измерения на зооксанелле
проводились во время экспедиций в 8-м рейсе на
НИС “Каллисто” (Большой Барьерный риф,
1978 г.) и в 4-м рейсе на НИС “Академик Алек-
сандр Несмеянов” (Индийский океан, Южно-
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Китайское море, 1984 г.), измерения на осталь-
ных объектах проводили на морской эксперимен-
тальной станции Института Биологии моря
ДВО РАН (о. Попова, Залив Петра Великого).

Модели первичного звена морской экосистемы 
и их недостатки

1. Модель Blackman, 1905 [28] – первая модель
световой зависимости фотосинтеза в виде лома-
ной линии: до насыщающего значения зависи-
мость идет по наклонной линии, при достижении
состояния насыщения линия “ломается” и идет
параллельно оси абсцисс (“ломаная Блэкмана”
см. ниже).

2. Модель Michaelis-Menten, 1913 [40]. В осно-
ве моделирования первичного звена морской
экосистемы лежит одноферментная реакция, ко-
торая представляется схемой:

Модель рассматривает взаимодействие суб-
страта [S] c ферментом [E] с образованием фер-
мент-субстратного комплекса [ES] c последую-
щим его распадом, освобождением фермента и
получением продукта реакции [P]. Участвующие
в модели вещества имеют заданные концентра-
ции и взаимодействуют с определенными кон-
стантами скорости. Фермент “работает” по цик-
лическому механизму, скорость реакции V опи-
сывается уравнением прямоугольной гиперболы (1):

 (1)

Максимальная скорость Vm определяется скоро-
стью оборота фермента и его концентрацией,
константа полунасыщения (константа Михаэли-
са) KS – отношение констант скоростей первого и
второго порядка. Эта модель подробно исследована
в многочисленных работах (см. например [4, 15]).
В этой модели имеется все необходимое для мо-
делирования: концептуальная схема процесса,
биохимические константы и концентрации. Са-
ми авторы не предлагали использовать эту модель
для описания сложных биологических процессов.

3. Модель Baly, 1935 [26]. В 1935 г. Бэйли в мо-
дели (1) предложил использовать в качестве суб-
страта интенсивность света и использовать урав-
нение (1) для описания световой кривой фото-
синтеза. Эта модель оказалась недостаточно
адекватной, однако, иногда она до сих пор ис-
пользуется. К настоящему времени предложено
более 20 моделей световых кривых фотосинтеза
фитопланктона [11, 36]. Модель Бэйли является
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самой “пологой”, модель Блэкмана – самой
“крутой” из известных моделей, реальные кри-
вые располагаются между ними (см. ниже).

4. Модель Monod (1950) [41]. Моно в соотно-
шении (1) обозначил концентрацию субстрата
через “C” и предложил использовать его для опи-
сания удельной скорости роста бактерий μ (μmax –
максимальное значение скорости):

 (2)

Моно определил это соотношение как эмпириче-
ское, поскольку оно не следует из какой-либо
биохимической или физиологической схемы
процесса. В последующем модель (2) получила
название модели “Monod” и в течение последних
десятилетий широко используется для описания
скорости роста как первичного продукционного,
так и вторичного гетеротрофного звеньев мор-
ской экосистемы [1, 20–25, 27, 30, 32, 33, 38, 39,
42, 45].

Модели (1)–(2) не могут отразить всю слож-
ность процессов в клетке фитопланктона и,
следовательно, в морской экосистеме. Фунда-
ментальные недостатки этих моделей подробно
обсуждены в работах [32, 33]. Функция Михаэли-
са-Ментен оказалась приемлемой при описании
роста различных звеньев морской экосистемы от
ресурс-лимитирующего вещества, а с учетом про-
стоты – весьма притягательной. Модель была
распространена на описание выедания и предпо-
чтения хищниками пищи. Большие трудности
возникли при описании мультисубстратных про-
цессов (первичная продукция): модель уделяла
много внимания одному (лимитирующему) ве-
ществу, а внимание к менее лимитирующим ве-
ществам игнорировалось. Это серьезный недо-
статок, поскольку существующая генерация уда-
ляет из среды не только лимитирующие вещества,
но и все прочие. Потребление этих веществ воз-
действует на стехиометрию оставшихся элемен-
тов и, следовательно, влияет на трофические био-
геохимические связи. Для решения этой задачи
используется стехиометрия Редфильда [44]. Кон-
цепция Редфильда-Моно является двигателем
моделирования трофической динамики крупней-
шей океанической экосистемы планеты и являет-
ся основой моделирования, рассматривающего
океаническую продуктивность и взаимодействие
между изменением климата и морской продукцией.
По мнению автора [33], доверие к таким “дисфунк-
циональным” описаниям становится неприемле-
мым. Модели должны исследовать потребление и
судьбу большинства главных веществ, а не только
лимитирующего.

max .
C

C
K C

μ = μ
+
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Аналогичные критические замечания делают
и авторы других работ, где отмечается, что пред-
ложенные модели неспособны описывать физио-
логические процессы, которые влияют на струк-
туру и функцию экосистемы [22]. Иными слова-
ми, модели неспособны объяснить меняющуюся
экологическую динамику – сукцессию сооб-
ществ, адаптацию. Авторы [22] считают, что при
создании моделей роста морского фитопланкто-
на необходимо уделять больше внимания физио-
логии и трофической цепи, нежели эмпириче-
ским способам согласования с экспериментом.
Возрастание сложности экологических моделей
(достигающих 80 переменных), с одной стороны,
и резкое упрощение физиологии фитопланктона,
с другой, делают эти модели неадекватными [25].

Можно следующим образом суммировать ос-
новные недостатки используемых моделей мор-
ских экосистем:

а) модели являются эмпирическими, не учи-
тывают природы явлений и не могут быть измене-
ны в соответствии с новыми данными, т.е. не
имеют возможности к развитию;

б) модели описывают зависимость только от
одного лимитирующего элемента, но не мульти-
субстратные процессы; для описания потоков
других элементов в экосистеме используется не-
изменное соотношение Редфильда;

в) модели не учитывают особенностей орга-
низма или группы организмов.

5. Модель Droop (1974) [29]. В основе модели
Друпа лежит концепция о том, что биохимиче-
ский механизм поглощения клеткой биогенных
веществ с их последующей переработкой не ока-
зывает непосредственного влияния на форму ки-
нетической зависимости между ростом биомассы
и концентрацией субстрата. Поэтому предпола-
гается, что поглощение биогенных веществ из
среды клетками фитопланктона и рост клеток яв-
ляются независимыми процессами. Рост клетки
разбивается на два этапа, которые описываются
разными уравнениями: поглощение вещества
описывается соотношением Моно (2), а скорость
роста, μ, (переработка вещества), соотношением (3)
(K – константа полунасыщения):

 (3)

Как видно, обе модели (2) и (3) являются уравне-
ниями прямоугольной гиперболы. Различие за-
ключается в том, что в модели (2) аргументом яв-
ляется внешняя концентрация субстрата S, в мо-
дели (3) – внутренние “квоты”, “q”, вещества.
Квоты определяются как минимальная qmin, мак-
симальная qmax и текущая q. Разность текущей и
минимальной есть “свободный” пул, который и
используется для синтеза новых структур. Не-

min min
max max

min

1 ; .
( )

q q q
q K q q

−⎛ ⎞μ = μ − μ = μ⎜ ⎟ + −⎝ ⎠

смотря на то, что модель Друпа представляется
прямоугольной гиперболой (как и модель Моно),
авторы сходятся во мнении, что она более адек-
ватно описывает рост фитопланктона [22, 25, 32, 33].
Поскольку модель Друпа – это та же односуб-
стратная прямоугольная гипербола, ей присущи
те же недостатки, что и модели Михаэлиса–Мен-
тен–Моно. Стехиометрия извлекаемых элемен-
тов определяется соотношением Редфильда. Не-
смотря на свои недостатки, модели Моно–Ред-
фильда–Друпа до настоящего времени являются
основными при моделировании трофических
звеньев морских экосистем.

Необходимо отметить, что корректность ис-
пользования моделей Моно [41] и Друпа [29] при
моделировании морских экосистем обсуждалась
в литературе на качественном уровне, убедитель-
ных обоснований использования этих моделей
нами не найдено. Более того, прямоугольная ги-
пербола весьма неадекватно описывает фотосин-
тез морских водорослей, и что более корректно
описывать этот процесс уравнением непрямо-
угольной гиперболы [9–12, 47].

В основе предлагаемого нами подхода лежат
следующие положения.

1. Жизнедеятельность живых систем обуслов-
ливают ферментативные и другие циклические
процессы.

2. Циклические процессы сопряжены друг с
другом, формируют цепи, сети и гиперциклы со-
пряженных циклических процессов.

3. Цепь сопряженных циклических процессов
в стационарном состоянии описывается цепной
дробью, соответствующей схеме процесса; в пер-
вом приближении такая цепь может быть упро-
щена до уровня двухциклического взаимодей-
ствия [10–13, 47].

Модель роста. В первом приближении концеп-
туальная схема роста представлена в виде цепи
сопряженных циклических взаимодействий (ре-
акций, процессов) (рис. 1). Для понимания сущ-
ности подхода рассмотрен простейший пример
получения соотношения, связывающего ско-
рость роста с фотосинтезом (a[I] – интенсивность
поглощенного света, a – поглощение; [Ce] –
внешняя концентрация углекислоты) и концен-
трациями биогенных элементов – нитратного
азота [No] и фосфатов [P]. Фотосинтез здесь рас-
сматривается как часть роста, такое упрощение
использует большинство исследователей [30, 38,
42, 45]. Для простоты величины сопротивлений
диффузии считаются незначительными (rD  1) и
не учитываются. Для азота рассматривается толь-
ко одна нитратная форма No. Модель рис. 1 в ста-
ционарном состоянии описывается системой (4)
из 9 уравнений: система (4а) представляет скорость
роста G в абсолютных единицах, система (4в) –

!
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в относительных (V = G/Gm). Система (4б) демон-
стрирует переход от абсолютных единиц к отно-
сительным единицам описания модели. Углекис-
лота (и другие биогенные элементы) из внешней
среды Сe диффундирует в клетку c коэффициен-
том диффузии kD1 [18, 19] и включается в цикл уг-
лерода “C” (компонент ), который сопряжен с
циклом переработки “A” (компонент ). В про-
стейшем случае сложный цикл “A” моделируется
одним циклом “ключевого фермента” (компо-
нента ЕА) (обозначения представлены в табл. 1 и 2).
Поглощенные кванты света a[I] включаются в
цикл через циклическую (компонент ) систему
“I”, являясь источником энергии для функцио-
нирования цикла восстановления углерода “A”
(рис. 1а). В цикл переработки включаются также
другие, необходимые для роста вещества (азот,
фосфор). Каждое взаимодействие сопровождает-
ся изменением состояния соответствующего
компонента (фермента). Для получения уравне-
ний в относительных единицах (1в–9в) левые и
правые части уравнений в абсолютных единицах

CE
AE

IE

(1а–9а) делятся на максимальную скорость ро-
ста Gm. В уравнениях (1б–9б) переменные модели
сгруппированы в определенных комбинациях
(в фигурных скобках), которые позволяют сфор-
мировать параметры модели для перевода систе-
мы уравнений в относительные (безразмерные)
единицы. Ими являются “субстратные кон-
станты” для света  и углерода KC =

=  (уравнения (1б–2б)) и относитель-

ные сопротивления для света rIA = 

и углерода rCA =  (уравнения (5б–
6б)) (табл. 1). Аналогичные величины формиру-
ются для других элементов – азота и фосфора
(уравнения (3в–4в) и (7в–8в); табл. 1). Субстрат-
ные константы Ki и относительные сопротивле-
ния rij можно интерпретировать как обобщенные
кинетические параметры рассматриваемой си-
стемы. Эти два типа параметров формируются
“автоматически” при переходе от абсолютных
(1а–9а) к безразмерным (1в–9в) величинам.

0( [ ])m
I I IK G k E=

0( [ ])m
C CG k E

0 0( [ ][ ])m
IA I AG k E E

0 0( [ ][ ])m
СA С AG k E E

Рис. 1. Простейшая концептуальная схема роста в виде цепи сопряженных циклических процессов в абсолютных (а)
и относительных (б) единицах: I, C, N, P – циклы включения (uptake) субстратов света, углекислоты, азота, фосфора;
A – цикл переработки (processing) включенных субстратов; Ei – компоненты (ферменты) циклов, kij – константы ско-
рости, kDi – коэффициенты диффузии; B – конечный продукт (биомасса); KI, KC, KN, KP – субстратные параметры
для света, углерода, азота, фосфора; rij – относительные сопротивления взаимодействий; rDi – сопротивления диффу-
зии; Cej – внешние, Cij – внутренние концентрации субстратов.
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(4)

Уравнения (1в–9в) представляют систему (4) в
безразмерных единицах: V = G/Gm – скорость; I =
= a[I]/KI; C = [Ce]/KC; N = [N]/KN; P = [P]/KP –

концентрации субстратов;  – кон-
центрации компонентов; rij – относительные со-
противления (рис. 1б; табл. 1, 2). При получении
уравнений (1в–5в) учтено, что сумма концентра-
ций всех форм какого-либо компонента равна

полной его концентрации: [EI] +  =  и т.д.;

или eI +  = [EI]/  +  =  = 1;

eС +  = 1; eA +  +  +  +  = 1 и т.д.

Компоненты субстратных циклов ei (уравне-
ния (1в–4в)) могут быть выражены следующим
образом: eI = V/I; eC = V/C; eN = V/N; eP = V/P. Раз-
личные формы “ключевого” цикла переработки
равны: eA = rIAV/(1 – V/I);  = rCAV/(1 – V/C) и т.д.

Складывая eA +  +  +  +  = 1. В реально-
сти заключительная реакция rA представляет со-
бой большую совокупность реакций, поэтому це-
лесообразно ее переобозначить: rA → γ. Искомое
решение будет иметь вид:

 (5)

Величина относительной скорости процесса V в
уравнении (5) определяется минимальной кон-
центрацией субстрата из набора I, C, N, P. Оче-
видно, что при насыщающих концентрациях суб-
стратов  скорость  Тогда из ре-
шения (5) следует: 
Анализируя аналитическое решение (5) для ско-
рости роста, прежде всего, обращает на себя вни-
мание тот факт, что концентрации субстратов
представлены в “симметричной” и “неразличи-
мой” форме: субстраты не имеют каких-либо спе-
цифических коэффициентов, могут меняться ме-
стами. Такое симметричное решение (5) является
следствием использования упрощенной симмет-
ричной схемы процесса роста (рис. 1).

Различные формы азота. В решении (5) азот
представлен одной формой. Если соединения
азота представлены в двух (или более) разных
формах (например, нитратной и аммонийной;
рис. 1), это может быть учтено в модели (5). Сум-
марный поток V в субстратном цикле EN будет
формироваться из двух параллельных потоков:

 (6)
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Суммарная скорость V будет равна сумме этих
двух потоков:

(7)

При рассмотрении двух форм азота в третьем чле-
не решения (5) знаменатель ( ) заменится
на ( ), где формы азота
выражаются в единицах собственных субстратных
констант   (табл. 1).

Диффузия веществ в клетку. Прежде чем про-
изойдет включение вещества в реакцию оно
должно проникнуть внутрь клетки. Такое про-
никновение происходит обычно путем диффузии.
Диффузия веществ в растительную клетку широко и
детально обсуждалась в литературе [18, 19]. Рас-
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смотрение роли диффузии в кинетике включения
элемента показано ниже на примере углекислоты
путем, описанным в работе [18]. Второе уравне-
ние системы (4б) разделяется на два последова-
тельных: на уравнение диффузии и уравнение
включения (kD1 – коэффициент диффузии, см/с;
d – расстояние диффузии, см) [11] (рис. 1а, табл. 2):

 (8)

Выразив из уравнения (8а) величину [Ci] и под-
ставив ее в (8б), получим зависимость скорости
только от внешней концентрации:

 (9)
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Таблица 1. Параметры модели рис. 1 в абсолютных единицах, уравнения (1а–9а)

Обозначения Размерность Описание

ммоль м–2 с–1 Интенсивность света
[Ce], [Ci] ммоль м–3 Концентрация CO2 и минеральных форм азота и фосфора 

во внешней среде и в клетке[Ne], [Ni], [Pe], [Pi] ммоль м–3

  ммоль м–3 Концентрации различных форм 
компонентов циклов I, C, N, P, A

 

  ммоль м–3 Полные концентрации 
компонентов циклов I, C, N, P, A

 

G, Gm ммоль м–3 с–1 Текущая и максимальная скорости процесса
– Поглощение света

м2 ммоль–1 Константа включения света в реакцию фотосинтеза
kС м3 ммоль–1 с–1 Константа скорости включения CO2 в цикл С

kIA, kCA, kNA, kPA м3 ммоль–1 с–1 Константы скорости второго порядка сопряжения 
субстратных циклов с циклом переработки

kA c–1 Константа скорости конечной реакции

ммоль м–2 с–1 Субстратная константа для света

ммоль м–3 Субстратная константа для углекислоты

ммоль м–3 Субстратная константа для нитратного азота

ммоль м–3 Субстратная константа для аммонийного азота

ммоль м–3 Субстратная константа для фосфора
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Выражение  – относительное (безраз-

мерное) сопротивление диффузии (табл. 2). Уве-
личение сопротивления диффузии приводит к уве-
личению субстратного параметра 

Общая модель роста. Анализ схемы рис. 1 и ре-
шения (5) показывает, что в модель может быть
включено произвольное количество субстратов,
например, обсуждаемые в литературе железо
и/или кремний. В общем случае с учетом сопро-
тивлений диффузии веществ rDi, уравнение (5) бу-
дет иметь вид:

(10)

0

1
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Член уравнения для  света вынесен за пределы
суммы, поскольку свет не характеризуется диф-
фузией, член для азота вынесен отдельно для уче-
та нескольких его минеральных форм. Решение (10)
показывает, что учет особенностей того или ино-
го субстрата (свет не диффундирует, азот имеет
ряд форм и т.д.) “нарушает” симметричность
простого решения (5). 

В зависимости от постановки задачи, из рас-
смотрения могут быть исключены какие-то элемен-
ты вплоть до получения одно субстратной модели.

Односубстратная модель. Подробный анализ
зависимости (5) показал, что в случае, если кон-
центрация какого-либо одного из субстратов I, C,
N, P в единицах субстратной константы оказыва-
ется меньше аналогичной концентрации других
субстратов, то этот субстрат становится лимити-
рующим, скорость процесса зависит только от
этого одного субстрата. Так, в случае I < C, N, P

Таблица 2. Параметры модели рис. 1б для описания скорости роста в безразмерных (относительных) единицах,
уравнения (1в–9в) системы уравнений (4)

Обозначения Описание

Скорость процесса

I = a[I]/KI; C = [Ce]/KC Интенсивность света и концентрация СО2

N = [N]/KN; P = [Pe]/KP Концентрации азота и фосфора

Концентрации компонентов циклов I, C, N, P, A

Сопротивление сопряжения циклов  и 
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скорость зависит только от интенсивности све-
та (11а), при С < I, N, P скорость зависит только
от концентрации углекислоты (11б) и т.д.:

 (11)

Здесь γI = 1 – rIA и γС = 1 – rCA – параметры непря-
моугольности односубстратных моделей для све-
тового и углекислотного субстратов.

Соотношения (11) представляют собой урав-
нения непрямоугольной гиперболы с параметром
непрямоугольности γ, что нами было показано
ранее многочисленными измерениями [9–11, 47].
То, что световые и углекислотные кривые фото-
синтеза более адекватно должны описываться
уравнением непрямоугольной гиперболы, по-
дробно показано в [19].

Соотношения (11) после преобразования мо-
гут быть представлены в виде:

 (12)

Как видно, оба уравнения (12а–12б) при по-
строении их в координатах  от

 и  от  представляют
собой прямые линии с тангенсом угла наклона
–γIKI или –γKС (в этих координатах спрямляется
все семейство гипербол). Построение данных в
таких координатах позволяет не только прове-
рить адекватность модели, но и определить пара-
метры световой или углекислотной зависимостей
KI, KC, γI, γC (рис. 2а–2б).

Величины γI и γC – это параметры непрямо-
угольности гиперболы изменяются от 0 до 1.0.

При γ → 0 кривые (11)–(12) переходят в пря-
моугольную гиперболу Михаэлиса-Ментен,
при γ → 1.0 – в ломаную Блэкмана (рис. 2а).
В спрямляющих координатах кривые преобразу-
ются в прямую (рис. 2б). Измеренные нами свето-
вые кривые с высокой степенью точности описы-
ваются уравнениями (11) с параметром γI = 0.9–
0.97 (рис. 2в–2е). Построение данных световой
(углекислотной) зависимости в спрямляющих
координатах (рис. 2г, 2е) однозначно решает во-
прос об адекватности модели и позволяет опреде-
лить величины субстратной константы KI и пара-
метра γI.
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Квадратные уравнения (11) могут быть разре-
шены относительно скорости V:

 (13)

Прямоугольная или непрямоугольная гипербола.
Нами было измерено большое количество свето-
вых кривых фотосинтеза морских макро- и мик-
ро- водорослей [8–11, 47]. Экспериментальные
точки измерений в спрямляющих координатах
достаточно хорошо укладываются на прямую ли-
нию с тангенсом угла наклона γI ≈ (0.9–0.97). На-
ми было исследовано также большое количество
опубликованных в литературе данных, что приве-
ло к заключению: световые кривые фотосинтеза с
высокой точностью описываются уравнениями
непрямоугольной гиперболы с указанными выше
значениями параметра γI. Измеренные нами уг-
лекислотные зависимости фотосинтеза, а также
литературные данные показали, что такие зави-
симости морского фитопланктона также хорошо
спрямляются в координатах (12б) с параметром
γC ≈ (0.9–0.97) [10, 47]. Это свидетельствует о вы-
сокой степени адекватности предлагаемой моде-
ли непрямоугольной гиперболы с параметром не-
прямоугольности γC ≈ 0.95.

Как уже отмечалось, при насыщающих значе-
ниях субстратов соотношение (5) принимает вид

 Величины относитель-
ных сопротивлений реакций обратно пропорцио-
нальны максимальной скорости (или пропорцио-
нальны минимальному сопротивлению) этих реак-
ций (табл. 2). Чем выше величина относительного
сопротивления какого-либо звена (реакции), тем
ниже его максимальная скорость. Поскольку ве-
личина сопротивления конечной реакции (реак-

ций) получения продукта γ ≡ rA =  ≥ 0.95, то

сумма сопротивлений реакций сопряжения суб-
стратных циклов 
т.е. более, чем в 20 раз меньше сопротивления
цикла переработки, γ. Здесь важно отметить, что
в представленной схеме (рис. 1) заключительная
реакция получения продукта  нахо-
дится за пределами субстратных циклов. По-
скольку в реальности получение конечного про-
дукта осуществляется не одной реакцией, а сово-
купностью сопряженных циклических реакций,
то относительное сопротивление этой совокуп-
ности реакций обозначается символом γ (а не rA).
Биологический смысл параметра γ – относитель-
ное лимитирование реакций за пределами суб-
стратных циклов. Высокое значение параметра
γ ≥ 0.95 означает, что скорость включения суб-
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страта в 20–50 раз превышает скорость его пере-
работки.

Взаимовлияние субстратов (факторов среды).
Совместное лимитирование двух субстратов мо-
жет быть рассмотрено на примере двухсубстрат-
ной модели фотосинтеза, зависимость фотосин-

теза от двух факторов – интенсивности света и
концентрации углекислоты:

 (14)1 .
1 1

CAIA r Vr V V
V I V C

+ = − γ
− −

Рис. 2. Теоретические и экспериментальные световые кривые фотосинтеза P: (а) – теоретические кривые в обычных
координатах (соотношение (11)); (б) – то же в спрямляющих координатах (соотношение (12)); (в–е) – эксперимен-
тальные световые кривые фотосинтеза морских водорослей: (в–г) – красной P. сruentum; (д–е) – симбиотической зо-
оксантеллы; а, в, д – в обычных; б, г, е – в спрямляющих координатах. BL – ломаная Блэкмана.
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Соотношение (14) может быть представлено в
форме, когда видно, что характер зависимости от
одного фактора изменяется от значений другого:
от интенсивности света при различных концен-
трациях С (15а), и от концентрации С при различ-
ных значениях I (15б):

 (15)

Теоретическое рассмотрение взаимодействия
факторов, соотношение (15а), показало, что

а) [ ] ,
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при увеличении лимитирования углекислотой
(уменьшение концентрации CO2) уменьшается
насыщающий уровень фотосинтеза и пропорци-
онально происходит уменьшение субстратного
световой константы KI (рис. 3а). Аналогичным
образом, при уменьшении интенсивности света
пропорционально уменьшается субстратная кон-
станта KC (на рисунке не показано). При измене-
нии степени лимитирования как световые, так и
углекислотные кривые также имеют форму пря-
мой в спрямляющих координатах (рис. 3б).

Измерения, проведенные на клетках зооксан-
телл, показали, что при продувании обычной
морской воды воздухом, содержащим 1% CO2,
скорость фотосинтеза увеличивается примерно
в 2.5 раза, пропорционально увеличивается и све-
товая константа KI (рис. 3в). Увеличение скоро-
сти фотосинтеза при увеличении концентрации
углекислоты в среде хорошо известно в физиоло-

Рис. 3. Теоретические (а–б) и экспериментальные (в–г) кривые световой зависимости фотосинтеза P при различной
концентрации углекислоты (соотношение (15а)): (а, в) – в обычных, (б, г) – в спрямляющих координатах. Световые
кривые измерены в обычной морской воде и в морской воде, насыщенной воздухом с 1% CO2 (рис. в, г, кривые 1 и 2
соответственно).
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гии растений [18, 19]. Сопоставление теоретиче-
ских (рис. 3а 3б; соотношение (6)) и эксперимен-
тальных (рис. 3в, 3г) кривых показывает хорошее
их согласие между собой. Аналогичные результа-
ты были получены и для других морских водорос-
лей. Анализ литературных данных показал, что
углекислотные кривые изменяются таким же об-
разом, как и световые кривые, при измерении их
при различной интенсивности света [10, 11]. Та-
ким образом, взаимовлияние факторов среды с
достаточной точностью описывается двухфактор-
ной моделью фотосинтеза (соотношения (15)).

Субстратная константа является фундамен-
тальной характеристикой рассматриваемой моде-
ли. Этот параметр формируется естественным об-
разом при получении уравнений для скорости ро-
ста (система (4)) и не идентичен константе
Михаэлиса. В обсуждаемой модели субстратная
константа – это отношение максимальной ско-
рости процесса к произведению константы ско-
рости второго порядка включения субстрата и
концентрации фермента (компонента), ответ-
ственного за его включение (уравнение 4.2; табл. 1)
и имеет размерность концентрации. В частности,

для углекислоты  где  – суммар-

ная концентрация фермента рибулозобифосфат-
карбоксилазы; kC – константа скорости второго
порядка, определяющей скорость реакции
карбоксилирования. Максимальная скорость
процесса Gm для модели рис. 1 определяется из
соотношения (5) при насыщающих значениях
субстратов  или:

Отсюда получим:

Максимальная скорость процесса определяется
пропускной способностью всех звеньев (реак-
ций) цикла переработки субстратов. Иначе гово-
ря, когда максимальная скорость не лимитирует-
ся каким-либо субстратом, с одной стороны, и
измеряется при насыщении всеми субстратами, –
с другой, Gm носит название “абсолютно макси-
мальной” [19]. При лимитировании какого-либо
субстрата реальная максимальная скорость Gmr

становится меньше “абсолютно максимальной”:
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Gmr < Gm. Поскольку субстратная константа

 то реально измеряемая субстратная

константа  т.е. изменяется пропор-

ционально величине Gmr. Пропорциональное из-
менение Gmr и KCr хорошо видно на измеряемых
световых кривых при изменении концентрации
углекислоты в морской воде (рис. 3в–3г). Ясно,
что субстратная константа данного вещества кор-
ректно может быть измерена только при отсут-
ствии лимитирования другими факторами среды.

Субстратная константа по определению суще-
ственно отличается от константы Михаэлиса,
которая равна отношению констант скоростей
первого и второго порядка [4, 15]. Различие обу-
словлено тем, что в основе модели Михаэлиса–
Ментена лежит одноциклический однофермент-
ный процесс, тогда как в модели рис. 1 – поли-
циклический полиферментный процесс. Если
модель рис. 1 редуцировать до односубстратной
одноциклической реакции включения углекис-
лоты (γ = 0), то субстратная константа будет рав-

на:  т.е. будет тожде-

ственна константе Михаэлиса [4, 15]. Константа
Михаэлиса равна концентрации субстрата, при
которой скорость процесса равна половине мак-
симальной (концентрация полунасыщения). В рас-
сматриваемой полисубстратной модели концен-
трация полунасыщения (V = 1/2) при реальных
γ ≈ 0.95 меньше субстратного параметра пример-
но в два раза (см. соотношение (12б); рис. 2–3):

Субстратная константа является обобщением
константы Михаэлиса на случай рассматривае-
мых в работе полиферментных полисубстратных
процессов. Как показано выше (соотношение (5)),
если выразить концентрации субстратов в едини-
цах их субстратных констант (табл. 1), то эти от-
носительные концентрации всех субстратов в
равной степени оказывают влияние на скорость
процесса. Субстратные константы в данном слу-
чае играют роль стехиометрического коэффици-
ента – в этих единицах концентраций субстратов
процесс протекает “сбалансировано” (см. ниже).
Тангенс угла наклона начального участка кривой
зависимости скорости от интенсивности света
или концентрации какого-либо вещества являет-
ся производной величиной параметров  и 

 Для нахождения величины суб-
стратной константы какого-либо вещества необ-
ходимо сделать его лимитирующим, а остальные
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субстраты – насыщающими. Тогда полисубстрат-
ная зависимость (5) переходит в зависимость ско-
рости от одного лимитирующего субстрата (соот-
ношение (11)). Измеренные данные для зависи-
мости скорости процесса от величины этого
субстрата строятся в спрямляющих координатах

 от  (рис. 2, 3). Отсекаемый

отрезок на оси “Y” (при V = 0) соответствует вели-
чине субстратной константы Ki, а отсекаемый от-
резок на оси абсцисс (Y = 0) соответствует V0 =
= 1/γi. Тот факт, что в уравнения роста (5) и (10)
факторы среды включены в единицах субстрат-
ных констант (табл. 1), демонстрирует генетиче-
скую связь клетки с окружающей средой. Из со-
отношения (5) следует, что в модели рис. 1 “ис-
тинного” “совместного лимитирования”, не
происходит. Когда в равной степени лимитируют
одновременно два субстрата, зависимость остает-
ся такой же, как от одного фактора.

Сравнение модели роста с экспериментом. Ско-
рость роста фитопланктона нами не измерялась,
однако анализ литературных данных показал, что
экспериментальные точки световой зависимости
скорости роста Chlorella pyrenoidosa хорошо укла-
дываются на прямую в спрямляющих координа-
тах (r2 = 0.97) с тангенсом угла наклона γ = 0.87 [43].
Удовлетворительно спрямляются в этих коорди-
натах кривые зависимости скорости роста фла-
гелляты Monochrysis lutheri от концентрации вита-
мина B12: r2 = 0.75; γ ≈ 0.95 [29].

Извлечение фитопланктоном элементов из сре-
ды. Анализ соотношения (5) показывает, что ско-
рости извлечения субстратов из среды в единицах
субстратных констант равны между собой:

 (16)

Абсолютная скорость извлечения вещества про-
порциональна величине субстратной константы:

 (17)

Как отмечалось, скорость роста V определяется
элементом с минимальной концентрацией в еди-
ницах субстратной константы (соотношение (5)),
а стехиометрия извлекаемых элементов опреде-
ляется соотношением величин субстратных кон-
стант (соотношение (16)):

 (18)

Удельную скорость извлечения элементов
можно получить, поделив все члены соотноше-
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ния (16б) на концентрацию углерода в биомассе
клетки в единицах субстратной константы 
а члены для азота и фосфора дополнительно
умножив и поделив на концентрацию азота [NPh]
и фосфора  в клетке, соответственно:

 (19)

Как видно, при удельной скорости азота и фос-
фора имеются члены в фигурных скобках

 и 

соответственно. Каждый из этих членов пред-
ставляет собой отношение клеточных концентра-
ций азота (фосфора) к клеточной концентрации
углерода в единицах субстратных констант. В об-
щем случае эти концентрации не равны между со-
бой, и, следовательно, выражения в фигурных
скобках не обязательно равны “1.0”. В частном

случае, когда  и  произве-

дения в скобках становятся равными 1.0, а удель-
ные скорости потребления всех элементов будут
равны между собой:

 (20)

В последнем случае стехиометрия концентраций
элементов в клетке будет пропорциональна их
субстратным константам, т.е. той пропорции, в кото-
рой они извлекаются из среды (соотношение (18)).
Равенство (20) в литературе носит название “сба-
лансированного роста” [34, 42] и часто является
одним из условий моделирования роста.

В случае двух форм азота извлечение их из сре-
ды будет носить конкурентный характер. Сум-
марная скорость извлечения этого элемента со-
стоит из двух потоков (соотношение (14)):

 =  Очевидно,

что при равенстве содержаний конкурирующих
элементов доля потока будет обратно пропорцио-
нальной величине субстратной константы. Суб-
стратная константа в данном случае является по-
казателем “предпочтения” или “избирательно-
сти” элемента – чем выше величина субстратной
константы, тем ниже “предпочтение” (скорость
извлечения) и наоборот.

При изменении степени лимитирования про-
цесса каким-либо субстратом, или сменой лими-
тирующего субстрата величины всех субстратных
констант изменяются одинаковым образом –
пропорционально изменению максимальной
скорости процесса. Следовательно, изменение
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концентраций или соотношения внешних факто-
ров среды непосредственно не влияет на стехио-
метрию извлекаемых из среды веществ.

Для описания зависимости скорости роста
фитопланктона одновременно от двух форм азота
в литературе широко используется эмпирическое
соотношение Wroblewski, где предполагается ин-
гибирование аммонием включения нитратов в
клетку [30, 38, 46]. На наш взгляд, маловероятно,
что может иметь место ингибирование при таких
низких концентрациях (ниже величины констан-
ты Михаэлиса) [38]. В работе [33] отмечается, что
модели роста фитопланктона, предполагающие
ингибирование ассимиляции нитратов внешним
аммонием, представляют собой “дисфункцио-
нальные” модели, и само предположение об ин-
гибировании является неверным.

В работах по моделированию экосистем счита-
ется, что соотношение извлекаемых элементов из
среды определяется стехиометрией Редфильда,
поскольку другие “правила” определить это со-
отношение в литературе не обсуждались [22].
В предлагаемой модели это соотношение опреде-
ляется величинами субстратных констант, кото-
рые могут быть определены экспериментально.
Это соотношение может быть индивидуальным
для различных функциональных групп фито-
планктона и обусловливать сукцессию сообществ
при изменении факторов окружающей среды.
Важно отметить тот факт, что при получении со-
отношения (5) для скорости роста от совокупно-
сти субстратов, также как и при получении соот-
ношений (16) и (18) для стехиометрии извлечения
элементов из среды исходно какой-либо стехио-
метрии, в частности, соотношения Редфильда [45]
не закладывалось. Соотношение субстратных
констант реальных сообществ фитопланктона,
определяющих стехиометрию извлекаемых клет-
кой веществ, может служить ключом, объясняю-
щим причины формирования современной стехио-
метрии биогенных элементов в Мировом океане.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1. Предложен подход к моделированию фото-
синтеза и роста морского фитопланктона произ-
вольной сложности в стационарном состоянии.
В основе подхода лежит известный факт о поли-
ферментном полисубстратном полициклическом
характере процессов в живой клетке.

2. Предложена простейшая модель фотосинте-
за и роста морского фитопланктона с использова-
нием предложенного подхода. В концептуальной
схеме модели основными элементами процессов
являются концентрации компонентов и констан-
ты скорости. Особенностью модели является ее
описание сопряженными циклическими взаимо-

действиями, которые являются сущностью био-
химических и физиологических процессов.

3. Модель описывает стехиометрию извлече-
ния элементов из среды, независимо от степени
их лимитирования, что важно при описании био-
геохимических циклов элементов. Эта стехиомет-
рия определяется внутренними измеряемыми па-
раметрами организма (субстратные константы):

 =  Субстрат-

ные константы Ki являются фундаментальными
характеристиками модели, которые “автоматиче-
ски формируются” при решении системы уравне-
ний модели. Они являются связующим звеном
между средой и живым организмом. В уравнения
роста факторы среды включены в единицах суб-
стратных констант, что демонстрирует связь
клетки с окружающей средой. Величины и соот-
ношение субстратных констант представляют
специфические особенности функциональных
групп фитопланктона, что может определять на-
правление сукцессии морских сообществ.

4. Соотношение субстратных констант при-
родных сообществ фитопланктона может ока-
заться ключом к пониманию закономерностей
формирования стехиометрии биогенных элемен-
тов Мирового океана.

5. Скорость процесса и концентрации факто-
ров среды описываются в модели через относи-
тельные единицы. Сложные комбинации харак-
теристик системы объединены в обобщенные ки-
нетические параметры: субстратные константы и
относительные сопротивления. Это позволило
резко сократить количество переменных состоя-
ния модели. Модель указывает простой экспери-
ментальный путь определения величин ее пара-
метров.

6. Сопоставление модели с собственными и
литературными экспериментальными данными
показало высокую степень ее адекватности. Ана-
лиз многочисленных данных с использованием
модели позволил выявить общую закономер-
ность для живых организмов: в двух стадийном
процессе роста скорость включения элементов
растительной клеткой в 20–50 раз выше, чем ско-
рость последующей ассимиляции или переработ-
ки элементов. Это обусловило зависимость ско-
рости фотосинтеза и роста фитопланктона от со-
держания питательных веществ в среде в форме
уравнения непрямоугольной гиперболы.
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Modelling of Photosynthesis and Growth of Marine Phytoplankton
V. I. Zvalinsky, P. Ya. Tishchenko

The available most wide-spread in literature models of the photosynthesis and growth of the marine phyto-
plankton are analyzed and their deficiencies are shown. The new approach to modelling and developed on
base of this approach photosynthesis and growth models are offered. The peculiarity of the proposed models
is their ability to describe the coupled cyclic interactions which are typical for of biochemical and physiolog-
ical processes. In the simplest case mathematically the models are described by the non rectangular hyperbole
equations. The models describe the stoichiometry of removal elements from environment, regardless of de-
gree of their limitations that it is important at description of the biogeochemical cycles of elements. This stoi-
chiometry is defined by the internal measured parameters of the cell (the substrate parameters) and can be a
key reason of forming of the stoichiometry for instance described by the Redfield ration. The substrate pa-
rameters are the fundamental characteristic of the models, which are “automatically formed” at reception of
the model equations in relative (dimensionless) units.
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