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ВВЕДЕНИЕ

На обтекаемые подводные препятствия как
естественного, так и искусственного происхож-
дения действует сила вязкого сопротивления, а в
стратифицированной морской среде обтекаемое
препятствие подвержено гидродинамическому
воздействию, обусловленному генерацией внут-
ренних волн. Кроме того, вблизи дна гидродина-
мические воздействия на препятствия могут до-
полнительно усиливаться придонными взвесене-
сущими (мутьевыми) потоками, возникающими
при перемешивании в них микро- и мелкозерни-
стых частиц донного грунта. Скорости таких по-
токов могут превышать 1 м/с, а толщины состав-
лять несколько десятков метров. При этом избы-
ток плотности воды в них (особенно вблизи дна)
по сравнению с окружающими водами может со-
ставлять более 0.01 г/см3 [3], что может приводить
к формированию относительно резкого пикно-
клина и связанного с ним проявления внутрен-
них волн. В этом случае обтекаемые мутьевыми
потоками подводные препятствия в виде элемен-
тов инженерных конструкций (в частности,
транспортных трубопроводов) могут дополни-
тельно испытывать вполне значимые силовые
воздействия. Поэтому их учет необходим при
проектировании различных подводных сооруже-
ний в придонных слоях моря.

В настоящей работе расчеты подобных сило-
вых воздействий опираются на результаты авто-
ров по исследованию генерации поверхностных
возмущений, обусловленных обтеканием глубин-

ных препятствий двухслойным течением [4, 1, 2].
Конечно, используемая модель является идеали-
зированной (не учитываются нелинейность, вяз-
кость, турбулентный обмен), но она показывает,
что волновое воздействие на подводные объекты
может быть весьма существенным.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ЕЕ РЕШЕНИЕ
Рассматривается двухслойный поток идеаль-

ной жидкости, ограниченный горизонтальным
дном, стационарно обтекающий препятствие в
виде горизонтально расположенного цилиндра с
круговым поперечным сечением радиусом R. Да-
лее такое препятствие моделируется точечным
диполем с моментом

 (1)

где V – скорость набегающего потока [5]. Обозна-
чим толщину верхнего слоя H, нижнего – H1,
а плотности слоев соответственно ρ1 и ρ2 ( ).
Требуется определить гидродинамическую на-
грузку, испытываемую рассматриваемым препят-
ствием. Начало координат поместим на невозму-
щенной границе между слоями жидкости, ось x
направим вдоль этой границы, а ось y вертикаль-
но вверх (см. рис. 1). Решение задачи проводим в
рамках теории малых возмущений.

1а. Вначале рассмотрим случай, когда диполь на-
ходится под скачком плотности, т.е. в точке (0, –h).
Предполагая течение потенциальным, предста-
вим комплексно-сопряженную скорость в каж-

22π ,m VR=

1 2ρ < ρ
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дом из слоев в виде  
. Обозначим отклонение свободной по-

верхности от ее невозмущенного положения
 через  а величину возвышения грани-

цы раздела слоев потока через  Вдоль линии
тока  вектор скорости произвольной
частицы жидкости коллинеарен ее касательной.
Отсюда

Далее, линеаризуя данное условие и перенося
его со свободной поверхности на прямую 
имеем кинематическое граничное условие

 (2)

Аналогично получаем линеаризованное кинема-
тическое условие вдоль поверхности раздела слоев

 (3)

Отсюда имеем одно условие для вертикальных
компонент скорости:

 (4)

Затем из интеграла Бернулли с учетом затуха-
ния возмущений от диполя вверх по потоку и по-
стоянства давления вдоль свободной поверхно-
сти получаем линеаризованное динамическое
условие на границе верхнего слоя:

 (5)

где g – ускорение свободного падения.

,k kV Uμ = + ,k k kU u i= − v
( {1 2})k = ,

y H= ζ( ),x
σ( ).x

ζ( )y H x= +

1

1 ζ( )

ζ'( ) .
y H x

x
V u = +

=
+
v

,y H=

1 ζ'( ) при .V x y H= =v

1 2σ'( ) σ'( ) при 0V x V x y= , = = .v v

1 2 при 0y= = .v v

1ζ( ) при ,Vx u y H
g

= − =

Продифференцируем  равенство (5) по x и из
получившегося соотношения исключим величи-
ну  с помощью формулы (2). В результате
придем к граничному условию для компонент
вектора скорости:

 (6)

Продолжая операции с интегралами Бернул-
ли, записанными для линий тока на верхней и
нижней сторонах поверхности раздела слоев

 приходим к граничному условию для
возмущений скорости на слое скачка плотности:

 (7)

Кроме того, на дне бассейна должно быть выпол-
нено условие непротекания

 (8)

Перепишем соотношения (6), (7), (4), (8) соот-
ветственно в терминах возмущений комплексно-
сопряженной скорости:

 (9)

 (10)

 (11)

 (12)
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Рис. 1. Обтекание моделирующего трубопровод диполя, локализованного в нижнем или верхнем слоях двухслойного
потока: в точках  и 
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где   Таким образом, исходная
задача сведена к отысканию функций  и

 удовлетворяющих граничным условиям
(9)–(12), причем  регулярна в полосе

  а  – в полосе
  всюду за исключением

точки  в которой она имеет полюс второго
порядка (так как в этой точке расположен ди-
поль).

В соответствии с вышесказанным, будем ис-
кать комплексно-сопряженную скорость  в
виде ее разложения в интеграл Фурье по волно-
вым числам, а  как сумму комплексно-со-
пряженной скорости, индуцированной диполем
в безграничном потоке, и регулярной функции,
представленной интегралом Фурье:

 (13)

 (14)

где  – функции, подлежащие
определению.

Применив равенство  

получим из (14) выражение для функции  в
областях нижнего слоя, находящихся над и под
точкой локализации диполя соответственно:

 (15)

Подставив формулы (13) и (15) для комплекс-
но-сопряженных скоростей  и  в гра-
ничные условия (9)–(12), получим неоднородную
систему из 4-х линейных алгебраических уравне-
ний для определения 4-х неизвестных функций.
Применяя стандартные процедуры решения та-
кой системы, получим выражения для исследуе-
мых параметров задачи:

 (16)

Перепишем далее равенство (14) следующим
образом:

где

Заметим, что для получения физически реали-
зуемого решения (т.е. решения, которое удовле-
творяет условию отсутствия возмущений далеко
вверх по потоку) контур интегрирования в пер-
вом слагаемом выражения для  следует сме-
стить в нижнюю полуплоскость, а во втором – в

верхнюю. Таким образом, всюду в дальнейшем
 понимается как следующий предел:

 (17)

Для вычисления равнодействующей R гидро-
динамических сил, приложенных к диполю, вос-
пользуемся формулой С.А. Чаплыгина [5], со-
гласно которой
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Здесь X – волновое сопротивление, Y – подъем-
ная сила, а интегрирование осуществляется по
произвольному контуру K, расположенному в
нижнем слое и охватывающему рассматриваемый
диполь. Поскольку

и функция  регулярна в области, заполненной
нижней жидкостью, то функция  имеет в
этой области единственную особую точку:

 Применяя теорему о вычетах, находим

Вычет подынтегральной функции в точке 

Следовательно,

 (18)
Для вычисления фигурирующей в этой формуле
производной  продифференцируем (17) и в
полученное равенство подставим  В ре-
зультате получим

С помощью интегральной теоремы Коши можно
показать, что данный предел равен

Отсюда

 (19)

В (19) интеграл понимается в смысле главного
значения по Коши, а вычеты берутся по всем s по-
люсам  функции  располо-

женным на положительной действительной оси.
Из (16) видно, что эти полюса являются положи-
тельными корнями уравнения

 (20)

Кроме того, очевидно, что точки  (и только
они) являются особыми для подынтегральной
функции в первом слагаемом (19) (т.е. полюсами,
расположенными на контуре интегрирования).

Проведенный в работе [2] анализ показал, что
это уравнение имеет два положительных корня
при выполнении условия

 (21)

и один положительный корень, если

(22)

при  положительных решений нет. Здесь
 – относительный перепад

плотности между слоями,  С физиче-

ской точки зрения критические скорости  и
 означают максимальную скорость течения,

при которой в потоке за трубопроводом образу-
ются волны, обусловленные соответственно на-
личием слоя скачка плотности и свободной по-
верхности (т.е. внутренние и поверхностные).

Выделяя в (19) вещественную и мнимую части,
с учетом соотношения (1), связывающего момент
диполя с радиусом моделируемого им цилиндра,
окончательно получаем следующие выражения
для волнового сопротивления и подъемной силы:

Здесь необходимо отметить, что в выражение для
вычисления подъемной силы не включена дей-
ствующая на препятствие сила Архимеда.

Подсчет вычетов в первом выражении осу-
ществляется по формуле
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где

1б. Далее в той же постановке исследуем зада-
чу об определении гидродинамической нагрузки,
испытываемой препятствием, моделируемым то-
чечным диполем с моментом m, расположенным
в верхнем слое двухслойного потока (т.е. над сло-
ем скачка плотности). Все обозначения сохраним
теми же, что и в предыдущем случае. Поместим
диполь в точку  ( ), а комплексно-
сопряженную скорость в k-м слое  ( ),
как и ранее, представим в виде  Мате-
матическая формулировка исходной задачи вы-
глядит следующим образом: найти аналитиче-
ские функции  и  удовлетворяющие
граничным условиям (9)–(12); при этом 
должна быть регулярна в полосе  за

исключением полюса второго порядка в точке

а  регулярна в полосе 

где функции  и  подлежат
определению. Решая данную задачу тем же спосо-
бом, что и рассмотренную выше первую, получим
в итоге следующие выражения для  и 

и комплексно-сопряженной реакции трубопро-
вода 

 (23)

Здесь, как и выше, интеграл понимается в смысле
главного значения по Коши,  – полюса функций

 и  нахо-
дящиеся на положительной действительной оси,
а s – их количество. Очевидно, что эти полюса яв-
ляются положительными решениями уравнения
(20), поэтому для данного случая критерии суще-
ствования двух и одного полюса (см. (21)–(22))

останутся неизменными, равно как и значения
критических скоростей  и 

Из (23) имеем выражения для волнового со-
противления и подъемной силы:

(24)

Подсчет вычетов осуществляется по формуле
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где

АНАЛИЗ И ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ 
ДЛЯ РЕАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ МОРЯ

Расчеты гидродинамических воздействий ве-
лись при значениях характеристик среды, соот-
ветствующих реальным условиям моря. Так,
плотность верхнего слоя  была принята равной

 кг/м3. В модели рассматривались два вари-
анта величины перепада плотности воды между
верхним и нижним слоями: 
Отметим, что второе значение  может соот-
ветствовать мутьевому потоку непосредственно
вблизи дна. Радиус цилиндра R был выбран рав-
ным 0.71 м.

Что касается толщины верхнего и нижнего
слоев, то был рассмотрен случай, близкий к прак-
тическим задачам прокладки морского трубопро-
вода на неглубоких акваториях прибрежных мо-
рей: общая глубина потока  м, а
толщина верхнего слоя  м. С целью иссле-
дования влияния скачка плотности на характер
реакции морской среды локализация центра по-
перечного сечения моделируемого диполем ци-
линдра ограничивалась четырьмя горизонтами:

Результаты вычислений волнового сопротив-
ления X и величины подъемной силы Y (в расчете
на погонный метр длины цилиндра) в зависимо-
сти от скорости набегающего потока V приведены
на рис. 2–3. На каждом графике представлены
4 кривые, соответствующие разным расстояниям

 от диполя до невозмущенного положения скач-
ка плотности.

Как видно на рис. 2–3, практически для всех
кривых  и  характерно наличие суще-
ственных максимумов. Причем уменьшение мак-
симальных амплитуд сил сопротивления наблю-
дается соответственно увеличению расстояния 
от поверхности раздела слоев до обтекаемого ди-
поля и одновременно со сдвигом их в сторону
увеличения скорости V.

Далее, обращает внимание существенное влия-

ние мощности скачка плотности 

на величину волнового сопротивления и подъем-

ной силы, особенно в области их максимума. Так,
сравнение графиков на рис. 2–3, показывает, что
изменение максимальных амплитуд практически
прямо пропорционально изменению величины ε.
При этом сами значения максимума при удале-
нии диполя от границы скачка смещаются в сто-
рону увеличения скорости потока, а кривые 
и  “сплющиваются” и растягиваются вдоль
оси V.

Как видно на рис. 2, кривые  быстро
опускаются вниз, начиная с максимума и до
очень малых значений вблизи критической ско-
рости  м/с (для верхней пары графи-
ков) и  м/с (для нижней). Здесь волно-
вое сопротивление X испытывает разрыв первого
рода, резко падая до нуля. Далее оно вновь дости-
гает значительных величин лишь при существен-
но бóльших значениях V (  м/с), т.е. при ско-
ростях течения, не свойственных реальным усло-
виям открытого моря1. В то же время само
значение критической скорости возрастает при
увеличении мощности слоя скачка плотности ε,
что соответствует расширению диапазона скоро-
сти, внутри которого препятствие испытывает
значительное воздействие волнового сопротив-
ления.

Таким образом, формирование в придонных
слоях моря взвесенесущих течений с увеличен-
ной плотностью потоков (вплоть до нескольких
процентов относительно окружающих вод) мо-
жет существенно усилить гидродинамическую
нагрузку на обтекаемое препятствие. Таким обра-
зом, мощность скачка плотности ε, расстояние
диполя от границы раздела слоев h и скорость по-
тока V являются основными параметрами задачи,
их вариации могут приводить к существенным
изменениям гидродинамической реакции мор-
ской среды на обтекаемое препятствие.

В заключение обратим внимание на важную
особенность в изменчивости подъемной силы: в
относительно узком диапазоне изменения скоро-
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сопротивления связан со второй модой волнового воздей-
ствия и обусловлен наличием свободной границы потока.
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сти набегающего потока подъемная сила резко
меняет свое направление на противоположное
(рис. 3). Возникает вопрос о причине столь резко-
го и реверсивного изменения  Так, при ма-
лых скоростях в интервале от нуля и почти до
максимума подъемной силы поток, по-видимо-
му, воспринимает границу раздела слоев как
твердую стенку. При этом по форме кривая 
близка к параболе. Тогда можно предположить,
что на данном интервале скорости V граница сло-
ев сдерживает силовой напор потока почти в не-
возмущенном состоянии. Указанный факт под-
тверждается отсутствием силы волнового сопро-
тивления при малых V (см. рис. 2). Затем при

( ).Y V

( )Y V

увеличении V граница начинает возмущаться, что
приводит к изменению других параметров пото-
ка, в частности, поля давления. В результате дав-
ление на нижней половине модельного цилиндра
резко падает с увеличением скорости потока, а
подъемная сила реверсирует в очень узком интер-
вале  м/с. Причем по модулю зна-
чение амплитуды реверсивной величины Y почти
в два раза выше ее максимума, и далее она прак-
тически постоянна.

С другой стороны, структура горизонтальных
течений в море (тем более вблизи дна), как прави-
ло, неоднородна. В этом случае из-за существую-
щих неоднородностей в потоке возникающие

0.25 0.35V ≈ −

Рис. 2. Зависимости волнового сопротивления диполя от скорости потока. Диполь под скачком (левая пара), над скач-
ком – (правая пара);  для верхней пары графиков;  – нижней пары;  – го-
ризонты локализации диполя под/над скачком плотности (последовательно от максимума  до минимума

).
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вертикальные силовые воздействия на горизон-
тально протяженные элементы каких-либо пре-
пятствий (в частности, транспортных трубопро-
водов) также могут быть неоднородны и даже
противоположны по направлению (как выявлено
по модели). В результате такие знакопеременные
воздействия, распределенные по длине трубопро-
вода, могут приводить к деформациям отдельных
его частей с последующим их разрушением. По-
этому такие эффекты необходимо учитывать при
проектировании подобных элементов подводных
инженерных конструкций и выборе мест их лока-
лизации в морской среде.

Авторы благодарят д.ф.-м.н. А.Т. Ильичева и
д.ф.-м.н. Г.М. Резника за полезные обсуждения
результатов работы.
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Effect of Wave Influence of Two-layer Flow on Underwater Obstacles
I. Yu. Vladimirov, N. N. Korchagin, A. S. Savin

A study of force influence of stratified f low on underwater obstacles to be streamlined is carried out within
the limits of theoretical model. The influence is considered to be caused by generation of internal waves in
the vicinity of the density jump layer. Model of oil and gas transport pipeline is selected as an obstacle. Inte-
gral representations for the wave resistance and the lift force are obtained. Characteristics of variation of hy-
drodynamic reactions to act on the pipeline streamlined are revealed. The conditions of considerable increase
of the reactions are also found out.
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