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Решается задача смены пород после вырубок, а именно – в каких долях (по площади или соста-
ву) воспроизводятся имеющиеся породы на месте каждой погибшей (вырубленной) породы. Фор-
мально речь идет о нахождении элементов так называемой матрицы воспроизводства, которая при 
N породах имеет N 2 элементов. Выводятся соответствующие балансовые уравнения; число неиз-
вестных в них (N 2) больше числа уравнений (N), поэтому задача может быть решена только при 
принятии дополнительных ограничений (формальных или экспертных); предлагается возможный 
вариант формальных ограничений. В результате возникает универсальный аналитический алго-
ритм, позволяющий находить решения при любом числе участвующих пород. Требуемые исход-
ные данные – это площади, занятые спелыми насаждениями и молодняками (для каждой породы). 
Предлагаемый подход пригоден для решения аналогичной задачи в случае гибели насаждений от 
пожаров. 

Естественное воспроизводство, породный состав, моделирование.

ОБЪЕКТ  ИССЛЕДОВАНИЯ  
И  ПРОБЛЕМАТИКА

Многочисленные полевые наблюдения за по-
родной структурой молодняков говорят о том, что 
территория, занятая до рубки любой из преобла-
дающих пород, после рубки может зарастать од-
ной из нескольких преобладающих пород (с каки-
ми-то вероятностями), свойственными данному 
типу условий местопроизрастания (ТУМ). Это же 
показывают данные гослесфонда (ГЛФ). Явление 
имеет несколько очевидных причин: вырубаются 
обычно позднесукцессионные породы, а заселе-
ние происходит преимущественно раннесукцеси-
онными. Кроме того, на “размазывание” видового 
состава молодняков относительно видового со-
става насаждений спелых влияет стохастический 
характер зарастания пустующей площади. 

Задача о смене видового состава может ре-
шаться в разном разрешении. Пусть на конкрет-
ной территории имеется N пород. Для простого 
варианта (А) попробуем оценить, каков видовой 

состав молодняков при данном составе погибших 
спелых насаждений; ответом будут N чисел (пло-
щадей или долей состава). В некотором прибли-
жении, на этот вопрос отвечают материалы лесо-
устройства и ГЛФ. В более детальном варианте 
(В) можно попытаться установить, каков видо-
вой состав молодняков, возникающих на месте 
каждой погибшей  спелой породы. Ответом бу-
дут уже N 2 чисел (площадей или долей состава), 
и этих данных в отчетности нет. Задача сложна, и 
в прикладных моделях задание матрицы воспро-
изводства оставляется на усмотрение пользова-
теля [5, 9]. Именно этот вариант задачи состав-
ляет предмет предлагаемой работы. Заметим, что 
прямые измерения нужных N 2 величин в полевых 
условиях затруднительны, поэтому представляет-
ся полезной возможность какой-либо их расчет-
ной (теоретической) оценки. 

Предпринятый нами обзор литературы по теме 
выявил следующую картину. Бóльшая часть эко-
логических работ по регенерации просто иссле-
дует видовой состав подроста и его связь с фак-
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торами среды, вне какой-либо связи с видовым 
составом погибшего насаждения (типичные при-
меры – [3, 4, 6, 8]). 

Видовой состав погибшего насаждения учиты-
вается в небольшом числе работ. Так, например, 
D. F. Greene и E.A. Johnson [7] обнаружили сла-
бое изменение видового состава после пожара в 
Саскатчеване и Квебеке (Канада). Это, по-види-
мому, объясняется тем, что горели позднесукцес-
сионные леса, не имевшие в своем составе ранне-
сукцесионных видов; T.A. Kurkowski с соавт. [10] 
исследовали видовой состав послепожарного воз-
обновления на Аляске в лесах, состоящих из ели, 
березы и осины, в зависимости от ряда экологи-
ческих факторов; А.Т. Pham с соавт. [10] изуча-
ли воспроизводство в масштабе gap’a (зона влия-
ния взрослого дерева) для лесов, составленных из 
трех и четырех пород. В двух последних работах 
прямыми полевыми измерениями найдены мат-
рицы регенерации. 

Надо отметить, что уровень gap’a является ба-
зовым в том смысле, что смена пород на нем необ-
ходима и достаточна для реализации смен на всех 
вышестоящих уровнях. По этой причине числен-
ные эксперименты cо ставшими сейчас обычны-
ми  individual tree models легко позволяют найти 
матрицы регенерации и использовать их в моде-
лях высших уровней; адекватность полученных 
матриц будет, конечно, зависеть от адекватности 
модели.

ВЫВОД  ОСНОВНЫХ  УРАВНЕНИЙ

Сформулированная и решенная ниже задача 
ориентирована на натурные данные специально-
го вида. Это отчетные данные ГЛФ или данные 
лесоустройства, которые  представляют из себя 
величины площадей (частей общей территории), 
занятых породами как преобладающими. 

Для простоты изложения модель формулирует-
ся для случая естественного зарастания вырубок 
и для данных ГЛФ.

Рассматривается система из j = 1...N пород, 
разбитых на группы возраста согласно критери-
ям, принятым при формировании данных ГЛФ 
(то есть, в частности, с учетом разбивки по кодам 
рубки); занятые ими площади выражены в гекта-
рах. Используемые величины и обозначения. 

P1,.., PN – площади, занятые спелыми и пере-
стойными древостоями с преобладающей поро-
дой 1...N, га;

P = P1+...+PN – суммарная площадь спелых и 
перестойных насаждений, га;

Q1,.., QN – площади молодняков первого года 
возраста, возникшие после рубок, га год–1;

Q = Q1+...+QN  – суммарная площадь этих мо-
лодняков, га.

Принятая система отчетности не позволяет 
оценить интенсивность (скорость) рубок насаж-
дений отдельно по каждой преобладающей поро-
де, поэтому ниже рассматривается упрощенная 
ситуация, когда все спелые и перестойные древо-
стои рубятся с интенсивностью, одинаковой для 
каждой породы; соответственно, вводится одна 
величина, равная средней удельной скорости руб-
ки по всем породам:

 r = Q⁄P, (1) 

r имеет размерность год–1. По физическому смыс-
лу введённых величин

 Qk = r × Рk. (2)

Нам понадобятся также следующие величины: 
q1,.., qN – доли площадей молодняков первого года 
возраста, qk = Qk⁄Q, p1, .., pN – доли площадей спе-
лых и перестойных насаждений, pk = Pk⁄P.

Пусть sjk
 – доля площади, на которой после руб-

ки породы k воспроизвелись молодняки породы j. 
Абсолютная площадь равна:

 Sjk
 = sjk × Qk = r × sjk × Рk.

После рубок на всех площадях P1, .., PN пол-
ная площадь, на которой воспроизвелась порода 
j, равна:

 r × (sj1 × Р1 + sj2 × Р2 +...+ sjN × РN) = Qj.

Выписав такие уравнения для всех пород, полу-
чим систему N уравнений на N 2 параметров sjk:

 s11P1 +...+ s1NrPN = Q1;  
 .....................................
 sN1rP1 +...+ sNNrPN = QN.

Подставив сюда выражение (1) для r, получим 
окончательные уравнения в частотах

 s11p1 +...+ s1NpN = q1;
 .................................. (3)
 sN1p1 +...+ sNNpN = qN,

где, напомним, 

 p1 +...+ pN = 1;    q1 +...+ qN = 1.  (4)

По своему физическому смыслу, элементы мат-
рицы || sik || удовлетворяют равенствам 

 s11 +...+ sN1 = 1,..., s1N +...+ sNN = 1     (5)
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и неравенствам 

 sik ≥ 0,    sik ≤ 1 (6)

(второе неравенство следует из первого и из (5)).
Основная система (3) содержит N 2 неизвест-

ных. Ввиду соотношений (4) и (5), одно уравне-
ние является зависимым (удобно считать его по-
следним). Оставшиеся N–1 уравнений позволяют 
найти N–1 неизвестных. Учитывая N уравнений 
(5), всего находятся 2N–1 неизвестных, а свобод-
ными остаются 

 Nfree(N) = N2– (2N – 1) = (N – 1)2    (7)

величин sik. 
Если бы задача решалась без ограничений (5) и 

(6), то задав (N – 1)2 свободных величин sik, всегда 
можно было бы найти 2N – 1 неизвестных. Од-
нако ограничения препятствуют такому подходу, 
что легко демонстрируется уже для N = 3. Случай 
N = 2 представляет спасительное исключение, ко-
торое используется ниже для решения общей за-
дачи.

НАХОЖДЕНИЕ  МАТРИЦЫ  ВОСПРОИЗВОД-
СТВА

Ниже предлагается алгоритм, позволяющий 
найти элементы матрицы породной структуры ес-
тественного возобновления sim для любого числа 
пород и произвольных pk, qk.

В случае двух пород уравнения для величин sim 
имеют вид:

 s11p1 + s12p2 = q1,          (8)

 s21p1 + s22p2 = q2,         (9)

где pk – доли спелых насаждений в общей их сум-
ме, qk – доли молодняков (p1 + p2 = 1, q1 + q2 = 1). 
Напомним смысл элементов матрицы регенера-
ции для этого случая: s11 – доля площади выруб-
ленной породы 1, на которой воспроизвелась по-
рода 1; s21 – доля площади вырубленной породы 
1, на которой воспроизвелась порода 2; s12 – доля 
площади вырубленной породы 2, на которой вос-
произвелась порода 1; s22 – доля площади выруб-
ленной породы 2, на которой воспроизвелась по-
рода 2.

Поскольку s11 + s21 = 1, s12 + s22 = 1, уравнения 
сводятся к одному уравнению на два неизвест-
ных:

 s11p1 – s22(1 – p1) + (1 – p1 – q1) = 0.  (10)

Несложный анализ показывает, что прямая (10) 
всегда проходит внутри единичного квадрата 
(рис. 1):

 0 ≤ s11, s22 ≤ 1, 

то есть что двухвидовая задача всегда имеет ре-
шение. Выбрав s11 в качестве свободного пара-
метра, найдем: 
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Предположим теперь, что первая порода явля-
ется суммой K пород, вторая – суммой L пород, с 
соответственно заданными частотами спелых аk, 
gm и молодняков ek, fm:

 p1 = Σаk,  k = 1...K,   p2 = Σgm,  m = 1...L, (12)

 q1 = Σek,  k = 1...K,   q2 = Σfm,  m = 1...L. (13)

Обозначим через сkn элементы искомой матрицы 
регенерации размерности N = K + L. Они должны 
удовлетворять следующей системе уравнений:

 с11 а1+…+ с1K аK + с1K+1 g1+…+ с1N gL = e1,
 ………………………………………...........
  cK1 а1+…+ сKK аK + сKK+1 g1+…+ сKN gL = eK, (14)

сK+11 а1+…+ сK+1K аK + сK+1K+1 g1+…+ сK+1N gL = f1,
 ………………………………………………
 cN1 а1+…+ сNK аK + сNK+1 g1+…+ сNN gL = fL,

где по-прежнему для каждого столбца (индекс k) 
должно выполняться

 Σckn = 1,  k, n = 1...N. (15)

Рис 1. Первый шаг алгоритма решения системы (3): 
случай двух переменных с четырьмя вариантами рас-
положения прямой (10) на плоскости (s11, s22).
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Прямой подстановкой можно убедиться в том, 
что решение системы дается формулами, которые 
удобно записать в виде таблицы 2 × 2 со структу-
рой,  соответствующей структуре системы (14):
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Здесь s12 = 1 – s22, s21 = 1 – s11, s11 – свободный па-
раметр, а s22 найдено из (11). Поскольку элемен-
ты ckn зависят только от первого индекса, полное 
число разных ckn равно 2N, из них 2 зависимых 
(в силу соотношений (15) и упомянутой зависи-
мости только от первого индекса), так что в ито-
ге найдено 2N – 2 независимых величин ckn; ре-
зультат полностью соответствует числу заданных 
2N – 2 исходных величин – частот площадей мо-
лодняков и спелых. Решения (16), (17) построе-
ны таким образом, что сложение первых K урав-
нений с подставленными ckn дает уравнение (8), 
а сложение оставшихся – уравнение (9).

Задавая значения свободного параметра s11, по-
лучаем любое число матриц регенерации, среди 
которых можно экспертным образом выбрать те, 
которые наиболее соответствуют лесоводствен-
ным или экологическим представлениям для дан-
ного региона.

Для удобства пользователей алгоритма приво-
дим последовательность действий при проведе-
нии расчетов (рис. 2):

– имеющийся набор из N пород произвольным 
образом разбивается на две подгруппы, N = K + L 
(например, “хвойные” и “лиственные”);

– находятся соответствующие частоты спелых 
и молодняков аk, gm, ek, fm;

– задается значение свободного параметра s11 
(в допустмых пределах его изменения – рис. 1), 
затем значение s22 по формуле (11); 

– находятся итоговые элементы матрицы реге-
нерации сkn по формулам (16), (17). 

ОБОБЩЕНИЕ  МОДЕЛИ

Формализм легко обобщается на случай вос-
производства молодняков на гарях: если принять, 
что пожар уничтожает площади со всеми возрас-
тами насаждений, то в приведенных выше по-
строениях под величинами p1, ..., pN достаточно 
понимать доли площадей всех возрастов пород 
1...N. Cтоль же просто модель применяется к дан-
ным лесоустройства: вместо групп возраста сле-
дует брать площади в интервалах возраста. 

Не обязательно рассматривать все породы как 
единый массив (список), для которого любая по-
рода может воспроизвестись на месте любой дру-
гой. Для достаточно больших или экологически 
гетерогенных регионов могут быть основания 
считать, что породы образуют М непересекаю-
щихся групп, так что воспроизводство происхо-
дит только внутри каждой из них. В этом случае 
предложенный алгоритм также позволяет найти 
матрицу воспроизводства всей системы. Матри-
ца будет состоять из М квадратных подматриц, 
расположенных по диагонали общей матрицы 
(пример для случая М = 3 дан на рис. 3). Каждая 
подматрица находится по описанному выше ал-
горитму. 

Ниже приведены примеры расчетов в соответ-
ствии с приведенными алгоритмами.

Рис. 2. Строение матрицы регенерации (обозначения 
и формулы см. в тексте). Элементы  сkn находятся по 
формулам (16), (17). Указаны размерности четырех 
под-матриц. 

Рис. 3. Структура матрицы воспроизводства для слу-
чая трех непересекающихся групп пород. n1, n2, n3 – 
размерности под-матриц (число пород в каждой под-
группе), n1 + n2 + n3 = N.
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Пример 1

Матрицы регенерации |5 × 5|, найдены по дан-
ным лесоустройства в Вологодской области, 
1988 г. (табл. 1). Выбраны три точки на прямой 
(11) – две крайних и одна посредине отрезка 
(а11 = a11max/2) (рис. 1).
Агрегированная порода-1: 1+2; агрегированная 
порода-2: 3+4+5.

Доли молодняков Доли спелых Пределы изме-
нения a11, а22

     q1     q2         p1     p2 a11min a11max 
a22min a22max

0.1056 0.8944 0.5397 0.4603  0.0000  0.1956 
 0.7706  1.0000

Уравнение (11) для нахождения базовой матрицы 
|2×2| |a[i,k]|:
a22 = 0.7706 + a11 × 1.1727.
1. Выбранное значение а11 и найденные |a[i,k]|:

   a11    a12    a21    a22

0.0000 0.2294 1.0000 0.7706

Матрица регенерации-1
 Сосна   Ель Берёза Осина Прочие   

Сосна 0.0000 0.0000 0.0521 0.0521  0.0521
Ель 0.0000 0.0000   0.1773 0.1773  0.1773
Берёза 0.7515 0.7515 0.5790 0.5790  0.5790
Осина 0.2348 0.2348 0.1810 0.1810  0.1810
Прочие 0.0137 0.0137 0.0106 0.0106  0.0106

Таблица 1. Исходные данные: площади пород в га.

Номер 
породы Порода

Молодняки
(первый год воз-

раста)

Спелые и пе-
рестойные

1 Сосна     891.3 644902

2 Ель   3032.5 961355

3 Береза 24978.8 978029

4 Осина   7806.3 365857

5 Прочие     455.4   25804

Таблица 2. Исходные данные: площади пород, га.

Номер по-
роды Порода Код породы Код рубки Молодняки

(первый год возраста)
Спелые и перестой-

ные

  1 Сосна 101 21 21.0 9488
  2 Сосна 101 25 105.5 10478
  3 Сосна 101 29 4434.6 583632
  4 Ель 102 21 19.2 6090
  5 Ель 102 25 155.1 23112
  6 Ель 102 29 24472.0 752210
  7 Лиственница 104 29 24.0 0
  8 Сосна кедровая 105 25 0.3 0
  9 Сосна кедровая 105 29 0.6 0
10 Вяз (и др. ильмовые) 116 35 0 68
11 Береза 124 34 32.9 4002
12 Береза 124 35 233.9 23649
13 Береза 124 37 25571.8 891132
14 Осина 125 37 9.9 2689
15 Осина 125 39 89.0 18026
16 Осина 125 43 8825.3 305802
17 Ольха серая 126 37 2.0 18
18 Ольха серая 126 39 10.3 653
19 Ольха серая 126 43 258.6 21163
20 Ольха черная 127 34 0 54
21 Ольха черная 127 35 0 780
22 Ольха черная 127 37 4.6 3993
23 Ивы древовидные 132 37 0.4 0
24 Ивы древовидные 132 39 13.5 4
25 Ивы древовидные 132 43 277.2 3798
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2. Выбранное значение а11 и найденные |a[i,k]|:
       a11         a12         a21         a22
    0.0978    0.1147    0.9022    0.8853
Матрица регенерации-2

 Сосна   Ель Берёза Осина Прочие
Сосна 0.0222 0.0222 0.0261 0.0261  0.0261
Ель 0.0756 0.0756 0.0886 0.0886  0.0886
Берёза 0.6780 0.6780 0.6653 0.6653  0.6653
Осина 0.2118 0.2118 0.2079 0.2079  0.2079
Прочие 0.0124 0.0124 0.0121 0.0121  0.0121
3. Выбранное значение а11 и найденные |a[i,k]|:

       a11        a12         a21         a22
    0.1956    0.0000    0.8044    1.0000

Матрица регенерации-3
 Сосна    Ель Берёза Осина Прочие
Сосна 0.0444 0.0444 0.0000 0.0000  0.0000
Ель 0.1512 0.1512 0.0000 0.0000  0.0000
Берёза 0.6045 0.6045 0.7515 0.7515  0.7515
Осина 0.1889 0.1889 0.2348 0.2348  0.2348
Прочие 0.0110 0.0110 0.0137 0.0137  0.0137

Пример 2

Матрицы регенерации |25 × 25|, найдены по 
данным  ГЛФ для Вологодской области за  2003 г. 
(табл. 2). На прямой (11) выбраниа одна точка  
посредине отрезка, а11 = a11max/2.

Таблица 3. Матрица регенерации; приведены столбцы с элементами матрицы для указанных групп пород.

Номер по-
роды Порода Код породы Код рубки Для пород 1–9 Для пород 10–25

  1 Сосна 101 21 0.000312 0.000339
  2 Сосна 101 25 0.001570 0.001704
  3 Сосна 101 29 0.065980 0.071627
  4 Ель 102 21 0.000286 0.000310
  5 Ель 102 25 0.002308 0.002505
  6 Ель 102 29 0.364108 0.395267
  7 Лиственница 104 29 0.000357 0.000388
  8 Сосна кедровая 105 25 0.000004 0.000005
  9 Сосна кедровая 105 29 0.000009 0.000010
10 Вяз (и др. ильмовые) 116 35 0 0
11 Береза 124 34 0.000526 0.000492
12 Береза 124 35 0.003741 0.003495
13 Береза 124 37 0.409000 0.382061
14 Осина 125 37 0.000158 0.000148
15 Осина 125 39 0.001423 0.001330
16 Осина 125 43 0.141154 0.131856
17 Ольха серая 126 37 0.000032 0.000030
18 Ольха серая 126 39 0.000165 0.000154
19 Ольха серая 126 43 0.004136 0.003864
20 Ольха черная 127 34 0 0
21 Ольха черная 127 35 0 0
22 Ольха черная 127 37 0.000074 0.000069
23 Ивы древовидные 132 37 0.000006 0.000006
24 Ивы древовидные 132 39 0.000216 0.000202
25 Ивы древовидные 132 43 0.004434 0.004142

Агрегированная порода-1: 1+...+9; агрегированная порода-2: 10+...+25.
Доли молодняков    Доли спелых Пределы изменения a11, а22

 q1 q2 p1 p2 a11min  a11max a22min  a22max
 0.4528 0.5472 0.5205 0.4795 0.0000  0.8699 0.0557 1.0000

Уравнение (11) для нахождения базовой матрицы |2 × 2| |a[i,k]|:
a22 = 0.0557 + a11 × 1.0856
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Выбранное значение а11 и найденные |a[i,k]|:
       a11         a12        a21         a22
    0.4349    0.4722    0.5651    0.5278
 Заключение. Необходимость нахождения 

матриц регенерации для задач любой размерно-
сти (числа пород) возникла в процессе разработ-
ки общей модели породно-возрастной динамики, 
оперирующей отчетными данными ГЛФ [1, 2]. 

Предложенный алгоритм построения матриц 
регенерации дает на выходе очень простые мат-
рицы: для случая, когда каждая порода может 
воспроизводиться на месте любой другой, мы на-
ходим матрицу всего с двумя разными столбца-
ми (см. числовые примеры). В принципе, возмож-
ны и другие алгоритмы, дающие более “богатые” 
матрицы, но они сложнее в вычислительнoм от-
ношении. 
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Determination of matrices of natural regeneration 
from forest inventory data

G. N. Korovin, M. D. Korzukhin
The paper deals with the natural regeneration after clear cuts. The share of each specie in species 
composition and area at a regeneration site after cut or forest death is considered. The issue is reduced 
to determination of elements of the regeneration matrix. For N number of species the matrix consists of 
N2 elements. The N balance equations having N2 unknown values are derived. These equations could 
only be solved by introducing additional assumptions, exemplifi ed in the paper. The universal analytical 
algorithm of fi nding the solution for any N is proposed. The necessary initial data includes areas occupied 
by mature stands before cuts, and by juvenile stands regenerated (for all species). The approach proposed 
can be used in solving the regeneration issues in case of disturbances like forest fi res.

Natural regeneration, species composition, modeling.


