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Современные феноменологические модели
фазовых переходов (теория Ландау) в кристаллах
для реологического описания физического экс�
перимента используют сложные потенциалы все
более высоких степеней по многомерному пара�
метру порядка [1, 2]. Существование конечного
базиса инвариантов для случая конечных групп,
которыми описывается симметрия параметров
порядка твердого тела, в большинстве случаев
позволяет сформулировать достаточно простые
правила построения всех инвариантов произ�
вольно выбранной степени. Эти правила легко
алгоритмизируются средствами современных ма�
тематических пакетов.

Построение базиса инвариантов проводится
последовательным нахождением инвариантов в
каждой степени и исключением из их числа тех,
которые можно представить через произведения
инвариантов уже найденных [3, 4]. Эта процедура
должна проводиться с одновременным приведе�
нием к дробно�рациональному виду перечисляю�
щей функции [5], разложение которой дает ряд
Пуанкаре [6] для выбранной группы (представле�
ния). Ряд Пуанкаре определяется как формаль�
ный степенной ряд по переменной z, в котором
коэффициент ak при zk определяет число инвари�
антов в степени k. Знаменатель полученной та�
ким образом дроби дает число и степени алгебра�
ически независимого базиса, числитель перечис�
ляет по степеням число инвариантов линейного
базиса. Для конечных групп ряд Пуанкаре дается
разложением в ряд функции P(z), вычисленной
по формуле Молина [7].

(1)

Здесь  – порядок группы, I – единичная матри�
ца,  – матрица представления группы для эле�
мента g. Выражение (1) последовательно по сте�
пеням с одновременным вычислением базиса ин�
вариантов приводится к виду

. (2)

В (2) все am > 0 дают число инвариантов линейно�
го базиса Um,i в степени m (i = 1, 2, …, am), а каждое
число di определяет степень инварианта незави�
симого базиса Jk. Последовательные вычисления
по степеням с одновременным приведением (1) к
виду (2) позволяют найти базис и выделить неза�
висимые инварианты Jk и зависимые инвариан�
ты, из произведений которых можно сформиро�
вать линейный базис Um,i. Формула (2) характери�
зует вид разложения в ряд произвольной
функции f(η), инвариантной относительно за�
данной группы, в следующем виде

. (3)

Функции Φ(Jk) и Ψm,i(Jk) в (3) являются поли�
номами по инвариантам Jk независимого базиса.
Для групп, порожденных отражениями, в числи�
теле (2) стоит единица [5]. В этом случае между
инвариантами базиса нет никаких соотношений
(сизигий), так что базис является функционально
независимым. Тогда всевозможные произведения
инвариантов базиса, которые дают фиксирован�
ную степень, полностью определяют все линейно
независимые инварианты в этой степени. В об�
щем случае правило образования произведений
инвариантов из выбранного базиса, определяю�
щих все линейно независимые инварианты неко�
торой степени, дается формулой (3).

Феноменологический потенциал, описываю�
щий свойства сегнетомагнетика, содержит два
трехкомпонентных параметра порядка m ⊕ p, m –
магнитный момент, p – поляризация. Трансфор�
мационные свойства этих параметров порядка в
группе m3m ⊗ R, где R – инверсия времени, зада�
ются следующими матрицами (генераторами
группы):
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(4)

Точно такие же матрицы генераторов будут и для
группы симметрии F1u ⊕ R25 параметра порядка
твердых растворов BaxSr1 – xTiO3 [2]. В этом случае
матрице, соответствующей инверсии времени,
будет соответствовать матрица трансляций a1, a2,
a3 того же вида, т.е. инварианты для сегнетомагне�
тика и твердого раствора, а значит, и соответству�
ющие потенциалы можно получить из инвариан�
тов для m ⊕ p формальной заменой магнитного
момента m на ротационный параметра порядка .

Формула (1) для функции Молина и ряда Пу�
анкаре для группы, определяемой генераторами
(4), дает следующее перечисление для инвариан�
тов

(5)

Вычисления по описанной выше схеме дают
базис, состоящий из 14 инвариантов. Расчет с
учетом функции Молина позволяет провести сле�
дующее разбиение базиса:

(6)

Здесь Jk – инварианты алгебраически независи�
мого базиса, Im – инварианты зависимого базиса,
конечное число произведений которых составля�
ет линейный базис Um,i. Вычисление линейного
базиса в соответствии с (5) дает следующий конеч�
ный список произведений инвариантов Im, со�
ставляющих базис Um,i:

(4) 2 { } 

(6) 4 { } 

(8) 5 { } 

(10) 4 { }. (7)

(12) 5 { } 

(14) 2 { } 

(16) 1 { }.

Произведения инвариантов зависимо�
го базиса (7) определяют функции Um,i линейного
базиса (3), количественно по степеням соответ�
ствующие числителю в (5). Цифра в круглых
скобках в (7) означает степень инвариантов, циф�
ра перед фигурной скобкой – число инвариантов
линейного базиса (число произведений) в данной
степени. Как видно из (7), для решения задачи
разложения (3) для сегнетомагнетика требуется
выполнить вычисления до 16 степени включи�
тельно. 
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