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ВВЕДЕНИЕ

Лазерные фотоакустические методы нашли
широкое и эффективное применение при иссле�
довании оптических, дихроичных, теплофизиче�
ских, нелинейных свойств кристаллов, а также
диагностики внутренних напряжений в твердых
телах [1–7]. Для решения нестационарных задач
термооптической генерации звука в [1, 6] исполь�
зовался метод спектральных передаточных функ�
ций, во многом эквивалентный методу, основан�
ному на теореме взаимности в акустике [8]. При
исследовании фотоакустического преобразова�
ния в неоднородных и кристаллических средах
необходимо иметь ввиду, что поглощение элек�
тромагнитных волн в таких средах имеет ряд ха�
рактерных особенностей, обусловленных, напри�
мер, эффектами анизотропии, гиротропии, ди�
хроизма [9, 10]. Поэтому одной из основных
проблем в лазерной фотоакустической спектро�
скопии является нахождение аналитических ре�
шений неоднородных уравнений теплопроводно�
сти, в правую часть которых входит скорость дис�
сипации энергии как плотность мощности
тепловых источников. Выполнив решение элек�
тродинамических граничных задач с использова�
нием ковариантных методов прямого тензорного
исчисления, впервые разработанных Ф.И. Федо�
ровым [9, 11], не составит труда определить вели�
чину диссипации энергии в средах с произволь�
ным сочетанием эффектов гиротропии, дихроиз�
ма и анизотропии, например, для кристаллов
средних сингоний [2], кристаллов c холестериче�

ской структурой анизотропии [12], естественно
гиротропных сверхрешеток [13] и т.д.

Следует отметить, что сам подход к решению
задач фотоакустического преобразования, осно�
ванный на решении граничных задач электроди�
намики ковариантным методом и последующего
расчета скорости диссипации энергии, предпо�
чтительнее традиционно применяемого в фото�
акустике [1, 6, 8], так как позволяет при необходи�
мости учесть граничные дифракционные эффек�
ты, многолучевую интерференцию, особенности
модового состава лазерного излучения и т.д.

Как известно [14], одной из причин образова�
ния дефектов при выращивании кристаллов из
расплава является пластическая деформация под
действием термоупругих напряжений. Механиче�
ская обработка поверхности лазерным излучением
также приводит к локализации подповерхностных
термоупругих зон. Использование фотоакустиче�
ского эффекта для диагностики внутренних на�
пряжений в твердых телах продемонстрировано
в [15–19].

Целью данной работы является исследование
кристаллических образцов, содержащих внутрен�
ние напряжения, методом лазерной фотоакусти�
ческой спектроскопии при возбуждении звука с
помощью различных мод бесселевых световых
пучков (БСП).

Такие пучки привлекают внимание исследова�
телей благодаря уникальным свойствам, а имен�
но: бездифракционностью при распространении
в определенной области пространства, а также
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способностью высокой концентрации световой
энергии вблизи оси пучка [20–22]. Важной осо�
бенностью БСП является возникновение ради�
ального потока энергии. Использование воз�
можности управления выбором необходимых
поляризационных мод БСП, модулированно по�
глощающихся средой, позволило авторам [23]
предложить устройство термооптического воз�
буждения акустических волн для целей неразру�
шающего контроля и фотоакустической диагно�
стики неоднородных материалов и изделий кван�
товой электроники.

ТЕОРИЯ

Рассмотрим случай пьезоэлектрической реги�
страции величины фотоакустического сигнала,
возникающего вследствие поглощения ТЕ�моды
амплитудно�модулированного БСП кристалли�
ческим образцом, содержащим внутренние на�
пряжения (рис. 1).

Для БСП характерно наличие цилиндриче�
ской симметрии, так как фурье�спектр БСП
представляет собой кольцевое поле, а простран�
ственный спектр – конус волновых векторов [21].
Поэтому при формулировке систем уравнений
для компонент векторов Е и В воспользуемся ци�
линдрической системой координат. В целях общ�
ности предположим наличие у кристаллического
образца гиротропных свойств. 

Будем исходить из следующих уравнений свя�
зи [11, 24]:

(1)

где  – тензор диэлектрической прони�
цаемости,  – псевдотензор второго
ранга, действительная часть которого 
определяет удельное вращение плоскости поля�
ризации, а мнимая  ответственна за цир�
кулярный дихроизм.
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Рис. 1. Схема пьезоэлектрической регистрации фото�
акустического сигнала: 1 – естественно гиротропный
образец, 2 – пьезодатчик, В – аксикон, С – бесселе�
вый световой пучок.
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определим скорость диссипации ТЕ�моды БСП

(7)

где .

Аналогично определяется плотность мощно�
сти тепловых источников для ТH�моды БСП, од�
нако из�за громоздкости выражение не приво�
дится.

Анализ выражения (7) показывает, что ско�
рость диссипации энергии нулевой и первой мо�
ды осциллируют в противофазе, а спад величины

 на графической зависимости  от радиаль�
ной координаты ρ модулируется функцией Бес�
селя (рис. 2).

Распределение температурных полей в иссле�
дуемом образце можно найти на основании реше�
ния неоднородного уравнения теплопроводности

(8)
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пации энергии ТЕ�моды БСП (Ω – частота моду�
ляции). Коэффициент температуропроводности
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удельная теплоемкость образца соответственно.
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висимости коэффициента термоупругой связи от
начальной деформации в образце. Основываясь
на результатах [7, 17], в которых приведено выра�
жение для деформаций при учете нелинейных
смещений, можно записать для упругих смеще�
ний следующее уравнение

. (9)

В (9) использованы обозначения 

+ ,  , 

+ ,  , m, n, l0 – постоянные
Мурнагана, μ – коэффициент Ляме, К – сжимае�
мость, γ0 – коэффициент термоупругой связи для
недеформированного тела, ρ0 – плотность тела в
начальный момент времени, ϕ0 – коэффициент,
определяющий зависимость термоупругой связи
от начальной деформации, U33 – компонента тен�
зора начальных напряжений.

Выполнив совместное решение уравнений (8)
и (9), несложно получить выражение для смеще�
ния частиц в исследуемом образце, обусловлен�
ного деформациями под действием модулирован�
ного на частоте Ω лазерного излучения 

(10)

где введены обозначения

, , ,

 – коэффициент поглощения света,

 – волновое число звуковой волны в образ�
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ном образце 
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описывает чисто акустические свойства систе�
мы кристаллический образец–пьезопреобразо�
ватель, а

 (13)

ответственен за теплофизические, гиротропные,
дихроичные и термоупругие свойства неоднород�
ного образца с внутренними напряжениями. В
(11–13)

 – пьезомодуль, εs – диэлектрическая
проницаемость зажатого кристалла, cD = cE(1 +
+ e2)/(εscE), cE – коэфициент жесткости пьезо�

электрика; , λ – коэффициент Ляме;
В – объемный модуль упругости;  – коэффици�

ент теплового объемного расширения,  –

волновое число звуковой волны в пьезопреобра�
зователе, Vp – скорость звука в пьезокристалле. 

Из соотношений (11–13) следует, что величи�
на амплитудного сигнала, снимаемого с пьезо�
элемента сложным образом, зависит от диссипа�
тивных, гиротропных и теплофизических свойств
образца, величины термоупругих деформаций, а
также геометрических параметров системы обра�
зец–пьезопреобразователь, частоты модуляции и
модового состава падающего на образец излуче�
ния БСП. 

Выражения для разностей потенциалов, воз�
никающих в пьезопреобразователе для других
граничных условий: зажатых (  U(� + �1) = 0)

и поперечно нагруженных (  U(� + �2) = 0,

 ) границах системы кристал�
лический образец–пьезопреобразовантель, при�
ведены в Приложении.

АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ

Представляет интерес анализ полученных вы�
ражений (11–13) для амплитудного значения фо�

( ) ( )

⎡
= Ψ + Ψ +⎢
⎣

⎛ ⎞ ⎤
+ + − Ψ + ϕ⎜ ⎟ ⎥

⎝ ⎠ ⎦

�

� �

ctg

ctg

2 3

1
1cos sin 1

T

D
T

T

W c Q Q

k c
i kQ Q Q c

Qc

1 2 2 2 2

2 2 2 2 2

,

,

TE s

s

TE

s

E
Q Q

eE
Q Q

−β

⎛ ⎞σ βΨ = −⎜ ⎟
σ + β +⎝ ⎠
⎛ ⎞βΨ = −⎜ ⎟
β + σ +⎝ ⎠

�

3 2 2 2 2

1, ,

s s

s

TE s

s

TE TE s
t t

s s

e e
E

Q Q

B E e e B E

−σ −σ

−σ −β

⎛ ⎞σ βΨ = − −⎜ ⎟
σ + β +⎝ ⎠

⎛ ⎞ β − σβ− α − ϕ = α⎜ ⎟σ σ⎝ ⎠

� �

� �

= ε/ ,sh e e

= λ + μ2Tc
α t

Ω
=1

p

k
V

( ) = 0,U o

( )σ = 0,o

( )σ + =� � 2 0, ( ) =0 0U

тоакустического сигнала в зависимости от часто�
ты модуляции Ω.

Как следует из рис. 3, в области высоких частот
модуляции (Ω > 1МГц) в графической зависимо�
сти амплитуды фотоакустического отклика от ра�
диальной координаты ρ возникают резонансные
явления, которые могут быть использованы для
повышения разрешающей способности метода
фотоакустической спектроскопии сред, обладаю�
щих внутренними напряжениями.

С точки зрения акустики возникновение резо�
нансных явлений связано с тем обстоятельством,
что рассматриваемая система кристаллический
образец–пьезопреобразователь представляет со�
бой составной вибратор. Резонансные свойства
такого вибратора определяются полюсами вели�
чины R, которые являются корнями уравнения (12):

(14)

Поэтому в зависимости от соотношений между
геометрическими параметрами образца и пьезо�
преобразователя, от величины постоянных Мур�
нагана, входящих в Q, определяющих значение
термоупругой деформации в кристаллическом
образце, возможны резонансы различного вида –
полуволновые, четвертьволновые, а также сме�
шанного типа.

Из рис. 4 видно, что с изменением толщины
кристаллического образца или пьезопреобразо�
вателя величина амплитудного сигнала увеличи�
вается, при этом происходит смещение резонанс�
ных кривых в рассматриваемом частотном диапа�
зоне.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, получены выражения для ам�
плитуд фотоакустических сигналов при различ�

= −� � �ctg1 1 1 1 1sin cos .T DQc k k c Q k

6.67 · 10–6

3.33 · 10–6

–1 · 10–18

0 2 · 106 4 · 106 6 · 106 8 · 106 1 · 107

Ω, Гц

B

V(ω)

V(Ω)

Рис. 3. Зависимость амплитуды фотоакустического
сигнала от частоты модуляции Ω.
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ных граничных условиях в механически напря�
женных твердых телах с учетом зависимости ко�
эффициента термоупругой связи от начальной
деформации в образце. В области высоких частот
модуляции обнаружено резонансное возрастание
амплитудного сигнала, величина которого весьма
существенно зависит от геометрических парамет�
ров системы образец�пьезопреобразователь, зна�
чения постоянных Мурнагана, модового состава
бесселевых световых пучков и частоты его ампли�
тудной модуляции.

Следует отметить, что экспериментальное из�
мерение амплитуды фотоакустического отклика
позволяет на основе полученных выражений (11–
14) предложить метод определения величины ко�
эффициента термоупругой связи в кристалличе�
ских средах, содержащих внутренние напряже�
ния.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Белорусского республиканского фонда фундамен�
тальных исследований (проект № Ф10�Р243).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Приведем полученные выражения для ампли�
туд фотоакустических сигналов при выполнении
следующих граничных условий: 

1. Границы системы образец–пьезопреобразо�
ватель зажаты

(15)
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Рис. 4. Зависимость амплитуды фотоакустического сигнала от частоты модуляции при различных геометрических па�

раметрах системы образец – пьезопреобразователь:   м,  м при  (а, б);  м,

 м при  (в, г).
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2. Фронтальная граница образца зажата, а гра�
ница пьезопреобразователя свободна

, (16)

3. Передняя грань образца свободна, а граница
пьезопреобразователя зажата

(17)
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