
КРИСТАЛЛОГРАФИЯ, 2011, том 56, № 2, с. 362–366

362

ВВЕДЕНИЕ

Проблема свободной границы – одна из фунда�
ментальных проблем современной физики конден�
сированного состояния. Исторически она связана с
задачей о росте кристалла из расплава (задачей Сте�
фана) и сводится к решению уравнения параболи�
ческого типа (уравнения диффузии) с граничными
условиями на движущейся фазовой границе кри�
сталл–расплав и на границах системы [1–5]. Осо�
бенностью этой проблемы является множествен�
ность решений [1, 2]. В то же время эксперимент
показывает, что в диффузионно�контролируемых
условиях при заданном переохлаждении расплава
реализуется только одно решение [6]. Поэтому зада�
ча Стефана связана с проблемой отбора формы и
скорости растущего кристалла [1, 7–10]. 

Важной составляющей последней является
морфологический отбор евклидовых и фракталь�
ных форм неравновесного роста кристалла из
расплава. Удобным модельным объектом для та�
кого исследования является система лед–вода,
которая также важна и для практического приме�
нения. В [11, 12] экспериментально получена
морфологическая диаграмма на фазовой плоско�
сти “ ” неравновесных форм межфазовой
границы лед–вода в области переохлаждений
0.1 <  < 30 K, которая соответствует гетероген�
ному механизму зарождения льда в бидистилли�
рованной воде (здесь  – скорость роста верши�
ны кристалла,  – исходное переохла�
ждение воды,  – температура плавления льда). 

Обнаружено, что с ростом переохлаждения в
этом температурном интервале различные струк�
туры возникают в следующей последовательности:
диск, диск с выступами, густая ветвистая структу�
ра, дендрит, иглообразный кристалл, фрактальная

игольчатая ветка, компактная игольчатая ветка и
пластина. Установлено, что морфологический пе�
реход между евклидовыми формами, устойчивыми
иглой и пластиной имеет признаки кинетического
морфологического перехода первого рода, так как
сопровождается скачком скорости роста вершины
кристалла , а морфологические переходы “устой�
чивая игла – фрактальная ветка” и “фрактальная
ветка – компактная ветка” являются кинетически�
ми морфологическими переходами типа вилкооб�
разной бифуркации. Такие переходы сопровожда�
ются расщеплением функции  на две ветви.
Обнаруженное различие скоростей роста фрак�
тальной и нефрактальной формы роста при задан�
ном уровне исходного переохлаждения воды пред�
ставляется важным в контексте проблемы отбора
глобальных геометрий неравновесного роста. 

В дискуссии по критериям отбора неравновесных
структур, развернувшейся в литературе в последние
два десятилетия доминируют две основные гипоте�
зы: максимальной средней скорости роста фазовой
границы [2–4] и максимальной скорости производ�
ства энтропии, развитой в [7–10] применительно к
неравновесной кристаллизации. Так как рост кри�
сталла в сильно переохлажденном расплаве есть рост
термодинамически равновесной фазы (твердой) в
термодинамически неравновесной фазе (метаста�
бильной жидкости), то принцип максимального
производства энтропии эквивалентен принципу
максимальной скорости производства твердой фазы,
реализующий максимальную скорость приближе�
ния к глобальному равновесию системы.

Цель настоящей работы состоит в эксперимен�
тальном исследовании зависимости скорости при�
роста объема кристаллов льда различной формы от
исходного переохлаждения воды и установлении
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принципа морфологического отбора евклидовых и
фрактальных форм неравновесного роста льда.

МЕТОДИКА

Вследствие высокой анизотропии дендритные
кристаллы льда плоские. Их вершины имеют
форму, близкую к эллиптическому параболоиду с
соотношением радиусов кривизны  = 30–
100 [13–16], где  и  – радиусы кривизны вер�
шины кристалла льда в базисной плоскости и в
плоскости, перпендикулярной базисной соответ�
ственно. Учитывая этот факт, в работе использо�
вали образцы в виде пленки воды, натянутой на
проволочное кольцо. Для термического контроля
фазового перехода кольцо выполнялось из двух
различных проводников (меди и манганина), об�
разующих термопару. Соотношение между тол�
щиной пленки 200–300 мкм и площадью петли
30 мм2 выбиралась таким образом, чтобы пленка
не разрывалась в ходе кристаллизации.

Сначала пленку бидистиллированной воды
охлаждали до заданной температуры . За�
тем поверхность переохлажденной воды подвер�
галась “уколу” затравочной ледяной иглой (мик�
рососулькой), который провоцировал рост плос�
кого кристалла льда в виде диска. С течением
времени контур диска искажался и на нем разви�
вались первичные выступы, которые затем вы�
растали в кристаллы различной формы в зависи�
мости от исходного переохлаждения воды. Такая
методика позволила охлаждать пленку воды до
–30°С, что перекрывает почти всю область гете�
рогенного зарождения твердой фазы, и исследо�
вать кинетику кристаллизации с временным раз�
решением 40 мс в режиме использования цифро�
вой видеокамеры, а также форму кристаллов льда
с пространственным разрешением 2 мкм/пиксель.
Точность измерения температуры составляла
0.05 К. Подробнее методика изложена в [12].

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Измерение in situ объема растущих кристаллов
льда особенно кристаллов с разветвленной фрак�
тальной формой представляет значительные
трудности. Использование, например, дилатаци�
онных методов, основанных на разнице плотно�
стей фаз, осложняется релятивистскими эффек�
тами, поскольку характерные скорости роста
кристаллов льда в сильно переохлажденной воде
1–60 см/с [11, 12] сопоставимы со скоростью по�
верхностных волн на свободной поверхности во�
ды. Однако из�за сильной анизотропии поверх�
ностной кинетики (скорость роста базисной
плоскости на два�три порядка ниже скорости ро�
ста призматических плоскостей [17]), кристаллы
льда, растущие в переохлажденной воде, как пра�
вило, плоские [13–16] (рис. 1). За время роста в

/2 1R R

2R 1R

mT T<

пленке, натянутой на проволочное кольцо диа�
метром 6 мм, в области переохлаждений ΔT = 1–
30 К толщина кристаллов льда достигает порядка
30–10 мкм, что значительно меньше толщины ис�
пользуемой пленки воды. В области ΔT < 0.1 К
толщина кристалла достигает величины порядка
100 мкм, сравнимой с толщиной пленки. Поэто�
му прежде, чем перейти к измерению объема рас�
тущих кристаллов льда, рассмотрим более по�
дробно вопрос о размерности системы лед–вода в
данных экспериментальных условиях.

Размерность системы кристалл–расплав опре�
деляется соотношением между диффузионной дли�
ной и масштабом системы. Для определения раз�
мерности системы лед–вода необходимо сравнить
диффузионную длину  вблизи вершины кристал�
ла и толщину пленки воды . Согласно [18]:
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Рис. 1. Кристаллы льда при различных переохлажде�
ниях: вид в базисной плоскости при  = 0.5 К (а);
вид в плоскости, перпендикулярной базисной при

 = 0.5 (б), 0.8 (в), 1.2 К (г).
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где D – коэффициент диффузии для кристалла в
форме параболоида вращения, растущего с по�
стоянной скоростью  и радиусом вершины .
Отметим, что диффузионная длина дается выра�
жением  для плоского фронта кристал�
лизации, перемещающегося со скоростью v. 

Особенность растущего кристалла льда состо�
ит в том, что форма в области вершины есть эл�
липтический параболоид, который характеризу�
ется двумя различными радиусами:  и . Хоро�
шо известно, что параболоид вращения и
эллиптический параболоид являются стационар�
ными решениями проблемы Стефана [19]. В то же
время теория Лангера и Мюллера–Крюмбхара [5]
основана на предположении, что форма вершины
есть параболоид вращения с радиусом кривизны

. Переход от цилиндрически симметричного к
несимметричному решению может быть выпол�

нен заменой , соответствующей со�
хранению объема при “деформировании” пара�
болоида вращения в эллиптический параболоид.
Тогда для эллиптического параболоида критерий
стабильности  может быть записан в виде

(2)

а диффузионная длина вблизи вершины:

(3)

где  – среднее геометриче�
ское значение радиуса вершины, а . Со�
гласно [13], температурная зависимость радиуса
кривизны вершины  в плоскости, перпендику�
лярной базисной, дается формулой
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а скорость вершины:

(5)
в области переохлаждений 0.2–1.0 К. Учитывая,
что А  30 в интервале переохлаждений от 0.2 до
1.0 К [15], получим из (2)  0.02. Подставляя
(4) и (5) в (3), имеем

(6)

На рис. 2 представлена зависимость  от .
Из (6) следует, что диффузионная длина равна
толщине пленки  = 200 мкм при ΔT = 0.1 К.
Это означает, что при исходном переохлаждении
воды ΔT < 0.1 К в ходе кристаллизации пленка во�
ды равномерно по толщине прогревается теплом,
выделяемым растущим кристаллом льда и тепло�
вое поле будет двумерным, т.е. независящим от
направления, перпендикулярного к поверхности
пленки. При переохлаждении ΔT = 0.4–0.5 К
диффузионная длина составит 0.15–0.25 толщи�
ны пленки и тепловое поле растущего кристалла
будет неоднородным в трех измерениях. Поэтому
при  < 0.1 К используемая пленка воды являет�
ся двумерной (2D); при переохлаждениях  >
> 0.4–0.5 К пленка является трехмерным (3D) об�
разцом, а в интервале переохлаждений от ~0.1 до
0.3–0.4 К происходит переход 2D–3D ( ).
Следует подчеркнуть, что критерий стабильности,
рассчитанный по формуле (2)  0.02, почти
совпадает с теоретическим значением  = 0.025 [5]. 

Таким образом, при  > 0.4 К плоские кри�
сталлы льда растут в объемной воде. Как отмеча�
лось, их плоская форма обусловлена не плоской
геометрией пленки воды, в которой они растут, а
сильной анизотропией роста, т.е. тем обстоятель�
ством, что скорость роста призматических граней
значительно, на два�три порядка, превосходит
скорость роста базисной грани. К тому же хорошо
известно, что рост в плоскостях, перпендикуляр�
ных базисной, морфологически устойчив из�за
сильной анизотропии поверхностной энергии фа�
зовой поверхности лед–вода, а рост в базисной
плоскости морфологически неустойчив из�за сла�
бой анизотропии [15]. Поэтому основную инфор�
мацию об объеме растущего плоского разветвлен�
ного кристалла льда несет площадь поверхности S,
ограниченной контуром проекции кристалла в ба�
зисной плоскости.

Для измерения величины S цифровые изобра�
жения обрабатывались в программе Photoshop
для выделения контуров растущих кристаллов
льда, подсчитывалось количество пикселей в об�
ласти, ограниченной контуром проекции кри�
сталла и с учетом пространственного разрешения
метода (2 мкм/пиксель) рассчитывалась площадь S
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Рис. 2. Зависимость диффузионной длины  от ис�
ходного переохлаждения  в соответствии с форму�
лой (6): пунктирная линия – толщина пленки  =
= 200 мкм.
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в момент времени t. Затем путем компьютерной
обработки всех кадров видеофильма растущего
кристалла строили временную зависимость пло�
щади контура растущего кристалла S(t). В услови�
ях свободного роста кристалла (отсутствие кон�
такта с другими кристаллами и границами систе�
мы) зависимость S(t) линейная и характеризуется
постоянной скоростью роста площади  при за�
данном исходном переохлаждении воды . 

На рис. 3 представлены результаты измерения
скорости роста площади  растущих структур при
различных исходных переохлаждениях . Вид�
но, что морфологический переход между дендри�
том и иглой сопровождается резким уменьшени�
ем производной функции , поэтому может
быть классифицирован, согласно [2], как кинети�
ческий морфологический переход второго рода.
В то же время морфологические переходы между
остальными, более холодными структурами, но�
сят характер переходов типа вилкообразной би�
фуркации. В области переохлаждений 4  16 K
все морфологические фазы расщеплены по скоро�
сти роста площади , включая компактную ветку
и пластину, которые в пределах точности экспе�
римента вырождены по линейной скорости роста

 [11, 12], а в интервале 16  30 К един�
ственной формой льда является тонкая пластина.
Так как по данным видеофильмирования толщи�
на кристаллов льда не изменяется скачкообразно
при морфологических переходах, а является
плавной и медленно меняющейся функцией пе�
реохлаждения, то экспериментально полученная
в работе фазовая диаграмма  качественно
отражает характер диаграммы , где V –
объем растущего кристалла льда, а  – скорость
прироста объема кристалла льда.

Как видно, в отличие от морфологической
диаграммы “ ” [11, 12], в построенной диа�
грамме “ ” каждая морфологическая фаза
представлена отдельной ветвью. С ростом пере�
охлаждения из семейства конкурирующих мор�
фологических фаз отбирается та фаза, которая
растет с наибольшей скоростью прироста объема
льда. Отсюда следует общий принцип морфоло�
гического отбора неравновесных форм роста кри�
сталлов льда: с ростом степени неравновесности
системы (переохлаждения воды) отбирается мор�
фологическая фаза, реализующая наибольшую
объемную скорость  фазового перехода.

Открытым вопросом остается наличие интер�
валов переохлаждения, в котором одновременно
сосуществуют фрактальные и евклидовы морфо�
логические фазы. Этот вопрос требует дальнейших
исследований, в частности, изучения влияния
внутренних шумов, а также внешних воздействий
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на ростовое поведение в окрестности точек бифур�
кации на диаграммах “ ” и “ ”.
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