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ВВЕДЕНИЕ

Необходимым (но недостаточным) условием
устойчивости и воспроизводимости биологиче�
ских структур является их соответствие опреде�
ленной системе конструкций алгебраической
геометрии и топологии. Такая система определяет
сборку данных структур в соответствии с тополо�
гическими свойствами трехмерного евклидова
пространства Е3 и вложимостью в него конечных
дискретных упорядоченных множеств точек. При
данном подходе появляется возможность априо�
ри определить топологически устойчивые кон�
струкции, которые могут быть ответственны за
устойчивость соответствующих биологических
структур. К подобным конструкциям относятся
симплициальные комплексы, соответствующие
как объединению тетраэдров (симплексов), так и
особой триангулированной минимальной поверх�
ности, ограничивающей данное объединение тет�
раэдров. При этом линия, соединяющая вершины
симплексов, в общем случае не принадлежит рас�
сматриваемой минимальной поверхности. В рабо�
те [1], содержащей необходимые определения, по�
казано, что минимальные поверхности, которые
могут быть заданы представлением Вейерштрас�
са, соответствуют точке бифуркаций для поверх�
ностей геликоидально�подобного типа и поэтому
имеют нулевой индекс неустойчивости поверхно�
сти [2].

Настоящая работа посвящена применению
аппарата [1] для априорного построения струк�
тур, определяющих симметрийные параметры
биополимеров, в частности α�спирали и некото�
рых форм ДНК�структур.

СТРУКТУРНЫЕ ЗАКОНОМЕРНОСТИ 
α�СПИРАЛИ В РАМКАХ АППАРАТА 

АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ

Наиболее часто встречающейся в белках вто�
ричной структурой является α�спираль, в кото�
рой на виток приходится 3.6 аминокислотного
остатка, что соответствует углу спирального вра�
щения на 100° = 360°/3.6. Водородные связи меж�
ду пептидными амидной i�й и карбонильной
(i + 4)�й группами остатков стабилизируют α�
спираль, образуя систему последовательных во�
дородных связей между, как сказано в [3] на
стр. 86, “близко отстоящими элементами цепи”
(рис. 1а).

Возникновение α�спирали, рассматриваемое
как результат образования периодических скоп�
лений неполярных групп в случайном сополиме�
ре (при одинаковой доле полярных и неполярных
групп), дает 11 ± 2 остатка на 3 ± 0.5 полных пери�
ода [4], что определяет нецелочисленные оси
18/5, 11/3 и 26/7. Согласно [3], средняя длина на�
блюдаемых длин α�спиралей в глобулярных бел�
ках составляет около 17 Å, что отвечает 11 остат�
кам на три витка спирали. Отмечается “сомни�
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Рис. 1. Структура α�спирали; R – радикалы, пунктир – водородная связь (рис. 7�5 в [4]). Большие темно�серые, серые,
светло�серые, белые и черные шары – атомы Сα , С', N, O и H (а). Развертка цилиндрической аппроксимации α�спи�
рали с осью 36/10, изображенной на рис. 1а. На двенадцати отмеченных римскими цифрами витках расположены
44 атома Cα, атомы с одинаковыми номерами отождествляются. На выделенных жирными линиями витках располо�
жено по три атома, на остальных – по четыре. Атомы i и i + 4 принадлежат (с учетом отождествления вертикальных
границ полоски) одной из четырех пунктирных i�прямых, i = 1, 2, 3, 4 (б). Развертка цилиндрической аппроксимации
α�спирали с осью 40/11. Развертка вкладывается в решетку с базисными векторами e1 и e2, которая содержит подре�
шетку на базисных векторах V1 и V2 (в). Биплоскость 2�(11, 5, 2) как матрица из 11 строк по пять чисел в каждой. Пер�
вый столбец нумерует витки на развертке рис. 1в. Отбрасывание 1 в матрице соответствует распределению атомов Cα

по виткам и i�прямым, показанным на рис. 1в жирной и тонкой сплошными линиями и штриховым и точечным пунк�
тиром. Соответствующие i�прямым с i = 1, 2, 3, 4 числа выделены жирным, штрихом, подчеркиванием и наклонным
соответственно (г).

тельный” максимум в распределении длин,
соответствующий 15 остаткам на четыре витка
спирали. Добавив четыре остатка на виток, от оси
26/7 можно перейти к близкой к ней по парамет�
рам оси (26 + 4)/(7 + 1) = 15/4, которая будет соответ�
ствовать этому максимуму. Изложенное указывает на
необходимость симметрийного определения струк�
туры α�спирали, аналогичного, например, определе�
нию кристалла как объединения орбит федоровской
группы.

При построении дискретных многообразий с
применением пространственных кривых исполь�

зуется разложение абелевых групп (с конечным
числом образующих) на прямую сумму конечного
числа примарных (или силовских) и бесконечных
циклических групп. Если используются экспонен�
циальные представления, соотносящиеся с пово�
ротной частью элементов, описывающих движение
точки по кривой, тогда берутся исходные инвари�
анты и их разложения на примарные [1, 5]. В даль�
нейшем вместо обозначения exp(2πim/р) исполь�
зуем обозначение m/р, соответствующее (пара�
метрически) нецелочисленной оси.
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В [1] изложены условия построения топологи�
чески устойчивой геликоидально�подобной по�
верхности, ограничивающей упаковку конгру�
энтных “усредненных” кластеров, центрами ко�
торых являются особые точки поверхности,
соединяемые пространственной кривой. Исполь�
зуя локальную цилиндричность данной поверх�
ности и однородность параметрического описа�
ния кривой, можно перейти к цилиндрической
аппроксимации рассматриваемых конструкций.
В данном случае центры условных элементов упа�
ковки образуют систему точек на спирали, кото�
рой может соответствовать двумерная решетка на
развертке цилиндра, определяемая одной из осей
геликоидов Госсета L/d. Все нецелочисленные
оси являются и осями геликоидов Госсета [1, 6–10].

Конформация α�спирали является стабиль�
ной [3, 4], поэтому все изложенное выше с опре�
деленными ограничениями можно использовать
для ее цилиндрической аппроксимации, в кото�
рой центры конгруэнтных элементов упаковки
совпадают с атомами Cα. Приведенные данные о
структуре α�спирали позволяют считать, что L
остатков равномерно распределены по d виткам
основной спирали, и по четырем спиралям, кото�
рые назовем i�спиралями, i = 1, 2, 3, 4. Каждая из
i�спиралей соответствует линейной подструктуре
из водородных связей, поэтому цилиндрическую
аппроксимацию α�спирали (рис. 1б, 1в) можно
рассматривать как результат размножения винто�
вой осью L/d стартовой i�спирали из L/4 остат�
ков.

Нецелочисленной осью, дающей эксперимен�
тальные 3.6 остатка на виток, является ось L/d =
= 18/5. Поскольку 18 не делится на 4, для возник�
новения при указанном угле вращения четырех
i�спиралей необходимо перейти к составной спи�
рали 36/10, представляющей собой две спирали
18/5 (рис. 1б). Ближайшей к 36/10 несоставной
осью L/d, которая может быть получена добавле�
нием четырех остатков на виток, является ось
40/11 = (36 + 4)/(10 + 1), которая спиральными
вращениями на угол 99° отображает друг в друга
четыре i�спирали, содержащие каждая по
10 остатков (рис. 1в). В отличие от 36/10 оси 40/11
соответствует симметрия политопа {q(2 × 24)}
(рис. 3д, 5в в [1]), условно определяемая соотно�
шением

(40/11)4 → 101, (1)

которое является соотношением между осями
цилиндрической аппроксимации α�спирали. Со�
отношение (1) означает, что орбита оси 40/11
представляет собой объединение четырех орбит
оси 101. Следующей за спиралью 40/11, обеспечи�
вающей существование четырех i�спиралей, яв�
ляется спираль 44/12 = (40 + 4)/(11 + 1), представ�
ляющая собой учетверенную спираль 11/3
(рис. 1б). Именно 11/3 соответствует средней

длине наблюдаемых длин α�спиралей в глобуляр�
ных белках. Ближайшей к 44/12 является спираль
45/12, представляющая собой утроенную спираль
15/4 с вращением на угол 96°. По степени возрас�
тания числа остатков на виток (от 3.6 до 3.75) рас�
смотренные оси (рис. 1б, 1в) можно расположить
в последовательности 

18/5  40/11  11/3  15/4 = –(30/11)2, (2)

где 30/11 – симметрия политопа {3, 3, 5}, опреде�
ляющая геликоид Коксетера–Бордийка [6, 7, 11],
знак минус указывает на ось противоположной
хиральности.

Размещение остатков в α�спирали по 11 вит�
кам и вложение политопа {q(2 × 24)} в решетку Е8

позволяют предположить наличие симметрийной
конструкции, определяющей эти условия. Такой
конструкцией оказалась схема блокового дизайна
2�(11, 5, 2) или биплоскость [12, 13], представля�
ющая собой особое объединение 11 блоков (по
5 чисел в каждом), выделяемых из множества це�
лых чисел от 0 до 10 (число 10 обозначается X).
Блоки выделяются так, что каждое из чисел при�
надлежит пяти блокам, каждая пара чисел – двум,
а каждая четверка чисел – только одному блоку.
Группой автоморфизмов (порядка 660) биплоско�
сти является группа PSL2(11) – предельная из че�
тырех особых групп, определенных Галуа [12–14].

Расположим 11 блоков биплоскости так, что�
бы 55 входящих в них чисел образовали матрицу B
из 11 строчек и пяти столбцов, представленную на
рис. 1г. Первый столбец, в котором упорядочены
11 чисел 1, …, 9, Х, 0, нумерует 11 строк, при его
отбрасывании остается матрица W размером 11 × 4.
В строках 3, 6, 9 и 0 матрицы W находятся едини�
цы 1, отбрасывание которых оставляет в этих
строках по три числа и распределяет 40 элементов
W(a,b) матрицы по 11 строкам. Данные 40 эле�
ментов W(a,b) (a = 1, …, Х, 0; b = 1, 2, 3, 4) распре�
деляются по десять по четырем Wi�подмноже�
ствам матрицы

Wi = ((n + 3m – δm3), (i + m)(mod 4)), (3)

где (n + 3m – δm3) – номер строки, (i + m)(mod 4) –
номер столбца в матрице W, i = 1, 2, 3, 4, n = 1, 2,
3, m = 0, 1, 2, 3, δm3 = 1 при m = 3 и δm3 = 0 при m ≠
≠ 3 (рис. 1г). Строки матрицы W соответствуют
виткам цилиндрической развертки спирали
40/11, а Wi�множества (3) – i�спиралям, i = 1, 2, 3,
4 (рис. 1в, 1г); поэтому на комбинаторном уровне
(без метрики) подструктуру W биплоскости B
можно отождествить с рассматриваемой разверт�
кой цилиндрической аппроксимации α�спирали.

Действительно, в биплоскости любые 4 или
3 числа принадлежат только данному блоку, сле�
довательно, наличие 3 или 4 чисел в каждой стро�
ке матрицы 11 × 4, а значит, и число атомов Cα в

⊂ ⊂ ⊂

,n m

W∑
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витке являются комбинаторно устойчивыми. От�
брасываемые единицы 1 разбивают 11 строк мат�
рицы W на суперблоки: 11 = 3 + 3 + 3 + 2, при
этом в суперблоке из трех строк будет 11 чисел
(11 остатков на три витка), что соответствует
средней длине 17 Å для наблюдаемых длин α�спи�
ралей в глобулярных белках. Без трех верхних на
восемь оставшихся строк матрицы W приходятся
30 чисел, что соответствует указанной в (2) оси
30/8 = 15/4. В пределах суперблока нет пересече�
ния строк по двум числам, что обеспечивает его
комбинаторную устойчивость. В то же время
строчки из разных суперблоков пересекаются по
двум числам, что позволяет рассматривать воз�
можность сворачивания (склейки) α�спирали по
атомам, соответствующим общим парам чисел.

ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ 
α�СПИРАЛИ

Наряду с углом спирального вращения важ�
нейшими характеристиками цилиндрической ап�
проксимации α�спирали являются межвитковое
расстояние h = 5.4 Å и радиус r = 2.25 Å [3]. Соот�
ношение между h и r, равное ∼2.4, удовлетворяет
условию топологической устойчивости для гели�
коидально�подобных подструктур и позволяет

расматривать α�спираль в рамках используемого
аппарата [1]. Удовлетворяющая (1) спираль 40/11
с шагом h0 определяется каналом {40/11} полито�
па {q(2 × 24)}, которому соответствует объедине�
ние четырех цепочек с боковыми гексациклами
(рис. 5в в [1]). Как пространственно однородные
многообразия политопы позволяют выделить
подмногообразия – замкнутые каналы в виде то�
ров, характеризующихся параметром, который
после выпрямления подсистемы в Е3 определяет
нецелочисленную ось. Канал {40/11} можно рас�
сматривать как “скрученный” канал {40/10}. При
введении метрики канал {40/10} аппроксимиру�
ется спиралеобразной лентой, построенной из
граничащих по ребрам правильных гексагонов (с
ребром, равным единице) и включающей в себя
половину гексагонов развертки цилиндра
(рис. 2а). Центры гексагонов вкладывающейся в
гексагональную решетку А2 ленты лежат на спи�
рали, определяющейся соотношением (11) из [1]

при L/d = 4, λ = 1, шаге H = 2  и радиусе цилин�
дра R = 3/π. Развертка данной ленты показана на
рис. 2а черными линиями.

Соотношение H/R для такой спирали не равно
2.4, следовательно, возможно ее скручивание в
удовлетворяющую (11) [1] спираль 40/11. Лента
40/10 содержит половину гексагонов развертки
цилиндра, что означает потерю части векторов вто�
рых координационных сфер для вершин гексаго�
нальной решетки А2. Вторая координационная сфе�
ра A2 определяет систему векторов G2, поэтому для
использования алгебраических свойств группы G2

величину H для искомой спирали 40/11 следует
уменьшить вдвое. В этом случае спираль с L/d =
= 40/11 реализуется, согласно (11) [1], при λ = 2
и уменьшении радиуса до величины r = 0.72, что

обеспечивает значение h =  ≈ 2.4 × 0.72. На
рис. 2а данная спираль показана белыми лини�
ями. 

Поместим начало координат (0, 0) в точку 1
плоской развертки цилиндрической аппроксима�
ции α�спирали (рис. 1в). В соответствии с (1) точ�
ку 1 с точкой 2 соединяет вектор V1 с координата�
ми 2πr/(40/11), h/(40/11), а точку 1 с точкой 5 –
вектор V2 с координатами 2πr/10, 4(h/(40/11)).
Угол χ между указанными векторами определяет�
ся соотношением

Cosχ = (1 + (10С/(11 + C2))2)–1/2, (4)

где С = 2π/с, c = h/r. При c ≈ 2.46 получаем для
длин векторов соотношение V2 = (3/2)V1, которое
позволяет определить равные по длине векторы
e1 = 1/2V1 и e2 = 1/3V2 с углом χ ≈ 55° между ними.
Рассматривая векторы e1 и e2 как базовые, можно
построить решетку {e1, e2}, содержащую подре�
шетку {V1, V2} с базовыми векторами V1 и V2. При
h = 5.4 Å полоска {V1, V2}α решетки {V1, V2} прак�

3

3

(a) (б)

h

H

2πR
2πr

Рис. 2. Гексагональная сетка, в которой выделена по�
лоска шириной в шесть единичных ребер гексагона,
черные кружки – центры правильных гексагонов.
Черные прямые, на которых расположены центры
гексагонов, – развертка спирали с шагом H ≅  (две
высоты гексагона) и радиусом R = 3/π. Белые прямые
в пределах полоски шириной 2πr ≈ 4.5 – развертка
спирали с шагом h = H/2. На каждый виток спирали
приходится 40/11 серых кружков (а). Большие темно�
серые кружки – центры гексагонов, между которыми
расположены светло�серые треугольники. Они явля�
ются и общими вершинами пар темно�серых треуголь�
ников, на серединах оснований которых размещены
серые и светло�серые кружки. На прямых, которые со�
единяют серые и светло�серые кружки соседних цепо�
чек, расположены белые и черные кружки. Объедине�
ние ближайших друг к другу кружков определяет раз�
вертку α�спирали, 13 последовательных вершин
которой пронумерованы как на рис. 1а (б).

2 3
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тически совпадает с разверткой цилиндрической
аппроксимации α�спирали для атомов Cα (рис. 1в).
Векторы (в частности, вектор Дарбу), задающие
кривизну и кручение кривой [15], которая ап�
проксимируется спиралью Cα, соотносятся с эле�
ментами алгебры g2, но не принадлежат базису ее
решетки. Используя аппарат [1], можно показать,
что полоска {e1, e2}α соответствует системе векто�
ров, которая определяется группой Шевалле типа
G2, представляющей собой обобщение группы ти�
па G2 над локальными и коммутативными кольца�
ми [15, 16]. Таким образом, канал 40/11 политопа
позволяет получить ленту из гексагонов, вклады�
вающуюся в решетку А2, а затем построить полос�
ку подрешетки {e1, e2}α, содержащую подрешетку
{V1, V2}α, соответствующую развертке цилиндри�
ческой аппроксимации α�спирали для атомов Cα.

Согласно [1, 15, 16], векторам, характеризую�
щим положение условных центров кластеров упа�
ковки, можно сопоставить элементы алгебры g2,
соотносящиеся с автоморфизмами решетки Е8.
Операция сшивки (склейки) по плоскому тору за�
дает закон объединения определяемых Е8 дисков
и строение расслоенного пространства из сим�
плициальных комплексов, центры которых рас�
положены на спирали. В [1] рассмотрен переход
от сферы S3 (на поверхности которой размещены
вершины политопа) к универсальному накрытию

 над букетом S1 ∪ S2, в котором окруж�

ность S1 играет роль базы, а сфера  – j�го слоя

(рис. 2б в [1]). Сфера  является универсальной
накрывающей для проективной плоскости, по�
этому соответствующий j�му слою (дискретный)
симплициальный комплекс σj может определять�
ся конструкцией конечной проективной геомет�
рии PG(2, n). Графом инцидентности PG(2, n) яв�
ляется регулярная карта на торе {6, 3}q, 1, которой
дуальна карта на торе {3, 6}q, 1. В частности, карта
{3, 6}2, 1 содержит семь вершин, 21 ребро и 14 тре�
угольных граней; отбрасывание в ней шести ре�
бер и четырех треугольников приводит к нерегу�

лярной карте {3,  на сфере, которая может
быть вложена в решетку А2 [6]. Десять правиль�

ных треугольников карты {3,  позволяют полу�
чить все векторы системы G2, поэтому в качестве
PG(2, n) достаточно взять минимальную конеч�
ную проективную геометрию PG(2, 2).

Таким образом, определяемая аппаратом [1] спи�
раль из симплициальных комплексов может быть
получена при переходе в накрытии над букетом от
базы S1 к дискретной системе точек на спирали 40/11

и от слоя  к симплициальному комплексу σj:

2
jj

S∑
2
jS

2
jS

6
,16}q

6
2,16}

2
jS

(5)

где {40/11|11h/40} – спиральное вращение на угол
99° = 11 × 360°/40 со сдвигом вдоль оси на 11h/40.
При отображении (5) точка базы j, к которой при�
крепляется комплекс σj, отображается в узел Vj

полоски {V1, V2}α, являющийся центром разверт�

ки карты {3', 6}  из 10 равнобедренных треуголь�
ников (рис. 3а, 3б). Соответственно цилиндриче�
ская аппроксимация α�спирали с шагом h = 5.4 Å
и радиусом r = 2.25 Å определяется соотношением

({40/11|11h/40})i({3', 6} )1 ≅ ({3', 6} )i, (6)

где центром карты ({3', 6} )j является совпадаю�
щий с j�м атомом Сα узел Vj полоски {V1, V2}α. Тре�

S
1

40/11 11h/40{ } V1 V2,{ }α,↔→

Sj
2

σj PG 2 2,( ) 3' 6,{ }2 1,
6

e1 e2,{ },←→ → →

6
2,1

6
2,1

6
2,1

6
2,1

Рис. 3. Карта {3, 6}2, 1, в которой выделены 10 тре�
угольников (6 центральных белых и 4 прилегающих к

ним серых) нерегулярной карты {3, . Отождеств�

ление вершин с одинаковыми номерами определяет
7�вершинное объединение (по граням) 4 правильных
тетраэдров с общей вершиной 1. Два таких 7�вер�
шинника могут быть объединены по общей грани
3�5�7, которой соответствуют светло�серые треуголь�
ники на рис. 2б (а). Развертка объединения 7�вер�
шинников (а), в которой каждый большой черный
кружок является вершиной 1 в объединении 10 тре�
угольников карты {3,6}62,1 (б). Отождествление оди�
наковых вершин развертки (б) определяет объедине�
ние 7�вершинных четверок тетраэдров. Общая грань
3�5�7 двух 7�вершинников показана серым. Жирны�
ми линиями показана спираль  40/11 из  ребер, соеди�
няющих  центры 7�вершинников (в).

6}2 1,
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угольник {3'} образуют векторы e1 и e2 с углом
χ ≈ 55° между ними.

Карта ({3', 6} )j представляет собой развертку
объединения (по граням) четырех тетраэдров с
общей вершиной Vj (рис. 3а), которые представ�
ляют собой симплициальный комплекс σj из со�
отношения (5). Данный комплекс является осо�
бым, так как вкладывается (при незначительных
деформациях) как в икосаэдр, так и в геликоид
Коксетера–Бордийка из правильных тетраэдров
[6, 7, 11]. Таким образом, соотношение (5) опре�
деляет развертку упаковки симплициальных ком�

плексов, удовлетворяющей требованиям тополо�
гической устойчивости [1] и экспериментальным
данным о строении α�спирали [3, 4].

Находящийся в общей вершине объединения
четырех тетраэдров атом Сα тетракоординирован,
что определяет размещение атомов N и С' внутри
наружных тетраэдров объединения, слева и спра�
ва от Сα (рис. 3в). Такое декорирование симпли�
циального комплекса приводит к образованию
i�го звена (N–Сα–С')i полипептидной цепи и, в
соответствии с (6), обеспечивает сборку α�спирали

–(N–[Сα–С')i–(N–Сα–С')i + 1–(N–Сα–С')i + 2–(N–Сα–С')i + 3–(N–Сα]–С')i + 4–, (7)

в которой атом Сα из i�го комплекса связан с Сα из
(i + 4)�го комплекса преобразованием 101 → (40/11)4.
Образующийся цикл между указанными Сα со�
держит 13 атомов и выделен квадратными скоб�
ками. Заменив в цикле первый Сα на О, а послед�
ний на Н, получим характеризующий α�спираль
цикл 413. Число 13 (в определении цикла по [3, 4])
действительно задает число атомов в цикле, а 4
необходимо определить как степень оси 40/11,
отображающей i�й Сα в (i + 4)�й Сα.

Отображение полипептидной цепи (7) раз�
верткой упаковки тетраэдров представляет собой
цепочку граничащих по вершинам равнобедрен�
ных треугольников, общим вершинам которых
соответствуют Сα (рис. 2б). При этом атомы С' и
N размещаются на серединах оснований тре�
угольников (или в иных выделенных по симмет�
рии позициях в треугольниках). На каждой из

прямых, соединяющих  и Ni + 4, i = 1, 2…, распо�
ложены две особые по симметрии позиции ре�
шетки {e1, e2}, соответствующие положениям ато�
мов Oi и Hi + 4. Заменив (Сα)i и (Сα)i + 4 на Oi и Hi + 4,
получим характеризующий α�спираль цикл 413 –
последовательность из 13 вершин, которая про�
нумерована на рис. 7�3 в [4].

В развиваемом подходе α�спираль соответ�
ствует подструктуре рассмотренного в [1] полито�
па, которая отображается в октагональную
грань усеченного кубооктаэдра. Таким образом,
объединению его трех ближайших октагонов
(рис. 4а) должна соответствовать суперспираль из
трех α�спиралей, симметрия которой определяет�
ся симметрией политопа, задаваемого определя�
ющими соотношениями для осей 

(30/11)3 → (40/11)4 → –(40/9)4 → 101. (8)

Соотношения (8) обобщают условие (1), знак
минус определяет хиральность оси 40/9 как про�
тивоположную всем остальным. Схема рассмат�
риваемой суперспирали показана на рис. 4б,

представляющем собой рис. 11�3 из [4]. Внутри
тройки α�спиралей, которые характеризуются
осями 40/11 и соответствуют октагонам на
рис. 4а, возникает канал 30/11, соответствующий
гексагону на рис. 4а. При этом между парами ка�
налов 40/11 возникают каналы 40/9, которым со�
ответствуют квадраты (рис. 4а). Аналогичные со�
отношения в рамках развиваемого подхода могут
быть получены и для других суперспиралей.

Общей для каналов 40/11 и 30/11 является
определяемая по (8) спираль 101, что возможно
лишь при их определении по одному закону. Дей�
ствительно, аналогично определению цилиндри�
ческой развертки 40/11 из биплоскости В разверт�
ка 30/11 может быть получена из В при отбрасы�
вании двух первых столбцов и трех единиц 1 в
оставшихся столбцах. При этом оставшиеся 30 =
= 55 – 2 × 11 – 3 чисел также могут быть распре�
делены по трем 10�элементным подмножествам
вида (3).

КОНСТРУКЦИИ, ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ 
ТОПОЛОГИЧЕСКИ УСТОЙЧИВЫЕ 
ДВУХСПИРАЛЬНЫЕ СТРУКТУРЫ

Наглядность предыдущего изложения достиг�
нута за счет сведения к минимуму упоминания о
фактически используемых конструкциях алгеб�
раической геометрии и топологии. В данном раз�
деле рассмотрим конструкции, определяющие
как представленные структуры, так и необходи�
мые условия для дальнейших построений.

Требование локальной решетчатости, а следо�
вательно, и локальной аппроксимации системы
векторов в Е3 подсистемами векторов решеток

позволяет упростить применение дисков  (как
плоских торов), использование которых необхо�
димо для построения топологически устойчивых
дискретных трехмерных конструкций [1, 15]. По�
требуется использовать свойства топологических
сетей Штейнера [2], а именно связанных графов,
все вершины которых имеют степень не более

6
2,1
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2
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трех. Минимальность такой сети, представлен�
ной кривыми (прямыми на плоскости), которые
пересекаются только по концам, означает, что
любой ее фрагмент имеет минимальную длину.
Если на сфере S2 можно задать только 10 неизо�
метричных замкнутых минимальных сетей, то на
плоском торе Т2 существует бесконечно много та�
ких сетей с различной топологией. Однако в рас�
сматриваемых локально решетчатых системах
тип замкнутой кривой, минимальной на плоском
торе, задаваемом определенными углами между
соответствующими векторами и целочисленны�
ми значениями сторон треугольников при триан�
гуляции, определяется типом решетки в Е2, кото�
рая порождает данный тор. Малые деформации
не разрушают минимальную сеть, что позволяет
рассматривать подобные системы как условные
срезы по плоскости витка спирали. Такой подход
позволяет рассматривать объединение двух вит�
ков как аналог приклейки ручки к многообразию,
что соответствует взятию связной суммы много�
образия и тора Т2.

Отображение симметрии для ДНК�структур
требует трактовки двойной спирали как единого
объекта. В рамках развиваемого подхода для этого
необходимо использовать топологические свой�
ства геликоида и катеноида [2] и алгебраические
особенности мероморфных функций [15].

Во�первых, намотка геликоида на катеноид
может быть реализована в классе минимальных
поверхностей, следовательно, существует одно�
параметрическое семейство изометричных по�
верхностей Πt, 0 ≤ t < 1, гладко зависящих от t, где
Π0 – геликоид, Π1 – бесконечнолистная намотка
катеноида. Поверхности Π0 и Π1 называются со�
пряженными, а все промежуточные – ассоцииро�
ванными. Полный геликоид задается представле�
нием Вейерштрасса вида (–iexp(–w), expw), где
w = u + iv, тогда как намотка катеноида задается
выражением (exp(–w), expw). Так, если (q, g) –
представление Вейерштрасса, то ассоциирован�
ное семейство имеет вид (expθq, g), а сопряжен�
ные поверхности – (±iq, g). Само по себе семей�
ство ассоциированных минимальных поверхно�
стей состоит из локально изометричных
минимальных поверхностей, как правило, попар�
но не конгруэнтных. Таким образом, имеется
своеобразное конфигурационное вырождение,
связанное с сопряженностью объединяемых кон�
струкций.

Во�вторых, мероморфные функции задают
комплексно�аналитическое отображение вида f:
M → CР1 ≅ C ∪ {∞} многообразия M ⊂ СРn. Ком�
пактность М и аналитичность f ≠ const позволяют
задать конечное число особых точек (z1…zm) и
определить область Uf = S2 ≅ CP1 ≅ C ∪
∪ {∞}\( f(z1)… f(zm)), где f(zi) – значение f в точке zi

[2, 15]. Тем самым задается расслоение, для кото�

рого можно задать как не особый слой, так и осо�
бые слои, связанные с обходом особых точек. Не�
особые слои образуют многообразие Kδ, которое
диффеоморфно многообразию линейных эле�

(а)

(б)

(в)

a

b

c
d e

f

g

a

a

e

e

b

b
c

c

f

fd

d
g

g

b

g

a

e

c
f

d

e

e

ff
b

b

c

c
d

d

a

a

g

g

Рис. 4. Усеченный кубооктаэдр; буквами выделены по
семь вершин трех ближайших друг к другу октаго�
нальных граней (а). Схема суперспирали из трех α�
спиралей (рис. 11�3 в [4]), показанных спиралями a–
b–…–g и соответствующих октагональным граням на
рис. 4а. Внутри тройки и между парами α�спиралей
возникают каналы, соответствующие гексагональной и
квадратным граням на рис. 4а (б). Полиэдр с (22 × 24)
вершинами, гранями которого являются 12 гептагонов,
24 пентагона, 8 и 6 гексагонов (двух типов). Тройка геп�
тагонов вокруг серого гексагона возникает при транс�
формации тройки октагонов с рис. 4а, реализующейся
поворотом пунктирных стрелок�ребер на 90° (в).
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ментов. Можно показать [15], что обход вне не�
вырожденных особых точек (2�форма невырож�

дена) задает исчезающие циклы , так что имеем
диффеоморфизм между особыми (K0) и неособы�

ми слоями вида . Оказывается, что
многообразие K0 состоит из двух кусков, задавае�
мых цилиндрически�подобными координатами
вида u = ρexpθ, v = iu (первый кусок) и u = ρexpθ,
v = –iu (второй кусок). В указанных координатах
на слое Кδ для кривых при ρ = const

u = ucosθ + vsinθ, v = –usinθ + vcosθ. (9)

При любом ε > 0 координата ρ, задаваемая на обо�
их кусках, определяется преобразованиями вида
K|δ| → K|δ|expt, тождественными при ρ > 2ε (значе�
ние ρ = 0 отвечает исчезающему циклу – мини�
мальной длине на слое Kδ). При малых отклоне�
ниях t от нулевых значений координата θ “враща�
ется” для разных кусков в противоположные
стороны (θ → θ ± t/2), охватывая цилиндрически�
подобную поверхность при значениях –2ε ≤
≤ ρ* ≤ 2ε, где ρ* принимает значение ρ на первом
и –ρ на втором куске соответственно. Таким об�
разом, двойную спираль можно упрощенно рас�
сматривать как единый объект посредством обхо�
да вокруг поверхности, для которой параметр θ
играет роль, аналогичную приведенному пара�
метру для ассоциированной минимальной по�
верхности Πt. Отметим, что подобное явление
возможно только в точке бифуркации, когда не�
зависимые параметры h, r и θ фактически сводят�
ся к одному.

Для описания объединения двух полувитков
(как многообразий) каждой спирали с образова�
нием единой геликоидально�подобной системы
(многообразия М) необходимо использовать
стандартную топологическую операцию взятия
связной суммы, включая такие ее разновидности,
как приклейка ручки или пленки Мёбиуса (по�
дробнее об указанных операциях как структурных
топологических элементах в [15, 17]). В частно�
сти, если в α�спирали сборка идет посредством
приклейки ручек, то в рассматриваемых ДНК�
структурах сборку невозможно описать без опе�
рации связной суммы. Применение указанной
операции играет особую роль для рассматривае�
мых стержневых конструкций, поскольку обеспе�
чивает экспериментально установленную возмож�
ность их изгиба под определенными углами [18].

Рассмотрим конструкции, обеспечивающие
совместимость особой минимальной поверхно�
сти с дискретной структурой, которую она огра�
ничивает, и пространственными кривыми, соеди�
няющими вершины данной структуры – особые
точки поверхности. Группы преобразований для
поверхностей или объемов в E3 можно рассматри�
вать как многообразия, при этом переход от ис�

Sδ

1

\ \{0}1
0K S Kδ δ ≅

пользования указанных групп к использованию
порядковых автоморфизмов рассматриваемых
систем не меняет ситуацию. Пространство (мно�
гообразие) CP1 может быть получено из сферы S3

при отображении каждой ее окружности S1 =
= {exp iϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π} в точку CP1.

Если для геликоидальных систем использовать
глобальные изотермические координаты (u, v),
то декартовы координаты точек выражаются че�

рез гиперболические функции: x = , y =

= , z = v [2]. В этом случае преобразова�
ния координат относятся к конформным, а любое
конформное преобразование на сфере, близкое к
тождественному как в Е3, так и на S3(S2), может
быть представлено как однопараметрическое
преобразование вида ехрtA. Если измеряющий
искажения расстояний тензор деформации равен
нулю (что означает использование внешней мет�
рики), то от векторных полей, задающих кон�
формные преобразования, можно перейти к ис�
пользованию соответствующих им алгебр (подал�
гебр), задающих движения. Для ориентированных
поверхностей функции перехода (преобразова�
ния координат) задают комплексную структуру,
поэтому пара u, v заменяется комплексной коор�
динатой z = u + iv.

Соответственно только при определенных
условиях [15] можно ввести единую для всей ри�
мановой поверхности или ее отдельной области
голоморфную 1�форму. Поэтому в первом при�
ближении можно использовать свойства про�
странственных кривых, которые соединяют осо�
бые точки, лежащие на минимальной поверхно�
сти. Для задания пространственных кривых
можно использовать натуральный паpаметр r(d),
такой что длина участка при изменении от d ' до d ''
равна (d'' – d'). Тогда для любых двух простран�
ственных кривых r1(d) и r2(d), которые характери�
зуются одинаковыми значениями коэффициен�
тов кривизны и кручения, всегда найдется движе�
ние ψ, такое что ψr1(d) = r2(d) [15]. Таким образом,
введение внешней метрики и задание однород�
ных однопараметрических систем обеспечивают
необходимые условия для существования движе�
ний ψ. 

Для рассматриваемых кривых коэффициент
зацепления должен быть целым числом, которое
не меняется при деформациях [1], что позволяет
соотнести две кривые с границами диска D2, ко�
торый при отображении D3 → D1 × D2 отображает�
ся в S2. Отображение D3 → D1 × D2 определяется
отображением S3 → S1 ∪ S2, которое в [1] позволи�
ло отобразить в Е3 подструктуры заданного на S3

политопа. В частности, рассмотренный в [1] ка�
нал 40/11 политопа позволяет определить в Е3 то�
пологически устойчивую поверхность. Эта по�
верхность должна удовлетворять тому требова�

u vchsh

u vshsh
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нию, чтобы две пространственные кривые,
соединяющие центры лежащих на ней элементов
упаковки, переводились друг в друга преобразо�
ванием ψ. В соответствии с (1) определяющая α�
спираль орбита оси 40/11 представляет собой
объединение четырех спиралей 101 (рис. 1в),
отображаемых друг в друга преобразованием ψ,
которое аппроксимируется (по соотношению (6))
поворотом 40/11.

При гомотопическом отображении D1 × D2 в
многообразие можно использовать отображения
вида ∂D3 → S2 → 1 (∂D2 → S1 → ), при котором
отображающееся в 1 ядро гомоморфизма порож�
дает редуктивную группу [16]. Особенности стро�
ения централизаторов таких групп приводят к
проективным группам вида PSL(2, p), которые яв�
ляются подгруппами соответствующих групп Ма�
тье. В частности, группа Матье М12 содержит
группу автоморфизмов биплоскости PSL(2, 11) и
подгруппы М10, М11 [12–14].

СИММЕТРИЙНЫЕ ПАРАМЕТРЫ ДНК�
СТРУКТУР, ПОЛУЧАЕМЫЕ АПРИОРИ 

В РАМКАХ ИСПОЛЬЗУЕМОГО АППАРАТА

В структурах ДНК элементы повторяемости в
упаковках молекул проявляются в особенностях
кодирования [19]. В целом такие структуры опре�
деляются геликоидально�подобной масштабно�
инвариантной упорядоченной упаковкой круп�
ных молекул, поэтому для их описания должна
использоваться локально решетчатая упаковка,
способная обеспечить повторяемость центров
молекул (кластеров) и на каждом витке, и в каж�
дом подобном (7) цикле. В дополнение к струк�
турным особенностям α�спирали конструкция,
отображающая топологию ДНК, должна учиты�
вать и ее двуспиральность. Рассмотрим возмож�
ность построения ДНК на основе комбинаторно
(симметрийно) и топологически устойчивой кон�
струкции, в которой реализовалась α�спираль. В
силу изложенного выше такая конструкция долж�
на соотноситься с углом спирального вращения
40/11, последовательностью политопов {q(2n × 24)}
(n = 0, 1, 2), группой PSL(2, 11), группой Шевалле
типа G2 и соотношением h/r ≈ 2.4 шага спирали к
радиусу.

Ось 40/11 отображает друг в друга тройки из
атомов Сα, С' и N, при этом данные атомы друг в
друга не отображаются. Таким образом, по отно�
шению к преобразованию 40/11 тройка Сα, С' и N
представляет собой трехэлементное имприми�
тивное множество, и один виток α�спирали со�
держит 4 или 3 импримитивных множества. Вы�
ше было показано, что исходной для определения
α�спирали необходимо считать группу PSL(2, 11).
Она является подгруппой группы Матье М12, ко�
торая действует на двух 12�элементных множе�
ствах, каждое из которых может быть соотнесено

s0'

с витком одной из двух взаимосвязанных спира�
лей или с одним из двух витков одной спирали.
Подгруппа М9S3 группы М12 [10] действует на двух
орбитах [34, 3, 9], одна из которых представляет
собой четыре импримитивных транзитивных
трехэлементных множества, а вторая – три тран�
зитивных множества из 3 + 1 элементов. Транзи�
тивность означает существование элементов
группы, переводящих импримитивные множе�
ства друг в друга. В множестве из 3 + 1 элементов
отличный от остальных элемент (неподвижная
точка) можно считать центром тройки элементов,
поэтому множество [34, 3, 9] можно сопоставить с
четырьмя и тремя тройками атомов Сα, С' и N на
двух витках α�спирали.

Предположим, что все атомы С' и N спроеци�
рованы на спираль, содержащую центры атомов
Сα, и центры двух любых соседних атомов перево�
дятся друг в друга одним и тем же с точностью до
сопряжения преобразованием. Такая однородная
спираль будет отображаться на себя нецелочис�
ленной осью 120/11 → (40 × 3)/11, осуществляю�
щей поворот на 33°. Отображениям друг в друга
центров (спроецированных на спираль) атомов
Сα и С', С' и N, N и Сα соответствуют три нееди�
ничные инволюции в группе Шевалле типа G2.
Нецелочисленная ось 120/11 практически совпа�
дает с винтовой осью 11 = 121/11, в которой на ви�
ток приходится 11 транзитивных элементов. Для
α�спирали соотношение h/r ≈ 2.4 определялось
для точки бифуркации катеноида, что после ряда
шагов позволяет определить геликоид и связан�
ную с ним двойную спираль [2]. Возможность
удвоения спирали фактически присутствует в
рассмотренных ранее конструкциях для α�спира�
ли. В частности, подгруппа PSL(2, 11) группы Ма�
тье М11 действует на двух орбитах [1, 11; 1, 11], ко�
торые можно соотнести с двумя витками двойной
спирали при равномерном размещении на каж�
дом витке по 11 элементов и одной неподвижной
точке. Конструкцией, удовлетворяющей всем
этим условиям, является А�форма ДНК, для кото�
рой соотношение шага спирали h = 28.6 Å к ради�
усу r = 11.5 Å составляет 2.487 [19].

Cущественным отличием А�формы от других
форм ДНК является сдвиг пар оснований на 4–
5 Å от оси спирали к периферии, что предполо�
жительно связано с различными конфигурация�
ми сахарного кольца дезоксирибозы [20]. Хотя
двуспиральные формы РНК�структур образует
именно А�форма ДНК, данная конформация от�
носится к топологически менее устойчивым по
сравнению с В�формой [19, 20]. Действительно, в
определенном смысле А�форма топологически
локально ближе к неполной поверхности Шерка,
задаваемой соответствующим представлением
Вейерштрасса, описывающим локальную струк�
туру минимальной поверхности. Данная поверх�
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ность также характеризуется нулевым индексом
неустойчивости, но ее образование связано с до�
полнительными требованиями. В частности, на�
рушаются условия введения внешней метрики и
возникает необходимость использования функ�
ций, представимых в виде суммы функций от
каждой переменной [2]. Таким образом, из�за от�
сутствующей центральной части поверхности,
А�форма не относится к самым топологически
устойчивым формам ДНК�структур, хотя соотно�
шение h/r ≈ 2.4 (критерий топологической устой�
чивости для одиночной спирали!) для нее и вы�
полняется.

Подгруппа S5 группы М11 действует на множе�
стве элементов [1, 5, 6; 2, 10], которое сопостави�
мо с 5 и 6 элементами на двух полувитках одной
спирали (при одной неподвижной точке) и двумя
пятерками элементов (с двумя неподвижными
точками) на двух полувитках второй спирали. В
этом случае возникает возможность объединения
[1, 5, 6; 2, 10] ∪ [2, 10; 1, 5, 6] полувитков спира�
лей, которое приводит к образованию двойной
спирали, содержащей в двух соседних витках
каждой спирали 10 и 11 элементов. В данном слу�
чае на два витка приходится 21 элемент, что со�
ставляет 10.5 элементов на виток, характерные
для В�формы ДНК�структуры [19]. Переходы
между подгруппами М12: S5 → M10 · 2 → 2 × S5,
определяют переходы между соответствующими
подмножествами элементов, на которых действу�
ют эти подгруппы: [1, 5, 6; 2, 10] → [62; 2, 10] →
→ [6 × 2, 6 × 2]. Последнее из подмножеств харак�
теризует двойную спираль, в которой каждый из
витков каждой спирали состоит из двух шестерок
элементов, не переводящихся друг в друга эле�
ментами симметрии. Данное строение спирали
характерно для Z�формы ДНК�структуры [21].

Если не привлекать экспериментальные дан�
ные, то существование отличных от А�формы
ДНК�структур можно предположить, например,
в связи с наличием неиспользованных при выво�
де А�формы симметрий из рассмотренной в [1]
последовательности политопов {q(2n × 24)}, n = 0,
1, 2. Иными словами могут существовать кон�
струкции, удовлетворяющие полностью или ча�
стично как рассмотренным выше условиям, так и
симметриям из определенных решеток. В частно�
сти, при задании локально решетчатых структур
решетка (в алгебраическом понимании) не обяза�
тельно определяется как подгруппа n�мерного ве�
щественного пространства, порождаемого n ли�
нейно независимыми (обычными) векторами.
Можно использовать комплексные и кватерни�
онные векторы, поскольку кроме целых веще�
ственных чисел имеются три кольца целых: гаус�
совых {(a + ib), a, b ∈ Z}, эйзенштейновых

{(a + iω), a, b ∈ Z, ω = (–1 + i/ )/2} и гурвице�
вых кватернионных.

3

Действительно, решетка Е8 может быть описа�
на как реальная часть Λreal = E8 гурвицевой решет�
ки в Н2, при этом для гурвицевой в Н решетки
Λreal = D4. Для двумерной гауссовой решетки
Λreal = Z2 – квадратная решетка, для эйзенштей�
новой решетки Λreal = A2 – гексагональная решет�
ка. Подобные соотношения упрощают переход от
использования векторных многообразий и авто�
морфизмов решетки Е8 к соответствующим эле�
ментам политопов и далее к разбиениям двумер�
ной сферы или тора. Использование 24�элемент�
ных групп, представленных, как правило, двумя
различающимися только знаками наборами по 12
элементов, позволяет применять группы Матье
М24 и М12, что и реализовано в настоящей работе.

Решетка над кольцом циклотомических целых
вида Z[ζ], где ζ = exp(iπ/4), ζ2 = i и ζ4 = –1, явля�
ется вариантом вещественной решетки D4, поэто�
му 24 вершины проекции многогранника {3, 4, 3}
можно представить элементами из Z[ζ] (рис. 5а).
Последние могут быть отождествлены с 24 мини�
мальными векторами D4 (нормы [2] или [4]) для
первой или второй координационной сферы.
Данные два набора классов из 24 векторов входят
в фактор�многообразие D4/3D4, которое помимо
нулевого класса содержит 32 класса с тремя век�
торами нормы [6] в каждом [14]. Всего в указан�
ных классах содержатся 24 + 24 + 96 = 144 векто�
ра, которые могут быть сопоставлены вершинам
полиэдров {2n × 24}, n = 0, 1, 2. При этом верши�
нам полиэдра {24}, стартового в данной последо�
вательности полиэдров, будут соответствовать
24 вектора первой координационной сферы D4, а
96 вершинам полиэдра {22 × 24} – 96 векторов тре�
тьей координационной сферы.

Политоп {3, 4, 3} является ячейкой сот {3, 4, 3,
3}, которые в соответствии с изложенным выше
могут быть спроецированы на плоскость (раз�
вертку {22 × 24}�вершинного полиэдра). Согласно
[9], подобная развертка может быть получена из
разбиения на 5�, 6� и 7�вершинники развертки
куба (рис. 5б, 5в). Для этого развертка куба вкла�
дывается в мозаику {4, 4} с ребром 2(а + b) таким
образом, что один из многоугольников Петри ку�
ба становится частью многоугольника Петри мо�
заики {4, 4}. Грани куба могут быть разбиты на
квадраты, принадлежащие орбите федоровской
группы {a + b, a – b}4mm. Нормализатором дан�
ной группы является федоровская группа {a, b}4mm,
отображающая на себя мозаику {4, 4}a (с реб�
ром а), в вершины которой попадают 22 × 24 = 96
вершин разбиения развертки куба на 5�, 6� и 7�
вершинники.

Полоска данного разбиения, содержащая все
шесть ребер многоугольника Петри куба (рис. 5в),
позволяет выделить 81�вершинное подмноже�
ство, которому соответствуют 80 векторов из ука�
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занных 96. Можно показать [1], что данные
80 векторов позволяют перейти к политопу {160}
и получить параметрическую ось 40/11. Утроение
ячейки 3D4 по сравнению с D4 позволяет в конеч�
ном итоге перейти к оси 120/11, утроенной отно�
сительно оси 40/11 по числу элементов (120 – ин�
вариант второй координационной сферы Е8). 

Через середины ребер многоугольника Петри
проходит плоскость скользящего отражения
{m|2a}1/2, совмещающая шесть гептагонов, кото�

рые на них находятся. Если параллельно данной
плоскости провести плоскость скользящего отра�
жения {m|2a}1/4, проходящую через четверти ребер
многоугольника Петри, то она будет совмещать
центры трех пентагонов и трех гептагонов. Объ�
единение ближайших друг к другу полигонов об�
разует зигзагообразную линию из чередующихся
пентагонов и гептагонов (серая цепочка на
рис. 5в) – пару из пентагона и гептагона, размно�
жаемую удвоенной трансляционной компонен�

(a) (б)

(в) (г)

ζ3 + 1

ζ

11– 2 2–1

ζ2 = i

ζ6 = –i
1 – ζ

ζ–1

ζ – i

i – ζ3

ζ–1 – 1

–ζ

ζ3 – i

i – ζ

ζ3

ζ – 1

Рис. 5. Проекция политопа {3, 4, 3}, его вершины представлены как элементы неглавной решетки (рис. 8.1 в [14]).
Окраска показывает разбиение 24 вершин на три орбиты восьмерной циклической группы и на шесть орбит ее четвер�
ной циклической подгруппы (а). Равнореберное трехкоординированное разбиение развертки куба, вершины которой
определяются объединением проекций рис. 5а. Две соседние проекции пересекаются по четырем вершинам; на каж�
дую из граней куба попадают по 16 вершин разбиения. На серединах ребер, составляющих многоугольник Петри куба,
находятся семивершинники (б). В разбиении развертки куба с рис. 5б серыми овалами выделена зигзагообразная це�
почка, состоящая из трех пар пентагонов и гептагонов. Такая же цепочка выделена белыми кружками. Данные цепоч�
ки соответствуют экваториальным цепочкам полиэдра с рис. 4в. Пунктир – плоскости скользящего отражения (в).
Развертка с рис. 5б вкладывается в кристаллографическое разбиение плоскости, в котором выделены зигзагообразные
цепочки, представленные на рис. 5в. При трактовке разбиения как развертки цилиндра зигзагообразные линии опре�
деляют две левые (по отношению к рис. 1б, 1в) спирали, содержащие шесть пар неконгруэнтных элементов на виток.
Полувитки спиралей показаны тонкой и толстой линиями (г).
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той 2a плоскости скользящего отражения. Транс�
ляция на а серой цепочки определяет конгруэнт�
ное (с точностью до разворота пентагонов и
гептагонов вокруг центров) объединение трех пар
пентагонов и гептагонов, которое представлено
белой цепочкой на рис. 5в, и не имеет никакого
преимущества перед серой цепочкой.

Определенная ранее А�форма ДНК�структуры
получена утроением α�спирали посредством пе�
рехода от оси 40/11 к оси 120/11. Суперспирали из
трех α�спиралей в полиэдре {2 × 24} соответствует
объединение из трех соответствующих каналам
40/11 октагонов вокруг соответствующего 30/11
гексагона, вершины которого принадлежат дан�
ным октагонам (рис. 4а, 4б). В полиэдре {22 × 24}
такому объединению соответствует объединение

из трех гептагонов вокруг серого гексагона. Гекса�
гон, находящийся на “северном” (“южном”) по�
люсе полиэдра {22 × 24}, находится в центре зигза�
гообразного экваториального объединения трех
гептагонов (и трех пентагонов между ними), ко�
торые не имеют с ним общих вершин (рис. 4в).
Два зигзагообразных объединения вокруг оси, со�
единяющей северный и южный гексагоны, воз�
никают на экваторе полиэдра {22 × 24} из белой и
серой зигзагообразных цепочек (рис. 4в) при
склейке куба из развертки (рис. 5в).

При выделении из сферы “северного” и “юж�
ного” дисков (вокруг северного и южного гекса�
гонов) и дальнейшей сшивке дисков, допускаю�
щей локально цилиндрическую аппроксимацию
рассматриваемых минимальных поверхностей,
двум зигзагообразным цепочкам могут быть со�
поставлены полувитки двух спиралей, образую�
щих двойную спираль (рис. 5г). При отображении
политопа на полиэдр двум точкам политопа соот�
ветствует одна точка полиэдра, поэтому снятию
вырождения в Е3 должно соответствовать появле�
ние еще двух полувитков двух спиралей. Таким
образом, получаем двойную спираль, в которой
на каждый виток приходится зигзагообразное
объединение шести пар неконгруэнтных друг
другу элементов (рис. 5г). Отметим, что при выво�
де А�формы без использования политопов вторая
спираль была введена лишь комбинаторно по�
средством действия подгруппы PSL(2, 11) группы
Матье М11 на двух орбитах [1, 11; 1, 11].

В зигзагообразной цепочке – одном полувитке
спирали – каждый гептагон соединен с пентаго�
ном и наоборот. Аналогичный тип соединения
может быть сохранен для связи пентагонов с геп�
тагонами из разных полувитков двойной спира�
ли. При сопоставлении пентагонам и гептагонам
двух конформаций оснований (рис. 6а) развертка
двойной спирали (рис. 5г) может рассматриваться
как развертка двойной спирали, характеризую�
щей Z�форму ДНК�структуры (рис. 6б, 6в).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные с использованием довольно не�
простых математических конструкций результа�
ты показывают, что α�спираль и различные фор�
мы ДНК�структур описываются в рамках алгеб�
раической топологии как особые локально
решетчатые упаковки, ограниченные поверхно�
стями геликоидально�подобного типа. Такие по�
верхности отвечают точке бифуркаций для мини�
мальных поверхностей, которые задаются пред�
ставлением Вейерштрасса и удовлетворяют
условию равенства нулю индекса неустойчивости
поверхности. Таким образом, развиваемый под�
ход показывает, что необходимым условием
устойчивости и воспроизводимости рассматрива�
емых биологических структур является их соот�

(а) (в)

(б)

Z�ДНК

син

анти

син

анти

анти

син

анти

син

Рис. 6. В каждой из комплементарных нитей Z�фор�
мы ДНК�структуры происходит чередование син� и
антиконформаций нуклеотидных звеньев, а в каждой
паре оснований одно всегда находится в син�конфор�
мации относительно геликоидально�подобной связи,
другое – в антиконформации [21] (а). Повторяющая�
ся единица спирали – двойка соседних пар нуклеоти�
дов. Угол спирального вращения для левоспиральной
Z�формы равен –9° или –51° в зависимости от того,
какой из контактов – анти–син или син–анти – реа�
лизуется в данном месте [21] (б). Модель Z�формы
ДНК, (рисунок из статьи Z�DNA c web�сайта ht�
tp://en.wikipedia.org/, загружен Ричардом Вилером
(Zephyris)); зигзагообразная двойная спираль показа�
на толстыми черными линиями (в).



КРИСТАЛЛОГРАФИЯ  том 58  № 5  2013

СТРУКТУРНЫЕ ЗАКОНОМЕРНОСТИ ГЕЛИКОИДАЛЬНО�ПОДОБНЫХ БИОПОЛИМЕРОВ 651

ветствие единственной системе конструкций ал�
гебраической топологии [22]. Иными словами
данное условие определяет возможность сборки
атомов (молекул) в соответствии с топологиче�
скими свойствами реального физического мира и
условиями существования (вложимости в него)
конечных дискретных упорядоченных структур.
Как предсказывает теория катастроф [23], фор�
мирование подобных структур соотносится с
процессами снятия конфигурационного вырож�
дения, а устойчивость состояния – с наличием
точки бифуркации. Более того, в случае ДНК�
структур, видимо, имеет место двойная подстра�
ховка природы от возможных эффектов кристал�
лизации: локальная решетчатость используется
для решеток, задаваемых над кольцами алгебраи�
ческих целых, а не только над привычным коль�
цом целых чисел.

Игнорирование локальной периодичности
приводит к формальным нарушениям основной
парадигмы о биологическом редукционизме [24],
поскольку экспериментально обнаружены слу�
чаи, когда разные белки (или один и тот же белок
с разными функциями) кодируются одинаковым
геном с определенной последовательностью ос�
нований. На такую особенность можно было бы
не обращать внимания, если бы не характерное
разбиение исходной ДНК�спирали на отдельные
подсистемы, например, при считывании инфор�
мации. Таким образом, можно надеяться, что
дальнейшие биофизические исследования под�
твердят априори определенные в настоящей ра�
боте особенности строения спирали.

ДНК�структуры не только содержат необходи�
мый функциональный код (четырехбуквенный с
трехбуквенными словами, что соотносится с требо�
ванием нецелого числа элементов на виток), но и
реализуют очень важную операцию перехода от ло�
кально решетчатых атомнопорожденных структур к
локально решетчатым упаковкам молекул. Мас�
штабная инвариантность системы – наиболее об�
щий тип фрактальных преобразований – запускает�
ся своеобразным локальным превращением, когда
повторяемость (локальная атомнопорожденная ре�
шетчатость) в цепочках и числе элементов преобра�
зуется в характеристику оси геликоидально�подоб�
ного стержня.

В настоящее время структурная классифика�
ция белков основана на биоинформатике, кото�
рая использует возможности компьютерного пе�
ребора и позволяет непосредственно сопостав�
лять белки [4], а не указывать определяющие
симметрию конструкции алгебраической геомет�
рии и топологии. Изучение строения биополиме�
ров различного уровня организации требует
определения симметрии соответствующего типа
структурного порядка, которая не может быть
отображена в рамках классической кристаллогра�
фии. Примененный в данной работе аппарат, ма�

тематическое обоснование которого приведено в
[25, 26], позволяет до реальных или компьютер�
ных экспериментов выявлять симметрийные за�
кономерности строения некоторых классов биопо�
лимеров, что определяет возможность априорного
отбора топологически устойчивых структур и сим�
метрийной классификации биополимеров.
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