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ВВЕДЕНИЕ

Живая природа отгораживается от кристалли�
ческого типа упорядочения в трехмерном евкли�
довом пространстве Е3 переходом от инвариант�
ности относительно бесконечной трансляцион�
ной решетки к локальной периодичности,
определяемой инвариантностью относительно
конструкций алгебраической топологии. Необхо�
димость использования таких конструкций об�
условлена тем, что Е3 образует алгебру Ли относи�
тельно операции векторного умножения. К по�
добным конструкциям относятся и фактически
используемые локально периодические группы,
все подгруппы которых конечны [1–3]. Необхо�
димость в использовании таких групп обусловле�
на требованием разбиения на полиэдры первой и
второй координационных сфер, которое согласу�
ется с физически реализующимся взаимодей�
ствием ближайших друг к другу атомов.

Рассматриваемая трехмерная структура может
быть ограничена поверхностью, автоморфизмы
которой позволяют выделить определенные клас�
сы трехмерных многообразий. Поверхность явля�
ется минимальной (локально минимальной) при
условии равенства нулю ее средней кривизны. В
дальнейшем ограничимся рассмотрением топо�
логически устойчивых систем, характеризующих�
ся минимальной поверхностью, определяемой

теоремой о трубчатой окрестности [1]. Особые
точки такой поверхности могут быть связаны
преобразованиями симметрии “алгебраическо�
го” политопа [4–9], который определяется соот�
ветствующей подсистемой восьмимерной решет�
ки октав Е8, замыкающей ряд возможных чисел:
действительные–комплексные–кватернионы–
октавы. Минимальная поверхность может огра�
ничивать и клеточные комплексы в Е3, для по�
строения которых используются смешанные абе�
левы группы. При этом элементы конечной сте�
пени таких групп соотносятся с локальной
периодичностью, а элементы бесконечного по�
рядка используются в качестве топологического
пространства. Взаимосвязь свойств клеточных
(симплициальных) комплексов и поверхностей,
их ограничивающих, определяется конструкцией
расслоенного пространства [1, 2, 10]. Поэтому
дальнейшие построения упорядоченных систем
фактически сводятся к построению расслоенных
пространств, базы которых представлены сим�
плициальными или клеточными комплексами.
Развиваемый подход позволяет построить семей�
ство минимальных геликоидальноподобных по�
верхностей, которому может быть сопоставлено
семейство спиралей с одинаковыми топологиче�
скими характеристиками. 
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В 1930 г. Коксетер открыл политоп {240} – ал�
мазоподобную структуру с 240 вершинами на рас�
положенной в Е4 трехмерной сфере S3 [11, 12]. В
настоящей работе будет показано, что политоп
{240} представляет собой начало замкнутой по�
следовательности “алгебраических” политопов,
определяемых второй координационной сферой Е8.
В целом изложенное выше позволяет говорить
о существовании особой цепочки конструкций
алгебраической топологии [1]: алгебраический
политоп из второй координационной сферы ре�
шетки Е8 → локально�однородное многообра�
зие → локально�минимальная поверхность →
→ однопараметрическое семейство геликоидов →
→ расслоение (накрытие) с базой из клеточных
комплексов → локально�решетчатая упаковка
клеточных комплексов. Настоящая работа посвя�
щена реализации в Е3 данной цепочки, позволяю�
щей выделить особый класс геликоидальнопо�
добных топологически устойчивых структур. На�
ряду с [4–7, 10] в данной статье развивается
аппарат “структурного приложения алгебраиче�
ской геометрии (топологии)", который можно на�
звать структурологией. 

Во второй части работы будет показано, что
симметрийные закономерности строения ряда
линейных биополимеров определяются кон�
струкциями алгебраической геометрии и тополо�
гии, задающими сборку геликоидальноподобных
структур из весьма ограниченного числа “клеток”
по весьма ограниченному числу правил. Послед�
нее означает, что развиваемый аппарат позволяет
априори построить геликоидальноподобные
структуры, определяющие симметрийные пара�
метры биополимеров, в частности α�спирали и
некоторых форм ДНК.

ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ
И ТОЧКИ БИФУРКАЦИЙ 

ГЕЛИКОИДАЛЬНОПОДОБНЫХ 
ПОДСТРУКТУР

Все неконгруэнтные полные линейчатые (при
использовании полиэдральных построений дан�
ный фактор существенен) минимальные поверх�
ности могут быть реализованы как однопарамет�
рическое семейство геликоидов с параметром h –
межвитковым шагом. Катеноид, определяемый
одной из таких поверхностей, локально изомор�
фен геликоиду, относящемуся к классу мини�
мальных поверхностей, допускающих задание
конформных координат. Геликоид можно пред�
ставить в виде бесконечнолистной намотки на ка�
теноид (изгибы остаются в классе минимальных
поверхностей) или на сферу без южного и север�
ного полюсов. Если имеется контур, состоящий
из двух соосных окружностей радиуса r, располо�
женных в параллельных плоскостях, тогда для
описания всех минимальных поверхностей, затя�
гивающих контур, достаточно описать все затяги�
вающие его катеноиды [3].

Полное решение данной задачи получено еще
Пуассоном. Обозначим расстояние межу указан�
ными окружностями h, тогда при малых h реше�
ние дает два катеноида, один из которых близок к
цилиндру (устойчивая конфигурация), а другой –
к конусу (неустойчивая конфигурация). При не�
котором значении hкр оба катеноида образуют
единую конфигурацию, превращаясь в пленку,
которая затягивает каждую из окружностей плос�
ким диском. Можно показать, что 

hкр = 2.4r, (1)

где r – радиус цилиндра, отвечающего затягиваю�
щей пленке (рис. 1а). Соотношение (1) задает
точку бифуркации [13] катеноида, когда послед�
ний распадается на устойчивый цилиндр и не�
устойчивый конус. В точке бифуркации наруша�
ется топологическая регулярность, и на рассмат�
риваемом многообразии формируется клеточная
структура.

Стереографическая проекция S3 на E3 пред�
ставляет собой объединение тороидальных поверх�
ностей, поэтому переход от S3 к универсальному на�
крытию можно рассматривать как соответствую�
щий гауссовому отображению S3 в трубчатую
поверхность в E3 [1]. Задание на S3 политопа [4, 5]
соответствует введению внешней метрики, когда
для любых двух точек поверхности геликоида рас�
стояние между ними равно евклидовому расстоя�
нию в E3. В таком случае в E3 можно определить
объединение по винтовой линии локально ци�
линдроподобных (трубчатых) поверхностей
(рис. 2а). При этом только отдельные особые точ�
ки данной линии лежат на указанной поверхно�
сти. 

(a) (б)

Рис. 1. Контур, состоящий из двух спиралей и двух за�
мыкающих отрезков (а). Уменьшение шага спирали
приводит к трансформации геликоида в двуспираль�
ную геликоидальноподобную намотку на катеноид
[3]; б – прозрачным кругом показана одна из отбра�
сываемых полюсных шапочек сферы, которая в дис�
кретном варианте 48�вершинного усеченного кубо�
октаэдра содержит вершины квадрата. Толстыми ли�
ниями выделен один из двух октагонов, не теряющий
своих вершин при отбрасывании восьми вершин из 48.



КРИСТАЛЛОГРАФИЯ  том 58  № 4  2013

СТРУКТУРНЫЕ ЗАКОНОМЕРНОСТИ ГЕЛИКОИДАЛЬНОПОДОБНЫХ БИОПОЛИМЕРОВ 521

Кривизна и кручение пространственной кри�
вой в Е3 являются полным набором ее геометриче�
ских инвариантов. Поэтому если кривая задается
векторами, то (при определенных условиях) по�
следние можно задать в соответствующей подал�
гебре. В [14, 15] показано, что характеризующий
кривую вектор Дарбу и другие векторы можно за�
дать как элементы из алгебры G2, не принадлежа�
щие ее базису корней. Фактически используются
группы Шевалле (для экспоненциальных пред�
ставлений) типа G2, определенные над кольцом
целых чисел и представляющие собой обобщение
групп типа G2 над локальными и коммутативны�
ми кольцами [16]. В дискретном варианте такое
условие означает, что число (не обязательно це�
лое) вершин, приходящееся на один виток винто�
вой линии, является постоянным, что задает од�
нородность соответствующих стержневых струк�
тур. В конечном итоге однородность винтовой
линии задается соотношением связи расстояния
между витками (если рассматривается навивка на
цилиндр) с длиной отдельного витка.

Устойчивость минимальных поверхностей
определяется возможным изменением их площа�
ди (как и объема ею ограниченного) при малых
деформациях. Характеристикой устойчивости яв�
ляется индекс IndM, который соотносится с чис�
лом способов изменения площади поверхности.
Поверхность М неустойчива, если IndM ≠ 0. Ин�
дексы всех периодических минимальных поверх�
ностей, в том числе геликоидов, бесконечны и в
указанном смысле неустойчивы [3]. Однако су�
ществуют методы построения полных погружен�
ных в Е3 минимальных поверхностей с нулевым
индексом, когда применяются представления
Вейерштрассе [1]. Пусть М – некоторая поверх�
ность, заданная представлением Вейерштрассе
(U, w, (aw + b)m), a, b ∈ C и a ≠ 0, где m – целое не�
нулевое число, например m = 1, U ⊂ C – некоторая
подобласть комплексной плоскости C. Поверх�
ность М характеризуется нулевым индексом IndM
при содержании образа области U (при гауссовом
отображении) в некотором открытом подмноже�
стве W сферы S2 [1]. Подмножество W может быть
определено либо как заданное на открытой полу�
сфере без полюса (W = S2 ∩ {x3} ≤ 0), либо как под�
множество на части (около 5/6 общей площади)
сферы S2, заключенной между двумя параллель�
ными плоскостями (рис. 1б). Действительно, та�
кие плоскости отстоят от центра сферы на рассто�
янии tht0, где t0 – единственный корень уравне�
ния ctht0 = t0, и отсекают область, составляющую
около 1/6 поверхности сферы. 

Само гауссово отображение позволяет сохра�
нять углы между векторами. Представления Вей�
ерштрассе позволяют задать как катеноид, так и
полный геликоид, а в общем случае и ассоцииро�
ванное семейство для некоторой минимальной

поверхности М, состоящей из локально изомет�
ричных минимальных поверхностей. Последнее
обеспечивается (при соответствующих значениях
их параметров) локальным диффеоморфизмом
[1], сохраняющим метрику соответствующих
конфигураций. Параметрами таких семейств
можно выбрать для геликоидов шаг h, а для кате�
ноидов – радиус горловины r. Отличие таких кон�
фигураций заключается в том, что образующими
для катеноидов являются цепные линии v(u) в
плоскости XZ (так что при возрастании u коорди�
ната по Z точек на v(u) растет), тогда как для гели�
коида – ось Y (так что при возрастании u коорди�
ната по Y убывает). У геликоида средняя кривизна
поверхности вдоль любой образующей равна ну�
лю, поэтому для любой пары образующих суще�
ствует движение, переводящее одну образующую
в другую и геликоид в себя. При определенных
условиях можно построить конфигурацию, объ�
единяющую геликоид и катеноид, а именно, си�
стему “суммарных” радиус�векторов для обеих
конфигураций при одинаковых значениях u. Для
этого необходимо провести через цепную линию
v(u) семейство прямых, параллельных оси Y, так,
чтобы точки u = 0 соответствовали вершинам та�
кой цепи (в рассматриваемом случае можно ис�
пользовать ребра и вершины многогранников)
[3]. При этом можно использовать разбиение v(u)
на систему кусочно�гладких отрезков. Получен�
ная поверхность характеризуется сдвигом |u|, а
также некоторой кривой ω, чьи точки с ростом u

(a) (б) (в)

Рис. 2. Геликоидальное объединение стержней (а).
Накрытие над букетом окружности и сферы S1 ∪ S2

как набор сфер, прикрепленных к прямой (нарисо�
ванной как винтовая линия) в целых точках (б) ([1],
рис. 103б). Симплициальный комплекс из четырех
тетраэдров с общей вершиной (черный шар) показан
толстыми линиями. Два таких комплекса объединены
связной суммой – тремя тетраэдрами между ними (в).
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сдвигаются вправо, а с уменьшением u – влево.
При изменении высоты образующей геликоида
на шаг h кривая ω подымается на ту же высоту. Та�
кое сопряженное семейство линий обеспечивает�
ся на поверхности радиус�вектором вида:

r(u, ϕ, α) = r1(u, ϕ)cosα + r2(u, ϕ)sinα, (2)
где r1, r2 – радиус�векторы, описывающие катено�
ид и геликоид, ϕ – угол в цилиндрической систе�
ме координат; α ∈ [0, π/2], при α = π/2 кривая ω
превращается в образующую геликоида, при
α = 0 – в цепную линию катеноида [3].

ЛОКАЛЬНО�ПЕРИОДИЧЕСКИЕ 
ГЕЛИКОИДАЛЬНЫЕ КОНСТРУКЦИИ 

И АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ПОЛИТОПЫ, 
ОПРЕДЕЛЯЕМЫЕ ВТОРОЙ 

КООРДИНАЦИОННОЙ СФЕРОЙ 
РЕШЕТКИ Е8

Любая вкладываемая в E3 компактная ориен�
тированная поверхность гомеоморфна связной
сумме торов, поэтому переход от S3 к универсаль�
ному накрытию над букетом S1 ∪ S2 окружности и
сферы (рис. 2б) возможен только при выделении
на S3, S2 и S1 (как групповых многообразий) соот�
ветствующих многообразий и характеризующих

их алгебр. Пусть  вкладывается в группу SU(2)

как двумерная сфера, а окружность  – как эква�

тор . Полусфера сферы  идентифицируется с

двумерным диском , поэтому все рассматрива�
емые конструкции относятся к минимально гео�

дезическим подмножествам.  – окружность

большого круга в сфере S7, а диск  − централь�
ное плоское сечение сферы S7 трехмерной плос�
костью E3, проходящей через начало координат в

Е8 [1, 3]. При трактовке  как части максималь�
ного тора Т1 в группе SU(2) инварианту группы
Вейля типа Е8 соответствует определенный диск

, поэтому построение алгебраических полито�
пов фактически определяется конструкцией:

(3)

в которой  соотносится с тором Т2, а S1 – с
группой U(1) = {exp(iϕ)} всех комплексных чисел.
Имеется несколько типов подобных отображе�
ний, в частности для прямого произведения сфер
S i × S j и лежащего в нем “координатного креста”

, где ,  –
отмеченные точки сфер [1]. В таком случае суще�
ствует естественное отображение

f : D i + j = D i × D j → S i × S j, (4)
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где f – прямое произведение отображений D i → S j

и D j → S j (при отображении границы , а

), точка  определена в S i × S j.
В последующем могут быть построены более

сложные конструкции, обусловленные неориен�
тированностью проективной плоскости RP2, для
которой S2 является универсальной накрываю�
щей. Возможно построение и клеточных (сим�
плициальных) комплексов (рис. 2в), которые
позволяют наглядно представить расслоение:

(5)

где  и  – числа вершин в базе и слое. Любые
преобразования диска без потери локальной ми�
нимальности сводятся к поворотам диска вокруг

его граничной окружности  с использованием
автоморфизмов группы SU(2) [1].

Для задания локальной периодичности в кле�
точном комплексе используются смешанные абе�
левы группы, содержащие подгруппы без кручения
(каждый элемент обладает конечной периодично�
стью) и подгруппы с кручением (с использованием
элементов унипотентных подгрупп, не равных
единице). При этом связывающую роль играют
первая и вторая дифференциальные формы с
фиксированными свойствами [1, 2, 15]. Выполне�
ние указанных условий обеспечивается использо�
ванием векторного представления при наличии
гауссовости отображения для минимальной по�
верхности (с локально нулевой кривизной), за�
данной векторной алгебраической подсистемой
[3]. Векторам, характеризующим положение вер�
шин полиэдров на геликоидальной поверхности,
можно сопоставить элементы указанной алгебры
G2, которые отвечают автоморфизмам указанных
выше решеток и соотносятся с автоморфизмами
решетки Е8. Операция сшивки (склейки) по плос�
кому тору Т2 задает закон объединения соответ�
ствующих дисков, который определяет сборку
полиэдров в стержень. 

Переход от конструкций, заданных на S2, к
рассмотрению их на плоскости (плоской области)
обусловлен наличием взаимно однозначного со�
ответствия между их метриками: любое преобра�
зование, сохраняющее метрику на S2 , является
линейным и ортогональным преобразованием Е2.
Трудность заключается в том, что ни одно замкну�
тое неориентируемое двумерное многообразие не
вложимо в Е3. В то же время это возможно для со�
ответствующего ориентируемого многообразия,
для задания которого можно использовать удвое�
ние числа элементов. Для плоского варианта име�
ются только четыре системы корней ранга 2:
А1 × А1, А2, В2 = С2 (решетка корней Z2) и G2 (ре�
шетка корней А2) [15], которые можно использо�
вать при классификации простых групп. Соответ�
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ственно возможны наборы из q = 4, 12 векторов,
которые могут быть использованы для задания
локально решетчатых упаковок.

Сдвиг начала координат в глубокую дыру ре�
шетки Е8 определяет последовательность коорди�
национных сфер из 16, 128, 448, 1024 векторов [8],
что позволяет выделить подмножество из 1152 =
= 128 + 1024 векторов второй координационной
сферы Е8, которое соответствует политопу 1152
(таблица). Данный политоп определяется груп�
пой Коксетера F4 (порядка 1152 = 12 × 96), которая
является централизатором группы G2 в группе Е8.
В строке таблицы приведены ячейки политопа [17],
определяемого подгруппой группы F4; там же ука�
зано число ячеек (четырех возможных типов),
граней, ребер и вершин. 

В общем случае политоп {q(2n × 24)}, n = 0, 1, 2
из второй координационной сферы Е8 можно
отобразить в “нагруженный” полиэдр {2n × 24}q

(рис. 3а, 3д, 3е) таким образом, что каждая точ�
ка s0 из соотношения (4) отображается в центр объ�
единения 2 × 2n вершин полиэдра. Для полиэдров
{2n × 24}q, n = 0, 1, 2, точка s0 попадает в середину
ребра (рис. 3а), центр квадрата (рис. 3д) и центр
общего ребра двух пятиугольников (рис. 3е). При
этом каждой из вершин полиэдра {2n × 24}q соот�
ветствует q�элементное многообразие (q = 4, 12),
задаваемое точками на спирали, соответствую�
щей S1. В соответствии с изложенным выше, для
построения в Е3 отображаемой из S3 топологиче�
ски устойчивой конструкции на S2 необходимо

оставить 5/6 из 2n × 24 точек. Иными словами в
политопе {q(2n × 24)} может быть выделено {q(2n ×
× 20)}�вершинное подмногообразие. В дальней�
шем будет показано, что переходу от множества
2n × 24 вершин на S2 к 2n × 20 вершинам соответ�
ствуют реализующиеся или гипотетические транс�
формации структур в Е3. В политопе {q(2n × 24)}
возможно и выделение подмногообразия {10(2n ×
× 24)}, которое отражает возможность сопостав�
ления 2400 векторам второй координационной
сферы решетки Е8 объединения 10 первых коор�
динационных сфер из 240 векторов в каждой [6]. 

ЗАМКНУТАЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ПОЛИТОПОВ 

И ОПРЕДЕЛЯЕМЫЕ ЕЮ ЛИНЕЙНЫЕ 
ПОДСТРУКТУРЫ В Е3

Согласно (3), (4), задача построения поверхно�
сти с заданными свойствами оказывается связан�
ной как с построением для S3 координатного кре�
ста, так и с построением плоского тора Т2 как дис�
ка D2. Рассмотрение дисков D2 приводит к
использованию конструкций типа системы кор�
ней G2, которая состоит из векторов первой и вто�
рой координационных сфер решетки А2. По ква�
зиразложимости G2 соотносится с D4, что позво�
ляет использовать борелевы подгруппы [15] и
построить политоп {q(2n × 24)}. Группа Шевалле
типа G2 совпадает (при наличии представления в
группе GL7(K)) с тором и содержит три неединич�
ные инволюции [8, 15], ее группа Вейля изоморф�

Политоп {3, 4, 3} и нерегулярные политопы, определяемые подгруппами группы Коксетера F4 [17]

Полиэдры, являющиеся ячейками политопов ячейки грани ребра вершины 

24 96 96 24

48 240 288 96

240 1104 1440 576

144 720 1152 576

240 1392 2304 1152
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на диэдральной группе порядка 12. Таким обра�
зом, для сохранения при отображении (3)–(5)
всех рассмотренных ранее требований операция

вырезания диском  должна определять наличие
трех ближайших векторов для каждого отобража�
емого из Е8 на S2 вектора. Последнее означает, что
полиэдры {2n × 24}q, n = 0, 1, 2 должны быть про�
стыми (в каждой вершине три ребра), а дуальные
им полиэдры – триангулированными.

Согласно [6, 10], алгебраический политоп мо�
жет быть алмазоподобным, если полиэдр {2n × 24}
будет простым, содержащим 2n × 36 ребер и fm гра�
ней с m вершинами, m = 4, 5, 6, 7, 8. В силу теоре�
мы Эйлера для простых полиэдров

(6)

Условие (6) является лишь необходимым услови�
ем алмазоподобности политопа. В политопе объ�
единение 2{q} вершин, расположенных на двух
соседних окружностях S1, образует Q�цепочку,
подобную  – цепочке в структуре алмаза.

2
0D

2f4 + f5 – f7 – 2f8 = 12,

f4 + f5 + f6 + f7 + f8 = 2 + 2n × 12.

110

При отображении политопа в нагруженный по�
лиэдр {2n × 24}q Q�цепочка отображается в Q�реб�
ро, которое обозначим двухконечной стрелкой
(рис. 3). Все вершины полиэдра {2n × 24} могут
быть охвачены множеством 2n × 12 изолирован�
ных ребер, поэтому достаточное условие алмазо�
подобности политопа

2n × 12 = VQ, (7)
где VQ – множество Q�ребер. При выполнении (7)
в каждой вершине будут сходиться одно Q�ребро
и два q�ребра, в которые отображаются ребра, со�
единяющие вершины Q�цепочек.

Полиэдр, дуальный простому полиэдру {2n × 24},
n = 0, 1, 2, определяет 2 + (2n × 12)�вершинное не�
регулярное разбиение сферы на 2n × 24 треуголь�
ника, которое позволяет задать соответствующий
симплициальный (клеточный) комплекс. При
n = 0 полиэдр {24} – это полиэдр Кельвина (усе�
ченный октаэдр) [46, 68] (рис. 3а) с шестью квад�
ратными и восемью гексагональными гранями.
Дуальный к [46, 68] полиэдр – неканонический
14�вершинный полиэдр Франка–Каспера [10],
который можно обозначить Z14(46, 68). В его ше�

(a) (б) (в)

(г) (д) (е)
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71
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Рис. 3. 24�Вершинный усеченный октаэдр с шестью квадратными и восемью гексагональными гранями; центры 12 не�
пересекающихся ребер�стрелок показаны белыми кружками (а). Разбиение 14�вершинного тетрагексаэдра (дуального
усеченному октаэдру) на шесть гексациклов; один гексацикл выделен толстыми черными линиями (б); в – разбиение
(б) как нерегулярное разбиение сферы, которое вкладывается в карту {6, 3}2, 1 на торе [10]; г – усеченный октаэдр (а),
в котором выделена подсистема 24 пересекающихся ребер; д – 48�вершинный усеченный кубооктаэдр с 24 непересе�
кающимися ребрами�стрелками; белыми кружками выделены центры 12 квадратов; е – 96�вершинный простой мно�
гогранник с 5�, 6� и 7�вершинными гранями и 48 непересекающимися ребрами�стрелками. Чередующиеся светло� и
темно�серые пяти� и семивершинники образуют экваториальный пояс; белыми кружками выделены центры 12 ребер,
каждое из которых является общим для двух пятивершинников.
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сти вершинах сходятся по четыре треугольника, а
в восьми – по шесть треугольников. Объединив
четверки треугольников в гексагоны (рис. 3б), по�

лучим  – нерегулярное разбиение сферы на
шесть гексагонов (рис. 3в). Данное разбиение
возникает из карты {6, 3}2, 1 на торе при отбрасы�
вании трех ребер, которые образуют ручку, допол�
няющую сферу до тора [10]. Объединение в гекса�
гоны четверок треугольников такого разбиения
сферы возможно “правым” или “левым” спосо�
бом (рис. 3б, 3г), что выделяет правую или левую
тройку непересекающихся ребер гексагона. Ребра
правой тройки отделяют друг от друга только гек�
сагоны, левой – гексагоны и квадраты. Отобра�
жение правой тройки в левую определяется инво�
люцией из группы Е8.

Карты {6, 3}n, 1 представляют собой графы ин�
цидентности конечных проективных плоскостей
PG(2, q). Таким образом, учет всех рассмотренных
выше отображений позволяет получить последо�
вательность, связывающую PG(2, 2) (минималь�
ную из всех конечных проективных плоскостей) с
политопом {240}:

(8)

где {6, 3}2, 1 определяет регулярное (три гексагона
в каждой вершине) 14� вершинное разбиение то�
ра на семь гексагонов.

Удвоение по определенному закону данной
вершины можно трактовать как снятие конфигу�
рационного вырождения. В итоге подобная опе�
рация задает функции склейки для соответствую�
щего накрытия типа (3), которое позволяет по�
строить объединение стержней. Если в гексагонах
усеченного октаэдра {20 × 24}q правые тройки Q�
ребер заменить на левые, получится неалмазопо�

добный нагруженный полиэдр  (рис. 3г),
для которого не выполняется условие (7). Данный
политоп можно рассматривать как дважды вы�
рожденный, для него снятие вырождения обеспе�
чивает выполнение (7) и переход к нагруженному
усеченному кубооктаэдру {2 × 24}q (рис. 3д). Ана�
логично изложенному замена в каждом гексагоне
{2 × 24}q “правой” тройки стрелок на “левую”
приводит к дважды вырожденному неалмазопо�
добному нагруженному полиэдру. Снятие вырож�
дения обеспечивает переход к 96�вершинному ал�
мазоподобному нагруженному полиэдру {22 × 24}q

с 22 × 12 изолированными Q�ребрами, который
определяется соотношениями f5 – f7 = 12 и f5 + f6 +
+ f7 = 2 + 22 × 12 (рис. 3е). Дальнейшая замена в
каждом гексагоне полиэдра {22 × 24}q “правой”
тройки стрелок на “левую” не приведет к измене�
нию типа полиэдра. Таким образом, подмноже�

3
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ство простых нагруженных полиэдров {2n × 24}q,
n = 0, 1, 2, образует замкнутую последователь�
ность относительно (определяемой сменой троек
Q�ребер в восьми гексагонах) операции снятия
вырождения вершин.

Аналогично (8) карта {6, 3}3, 1 приводит к 26�
вершинной триангуляции сферы (412, 68, 86) и на�
груженному полиэдру {2 × 24}q. Карта {6, 3}5, 0

(через промежуточный этап карты {4, 4}5, 5) при�
водит к 50�вершинной триангуляции сферы (46,
524, 68, 712) и нагруженному полиэдру {22 × 24}q Та�
ким образом, замкнутая последовательность на�
груженных полиэдров {2n × 24}q, n = 0, 1, 2, опре�
деляется последовательностью вложений карт
(рис. 4а):

{6, 3}2, 1  {6, 3}3, 1  {6, 3}5, 0  {6, 3} = A2, (9)

для которых универсальным накрытием является
гексагональная мозаика – решетка A2, вторая ко�
ординационная сфера которой определяет систе�
му G2. Карта {6, 3}2, 1 содержит достаточно гексаго�
нов, чтобы определить все векторы системы кор�
ней G2 (рис. 4б). Можно показать, что различным
вариантам триангуляции гексагонов в (9) соот�
ветствуют различные системы групп Шевалле ти�
па G2, определяющие рассматриваемые в работе
полиэдры и политопы. Соотношения (8), (9) поз�
воляют утверждать, что существует особая за�
мкнутая последовательность алмазоподобных ал�
гебраических политопов {q(2n × 24)}, n = 0, 1, 2, ко�
торая начинается с открытого Коксетером
политопа {240}.

Пусть канал K – трехмерная стержневая под�
структура политопа из данной последовательно�

← ← ←

(а) (б)

Рис. 4. Карта {6, 3}5, 0 из 25 (белых, серых и черных)
гексагонов гексагональной сетки (с отождествляемы�
ми вершинами), в которую вкладываются 7 (белых) и
13 (белых и серых) гексагонов, составляющие карты
{6, 3}2,1 и {6, 3}3,1 (а); б – гексагон сетки (а) и объеди�
нение 12 треугольников решетки А2, определяемое
векторами системы G2. Фундаментальные векторы G2
показаны стрелками.
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сти, который удовлетворяет рассмотренным тре�
бованиям топологической устойчивости. Соглас�
но (6), (7), данный канал должен соответствовать
грани нагруженного полиэдра {2n × 24}q (рис. 3),
образованной m ребрами, из которых Q�ребрами
являются mQ, при 0 < mQ < m/2, m = 5, 6, 7, 8. В Е3

соответствующий канал К (стержень) образуют
конгруэнтные Q�цепочки, которые по отноше�
нию к каналу разделяются на два типа. В цепочке
1�го типа у каждой вершины каналу принадлежат
три ребра (из четырех), а в цепочке 2�го типа –
поочередно два или четыре ребра. Цепочке 1�го
типа соответствует Q�ребро, а 2�го типа – одна
вершина Q�ребра. Согласно [10, 11], если канал К
образован цепочками одного типа, он может быть
аппроксимирован орбитой винтовой оси, осу�
ществляющей сдвиг на вектор h вдоль оси и вра�
щение на угол L/d (в общем случае нецелочислен�
ный) [5, 6, 10].

Действительно, политоп {240} с группой сим�
метрии (O' × Y ')/2 , где O' и Y ' – двойные группы
вращений икосаэдра и октаэдра [12], представляет
собой объединение четырех каналов 30/11, в про�
межутках между которыми возникают шесть кана�
лов 40/9 (рис. 3а). Образующими для этого полито�
па являются соотношения (30/11)3 = –(40/9)4 = (10)1

между движениями в E4, которые обладают вра�
щательными компонентами (в одной из двух
плоскостей) на 132°, 81° и 36° соответственно.
При этом канал 30/11 в Е3 образуют три Q�цепоч�
ки 1�го типа, а канал 40/9 – четыре Q�цепочки
2�го типа (рис. 5а, 5б). Следующий за {240} поли�
топ {q(2 × 24)} (рис. 3д) характеризуется соотно�
шениями

(30/11)3 = (40/11)4 = –(40/9)4 = (10)1, (10)

которые задают в Е3 и канал 40/11 (рис. 5в); знак
минус определяет противоположную (30/11) хи�
ральность вращения.

Канал К в свою очередь может определять то�
пологически устойчивую, геликоидальноподоб�
ную структуру , удовлетворяющую соотноше�
ниям

Ω

(11)

где , γ1, γ2 равны 1

или 2, In, Is = kjs(mjs + 1) – инварианты, mjs – пока�
затели решетки E8 [5]; λ – целое, n = 0, 1, 2. В силу
(1) h = 2.4r, где r – определяемый (2) радиус ци�
линдрически подобной поверхности, на которую
может быть отображена . Если L/d зависит толь�
ко от инвариантов E8, то локальная решетчатость
отображается в зависимости h от r(u, ϕ, α). Опера�
тор федоровской группы определяется (11) в пре�
дельном случае L/d = n, n = 1, 2, 3, 4, 6, и h = t/n,
где t – вектор кубической решетки D3 или гекса�
гональной решетки A2 × A1. D3 – это ГЦК�решет�
ка, которая вкладывается в четырехмерную ре�
шетку D4, из которой (по квазиразложимости
[15]) может быть получена система G2, определяе�
мая векторами первой и второй координацион�
ных сфер решетки А2.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Дискретная система, состоящая из подсистем,
предпочтительнее непрерывной, поскольку обла�
дает более высокой надежностью. В такой систе�
ме каждая подсистема может находиться в не�
большом числе возможных состояний, поэтому
она, как правило, игнорирует малые отклонения
от нормы различных физических параметров си�
стемы, восстанавливая (в исходном виде) одно из
своих допустимых состояний. В непрерывной си�
стеме малые возмущения накапливаются, что мо�
жет привести к принципиальным изменениям са�
мой системы. Таким образом, для получения фи�
зически значимых результатов необходимо
использовать решения, относящиеся к конечным
стационарным гамильтоновым системам, для ко�
торых система уровней также дискретна.

В работе показано, что для этого могут быть
использованы трехмерные локально решетчатые
конструкции, инвариантные относительно кон�
струкций алгебраической геометрии и топологии

Ω L/d λh r u ϕ α, ,( )( )〈 〉2 q{ } ←←
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Рис. 5. Каналы 30/11 (а), 40/9 (б) [12] и 40/11 (в), которые соответствуют гексагональным, квадратным и октагональ�
ным граням полиэдра рис. 3д. Преобразование Т представляет собой винтовое вращение 30/11 (а).
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[1, 13, 18]. Как известно, проблема классифика�
ции трехмерных многообразий не только не ре�
шена, но и неизвестно, существует ли алгоритми�
ческий подход к решению такой задачи [1, т. 3].
Однако если рассматривать лишь диффеомор�
физмы (или автоморфизмы) поверхности, кото�
рая ограничивает объем данной трехмерной
структуры, то оказывается возможным выделить
определенные классы трехмерных многообразий.
Для этого потребовалось рассмотреть поверхно�
сти, относящиеся к минимальным (локально ми�
нимальным) и содержащие особые точки, кото�
рые было необходимо соотнести с выбранным ти�
пом решетчатости и автоморфизмами системы.

Показано, что определенный Коксетером по�
литоп {240} представляет собой начало замкнутой
последовательности алгебраических политопов,
отображаемых в “нагруженные” полиэдры (2n × 24),
n = 0, 1, 2. Соотношения взаимосвязи политопов
данной последовательности с расслоенными про�
странствами (накрытиями) и клеточными ком�
плексами позволили определить особый класс
геликоидальноподобных подструктур, топологи�
ческая устойчивость которых определяется их соот�
ветствием представлению Вейерштрассе и выпол�
нению условия равенства нулю индекса неустойчи�
вости поверхности, ограничивающей объем такой
структуры.

В следующей работе, представляющей собой
вторую часть данной, будет показано, что априо�
ри выведенные локально решетчатые упаковки
клеточных комплексов (ограниченные поверхно�
стью геликоидальноподобного типа) реализуются
в виде α�спирали и различных форм ДНК�струк�
тур.
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