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ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Необходимость вывода многомерных дискрет!
ных групп симметрии и их возможных подгрупп
диктуется не только математическими задачами
n!мерной геометрической кристаллографии, но и
потребностями современной физики. Так, в рабо!
тах Яннера и Янссена 1969–1979 гг. приведены
примеры конкретных соединений, симметрия
которых описывается многомерными группами.
В частности, в [1] отмечено, что симметрия пери!
одически искаженного кристалла с иррациональ!
ными периодами искажения описывается 6!мер!
ными фёдоровскими группами.

Что касается n!мерных групп симметрии и их
всевозможных подгрупп, то их вывод при n ≥ 4,
как показали исследования 4!мерных фёдоров!
ских групп в [2], осуществлять таким путем, как
это делалось в трехмерном пространстве [3] (по!
сле предварительного полного вывода n�мерных
точечных “кристаллографических” групп Gno и
всех типов n!мерных решеток Бравэ), становится
уже невозможным.

Основным методом вывода n�мерных групп
симметрии при n ≥ 5 является подробно описан!
ный в [4] так называемый арифметический метод
применения конечных групп целочисленных (n × n)!
матриц, давший возможность расширить теорию
трехмерных решеток на n!мерные и создать мето!
ды их полных исследований при любом конкрет!
ном значении n. Однако сам процесс вывода все!
возможных различных пятимерных точечных
групп G50 и пятимерных решеток Бравэ, как сле!
дует из [4], является довольно сложной и трудо!
емкой задачей, требующей глубоких теоретиче!

ских исследований и использования мощных вы!
числительных средств. 

Наряду с важными универсальными методами
геометрической теории чисел, развитыми в [4]
московской школой Б.Н. Делоне, для исследова!
ния многомерных групп симметрии особую роль
в совершенствовании принципиального метода
решения задачи n!мерной геометрической кри!
сталлографии имеют разработанные в [5, 6] прин!
ципы применения одно!, двух!, и трехмерных
групп Р!симметрии для подсчета и моделирова!
ния субпериодических n!мерных групп симмет!
рии.

В этих работах показано, что, например, r!

мерными группами l!кратной антисимметрии 
при их полной классификации, согласно общей
теории, описанной в [7], полностью интерпрети!
руются с точностью до строения все различные
многомерные плоскостные группы симметрии ка!
тегории G(r + l)(r + l – 1)…(r + 1)r, сохраняющие в (r + l)!
мерном пространстве последовательно включаю!
щие друг в друга плоскости размерностей r + l – 1,

r + l – 2, …, r + 1, r, а группами  десяти розеточ!
ных P!симметрий при , исчерпывающихся
p! и (p')!симметриями при p = 1, 2, 3, 4, 6, – группы
симметрии категории G(r + 2)r [8, 9]. Далее группами

 таблеточных Р!симметрий при  исчер!
пывающихся (p, 2)! и (p', 2)!симметриями, интер!
претируются с точностью до строения все различ!
ные группы симметрии категории G(r + 3)(r + 2)r [8, 9], а

группами  гипертаблеточных Р!симметрий
1!го порядка при  исчерпывающихся
(p, 2, 2)! и (p', 2, 2)! симметриями – группы сим!
метрии категории G(r + 4)(r + 3)(r + 2)r [9].
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Аналогичным образом группами  32 кри!
сталлографических P!симметрий при  мо!
делируются с точностью до строения все различ!
ные (r + 3)!мерные группы симметрии категории

G(r + 3)r [10]. В свою очередь группами  122 ги!
перкристаллографических Р�симметрий первого
порядка при  интерпретируются все раз!
личные группы симметрии категории G(r + 4)(r + 3)r

[11], а группами  624 гиперкристаллографиче!
ских Р�симметрий 2!го порядка при  –
все различные группы симметрии категории

G(r + 5)(r + 4)(r + 3)r [12]. Наконец, группами  биро!
зеточных Р�симметрий, соответствующих груп!
пам подстановок , моделируются все раз!
личные с точностью до строения группы симмет!
рии категории G(r + 4)(r + 2)r [13].

С помощью отмеченных способов использова!

ния r�мерных групп  данной Р!симметрии (где
0 ≤ r ≤ 3) для исследования интерпретируемых
ими многомерных групп симметрии удается вы!
явить не только количество самих многомерных
групп симметрии данной категории, но и устано!
вить структуру каждой из них, ибо между группа!

ми  и моделируемыми или многомерными
группами симметрии устанавливается не только
взаимно однозначное, но и сильно изоморфное
соответствие, что означает, согласно [14], что
каждая конкретная группа из множества групп

категории  и интерпретируемая ею многомер!
ная группа симметрии имеют одинаковое строе!
ние.

Что касается пятимерных групп симметрии
(так как они на очереди после исследованных в
[15] четырехмерных), то структура каждой из них
не просто усматривается. Выходом из этого поло!
жения является имеющийся способ использова!
ния обобщенных классических групп Р!симмет!
рии, которыми моделируется рассматриваемая
категория пятимерных групп симметрии, для на!
хождения их структуры. Выявлению количества
пятимерных групп симметрии с инвариантной
трехмерной плоскостью и неподвижной точкой
на ней, т.е. пятимерных групп симметрии катего!
рии G530 в краткой записи, а также структуры каж!
дой отдельной группы симметрии этой категории
и посвящается настоящая работа. Таким образом,
для решения задачи понадобится каталог трех!

мерных точечных групп  розеточных Р!сим!
метрий при  и доказательство факта, что

отмеченными группами  интерпретируются с
точностью до строения все различные группы

симметрии категории .
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Р!СИММЕТРИИ 

Напомним некоторые необходимые для реше!
ния поставленной задачи понятия и факты за!
морзаевской теории Р!симметрии, изложенной в
[5, 6]. Приписывая каждой точке фигуры F хотя
бы один индекс i = 1, 2, …, p и фиксируя некото!
рую группу Р подстановок этих индексов, называ!
ем преобразованием Р!симметрии индексиро!
ванной фигуры F ее изометрическое преобразова!
ние, переводящее каждую точку с индексом i в
точку с индексом ki так, чтобы подстановка

; такие преобразования g разла!

гаются на преобразования симметрии s рассмат!
риваемой фигуры F и подстановки ε из группы Р
подстановок p качеств, наделенных точками пре!
образуемой фигуры F. Преобразования P!сим!
метрии g = sε = εs составляют мультипликатив!
ную группу G, входящие в них преобразования
симметрии s – ее порождающую группу S, подста!
новки индексов ε – группу P1; при P1 = Р называем
G группой полной Р!симметрии, при  не!
полной Р!симметрии, а при P1 = e группа G = S.

Если G – группа полной Р!симметрии, то
 – ее подгруппа симметрии, а 

– подгруппа подстановок индексов. Группу G на!
зываем старшей при Q = P (тогда H = S, а G =
= S × P), младшей при Q = e (тогда G изоморф!
на S, что соответствует символической записи

) и Q!средней при . Всякую группу
G полной Р!симметрии, как указано в основной
теореме А.М. Заморзаева [5, 6], можно вывести из
ее порождающей S путем нахождения в S и Р та!
ких нормальных делителей H и Q, для которых су!
ществует изоморфизм фактор!группы S/H на P/Q,
попарным перемножением соответствующих по
изоморфизму смежных классов и объединением
полученных произведений. Совокупность всех
групп Р!симметрии с общей порождающей назо!
вем порожденным ею семейством (ср. с [5, 6]). 

Вывод старших групп Р!симметрии тривиа!
лен, так как они соответствуют случаю Q = P, по!
этому изоморфизм фактор!группы S/H на P/Q
возникает только в том случае, когда нормальный
делитель H группы S совпадает с ней. Это означа!
ет, что старшая группа G Р!симметрии является
прямым произведением порождающей группы S
и группы подстановок Р, характеризующей рас!
сматриваемую Р�симметрию (G = S × P). Млад!
шие группы данной Р�симметрии выводятся из
определенной порождающей группы S, согласно
основной теореме, только в том случае, если S об!
ладает таким нормальным делителем H, что
S/H ≅ P, ввиду того, что для этого типа групп
Р�симметрии Q = e. Практически младшие груп!
пы Р!симметрии, где P/Q  P, удобно выводить
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методом Шубникова–Заморзаева, т.е. поочеред!
ной заменой в системе образующих исходной
группы S ее преобразований симметрии соответ!
ствующими преобразованиями Р!симметрии та!
ким образом, чтобы полученная при этом новая
группа G была изоморфна взятой группе S, а под!
становки индексов, входящие в преобразования
полученной группы G, составляли отмеченную
группу Р.

Изучение Q!средних групп Р!симметрии, со!
гласно основной теореме, связано с перебором
нетривиальных нормальных делителей Q групп
подстановок Р, характеризующих рассматриваемые
Р!симметрии, а сам подсчет этих групп становится
возможным, если предварительно выявлены млад!
шие группы Р!симметрии, ибо, как показано в [14],
число Q!средних групп Р!симметрии в данном се!
мействе равно числу младших групп Po!симмет!
рии с той же порождающей, если фактор!группа
P/Q сильно изоморфна Po (P/Q ≅ Po).

Широта понятия Р!симметрии и ее многооб!
разная применимость [5] вызвали к жизни раз!
личные принципы классификации Р!симметрий
[6], из которых понадобится так называемый гео!
метрический способ, позволяющий выявить де!
сять розеточных Р!симметрий, записанных в [9] в
виде групп, задающих p! и (p')!симметрию при
р = 1, 2, 3, 4, 6, в случае, когда группа подстановок
качеств Р изоморфна последовательно каждой из
десяти двумерных кристаллографических точеч!
ных групп симметрии категории G20.

ТРЕХМЕРНЫЕ ТОЧЕЧНЫЕ ГРУППЫ 
РОЗЕТОЧНЫХ Р!СИММЕТРИЙ

Приведем каталог нужных для решения по!
ставленной задачи трехмерных точечных групп

 десяти розеточных Р!симметрий. Для этого
обобщим 32 трехмерные точечные группы G30 с
упомянутыми в конце предыдущего раздела 10 ро!
зеточными Р!симметриями, распределенными в
[9] по девяти классам сильной изоморфности сле!
дующим образом: 1; 2; 1/; 3; 4; 6; 2/; 3/; 4/; 6/.

При 1!симметрии, задаваемой тождественным
преобразованием e, получим 32 классические
группы G30, которые назовем порождающими, так
как точкам преобразуемого трехмерного про!
странства приписывается один и тот же индекс,
следовательно, симметрия рассматриваемой фи!
гуры сохраняется. Перечислим эти группы по
сингониям, записанным в [16, 18–21] в смешан!
ной шубниковской и заморзаевской символиках.
Сингония Т: 1, . Сингония M: 2, m, 2 : m. Синго!
ния О: 2 ⋅ m, 2 : 2, m ⋅ 2 : m (= 2 ⋅ m : 2). Сингония
Q: 4,  , 4 : 2,  ⋅ m (= : 2), 4 ⋅ m, 4 : m, m ⋅ 4 : m
(= 4 ⋅ m : 2). Сингония K: 3/2, 3/4, (= 3/2 ⋅ m),

,  (= 3/4 ⋅ m). Сингония R: 3, , 3 : 2,

30
pG

�2

�4 �4 �4
�6 2/

�3 4/ �6 4/ = ×
� �6 3 2

3 ⋅ m,  ⋅ m (= 3 ⋅ m : 2). Сингония H: 6, 6 : 2, 3 : m,
6 ⋅ m, 6 : m, m ⋅ 3 : m (= 3 : m ⋅ 2), m ⋅ 6 : m (= 6 : m ⋅ 2 =
= 6 ⋅ m : 2).

Так как из каждой порождающей группы при
обобщении ее с любой нетривиальной Р!симмет!
рией выводится только одна старшая, разлагаю!
щаяся в прямое произведение рассматриваемой
классической группы и группы подстановок Р,
задающей использованную Р!симметрию, то таких
групп при обобщении 32 кристаллографических то!
чечных групп с 9 нетривиальными розеточны!
ми Р!симметриями будет 288 = 32 × 9. Список этих
групп исчерпывается следующим рядом: 1 × 1(2), …,

(6 : m ⋅ 2) × 1(2), …; , …,  – всего
288 групп. 

Для получения полного каталога трехмерных
точечных групп розеточных Р!симметрий не хва!
тает младших и Q!средних групп этой категории
при 9 нетривиальных розеточных Р�симметриях.

При 2� и (1/)!симметриях группы G30 порожда!
ют по 58 младших [7] ввиду того, что 2! и (1/)!сим!
метрия совпадают с антисимметрией А.В. Шуб!
никова [17]. Список младших трехмерных точеч!

ных групп 2!симметрии следующий: ; 2(2); m(2);
2(2) : m, 2 : m(2), 2(2) : m(2); 2(2) · m, 2 · m(2); 2(2) : 2;

2(2) · m : 2, 2 · m(2) : 2, 2(2) · m(2) : 2; 4(2); ; 4(2) : 2,

4 : 2(2); , , ; 4(2) · m, 4 · m(2); 4(2) : m ,
4 : m(2), 4(2) : m(2); 4(2) · m : 2, 4 · m(2) : 2, 4 · m : 2(2),

4(2) · m(2) : 2, 4 · m(2) : 2(2); 3/4(2); 3/2 · m(2); ;

, , ; ; 3 : 2(2); 3 · m(2);
3 · m(2) : 2, 3 · m : 2(2), 3 · m(2) : 2(2); 6(2); 6(2) : 2; 6 : 2(2);
3 : m(2); 6(2) · m, 6 · m(2); 6(2) : m, 6 : m(2), 6(2) : m(2);
3 : m(2) · 2, 3 : m · 2(2), 3 : m(2) · 2(2); 6(2) : m · 2, 6 : m(2) · 2,
6 : m · 2(2), 6(2) : m(2) · 2, 6 : m(2) · 2(2) – всего 58 групп.

Если в списке выписанных 58 младших трех!
мерных точечных групп 2!симметрии индекс
“(2)” заменить соответственно символом “/”, то
получим список 58 младших трехмерных точеч!

ных групп (1/)!симметрии: .
Всего при 2! и (1/)!симметрии группы G30 порож!
дают 116 младших и ни одной средней группы,
ибо группы 2 и 1/, задающие две рассмотренные
розеточные Р!симметрии, не имеют нетривиаль!
ных нормальных делителей.

При 3!симметрии группы G30 порождают 7 млад!
ших групп, список которых таков: 3(3)/2; 3(3)/2 ⋅ m =

= ; 3(3);  ; 6(3); 3(3) : m; 6(3) : m и ни одной
средней по той же причине, что и при 2! и (1/)!
симметриях.

При 4!симметрии группы G30 порождают четы!

ре младшие группы 4(4); ; 4(4) : m и 4(4) : m(2), а так!
же 58 два!средних ввиду того, что фактор!группа

. Следовательно, таких групп при обобще!
нии G30 с 4!симметрией будет столько, согласно

�6

×
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(6 ')(6 : 2) 1m

�

(2)2

�

(2)4
�

(2)4 : 2 �

(2)4 : 2 �

(2) (2)4 : 2

�

(2)3 4/

⋅

(2)3 4 m/ ⋅

(2)3 4 m/ ⋅

(2) (2)3 4 m/ �

(2)6

/ / / / /2 ,2 , , ...,6 : 2m m ⋅

�

�

(3)6 2/ �

(3)6

�

44

�4 2 2/



360

КРИСТАЛЛОГРАФИЯ  том 58  № 3  2013

ПАЛИСТРАНТ

предыдущему разделу, сколько младших групп
порождает категория G30 при ее обобщении с
2!симметрией, т.е. 58. Список этих групп таков:

; 2(4); m(4); 2(4) : m, 2 : m(4), 2(4) : m(4); 2(4) ⋅ m, 2 ⋅ m(4);
2(4) : 2; 2(4) ⋅ m : 2, 2 ⋅ m(4) : 2, 2(4) ⋅ m(4) : 2; 4(4) × 1(2);

; 4(4) : 2, 4 : 2(4); , , ; 4(4) ⋅ m,
4 ⋅ m(4); (4(4) : m) × 1(2), 4 : m(4), 4 (4) : m(4); 4(4) ⋅ m : 2,
4 ⋅ m(4) : 2, 4 ⋅ m : 2(4), 4(4) ⋅ m(4) : 2, 4 ⋅ m(4) : 2(4); 3/4(4);

3/2 ⋅ m(4) = ; ; 3/4(4) ⋅ m, 3/4 ⋅ m(4), 3/4(4) ⋅ m(4);

; 3 : 2(4); 3 ⋅ m(4); 3 ⋅ m(4) : 2, 3 ⋅ m : 2(4), 3 ⋅ m(4) : 2(4);
6(4); 6(4) : 2, 6 : 2(4); 3 : m(4); 6(4) ⋅ m, 6 ⋅ m(4); 6(4) : m,
6 : m(4), 6(4) : m(4); 3 : m(4) ⋅ 2, 3 : m ⋅ 2(4), 3 : m(4) ⋅ 2(4);
6(4) : m ⋅ 2, 6 : m(4) ⋅ 2, 6 : m ⋅ 2(4), 6(4) : m(4) ⋅ 2, 6 : m(4) ⋅ 2(4)

(ср. с табл. 1.1 и 1.2 в [5]).
При 6!симметрии группы G30 порождают

младшие, а также 2! и 3!средние, ибо группа 6, за!
дающая 6!симметрию имеет два нетривиальных
нормальных делителя 2 и 3, в прямое произведе!
ние групп которых она и разлагается (6 = 2 × 3).

Список младших  содержит 7 групп и выглядит

следующим образом: 3(3)/2 ⋅ m(2) = ; ; 6(6);
3(3) : m(2); 6(3) : m(2), 6(6) : m, 6(6) : m(2). Что касается

2!средних групп категории , то их будет столь!
ко, сколько точечных групп G30 порождают млад!
ших при их обобщении с 3!симметрией, т.е. семь,
так как фактор!группа 6/2  3. Чтобы выписать
эти группы, нужно каждую младшую точечную

группу  при 3!симметрии умножить на группу
2!тождественного преобразования 1(2). Следова!

тельно, список 2!средних точечных групп  та!
ков: (3(2)/2) × 1(2); (3(3)/2 ⋅ m) × 1(2); 3(6) = 3(3) × 1(2);

; 6(3) × 1(2); (3(3) : m) × 1(2); (6(3) : m) × 1(2) . Что!

бы выписать 3!средние группы категории  по
аналогичной причине, нужно каждую из 58 млад!
ших групп, которые порождают точечные группы
G30 при их обобщении с 2!симметрией, умножить
на группу 1(3) 3!тождественного преобразования
ввиду того, что фактор!группа 6/3  2. Следова!

тельно, список 3!средних групп категории  вы!

глядит так: , m(2) × 1(3) , …,
(6 : m(2) ⋅ 2(2) ) × 1(3) (ср. с табл. 1.2 в [5]) – всего
58 групп. 

При (2/)!симметрии трехмерные группы G30

порождают 64 младшие группы, список которых

следующий: 2(2 : m/), 2/) : m(2,  : m/) =  : m/);
2(2 ⋅ m/), 2/) ⋅ m(2; 2(2 : 2/); m(2 ⋅ 2 : m/), m/) ⋅ 2 : m(2,
m/) ⋅ 2(2 : m/), m ⋅ 2(2: m/), m/) ⋅ 2(2 : m; m/) ⋅ 2(2 : m(2;

4(2 : 2/), 4/) : 2(2; , , ;

4(2 ⋅ m/), 4/) ⋅ m(2; 4(2 : m/), 4/) : m(2, ;

, , m/) ⋅ 4 : m(2, m ⋅ 4(2 : m/), m ⋅ 4/):
: m(2, m ⋅ 4(2 : m/), m/) ⋅ 4(2 : m, m(2 ⋅ 4/) : m, m/) ⋅ 4(2: m/),
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� �

/(2 / ) (2 / )4 : 4 :m m=
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(2 / / )4 :m m⋅

(2 / )4 :m m⋅

m(2 ⋅ 4/) : m(2, m/) ⋅ 4(2 : m/), m/) ⋅ 4(2 : m(2, m(2 ⋅ 4/) : m/);

, , ; , ,

; 6(2 : 2/), 6/) : 2(2; 6(2 ⋅ m/), 6/) ⋅ m(2;

6(2 : m/), 6/) : m(2, 6(2/ : m/) = ; m(2 ⋅ 3 : m/), m/) ⋅ 3 : m(2,

 ⋅ 3 : m/); ⋅ 6 : m/), m(2 ⋅ 6 : m/), m/) ⋅ 6 : m(2, m ⋅ 6(2 : m/),

m ⋅ 6/) : m(2, m ⋅ : m/), m/) ⋅ 6(2 : m, m(2 ⋅ 6/) : m,

m/) ⋅ 6(2 : m/), m(2 ⋅ 6/) : m(2, m/)⋅  : m/) , m/) ⋅ 6(2 : m(2,
m(2 ⋅ 6/) : m/) (ср. с табл. 1.3 в [5]).

Но так как группа, задающая (2/)!симметрию,
имеет два нетривиальных нормальных делителя 2
и (1/), то группы G30 при (2/)!симметрии кроме
выписанных 64 младших будут порождать 2!сред!
ние и (1/)!средние. Ввиду того, что фактор!груп!
па (2/)/2  1/, то 2!средних точечных групп (2/)!
симметрии будет столько, согласно утверждению
предыдущего пункта, сколько младших групп по!
рождают трехмерные точечные группы при (1/)!
симметрии, т.е. 58. Чтобы выписать 2!средние
трехмерные точечные группы при (2/)!симмет!
рии, нужно каждую младшую группу этой сим!
метрии умножить на группу 2!тождественных
преобразований 1(2. Следовательно, список 2!сред!
них трехмерных точечных групп при (2/)!симмет!

рии выглядит так: × 1(2; m/) × 1(2;…,
(6 : m/) ⋅ 2/)) × 1(2 – всего 58 групп.

Так как фактор!группа (2/)/(1/)  2, то (1/)!
средних трехмерных точечных групп при (2/)!
симметрии будет также 58, ибо младших групп
при обобщении групп G30 с 2!симметрией 58. Ес!

ли каждую младшую группу категории  умно!
жить на группу 1/) , то получим список (1/)!сред!
них групп при (2/)!симметрии в следующем виде:

; 2(2 × 1/); m(2 × 1/); … , (6 : m(2 ⋅ 2(2) × 1/) – все!
го 58 групп.

При (3/)!симметрии трехмерные точечные
группы G30 порождают 10 младших групп, список

которых таков: 3(3/4/); 3(3/ ; ; 3(3 : 2/); 3(3 ⋅ m/);

; 6(3 : 2/) ; 6(3 ⋅ m/); m/) ⋅ 3(3 : m; m/) ⋅ 6(3 : m. В
связи с тем, что группа, задающая (3/)!симмет!
рию, имеет нетривиальный нормальный делитель
3, то кроме выписанных 10 младших группы G30

при их обобщении с (3/)!симметрией будут по!
рождать 58 три!средних групп, ибо фактор!груп!
па (3/)/3  1/. Если каждую младшую трехмерную
точечную группу (1/)!симметрии умножить на
группу 3!тождественного преобразования 1(3, то
получим список 58 три!средних групп при (3/)!

симметрии в следующем виде: ; 2/) × 1(3; m/) ×
× 1(3; …, (6 ⋅ m/) : 2/)) × 1(3 – всего 58 групп.

При (4')!симметрии трехмерные точечные
группы G30 порождают 5 младших групп, список
которых выглядит следующим образом: 4(4 : 2/);

; 4(4 ⋅ m/); m/) ⋅ 4(4 : m, m/) ⋅ 4(4 : m(2. Но так как
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группа, задающая (4/)!симметрию, имеет 3 не!
тривиальных нормальных делителя (2/), 4 и 2, то
кроме выписанных пяти младших групп группы
G30 будут порождать (2/)!, 4! и 2!средние группы
при их обобщении с (4/)!симметрией.

Перечень (2/)!средних трехмерных точечных
групп при (4/)!симметрии содержит 58 групп
(фактор!группа (4/)/(2/)  2) и выглядит так:

; 2(4 ⋅ 1/); m(4 × 1/); (2(4 : m) ⋅ 1/), (2 : m(4) ⋅ 1/),
(2(4 : m(4) ⋅ 1/); (2(4 ⋅ m) ⋅ 1/), (2 ⋅ m(4) ⋅ 1/); (2(4 : 2) ⋅ 1/);
(2(4 ⋅ m : 2) ⋅ 1/), (2 ⋅ m(4 : 2) ⋅ 1/), (2(4 ⋅ m(4 : 2) ⋅ 1/);

4(4 ⋅ (1(2 ⋅ 1/); ; (4(4 : 2) ⋅ 1/), (4 : 2(4) ⋅ 1/);

, , ; (4(4 ⋅ m) ⋅ 1/),
(4 ⋅m4)) ⋅ 1/); (4(4 : m) ⋅ (1(2 ⋅ 1/)), (4 : m(4) ⋅ 1/), (4(4 : m(4) ⋅ 1/);
(4(4 ⋅ m : 2) ⋅ 1/), (4 ⋅ m(4 : 2) ⋅ 1/), (4 ⋅ m : 2(4) ⋅ 1/),
(4(4 ⋅ m(4 : 2) ⋅ 1/), (4 ⋅ m(4 : 2(4) ⋅ 1/); (3/4(4) ⋅ 1/);

; ; (3/4 ⋅ m(4) ⋅ 1/), (3/4(4 ⋅ m) ⋅ 1/),

(3/4(4 ⋅ m(4) ⋅ 1/) ; ; (3 : 2(4) ⋅ 1/); (3 ⋅ m(4) ⋅ 1/);
(3 ⋅m(4 : 2) ⋅ 1/), (3 ⋅ m : 2(4) ⋅ 1/), (3 ⋅ m(4 : 2(4) ⋅ 1/); 6(4 ⋅ 1/);
(6(4 : 2) ⋅ 1/), (6 : 2(4) ⋅ 1/); (3 : m(4) ⋅ 1/); (6(4 ⋅ m) ⋅ 1/),
(6 ⋅ m(4) ⋅ 1/); (6(4 : m) ⋅ 1/), (6 : m(4) ⋅ 1/), (6(4 : m(4) ⋅ 1/);
(3 : m(4 ⋅ 2) ⋅ 1/), (3 : m ⋅ 2(4) ⋅ 1/), (3 : m(4 ⋅ 2(4) ⋅ 1/);
(6(4 : m ⋅ 2) ⋅ 1/), (6 : m(4 ⋅ 2) ⋅ 1/), (6 : m ⋅ 2(4) ⋅ 1/),
(6(4 : m(4 ⋅ 2) ⋅ 1/), (6 : m(4 ⋅2(4) ⋅ 1/). 

Перечень 4!средних точечных групп  со!
держит также 58 групп, ибо фактор!группа (4')/4 

 1/. Умножив каждую младшую трехмерную то!
чечную группу при (1/)!симметрии на группу 4!
тождественных преобразований 1(4, получим ис!
комый список 58 четыре!средних групп в следую!

щем виде: ; 2/) ⋅ 1(4; m/) ⋅ 1(4; …, (6 : m/) ⋅ 2/)) ⋅ 1(4 –
всего 58 групп.

Список оставшихся 2!средних трехмерных то!
чечных групп при (4/)!симметрии содержит
64 группы(фактор!группа (4/)/2  2/) и выглядит

следующим образом: 2(4 : m/), 2/) : m(4, : m/);
2(4 ⋅ m/), 2/) ⋅ m(4, 2(4 : 2/); m(4 ⋅ 2 : m/), m/) ⋅ 2 : m(4,
m/) ⋅ 2(4 : m/), m ⋅ 2(4 : m/), m/) ⋅ 2(4 : m, m/) ⋅ 2(4 : m(4;

(4(4 : 2/)) ⋅ 1(2, 4/) : 2(4; , , ;

(4(4 ⋅ m/)) ⋅ 1(2, 4/) ⋅ m(4; 4(4 : m/), 4/) : m(4, ;
4 : m/) ⋅ 2(4 ,  m(4 ⋅ 4 : m/), m/) ⋅ 4 : m(4,  m ⋅ 4(4 : m/),

m ⋅ 4/) : m(4, , (m/) ⋅ 4(4 : m) ⋅ 1(2, m(4 ⋅ 4/) : m,

m/) ⋅ 4(4 : m/), m(4 ⋅ 4/) : m(4, , m/) ⋅ 4(4 : m(4,

m(4 ⋅ 4/) : m/); , , ; , ;

; 6(4 : 2/), 6/) : 2(4; 6(4 ⋅ m/), 6/) ⋅ m(4; 6(4 : m/),

6/) : m(4, ; m(4 ⋅ 3 : m/), m/) ⋅ 3 : m(4, 3 : m/) ⋅ 2(4;
6 : m/) ⋅ 2(4, m(4 ⋅ 6 : m/), m/) ⋅ 6 : m(4, m ⋅ 6(4 : m/), m ⋅ 6/) : m(4,

: m/) ⋅ 2/), m/) ⋅ 6(4 : m, m(4 ⋅ 6/) : m, m/) ⋅ 6(4 : m/),

m(4 ⋅ 6/) : m(4,  : m/) ⋅ 2, m/) ⋅ 6(4 : m(4, m(4 ⋅ 6/) : m/) –
всего 64 группы.

Таким образом, группы G30 при (4/)!симмет!
рии порождают 185 новых групп, из которых

�
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/ ) (46 : 2�
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5 младших и 180 Q!средних, при указанных значе!
ниях Q.

При заключительной розеточной (6/)!симмет!
рии используемые группы G30 порождают млад!
шие, а также 2!, 3!, 6! и (3/)!средние вследствие
того, что группа, задающая (6/)!симметрию, об!
ладает соответствующими четырьмя нетривиаль!
ными нормальными делителями.

Список нужных младших групп при (6/)!сим!
метрии исчерпывается следующими 8 группами:

; 6(6 : 2/); 6(6 ⋅ m/); m/) ⋅ 3(3 : m(2; m/) ⋅ 6(3 :
m(2, m/) ⋅ 6(6 : m, m/) ⋅ 6(6 : m(2. Ввиду того, что фак!
тор!группа (6/)/2  3/, то 2!средних трехмерных
точечных групп, согласно предыдущему разделу,
будет столько, сколько младших порождают груп!
пы G30 при их обобщении с (3/)!симметрией, а
именно 10 групп. Если каждую младшую трехмер!
ную точечную группу при (3')!симметрии умножить
на группу 2!тождественного преобразования 1(2, то
получим список 2!средних трехмерных точечных
групп при (6/)!симметрии в следующем виде:

(3(3/4/)) × 1(2; (3(3/ ) × 1(2; ; (3(3 : 2/)) ×

× 1(2; (3(3 ⋅ m/)) × 1(2; ;

; (m/) ⋅ 3(3 : m) × 1(2; (m/) ⋅ 6(3 : m) × 1(2 –
всего 10 групп. 

При фактор!группе (6/)/3  2/3!средних трех!
мерных точечных групп при (6/)!симметрии бу!
дет 64, ибо группы G30 порождают столько млад!
ших, когда они обобщаются с (2/)!симметрией.
Если каждую младшую трехмерную точечную
группу при (2/)!симметрии умножить на груп!
пу 3!тождественного преобразования 1(3, то полу!
чим список искомых 64 3!средних точечных
групп при (6/)!симметрии в следующем виде:
(2(2 : m/)) × 1(3; (2/) : m(2 ) × 1(3; …, (m(2 ⋅ 6/) : m/)) × 1(3 –
всего 64 группы.

Поскольку фактор!группа (6/)/6  1/, то 6!
средних трехмерных точечных групп при (6/)!
симметрии будет 58, ибо столько младших груп!
пы  порождают при их обобщении с (1/)!сим!
метрией. Умножив каждую младшую трехмерную
точечную группу при (1/)!симметрии на группу
6!тождественных преобразований 1(6, получим
список 58 6!средних трехмерных точечных групп

при (6/)!симметрии в таком виде: ; 2/) × 1(6;
m/) × 1(6; (2/) : m) × 1(6, (2 : m/)) × 1(6, (2/) : m/)) × 1(6; …,
(6 : m/) ⋅ 2/)) × 1(6 – всего 58 групп.

Если фактор!группа (6/)/(3/)  2, то (3/)!сред!
них трехмерных точечных групп при (6/)!симмет!
рии будет также 58, так как столько младших
групп порождают группы G30 при их обобщении с
2!симметрией. Если каждую младшую трехмер!
ную точечную группу при 2!симметрии умножить
на группу 1(3/) = 1(3 ⋅ 1/), то получим (3/)!средние
трехмерные точечные группы при (6/)!симмет!
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рии в следующем виде: ;

m(2
× ; …,  – всего 58 групп. 

В итоге при обобщении групп G30 с розеточной
(6/)!симметрией приходим к 198 новым группам,
из которых 8 младших и 190 Q!средних при отме!
ченных значениях Q. А при обобщении всех клас!
сических 32 трехмерных точечных групп катего!
рии G30 с розеточными Р!симметриями при P  G20

получается 1208 новых групп, из которых 32 по!
рождающих, 288 старших, 221 младшая и 667
Q!средних. Отметим, что при выписывании этих
Q!средних групп при 6!, (2/)!, (3/)! и (6/)! сим!
метриях использована возможность применения
сокращенного метода их записи благодаря тому,
что Q!средние группы отмеченных Р!симметрий
разлагаются в произведение младшей группы и
группы, характеризующей Q!тождественные пре!
образования, а при 4! и (4/)!симметриях не для
всех видов Q!средних групп отмеченное условие
выполняется, поэтому в этих случаях пришлось
приводить полный список Q!средних трехмерных
точечных групп указанных Р!симметрий.

СООТНОШЕНИЕ МЕЖДУ ТРЕХМЕРНЫМИ 
ТОЧЕЧНЫМИ ГРУППАМИ РОЗЕТОЧНЫХ 

Р!СИММЕТРИЙ И ПЯТИМЕРНЫМИ 
ГРУППАМИ СИММЕТРИИ КАТЕГОРИИ G530

Покажем, что представленными трехмерными

точечными группами  розеточных Р!симмет!
рий, исчерпывающихся p! и (р/)!симметриями
при р = 1, 2, 3, 4, 6, интерпретируются с точно!
стью до строения все различные группы симмет!
рии категории G530, т.е. пятимерные группы сим!
метрии с инвариантными трехмерной плоско!

(2 (3 /) (2 (3 / )2 1 1 ; 2 (1 1 )× ⋅ × ⋅
�

(3 / )(1 1⋅ (2 (2 (2 / )(6 : 2 ) (1 1 )m ⋅ × ⋅

�

30
pG

стью и неподвижной точкой на ней. Для этого
рассмотрим единственную группу 1 нульмерного
пространства Е0, порожденную тождественным
преобразованием e. При ее обобщении с 10 розе!
точными Р!симметриями, следуя общей теории
Р!симметрии [5, 6], получаем одну порождаю!
щую группу 1 и девять старших 1 × 1(2), 1 × 1(3),
1 × 1(4), 1 × 1(6), 1 × 1/), 1 × (1(2 ⋅ 1/)), 1 × (1(3 ⋅ 1/)),

1 × (1(4 ⋅ 1/)), 1 × (1(6 ⋅ 1/)), т.е. 10 групп , не отли!
чающихся от самих групп Р подстановок индек!
сов, задающих розеточные Р!симметрии. Но на!
глядные геометрические схемы этих 10 групп Р на
плоскости (асимметричная точка с индексом 1
(рис. 1а), пара симметричных относительно оси

асимметричных точек с индексами 1 и  (рис. 1б),
пара симметричных друг другу относительно цен!
тра асимметричных точек с индексами 1 и 2 (рис. 1в)
для 1!, (1/)! и 2!симметрии; ориентированные
правильный треугольник, квадрат и правильный
шестиугольник, вершины которых пронумерова!
ны последовательно индексами 1, 2, 3 (рис. 2a), 1,
2, 3, 4 (рис. 2б), 1, 2, 3, 4, 5, 6 (рис. 2в), а также рав!
ноугольно полуправильные 4!угольник, 6!уголь!
ник, 8!угольник и 12!угольник, вершины кото!

рых последовательно обозначены индексами 1, ,

2,  (рис. 3а), 1, , 2, , 3,  (рис. 3б), 1, , 2, , 3,

0
pG

1

1

2 1 3 2 1 4

(а) (б) (в)

O1 21 1
–

1

Рис. 1. Наглядные геометрические схемы: a – 1!сим!

метрия (P = 1), б – (1')!симметрия (P = {(1, }), в –
2!симметрия (P = ({(1, 2)}).

1

(а) (б) (в)

1 2

3

45

6

4 3

1 21 2

3

Рис. 2. Наглядные геометрические схемы p!симмет!
рий: a – 3!симметрия (P = {(1, 2, 3)}), б – 4!симметрия
(P = {(1, 2, 3, 4)}), в – 6!симметрия (P = {(1, 2, 3, 4, 6)}).

(a) (б)

(в) (г)

1 1
–

22
–

1 1
–

22
–

3 3
–

1 1
–

22
–

4 4
–

33
–

44
–

5 5
–

33
–

6 6
–

22
–

1 1
–

Рис. 3. Наглядные геометрические схемы (p')!сим!

метрий: a – (2')!симметрия (P = {(1, 2)( , ),

(1, )(2, )}), б – (3')!симметрия (P = {(1, 2, 3)( , ,

), (1, )(2, )(3, )}), в – (4')!симметрия (P = {(1, 2,

3, 4)( , , , ), (1, )(2, )(3, )(4, )}), г – (6')

симметрия (P = {(1, 2, 3, 4, 6)( , , , , ),(1, )(2,

)(3, )(4, )(6, )}).

2 1

1 2 3 2

1 1 2 3

4 3 2 1 1 2 3 4

6 5 4 3 1 1
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, 4,  (рис. 3в), 1, , 2, , 3, , 4, , 5, , 6, 
(рис. 3г) таким образом, чтобы полная группа
симметрии каждого равноугольно!полуправиль!
ного 2р!угольника при р = 2, 3, 4 и 6 задавалась
группой , 
подстановок их вершин, характеризующей (p')!
симметрию) явно дают их интерпретацию в виде
кристаллографических групп симметрии одно!
сторонних розеток G20, благодаря чему р� и (р/)!
симметрии при р = 1, 2, 3, 4, 6 в [8] были названы
розеточными.

Таким образом, между нульмерными группами

 десяти розеточных Р!симметрий и кристалло!
графическими точечными группами симметрии
розеток G20 (рис. 1–3), извлеченных из [8], уста!
навливается не только взаимно однозначное, но и
сильно изоморфное соответствие, из которого
следует, что первая цифра индекса групп симмет!
рии G20, интерпретируемых нульмерными группами

 10 розеточных Р!симметрий, равна сумме раз!
мерности пространства, в котором розеточные
Р!симметрии задают двумерные кристаллогра!
фические группы симметрии G20, и размерности
нульмерного пространства, в котором находится
группа 1, используемая при ее обобщении с розе!
точными Р�симметриями для получения упомя!

нутых нульмерных групп  розеточных Р!сим!
метрий, а второй индекс символа G20 совпадает с
символом нульмерного пространства, в котором
содержится порождающая группа 1, а также, что
группы подстановок индексов, приписываемых
точкам трехмерной плоскости при исследова!

нии трехмерных точечных групп  розеточ!
ных Р!симметрий при P  G20, интерпретируют с
точностью до строения в пространстве E2 двумер!
ные точечные группы G20 розеток. 

Точно такое же соответствие, как между нуль!

мерными группами  розеточных Р!симметрий
и группами симметрии односторонних розеток
G20, устанавливается между трехмерными кри!

сталлографическими точечными группами 
розеточных Р�симметрий и пятимерными груп!
пами симметрии категории G530, ибо отмеченные

трехмерные точечные группы  базируются на
32 кристаллографических точечных группах сим!
метрии G30, преобразующих трехмерное про!
странство E3, и на 10 розеточных Р!симметриях,
интерпретирующих в дополнительном двумер!
ном пространстве Е2 10 двумерных кристаллогра!
фических точечных групп симметрии розеток G20. 

Опираясь на все сказанное выше, приходим к

выводу, что порождающие группы категории 
розеточных Р!симметрий задают такие пятимер!
ные группы симметрии, которые преобразуют

3 2 1 6 5 4 3 2

= {(1,2, ..., )( , ..., 2, 1)P p p (1, 1)...( , )}p p
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трехмерное подпространство пятимерного под!
пространства, а дополняющее его двумерное под!
пространство до пятимерного оставляют ней!

тральным. Старшие группы категории  розе!
точных Р!симметрий задают такие пятимерные
группы симметрии, которые одновременно и не!
зависимо друг от друга преобразуют трехмерное и
двумерное подпространства пятимерного про!
странства ввиду того, что каждая старшая группа

из множества  розеточных Р!симметрий разла!
гается в прямое произведение порождающей
группы, преобразующей трехмерное подпро!
странство E3 пятимерного пространства E5, и
группы розеточной Р!симметрии, преобразую!
щей дополнительное двумерное подпространство
E2 того же пятимерного пространства. Младшие

группы из множества  розеточных Р!симмет!
рий, изоморфные порождающим, задают пяти!
мерные группы симметрии, которые целиком
преобразуют пятимерное пространство Е5 как
единое целое. Строение пятимерных групп сим!
метрии категории G530, задаваемых Q!средними

группами из множества  розеточных Р!сим!
метрий, зависит от самой розеточной Р!симмет!
рии, при которой классические группы G30 по!
рождают Q!средние. 

Так, 2!средние группы при 4!симметрии кате!

гории  розеточных Р!симметрий интерпрети!
руют пятимерные группы симметрии, у которых к
ранее полученным пятимерным группам симмет!
рии, моделируемых младшими трехмерными то!
чечными группами розеточных Р!симметрий при
2!симметрии, добавляется в дополнительном
двумерном пространстве поворот второго поряд!
ка вокруг инвариантной точки соответствующих
пятимерных групп симметрии, действующий на
преобразования симметрии исходных пятимер!
ных групп.

(2/)!Средние трехмерные точечные группы 
при (4/)!симметрии интерпретируют пятимерные
группы симметрии G530, у которых к пятимерным
группам симметрии, связанным с 2!средними

группами при 4!симметрии категории , добав!
ляется в дополнительном двумерном простран!
стве преобразование симметрии, порожденное
отражением от прямой, проходящей через инва!
риантную точку группы G530. В свою очередь
4!средние группы при (4/)!симметрии категории

 розеточных Р!симметрий интерпретируют
пятимерные группы симметрии G530, у которых к
пятимерным группам симметрии, моделируемых
младшими группами (1/)!симметрии категории

, добавляется в дополнительном двумерном
пространстве группа симметрии, порожденная
четвертным поворотом вокруг инвариантной точ!
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ки пятимерной группы симметрии G530. Наконец,

2!средними группами категории  при (4/)!
симметрии моделируются такие пятимерные
группы симметрии категории G530, которые отли!
чаются от групп симметрии, моделируемых млад!

шими группами (2/)!симметрии категории ,
группой второго порядка, порожденной двойным
поворотом в дополнительном двумерном про!
странстве вокруг инвариантной точки группы
G530.

Что касается устройства пятимерных групп
симметрии категории G530, интерпретируемых
остальными типами Q!средних трехмерных то!

чечных групп  розеточных Р!симметрий при
6!, (2/)!, (3/)! и (6/)!симметриях, то они в основ!
ном сходны между собой. Так, пятимерные груп!
пы симметрии, моделируемые 2!средними груп!

пами при 6!симметрии категории  розеточных
Р!симметрий, отличаются от пятимерных групп
симметрии используемой категории, интерпре!

тируемых младшими точечными группами 
при 3!симметрии, только группой, порожденной
поворотом второго порядка в дополнительном
двумерном пространстве вокруг особенной точки
сравниваемой группы. 

Аналогичными свойствами обладают пяти!
мерные группы симметрии G530, интерпретируе!

мые 3!средними группами категории  при
6!симметрии. Именно они отличаются от пяти!
мерных групп симметрии G530, интерпретируемых

младшими группами  при 2!симметрии, толь!
ко группой, порожденной в дополнительном дву!
мерном пространстве поворотом третьего поряд!
ка вокруг особенной точки используемой группы
симметрии. 

Сходным образом группы симметрии, модели!
руемые 3!средними группами при (3/)!симмет!

рии категории , отличаются от пятимерных
групп симметрии, интерпретируемых младшими
трехмерными точечными группами при (1/)!сим!

метрии категории , только тройным поворо!
том в дополнительном двумерном пространстве
вокруг инвариантной точки используемых групп
симметрии. 

В свою очередь 2!средние точечные группы

при (6/)!симметрии категории  розеточных
Р!симметрий будут интерпретировать пятимер!
ные группы симметрии G530, которые отличаются
от пятимерных групп симметрии, моделируемых
младшими трехмерными точечными группами
(3/)!симметрии, только поворотом второго по!
рядка вокруг инвариантной точки упомянутых
групп симметрии в дополнительном двумерном
пространстве.
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Пятимерные группы симметрии, моделируе!
мые 3!средними трехмерными точечными груп!

пами  при (6/)!симметрии, будут отличаться от
соответствующих групп симметрии, моделируе!
мых младшими трехмерными точечными группа!

ми  при (2/)!симметрии, только поворотом
третьего порядка в дополнительном двумерном
пространстве вокруг инвариантной точки упомя!
нутых групп симметрии.

Что касается групп симметрии, интерпретиру!
емых 6!средними трехмерными точечными груп!

пами  при (6/)!симметрии, то они будут отли!
чаться от пятимерных групп симметрии G530, мо!
делируемых младшими трехмерными точечными

группами  (1/)! симметрии, только поворотом 6
порядка вокруг инвариантной точки упомянутых
групп симметрии в дополнительном двумерном
пространстве.

Наконец, (3/)!средние точечные группы 
при (6/)!симметрии будут интерпретировать пя!
тимерные группы G530, которые отличаются от пя!
тимерных групп симметрии, моделируемых млад!
шими трехмерными точечными группами 2!сим!
метрии, только группой 6 порядка 3 ⋅ m в
дополнительном двумерном пространстве.

Такое разнообразие структур пятимерных
групп симметрии G530, интерпретируемых разны!

ми типами трехмерных точечных групп  розе!
точных Р!симметрий, объясняется тем, что по!

рождающие, младшие и Q!средние группы  ро!
зеточных Р!симметрий являются подгруппами
старших групп этой категории.

В целом между выявленными 1208 трехмерны!
ми точечными группами розеточных Р!симмет!
рий и пятимерными группами симметрии катего!
рии G530 устанавливается не только взаимно одно!
значное, но и сильно изоморфное соответствие,

означающее, что группа категории  розеточ!
ных Р!симметрий и моделируемая ею группа
симметрии категории G530 имеют одинаковое
строение. Следовательно, пятимерных групп
симметрии, сохраняющих в пятимерном евкли!
довом пространстве трехмерную плоскость и точ!
ку на ней, т.е. групп симметрии категории G530 на!
считывается ровно 1208. Причем символику, в ко!

торой записаны трехмерные точечные группы 
розеточных Р!симметрий, можно использовать и
для записи интерпретируемых ими пятимерных
групп симметрии G530 при соответствующем гео!
метрическом толковании в дополнительном дву!
мерном пространстве индексов и знаков, припи!
сываемых точкам трехмерного пространства при
выводе трехмерных точечных групп розеточных
Р�симметрий. Последнее утверждение является
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весьма важным, так как до сих пор не выявлены
пути создания символики для записи n!мерных
групп симметрии при n ≥ 4.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

С помощью приведенного каталога трехмер!

ных точечных групп  10 розеточных Р�симмет!
рий в геометрической классификации установле!
но, что имеется 1208 различных пятимерных
групп симметрии с инвариантными трехмерной
плоскостью и точкой на ней, т.е. групп симметрии
категории G530, которые интерпретируются с точ!
ностью до строения трехмерными точечными

группами  розеточных Р!симметрий при P  G20.
Следовательно, используемая в настоящей работе
смешанная шубниковская и заморзаевская сим!
волики для записи трехмерных точечных групп

 розеточных Р!симметрий задает одновремен!
но и сами искомые пятимерные группы симмет!
рии с инвариантными трехмерной плоскостью и
точкой на ней, т.е. группы симметрии категории
G530, которые интерпретируются с точностью до

строения трехмерными точечными группами 
розеточных Р!симметрий при P  G20. 

При решении поставленной задачи получены
важные побочные результаты: 

– для всех групп Р, задающих 10 розеточных
кристаллографических Р!симметрий, найдены их
нетривиальные нормальные делители; 

– составлены фактор!группы отмеченных
групп Р по всем их нетривиальным нормальным
делителям и указаны группы Р, задающие розе!
точные Р!симметрии, которым эти фактор!груп!
пы сильно изоморфны, использованные при ре!
шении поставленной задачи. 

Приведенное число различных пятимерных
групп симметрии категории G530 является абсо!
лютно точным. Уверенность в этом основывается
на том факте, что групп симметрии категории G530

должно быть столько, как отмечено на стр. 97 в
[6], сколько групп симметрии содержит катего!
рия G520. Но группы симметрии категории G520 ин!
терпретируются двумерными точечными группа!

ми  32 кристаллографических Р!симметрий в
геометрической классификации, а таких групп,
как указано в [6] на стр. 46, также 1208, из которых
10 порождающих, 310 старших, 79 младших и
809 Q!средних. 

Таким образом, количество пятимерных групп
симметрии категории G530 подсчитано двумя не!

зависимыми способами – с помощью трехмер!

ных точечных групп  розеточных Р!симмет!
рий, с одной стороны, и с помощью двумерных

точечных групп  кристаллографических Р!
симметрий, с другой. Совпадение результатов
подсчета количества пятимерных групп симмет!
рии совпадающих категорий G530 и G520 двумя от!
меченными независимыми методами говорит о
том, что поученное число 1208 групп симметрии
категории G530 не вызывает сомнения.
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