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ВВЕДЕНИЕ

Одной из фундаментальных проблем кристал�
лографии является проблема образования трех�
мерной упорядоченной периодической структу�
ры, которую Н.В. Белов называл проблемой
“501�го атома” [1]. В 1970–1980�е гг. Н.В. Белов
поставил эту проблему перед сотрудниками мате�
матической школы Б.Н. Делоне, что привело к
созданию оригинальной теории локального кри�
терия правильности точечных систем [2–6], со�
гласно которой правильность системы точек за�
дается равенством локального окружения точки
остальными точками системы внутри некоторой
области. При всей удивительной красоте и мате�
матической строгости эта теория не нашла долж�
ного признания среди “практических” кристал�
лохимиков, привыкших к реальным структурам,
состоящим не из математических точек, а из фи�
зически реальных атомов и молекул. Можно ска�
зать, что между математической теорией форми�
рования правильных систем и эмпирическими
данными о многообразии известных кристалли�
ческих структур возник некоторый разрыв. С дру�
гой стороны, налицо отсутствие какой�либо тео�
рии, связывающей кристаллохимию с теорией
роста кристаллов. В общепринятых моделях роста
кристаллов (будь то теория Косселя в традицион�
ном [7] и современном [8] вариантах или модель
роста на дислокациях [9]) кристалл рассматрива�
ется как построенный из абстрактных частиц ку�
бической формы, независимо от того, является ли
он кристаллом поваренной соли или сложного
цеолита, содержащего внутри элементарной
ячейки сотни симметрично неэквивалентных

атомов. Вместе с тем для некоторых групп соеди�
нений (в частности, для промышленно важных
соединений с микропористыми структурами) в
последнее время достигнут существенный про�
гресс в понимании атомно�молекулярных меха�
низмов роста их кристаллических образований
[10, 11]. При этом первостепенную роль играют
данные о кристаллохимических особенностях со�
единения, присутствия в его структуре тех или
иных фундаментальных строительных блоков и
т.д. 

Настоящая работа посвящена развитию алго�
ритмической кристаллохимии, в которой постро�
ение той или иной кристаллической структуры
рассматривается как следствие выполнения того
или иного алгоритма или программы. Вследствие
периодичности кристаллического вещества алго�
ритм его построения должен быть по существу
циклическим, т.е. включать в себя выполнение
практически бесконечного числа одной и той же
программы, состоящей из конечного числа опе�
раций присоединения строительных частиц –
атомов, молекул, кластеров, наноблоков (в слу�
чае неклассической кристаллизации [12] и т.п.).
Каждая из этих операций может быть описана на
языке кристаллохимии. Таким образом, рас�
шифровка алгоритма роста структуры заключа�
ется в выделении конструкционных этапов при�
соединения тех или иных строительных блоков. В
настоящей работе развивается метод моделирова�
ния процессов роста кристаллических структур
при помощи клеточных автоматов как частного
случая конечных детерминированных автоматов. 
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ТЕОРИЯ КОНЕЧНЫХ АВТОМАТОВ: 
ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

В классической теории вычислений [13] ко�
нечный автомат определяется как набор {Q, Σ, δ, q0}
из следующих основных элементов:

– множество Q = {q0, q1, q2, … qn} из конечного
числа n состояний автомата;

– конечного алфавита Σ = {a, b, c, …} входных
символов;

– отображения множества Q на себя через ал�
фавит Σ: Q × Σ → Q (правила перехода между со�
стояниями автомата при вводе символов из алфа�
вита Σ);

– начального состояния автомата q0.

Иногда к этому набору элементов добавляется
подмножество состояний из Q, называемых при�
нимающими состояниями (accepting states). 

Простейшим примером конечного автомата
является лифт. Множество Q его стационарных
состояний соответствует множеству этажей в до�
ме, набор входных символов – множеству кнопок
на пульте внутри лифта. Правила перехода в этом
случае просты: при нажатии кнопки с соответ�
ствующим номером лифт переходит в новое со�
стояние (этаж), соответствующее номеру кнопки.
Если в доме три этажа, то автомат, моделирую�
щий лифт, состоит из трех состояний, трех вход�
ных символов и набором правил перехода между
этажами. Такой автомат можно охарактеризовать
диаграммой состояний (state diagram), представ�
ленной на рис. 1а. На диаграмме состояния изоб�
ражаются в виде узлов с соответствующим номе�
ром, а переходы между ними изображаются
стрелками, над которыми указаны символы пере�
ходов между этажами. Если лифт исправлен, то
любая последовательность (строка) символов 1, 2
и 3 будет соответствовать последовательному пе�
ремещению лифта между этажами. Иными слова�
ми автомат будет принимать такую последова�
тельность. Допустим, лифт неисправен и не мо�
жет переезжать с третьего этажа на первый и
обратно без остановки на втором этаже (в этом
случае, чтобы попасть с первого этажа на третий,
надо сначала приехать на второй этаж). Диаграм�
ма состояния автомата, соответствующего такой
системе, изображена на рис. 1б. Очевидно, такой
автомат будет принимать последовательность
1211232321, но не примет последовательность
1232321321 ввиду наличия в ней элемента 13, со�
ответствующего прямому переезду с первого на
третий этаж. Множество всех строк (слов), при�
нимаемых некоторым конечным автоматом, об�
разует формальный язык данного автомата, а пра�
вила перехода между состояниями соответствуют
словообразующей формальной грамматике этого
языка.

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ 
КЛЕТОЧНЫХ АВТОМАТОВ

Клеточные автоматы (КА) представляют собой
детерминированные дискретные динамические
системы, развивающиеся на основе локальных
правил взаимодействия элементов системы [14–
16]. С формальной точки зрения КА состоит из
пяти компонентов 

КА := 〈Z, S, N, f, B〉, где

Z – дискретное пространство действия автома�
та, иногда называемое решеткой (lattice); Z может
быть конечным или бесконечным; единицей Z
является ячейка (cell); наиболее обычная решетка
КА – плоская решетка с квадратными ячейками;

S = {0, 1, 2, …} – конечный набор значений, ко�
торые могут принимать ячейки в процессе разви�
тия системы; в большинстве случаев, значения
соответствуют определенным цветам: при S = {0, 1}
(т.е. когда мощность множества |S| = 2) имеет ме�
сто двуцветный (бинарный) КА, ячейки которого
могут принимать либо белый (0), либо черный (1)
цвета;

N = {–k1, –k1 + 1, …, –1, 0, 1, …, k2 – 1, k2} –
окрестность (neighborhood) действия автомата –
для одномерного автомата значение новой ячей�
ки x0 для момента времени t = 1 (новая строка)
определяется значениями в момент времени t = 0
(текущая строка) самой ячейки x0, а также k1 и k2

ячеек с левой и правой стороны соответственно;
для простейшего случая k1 = k2 = 1: окрестность
симметрична, имеет радиус k0 = 1 и состоит из
трех ячеек (k = 3): x–1, x0, x1;

f – локальная функция перехода (для одномер�
ного автомата – правило построения новой стро�
ки, исходя из состояния текущей строки), опре�
деляемая окрестностью действия автомата; обыч�
но записывается как набор правил вида 010 → 1
(для бинарного автомата с симметричной окрест�
ностью радиуса k0 = 1);

B – граничные условия (например, КА может
быть определен на плоскости, на цилиндре, на
поверхности Мебиуса и т.п.). 
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Рис. 1. Диаграмма состояния исправного (а) и неис�
правного (б) лифта в трехэтажном доме. 
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В качестве примера рассмотрим одномерный
бинарный автомат, изображенный на рис. 2. В
классификации С. Вольфрама этот автомат имеет

номер 90. Принимая значения 0 и 1, соответству�
ющие белому и черному цвету ячейки, локальная
функция перехода для этого автомата записыва�
ется как 

f = {111 → 0, 110 → 1, 101 → 0, 100 → 1,
011 → 1, 010 → 0, 001 → 1, 000 → 0}. 

При входной строке, содержащей одну черную
ячейку, работа КА90 приводит к образованию раз�
ветвляющегося узора, подобного треугольнику
Серпинского (двумерному аналогу множества
Кантора).

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ КЛЕТОЧНЫХ 
АВТОМАТОВ ДЛЯ ОПИСАНИЯ РОСТА 

КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ СТРУКТУР

Клеточные автоматы представляют собой
удобный абстрактный аппарат для моделирова�
ния роста кристаллических структур [17–20], в
том числе для предсказания новых, ранее неиз�
вестных структурных топологий [21]. На рис. 3
изображены три двумерные гетерополиэдриче�

(a)

(б)

Рис. 2. Правила перехода автомата КА90 (а) и диа�
грамма его развития после 30 шагов (временных ин�
тервалов).

(a) (г)

(б) (д)

(в) (е)

Рис. 3. Гетерополиэдрические слоистые структуры в селенатах, сульфатах и хроматах уранила (а, б, в) и их графы (г, д,
е соответственно); темно�серый цвет – пентагональные бипирамиды уранила, светло�серый – тетраэдрические оксо�
анионы (а–в); черные и белые вершины символизируют уранильные и тетраэдрические комплексы (г–е); наличие
ребра между вершинами в графах соответствует наличию общего мостикового атома кислорода между соответствую�
щими координационными полиэдрами.
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ские структуры, обнаруженные в структурах со�
лей шестивалентного урана (уранила) [22]. Пен�
тагональные бипирамиды соответствуют коорди�
национным полиэдрам урана, тетраэдры –
сульфатным, селенатным или хроматным тетра�
эдрическим оксоанионам TO4 (T = S, Se, Cr). То�
пология объединения координационных полиэд�
ров в гетерополиэдрическом комплексе может
быть изображена при помощи его представления
в виде графа [23, 24]. Графы комплексов, изобра�
женных на рис. 4а–4в, представлены на рис. 4г–
4е соответственно. При этом координационные

полиэдры урана и тетраэдрические оксоанионы
символизируются черными и белыми узлами гра�
фа, а ребро между вершинами говорит о наличии
между соответствующими координационными
полиэдрами мостикового атома кислорода. 

Для построения КА, моделирующего рост
структур в солях уранила, преобразуем графы,
изображенные на рис. 3г–3е, в графы, изобра�
женные на рис. 4а–4в. Топология соответствую�
щих графов остается инвариантной, иными сло�
вами эти графы изоморфны с комбинаторно�то�
пологической точки зрения. При замене белых

(a) (г) (ж)

(б) (д) (з)

(в) (е) (и)

Рис. 4. Идеализированные варианты графов, показанных на рис. 3а–3в (а–в соответственно), схемы перехода от гра�
фов к ячейкам (г–е) и ячеистые структуры (ж–и).

2
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Рис. 5. Правила перехода для автомата, генерирующего ячеистые структуры, показанные на рис. 4ж–4и.

узлов серыми, а черных – черными ячейками,
можно получить ячеистые структуры, изображен�
ные на рис. 4ж–4и. Полученные структуры состо�
ят из черных, серых и белых квадратных ячеек.
Наличие между ячейками общей стороны соот�
ветствует наличию общего ребра между соответ�
ствующими черными и белыми вершинами гра�
фа. Анализ полученных структур показывает, что
все три могут быть получены при работе тринар�
ного (трехцветного) клеточного автомата, прави�
ла которого схематично изображены на рис. 5.
Присвоив значения 0, 1 и 2 белым, серым и чер�
ным ячейкам, можно составить локальную функ�
цию перехода в аналитическом виде.

Заметим, что для данного КА |S| = 3, а окрест�
ность действия автомата симметрична и имеет ра�
диус k0 = 1 (k = 3). Следовательно, число правил
перехода должно составлять 33 = 27 (рис. 5). В
аналитическом виде они записываются как 
f = {000 → 0, 001 → 1, 002 → 0, 010 → 2, 011 → 0,

012 → 2, 020 → 1, 021 → 1, 022 → 0, 100 → 1,
101 → 1, 102 → 1, 110 → 0, 111 → 0, 112 → 0,
120 → 1, 121 → 1, 122 → 0, 200 → 1, 201 → 1,

202 → 1, 210 → 0, 211 → 1, 212 → 0,
220 → 0, 221 → 0, 222 → 0}.

Полученный трехцветный автомат с такими
правилами перехода генерирует все ячеистые
структуры, изображенные на рис. 4ж–4и, а следо�
вательно, может быть использован для генерации
соответствующих им графов и конкретных хими�
ческих структур, моделями которых они являют�
ся. При этом образование конкретного комплек�
са будет определяться структурой начальной
строки или, переводя на язык структурной хи�
мии, структурой зародыша. 

Компьютерный эксперимент по изучению за�
висимости топологии комплекса от структуры
начальной строки был проведен при помощи
программы Mathematica 6.0 (встроенный модуль
CellularAutomaton). В качестве начальной строки
выбиралась бесконечная строка с периодически
повторяющимся фрагментом. Некоторые резуль�
таты моделирования показаны на рис. 6. Как вид�

но из рисунка, цепочечная топология (рис. 3б, 3г,
3е) образуется при вводной строке с периодом
0121 (рис. 6а), слоистая на рис. 3б – при вводной
строке с периодом 01012121 (рис. 6б), слоистая на
рис. 3в – при вводной строке с периодом 12
(рис. 6в). При других вариантах вводных строк
(рис. 6г–6е) образуются другие топологии, пока
не встречающиеся в структурах солей уранила. 

Таким образом, полученный КА моделирует
процесс роста того или иного гетерополиэдриче�
ского комплекса в структурах сульфатов, селена�
тов и хроматов уранила.

Теория КА подразумевает формулировку не�
которых понятий, имеющих прямое отношение к
понятиям структурной химии, что делает КА еще
более привлекательными с точки зрения модели�
рования химических структур. Одним из таких
понятий является концепция “Эдемского сада”
(Garden�of�Eden) как такой конфигурации, кото�
рая никогда не может возникнуть в результате ра�
боты КА (т.е. у этой конфигурации нет предше�
ственников) [25]. С точки зрения химии это озна�
чает конфигурацию атомов и молекул, абсолютно
невыгодную с энергетической точки зрения и,
как следствие, абсолютно невозможную. Струк�
тура “Эдемского сада” подразумевает наличие
некоторой минимальной конфигурации, появле�
ние которой невозможно. Иными словами каж�
дый “Эдемский сад” должен содержать такую ми�
нимальную конфигурацию. В теории КА такая
конфигурация называется “орфан” (от англ. or�
phan – “сирота”). В переводе на язык структурной
химии орфан�структура – это тот элемент атом�
ного кластера или группировки, который ее де�
стабилизирует и делает ее существование невоз�
можной. Для рассматриваемого КА, симулирую�
щего структуры селенатов уранила, орфан�
конфигурациями будут последовательности 11 и
22, а “Эдемским садом” – любая строка, их со�
держащая. При переходе к реальным химическим
структурам эти последовательности будут соот�
ветствовать образованию связи между двумя тет�

раэдрами  (крайне невыгодной с энергетиче�
ской точки зрения) или двумя пентагональными

O2
4T −
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бипирамидами уранила (что возможно, но не на�
блюдается в кислых средах, в которых растут кри�
сталлы указанных селенатов уранила).

Для изучения формальной структуры КА часто
используют символические диаграммы де Брейна
(de Bruijn diagram) [26]. Эти диаграммы описыва�
ют локальную функцию перехода КА через граф,
на котором учитываются области перекрывания
окрестностей соседних ячеек (рис. 7). Для k = 3 и
|S | = 3 эти области будут представлять собой лю�
бые бинарные последовательности из чисел 0, 1 и
2. Очевидно, что таких последовательностей бу�
дет |S |k – 1 = 9 (00, 01, 02, 10, 20, 11, 12, 21, 22) – со�
ответствующая диаграмма де Брейна будет иметь
две серии по девять вершин. Для двух перекрыва�
ющихся областей [x – 1, x] и [x, x + 1] (рис. 7) со�
ответствующие им вершины диаграммы будут со�
единяться ребром, помеченным значением y, где

(a) (б) (в)

(г) (д) (е)

12010121210121

012121212101212121012121

Рис. 6. Результаты компьютерного моделирования ячеистых структур на основе трехцветного клеточного автомата с
правилами перехода, показанными на рис. 5, и бесконечной строкой с периодом (указан над каждой структурой в ана�
литическом и графическом видах).

(a)

(б)

x – 1 x x + 1

y

x – 1, x y x, x + 1

Рис. 7. К определению областей перекрывания
окрестностей соседних ячеек в клеточном автомате.

2*
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y – значение ячейки, возникающее при примене�
нии правила [x – 1, x, x + 1] → [y]. Диаграмма
де Брейна для КА, моделирующего рост структур
селенатов уранила, изображена на рис. 8а. Ис�
ключение из нее вершин с orphan�конфигурация�
ми (11 и 22) приводит к сокращенной диаграмме,
показанной на рис. 8б. Наконец, на основе диа�

граммы де Брейна можно составить диаграмму
состояния КА, показанную на рис. 9. Как можно
видеть, КА состоит из семи состояний, а его алфа�
вит представлен цифрами 0, 1 и 2. Заметим, что
язык этого автомата будет воспринимать только
весьма определенные строки из этого алфавита.
Например, для q0 = 20 допустимой строкой будет
1211010 (при этом система перейдет в состоя�
ние 10), но строка 1221010 будет недопустимой.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Приложение теории автоматов к кристаллохи�
мии и теории роста кристаллов может способ�
ствовать установлению связи между описанием
структуры и описанием процесса ее роста. Ис�
пользование теории конечных автоматов и их
частного случая – клеточных автоматов – в струк�
турной химии и кристаллографии позволяет уста�
новить соответствие между событиями структу�
рообразования в физико�химических системах и
абстрактными понятиями теории вычислений.
При этом последовательное образование структу�
ры можно представить как вычислительный про�
цесс, а кристаллическую структуру – как резуль�
тат выполнения определенной программы. Под
этим углом зрения изучение кристаллической

(a) (б)
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Рис. 8. Диаграмма де Брейна клеточного автомата, генерирующего ячеистые структуры на рис. 6: полный вариант (а)
и вариант без орфан�конфигураций (б).
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Рис. 9. Диаграмма состояния для клеточного автома�
та, генерирующего ячеистые структуры на рис. 6.
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структуры представляет собой изучение програм�
мы локальных взаимодействий, а кристаллограф
становится специалистом в области программи�
рования, пытающимся понять структуру чужой
программы. Основную проблему современного
материаловедения, таким образом, можно выра�
зить как овладение навыками физического про�
граммирования – способностью составить и осу�
ществить программу построения нужной физиче�
ской (в частности, кристаллической) атомно�
молекулярной структуры.

Работа выполнена при поддержке ФЦП “На�
учные и научно�педагогические кадры иннова�
ционной России” (Госконтракты 02.740.11.0326 и
16.740.11.0490).
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