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ВВЕДЕНИЕ

Процесс промерзания грунтов – это прежде 
всего процесс тепловлагопереноса и фазового пе-
рехода поровой воды в лед, поэтому для физиче-
ской постановки математического моделирования 

© Е.В. Сафронов, В.Г. Чеверев, А.В. Брушков, С.Н. Булдович, В.З. Хилимонюк, Л.В. Григорьев, Е.М. Макарычева,  
 Е.В. Гниломедов, 2022

этого процесса необходимо решить тепловую за-
дачу с фазовыми переходами и задачу влагопере-
носа в грунте. Для решения тепловой задачи базо-
вым подходом является уравнение теплопровод-
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ности Фурье. В трехмерном варианте оно может 
быть записано в виде [Тихонов, Самарский, 1999]
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где l – теплопроводность, Вт/(м⋅К); Т – темпера-
тура,  °С; t – время,  с; f(x,y,z,t) – так называемая 
функция тепловых источников; С – удельная тепло-
емкость, Дж/кг; x, y, z –координаты, м; r – плот-
ность материала, кг/м3.

Применение уравнения Фурье справедливо 
для непрерывной среды. При промерзании же 
грунта существует граница между талым и мерз-
лым состояниями, на которой фазовый состав 
воды может меняться скачкообразно. В этом слу-
чае можно говорить о границе раздела между та-
лым и мерзлым грунтом с разными теплофизи-
ческими характеристиками, что накладывает на 
уравнение (1) дополнительное граничное условие. 

Для решения тепловой задачи с четкой грани-
цей раздела жидкой и твердой фаз при наличии 
“скачка” влажности на границе используют клас-
сическую постановку задачи Стефана. Один из 
вариантов записи уравнения теплового баланса 
непосредственно на фронте промерзания приве-
ден, например, в работе [Бровка, 1991]*:

 ( ) ξ
− r =l −l ,tot w d U F
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где L – удельная теплота плавления льда, Дж/кг;  
rd – плотность скелета мерзлого грунта,  кг/м3; 
wtot – общая весовая влажность, д.е.; ww – удельное 
содержание незамерзшей воды в мерзлом грунте на 

фронте промерзания, д.е.; ξd
dt

 – изменение толщи-

ны мерзлой части грунта во времени,  м/с; 
U

dT
dx

, 

F

dT
dx

 – градиенты температур в талой и мерзлой 

зонах, К/м; lU, lF – теплопроводность грунта в та-
лой и мерзлой зонах, Вт/(м⋅К). 

Решение задачи Стефана с различными гра-
ничными условиями рассмотрено в работе [Общее 
мерзлотоведение, 1978], в том числе предложено 
обобщенное аналитическое решение данной зада-
чи в [Гетц, Мейрманов, 2000]. 

Применение уравнения Фурье для выделяе-
мых зон грунта и уравнений теплового и матери-
ального баланса на границах этих зон позволяет 
наиболее полно описать процессы теплопереноса 
в задаче промерзания грунтов. Однако при реали-

зации численного решения этой задачи моделиро-
вать одновременно и непрерывную среду, и грани-
цы между зонами весьма затруднительно, прежде 
всего в связи с недостатками численных методов, 
применяемых при моделировании. 

Для обеспечения устойчивого решения задач 
такого рода произошло разделение на два разных 
подхода. При первом подходе учитываются урав-
нения теплового и материального баланса на 
фронте промерзания, а также на других границах 
внутри грунта, в которых предполагается скачко-
образное изменение свойств при сохранении не-
прерывности температурного поля. 

При втором подходе проводится сглаживание 
скачкообразного изменения фазового состава и 
теп лофизических свойств грунта на границах зон. 
Например, одним из признанных методов дости-
жения однородности является так называемая 
энт альпийная формулировка задачи Стефана [Ос-
новы…, 1999]. В нем все переменные, входящие в 
уравнения (1) и (2), в том числе температура, рас-
сматриваются как функции от энтальпии. Энталь-
пия, в свою очередь, становится функцией не 
только температуры, как в талой и мерзлой частях, 
но и координаты границы фронта промерзания. 
В этом случае границы как бы “размываются”, а 
уравнение теплового баланса на фронте вырож-
дается в решение модифицированного уравнения 
Фурье.

Условно группу моделей, в которых приме-
няется первый подход, назовем моделями с вы-
раженным фронтом, или фронтовыми моделями, 
а вторую – моделями с “размытым фронтом”, или 
бесфронтовыми. 

Основной целью создания моделей промерза-
ния грунтов является решение различных гео-
технических задач в криолитозоне, при которых 
моделируется поле напряжений, создаваемое 
 различными строительными объектами, а также 
предлагается прогноз поведения температурного 
поля и возможных деформационных изменений. 
Учитываются гидрологические условия и дается 
прогноз влияния различных водных источников 
на процесс деформации строительных сооруже-
ний либо природных явлений. 

Поэтому, кроме решения непосредственно те-
пловой задачи, при промерзании в связи с процес-
сами пучения возникла потребность в уравнениях 
массопереноса и решения задачи переноса воды и 
солей совместно с тепловой энергией. В случае ре-
шения инженерных задач необходимо добавить к 
этим уравнениям уравнения напряженно-дефор-
мационного состояния грунта или модифициро-
вать уравнения тепло- и массопереноса таким об-

* В статье условные обозначения одних и тех же величин не всегда совпадают, как у российских, так и у зарубежных 
авторов. Авторы статьи решили сохранить эти обозначения в оригинале, но дать их расшифровку.
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разом, чтобы они могли учитывать воздействие 
внешней нагрузки. 

При моделировании влагопереноса в мерзлой 
части промерзающих грунтов исследователи опи-
рались на представления о влагопереносе в талых 
грунтах. Это привело к двум разным подходам в 
решении задачи влагопереноса. В одном подходе 
исследователи опираются на зависимости потока 
воды в грунтах от градиента влажности, распро-
страняя этот подход для мерзлых грунтов (влаж-
ностная форма). В другом подходе рассматривает-
ся зависимость интенсивности влагопереноса от 
градиента порового давления. 

Следует подчеркнуть, что влагоперенос в 
мерзлом грунте прежде всего вызывается градиен-
том температур в нем. Соответственно, возникла 
необходимость выразить градиент температур че-
рез градиент давления внутри пор мерзлого грун-
та для создания единого поля давления, опреде-
ляющего поток воды как в талой, так и в мерзлой 
частях. При этом в моделях применяются различ-
ные уравнения связи между поровым давлением и 
температурой, что приводит к дополнительному 
различию между моделями в подходе, в котором 
рассматривается зависимость интенсивности вла-
гопереноса от градиента порового давления. 

ОБЗОР  
ФРОНТОВЫХ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ

Модель Меламеда и Фельдмана
В.Г. Меламедом [1969] и позднее Г.М. Фель-

дманом [1988] были представлены модели, учиты-
вающие влагопоток при решении задачи Стефана. 
Для решения задачи В.Г. Меламедом принято на-
личие влагопереноса в талой зоне и его отсутствие 
в мерзлой зоне, а также то, что сегрегационное 
льдовыделение происходило только на границе 
промерзания. С математической точки зрения по-
становка задачи теплообмена в промерзающем 
грунте была безупречна, однако физическая по-
становка задачи влагопереноса и сегрегационного 
льдовыделения имела принципиальный недоста-
ток, из-за которого математическая модель не да-
вала достоверных результатов. 

Дело в том, что для запуска криогенной ми-
грации и образования потока воды к фронту про-
мерзания грунта в качестве движущей силы авто-
ры расчетных моделей использовали градиент 
влажности, а не градиент потенциала влаги (или 
его эквивалент – градиент гидравлического поро-
вого давления). Такая физическая постановка за-
дачи для математического моделирования, как по-
казали дальнейшие многочисленные эксперимен-
тальные исследования, не отвечала физической 
сущности процесса криогенной миграции и мороз-
ного пучения грунтов [Кудрявцев и др., 1973; Чеве-
рев и др., 2021]. 

Модели, построенные на базе концепции 
промерзающего слоя

При описании работ Конрада, Миллера и дру-
гих зарубежных авторов по решению задачи про-
мерзания грунта, базирующихся на рассмотрении 
градиента порового давления в качестве движу-
щейся силы и концепции существования особого 
промерзающего слоя, следует уточнить, что имен-
но они моделировали. В этих работах авторы пы-
тались описать процесс формирования шлировой 
криогенной текстуры при промерзании грунта, а 
также учесть влияние внешней нагрузки на про-
цессы. В ходе промерзания они наблюдали за фор-
мированием периодических массивных ледяных 
шлиров, расположенных поперечно тепловому по-
току и перекрывающих влагоперенос в грунте. 
В этом случае скорость изменения толщины тако-
го шлира можно было легко измерить, а следова-
тельно, посчитать величину потока воды, поступа-
ющего на такой шлир. 

Р.  Миллером была предложена концепция 
промежуточного (далее – промерзающего) слоя 
непосредственно за фронтом промерзания до пер-
вого перед фронтом ледяного шлира. Он обосно-
вал, что в области температур ниже температуры 
начала замерзания в некоторой узкой области 
 будут существовать такие условия, при которых 
часть пор будет заполнена льдом, а часть – пере-
охлажденной (незамерзшей. – Прим. авторов) во-
дой, не способной превратиться в лед из-за малых 
размеров самой поры [Miller, 1978]. Градиент тем-
ператур в этом слое будет пропорционален гради-
енту давления переохлажденной воды в порах и 
будет определять величину потока воды, поступа-
ющей к ледяному шлиру, находящемуся сразу за 
этим слоем. 

Модель Конрада и Моргенштерна 
Авторами в работе [Konrad, Morgenstern, 1980] 

теоретически обосновано и эмпирически под-
тверждено, что поток влаги в промерзающих 
 грунтах прямо пропорционален градиенту темпе-
ратуры мерзлой зоны. В последующих работах 
 коэффициент пропорциональности между ними 
Конрад назвал потенциалом сегрегации (аналог 
коэффициента влагопроводности. – Прим. авто-
ров). Уравнение массопереноса, предложенное 
Конрадом, может быть записано в виде

 vu = SP grad (Tf), (3)

где SP – потенциал сегрегации, м4/(К⋅с); vu – расход 
воды (изменение объема воды в единицу времени, 
поступающего к ледяному шлиру), м3/с; grad (Tf) – 
градиент температуры в мерзлой зоне образца, К/м. 

В качестве основы Конрад использовал срав-
нительно простую модель, в которой рассматри-
вал две зоны: талую и мерзлую, разделенные 
фронтом промерзания (рис. 1).
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Градиент температуры в промерзающем слое 
он принимал равным градиенту температуры в 
мерзлом слое. В качестве теоретического обосно-
вания автор использовал уравнение Клапейрона–
Клаузиуса для связи между давлением незамерз-
шей воды в порах промежуточного слоя и градиен-
том температур в нем. Подход Дж.М. Конрада с 
соавторами приобрел за рубежом большую попу-
лярность. На базе этой эмпирической концепции 
построена, например, модель [Loranger, 2020], в 
которой к уравнениям (2) и (3) добавляется вы-
деление тепла за счет замерзания воды, поступаю-
щей путем криогенной миграции:

 − +
D

l ∇ =l ∇ + +
D

,f u s w
zT T L L v
t

где lf, lu – теплопроводность мерзлой и талой зон 
соответственно; −∇T , +∇T  – градиенты температур 
мерзлой и талой зон; Ls – объемная скрытая тепло-
та замерзания воды на фронте замерзания; Lw – объ-
емная скрытая теплота замерзания воды на контак-
те ледяного шлира; Dz/Dt – скорость движения 
фронта промерзания.

Применение такой концепции позволяло опи-
сывать процесс промерзания с медленным движе-
нием фронта при малых градиентах температур. 

Модель Джилпина
В своих работах Дж.М. Конрад и соавторы по-

казали, что поток воды, рассчитанный через гра-
диент давления на фронте промерзания, как мини-
мум на порядок превышает наблюдаемый в физи-
ческом эксперименте. В работе [Gilpin, 1980] для 

решения данного противоречия автор предложил 
учесть возможность формирования градиента 
температур в промерзающем слое, отличного от 
градиента в остальном мерзлом грунте, и рассмо-
трел уравнение теплового баланса непосредствен-
но на границе промерзающего слоя и ледяного 
шлира (рис. 2): 
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где kf, kp, kuf – коэффициенты теплопроводности 
мерзлого и промерзающего слоев и талой зоны со-
ответственно, Вт/(м⋅К); VH – скорость роста шлира 
льда,  м/с; Ttop – температура на холодной грани-
це, К; Tl – температура на границе мерзлого и про-
мерзающего слоев (или, иначе, на границе образо-
вания сплошного прослоя льда), К; Tf – темпера-
тура на фронте промерзания, К; Tbot – температура 
на границе со стороны источника тепла,  К; vs – 
удельный объем льда, м3/кг. 

Р. Джилпин [Gilpin, 1980] ввел значительное 
упрощение, приняв профиль температур в про-
мерзающем слое линейным, и не рассматривал 
процесс замерзания грунта в этом слое и взаимо-

Рис. 2. Имитационная модель морозного пучения 
с определением величин [Gilpin, 1980]. 
1 – мерзлый слой, 2 – промерзающий слой, 3 – немерзлая 
(талая) зона, 4 – фронт сегрегации льда, 5 – фронт промер-
зания. T – температура, z – расстояние, H – толщина мерз-
лого слоя, a – толщина промерзающего слоя, Tbot – темпе-
ратура теплой границы, Tf – температура на фронте про-
мерзания, Tl – температура на фронте сегрегации льда,  
Ttop – температура холодной границы, Pob – механическое 
давление на холодной границе, PL – поровое давление на 
теплой границе, VH – скорость роста шлира льда, Vff – ско-
рость потока воды в промерзающем слое, Vuf – скорость 
потока воды в незамерзшей зоне.

Рис. 1. Имитационная модель морозного пучения 
[Konrad, Morgenstern, 1980].
1 – мерзлый слой, 2 – ледяной шлир, 3 – промерзающий 
слой, 4 – талый слой. Tc – температура на границе мерзлого 
слоя, Ts – температура на границе ледяного шлира, Tf – тем-
пература на фронте промерзания, Tw – температура на гра-
нице талого слоя.
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действия образующегося льда в нем с ледяным 
шлиром (между тем профиль температур выгиба-
ется плавно [Ершов, 1999]).

В работе [Bronfenbrener, Bronfenbrener, 2010] 
приводится аналитическое решение этой тепло-
вой задачи. Авторы используют преобразование 
пространственных и временных координат и при-
водят аналитическое решение для кратко- и долго-
срочного прогноза промерзания. 

В рамках модели Джилпина рассматривались 
лишь граничные условия между талым и промер-
зающим слоями, промерзающим слоем и форми-
рующимся ледяным шлиром. В этой работе не рас-
сматривались процессы тепло- и влагопереноса 
непосредственно в промерзающем слое. Кроме 
того, не была раскрыта проблема воздействия на-
капливающегося в промерзающем слое льда на на-
ходящийся за этим слоем ледяной шлир; скорость 
миграции этого льда к ледяному шлиру определя-
ет скорость его раста. Концепция переноса воды в 
этом слое была подробно рассмотрена в [O’Neill, 
Miller, 1985]. Основные идеи работы заключаются 
в следующем. Промерзающий слой рассматривал-
ся исключительно между талой зоной и первым 
ледяным шлиром. Если внут ри промерзающего 
слоя возникал ледяной шлир, то его протяжен-
ность автоматически со кращалась до нового шли-
ра. Таким образом, выполня лось условие, чтобы 
внутри этой зоны шли ры отсутствовали, а сама эта 
зона состояла исключительно из незамерзшей во-
ды и двигающегося к новому шлиру льда-це мен та, 
жестко соединенного с этим ледяным шлиром 
(т. е. скорость движения льда-цемента совпадала 
со скоростью роста шлира). 

Давление воды может быть вычислено из 
обобщенного уравнения Клапейрона–Клаузиуса:

 ( ) ( ) D
− − − =0 0

0
,w w i i

TP P V P P V L
T

 (4)

где Vw, Vi – удельный объем воды и льда соответ-
ственно, м3/кг; Pi, Pw – давление ледяных включе-
ний и незамерзшей воды, Па. 

Поскольку, согласно утверждению авторов, 
рост ледяных шлиров определяется скоростью 
движения льда-цемента, выражение плотности 
миграционного потока через градиент давления 
жидкой фазы в соответствии с законом Дарси вы-
полняться не будет. Поэтому в качестве движущей 
силы авторы рассматривают градиент суммарного 
порового давления Pn, определяющего скорость 
роста шлира, который может быть рассчитан по 
формуле

 ( )=c + −c1 ,n w iP P P  (5)

где c – параметр, зависящий от содержания неза-
мерзшей воды.

В работе решаются уравнения теплового ба-
ланса на базе уравнения Фурье с учетом выделе-

ния тепла за счет вымерзающей воды и баланса 
масс, где поток воды определяется градиентом по-
рового давления. 

Идеи Р. Миллера были реализованы в упро-
щенной модели, в которой рассматривается водо-
насыщенная система, состоящая из сплошной по-
ристой недеформируемой среды (капиллярно-по-
ристой керамики) и формирующейся ледяной 
линзы на холодной поверхности керамического 
цилиндра [Горелик, Колунин, 2002]. В этой работе 
авторы провели эксперимент, в котором использо-
вали образец пористой керамики, который подхо-
дит на роль постоянной нерасширяемой среды. 
С одной стороны керамического цилиндра подво-
дилась вода, а с другой был источник холода под 
нагрузкой и рос ледяной шлир. 

В своем решении Я.Б. Горелик использует ус-
ловие Стефана на фронте промерзания и на гра-
нице раздела пористого тела и линзы. Для опре-
деления влагопереноса автор, как и Р. Миллер, 
применяет градиент внутрипорового давления, 
определяемый из обобщенного уравнения Кла-
пейрона–Клаузиуса. Скорость роста ледяной лин-
зы определялась исходя из скорости движения 
фронта промерзания на границе раздела пористое 
тело – лед. 

Вопрос использования уравнения Клапейро-
на–Клаузиуса в промерзающей зоне остается от-
крытым и оспариваемым. В работе [Akagawa et al., 
2006] авторы указывают на то, что формирование 
ледяной линзы в грунте в самом моменте зарожде-
ния происходит как в закрытой системе, до тех 
пор, пока давление, оказываемое ею на грунт, не 
превзойдет величину нагрузки на образец и пре-
дел прочности грунта на разрыв. После того как 
этот разрыв произойдет, величина давления, ока-
зываемая ледяной линзой на поровую воду, резко 
падает и условие закрытой системы нарушается, 
что приводит к резкому, скачкообразному росту 
шлиров льда. 

В работе [Ma et al., 2015] предлагается функ-
ция распределения нагрузки при росте ледяной 
линзы в зависимости от степени кольматации пор 
льдом в промерзающей зоне. В целом оценка влия-
ния давления ледяной линзы при ее росте неодно-
значна у разных авторов. 

Модель Чеверева–Булдовича 
Уравнения (4) и (5) применимы прежде всего 

либо для замкнутой, либо как минимум нерасши-
ряемой среды, что практически не соблюдается в 
грунтах. В работах [Ершов, 1999; Чеверев, 1999, 
2003а,б, 2004; Чеверев, Сафронов, 2012; Чеверев и 
др., 2013, 2021] для описания зависимости порово-
го давления от температуры используется уравне-
ние Эдлефсена–Андерсена [Edlefsen, Anderson, 
1943]:
 Pw = LDT/(T0Vw),
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где Pw – равновесное давление жидкой фазы воды 
грунта на границе с твердой фазой, Па; L – удельная 
теплота плавления льда,  Дж/кг; DT – понижение 
температуры начала замерзания грунта (порового 
раствора) относительно замерзания несвязанной 
воды; Т0 – абсолютное значение температуры за-
мерзания свободной воды, К; Vw – удельный объем 
воды, м3/кг.

В этом случае плотность потока воды в мерз-
лом грунте будет определяться градиентом темпе-
ратуры [Ершов, 1999; Чеверев, 1999]: 

 ( )=l ,w w
dTi T K
dz

 (6)

где iw – плотность потока воды (вектор, направлен-
ный в сторону градиента температуры со значени-
ем, равным изменению объема воды за единицу 
времени, проходящей через единицу площади), 
м/сут; lw(T) – коэффициент влагопроводности 
мерзлой зоны грунта, м/сут; K = L/(T0Vw) – коэф-
фициент пропорциональности, выраженный в мет-
рах водяного столба на градус Кельвина и равный 
120 м/К; dT/dz – градиент температуры в промер-
зающей зоне.

Плотность потока воды в талой зоне состав-
ляет

 ξ−
=l

−ξ
,nz

w w

T T
i KL

l
где Tnz, Tξ – температура начала замерзания грунта 
и температура на фронте промерзания; ξ – глубина 
промерзания; l – размер расчетной области.

В плане развития модели Чеверева–Булдови-
ча осуществлено численное решение задачи на 
базе метода конечных элементов и метода конеч-
ных разностей [Чеверев, Сафронов, 2012]. Решение 
основано на расчете величины плотности потока с 
использованием уравнения (6). При этом для на-
хождения Тξ используется не аналитическое реше-
ние уравнений тепло- и массопереноса, как в моде-
ли Чеверева–Булдовича, а численное решение за 
счет отслеживания влажности на фронте промер-
зания при решении уравнений баланса масс:

 ξ
ξ = ,

dW
dT

dW dT
где Wξ – содержание незамерзшей воды на фронте 

промерзания; dW
dT

 – производная от функции со-

держания незамерзшей воды от температуры в 
точке Тξ.

ОБЗОР БЕСФРОНТОВЫХ МОДЕЛЕЙ 

Система уравнений влагопереноса, решаемая 
относительно влажности, – один из широко рас-
пространенных подходов для моделирования про-
цессов промерзания в грунтах. Общая система 
уравнений тепло- и влагопереноса во влажност-

ной форме была сформулирована для строитель-
ных капиллярно-пористых материалов в работе 
[Лыков, Михайлов, 1963]:
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где Сp – объемная теплоемкость грунта, складыва-
емая из объемных долей теплоемкостей компонен-
тов, Дж/м3; r0 – плотность грунта, кг/м3; индексом, 
например, i обозначены компоненты грунта: мине-
ральный скелет, воздух, вода и лед, и рассматрива-
ются величины этих компонентов: Iq – удельный 
поток тепла, Дж/(кг⋅м2); Imi – удельный поток ве-
щества, кг/(м2⋅с); Ii – мощность стока, Дж/(кг⋅м2); 
Сi – теплоемкость,  Дж/(кг⋅К); Hi – энтальпия, 
Дж/кг; Wi, Ww – льдистость и влажность, д.е. Вели-
чина плотности потока воды (Iw, кг/(м2⋅с)) в одно-
мерном случае определяется градиентом влаж-
ности. Ниже рассмотрены примеры моделей, ис-
пользующих такой подход. 

Модель Лаврова 
Основная сложность при построении числен-

ных моделей без выделения талой и мерзлой зон – 
это выбор общей для обеих зон переменной в сис-
теме уравнений тепло- и влагопереноса. В работе 
[Лавров, 2000] в качестве такой величины была 
взята общая влажность грунта. Для решения урав-
нения теплового баланса рассматривалось уравне-
ние Фурье с учетом фазовых переходов за счет не-
замерзшей воды (1). Для уравнения материально-
го баланса в мерзлой зоне в качестве движущей 
силы автор градиент содержания незамерзшей 
воды выражает через льдистость и общую влаж-
ность:

      = + +     
     

,W P I
dW d dW d dP d dID D D
dT dx dx dx dx dx dx

 (7)

где W – общая влажность, д.е.; DW, DP, DI – соот-
ветствующие коэффициенты диффузии за счет 
градиентов незамерзшей воды, давления и льда; 

I – льдистость; dP
dx

 – градиент давления в системе, 

заданный внешним напором.
Тепловая задача решается отдельно от задачи 

массопереноса, для каждой из них записаны инди-
видуальные уравнения, определяющие поведение 
системы в целом. 

Модель Даниэляна и Яницкого 
В работе [Даниэлян, Яницкий, 1983] авторы 

использовали две переменные: влажность за счет 



36

Е.В. САФРОНОВ И ДР.

незамерзшей воды и льдистость. Они рассматри-
вали процесс замерзания с учетом эффектов кине-
тики фазового перехода воды в промерзающем 
грунте. Уравнение теплового баланса основывает-
ся на уравнении Фурье с учетом вымерзания воды 
и соответственно льдонакопления, массопере-
нос – на базе уравнения (7) без учета влияния 
внешнего напора. Скорость льдонакопления опре-
делялась из уравнения

 ( )= − ,dI a W W
dt нз

где dI
dt

 – скорость льдонакопления, является функ-

цией влажности и направления процесса плавления 
льда или кристаллизации воды; Wнз – содержание 
незамерзшей воды; a – коэффициент пропорцио-
нальности, полученный авторами эмпирически и 
зависящий от реологических свойств мерзлых 
грунтов.

Подход Даниэляна–Яницкого, по-видимому, 
один из самых интересных с точки зрения обеспе-
чения непрерывности решения задачи, поскольку 
задаются критерии формирования льда и времен-
ные функции его появления. Предполагается, что 
лед как бы “запаздывает” при кристаллизации, и 
это запаздывание задает процесс кристаллизации 
льда и вымерзания влаги в широкой зоне, а не 
только на границе. 

Модель Ли 
Двумерный вариант задачи массопереноса ис-

ключительно в мерзлом грунте представлен в ра-
боте [Li et al., 2013]. Для определения миграции 
влаги авторы выражают градиент влажности через 
градиент температур:

 =r =r0 0 ,w
dW dW dTI D D
dx dT dx

где D – коэффициент диффузии воды в грунте.
Авторы используют уравнение Фурье с уче-

том миграции воды и фазовых переходов за счет 
незамерзшей воды:
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 + + r 
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dW dT dW dTc L k L D
dT dt dT dx

dW dTk L D
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где kx, ky – коэффициенты теплопроводности; Dx, 
Dy – коэффициенты диффузии; r – плотность 
грунта; с – теплоемкость грунта; rw – плотность 
воды.

Модели на базе пористости
Модель Михайловского и Джу 

В работе [Michalowski, Zhu, 2006] приводится 
модель, в которой предлагается решение тепловой 

задачи на базе модифицированного уравнения 
Фурье для мерзлого грунта:

 ( )q
− r −∇ l∇ =0,i

i
ddTC L T

dt dt
где ∇ – условное обозначение градиента; qi – объ-
емная доля льда.

Основная идея модели – попытка выразить 
все основные коэффициенты, входящие в урав-
нение теплового баланса и баланса масс, через по-
ристость грунта, поскольку при накоплении льда 
меняется прежде всего пространственная гео-
метрия распределения минеральных частиц. Так, 
объемная доля льда qi рассчитывается по формуле

 ( )q = = −n1 ,i
i

V
n

V
где V – общий объем грунта; Vi – объем льда; n – 
пористость грунта; n – объемная доля незамерзшей 
воды по отношению к общему объему незамерзшей 
воды и льда в грунте: 

 n=
+

,w

w i

V
V V

где Vw – объем незамерзшей воды; Vi – объем льда.
Зависимость пористости от температуры ха-

рактеризуется некоторым максимумом и задается 
уравнением
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где n – пористость грунта; nm – максимальная по-
ристость; T0 – температура начала замерзания;  
Tm – температура при максимуме пористости;  
T – текущая температура.

Уравнение материального баланса решается 
относительно пористости грунта:

 ( ) ( ) ( ) ( )
n

r −r + r −r −r ∇ ∇ =0,i s w i w
d ndn h

dt dt
где ri, rw, rs – плотности льда, воды и минеральных 
частиц соответственно; h – напор воды, м.

Из более новых следует отметить работу 
[Ming et al., 2016], где на базе этого подхода пред-
ложено решение с учетом напряженно-деформа-
ционного состояния грунта и пористости. Авторы 
рассмат ривают общую деформацию грунта как 
сумму температурного расширения, упругой де-
формации и деформации за счет изменения пори-
стости грунта. В работе [Ming et al., 2016] предла-
гается уравнение напряженного состояния

  s=− e =− e−e −e  ,e T c
s sd dE dE

где s – напряжение; Es – модуль упругости; ee – 
упругая деформация; eT – деформация за счет 
температурного расширения; ec – деформация 



37

АНАЛИТИЧЕСКИЙ ОБЗОР ПОДХОДОВ И МЕТОДОВ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

ползучести; e – общая деформация, которую можно 
описать за счет изменения пористости формулой

 
−

e=
−

0 ,
1
n n

n
где n0 – начальное значение пористости; n – ее те-
кущее значение.

В работе [Abdalla et al., 2014] предлагается 
также усовершенствование зависимости функции 
пористости от температуры для талой части и, 
кроме того, учет зависимости теплопроводности 
как функции от температуры и пористости с уче-
том направления промерзания или оттаивания. 

В работе [Li et al., 2018] предлагается решение 
задачи массопереноса при неполном водонасыще-
нии (т. е. учитывается влияние воздуха на процесс 
влагопереноса). Кроме того, в этой работе предла-
гается решение механической задачи. В отличие 
от предыдущей работы общая деформация рассма-
тривается как сумма упругой деформации, вязко-
пластичной и деформации за счет морозного пуче-
ния, которая, в свою очередь, зависит от пористо-
сти. Напряженно-деформационное состояние в 
работе решается посредством представления об-
щей деформации в виде суммы деформаций за 
счет упругого взаимодействия, деформации пуче-
ния и вязкопластичной деформации. Поскольку 
напряжение в грунте, согласно [Li et al., 2018], воз-
никает за счет упругого взаимодействия, упругую 
составляющую выражают через разницу между 
общей суммарной деформацией, деформацией за 
счет пучения и вязкопластичной деформацией:

 { } { } { } { }( )Ds = De − De + De   ,T vp fhD

где s – напряжение; DT – модуль упругости; e – об-
щая деформация; evp – вязкопластичная деформа-
ция; efh – деформация пучения, определяемая по 
формуле:

 +D +DDe =q +q − ,V t t t t t
fh i w sn

где qi, qw – объемные доли льда и незамерзшей воды; 
ns – пористость.

Модель Павлова, Пермякова и Романова
Перенос растворенной в воде соли в грунте 

определяется законом Фика:

 = ,c c
dCI D
dx

где Iс – плотность потока ионов; С – их концентра-
ция; Dc – коэффициент диффузии.

В работах [Павлов, Пермяков, 1983; Пермяков, 
Романов, 2000] рассматривается двумерная модель 
солепереноса, позволяющая моделировать дву-
мерное распределение соли в грунтах. В модели 
предполагается отжатие солей из мерзлой зоны 
при промерзании. Для этого рассматривается за-
дача, учитывающая только кондуктивные источ-

ники тепла, а солеперенос определяется только 
концентрацией соли по закону Фика:

 
  = +   

   
.dC d dC d dCD D

dt dx dx dy dy

Модель Попова 
Сопряжение процесса влагопереноса с соле-

переносом наиболее полно рассмотрено в работе 
[Попов, 2006]. Автор учитывает термоградиент-
ный эффект, адсорбцию ионов в диффузионном 
слое, перекрестное движение влаги и соли и захват 
солей при кристаллизации льда в порах. Им пред-
лагается система уравнений теплового и матери-
ального баланса:

уравнение Фурье с учетом конвективного пе-
реноса влаги

  =− l + r  
0 ,p w

dT d dTC c TJ
dt dx dx

уравнение баланса влаги

 =− − ,w f
dW d J I
dt dx

общее уравнение баланса влаги и соли

 
( )  =− + − −  

,c w z f a
d WC d dCWD CJ k CI I

dt dx dx
формула для расчета общего потока воды

 =− + d − d + ,w CW TW f
dW dC dTJ K K K V
dx dx dx

где If – отток воды за счет ее кристаллизации; Ia – 
отток соли за счет адсорбции ионов диффузионным 
слоем; Jw – поток воды; K – коэффициент диффу-

зии; dCW
dCK
dx

 – составляющая потока воды за счет 

перекрестного потока соли; dTW
dTK
dx

 – составляю-

щая за счет термоградиентного эффекта; величина 
z fk CI  определяет захват соли при кристаллизации 

льда; Vf – скорость фильтрации воды, вызванная 
градиентом напора. 

Термомеханические модели
Общей чертой термомеханических моделей 

является попытка описать совместные уравнения 
тепло- и массопереноса при помощи уравнения 
напряженно-деформационного состояния грунта. 

Модель Гречищева 
В работе [Гречищев, 1983] рассматривается 

грунт как фильтрационно-консолидационная сре-
да. Для описания теплового баланса для мерзлой и 
талой зон С.Е. Гречищев использовал уравнения 
Фурье. В модели описаны уравнения фильтраци-
онной консолидации, связывающие давление в 
грунте с напряженно-деформационным состояни-
ем, а также скорости потока воды в нем. В модели 
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рассматривается фазовое равновесие сообщаю-
щихся мелких и крупных пор, при этом рассмат-
ривается уравнение Клапейрона–Клаузиуса, для 
крупной поры учитывается напряжение на матри-
цу порового льда. Из этого равновесия определя-
ются поля температур. В модели в уравнениях фа-
зового равновесия учитывается кинетика массопе-
реноса и движения фронта промерзания.

Модель Разбегина 
В.Н. Разбегиным решается тепловая задача с 

границей промерзания, где выделяются три зоны: 
талая, мерзлая и промерзающая [Разбегин, 1983]. 
При этом для задания уравнений теплового балан-
са для талой и мерзлой зон использовано уравне-
ние Фурье, а для материального баланса в талой 
зоне – уравнение на базе градиента влажности в 
качестве движущей силы с учетом термоградиент-
ного коэффициента (d):

  = + d 
 

,dW d dW dTa a
dT dx dx dx

в зоне фазовых переходов – с учетом только термо-
градиентного коэффициента:

  = d 
 

.dW d dTa
dT dx dx

Особенностью подхода автора является обоб-
щение уравнений материального и теплового ба-
ланса применительно к случаю возникновения 
полей деформаций и напряжений.

Используя термодинамический подход и ха-
рактер зависимости обобщенных термодинамиче-
ских функций от деформационно-напряженного 
состояния, автор приводит систему уравнений со-
вместного решения деформационно-напряжен-
ного состояния, тепловой задачи и задачи массо-
переноса.

ВЫВОДЫ

Модели, в которых решаются задачи совмест-
ного влаго-, соле- и теплопереноса и сопутствую-
щих этому процессу механических напряжений, 
являются наиболее совершенными с точки зрения 
физической постановки, наиболее полно описыва-
ющими решение этих задач. Однако сложность 
этих моделей, в первую очередь при определении 
основных коэффициентов, входящих в уравнения, 
резко ограничивает применимость их на практике. 

В таблице представлена типизация физиче-
ской постановки задачи математических моделей 
промерзания и пучения грунтов, которая состав-
лена авторами статьи на основе вышеизложенного 
анализа.

Задачи фронтовых моделей можно условно 
разделить на три группы. В моделях I группы, ис-
пользуемых в работах В.Г. Меламеда и Г.М. Фель-
дмана, рассматривается градиент влажности в ка-

честве движущей силы влагопереноса. На фронте 
промерзания решается задача Стефана, при этом 
предполагается, что градиент влажности опреде-
ляется перепадом влажности от исходной общей 
влажности грунта до значений содержания неза-
мерзшей воды на фронте промерзания. Такое ре-
шение не является совершенным и однозначным, 
так как экспериментально доказано, что криоген-
ная миграция в талой зоне может происходить в 
безградиентном поле влажности, но при этом в 
градиентном поле порового давления, которое 
 задается температурой на фазовой границе [Чеве-
рев, 2004].

Во II группу можно объединить модели, осно-
ванные на подходе Р. Миллера. В этих моделях 
промерзающий грунт подразделяется на три зоны: 
талую, переходную (промерзающую) и мерзлую. 
Шлирообразование при этом рассматривается на 
границе переходной и мерзлой зон. Температура 
фронта промерзания всегда фиксирована и равна 
температуре замерзания порового раствора, а тем-
пература на границе переходной и мерзлой зон 
переменная и является функцией порового давле-
ния, влажности и теплового режима промерзания. 
Существенным недостатком этого подхода явля-
ется упрощение, в котором процесс влагопереноса 
рассмотрен только в области так называемого про-
мерзающего слоя, находящегося между фронтом 
промерзания и первым ледяным шлиром, а далее, 
за ледяным шлиром, процесс массопереноса игно-
рируется. В то же время в работе [Ершов, 1999] по-
казано наличие потоков незамерзшей воды и за 
шлиром, т. е. вполне можно допустить существо-
вание промежуточного слоя с ледяными шлирами.

При этом величина порового давления в про-
мерзающей зоне определяется из уравнения (4), а 
на контакте промерзающей зоны с растущим шли-
ром давление на лед (в уравнении (4)) приравни-
вается к внешней нагрузке. В качестве сущест-
венного преимущества данного подхода следует 
указать возможность решения ряда инженерных 
задач, учитывающих влияние внешней нагрузки 
[Горелик, 2010].

В моделях III группы, например в моделях 
Чеверева–Булдовича и Чеверева–Сафронова, пе-
реходная зона фактически соответствует зоне пре-
дела усадки грунта, а процесс промерзания рас-
сматривается прежде всего в зоне интенсивного 
льдовыделения в диапазоне температур от Тbf до 
Тbf –0.6 (где Тbf – температура начала замерза-
ния,  °С). В этих моделях в качестве уравнения 
 зависимости порового давления в грунте от тем-
пературы используется уравнение Эдлефсена–
Андерсена, которое является, по сути, модифици-
рованным уравнением Клапейрона–Клаузиуса, 
где принимается, что образующийся при замерза-
нии лед не оказывает давления на воду. Такое ут-
верждение справедливо лишь в том случае, если 
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на зону промерзания, а именно, на поровое давле-
ние в ней, не оказывает влияния фактор внешней 
нагрузки или гидравлический напор иного гене-
зиса. Учет этого фактора реализован в работе [Че-
верев, 2004, с. 16]. Одним из преимуществ данного 
подхода является возможность учета гидрогео ло-
гических условий, внешней нагрузки, при ко торых 
необходимо моделировать процесс деформации 
пучения промерзающего грунта при наличии до-
полнительного напора со стороны его талой зоны. 

Характерным преимуществом существующих 
на сегодня бесфронтовых моделей является воз-
можность дву- и трехмерного моделирования про-
цессов промерзания с неравномерным распределе-
нием как источника тепла, так и воды в простран-
стве и во времени. В последнее время появилась 
тенденция по расширению области применения 
моделей этого типа за счет учета влияния механи-
ческой нагрузки, например, в работах [Ming et al., 
2016; Li et al., 2018].

 Типизация физической постановки задачи в математических моделях промерзания и пучения грунтов

Группа Особенности модели Авторы

Фронтовые модели
I Решение задачи Стефана на фронте промерзания с учетом конвективного влагопереноса. 

Поток воды задается градиентом влажности перед фронтом промерзания. Влажность на 
фронте промерзания принимается равной влажности нижнего  предела пластичности

[Меламед, 1969; 
Фельдман, 1988]

II Движущая сила криогенной миграции – градиент порового равновесного давления, опре- 
деляемого из обобщенного уравнения Клапейрона–Клаузиуса. Модели с тремя зонами в 
промерзающем грунте: талой, переходной, мерзлой. Два граничных условия с подвижной 
зоной: на разделе талой и переходной; на разделе переходной и мерзлой

[Miller, 1978]

II Решение задачи массопереноса в мерзлую зону за счет градиента температур в ней. 
Введение понятия потенциала сегрегации

[Konrad, Morgenstern, 
1980]

II Льдовыделение на границе талой и мерзлой зон в виде сплошного шлира, уравнение Сте- 
фана на границе заменено уравнением роcта шлира. Рассматривается промерзание только 
на границах промежуточного слоя. Сформулирован критерий сегрегации из условия ра- 
венства порового давления внешней нагрузке

[Gilpin, 1980]

II Вслед за Джилпином сформулирован критерий сегрегации из условия равенства порового 
давления внешней нагрузке. Разработан алгоритм расчета слоистых текстур с учетом 
внешней нагрузки, но с учетом свойств реальных грунтов

[О’Neill, Miller, 1985]

III Рассмотрение талой, переходной (промерзающей) и мерзлой зон. Задание потока воды в 
мерзлую зону через градиент порового давления воды в мерзлой зоне на базе уравнений 
Эдлефсена–Андерсена (в потенциальной форме). Аналитическое решение задачи

[Ершов, 1999]

II Дальнейшее развитие подхода Миллера и Джилпина в промерзающей зоне рассмотрено 
как у Джилпина, но поровый лед связан с телом растущей линзы

[Горелик, Колунин, 
2002]

III Развитие модели Чеверева–Булдовича. Предложено численное решение задачи с автома-
тическим изменением градиента давления в талой зоне в зависимости от состояния 
промерзания, градиентов талой и мерзлой зон и граничных условий. Решается уравнение 
Фурье в талой и мерзлой зонах

[Чеверев, Cафронов, 
2012]

Бесфронтовые модели
I Уравнения материального баланса решаются через общую влажность и льдистость. Учет 

фазовых переходов за счет незамерзшей воды в уравнениях Фурье
[Лавров, 2000]

I Введение времени релаксации кристаллизации и плавления льда. При льдообразовании  
в мерзлом состоянии

[Даниэлян, Яницкий, 
1983]

II Модифицированное уравнение Фурье для теплового баланса и уравнения материального 
баланса на базе пористости

[Michalowski, Zhu, 
2006]

I Двумерное решение задачи только для мерзлого состояния грунта. Преобразование 
уравнения скорости потока воды из градиента влажности в градиент температур

[Li et al., 2013]

I Решение задачи совместного тепло-, гидро- и солепереноса с учетом перекрестных эффек- 
тов гидропереноса, термоградиентного эффекта, эффекта адсорбции соли диффузионным 
слоем и захвата солей при кристаллизации

[Попов, 2006]

III Термореологическая модель. Нахождение скорости потока воды с учетом изменения гра- 
диента порового давления. Поровое давление находится из уравнения напряженно-дефор-
мированного состояния грунта. Решение задачи Стефана находится с учетом изменяюще-
гося порового давления

[Гречищев, 1983]

III Решение задачи с учетом деформационно-напряженного состояния грунта при замерза-
нии. Движущая сила миграции – градиент равновесного порового давления, определяемо-
го напряженно-деформированным состоянием

[Разбегин, 1983]
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Бесфронтовые модели можно условно разде-
лить на три группы. К I группе относятся моде-
ли, построенные на базе уравнений А.В. Лыкова. 
Принцип влагопереноса в этих моделях основан 
на градиенте влажности. Недостатком такого под-
хода является требование к наличию градиента 
влажности в талой зоне. Это часто сопряжено с 
трудностью моделирования промерзания плотных 
грунтов с влажностью на пределе усадки. Особен-
но это характерно для пылеватых песков и супе-
сей. Важно также требование учета релаксацион-
ного характера реологической деформации и, со-
ответственно, изменения плотности грунта, даже 
если зона имеет внутренние источники влажности 
и градиент влажности хорошо определим. Кроме 
того, возникают трудности с использованием гра-
диента влажности для мерзлых грунтов из-за не-
монотонной (с экстремумом) зависимости коэф-
фициента диффузии незамерзшей воды от тем-
пературы. Есть также сложность физической 
верификации модели из-за учета полей льдисто-
сти при решении уравнений материального балан-
са. Ситуация еще более усложняется при солепе-
реносе в грунтах вследствие известных перекрест-
ных эффектов взаимно пересекающихся тепловых 
и материальных потоков. Следует подчеркнуть, 
что данный метод требует сложных методов конт-
роля динамики полей влажности и льдистости в 
мерзлых и талых грунтах. 

Ко II группе следует отнести модели, в ко-
торых уравнения материального и теплового 
 баланса решаются путем введения пористости в 
качестве переменной. Дополнительным преиму-
ществом этого подхода является возможность ре-
шения механической задачи. Основным недостат-
ком подхода можно назвать сложность получения 
соответствующих коэффициентов в уравнениях 
для практического применения этих моделей, по-
скольку, кроме непосредственно льда и воды в 
мерзлых грунтах, существенное влияние на по-
ристость оказывает также воздух. Несмотря на на-
личие работ, в которых осуществлялась попытка 
тео ретического учета этого влияния, требуется 
существенная доработка практических методов 
определения соответствующих поправок на такое 
влияние. 

К III группе следует отнести модели, в кото-
рых, кроме теплового и материального баланса, 
решаются задачи, связанные с деформационно-на-
пряженным состоянием грунтов. Этот подход яв-
ляется, на наш взгляд, наиболее правильным и 
решает ряд проблем для задач I группы. Однако он 
усугубляет и без того сложную физическую вери-
фикацию модели и определение основных пара-
метров, указанных в уравнениях напряженно-де-
формационного состояния, фазового равновесия, 
теплового и материального баланса. Это сильно 

сужает область реальной применимости в настоя-
щее время этих моделей для практики.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
ООО “НИИ Транснефть” (договор № 4220 П/20-
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