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Рассмотрена математическая модель формирования гидрографа катастрофического паводка озер, 
в общем случае перекрытых ледником произвольной мощности. Она является развитием модели Ю.Б. Ви-
ноградова, созданной в 1976 г., но не потерявшей актуальности до настоящего времени. Внесенные в нее 
изменения позволяют описывать, в частности, процессы прорывов подледниковых и внутриледниковых 
водоемов. Преимуществом модели является использование батиметрических данных, что повышает точ-
ность моделирования. Оценка корректности построений выполнена для процесса прорыва внутриледни-
кового водоема, образованного в районе ледника Долк (Восточная Антарктида) в 2017 г.
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Discussed is the mathematical model of the formation of hydrograph of the catastrophic fl ood of lakes 
overlapped in general case by the glacier of the arbitrary thickness. This model is the further development of the 
Yu.B. Vinogradov’s mathematical model created in 1976, which still has not lost its topicality. Some improve-
ments to this model have resulted in descriptions of the evolution of outburst fl ooding of subglacial and inter-
glacial water reservoirs. The using of the bathymetric data eo ipso increasing the accuracy of the modeling is the 
main advantage of the model. The assessment of the correctness of the modeling has been carried out for the 
process of the outburst of the interglacial reservoir in the Dalk Glacier, East Antarctica, in 2017.
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ВВЕДЕНИЕ

По аналогии с концепцией В.М. Дэвиса [1962] 
об этапах развития гор, цикл жизни водоемов 
крио сферы начинается с момента их образования, 
достижения стабильной фазы, после которой сле-
дует их деградация, вплоть до полного прекраще-
ния существования водного объекта. Часто по-
следняя фаза сопровождается наступлением пе-
риода прорывов. Этот процесс – закономерное 
проявление динамики ледниковых и перигляци-
альных процессов. Прогнозировать прорывы озер 
крайне сложно, а применительно к внутриледни-
ковым или подледниковым водоемам – практи-
чески невозможно. В первую очередь это связано с 
тем, что водные объекты, для которых характерны 
резкие сбросы вод, как правило, расположены в 
труднодоступных районах, где отсутствуют систе-
матические наблюдения. Поэтому зачастую о ха-
рактеристиках прорывных паводков приходится 
судить уже после катастрофических событий.

В связи с тем, что в большинстве случаев по-
следствия прорывов ледниковых и  подледниковых 
озер наносят значительный ущерб прилегающей 
территории и приводят к человеческим жертвам 
[Виноградов, 1977; Поповнин и др., 2003; Черномо-
рец и др., 2003, 2007; Fowler, 1999; Richardson, Reyn-
olds, 2000; Björnsson, 2002; Popov et al., 2017], воп-
рос об альтернативных способах получения необ-
ходимой информации крайне актуален. В качестве 
одного из них можно рассматривать физическое 
моделирование. Оно, безусловно, является наибо-
лее точным и показательным, но чрезвычайно за-
тратным и сложным с позиций организации и про-
ведения. Примером могут служить эксперименты 
по формированию искусственных селей в есте-
ствен ном русле. Насколько известно авторам, 
 первые попытки выполнялись под руководством 
С.П. Кавецкого [1957]. Наиболее значимые науч-
ные результаты были получены при масштабных 
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работах, выполненных 27.08.1972 г. и 19.08.1975 г. 
сотрудниками КазНИГМИ под руководством 
Ю.Б. Виноградова на уникальном селевом полиго-
не, созданном на р. Чемолган Карасайского района 
Алматинской области [Виноградов, 1976]. Они по-
казаны в 19-минутном научно-исследовательском 
фильме “Слово о селевом потоке” Казахского на-
учно-исследовательского гидрометеорологичес-
кого института. Кадры из фильма приведены на 
рис. 1.

С развитием компьютерных технологий мате-
матическое моделирование стало еще одним аль-
тернативным способом получения информации о 
протекании тех или иных природных явлений и 
процессов. Основы современных моделей ката-
строфического сброса озерной воды были заложе-
ны еще в 70-х гг. прошлого века. Одной из первых 
фундаментальных работ по данной тематике явля-
ется публикация Дж. Ная [Nye, 1976]. В своей мо-
дели он использовал гидравлическую теорию, 
подробно изложенную в [Röthlisberger, 1972]. Ис-
следованию стремительных сбросов вод на озерах, 
расположенных в горных районах, посвящено до-
статочно много научных работ. Применительно к 

полярным регионам Земли эта тема получила наи-
большее развитие после открытия подледниково-
го озера Восток [Ridley et al., 1993; Kapitsa et al., 
1996] и подледниковых паводков [Wingham et al., 
2006]. В многочисленных статьях, в частности 
[Björnsson, 1992, 2002; Clarke, 2003; Evatt et al., 
2006; Fowler, 2009; Pattyn, 2013], а также в моно-
графии [Глазовский, Мачерет, 2014] представлен 
обзор современных моделей, в которых делается 
акцент на различных сторонах этого процесса, а 
также приводится их описание.

Математическая модель, предлагаемая в на-
стоящей работе, является развитием более ранней, 
разработанной Ю.Б. Виноградовым [1976]. Ее ос-
новное достоинство заключается в том, что она, с 
одной стороны, сочетает в себе строгость физиче-
ских законов, а с другой – включает начальные и 
граничные условия, которые могут быть получены 
в ходе натурных измерений. Из большинства су-
ществующих расчетных методик именно в этой 
модели используются данные и параметры, кото-
рые могут быть получены при выполнении поле-
вых работ без вычислений по эмпирическим соот-
ношениям. В основном эта модель использовалась 

Рис. 1. Моделирование искусственного селевого 
потока в бассейне р. Чемолган.
а – плотина для создания водохранилища; б – спуск воды 
из водохранилища; в – сход селевого потока.
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для расчетов прорывных паводков в горных райо-
нах [Гнездилов и др., 2007; Кидяева и др., 2018], тем 
не менее в настоящем исследовании показана ее 
применимость и для полярных регионов.

ОПИСАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

Для оценки процессов, происходящих при ка-
тастрофических паводках подледниковых озер, 
возьмем за основу математическую модель 
Ю.Б. Ви ноградова [1976]. Рассмотрим водоем глу-
биной Hw, который перекрыт ледником мощно-
стью Hr. Пусть при катастрофическом паводке в 
его придонной части образуется, в общем случае, 
наклонный канал стока площадью сечения ω. Рас-
смотрим перемещение бесконечно малого объема 
воды вдоль по тоннелю на расстояние l, соответ-
ствующее перепаду высот Δh (рис. 2).

В начальный момент времени бесконечно ма-
лый объем воды обладает некоторой потенциаль-
ной энергией Ep, которая по достижении конечно-
го пункта преобразуется в кинетическую энергию 
движения воды, энергию, затраченную на нагрева-
ние потока и расходующуюся на таяние ледяных 
стенок канала:

 = + Δ +λ ρ
2

,
2p w w w i i

vE m c m t V  (1)

где mw – масса бесконечно малого объема воды; 
v  – скорость его движения; cw – удельная тепло-
емкость воды (4190 Дж/(кг⋅°C)); λ – удельная теп-
лота плавления льда (3.34⋅105 Дж/кг); Vi – объем 
растаявшего льда; ρi – его плотность (917  кг/м3) 
[Патерсон, 1984]; Δt – разность температур на вы-
ходе из тоннеля t2 и в озере t1 (Δt = t2 – t1). Здесь и 
далее размерности приведены в системе единиц СИ.

Потенциальная энергия Ep элементарного 
объема воды складывается из потенциальных 
энергий положения и давления. Первая величина 
связана с вертикальным перемещением элемен-
тарного объема воды на Δh, а вторая – с избыточ-
ным давлением, оказываемым вышележащим во-
дным слоем и ледником. Чисто теоретически 
плотность ледниковой кровли и стенок канала 
могут быть различными, поэтому для потенциаль-
ной энергии давления введем обозначение ρr, ве-
роятнее всего, ρr = ρi. Таким образом,
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где ρw – плотность воды (1000 кг/м3); g – ускорение 
свободного падения (9.8 м/c2).

Приравняем (1) и (2) и, учитывая, что 
mw = QρwΔT, выразим Vi как
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где Q – расход воды за интервал времени ΔT.

Получим соотношение для изменения площа-
ди поперечного сечения канала dω, dω = Vi/l. Сле-
дуя Ю.Б. Виноградову [Виноградов, 1976, 1977; 
Виноградов, Виноградова, 2010], будем полагать, 
что v → 0. Тогда

 ( )ρ
⎡ ⎤ω= ξ+ − Δ⎣ ⎦λρ

,w
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i
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где dW = QΔT представляет собой рассматриваемый 
элементарный объем воды.

В своей модели Ю.Б. Виноградов предлагал 
выражать глубину водоема Hw через объем воды W 
степенной функцией вида Hw  =  aWm [Виногра-
дов, 1976, 1977; Виноградов, Виноградова, 2010]. 
На  рис.  3 приведены реальные зависимости 
Hw = F(W), построенные для трех антарктических 
подледниковых водоемов, батиметрия которых 
изучена достаточно хорошо. Это озера Восток 
[Попов, Черноглазов, 2011], Конкордия [Thoma et 
al., 2009] и Элсуэрт [Ross et al., 2011], а также ряд 
водоемов, расположенных в районе отечественной 
станции Прогресс (холмы Ларсеманн, Восточная 
Антарктида).

Как следует из рис. 3, характер распределе-
ния для этих совершенно различных озер в целом 
схож. В этом смысле наличие функциональной за-
висимости Hw = F(W) можно считать вполне обо-
снованным. Однако предложенная аппроксима-
ция степенной функцией, которая также приво-
дится для каждого озера, отражает ее не всегда 
адекватно (см. рис. 3).

Рис. 2. Схематическая иллюстрация водоема и 
канала стока, рассматриваемых в модели.
ρw – плотность воды в озере; Hw – глубина озера (до середи-
ны наклонного канала); l – длина наклонного канала; Δh – 
перепад высот наклонного канала; ω – площадь сечения 
наклонного канала; t1, t2 – температура на входе и выходе 
наклонного канала соответственно; ρi – плотность материа-
ла тоннеля; Ws – объем озера между кровлей и серединой 
канала; Hr – мощность кровли; ρr – плотность кровли, в 
общем случае не с овпадающая с ρi.
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Рис. 3. Зависимость объема водной массы от глубины для озер Восток (а), Элсуэрт (б), Конкордия 
(в), внутриледникового водоема в леднике Долк (г), озер Скандретт (д) и Дискашн (е).
Штриховая линия – аппроксимация реальных данных степенной функцией.
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Для получения более точных соотношений 
между ω и W проинтегрируем (4) с учетом сделан-
ных замечаний при условиях, соответствующих 
началу прорыва и некоторому моменту времени T. 
Поскольку в начальный момент времени канал 
 отсутствует, нижний предел интегрирования по 
площади его сечения dω равен нулю. В данный 
 момент времени объем воды в озере до глубины 
цент ра канала известен и равен Ws. Это верхний 
предел интегрирования по dW. Таким образом, 
имеем

 ( )( ) ( ) .
sW

w
w s

i W

g c t W W g W dW
l

⎡ ⎤ρ
⎢ ⎥ω= ξ− Δ − +

λρ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ F  (5)

Обратимся к оставшемуся интегралу в правой 
части выражения (5). Он соответствует площади 
под кривой табличной функции Hw = F(W) в ин-
тервале между значениями W и Ws. Логично пред-
положить, что наилучший в рамках рассматривае-
мой модели результат может быть достигнут при 
расчетах именно на реальных кривых, в качестве 
примера приведенных на рис. 3. Наиболее простой 
и точный способ достижения этого – численное 
интегрирование любым из известных методов. Ав-
торы в расчетах использовали метод трапеций 
[Мо чалов, Цукерман, 1982; Волков, 1987]. Резуль-
тат численного интегрирования произвольной 
функции Hw = F(W) при некотором W обозначим 
через S(W), тогда с учетом способа ее вычисления 
соотношение (5) запишем в виде

 ( )( ) ( ) .w
w s

i

g c t W W W g
l
ρ

⎡ ⎤ω= ξ− Δ − +⎣ ⎦λρ
S  (6)

В работе [Виноградов, 1976, 1977] обосновы-
валось использование модели “короткой трубы”, 
что позволяло оценить расход

 ( )1.25 ,Q W=αω F

где α – некоторый безразмерный эмпирический 
коэффициент.

Тогда соотношение (6) принимает вид
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Ориентировочная зависимость α от длины 
тоннеля l, полученная на основе данных натурных 
измерений, приведена в работе [Виноградов, Вино-
градова, 2010]. В интервале от 1.9 до 50 км она мо-
жет быть аппроксимирована соотношением

 lg α = –1.124 lg l + 0.7289 (8)

с точностью до 2  %, при этом l выражено в ки-
лометрах. Для предельных значений (см. рису-
нок  в  [Виноградов, Виноградова, 2010]) имеем 

→
α =

0
lim ( ) 2.7,
l

l  
→∞

α =lim ( ) 0.07.
l

l  Опустив дальнейшие 
выкладки, приведем соотношение для разности 
температур воды в озере и тоннеле с учетом нового 
выражения для Hw:
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Подставив (9) в (8), получим окончательный 
вид нашей модели
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Решение этого уравнения нельзя получить 
аналитически, но поскольку (10) можно предста-
вить в виде F(Q, W) = 0, оно решается численно, в 
частности, методом Ньютона [Волков, 1987]. По-
лучим гидрограф, т. е. величину расхода Q с тече-
нием времени T. Эта задача также решается чис-
ленно. Для этого разделим все количество вытек-
шей из озера воды Ws на J частей (J → ∞), каждая 
объемом δW = Ws/J. Тогда j-му объему Wj = jδW, 
согласно (10), соответствует расход Qj. Кроме 
того, количество воды δW, соответствующее этому 
расходу, прошло через поперечное сечение тонне-
ля за время δTj = δW/Qj. Общее время Tj с момента 
прорыва озера составляет

 
=

δ
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0

j

j
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=
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.
J
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Выражения (10) и (11) пригодны для состав-
ления компьютерной программы расчета искомо-
го гидрографа, которая и была подготовлена в 
рамках исследования [Программа…, 2018].

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОРЫВОВ
ЛЕДНИКОВЫХ И ПОДЛЕДНИКОВЫХ ОЗЕР

Для оценки корректности представленной 
выше модели рассмотрим процесс прорыва вну-
триледникового водоема, образованного в районе 
ледника Долк, Восточная Антарктида [Popov et al., 
2017]. По данным тахеометрической и георадар-
ной съемок, объем озера составляет 708 690 м3 
[Боронина и др., 2018]. Водоем характеризуется 
округлой формой, береговая линия изрезана не-
сильно, склоны преимущественно крутые, порой 
отвесные, линейные размеры 188 × 250 м, средняя 
глубина составляет около 27 м [Боронина и др., 
2018; Попов и др., 2018]. Согласно предваритель-
ным предположениям, водный объект располага-
ется внутри ледника и при формировании проры-
ва в его придонной части образуется наклонный 
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канал стока длиной 1134 м, что соответствует рас-
стоянию от границы озера до барьера ледника. 
Перепад высот на участке между входом в тоннель 
и выходом из него составляет 764  м, согласно 
 аэрогеофизическим данным [Попов, Поздеев, 2002; 
Попов, Киселев, 2018]. Серия расчетов гидрографа 
прорывного паводка проведена для ряда случаев. 
Первый построен для реальной ситуации, когда 
мощность ледникового покрова над озером со-
ставляла 0 м, т. е. количество льда незначительное, 
сопоставимое с его полным отсутствием (рис. 4, 
кривая 1). Остальные гидрографы построены для 
гипотетической ситуации, когда мощность пере-
крывающей водоем кровли составляет 1, 2 и 3 км 
соответственно (см. рис. 4, кривые 2–4). Темпера-
тура воды в водоеме для всех расчетных случаев 
принята равной 0 °С, исходя из того, что он пере-
крыт либо мощным ледником, либо незначитель-
ным слоем сезонного льда, т. е. озерная вода нахо-
дится при температуре фазового перехода (ее за-
висимость от давления не учитывалась). Плотность 
перемычки, через которую происходит прорыв, 
составляет 910 кг/м3 [Патерсон, 1984]. Эмпириче-
ский параметр α определялся расчетным путем, 
исходя из длины тоннеля l, по соотношению (8).

Как показали модельные расчеты, время от 
начала истечения воды до наступления пика па-
водка увеличивается по мере уменьшения мощно-
сти ледникового покрова над озером. Наибольшая 
величина расхода из всех рассматриваемых сцена-
риев прорыва отмечается в четвертом случае при 
мощности ледника 3 км. Максимум стока достига-
ется через 1 ч 48 мин с момента начала истечения 
и составляет около 920 м3/с. После прохождения 
пика интенсивность потока резко уменьшается и 
уже спустя 1 ч 54 мин истечение полностью пре-
кращается.

Аналогичная ситуация наблюдается и при 
промежуточных мощностях ледника над озером. 
Форма гидрографа сохраняет свою асимметрич-
ность: пологий подъем и резкий спад. Однако зна-
чения максимальных расходов становятся мень-
ше – около 630 и 370 м3/с при мощности ледника 
2 и 1 км соответственно. Время их наступления 
также увеличивается по мере уменьшения мощ-
ности ледника. Так, наибольший расход при про-
рыве водоема, над которым расположено 2  км 
льда, наступает через 2 ч 38 мин, а в случае 1 км 
льда – через 4 ч 28 мин. Такая же закономерность 
характерна и для периода спада расхода после его 
максимального значения. Во втором расчетном 
случае (мощность ледника 2 км) оно составляет 
8 мин после максимального значения, а в третьем 
(мощность 1 км) – около 15 мин.

Несколько иная ситуация наблюдается в слу-
чае отсутствия ледникового покрова над озером. 
Гидрограф также характеризуется отрицательной 
асимметрией с пологим подъемом, однако спад 
становится менее резким. Расход воды достигает 
своего максимального значения (141 м3/с) через 
11 ч 27 мин от начала прорыва, а полное прекра-
щение стока происходит через 12 ч 9 мин от на-
чала истечения. Различие в расходах вполне объ-
яснимо, если иметь в виду, что в первом случае 
действует избыточное давление, составляющее 
примерно 270 атм. Рассмотренную модель можно 
применять также и для случая прорыва озера че-
рез снежно-ледовую и полностью снежную пере-
мычки, изменив соответствующие значения λ и ρi 
в соотношении (10).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Из представленных результатов можно за-
ключить, что использование адаптированной мо-
дели Ю.Б. Виноградова вполне пригодно для рас-
четов гидрографов паводков, образующихся при 
прорывах как ледниковых, так и внутри- и под-
ледниковых водоемов. При этом появляется воз-
можность оценить характер изменения расходов 
паводка с течением времени, его максимальную 
величину и общее время прохождения, т. е. коли-
чественно описать этот процесс. Кроме того, для 
случая, когда канал стока принимается располо-
женным не в придонной части водоема, можно 
оценить объем паводка. Модель также позволяет 
рассчитать гидрограф на произвольном расстоя-
нии от очага формирования прорыва. Помимо 
 этого важным аспектом является то, что рассчи-
танный гидрограф не только имеет научную и 
прикладную значимость, но, что немаловажно, по-
зволяет использовать полученные данные в каче-
стве корректных начальных условий для моделей 
затопления территорий и прогнозирования рас-
пространения волн катастрофических паводков.

Рис. 4. Модельные гидрографы прорыва озера 
при различных мощностях ледника над ним:
1 – 0 км; 2 – 1 км; 3 – 2 км; 4 – 3 км.
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