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ВВЕДЕНИЕ

В задачах пассивного дистанционного зонди�
рования экспонирование изображения поверхно�
сти Земли представляет собой кратковременный
процесс аккумуляции энергии излучения чув�
ствительными элементами фотоприемников (фо�
топленка, ПЗС�матрицы). В практических целях
характеристики процесса экспонирования востре�
бованы при оценке качества фотографического
изображения (Волосов, 1971) и восстановлении
смазанных за время экспонирования изображений
(Батраков, 1989; Василенко, Тараторин, 1986). 

Основными характеристиками процесса экс�
понирования являются время экспонирования τ,
освещенность E и экспозиция H, связанные соот�
ношениями в интегральном виде (Волосов, 1971).
Величина экспозиции ограничена в некотором
диапазоне допустимых значений, характеризую�
щих конкретный фотоприемник. Ввиду функци�
ональной зависимости H от ряда переменных и
параметров, характеризующих воздействие фак�
торов естественной и техногенной природы, ин�
тегральная зависимость экспозиции от освещен�
ности в рамках статьи представляет собой основу
для построения системы интегрально�функцио�
нальных включений (ИФВ), моделирующей ди�
намику экспонирования фрагментов изображе�

ния. Предварительно для построения ИФВ требу�
ется анализ полей освещенности, формируемых
информационным потоком и фоновой засветкой,
создаваемой светозащитной блендой. Если рас�
пределение освещенности в плоскости анализа
однородное, то экспозиция линейно зависит от
средней интегральной освещенности  а время
экспонирования приобретает более простой вид

(1)

который обычно и используется в экспонометри�
ческих расчетах при априори известной наилуч�
шей экспозиции Λ. В связи с этим в рамках статьи
производятся подготовка и решение системы
ИФВ – построение и исследование динамики по�
лей прямой и фоновой освещенности в плоскости
выходного зрачка бленды в макромасштабах про�
странства и времени (t  τ). Полученные резуль�
таты на заданный момент времени используются
для построения и решения системы ИФВ относи�
тельно времени экспонирования в миллимасшта�
бах времени (t ≤ τ). Решением ИФВ является
функционал  позволяющий получить опти�
мальное время экспонирования  за которое
полноценно экспонируется максимальное коли�
чество фрагментов изображения и тем самым га�

,E

1
,E

−

τ = Λ

�

( ),tτ�

,τопт

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЭКСПОНИРОВАНИЯ СНИМКОВ 
НЕРАВНОЯРКОЙ ПОВЕРХНОСТИ ЗЕМЛИ

© 2012 г.   А. Е. Романов
Самарский государственный университет, Самара

Е�mail: rom�alex@mail.ru
Поступила в редакцию 16.12.2011 г.

Представлен комплекс математических моделей, включенных в модель экспонирования космиче�
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понирования в рамках стохастической модели яркости поверхности Земли. Проведен анализ влия�
ния объектов высокой яркости на поля освещенности во время плановой и перспективной съемки.
Формально изложены численные методы решения системы интегрально�функциональных вклю�
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рантируется максимальная информативность
снимка.

МОДЕЛИРОВАНИЕ ФИЗИЧЕСКИХ 
УСЛОВИЙ КОСМИЧЕСКОЙ СЪЕМКИ

Согласно (Романов, 2007, 2008а), освещен�
ность на первой оптической поверхности  опти�
ческой системы в поле зрения формируется ин�
формационным световым потоком (“inf”), и в
остальной части поля обзора – сторонним свето�
вым потоком, ослабленным светозащитной блен�
дой (“bg”)

(2)

В фотометрической интерпретации освещен�
ность находится как интеграл от произведения
локальных яркости и геометрического фактора
Ψ [ср/м2] по площади поверхности. Для фрагмен�
та изображения

(3)

где BM,   – внеатмосферные энергетические
яркости соответственно Солнца, Луны и поверх�
ности Земли;  – поверхность Земли в пределах
поля зрения оптической системы на текущий мо�

мент времени. Оператор  образован конечной
последовательностью однотипных алгоритмов
трассирования зеркально отражаемых лучей (Ро�

манов, 2007), а оператор  образован из реше�
ния последовательности двух интегральных урав�
нений относительно освещенности (Романов,
2008а). Поскольку в условиях эксплуатации вре�
мя экспонирования одинаково для каждого
фрагмента изображения, то в рамках исследова�
ния динамики полей освещенности учитывается
не локальное распределение освещенности, а его
средние интегральные характеристики. Это поз�
воляет выражать эффективность светозащитной
бленды через коэффициент ослабления K свето�
вого потока, используя результаты работ (Рома�
нов, 2007, 2008а). 

Неравнояркость поверхности Земли

Многокилометровая протяженность освещен�
ной части поверхности Земли обеспечивает ей не�
прерывное распределение участков разной ярко�
сти, зависящей от высоты Солнца  над уровнем
местного горизонта, сезонно�географического
распределения альбедо  поверхности Земли, ло�
кальных оптических свойств атмосферы и др. В ра�
ботах (Романов, 2007, 2008б) такое свойство пред�
ложено называть “неравнояркостью”. 
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ŝpP

d̂ifP

h�

⊕α

Вычисление поля освещенности (2) при задан�
ных эфемеридах орбиты космического аппарата
(КА) сопряжено с необходимостью моделирова�
ния яркости множества упорядоченно ориенти�
рованных фрагментов поверхности Земли. Фраг�
ментация поверхности  и координатная при�
вязка в геоэкваторальной системе координат
(ГэСК) базируется чаще всего на поиске границ
области фрагментов как в поле обзора КА, так и
по всей освещенной части поверхности Земли. С
целью упрощения 3D�моделирования фрагмен�
тов и определения физических условий съемки в
качестве системы координат введем “следящую
геоэклиптическую систему координат” (СГСК).
Подобная ей система координат встречается в
(Чеботарев, 1965) под названием “геоцентриче�
ская эклиптическая система координат”, но она
отличается тем, что в СГСК ось абсцисс всегда
направлена на центр масс Солнца. 

В ГэСК уравнения невозмущенного движения
КА, положение центра масс которого определяет�
ся радиус�вектором rs =  имеют традици�
онный вид, определяемый текущей высотой ор�
биты h и оскулирующими элементами (Аксенов,
1977). Радиус�вектор подспутниковой точки в
СГСК обозначим как r1, а преобразование rs → r1

запишем с помощью матриц поворота 

(4)

на углы Эйлера в виде 

Радиус�вектор r1 определяется последовательно�
стью поворотов линии узлов СГСК на угол Ω1 от�
носительно линии узлов ГэСК и оси Oz на угол эк�
липтики ε до совмещения с направлением на се�
верный полюс мира

где ι – угол между осью абсцисс СГСК и линией
узлов ГэСК;  – угловая скорость вращения
Земли вокруг Солнца; T0, t0 – соответственно мо�
менты наступления даты весеннего равноден�
ствия и начала первого витка КА при отсчете вре�
мени от начала текущего календарного года. 

Луна представляет собой внеатмосферный ис�
точник отраженного света и имеет малый наклон
плоскости орбиты к плоскости эклиптики (εM ≈ 5°)
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(Копала, 1973). Радиус�вектор центра масс Луны
в СГСК запишем как

где  – радиус�вектор центра масс Луны в ГэСК;
ΩM – долгота восходящего узла центра масс Луны
в ГэСК в момент времени t0; ωM – угловая ско�
рость вращения Луны вокруг Земли.

Исходя из представленного выше, в рамках
модели экспонирования снимков неравнояркой
поверхности Земли преимущества СГСК по срав�
нению с ГэСК заключаются в следующем: 
1) положительные абсциссы всегда характеризу�
ют дневную часть поверхности Земли, отрица�
тельные – ночную, причем на восходящей части
витка при пересечении плоскости эклиптики z1 = 0,
а при пересечении терминатора x1 = 0;

2) прямые синхронно�солнечные орбиты имеют
долготу восходящего угла 

3) высота Солнца определяется абсциссой

(5)

Здесь G(x) =  где Θ – функция Хеви�
сайда (не в обобщенном смысле).

Пусть поверхность Земли имеет строго сфери�
ческую форму, видимая в поле обзора ее часть од�
новременно является частью шарового сегмента и
частью шарового сектора, а основание сегмента –
основанием круглого конуса, включенного в этот
сектор (рис. 1). Осью симметрии указанных фраг�
ментов сферы является местная вертикаль MO,

( )[ ] ( )1 0 0 2 0( ) ,M M M M MM t t t T M= Ω − ω + − + Ω εr r

0Mr

( ) ( )1 12 [ ( )];t t G tΩ = Ω − π −Ω

( )
1

1 1sin( ) .h x R G x−

⊕=�

( ) ,x xΘ sign( )

проходящая через подспутниковую точку L и
центр масс КА – точку M.

Из построения следует, что орбита КА всегда
ортогональна основанию двух соосных конусов с
общим основанием, но разными вершинами – в
центрах масс Земли и КА. При непрерывном
уменьшении угла раствора конусов радиус осно�
вания каждого из них непрерывно уменьшается,
стягиваясь к точке L. В результате для конуса с
вершиной в центре масс Земли (на рисунке не по�
казан) поверхность в пределах поля обзора КА
представима семейством параллельных неравно�
ярких контуров  ≠ const вдоль контуров), явля�
ющихся границей основания конусов с радиусом
ρ ≤ OR, углом раствора χ(ρ), высотой c(ρ) и апофе�
мой, равной геоцентрическому расстоянию 
Координаты точек поверхности Земли в СГСК в
соответствии с рис. 1 выразим через координаты
стереографической проекции на основание конуса
поля обзора КА. Такой подход исключает необхо�
димость моделирования пространственных гра�
ниц поля обзора на сферической поверхности
Земли с применением булевых функций и позво�
ляет вести интегрирование не в декартовых, а в
полярных координатах. В результате получаем
естественные ограничения по полярному радиусу
ρ ∈ [0, d] и полярному углу ϕ ∈ [0.2π], где c(ρ) ∈
∈ Oz и d = OR = OS. В зависимости от времени в
пределах поля обзора КА получаем

(6)

где  характеризует координаты центральной
точки стереографической проекции (ξ = x, y, z).
В (6) время 

равно половине временной задержки между про�
хождением одной и той же точки трассы передней
и задней точками поля обзора КА (точнее, точка�
ми R и S на рис. 1), ωs – циклическая частота об�
ращения КА вокруг Земли. Положение точки L
определено как  точки O – как  Ко�
ординаты других точек в поле обзора выразим
следующим образом. 

Запишем декартовы координаты конической
поверхности, выраженные через полярные коор�
динаты стереографической проекции на плос�
кость основания,

(7)

Совместим ось конуса с лучом Oz1 (z1 ≥ 0), вершину
поместим в начало координат СГСК и, фиксируя ρ,
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Рис. 1. Поле обзора КА.
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по точкам с координатами (7) проведем замкнутый
контур. С помощью матриц поворота (4) на углы
Крылова для точки L преобразование r1 → L есть

(8)

где при  =  и  =  образуется матрица

Она задает последовательность поворотов вокруг
оси ординат на угол σy, вокруг оси абсцисс на угол
σx плюс вращение на угол σz вокруг местной вер�
тикали до совмещения точки конуса r1 = {d, 0, c} с
передней точкой поля обзора (на трассе КА), а
вектора  =  – до совпадения с линией
местной вертикали. Таким образом, для всех то�
чек поля обзора преобразование (8) имеет вид

=  где r0 – радиус�вектор точек поверхно�
сти Земли в ГэСК. Углы Крылова в (8) находятся
из решения трех из шести уравнений, получен�

ных для точки L в состояниях r1 =  и r1 =  Обо�
значим  углы между местной вертика�
лью КА и соответствующими осями координат
СГСК. В (8) выражения углов, полученные ана�
литически, имеют следующий вид:

(9)

Здесь

При учете вращения Земли вокруг своей оси на
неравнояркость поверхности Земли заметное
влияние оказывает поле альбедо  Координат�
ная привязка альбедо к поверхности Земли обес�
печивается при переходе от ГэСК к гринвичской
системе координат для точки L через истинное
время в Гринвиче tg = tg(t) преобразованием

(10)

Отсюда географические координаты поля альбе�
до на регулярной сетке долгот и широт есть
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Фрагмент координатной сетки, ограничивающий
поле обзора КА, образуется при замене вектора L в
(10) на вектор  с условием, что долгота λ < 0 соот�
ветствует Западному полушарию, а широта θ < 0 –
Южному полушарию. 

Ввиду зависимости локальной яркости по�
верхности Земли от координат в пределах поля
обзора КА яркость поверхности Земли вдоль
внешней нормали имеет вид

(11)

Коэффициент пропускания атмосферы без учета
рефракции равен

(12)

где  – коэффициент прозрачности атмосферы
вдоль местной вертикали;  – радиус�вектор точ�
ки на поверхности  или поверхности диафраг�
мы бленды. Отсюда внеатмосферная яркость по�
верхности Земли равна

(13)

Выражения (11)–(13) определяют физические
условия экспонирования изображения неравнояр�
кой поверхности Земли и могут уточняться по раз�
личным причинам (Атмосфера …, 1991; Зуев, На�
ац, 1990; Мишин, Овечкин, 2003; Скляров и др.,
2009; Pinker, Lazlo, 1992), но в целом сохранят пред�
ставленную зависимость от координат и времени. 

Геометрооптические условия экспонирования

Пусть центр проектирования оптической си�
стемы и начало системы координат бленды (СКБ)
удалены друг от друга на некоторое расстояние
вдоль совпадающих друг с другом оптических
осей, а начала координат фотогравиметрической
системы координат КА и СКБ совмещены и нахо�
дятся в точке пересечения оптической оси с плос�

костью входного зрачка бленды. Вектор  внут�
ренней нормали к сечению входного зрачка блен�
ды параллелен оптической оси и совпадает с
направлением оси аппликат СКБ. В СГСК вектор

 и направляющие векторы внеатмосферных
световых потоков от поверхности Земли (без уче�
та атмосферной рефракции), Солнца и Луны со�
ответственно есть
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(14)

где re – радиус�вектор точки пересечения оптиче�
ской оси с поверхностью Земли. На основе (14)

геометрический фактор
1
 для излучающей поверх�

ности Земли, определяющий геометрооптиче�
ские условия съемки, принимает вид

(15)

где  – орт внешней нормали к поверхности
Земли, а последний множитель (15) определяет
видимость точек поверхностей с радиусами�век�
торами  и  

Для перехода из СГСК в СКБ воспользуемся
выражениями (9) и (10). Заметим, что геометро�
оптические преобразования удобнее производить
безотносительно к углу рысканья ψ КА и учиты�
вать его только в координатах 

 

Производя замену  =  с помощью (9)
получаем искомое преобразование

На рис. 1 точка N – точка пересечения оптиче�
ской оси с поверхностью Земли, MN – оптиче�
ская ось, MR и MS – апофемы конуса поля обзо�
ра, дуга RLS – сегмент трассы КА. Для дальней�
ших рассуждений обозначения проекций точек
сферы на плоскость снабдим штрихами. Отсюда
M ' = L' = O, ρ = P 'O = Q 'O, а угол φ отсчитывается
от OS в направлении против часовой стрелки.
Найдем угол  связанный со скалярным
произведением  У тетраэдра MNPQ длина
стороны MP неизвестна, но 

 

Тогда по теореме косинусов 

1 Скалярное произведение (g⊕ge) в (15) справедливо в пред�
ставлении плоской поверхности Υ оптической системы,
обращенной к бленде. При другой форме поверхности, а
также при вычислении фоновой освещенности вектор ge
заменяется соответствующим вектором нормали.
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где для  определяющего положение про�
екции оптической оси через углы тангажа β и кре�
на γ КА, получаем

в точке P ' по построению φ – φe = π. В СГСК

(16)

где разность высот точек L и N вдоль местной вер�
тикали равна 

Подставляя (16) в (15), получаем Ψ как функцию
координат и времени. 

Критические условия освещенности

Существование критических условий осве�
щенности поверхности фотоприемника связано с
возникновением геометрической тени в системе
“КА–Солнце–Луна” и обусловлено оптической
непрозрачностью толщи Земли и поглощением
света атмосферой. Решение подобной задачи в
подсистеме “КА–Солнце” получено в (Ибраги�
мов, Скребушевский, 1985), исходя из различных
вариантов построения эфемерид орбиты КА. Ис�
комыми являлись моменты времени наступления
критической освещенности и их длительность.
Другой подход использовался в (Романов, 2008б),
где ограничение по длительности осуществлялось
по нескольким отсчетным моментам времени
(прохождения терминатора и др.) с помощью
функции sign(x). Однако при возмущенном дви�
жении КА и изменении его ориентации возника�
ет необходимость производить многочисленные
поправки, которые вносят погрешность в опреде�
ление критических условий освещенности в обо�
их подходах. С целью минимизации погрешности
рассмотрим модель определения критических
условий освещенности. В ее основу положим су�
перпозицию условий видимости. 

В условиях видимости в подсистеме “КА–
Солнце” освещенность корпуса КА и поверхно�
сти Луны до их захода в тень Земли в СГСК опре�
делим с помощью (5) как

(17)

где  – солнечная постоянная; hr – высота, начи�
ная с которой  → 1 и пренебрежимо мала атмо�
сферная рефракция. В случае образования фоно�
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вой засветки отраженным от поверхности Луны
солнечным светом, которое наблюдается при рас�
положении КА между Луной и Солнцем, световой
поток формируется от двух подсистем – “Солнце–
Луна” и “КА–Луна”. Обращаясь к подсистеме
“КА–Луна”, обозначим ϖ – угол раствора телес�
ного угла конуса, в пределах которого Луна зате�
няется Землей. Луна находится в поле видимости
КА, если

(18)

На основе (17) и (18) яркость Луны с альбедо
поверхности αM определяется как 

В СКБ 

Окончательно получаем векторы поля яркости
в направлении КА, учитывающие наступление и
окончание критических условий освещенности, в
следующем виде:

ПОЛЯ ОСВЕЩЕННОСТИ 
В ИНТЕГРАЛЬНОМ ВИДЕ

Произведение  не представимо в аналити�
ческом виде относительно координат. Поэтому
найдем  а также освещенность в пределах все�
го поля обзора КА площадью  пользуясь прин�
ципом декомпозиции световых потоков от
поверхности Земли (Романов. 2007). Для этого
поверхность Земли разобьем на макроплощадки,
размер которых обеспечивает одновременно: а)
применимость параксиального приближения к
каждому сходящемуся к входному зрачку бленды
пучку лучей; б) однородность поля яркости в пре�
делах каждой макроплощадки. Одной макропло�
щадке (или их комбинации) при вычислении
прямой освещенности сопоставим ту часть поля
зрения, которая проецируется в какой�либо фраг�
мент изображения, а при вычислении фоновой
освещенности – в элемент площади видимой с
Земли отражающей поверхности диафрагмы блен�
ды. Осуществляя разбиение и переходя от интегра�
ла к конечной сумме, получаем в кубатурах

(19)
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где ρ0, ϕ0 – весовые коэффициенты; o – погреш�
ность кубатурной формулы. 

Предполагая I и J достаточно большими, что�
бы обеспечить o → 0, в правой части (19)

(20)

Суммирование в (20) организуем так, чтобы каж�
дая макроплощадка образовывалась граничными
точками, образующими граничный элемент пло�
щадью ΔS. При разбиении на равные площади со�
гласно (Романов, 2008а; Романов, 2009) коэффи�
циент ρ0 становится переменным и находится из
соотношения  ΔS = const по рекуррентной
формуле 

(21)

При этом изменения по углу определены как  =
=  а общее количество макроплощадок
равно IJ + 1 (включая центральную, содержащую
точку L). Подставляя (21) в (20), а найденные вы�
ражения – в (19), получаем освещенность в пре�
делах всего поля обзора КА. Далее рассмотрим
особенности моделирования полей прямой и фо�
новой освещенностей. 

Пусть U – стереографическая проекция по�
верхности   ∈  При перспективной съемке
ей соответствует овал, симметричный относи�
тельно проекции ON ' и сжатый в направлении к
O. Не обращаясь к вопросу построения опорной
функции овала, воспользуемся тем, что поле зре�
ния занимает диапазон косинусов углов 0 ≤  ≤
≤  Для этого в (15) для поля освещенности

 достаточно произвести замену скалярного
произведения

(22)

Аналогично в поле обзора за пределами поля зре�
ния  получаем

(23)

При вычислении (22) и (23) возможны две си�
туации – L ∈  и  Идентификация кон�
кретного случая осуществляется для гомотопии
семейства апофем конуса поля зрения по коорди�
натам точек, лежащих на линиях ближайших па�
раллелей и меридианов, касающихся границы по�
ля зрения по поверхности Земли. Точка L в таком
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случае является локальным полюсом. Поэтому
для дальнейших преобразований достаточно вы�
числить координаты четырех точек пересечения
соответствующих апофем с параллелями и мери�
дианами. 

Обозначим длину стереографической проек�
ции линии визирования при ее отклонении на
угол κ от местной вертикали как

 

Для оптической оси ρe =  а искомые
координаты точек касания определяются как

 где угол φ', исходя из геомет�
рии рис. 1, равен

В плоскости стереографической проекции 

– уравнение окружности, проходящей через ко�
нец вектора re, и 

– расстояние между точками указанной окружности
с полярными углами  и  ±  Если  > 0,
то  и в (20)–(21) производятся следующие
преобразования:

(24)

В противном случае, т.е. если выполняется нера�
венство  < 0, то L ∈  весовые коэффи�
циенты в (20)–(21) сохраняются, но делается за�
мена d →  необходимая при вычислении

 в (21). Максимальное увеличение объема вы�
числений наблюдается, если L проецируется на
границу  (случай O ∈  В этом случае доля не�
используемых фиктивных макроплощадок со�
ставляет 75%. Поэтому особую значимость весо�
вые коэффициенты (24) приобретают при малых
апертурах поля зрения, при которых возможно
существенное сокращение количества граничных
точек на 

Операторы  и 

Обращаясь к применимости фрагментации
поверхности Земли на макроплощадки в отноше�

нии операторов  и  следует отметить, что
форма записи Esp в (2) представлена в предполо�
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жении, что сторонние источники света являются
точечными (Солнце, Луна) или представляют со�
бой композицию точечных источников (Земля), а
результат действия обоих операторов при пер�
спективной съемке зависит от пространственного
распределения и яркости источников. 

В пределах поля обзора декомпозиция свето�
вого потока на параксиальные пучки от каждого
фрагмента поверхности Земли приводит одно из
слагаемых Esp в (3) к виду

(25)

Единственное различие между  и  заключает�
ся в скалярном произведении (23), вынесенном
из  и присутствующем в выражении для коэф�
фициента ослабления Kij светозащитной бленды
(Романов, 2007). При коэффициенте υ зеркаль�
ных отражений имеем 

где ζ – угол засветки; η(ζ) – функция распределе�
ния наиболее вероятного количества отражений.
Измененный таким образом геометрический фак�
тор в составе  характеризует лучевую трубку, в
пределах которой от каждой макроплощадки фор�
мируется параксиальный световой пучок, полно�
стью охватывающий с противоположной сторо�
ны сечение входного зрачка бленды. Очевидно,
что при наличии атмосферной рефракции, турбу�
лентности и других природных воздействий кон�
тур трубки имеет размытые границы. По этой
причине, а также ввиду того, что производная

 медленно меняется на интервале шириной
нескольких угловых минут и не имеет разрывов,
вполне допустимо при вычислении (25) паракси�
альные пучки заменять гомоцентрическими с ма�
лым углом расходимости (≤2°). В связи с этим ни�
же показаны некоторые особенности действия

операторов  и  проявляющиеся с изменени�
ем ориентации КА. 

На рис. 2 представлена развертка углов засвет�
ки бленды при фиксированной ориентации КА в
зависимости от полярного угла в плоскости сте�
реографической проекции (цифрами показаны
номера линий индексацией угла ζ). Прямая осве�
щенность формируется в пределах поля зрения
(от 0 до  = ς), фоновая освещенность от по�
верхности Земли – в пределах от  до 
ограниченной сверху линией  = 90°. Про�
странство между кривыми  и  моделиру�
ет слой атмосферы толщиной hr = 60 км. Зона
действия источников внеземного происхождения
(Солнце, Луна и др.) обозначена цифрой 6 в
кружке и ограничена снизу кривой  сверху –
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линией . Функции  и  выражаются
аналитически

причем при hr = 0 точно определена функция
 а при hr > 0 – функция  

При зеркальном типе отражения диафрагм
бленды в полосе между  и  имеют место
критические углы засветки, т.е. когда пучки лу�
чей частично попадают на диафрагмы, а частич�
но – на выходной зрачок. Полоса формируется
действием оператора (25) и визуализируется в
виде переходной зоны между фоновой и прямой
освещенностью в приближении зеркальных от�
ражений, но отсутствует в приближении диф�
фузных отражений. Последнее отражает тот
факт, что взаимодействие каждого элемента по�
верхности диафрагм происходит одновременно
со всеми макроплощадками, что, собственно, и
вызывает необходимость вычисления освещен�
ности каждого элемента поверхности бленды
(или входного зрачка бленды) в интегральном
виде. При этом одна и та же макроплощадка
участвует одновременно в формировании и пря�
мой и фоновой освещенностей. Отсюда следует,
что выражение (23) применимо только при зер�
кальных отражениях, а при диффузных необходи�
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мо использовать  в виде выражения (16).
Таким образом, действие каждого оператора в (3)
осуществляется в прямоугольнике  ×
× [0, 2π], а результат действия каждого оператора в
зависимости от выбранного типа отражений ин�
терпретируется как локальный (E) или средний ин�
тегральный  K). Последнее наилучшим образом
характеризует зеркальные отражения, так как ко�
личество ослабленных лучей и их направления в
плоскости выходного зрачка бленды имеют слу�
чайную пространственную зависимость как от ζ,
так и от φ. И найти ее, скорее всего, можно путем
построения семейства локальных индикатрис. В
противном случае действие операторов равно�
сильно реализации однородного распределения
освещенности, т.е. когда второе и третье слагае�
мые в (3) приобретают более простой по сравне�
нию с (25) вид

ПОЛЯ ОСВЕЩЕННОСТИ 
В МАКРОМАСШТАБАХ ВРЕМЕНИ 

Входные данные математической модели 
экспонирования снимков неравнояркой 

поверхности Земли 

В качестве примера среди светозащищенных
систем выберем широкоугольную диоптриче�
скую систему (ДС) с угловой апертурой  = 50°
и телескопическую систему (ТС) с угловой апер�
турой  = 3° и с коэффициентом центрального
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Рис. 2. Углы засветки бленды.
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экранирования 1/4. Светозащитные бленды ДС
и ТС имеют различные конфигурации, включа�
ют 5 диафрагм с комбинированным типом отра�
жения (коэффициенты зеркального и диффузно�
го отражения равны 0.1). Поверхности  для ДС
и ТС находятся соответственно на расстояниях
0.1 и 4 длин бленд от сечения выходного зрачка
бленды. В качестве примера орбиты КА выберем
круговую синхронно�солнечную орбиту с накло�
нением к экватору 93º, а макромасштаб времени –
равным длительности прохождения КА участка
орбиты от зенита до  ≈ 10° в подспутниковой
точке (T ≈ 20–22 мин). В (12)  = 0.5 и реализу�
ются следующие варианты распределения альбе�
до: 1) сезонно�широтное, по состоянию на апрель
(Скляров и др., 2009); 2) однородное  = 0.35.
КА с ДС на борту осуществляет плановую съемку
с высоты 300 км, а с ТС – перспективную съемку
с высоты 700 км при изменении ориентации КА
по закону

(26)

где ωβ = 0.03 и ψ = 0, а интервал плановой съемки
определен функцией 

Обсуждение результатов вычислительных 
экспериментов для полей освещенности 

в макромасштабах времени

Для выбранных оптических систем на рис. 3
приведены функции наиболее вероятного коли�

�

h�
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t t R t t t R tβ β
π π

β = ω γ = ω
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чества отражений. Используемая в вычислениях
часть графика функции каждой из оптических си�
стем расположена справа от отмеченных на них
ромбов (1р – ДС, 2р – ТС). 

Прямая освещенность. Графики
2
 прямой осве�

щенности в сечении выходных зрачков бленд ДС
и ТС представлены соответственно на рис. 4, 5.
На рис. 4 график 1 имеет несколько локальных
экстремумов, а график 2 с некоторой погрешно�
стью может быть описан комбинацией тригоно�
метрических функций (Романов, 2008б). На рис. 5
в течение времени достижения первого локально�
го минимума, когда КА производит согласно (26)
плановую съемку, заметны периодические изме�
нения освещенности на интервале исследования.
При t > 920 с имеется незначительное отличие
между графиками 1 и 2, связанное с уменьшением
влияния ориентации КА и доминированием вли�
яния альбедо в образовании поля освещенности.

Зеркальный компонент фоновой освещенно�
сти. Для ДС влияние Солнца и Луны не наблюда�
ется, так как их угол засветки локализован выше
линии  (рис. 2), а между  и  имеется
квазилинейная зависимость. Для ТС сплошная
область под кривыми 3а, б (рис. 6) описывает ту
часть графика фоновой освещенности, которая
дополнительно формируется световыми потоками
от Солнца и Луны: промежуток Δt1 под кривой 3а –
совместное воздействие Солнца и Луны, проме�
жуток Δt2 под кривой 3б – только от Солнца. Че�
редование экстремумов свидетельствует о явной

2 В текущем разделе линия 1 соответствует сезонно�широтно�
му варианту распределения альбедо, 2 – однородному.

3( )ζ φ spE infE

10

6

4

2

0 9075604515 30

8

η
 (
ζ

)

1р

2

ζ, град

2р

1

Рис. 3. Функция распределения наиболее вероятного количества зеркальных отражений.
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зависимости  от ориентации КА. Ординаты
функции, описывающейся графиками 3а и 3б, ад�
дитивны со значениями функций, описываю�
щихся графиками 1 и 2, и в 80000 раз превышают
их (на рис. 6 не показано). 

Диффузный компонент фоновой освещенности.

График  ТС приведен на рис. 7, где также отме�
чены интервалы действия прямого излучения
Солнца и Луны. У ДС наблюдается квазилинейная

зависимость между  и  При сравнении по�

spE

difE

difE inf .E

ведения графиков на интервалах Δt1 и Δt2 наблюда�

ется рост абсолютных значений  нарушающий
чередование экстремумов на графиках функций 1
и 2, особенно на Δt2. В остальном прослеживаются

те же закономерности, что и для  ТС.

В табл. 1 представлены отношения средних
интегральных значений компонентов фоновой
освещенности к среднему интегральному значе�
нию прямой освещенности в зависимости от ва�
рианта распределения альбедо и наличия бленды.
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Рис. 4. Прямая освещенность выходного зрачка бленды ДС.
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Наилучшая эффективность светозащиты опреде�
лялась в (2), исходя из соотношения 

(27)

Из табл. 1 следует, что бленда ДС эффективно
снижает фоновую освещенность, так как в сумме
она составляет 1/460 долю от значения прямой
освещенности. При этом вклад зеркального ком�
понента в суммарную фоновую освещенность
превышает вклад диффузного почти в 6 раз. В от�
сутствие бленды вклад компонентов в суммарную
фоновую освещенность отличается в 2 раза, что

.sp difE E E+inf �

дает превышение уровня фоновой освещенности
над прямой освещенностью почти в 20 раз и мо�
жет привести к переосвещенности поверхности
фотоприемника. Снизать уровень фоновой осве�
щенности ДС можно за счет уменьшения коэф�
фициента зеркальных отражений бленды.

Ввиду малости апертурного угла поля зрения
ТС прямая освещенность меньше по сравнению с
прямой освещенностью ДС в 23 раза, что в свою
очередь свидетельствует о явной необходимости
светозащиты. Из таблицы видно, что влияние
Солнца и Луны на фоновую освещенность ТС по
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Рис. 6. Зеркальный компонент фоновой освещенности выходного зрачка ТС.
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условию (27) оказывается критическим как при
наличии бленды, так и в ее отсутствие, что может
привести к переосвещенности поверхности фото�
приемника во время экспонирования. С другой
стороны, если исключить из рассмотрения интер�
валы Δt1 и Δt2 (рис. 7), то в соответствии с поведе�
нием графиков 1 и 2 на рис. 6, 7 прямая и фоновая
освещенности будут примерно одинаковы. 

Бленда ДС согласно табл. 1 и условию (27) осу�
ществляет эффективную светозащиту, а тот факт,
что в таблице фоновая освещенность в сечении
выходного зрачка бленды ТС на 60% превышает
прямую освещенность, иллюстрирует лишь один
из многочисленных сценариев генерации фоно�
вой засветки. Для снижения уровня фоновой
освещенности ТС можно одинаковым образом
снижать коэффициенты диффузного и зеркаль�
ного отражений поверхности диафрагм бленды,
либо изменять конфигурацию бленды ТС так,
чтобы функция распределения η(ζ) при ζ > 60°
имела большее значение ординаты локального
минимума по сравнению с имеющимся.

ПОСТРОЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНО�
ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ

ИФВ по экспозиции

Связь между масштабами времени выражается
последовательностью интервалов экспонирова�
ния и межмаршрутных интервалов (Романов,
Куклев, 2002)

(28)( ), 1, .i i

i

T i I= Θ + τ =∑

Время экспонирования в (28) представим ступен�
чатой функцией, принимающей ненулевые зна�
чения на интервалах экспонирования

(29)

 

Здесь ξ идентифицирует моменты начала съемки,
а функция c(t) определяет распределение интер�
валов экспонирования в течение времени T. Если
время τi одинаково для N фрагментов изображе�
ния, то в этом частном случае оно определено вы�
ражением (1). В общем же случае времена экспо�
нирования фрагментарно различны, т.е.

(30)

где n =  – порядковый номер фрагмента изоб�

ражения
3
; ϑ – локальный коэффициент пропус�

кания; F – площадь фрагмента. Для получения
удовлетворительного качества изображения каж�
дое значение Hni должно принадлежать диапазону
допустимых значений, определяемых, например,
спектральным распределением экспозиции. Сле�
довательно, экспозицию (30)1 следует вычислять

3 Далее по тексту статьи фрагментом изображения считается
участок на поверхности  оптической системы (зеркало, лин�
за). Примеры сетки фрагментов показаны на рис. 8 и рис. 9.
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Таблица 1. Соотношения между средними интегральными значениями компонентов освещенности

Распределение 
альбедо 

Компонент

 Вт/м2

от Земли от Солнца и Луны суммарная

ДС с блендой

Широтное 28.28 2.171 × 10–3 0 2.171 × 10–3 3.689 × 10–4 2.540 × 10–3

Однородное 22.81 2.177 × 10–3 2.177 × 10–3 3.697 × 10–4 2.547 × 10–3

ДС без бленды

Широтное 28.28 13.62 0 13.62 6.422 20.042

Однородное 22.81 13.659 13.66 6.431 20.09

ТС с блендой

Широтное 93 × 10–3 9.573 × 10–5 0.904 0.905 0.706 1.611

Однородное 76 × 10–3 9.535 × 10–5 0.693 1.801

ТС без бленды

Широтное 93 × 10–3 176.67 129.95 306.62 1157.18 1439.97

Однородное 76 × 10–3 174.84 304.79 1138.74 1443.53

inf,E inf

spE

E
inf

difE

E inf

dif spE E

E

+



46

ИССЛЕДОВАНИЕ ЗЕМЛИ ИЗ КОСМОСА  № 6  2012

РОМАНОВ

при заданном (или вычисленном) распределении
освещенности (30)2 с учетом ограничения Hmin ≤
≤ Hni ≤ Hmax.

Различие между эффективной выдержкой и τni

проявляется в миллимасштабах времени, если на�
блюдается тренд значений функции освещенно�
сти, вызванный вариациями поля яркости по�
верхности Земли, регистрируемыми в поле зре�
ния оптической системы. По интенсивности
воздействия к слабым вариациям отнесем те, ко�
торые обусловлены диффузным отражением све�
та от поверхности Земли, а к сильным – зеркаль�
ным отражением. При этом учтем, что сильные
порождаются объектами высокой яркости (ОВЯ)
в результате отражения света от твердой поверх�
ности (снежные шапки), от поверхности воды
(солнечные “зайчики”) и т.п. 

В условиях космической съемки тренд функ�
ции освещенности сопровождается формирова�
нием мод прямой освещенности. Обозначим про�
изводящую их функцию как A(x, y, t). Допуская,
что n�й фрагмент изображения занимает прямо�
угольную область  ×  его положе�
ние в плоскости анализа определяется функцией

где J, K – соответственно количество строк и
столбцов фрагментированного оптического изоб�
ражения; Xj, Yk – координаты угловых точек фраг�

ментов (j =  k =  Порядковый номер фраг�
мента изображения определяется функцией ко�
ординат

(31)

где состояние n' < 1 означает, что макроплощадка не
проектируется на поверхность  В результате об�
разуются равнозначные формы записи A(x, y, t) ≡
≡ An(t). Тогда ИФВ по экспозиции запишется в виде

(32)

где Ωn(t) определено на априори неизвестном
множестве {τni}, возможно, включающем числен�
ное значение эффективной выдержки. Решением
ИФВ (32) является функционал, образованный
включениями Di. Каждое из них ограничивает
диапазон допустимых значений времени экспо�
нирования одновременно для совокупности всех
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фрагментов изображения и формально определя�
ется как

где инфинум дается решением (32) с правой ча�
стью Hmin, а супремум – с Hmax. Поэтому функци�
онал, определяющий диапазон допустимых вре�
мен экспонирования, исходя из ограничений по
экспозиции, есть

(33)

ИФВ по смазу

Для функционала (33) определим ограниче�
ния, связанные с изменением качества изображе�
ния под действием смаза. Запишем смаз как

(34)

где v – вектор скорости движения оптического
изображения (Батраков, 1984). К возможным
ограничениями в (34) относятся изменения верх�
него предела интегрирования и подынтегральной
функции. Верхний предел зададим априори за�
данным значением времени экспонирования τ'.
Поскольку уменьшение смаза улучшает качество
изображения, то с этой целью используется ком�
пенсация скорости движения изображения (Ка�
лайда и др., 1988; Миллер, Рубинович, 2007). Для
оценки величины скорости компенсации рас�
смотрим некоторые аспекты построения движу�
щегося оптического изображения. В рамках гео�
метрической оптики для этого достаточно знать
направляющие косинусы светового пучка, охва�
тывающего каждый фрагмент изображения, зад�
нее фокусное расстояние f ' и расстояние lf от на�
чала координат бленды до задней узловой точки
оптической системы. 

Обозначим   – векторы направляющих
косинусов вдоль линии оптической оси бленды и
информационного потока, идентифицируемые с
n�м фрагментом изображения и заданные в СКБ.
Переходя к уравнению прямой, получаем радиус�
вектор центра фрагмента изображения в СКБ

(35)

Для перехода в систему координат, связанную с
поверхностью фотоприемника, достаточно транс�
лировать аппликату вектора rn на  При
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дифференцировании (35) по времени получаем
вектор vn, определяющий подынтегральное выра�
жение в (34). При компенсации скорости движе�
ния изображения он имеет вид

(36)

где vc – скорость компенсации. Скалярное произ�
ведение в (36) инвариантно для каждого фрагмен�
та изображения относительно любых преобразо�
ваний, связанных с изменением ориентации КА.
Поэтому для представления вектора (36) в СКБ
требуется переход от ГэСК к СГСК через последо�
вательность приведенных выше промежуточных
матричных преобразований. 

Поиск производной по времени в (36) сопря�
жен с вычислением каскада производных от
функций, связанных с координатами поверхно�
сти Земли и центра масс КА, что чрезвычайно
усложняет процедуру решения ИФВ по смазу. В
связи с этим обратим внимание на то, что в (36)
ищется производная функции, которая фактиче�
ски представляет собой один из вариантов проек�
тивного преобразования в фотограмметрии. Та�
кое точное соответствие исключает необходи�
мость вывода явного вида (36), в результате чего
появляется возможность применять известные
соотношения (Батраков, 1984; Урмаев, 1989). Так,
выражение дальности от центра n�го фрагмента
изображения до точки на сферической поверхно�
сти Земли имеет вид

(37)

где Rs,  – геоцентрическое расстояние соответ�
ственно до центра масс КА и поверхности Земли.
В системе координат фотоприемника

Матрица перехода к фотограмметрической систе�
ме координат есть 

где направляющие косинусы совпадают по форме
записи с приведенными выше. Подставляя (37) в
формулы скорости движения изображения (Ба�
траков, 1984, 1989), получаем явный вид произве�
дения f ' на производную по времени в (36), а в по�
лученном выражении с замененной производной –
вектор скорости (36). В дальнейших действиях
процедура построения ИФВ по смазу аналогична
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(30)1–(32). Поэтому с учетом (36) ИФВ по смазу
примет вид

(38)

где время экспонирования записывается в виде
комбинации функций (29) как

Фоновая освещенность

В (2) локальное распределение фоновой осве�
щенности записывается как

(39)

где действует оператор

Относительно явного вида  отметим следу�
ющее. Диффузный компонент функции осве�

щенности описывается с помощью оператора 
который задает полю фоновой освещенности
точную координатную привязку в плоскости вы�
ходного зрачка светозащитной бленды. С зер�
кальным компонентом дело обстоит сложнее, так
как в одной и той же малой области пространства
может пересекаться множество трассируемых
световых лучей. В связи с этим в рамках статьи
предполагается, что для корректного описания
локального распределения зеркального компо�
нента освещенности в плоскости выходного зрач�
ка бленды требуется построение семейства ло�
кальных индикатрис. В настоящее время оно
представляет собой самостоятельную проблему,
решение которой не представлено в рамках ста�
тьи. Поэтому далее считается, что поле освещенно�
сти, формируемое зеркальным компонентом, рав�
номерно распределено в сечении выходного зрачка
бленды и, следовательно, по поверхности  

Прямая освещенность

Выше было показано, что при больших углах
поля зрения оптической системы графики функ�
ций  и  за время исследования каче�
ственно подобны, так как для макроплощадок
разной величины сезонно�широтное распределе�
ние поля альбедо останется неизменным. Поэто�
му будем считать, что в миллимасштабах времени
слабые вариации яркости образуют детерминиро�
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ванный компонент  а сильные – случайный

компонент  Тогда в точке поверхности Земли,
определенной радиусом�вектором  во время
экспонирования яркость в направлении центра
масс КА определена зависимостью

Ввиду неотрицательности яркости  ∈ 
b < ∞. Учитывая, что каждый ОВЯ занимает ко�
нечную площадь sn, при условии sn   для всех
фрагментов изображения

(41)

Теперь, принимая во внимание лишь зеркальный
компонент яркости ОВЯ, получаем, что практиче�
ски реализуемое значение b в условиях абсолютно
прозрачной атмосферы ограничено в сумме с B(d)

солнечной постоянной. Более высокое положение
верхней границы возможно при формировании
мод искусственными источниками света. 

Определим нормировку функции распределе�
ния мод прямой освещенности в интегральном
виде

(41)

Поскольку все макроплощадки равны по площа�
ди, то в стохастическом поле яркости на каждую
площадку приходится разное количество макро�
площадок (или их долей) в зависимости от ран�
жирования значений sn. Чтобы оценить вклад
ОВЯ в образование неоднородного поля яркости
и формирование мод функции освещенности, ис�
пользуя (40) и (41), введем показатель

Он характеризует отношение суммарной яркости
поверхности Земли, занятой всеми ОВЯ в поле
зрения оптической системы, к яркости остальной
части поверхности в пределах поля зрения. В свя�
зи с этим будем считать, что моды функции пря�
мой освещенности образуются при

(42)

Перейдем к модели стохастического двумер�
ного поля яркости поверхности Земли в безоблач�
ных условиях съемки (Бондур, 2000; Бондур и др.,
2003). Предположим, что на интервалах экспони�

рования Mi макроплощадок (m =  проектиру�
ется в N фрагментов изображения. Для m�й мак�
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роплощадки случайное значение яркости поверх�
ности Земли без учета ОВЯ есть

(43)

 

где βmi – случайное значение яркости; μi, σi – ма�
тематическое ожидание и среднее квадратичное
отклонение выборки на i�м интервале экспониро�
вания. Результаты вычислительного эксперимента
по моделированию поля яркости (43) показывают,
что условие (42) не выполняется или выполняется
очень редко. Поэтому с целью повышения веро�
ятности его выполнения модифицируем (43),
представив в виде суммы

(44)

где случайные значения γmi > 1 выбираются таким
образом, что в i�й момент времени гарантируется
выполнение условия  ≤ b. Результаты вы�
числительных экспериментов по моделированию
яркости (44) показывают, что для такого преобра�
зования условие (42) выполняется с вероятностью,
близкой к единице, поскольку в среднем hi > 3. То�
гда для функции распределения мод прямой осве�
щенности в (32), получаем

(45)

где Vn – дискретный (по фрагментам) аналог функ�
ции видимости m�й макроплощадки и n�го фраг�
мента изображения в течение времени экспониро�
вания, определяемый с помощью (31) и компонен�
тов вектора скорости движения изображения

Подставляя (45) в (32), получаем ИФВ по экспо�
зиции с учетом влияния ОВЯ на состояние стоха�
стического поля яркости неравнояркой поверх�
ности Земли. 
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Рис. 8. Сетка узлов (плановая съемка, t = 34 с).
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Рис. 9. Сетка узлов (перспективная съемка, t = 1047 с).
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ПОЛЯ ОСВЕЩЕННОСТИ 
В МИЛЛИМАСШТАБАХ ВРЕМЕНИ

На рис. 8, 9 показана сетка граничных точек
фрагментов изображения. В дальнейшем подра�
зумевается, что поверхность  представляет со�
бой оптическую поверхность главного зеркала ТС
с фокусным расстоянием f ' = 9.55 м. Сетка на ука�
занных рисунках образована 7 × 7 фрагментами
изображения, охватывающими контур поля зре�
ния – окружность с центром O. 

При переходе от плановой к перспективной
съемке происходит трансформация сетки, сопро�
вождающаяся деформацией проекций макропло�
щадок, регистрируемых в виде искажений прямо�
угольной формы фрагментов изображения. Так,
на рис. 8 видно симметричное расположение уз�
лов, сгущающихся при удалении от точки O к
краю поля зрения. На рис. 9 сетка имеет почти
равномерное разбиение, но прослеживается ази�
мутальное расхождение узлов от правого верхнего
угла рисунка к левому нижнему из�за разной уда�
ленности макроплощадок от подспутниковой
точки и кривизны поверхности Земли. 

Граничные точки макроплощадки проектиру�
ются согласно преобразованию (35) во фрагмен�
ты с координатами граничных точек (xm, ym). При
их подстановке в (31) получаем искомый номер
фрагмента изображения. Имея соответствие меж�
ду номером макроплощадки и номером фрагмен�
та изображения, искомое преобразование запи�
шем как

(46)

где  имеет пространственно�временную при�
вязку освещенности к участкам поверхности Зем�
ли в моменты экспонирования; ΔF – площадь
фрагмента изображения;

– количество расчетных точек, проецирующихся
на фрагмент в j�й строке и k�м столбце сетки.
Ввиду того, что в (46) производится суммирова�
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ние, получаем в соответствии с (30)2  =

=  Заметим, что прямая освещенность
(46) моделируется таким образом, что при отсут�
ствии “попадания” проекции центральной точки
хотя бы одной из Mi макроплощадок в какой�либо

фрагмент изображения действие оператора 
порождает отсутствие освещенности этой обла�
сти. Поэтому для корректного вычисления (46)
количество макроплощадок ограничим снизу не�
которым числом, минимальное значение которо�
го можно подобрать, исходя из совместности вы�
полнения следующих условий: 

В другом виде оно формулируется в виде равенства

(47)

Обсуждение результатов вычислительных 
экспериментов для полей локальной освещенности

Проведем качественный анализ полей локаль�
ной освещенности. На рис. 10–17 показаны изо�
плеты освещенности главного зеркала ТС, полу�
ченные в ходе вычислений полей освещенности в
макромасштабах времени в различные моменты
времени (для удобства анализа предполагалась
стационарность стохастического поля яркости за
время T). Данные представлены нормированны�
ми на максимум в градации от 0 до 1 с шагом 0.1,
а в табл. 2 записаны значения максимумов ло�
кальной освещенности, относительно которых
производилось построение полей освещенности.

Из табл. 2 следует, что максимум прямой осве�
щенности (46) при плановой съемке на порядок
превышает максимумы освещенности при пер�
спективной съемке: в начале интервала исследо�
вания КА находится вблизи зенитной точки и
требуется минимальное время экспонирования.
Во время перспективной съемки (после 50�й се�
кунды) уменьшению освещенности способствует
уменьшение высоты Солнца над уровнем местно�
го горизонта и изменение ориентации КА. Отно�
сительно максимумов фоновой освещенности
(39) следует отметить, что здесь играет большую
роль соотношение между вкладом в освещен�
ность зеркального и диффузного компонентов. В
частности, влияние Солнца и Луны значительно
увеличивает негативное влияние фона на каче�
ство изображения, а поскольку генерируемый
светозащитной блендой фон не является одно�
родным по полю зрения ТС, то влияние ОВЯ на

inf ( , , )E x y t
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Таблица 2. Максимумы локальной освещенности

Освещенность, 
Вт/м2

Момент времени съемки t, с

34 1047 1082

max(Einf) 0.998 0.352 0.371

max(Ebg) 3.016 16.327 1.923

max(Er) 1.241 0.75 1.1

max(E) 5.973 19.466 3.898
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локальное изменение прямой 1освещенности не�
однозначно. 

На рис. 10 приведены изоплеты поля прямой
освещенности абсолютно светозащищенной ТС

(Ebg = 0) при плановой съемке. Радиальное на�
правление расположения участков естественной
освещенности от объектов, порожденных распре�
делением детерминированного компонента яр�

Рис. 10. Изоплеты поля прямой освещенности (плановая съемка, t = 34 с).

Рис. 11. Изоплеты поля фоновой освещенности (плановая съемка, t = 34 с).

4*
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кости, чередуется с областями более низкой осве�
щенности. На рис. 11 приведены изоплеты поля
фоновой освещенности ТС при плановой съемке.
Наблюдается плавное возрастание уровня осве�
щенности от внутреннего края главного зеркала

ТС к внешнему краю. При этом контуры слабо
“изрезаны”, а ограниченное ими пространство
представляет собой совокупность односвязанных
областей, распространяющихся до внешнего
края. Поскольку на момент t = 34 с съемка произ�

Рис. 12. Изоплеты поля яркости поверхности Земли, формируемые ОВЯ.

Рис. 13. Изоплеты локальной освещенности с учетом ОВЯ (плановая съемка, t = 34 с).
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водится вблизи зенита, то здесь наибольшее вли�
яние на Ebg оказывает форма поверхности Земли,
формирующая квазиосесимметричную картину. 

На рис. 12 показаны изоплеты поля яркости,
создаваемого множеством ОВЯ, с показателем hi =
= 4.3. Количество ОВЯ в поле зрения составило

Рис. 14. Изоплеты поля прямой освещенности (перспективная съемка, t = 1047 с).

Рис. 15. Изоплеты поля фоновой освещенности (перспективная съемка, t = 1047 с).



54

ИССЛЕДОВАНИЕ ЗЕМЛИ ИЗ КОСМОСА  № 6  2012

РОМАНОВ

5000 объектов с ранжированием площадей до двух
порядков относительно максимального значения
0.25 км2. На рис. 13 представлены изоплеты ло�
кальной освещенности (2). Обнаруживается одно�

временное влияние полей прямой и фоновой осве�
щенности: поле прямой освещенности (рис. 12)
идентифицируется по радиальному расположе�
нию участков естественной освещенности вблизи

Рис. 16. Изоплеты локальной освещенности с учетом ОВЯ (перспективная съемка, t = 1047 с).

Рис. 17. Изоплеты локальной освещенности с учетом ОВЯ (перспективная съемка, t = 1082 с).
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центра ОВЯ; поле фоновой освещенности
(рис. 13) – по наличию участков низкой освещен�
ности вблизи внутреннего края главного зеркала
ТС и увеличению уровня освещенности к внеш�
нему краю; формируемое ОВЯ поле освещенно�
сти – по наличию большого количества односвя�
занных областей.

На рис. 14 показаны изоплеты поля прямой
освещенности абсолютно светозащищенной ТС
при перспективной съемке. Наблюдается неупо�
рядоченное расположение локальных экстрему�
мов. Поле освещенности отличается от приведен�
ного на рис. 10 отсутствием каких�либо призна�
ков осевой симметрии картины. На рис. 15
показаны изоплеты поля фоновой освещенности
при перспективной съемке. Они расположены
так, что наблюдается симметрия относительно
некоторого выделенного направления от левого
нижнего к правому верхнему углам рисунка, так
как имеет место ослабление прямого излучения
от Солнца и Луны светозащитной блендой (время
съемки совпадает с прохождением интервала Δt1

на рис. 12). Изоплеты разрываются, и потому
имеют серповидный профиль. 

По этой же причине на рис. 16 заметно доми�
нирование фоновой освещенности, а влияние
прямой освещенности и освещенности, форми�
руемой ОВЯ, проявляется в грубой “изрезанно�
сти” изолиний (заметно при сравнении с рис. 15).
Для сравнения с рис. 16 на рис. 17 приведены изо�
плеты локальной освещенности в другой момент
времени, когда отсутствует влияние прямого из�
лучения Солнца и Луны. На рис. 17 хорошо вид�
но, что структура поля локальной освещенности в

этом случае зависит от расположения, количества
и яркости ОВЯ. 

На рис. 18 и 19 представлены графики соответ�
ственно максимальных и минимальных значений
функции распределения мод функции прямой
освещенности (45) в зависимости от размера
фрагмента изображения. В вычислительных экс�
периментах на сетке w × w квадратных фрагмен�
тов значению w = 500 соответствует фрагмент
изображения площадью ΔF = 1 мм2. Из всего ко�
личества фрагментов по условию (47) исключа�
лись те, которые не принадлежат поверхности 
Точное количество фрагментов равно

(48)

Относительная погрешность отклонений дей�
ствительного количества попавших фрагментов
(точнее, их центральных точек) от (48) в среднем не
превышала 0.2%. Графики функции An(t) на рис. 18
и 19 представлены на момент времени t = 34 с. 

На рис. 18 максимальные значения функции
неравномерно возрастают с увеличением количе�
ства фрагментов: при w = 19 различие с максиму�
мом составляет 4.4%, а сам максимум достигается
при w = 426 и равен 6.975. Отсюда следует, что для
соответствующего количества фрагментов (48)
минимум один фрагмент изображения охватыва�
ет зону, в которой сосредоточен(ы) ОВЯ cо сред�
ней яркостью, близкой к максимальной. При
дальнейшем увеличении w изменения становятся
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Рис. 18. Максимальные значения функции распределения мод прямой освещенности.



56

ИССЛЕДОВАНИЕ ЗЕМЛИ ИЗ КОСМОСА  № 6  2012

РОМАНОВ

менее существенными и асимптотически при�
ближаются к указанному максимуму. 

На рис. 19 минимальные значения функции
распределения мод прямой освещенности умень�
шаются также неравномерно, но никогда не обра�
щаются в ноль, что определено безусловной вы�
полнимостью условия (47). Значение функции
имеет значение менее 0.001 при w ≥ 111 и достига�
ет минимального значения 1.45 × 10–8 при w = 488. 

В целом из анализа рис. 18 и 19 следует, что ло�
кальное распределение ОВЯ, удовлетворяющее
условию (42), и случайное распределение ОВЯ раз�
личной яркости (см. (44)) однозначно обеспечива�
ют корректную генерацию множества мод при
большом количестве фрагментов изображения. 

МЕТОД РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ ИФВ

Рассмотрим метод решения системы ИФВ, ос�
новываясь на решении связанных интегральных
уравнений Вольтерра с вырожденным ядром. Каж�
дое из них имеет неявную зависимость от времени
и является неклассическим. Метод решения си�
стемы ИФВ в общем виде представлен в (Рома�
нов, 2010). Рассмотрим его ниже.

При решении системы ИФВ сохраним допу�
щение о том, что поле освещенности поверхности

 гомотетично полю освещенности, создаваемо�
му оптической системой в плоскости фотоприем�
ника. Пренебрегая погрешностью замены опре�
деленного интеграла конечной суммой, опреде�
лим форму записи левых частей каждого ИФВ,
абстрагируясь от конкретной схемы интегрирова�

�

ния. Введем следующие обозначения: Ui – коли�
чество расчетных точек за время экспонирования

τi (u =  Δτ = const – шаг интегрирования по
времени экспонирования; ηuw – узел схемы инте�

грирования (w =  pw – весовые коэффициен�
ты, время в дискретном виде 

В u�й момент времени на i�м интервале экспони�
рования подынтегральные выражения ИФВ по
экспозиции и смазу изображения запишутся со�
ответственно в дискретном виде

(49)

(50)

Далее запишем дискретный аналог связанных ин�
тегральных уравнений

(51)

(52)

Искомое время экспонирования запишем в виде

(53)

где f(Ui) – априори неизвестный верхний предел
суммирования. В сущности, неизвестными здесь
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Рис. 19. Минимальные значения функции распределения мод прямой освещенности (значения функции даны в лога�
рифмическом масштабе).
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являются Δτ и f(Ui) ≤ Ui, а не время экспонирова�
ния. Каждое из уравнений (51) и (52) совместно с
(53) образует замкнутую систему уравнений, ре�
шить которую не менее затруднительно, чем (32)
и (38) известными методами (Манжиров, Поля�
нин, 2000). В связи с этим следует отметить, что в
работе последних приводится алгоритм решения
интегрального уравнения с вырожденным произ�
вольным ядром методом квадратур. Согласно ал�
горитму, на каждой последующей итерации добав�
ляется еще один член суммы, с помощью которой
представляется вырожденное ядро. Поскольку в
рамках данной статьи вырожденное ядро равно
единице, то представлять его [ядро] в виде сходя�
щегося ряда нет необходимости. Поэтому выпол�
ним следующее. 

Пусть каждое искомое τni имеет верхним пре�
делом априори недостижимое значение τmax. В
частном случае, если реализуется ограничение τ',
то τmax = τ'. Определим Δτ таким образом, чтобы в
(49) и (50) фиксировались моды функции прямой
освещенности. В качестве самого простого вари�
анта выберем неравенство

(54)

где  – линейная скорость перемещения под�
спутниковой точки КА, λ – линейное разрешение
на местности. Подставляя τmax и Δτ' в (53), получа�
ем экстремальное значение верхнего предела сум�
мирования U ', которое при введенных ограниче�
ниях еще не удовлетворяет ИФВ, так как U ' = Ui.
Поэтому разделим обе части уравнений (51) и (52)
на Δτ' и определим функцию верхнего предела
суммирования каждой из четырех сумм

(55)

(56)

где U ' =  = const. При подстановке (55) и
(56) в (53) и последующем суммировании получа�
ем решение (51)�(52) в виде функционального
включения

(57)
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При переходе к функционалу времени экспони�
рования на основе включений (57) приходим к
форме записи, отличающейся от (33)

(58)

ОПТИМАЛЬНОЕ ВРЕМЯ 
ЭКСПОНИРОВАНИЯ

В рамках вычислительной модели функционал
(58) имеет фиксированный нижний предел значе�
ний, равный Δτ'. Линейная зависимость мини�
мального значения времени экспонирования от
линейного разрешения на местности есть

(59)

При плановой съемке имеет место функциональ�
ная зависимость λ = λ(w), а при перспективной
съемке соотношение между λ и w всегда является
независимым. Верхний предел времени экспони�
рования является переменным, и по результатам
вычислительных экспериментов при 

(60)

и полной компенсации скорости движения изоб�
ражения в точке O (рис. 8 и 9), является не завися�
щим от λ, но зависящим от w.

Пусть для каждого n�го фрагмента изображения
на каждом i�м маршруте известны значения (55) и
(56). С целью поиска  введем функцию дис�
кретного аргумента, определяющую пересечения
интервалов в (58) на u�м шаге суммирования

(61)

Сумма

(62)

определяет количество фрагментов изображения,
для которых экспозиция Hni характеризуется вре�
менем экспонирования

(63)

Вероятность выбора  в интервале возможных
значений   равна 1, а на u�м шаге

. (64)

По этой причине  определяется таким значе�
нием аргумента, при котором вероятность (64)
максимальна, а космический снимок будет иметь
максимальное количество полноценно экспони�
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руемых фрагментов, являясь по этой причине наи�
более информативным по сравнению с другими
менее вероятными состояниями. С целью поиска
значения u, обеспечивающего максимум функции
(64), введем функцию дискретного аргумента

(65)

Функция (65) имеет три возможных значения:
“⎯1” характеризует отсутствие полноценно экс�
понируемых фрагментов изображения, “0” – на�
личие полноценно экспонируемых, а “1” – нали�
чие локальных максимумов среди полноценно
экспонируемых фрагментов изображения. Тогда
значение верхнего предела времени экспониро�
вания на всех возможных шагах суммирования
определяется функцией

(66)

а положение каждого глобального максимума –
функцией

(67)

Ввиду того, что уменьшение времени экспониро�
вания гарантирует уменьшение смаза, оптималь�
ное время экспонирования как функция дискрет�
ного аргумента определяется как

(68)

где значение шага суммирования, при котором
реализуется искомое значение (68), есть

(69)

Таким образом, неравенство (63) в макромасшта�
бах времени согласно (29) и (58) приводится к не�
равенству вида

(70)

Пренебрегая нелинейностью изменений поля
освещенности за интервал шириной Δτ', будем
считать единственным значением  минималь�
ное значение (70), обеспечивающее минимальное
значение смаза, т.е.

(71)

В результате, идентификация функционала (58) в
виде суперпозиции функций дискретного аргу�
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мента с помощью преобразований (59)–(69) сво�
дится к вычислению времени экспонирования
(71) в пределах интервалов экспонирования с ис�
пользованием решения системы ИФВ. Следует
заметить, что вывести какую�либо аналитиче�
скую зависимость изменения величины (68) в за�
висимости от u не представляется возможным,
так как  =  при переходе к равенству
аргументов в виде выражения  =  наруша�
ет корректность дальнейших преобразований
ввиду бинарности значений функции G(x). Таким
образом, решение системы ИФВ по экспозиции и
смазу изображения представленным численным
методом не представляется возможным обобщить
в классе элементарных функций, а сравнение эф�
фективной выдержки и оптимального времени
экспонирования может быть выполнено только в
конкретном случае.

Некоторые результаты сравнительного анали�
за при ограничениях (60), накладываемых на эф�
фективную выдержку, проанализируем ниже. В
рамках одного маршрута сравнению подлежат

 и значения эффективной выдержки в полосе

(72)

В качестве примера на рис. 20 приведены гра�
фики распределения сравниваемых времен экс�
понирования при Hmax = 5Hmin в зависимости от
величины линейного разрешения на местности,
где согласно (59) предполагалось, что Δτ' ∼ λ. Го�
ризонтальные штрих�пунктирные линии 4а и 4б
на рис. 20 и 21 определяют соответственно ниж�
нюю и верхнюю границы диапазона (72)1.

Линия 1 определяет оптимальное время экспо�
нирования без учета смаза изображения; 2 – опти�
мальное время экспонирования с ограничением
при максимально допустимом по полю δ = 10 мкм;
3 – при δ = 20 мкм. При некоторых значениях λ
наблюдается совпадение графиков (например, при
λ = 1.5–14.5 м): при таких λ за время экспонирова�
ния δ < 10 мкм и при текущем значении w смаз не
оказывает влияния на время экспонирования. 

Значения  без учета смаза изображения
ограничиваются сверху допустимыми значения�
ми λ, которые не могут превышать поперечного
размера сегмента поверхности Земли, охватывае�
мого конусом поля зрения оптической системы.
На рис. 21 приведен график линии 1 (см. рис. 20),
продолженной в область значений и включаю�
щую допустимые значения эффективной вы�
держки. При этом при δ = 10 мкм зависимость

 =  обращается в ноль при λ = 120 м
(внутри диапазона (72)1), а при δ = 20 мкм – при
λ = 250 м, т.е. за пределами диапазона (72)1. Сле�
довательно, при больших λ, по сравнению с ука�
занными,  теряет смысл, так как шаг интегри�
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рования Δτ' превышает значение самого времени
экспонирования, в результате чего  и обраща�
ется в ноль.

Резюмируя изложенное выше и учитывая, что
эффективная выдержка вычислима через Λ, ее от�
личие от  заключается в том, что  вычисли�
мо более точно – с погрешностью 0.5Δτ', потенци�
ально много меньшей, чем ширина интервала (72)1.

Кроме того, из анализа функции  при разных

τопт

τопт τопт

( )τ λопт

w в изменениях значений  обнаруживается не�
значительная зависимость от w при λ > 140 м. По�

этому единственное значение  определяемое
выражением (68), является оптимальным с точки
зрения обеспечения охвата наибольшего количе�
ства полноценно экспонируемых фрагментов.
Оно же оптимально и в случае применения полу�
ченных результатов в оценке качества изображе�
ния или восстановлении смазанных изображений. 
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Рис. 20. Оптимальное время экспонирования с учетом смаза изображения при w = 500.
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Рис. 21. Оптимальное время экспонирования без учета смаза изображения в диапазоне предельных значений эффек�
тивной выдержки.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Потенциально возможные состояния поля яр�
кости неравнояркой поверхности Земли неисчер�
паемы по количеству и многофакторности физи�
ческого воздействия на процесс экспонирования
космических снимков. Поэтому математическая
модель экспонирования снимков неравнояркой
поверхности Земли содержит комплекс матема�
тических моделей, описывающих динамику по�
лей освещенности и этапы вычисления опти�
мального времени экспонирования. 

В первых трех разделах (после введения) поля
освещенности представлены в виде средних инте�
гральных по времени функций распределения
прямой и фоновой освещенности, предопределе�
но понятие неравнояркой поверхности Земли, а
для вычисления полей освещенности выходного
зрачка бленды предложены система координат
(т.е. СГСК) и метод вычисления геометрического
фактора, основанный на равноплощадном разде�
лении поверхности Земли. Корректно определе�
ны с помощью функций яркости Солнца, Луны и
Земли условия наступления критической осве�
щенности. По результатам вычислительных экс�
периментов выявлено влияние физических усло�
вий космической съемки на распределение ком�
понентов полей освещенности (оно чаще всего
комбинированно), а также показано, что при ма�
лых углах поля зрения оптической системы повы�
шается вероятность получения неполноценно
экспонированного, малоинформативного изоб�
ражения поверхности Земли.

В следующих трех разделах производится под�
готовка к решению ИФВ. Формально, при реше�
нии системы ИФВ природа образования поля
освещенности не важна. Поэтому в рамках статьи
не рассматривался этап образования изображе�
ния фотографируемой поверхности Земли опти�
ческой системой, а при решении предполагалось,
что экспозиция фотографического изображения
пренебрежимо мало отличается от экспозиции
оптического изображения, формируемого на по�
верхности  В построении полей локальной
освещенности на этой поверхности учитываются
изменения локальной яркости поверхности Зем�
ли и влияние смаза на качество изображения. 

В последнем разделе показано физическое
различие между эффективной выдержкой и опти�
мальным временем экспонирования, которое за�
ключается в том, что первая вычисляется при
условии пренебрежения неоднородностью поля
освещенности, а  представляет собой каче�
ственно независимую характеристику процесса
экспонирования, так как определяется суперпо�
зицией функциональных включений и без огра�
ничений применима при любом неоднородном
поле освещенности. 

.�

τопт

Математическая модель экспонирования сним�
ков неравнояркой поверхности Земли, представ�
ленная в данной статье, обобщает классический
подход к экспонированию снимков и может до�
полняться по мере необходимости уравнениями и
условиями (включая локальные), существенно рас�
ширяя применимость к оценке качества изображе�
ния и восстановления смазанных изображений. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

Аксенов Е.П. Теория движения искусственных спутни�
ков Земли. М.: Наука, 1977. 360 с.

Атмосфера: Справочник / Под ред. Ю.С. Седунова. Л.:
Гидрометеоиздат, 1991. 510 с.

Батраков А.С. Прогнозирование скорости сдвига опти�
ческого сдвига изображения при съемке земной поверх�
ности // Исслед. Земли из космоса. 1984. № 1. С. 79–85.

Батраков А.С. Общая модель расчета и анализа скоро�
сти сдвига оптического изображения // Исслед. Земли
из космоса. 1989. № 4. С. 99–106.

Бондур В.Г. Моделирование двумерных случайных по�
лей яркости на входе аэрокосмической аппаратуры
методом фазового спектра // Исслед. Земли из космо�
са. 2000. № 5. С. 28–44.

Бондур В.Г., Аржаненко Н.И., Линник В.Н., Титова И.Л.
Моделирование многоспектральных изображений ди�
намических полей яркости // Исслед. Земли из космо�
са. 2003. № 2. С. 3–17.

Василенко Г.И., Тараторин А.М. Восстановление изоб�
ражений. М.: Радио и связь. 1986. 304 с.

Волосов Г.С. Фотографическая оптика. М.: Искусство,
1971. 672 с.

Зуев В.Е., Наац И.Э. Современные проблемы атмо�
сферной оптики. Т.7. Обратные задачи оптики атмо�
сферы. Л.: Гидрометеоиздат, 1990. 287 с.

Ибрагимов И.Д., Скребушевский Б.С. Определение ин�
тервалов и дат наступления критических условий осве�
щенности бортовых приборов космических аппаратов //
Космич. исслед. 1985. Т. 25. № 1. С. 141–147.

Калайда В.Т., Молчунов Н.В., Сапожников С.В. Метод
коррекции пространственно�инвариантных искаже�
ний изображений // Оптика атмосферы и океана. 1988.
Т. 1. № 8. С. 116–121.

Копала З. Физика и астрономия Луны. М.: Мир, 1973.
319 с.

Манжиров А.В., Полянин А.Д. Справочник по инте�
гральным уравнениям. Методы решения. М.: Факто�
риал Пресс, 2000. 384 с.

Миллер Б.М., Рубинович Е.Я. Компенсация сдвига
изображения при съемке с использованием ПЗС в ре�
жиме задержки и интегрирования // Информ. процес�
сы. 2007. Т. 7. № 1. С. 45–54.

Мишин И.В., Овечкин В.Н. Моделирование фотометри�
ческих условий аэрокосмической фотосъемки земной
поверхности // Исслед. Земли из космоса. 2003. № 1.
С. 58–63.

Романов А.Е., Куклев И.К. Расчет точности привязки
космофотоснимков КТА к планово�высотной основе
карт // Геодезия и картография. 2002. № 11. С. 25–31.



ИССЛЕДОВАНИЕ ЗЕМЛИ ИЗ КОСМОСА  № 6  2012

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЭКСПОНИРОВАНИЯ СНИМКОВ 61

Романов А.Е. Моделирование многократных отраже�
ний в блендах с коническими диафрагмами // Оптич.
журн. 2007. Т. 74. № 7. С. 42–46.
Романов А.Е. Диффузное отражение в светозащитных
блендах // Оптич. журн. 2008а. Т. 75. № 8. С. 36–41.
Романов А.Е. Термомеханическая расстраиваемость
светозащищенных диоптрических систем // Вестн.
СамГУ. 2008б. Т. 65. № 6. С. 290–308.
Романов А.Е. Построение сетки граничных элементов
на асферических поверхностях // Математическое и
компьютерное моделирование естественнонаучных и
социальных проблем / Под ред. Бойкова И.В. Пенза:
Приволжский дом знаний, 2009. С. 37–40.
Романов А.Е. Метод решения системы интегрально�
функциональных включений, образованных неклас�
сическими интегральными уравнениями // Математи�

ческое и компьютерное моделирование естественнона�
учных и социальных проблем / Под ред. Бойкова И.В.
Пенза: Приволжский дом знаний, 2010. С. 58–60.

Скляров Ю.А., Фомина Н.В., Котума А.И., Семенова Н.В.
Альбедо, поглощенная солнечная радиация и уходя�
щая длинноволновая радиация по материалам атласов
NASA США // Изв. Саратовского ун�та. Сер. Науки о
Земле. 2009. Т. 9. № 1. С. 44–55.

Урмаев М.С. Космическая фотограмметрия. М.: Нед�
ра, 1989. 279 с.

Чеботарев Г.А. Аналитические и численные методы
небесной механики. М.: Наука, 1965. 359 с.

Pinker R.T., Lazlo I. Modeling surface solar irradiance for
satellite applications on a global scale // J. Appl. Meteorol.
1992. V. 31. № 2. P. 194–211.

Mathematical Model of Exposure the Non+Equbright Earth’s Surface Images 

A. E. Romanov
Samara State University, Samara

The complex of the mathematical models included in model of exhibiting of space pictures is presented: light
distribution (from non�equbright surface of the Earth; the Sun, the Moon), change of orientation of the space
vehicle during space shooting, approach of critical conditions of light illumination, functioning process light�
protecting hoods optical system, etc. Results of modeling of dynamics of direct and background light illumi�
nation of a target pupil light�protecting hood optical system in macroscale time are presented and analyzed.
Construction of system of the integrally�functional inclusions modeling process of exhibiting in milliscale
time is executed. Function of distribution of modes of the direct light illumination, describing influence of
objects of high brightness on process of exhibiting within the limits of stochastic model of brightness of a sur�
face of the Earth is defined. The analysis of influence of objects of high brightness on fields of light illumina�
tion is carried out during planned and perspective shooting. The numerical method of the solution of system
of integrally�functional inclusions and search of optimum time of exhibiting are formally stated. Distinction
between effective endurance and optimum time of exhibiting is shown.

Keywords: illumination, exhibiting time, an exposition, light�protecting hood, albedo, integrally�functional
inclusion, image shift, stochastic field of brightness
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