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Аннотация

В работе рассмотрен способ определения коэффи-
циента диффузионной извилистости путем моде-
лирования диффузии в поровом масштабе на ми-
кроструктурах пород и исследована взаимосвязь 
между извилистостью и пористостью. Исследование 
микроструктуры проводилось рентгеновским ми-
кротомографом на слабопроницаемых глинистых 
отложениях. Съемка выполнялась на образцах не-
нарушенного сложения с выделением элемента раз-
мером 0,913 мм (7003 вокселей). После бинаризации 
полученных структур выполнялся корреляционный 
анализ для определения элементарного представи-
тельного объема, по которому производилось деле-
ние на матрицы-врезки для дальнейшего модели-
рования. Полученные вариограммы показали, что 
пространственная корреляция значительно меньше, 
чем длина матрицы-врезки. Для полученных ма-
триц-врезок проводилось численное моделирова-
ние путем решения уравнения Лапласа с двоичными 
коэффициентами. По графикам зависимости коэф-
фициента эффективности диффузии от пористости 
определены показатели степени (показатель цемен-
тации) в диапазоне от 1,9 до 2,3. Также выявлена 
анизотропия извилистости в горизонтальном и вер-
тикальном направлениях.

Abstract

In this paper we obtained tortuosity values in pore scale 
diffusion simulation for the studied soil microstructure 
and examined relationship between tortuosity and 
porosity. We studied the microstructure with X-ray 
microtomograph from borehole cores of low-permeable 
silt-clay formation. Shooting performed on undisturbed 
microsamples of size 0,913 mm (7003 vox). After 
binarization of each obtained 3-D structure, its spatial 
correlation analysis was performed. This analysis 
showed that the spatial correlation scale of the indicator 
variogram is considerably smaller than microsample 
length. Then there was the numerical simulation of 
the Laplace equation with binary coefficients for each 
microsamples. The results were analyzed in the form 
of graph of tortuosity versus porosity. Pore-scale 
simulations show nonlinear decreasing of tortuosity 
with decreasing of porosity. Fitting this graph by 
Archie’s model we found exponent value in the range 
between 1,9 and 2,3. Anisotropic of tortuosity also 
detected in horizontal and vertical directions.

Keywords:
tortuosity; diffusion; microtomography; diffusion simulation; 
Archie’s law.
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Введение

Диффузионный массоперенос может преобладать 
над конвективным в условиях низких скоростей пото-
ка подземных вод, например, в глинистых отложени-
ях. Такая ситуация характерна для полигонов глубин-
ной изоляции жидких радиоактивных отходов (ЖРО), 
где перенос через слабопроницаемые отложения, от-
деляющие зону закачки отходов от вышележащей 
части гидрогеологического разреза, во многом опре-
деляет возможности захоронения [5, 19]. Учитывая 
повышенную опасность таких объектов, оценка роли 
и масштаба диффузионного переноса в глинистых 
отложениях является актуальной проблемой.

Получение достоверных значений коэффициентов 
диффузии требует либо достаточно продолжитель-
ных лабораторных опытов, либо уникальной инфор-
мации мониторинга объектов загрязнения, связанной 
с анализом in situ распределения мигранта в слабопро-
ницаемых отложениях. Поэтому большинство иссле-
дователей используют значения для пород-аналогов, 
приведенных в литературе, или применяют эмпири-
ческие (полуэмпирические) и теоретические модели, 
связывающие коэффициент диффузии в пористой 
среде с его значением в свободном водном растворе 
и пористостью среды.

Однако коэффициент диффузии для слабопрони-
цаемых отложений, полученный в результате экспе-
риментальных определений разными авторами, раз-
личается на четыре порядка: от 8,64×10-9 м2/сут [20] до 
0,25×10-5 м2/сут [1], что показывает необоснованность 
использования для прогнозного моделирования ми-
грации значений этого параметра, основываясь толь-
ко на литературных данных.

Идея использования теоретических моделей связи 
пористости и коэффициента диффузии пористой сре-
ды основана на общем подходе поиска эффективных 
параметров для законов переноса, в которых поток 
пропорционален градиенту потенциала, умноженно-
му на локальный коэффициент, зависящий от свойств 
среды в данной точке. При этом эффективные параме-
тры – коэффициенты уравнения Лапласа для гомоген-
ной фиктивной среды ищутся из условия равенства 
среднего потока в фиктивной среде среднему по-
току в неоднородной среде. Классическим при-
мером таких исследований, начиная еще с работ 
Д.К. Максвелла, является анализ сред с вклю-
чениями. Для поиска эффективного коэффициента 
пористой среды такой анализ может быть проведен 
при рассмотрении гранулярной модели, в которой 
твердая фаза породы схематизируется как непрони-
цаемые включения в водном растворе, заполняющем 
поры. Однако при подобном анализе для получения 
аналитических зависимостей обычно упрощается 
форма включений (шар, эллипсоид) и никак не учи-
тывается важный геометрический параметр среды – 
связность пор. Как результат, подобные зависимости 
могут предсказать связь коэффициентов диффузии 
и пористости только при достаточно малой концен-
трации включений, то есть при большой пористости. 
При малых значениях пористости применение тако-
го подхода может привести к неоднозначным или к 

нефизичным результатам. Так, например, для шаро-
вых включений использование самосогласованного 
подхода дает критическую долю проводящей среды, 
при которой заканчивается перенос 0,33, в то вре-
мя как теория перколяции дает это значение равным 
около 0,16 [17], а в реальных пористых средах за счет 
связности пор перенос происходит и при меньшей 
доле проводящей среды – пористости. Другой способ 
получения теоретических расчетных зависимостей 
– использование капиллярных моделей, то есть мо-
делей проводящих пучков капилляров в непроницае-
мой матрице. Простейшая модель капиллярной среды 
представляет собой набор беспорядочно ориентиро-
ванных бесконечных капилляров [10, 16].

Наибольшую популярность имеют эмпирические 
модели, связывающие эффективные параметры пе-
реноса и пористость породы. Первой такой моделью 
стал степенной закон Арчи [8], основанный на ап-
проксимации данных об электропроводности насы-
щенных флюидами пористых сред. Следует отметить, 
что попытки теоретически обосновать эту модель 
пока безуспешны. Поэтому такие модели содержат 
эмпирические параметры, которые необходимо опре-
делять для изучаемой породы индивидуально.

В последнее десятилетие в мире, и России в част-
ности [2, 6], растет объем публикаций, связанных 
с получением эффективных параметров процессов 
переноса тепла, фильтрации жидкостей и др., осно-
ванных на микротомографии реальных образцов с 
последующим использованием трехмерной структу-
ры неоднородности.

Учитывая математическую аналогию между зако-
нами Фика и Ома, авторы статьи предлагают методи-
ку получения эмпирических коэффициентов модели 
Арчи для индивидуальных типов отложений, основы-
ваясь на данных микротомографических исследова-
ний структуры образцов и численного моделирования 
диффузионного переноса в полученных структурах.

Методика была опробована на двух образцах, 
приуроченных к слабопроницаемым отложениям 
полигона глубинного захоронения Сибирского хи-
мического комбината [5]. По номенклатуре средне-, 

Рис. 1. Интегральные кривые гранулометрического соста-
ва исследуемых образцов
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грубообломочных и глинистых пород смешанного 
гранулометрического состава В.Т. Фролова [7] об-
разцы характеризуются как алевритоглинистая по-
рода (рис. 1). Рентгеноструктурный анализ показал, 
что содержание первичных минералов (кварц, кали-
евый полевой шпат (КПШ) и т.д.) составляет около 
50 %, среди глинистых минералов, на долю которых 
приходится от 35 до 50 %, преобладают каолинит и 
гидрослюды, смектиты занимают подчиненное поло-
жение. Глубина отбора образцов 330–380 м.

Теоретическое представление

Диффузия представляет собой процесс, вызван-
ный Броуновским движением ионов или молекул под 
действием градиентов концентрации, температуры, 
концентрации или давления. Одномерный диффу-
зионный поток J, проходящий через единичную 
площадь поперечного сечения в пористой среде при 
постоянных температуре и давлении, описывается 
законом Фика [3]:

			   			   (1)
где dC/dx – градиент концентрации мигранта (отри-
цательный в направлении диффузии), С – концен-
трация мигранта в растворе, x – расстояние, D – ко-
эффициент диффузии в пористой водонасыщенной 
среде. Переход от коэффициента диффузии в сплош-
ной среде D0 к коэффициенту диффузии в пористой 
среде D обычно выражается [13]:
	
		  D = D0na χδ = φD0 ,		  (2)

где na – активная пористость, χ – коэффициент изви-
листости, δ – коэффициент подвижности диффузии 
(вводится для пород, в которых присутствуют ча-
стицы диаметром менее 1 мкм [13]), φ – коэффици-
ент эффективности диффузии в пористой среде. По 
литературным данным коэффициент эффективности 
диффузии φ меняется от 0,02 в слабопроницаемых 
отложениях [9] до 0,2 в гранулярных породах [4]. 
Коэффициент извилистости (ᵡ < 1) – параметр, отра-
жающий геометрию пор, и выражается [12]:

				    ,		  (3)

где L – кратчайшее расстояние между двумя точками 

вдоль направления массопереноса, Lк – среднее рас-
стояние при движении по поровым каналам с учетом 
их извилистости между этими точками.

Выражение (3) применимо для гомогенных, 
изотропных поровых сред [11]. В работе [16] показа-
но, что в поровых средах с переменными диаметрами 
пор, коэффициент извилистости может принимать 
аномально малые значения.

В реальных поровых средах не соблюдается го-
могенность и изотропность, поэтому вычисляют 
коэффициент эффективности, который включает 
в себя и пористость, и коэффициент извилистости 
(3). Коэффициент обычно выражается эмпирической 
зависимостью:

 		  φ = Anm				   (4)
где A и m – эмпирические параметры, зависящие от 
геометрии пор. Иногда параметр m называют показа-
телем цементации осадочных пород [13]. Характерные 
значения m варьируют в диапазоне от 1,8 до 2,4 для 
уплотненных пород [8], и около 1,3 для несцементи-
рованных отложений. Также принято считать, что 
при пористости n < 0,2 показатель m ≥ 2. Параметр 
A обычно равен 1 [11], что также не нарушает физи-
ческого смысла, при пористости, равной 0, извили-
стость равна 0.

Данная зависимость получена на основе упомя-
нутого выше эмпирического закона Арчи для расче-
та удельного электрического сопротивления породы 
ρ в зависимости от удельного сопротивления рас-
твора ρ0 и подобия законов Ома и Фика [15]:

		  ρ = ρ0 An -m			   (5)
Следует отметить, что, несмотря на математиче-

скую схожесть формулировки законов Ома и Фика, 
параметр m не обязательно одинаков в уравнениях (4) 
и (5), так как диффузионная извилистость может не 
совпадать с электрической извилистостью.

Микротомографические исследования

Современным методом получения трехмерной 
микроструктуры пород является рентгеновская ком-
пьютерная микротомография (μКТ), позволяющая с 
высоким разрешением получать информацию о фор-
ме и размере частиц, слагающих породу, и структу-
ре порового пространства, не нарушая целостности 
образца.

В основе метода лежит сигнал, который несет ин-
формацию о структуре в виде искажения параметров 
рентгеновских лучей при их взаимодействии с веще-
ством исследуемого объекта. В результате обработ-
ки полученных сигналов каждому вокселю (аналог 
двухмерного пиксела для трехмерного пространства) 
некоторой объемной матрицы присваивается опре-
деленное численное или цветовое значение (обычно 
оттенки серого цвета), характеризующее так назы-
ваемую «рентгеновскую плотность». Рентгеновская 
плотность отражает относительный коэффициент 
поглощения в соответствующей точке образца и 
определяется, главным образом, плотностью и хи-
мическим составом вещества. При анализе сложной 

2









=

KL
Lχ

Результирующие бинарные матрицы

Название
образца

Значения пористости при разных уровнях 
бинаризации

nmin, д.е. nreal, д.е. nmax, д.е.

337.9 0,056 0,13 0,30

378.5 0,10 0,28 0,38

Таблица 1
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структуры измерение «рентгеновской плотности» 
не всегда позволяет с точностью утверждать, какое 
вещество при этом визуализируется. Обычно можно 
выделить участки образца разной плотности (в про-
стейшем случае частицы и поры).

Микротомографическая съемка производилась, 
на двух образцах ненарушенного сложения размером 
3 × 3 × 3 мм3. В результате съемки получены наборы 
из 700 изображений с разбиением каждого изображе-
ния 700 × 700 пикселей. Физически размер отснятых 
образцов составил 0,91 × 0,91 × 0,91 мм3, при этом 
размер одного вокселя соответствовал 0,00133 мм3.

Для дальнейшей работы с объемной матрицей 
данных ее необходимо привести к бинарному виду, 
однозначно разделив твердый скелет и поровое 
пространство образца. Наиболее сложным вопро-
сом является выбор порогового уровня бинариза-
ции. Воксели из-за конечного размера и кубической 
формы не отражают реальной границы раздела фаз. 
Естественные среды часто обладают неоднородно-
стью строения в пределах одного вокселя, то есть, 
размер структурных элементов меньше разрешающей 
способности метода. Большинство вокселей на таких 
изображениях обычно содержит несколько фаз и име-
ют осредненную рентгеновскую плотность. Поэтому 
граница раздела фаз имеет плавный переход и не мо-
жет быть установлена однозначно.

Авторы использовали три пороговых уровня бина-
ризации: наиболее близкий к реальной границе раздела 
фаз, а также заниженный и завышенный (рис. 2). Таким 
образом, были получены три схожие по микростро-
ению матрицы с разными значениями общей пори-
стости, для возможности построения эмпирических 
зависимостей, отображающих почти весь диапазон 
пористости для осадочных пород.

Полученные наборы черно-белых растровых 
изображений в формате .bmp переводились в матри-
цу индикаторной функции I (x, y, z), состоящую из 
нулей и единиц, причем I = 1, если данная точка с 
координатами x, y, z попадает в пору и I = 0, если в 
скелет породы. Конвертирование осуществлялось 
считыванием каждого пикселя изображения, опре-
деления его битности и присвоением ему 0 или 1, 

согласно таблице цветов (палитре) для формата .bmp. 
В результате получено шесть матриц индикаторной 
функции I (x, y, z) для двух образцов. Очевидно, что 
математическое ожидание индикаторной функции 
есть среднее значение пористости данного образа при 
данной выбранной границе бинаризации. Результаты 
расчета пористости для трех границ бинаризации 
приведены в табл. 1.

Корреляционный анализ микроструктуры

По полученным трехмерным матрицам микро-
структуры (рис. 3, а) выполнялся корреляционный 
анализ, путем построения индикаторных вариограмм 
по трем направлениям в программном комплексе 
SGeMS [18], для определения характерного масшта-
ба пространственной корреляции бинарной структу-
ры исследуемых образцов. Такой анализ позволяет 
выделить элементарный представительный объем 
(REV) отобранных образцов, характеризующийся 
расстоянием, на котором индикаторные вариограммы 
выходят на плато.

Построенные индикаторные экспериментальные 
вариограммы по трем ортогональным направлени-
ям (X, Y, Z) аппроксимировались теоретическими 
экспоненциальными вариограммами, которые по-
казали (рис. 3, б) небольшую анизотропию микро-
структуры в горизонтальном (X, Y) по отношению и 
к вертикальному (Z) направлению. Вариограммы для 
направлений X и Y схожи, что свидетельствует об 

Рис. 2. Три пороговых уровня бинаризации

Рис. 3. Трехмерная матрица микроструктуры для образца 378.5 (черный цвет – поровое пространство, серый 
цвет – скелет породы) (а); экспериментальные и теоретические индикаторные вариограммы для образца 
378.5 (б)

а. б.
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отсутствии анизотропии в плане. Характерный мас-
штаб корреляции исследуемой структуры составил 
18 вокселей для горизонтального (X, Y) и 16 вокселей 
для вертикального (Z) направлений, то есть REV сре-
ды для данного образца примерно равен 183 вокселей.

Учитывая полученное значение REV для моде-
лирования диффузии выбран минимальный объем 
бинарной структуры, на порядок превышающий REV: 
175 × 175 × 175 воксел. Это позволило «разрезать» ка-
ждую общую трехмерную матрицу микроструктуры 
на 43= 64 матрицы врезки. Осреднение индикаторной 
функции для каждой врезки дает среднее значение 
общей пористости n в ней.

Моделирование диффузионного переноса

Для оценки эффективных коэффициентов диффу-
зии для каждой матрицы-врезки использовалась мо-
дель стационарного диффузионного переноса в среде 
с бинарными коэффициентами диффузии:
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(6)
где D – коэффициент молекулярной диффузии, С – 
концентрация, x, y, z – координаты.

Величина коэффициента диффузии в блоке с ко-
ординатами x, y, z задавалась по правилу:

	 I (x,y,z) = 1:D = 1
	 I (x,y,z) = 0:D = 0,000001, 		  (7)

Значение коэффициента диффузии скелета прини-
малось не нулевым, а бесконечно малым по отноше-
нию к коэффициенту диффузии в порах для того, что-
бы эффекты экранирования изолированных участков 
пор скелетом не приводили к нарушениям численного 
решения уравнения (6).

Моделирование стационарного диффузионного пе-
реноса для определения эффективных коэффициентов 

диффузии для каждой матрицы-врезки выполнялось 
по трем направлениям X, Y и Z (рис. 4), задавая в 
одном направлении постоянный градиент, а в осталь-
ных двух направлениях непроницаемые границы. 
Общее количество геомиграционных моделей, для 
которых производился расчет диффузионного пере-
носа, 64 × 3=192 для одного образца.

Для моделирования использовалась программа 
MODFOW-2005, позволяющая решать уравнение 
Лапласа (6) с неоднородными коэффициентами на 
сетках большой размерности с использованием устой-
чивого многосеточного солвера GMG [14]. В качестве 
граничного условия на одной из границ концентрация 
мигранта задавалась C (0) = 0, а на противополож-
ной границе C (l) = 1 (в зависимости от направле-
ния моделируемого диффузионного потока l равно 
X, Y или Z). Остальные границы моделей задавались 
непроницаемыми.

Результатом моделирования для каждой модели 
врезки служил массовый расход между границами 
с заданными концентрациями, по которому опреде-
лялся эффективный коэффициент диффузии поровой 
среды как:

		  Def = Q/(FI)			   (8)
где Q – массовый расход через модель, F – площадь 
поперечного сечения, I – градиент концентрации.

Так как в модели использовались безразмерные 
коэффициенты диффузии, то, полагая, что коэф-
фициент диффузии в порах D равен коэффициенту 
диффузии в растворе D0, согласно зависимости (2), 
эффективный коэффициент диффузии поровой среды 
равен коэффициенту эффективности диффузии, по 
которому можно рассчитать и коэффициент извили-
стости, путем деления коэффициента эффективности 
на среднее значение пористости для данной матрицы.

Результаты и обсуждение

Для каждого образца строились графики (рис. 
5, а; б) зависимости расчетного коэффициента 

Рис. 4. Общая последовательность действий для определения коэффициента извилистости
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эффективности от общей пористости модели для 
этой модели. Далее, для полученных зависимостей 
строились теоретические кривые, путем подбора 
параметра цементации осадочных пород m (табл. 2), 
а параметр A фиксировался равным 1. Также для 
более точной диагностики строились графики в 
билогарифмических координатах (рис. 6, а; б). На 
таком графике экспериментальные данные должны 
аппроксимироваться прямой линией.

Подобранные теоретические кривые хорошо 
описывают данные численного моделирования и 
показывают нелинейное уменьшение произведения 
извилистости и пористости с уменьшением пори-
стости, что хорошо согласуется с теоретическими 
представлениями. Определенные коэффициенты 
удовлетворяют данным, приведенным в литератур-
ных источниках, и лежат в диапазоне от 1,87 до 2,31.

Полученные кривые для образца 378.5 имеют 
четкую анизотропию в вертикальном и горизон-
тальном направлениях, что также подтверждается 
приведенным выше анализом индикаторных вари-
ограмм. Для образца 337.9 столь четкое разделение 
не прослеживается, что свидетельствует о незначи-
тельной анизотропии по направлениям.

На графиках в билогарифмических координатах 

отчетливо прослеживается нелинейная связь полу-
ченных значений при пористости меньше 0,01, что, 
вероятнее всего, связано с приближением к порогу 
перколяции для данного типа среды. Однако, учи-
тывая, что такие малые значения пористости были 

Рис. 5. Зависимости коэффициентов эффективности от пористости в направлении Z и подобранные эмпириче-
ские кривые: а – для образца 378.5; б – для образца 337.9

Рис. 6. Зависимости коэффициентов эффективности от пористости в разных направлениях и подобранные 
эмпирические кривые в билогарифмических координатах: а – для образца 378.5; б – для образца 337.9

Подобранные коэффициенты цементации осадочных 
пород

Образец Направление Параметр m

337.9

X 2,28

Y 2,23

Z 2,35

378.5

X 1,92

Y 1,87

Z 2,31

Таблица 2

а. б.

а. б.
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получены для завышенной границы бинаризации 
данных микротомографии, судить о перколяцион-
ных эффектах, связанных именно с микрострукту-
рой образцов по полученным данным достаточно 
сложно.

Заключение

В данной работе приводится методика определе-
ния взаимосвязи между пористостью и диффузион-
ной извилистостью слабопроницаемых глинистых 
отложений для дальнейшего расчета коэффициентов 
диффузии поровой среды, которые практически не-
возможно определить экспериментальным способом. 
Полученные эмпирические коэффициенты определе-
ны по трем направлениям X, Y (по напластованию) 
и Z (перпендикулярно напластованию) и попадают 
в диапазон значений для слабопроницаемых отло-
жений, приведенных в литературных источниках, и 
варьируют от 1,9 до 2,3.

Исследуемые образцы имеют анизотропию из-
вилистости в горизонтальном и вертикальном на-
правлениях, хотя образец 337.9 более изотропен, чем 
образец 378.5.

Важно отметить, что диффузионная извили-
стость, полученная таким методом, имеет объем-
ный характер, что дает более точные представле-
ния, чем плановая извилистость, определенная по 
РЭМ-изображениям.

Дальнейшие исследования необходимо напра-
вить на сравнение полученных данных с экспери-
ментально определенными коэффициентами диф-
фузии для этих же или аналогичных отложений. 
Кроме того, разрешающая способность томографа 
позволила получить модели микроструктуры с по-
рами размером более 1 мкм. Повышение точности 
съемки позволит выделить тонкие межчастичные 
микропоры (<1 мкм), наличие которых, вероятно, 
увеличит диффузионную извилистость, тем самым 
рассчитанные коэффициенты диффузии поровой 
среды будут меньше, чем реальные.

Работа выполнена при поддержке гранта 
РФФИ № 14-05-00409 А и с использованием рент-
геновского компьютерного микротомографа TDM 
1000H – II, полученного геологическим факульте-
том в рамках реализации Программы развития 
МГУ им. М.В. Ломоносова.
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