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представляющего собой отношение параметров 
одной размерности.

“При изучении наук примеры полезнее пра-
вил” (И. Ньютон). В соответствии с этой макси-
мой доказательная база предлагаемой методики 
в основном опирается на примеры ее реализации 
и их анализ.

ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ

Математической моделью взаимодействия ком-
понентов любой системы может служить единич-
ный отрезок, состоящий из n частей. Величина 
доминантной части ϕ определяется уравнением 
[12, 13]

 ϕn  + ϕ = 1.  (2)

Значения ϕ = ϕn являются корнями алгебра-
ического уравнения (2) при различных целых  
n ≥ 1 и называются обобщенными золотыми се-
чениями единичного отрезка (ОЗС): ϕ1 = 0.5,  
ϕ2 = 0.62, … ϕ27 = 0.91. Собственно Золотое сече-
ние получается при подстановке в (2) n = 2.

Величина n отражает мерность системы. При  
n = 0 системы нет; есть состояние хаоса, когда 
отдельные ее части (“частицы”) не связаны друг 
с другом. При n = 1 формула (2) одномерна; при  
n = 2 – двухмерна; при n = 3 – трехмерна и т. д. 
Значение n = 2  – наиболее распространенное, 
видимо, потому что все формообразующие по-
верхности разлагаются на плоские фрагменты 

ВВЕДЕНИЕ

Цель исследования  – разработать методику 
обобщения результатов наблюдений за параме-
трами криогенных и др. систем и продемонстри-
ровать ее возможности. Первый этап обобщения 
результатов наблюдений за криогенными и дру-
гими природными системами – их нормализация, 
т. е. приведение к относительному (безразмерно-
му) виду:
 ϕ = (x – xmin)/(xmax – xmin),  (1)

 ϕс = 1 – ϕ, (1) 

где х, xmax и xmin – текущее, максимальное и ми-
нимальное значения наблюдаемого параме-
тра (любые действительные числа: положитель-
ные, отрицательные, безразмерные, дробные, 
иррациональные…); ϕ и ϕс – его относительные 
величины, причем ϕ > ϕc; т. е. ϕ  – доминанта, 
а ϕc – субдоминанта.

С помощью этих формул все множество пере-
менных заключается в наглядно представимый 
интервал 0…1. Это сокращает объем фактических 
данных, необходимый для установления количе-
ственных связей между ними, позволяет коррек-
тно сравнивать разнородные величины и делает 
решение универсальным для большого круга за-
дач. Выражения (1) или (1)' широко используются 
в технических науках, в том числе в инженерном 
мерзлотоведении [1, 6, 7, 9], при описании про-
цессов и состояний в обобщенных переменных 
в качестве критерия подобия симплексного типа, 
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Предложен способ выявления количественных связей между параметрами криогенных и других 
природных систем по их нормализованным величинам. Найдены обобщенные формулы, связы-
вающие силы смерзания горных пород и температуру, температуры кристаллизации и переохлаж-
дения поровой влаги, температуру и давление кристаллизации, коэффициент теплопроводности 
грунтов и степень водонасыщения и др. Показан преимущественно полиномиальный или степен-
ной характер этих связей, причем численные коэффициенты расчетных формул близки к пропор-
циям золотого сечения.  
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и,  кроме того, как показано в  [6, 7], многоком-
понентные системы можно обобщить и с неко-
торой погрешностью свести к  двухкомпонент-
ной, представив ее как дихотомию доминантной 
компоненты и суммы остальных. С увеличением 
n растет и количество контактов границ. Эти ме-
ста (экотоны, береговая и снеговая линии, межсе-
зонья – весна и осень (или утро и вечер), границы 
материковых плит и т. п.) наиболее чувствитель-
ны к изменениям внешней среды и в наибольшей 
степени подвержены деформациям, т.е. это участ-
ки системы, обладающие наименьшей устойчи-
востью и большей вероятностью развала ее на ча-
сти, но и зарождения на их основе новых форм.

Обнаружена связь ОЗС (ϕn) с  относитель-
ной долговечностью твердых тел, в  частности 
мерзлых грунтов и льда [5, 7]:

 (τэ /τ)jпл
 = (Р /Рm),  (3)

где Р – давление на мерзлое тело; Рm – максималь-
ное давление, которое это тело может выдержать 
в течение элементарного времени; τэ – минималь-
ный (элементарный) отрезок времени, приня-
тый в данном опыте (в пределе τэ ≈ 10–13 с – пери-
од тепловых колебаний атома); τ – долговечность 
(время до разрушения); jпл = 0.083 – предельная 
деформация, принимаемая равной относитель-
ному уменьшению объема льда при плавлении 
(в мерзлых грунтах – 0.08…0.13) [1], совпадающая 
с частотой месячных оборотов Земли в годовом 
цикле (1/12 = 30о/360о = 0.083). Величина Рm = t/k, 
где t – температура, оС; k – коэффициент, опре-
деляемый законом Клапейрона–Клаузиуса, для 
мерзлых грунтов близок к 0.1 оС /МПа.

В табл. 1 сопоставлены значения первых один-
надцати ОЗС (или ϕn), относительной долговеч-
ности τ/τэ и прочности (τэ/τ)0.083 = £, рассчитан-
ные по формуле (3). Вообще количество сечений 
отрезка может изменяться от 1 до ∞, а соответ-
ственно ОЗС – от 0.5 до 1. Но после n = 11, ког-
да ϕn > 0.85, изменения ϕn очень малы. Величины 
τ/τэ в  табл.  1 представлены последовательно-
стью, первый член которой равен 4380, второй 
в  12 раз меньше  – 365, а,  начиная с  третьего:  

365/(4.1) = 91; 365/(4.2) = 46; 365/(4.3) = 30;  
365/(4.4) = 23 и  т. д. Инвариант этой последова-
тельности  – 1/4 орбиты вращательных циклов 
Земли, примерно 90о, совпадающая с  длитель-
ностью основных фаз вращения (весна, лето, 
осень, зима или утро, день, вечер, ночь). Эти чис-
ла совпадают с наиболее часто используемыми 
в  быту календарными отрезками года: полуго-
дием, кварталом, месяцем и т. п. Например, если 
принять τэ = 1 час, то эти числа (4380, 365, 91…), 
до 5-го включительно, примерно соответству-
ют количеству часов в полугодии, в полумесяце, 
в полунеделе, в четверти недели и в сутках. При  
τэ = 1 сут эти же числа (4380, 365, 91…) есть коли-
чество суток: в 12 (11) годах (цикл солнечной ак-
тивности Вольфа), в году, в квартале, в половине 
квартала и в месяце.

Как видно из табл. 1, разница между величи-
нами ϕn и Р/Рm составляет сотые доли процента. 
Так как границы между частицами тела являют-
ся концентраторами напряжений, то увеличение 
их числа (n) закономерно сопровождается умень-
шением относительной прочности Р/Рm и долго-
вечности τ /τэ.

ОБОБЩЕННЫЕ ЗАВИСИМОСТИ 
ПРИ ОПИСАНИИ СТАЦИОНАРНЫХ 

СОСТОЯНИЙ

Свойства ОЗС проявляются в  разных систе-
мах при оценке их стационарных и нестационар-
ных состояний. В первом случае ОЗС описывают-
ся полиномом (2) в большинстве случаев при n = 
2 (т. е. при ЗС). Полином (2) не учитывает посте-
пенность установления наблюдаемых значений 
параметров, характеризует только конечное уста-
новившееся состояние. Таким ОЗС посвящена 
обширная литература, сводка которой дана, на-
пример, в [12, 13]. Приведем типичные примеры.

1. Атомы в молекуле воды образуют равнобе-
дренный треугольник H–O–H. Расстояния H–O 
и H–H равны 0.096 и 0.154 нм, а их отношение – 
0.62. В молекуле льда расстояния H–O и H–H 
несколько больше 0.099 и 0.162 нм, а угол в вер-
шине треугольника Н–О–Н равен 109.5о. Отно-

Таблица 1. Значения ϕn, D = ln(τ /τэ) и (τэ/τ)0.083 = (Р/Рm)

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

ϕn 0.5 0.618 0.682 0.724 0.755 0.778 0.796 0.812 0.824 0.835 0.844
τ/τэ 4380 365 91 46 30 23 18 15 13 11 10
D 8.38 5.9 4.51 3.83 3.4 3.14 2.89 2.71 2.56 2.4 2.3

Р/Рm 0.5 0.613 0.687 0.728 0.753 0.771 0.79 0.800 0.810 0.820 0.846
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шения сторон 0.099/0.162 и углов 109.5/180 равны  
ЗС ≈ 0.61, что близко к Золотому сечению.

Структуру кристалла льда можно предста-
вить решеткой, в которой каждая молекула свя-
зана с четырьмя другими, находящимися от нее 
на расстоянии 0.276 нм. Размеры большей и мень-
шей стороны единичной ячейки этой решетки 
0.737 и 0.452 нм вместе с расстоянием между мо-
лекулами 0.276 нм образуют ряд, в котором каж-
дый последующий член находится с предыдущим 
в отношении 0.276/0.452= 0.452/0.737 = 0.61 [7].

2. В табл. 2 приведены экспериментальные зна-
чения относительной (нормализованной) проч-
ности супеси при t = –10 оС ( jp = Р/Рус, где Рус – ус-
ловно мгновенная (максимальная) прочность при 
τус = 1 мин, при разной долговечности (τ, мин), 
полученные при различных видах испытаний [1] 
и рассчитанные по формуле (3) при jпл = 0.11.

Таблица 2 демонстрирует хорошую сходимость 
экспериментальных данных с расчетами по фор-
муле (3), а также практическую полезность пред-
ставления результатов опытов в относительных 
показателях. При разных видах напряженного со-
стояния на каждый отрезок времени они получа-
ются практически одинаковыми. Благодаря это-
му, количественные зависимости, установленные 
из опытов для одних грунтовых условий и в од-
ном виде напряженного состояния, актуальны 
и для других.

ОБОБЩЕННЫЕ ЗАВИСИМОСТИ  
ПРИ ОПИСАНИИ НЕСТАЦИОНАРНЫХ 

СОСТОЯНИЙ

Несмотря на обширную литературу, широкое 
признание и даже популярность феномена ОЗС, 
особенно ЗС (когда n = 2), формула (2) на самом 
деле имеет ограниченное применение, поскольку 
описывает только конечные (установившиеся) со-
стояния – ϕn, а не весь процесс до их достижения.

Анализ показал [7], что для описания процес-
са развития природных систем, в том числе крио- 
генных, также подходит полином n-й степени, 
преимущественно с n = 2, но усложненный ко-
эффициентами А и В, отвечающими за измене-
ние параметров во времени:

 jу = A .  jх
n + B . jх = A .  jх

n + (1 – А) . jх,  (4)

где jх и jу – аргумент и функция переменных, вы-
раженных с помощью формул (1) или (1)' в отно-
сительном виде, изменяющихся, как и ϕ, в диа-
пазоне 0…1.

Для ускоряющихся процессов, которые идут 
по вогнутой кривой, А ≈ ϕn; для затухающих, раз-
вивающихся по выпуклой кривой А ≈–ϕn, если 
А > 0.5, или A = 1 – ϕn, если А < 0.5; во всех случа-
ях В ≈ 1 – А.

Хорошее совпадение с фактическими данными 
дает также формула степенного вида с показате-
лем степени г:

 jу = jх 
г. (5)

У вогнутых кривых г = 1 + ϕn = 1 + А, у выпу-
клых при n = 2…4, г = ϕn = –А. Степенные форму-
лы вида (5) сводятся к линейным: ln( jу) = гln( jх), 
поэтому, несмотря на несколько меньшую точ-
ность по сравнению с  полиномиальными, они 
удобней (проще) для расчетов: неизвестный ко-
эффициент г определяется как среднее арифме-
тическое из отношений ln( jу )/ln( jх) = ψ, исклю-
чая первое и последнее числа (0 и 1):

 г = [Σ (ψ)] /(n – 2).  (6)

Сходимость результатов счета по формулам (4) 
и (5) при n > 4 лучше у вогнутых кривых. В то же 
время выражения выпуклых кривых – это обрат-
ные выражения вогнутых. И  ничто не препят-
ствует выпуклую кривую превратить в вогнутую, 
поменяв местами оси х и у, либо нормализовав 
размерные параметры по формуле (1)'. Посколь-
ку характер кривых заранее неизвестен, целесо-
образно нормировать исходные данные по обеим 
формулам.

Для единообразия все нормализованные пара-
метры в примерах выражены через j, а их физиче-
ский смысл – через нижние символы. Например: 
нормализованная температура – jt, время – jτ и т. д.

3. На рис. 1 приведены графики хода относи-
тельной деформации мерзлой супеси при одно- 
осном сжатии. Исходные данные для его постро-
ения  – результаты испытаний мерзлой супеси 
на одноосное сжатие при разных температурах  

Таблица 2. Зависимость jp от τ ( мин) при 1) сжатии,  
2) растяжении, 3) сдвиге, 4)  расчет по формуле (3) 

τ jp.1 jp.2 jp.3 jp.4

1 1 1 1 1
10 0.84 0.79 0.78 0.78
60 0.65 0.61 0.61 0.63

180 0.56 0.55 0.54 0.56
480 0.5 0.5 0.5 0.51
720 0.49 0.48 0.47 0.48
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(t, оС) и давлениях (Р, МПа): а) t = –20, Р1 = 6.8,  
Р2 = 6 [1]; б) t = – 4.5, Р3 =0.7, Р4 = 0.6 [11]. Макси-
мумы и минимумы деформации (ε): 1) 12.5 . 10–2 
и 7.4 . 10–2  – при Р1 = 6.8 МПа; 2) 8 . 10–2 и   
4.8 . 10–2 – при Р2 = 6 МПа; 3) 2.48 . 10–3 и 1.9 . 10–3 – 
при Р3 = 0.7 МПа; 4) 1.8 . 10–3 и  1.5 . 10–3 – при  
Р4 = 0.6 МПа; максимум и  минимум времени  
(τ, час) – 12 и 1. Таким образом, все опыты раз-
биты на четыре серии: 1 и 2 в варианте а; 3 и 4 
в  варианте б. Результаты расчетов представле-
ны на рис. 1 в виде графиков хода нормализован-
ной деформации jс в нормализованном времени 
jτ. Значки – экспериментальные данные, кривая 
рассчитана по полиномиальной формуле (4) при 
А =–0.71. Рисунок 1 демонстрирует соответствие 
численных коэффициентов А, В и г сформулиро-
ванным выше правилам их определения и хоро-
шую сходимость фактических значений jс с вы-
численными по обеим формулам.

Показатель степени г в (5) удобно определять 
независимо от коэффициента А в (4), используя 

формулу (6). В столбцах табл. 3 показана после-
довательность (слева направо) такого расчета г. 
В нижнем правом углу таблицы указана величи-
на г, рассчитанная как среднее арифметическое 
из вышележащих значений ψ. Как и полагалось, 
она идентична г = –А.

Для перехода к формулам с физическими пе-
ременными, достаточно в формулы с нормали-
зованными (абстрактными) переменными под-
ставить их выражения согласно (1). Количество 
таких формул равно числу вариантов с  разны-
ми максимумами и  минимумами переменных. 
В данном примере их четыре. В частности, сте-
пенная формула в первом варианте имеет вид

ε = 0.074 + (0.125 – 0.074)[(τ – 1)/(12 – 1)]0.71.

Также составляются и остальные формулы, меня-
ются только краевые члены ряда ε.

Выполненное обобщение позволило устано-
вить, что ход во времени деформации, по крайней 
мере мерзлой супеси, не зависит от температу-
ры и давления в большом диапазоне их измене-
ния. Это позволяет сократить количество опы-
тов и их стоимость за счет экспериментирования 
с  температурной и  барической зависимостями 
деформации.

4. В книге С. С. Вялова [1] опубликованы гра-
фики зависимости предельно длительной проч-
ности смерзания глинистых и песчаных грунтов 
с фундаментом от температуры по результатам 
экспериментов российских и американских ис-
следователей, выполненных в  разных услови-
ях (разные грунты, температуры, материал фун-
дамента, способы его погружения). Диапазоны 
изменения температуры: 0 ÷ –6 оС, прочности 
смерзания: 0 ÷ 0.3 МПа у  глинистых грунтов 
и 0÷0.4 МПа у песчаных. Поскольку разброс дан-
ных для разных условий невелик, мы ограничи-
лись анализом только максимальных и  мини-
мальных величин. На рис. 2 приведены графики 
зависимости максимальных и минимальных зна-
чений относительной длительной прочности 
смерзания глинистых jг и песчаных jп грунтов от 
относительной температуры jt. Величины jг, jп и jt 
рассчитаны по формуле (1)', при которой кривые 
зависимости прочности от температуры получи-
лись вогнутыми. Кривые аппроксимированы по-
линомом (4) с высокой достоверностью. У глини-
стых грунтов А = 0.6; В = 0.37, у песчаных А = 0.94; 
В = 0.04. Во всех случаях А + В ≈1. Значки 2 отно-
сятся к  jг и  jп, рассчитанным по степенной фор-
муле (5) при г = А + 1. Они практически лежат на 
кривых, рассчитанных по формуле (4). Таким об-
разом, соблюдены все сформулированные выше 

Рис. 1. Ход относительной деформации мерзлой супеси при 
одноосном сжатии jс в относительном  времени jτ при разных 
температурах и давлениях, 1…4 – обозначения серий опытов 
(пояснения в тексте), 5 – расчет по формуле (5) при г = 0.71. 
Записаны полиномиальная и степенная формулы в норма-
лизованных переменных, использованные в расчетах.

Таблица 3. Значения ε, ln(jε), ln(jτ) и ψ, при разных  
τ (час)   

τ ε ln( jε) ln( jτ) ψ

1 0.07 0.00 0.00 –
2 0.08 0.09 0.14 0.83
4 0.09 0.27 0.39 0.72
6 0.10 0.45 0.59 0.67
8 0.11 0.64 0.73 0.71

10 0.12 0.82 0.88 0.62
12 0.13 1.00 1.00 г = 0.71
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условия и  предпосылки, при которых действи-
тельны формулы (4) и (5).

5. На рис. 3 показано распределение темпера-
туры мерзлого грунта по глубине скважины в пос. 
Сковородино. Оба показателя выражены в  от-
носительных величинах, соответственно jt и  jh, 
рассчитанных по формулам (1) – рис. 3а, и (1') – 
рис. 3б. Исходные данные расчета – максималь-
ные и  минимальные размерные температуры  
(t , оС): –1.46 и –0.51; и глубины (h, м): 5 и 28, взя-
ты из книги [14]. Здесь также выполняются все 
принятые теоретические предпосылки.

6. В  [4, 7] показана идентичность зависимо-
сти относительной температуры кристаллизации 
воды jt = t /tэ от относительного давления jр = Р/Рэв  
и  концентрации солей в  водных растворах  
jк = К/Кэв, содержащихся в порах горных пород, 
где tэв, Рэв и Кэв – эвтектические значения темпе-
ратуры, давления и концентрации солей, в дан-
ном контексте имеющие смысл максимальных 
величин в формуле (1). На рис. 4 представлены 
график и степенная формула этой зависимости.

Согласно пояснениям к формулам (4) и (5), по-
казатель степени 1.2 в  формуле на графике яв-
ляется членом ряда ОЗС, величина которого  

ϕ = 0.2, а зависимость jt от jр или от jк можно запи-
сать и в степенном jt = jр

1.2, и в полиномиальном  
jt = 0.2jр

2 + 0.8jр виде. Графики этих уравнений 
практически сливаются.

7. Автор совместно с  Л. Т. Роман [5] опре-
деляли коэффициенты теплопроводности (λ,  
ккал/(м · час · oC)) талых и мерзлых грунтов раз-
ного состава. Эти данные опубликованы в виде 
таблиц зависимости размерных λ от состава 
грунта, его теплового состояния и  коэффици-
ента водонасыщения. Дальнейший анализ пока-
зал, что эта зависимость тоже аппроксимируется 

Рис. 2. Зависимость прочности смерзания глинистых jг и песчаных jп грунтов от температуры jt в безразмерном виде (1 – фак-
тические данные, 2– расчет по формуле (5), кривые – полиномиальные аппроксимации вида (4), другие пояснения в тексте). 

Рис. 3. Выпуклый (а) и вогнутый (б) графики зависимости jt  от  jh и их полиномиальная (1) и степенная (2) аппроксимации.

Рис. 4.  Зависимость jt от jр и от jx.
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формулами (4), (5). Для примера на рис.  5 при-
ведены графики связи нормализованных значе-
ний коэффициентов теплопроводности jλ и водо-
насыщения jw талых и мерзлых грунтов. Графики 
и  их аппроксимации на рис.  5  также подтвер-
ждают выдвинутые теоретические положения: 
зависимость jλ ( jw) не связана с  составом грун-
та; сумма численных коэффициентов полиномов  
А + В ≈ 1; расчеты по формулам (4) и  (5) дают 
близкие результаты, причем показатель степени 
г = А + 1.

8. В  [2] выявлена связь температуры начала 
кристаллизации tк связанной воды у грунтов раз-
ного состава и влажности (W, д. ед.) с температу-
рой переохлаждения tпер, изменяющейся от –1.5 

до –4.5 оС, аппроксимированная линейной фор-
мулой с размерными численными коэффициен-
тами, меняющимися в широком диапазоне грун-
товых условий. Нами эта связь представлена 
в более удобном относительном виде (рис. 6), как 
функция

jпер = (tпер – 1.5)/(– 4.5 – 1.5) 

от  jк = (tк2 – tк1)/(tк2 – tк1),

где tк2 …tк1 – диапазон изменения tк, индивидуаль-
ный для каждого грунта (табл. 4).

Значками на рис.  6 показаны фактические 
данные для пяти образцов грунта разного соста-
ва (по табл. 4); кривая а – ее полиномиальная ап-
проксимация; кривая  б – степенная. Обе дают 
сходные результаты. Численные коэффициенты 
отвечают сформулированным в начале раздела 
правилам.

9. Газовые гидраты – льдоподобные образова-
ния, широко распространенные в холодных зо-
нах Земли, – в толще вечной мерзлоты и под оке-
аническим дном. При понижении давления они 
разлагаются (диссоциируют) на газ и  воду. На 
рис. 7 показана связь относительного давления 
диссоциации ( jр) гидратов соединений углеро-
да с водородом (пропана-1, метана-2) и кислоро-
дом (диоксид углерода-3) с относительной темпе-
ратурой ( jT). Размерные исходные данные взяты 
из [10]. Пределы изменения температуры (Т, °К) 

Рис. 5. Зависимость jλ от jw  талых (а) и мерзлых (б): 1 – глинистых грунтов, 2 – торфа, 3 – рассчитанная по полиномиаль-
ной (кривые) и степенной формулам.

Рис. 6.  Зависимость  jк  от  jпер.

Таблица 4. Значения W, –tк2 и –tк1 (оС) в опытах [2]

Грунты
Суглинок 

W = 0.21

Суглинок 

W = 0.26

Супесь 

W = 0.22

Супесь 

W = 0.3

Песок 

W = 0.2

tк2 и  tк1 0.52 и 0.4 0.35 и 0.25 0.32 и 0.22 0.22 и 0.12 0.12 и 0.08
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гидратов: метана – 253.2 … 272.3; пропана – 264.3… 
272.2 и диоксида углерода – 249.1… 272.2; давления 
(Р, МПа), соответственно: 0.39…2.34; 0.025…1.41 
и  0.08 …1.09. В  этих пределах наблюдались ме-
тастабильные состояния [10] – переохлаждение 
жидкой фазы воды, т.е. функция jр от jT представ-
ляет и самостоятельный интерес, как уравнение 
связи температуры и давления переохлаждения 
воды. Расчет относительных величин на рис. 7 
выполнен по формуле (1).

Зависимость jр от jт аппроксимирована форму-
лой (4) в трех вариантах с разными коэффициен-
тами: отдельно для гидратов соединений углерода 
с водородом (кривая I) и с кислородом (кривая II), 
а также для всех трех газовых гидратов (пунктир-
ная кривая III). Коэффициенты А, В и R2 в пер-
вом случае составили: 0.8, 0.2, 0.999; во втором: 
1.11, –0.14, 0.993; в третьем: 0.91, 0.06, 0.98. Сум-
ма А и В во всех случаях примерно равна 1. Знач-
ки 4–6 в  вариантах I, II и  III соответственно 

относятся к значениям jр, рассчитанным по сте-
пенной формуле (5) с показателем степени г, рав-
ным, согласно правилам, формулированным 
выше: 1.8 в варианте I; 2.11 в варианте II и 1.91 
в  варианте III. Как видно из графиков, сходи-
мость расчетов jр по формулам (4) и (5) хорошая.

Анализ и расчеты показали, что предлагаемая 
методика обобщения данных наблюдений также 
пригодна и для других систем – геологических, 
климатических, биологических, медицинских, 
технических и др. [6, 7]. Для подтверждения при-
ведем новые примеры.

10. На рис. 8 приведены относительные значе-
ния возраста поверхностных грунтовых отложе-
ний на севере (г. Салехард) и юге (пос. Сладково) 
Тюменской обл., рассчитанные по формуле (1). 
Размерные величины возраста (τ, лет назад (л.н)) 
и глубины (h, м) отложений взяты по [3, 6]. Мини-
мумы этих величин примерно равны нулю, а мак-
симумы в Салехарде: – hmax = 0.78 м, τ = 6310 л. н.; 
в Сладково: hmax = 2.16 м, τ = 5262 л. н. Графики 
зависимости jτ от jh, имеют форму вогнутой кри-
вой (для Сладково – почти прямой линии, что ха-
рактерно при А → 0) и с хорошей достоверностью  
(R2 = 0.998) описываются как полиномиальной, 
так и степенной формулами с численными коэф-
фициентами равными константам ОЗС. Причем, 
как и полагалось, А + В ≈ 1, а г = А + 1.

11. В  [6] исследована взаимосвязь элементов 
климата в 10 природных зонах Западной Сибири 
(от северной тундры до степи), в том числе сред-
ней июльской t7 и средней годовой tc температу-
ры. В верхних двух строчках табл. 5 даны средние 
зональные значения t7 и tс. В двух нижних – те же, 
нормализованные по формуле (1). На рис. 9 пред-
ставлен график зависимости jtc от jt7 и его аппрок-
симации формулами (4) и (5). Взаимосвязь jtc и jt7 
подчиняется тем же количественным закономер-
ностям. что и объекты в других примерах.

Рис. 8. Зависимость относительного возраста грунтовых отложений ( jτ) от относительной глубины ( jh) в Салехарде (слева) 
и Сладково (справа).

Рис. 7. Зависимость jр от jт: кривая I – для  гидратов пропана 
(1) и метана (2); кривая II – для диоксида углерода (3); пун-
ктирная кривая III – для всех трех газовых гидратов, с  ква-
дратичной и степенной аппроксимациями (дополнительные 
пояснения в тексте).
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Рис. 9. Зависимость jtc от  jt7  в Западной Сибири.

Рис. 10. Графики зависимостей: jвр от jг; jв от jд  и jч, от jтл и их полиномиальная (1) и степенная (2) аппроксимации  
(пояснения в тексте).

12. Максимальный показатель степени полино-
ма в большинстве случаев, но не всегда равен 2. 
При n > 2 увеличивается число членов полинома, 
например при n = 4:

 jу = A . jх
4 + В jх

3 + С .  jх
2 + Djх.  (7)

Но, как показал анализ фактического матери-
ала, сумма коэффициентов остается близкой к 1, 
как и при n = 2, т.е. суммы положительных и от-
рицательных коэффициентов ведут себя как до-
минанта и  субдоминанта в  двухэлементной си-
стеме. И при n > 2 для определения численных 
коэффициентов справедливы правила, сформу-
лированные для n = 2. Для описания вогнутых 
кривых в этом случае также может быть исполь-
зована более экономичная степенная формула (5).

Например, на рис. 10 приведены графики I–III, 
отражающие относительную зависимость пара-
метров разных систем: I – возраста грунтовых на-
пластований jвр от глубины jг в Игарке; II – высо-
ты деревьев распространенных пород (ель, сосна, 
береза, осина) jв от диаметра jд в  Ленинград-
ской обл.; III – спектральной степени черноты jч 

Таблица 5. Средние июльская и годовая температуры, размерные (вверху) и безразмерные (внизу)

t7 6 9.5 13.2 14.8 16 17 17.5 18 19 19.3

tc –10.6 –9.3 –7.5 –6.3 –4 –0.9 –0.1 0.1 0.2 0.3

jt7
0 0.26 0.54 0.66 0.75 0.83 0.86 0.9 0.98 1

jtс 0 0.12 0.28 0.39 0.61 0.89 0.96 0.98 0.99 1

Таблица 6. Численные коэффициенты в формуле (7), их суммы (S) для кривых разной формы – выпуклой (Вп) 
и вогнутой (Вг), показатель степени г  в (5)

№ Форма A B C D S г

I Вп 1.64 –3.97 3.33 0 1 –
Вг 1.64 –0.94 0.3 0 1 2.94

II Вп 1.89 –4.38 3.5 0 1.01 –
Вг 1.21 –0.34 0.13 0 1 2.34

III Вп –3.39 9.92 –10.72 5.19 1 –
Вг 4.01 –4.97 2.2 –0.24 1 5.01
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плоского слоя газа от его оптической толщины jтл. 
Исходные данные для построения графиков I–III 
взяты из [4, 8, 9], соответственно. Их нормализа-
ция проведена по формулам (1) – выпуклые кри-
вые, и (1)' – вогнутые.

В  табл.  6 сведены коэффициенты в  формуле 
(7), их сумма и показатель степени в формуле (5): 
при n = 4 (график III) величина г равна А плюс 1, 
а при n = 3 (графики I и II) – сумме положитель-
ных коэффициентов плюс 1. Как видим, числен-
ные параметры полиномиальных и степенных ап-
проксимаций при n > 2 подчиняются в общем тем 
же закономерностям, что и при n = 2.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Формулы взаимосвязей параметров криоген-
ных и  других природных систем, выраженные 
в относительных (нормализованных) величинах, 
в большинстве случаев имеют полиномиальный 
или степенной вид, а их численные коэффициен-
ты приближенно равны константам ОЗС. Можно 
говорить об универсальности предлагаемых мо-
делей и достаточно общих закономерностях вза-
имосвязей параметров природных систем разного 
генезиса, проявляющихся через ОЗС. Предлага-
емая методика – это междисциплинарный ин-
струмент для обобщения результатов наблюде-
ний за криогенными и  другими природными 
системами, упорядочивающий и удешевляющий 
экспериментальные исследования.
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The method is proposed of identifying the quantitative relations between the parameters of cryogenic 
and other natural systems by their normalized values. Normalization of observation results permits us to 
reduce the amount of actual data required for establishing quantitative relations between them, to compare 
adequately the diverse values and to obtain a universal solution for a wide range of tasks. A unit segment 
consisting of n parts may serve as a geometrical model of interaction between components in any system. 
The value of its larger (dominant) part φ is determined by the well-known equation of generalized golden 
section. The value of n reflects the dimensionality of the system. For n = 1, the equation is one-dimensional; 
for n = 2, two-dimensional; for n = 3, three-dimensional, etc. Value n = 2 is the most common, as all 
shape-forming surfaces can be divided into flat fragments and multicomponent systems may be reduced to 
bicomponent systems, presenting it as a dichotomy between the dominant components and the sum of the 
others. The connection is revealed between the generalized golden section and the relative durability of solids, 
in particular, frozen soils and ice. The generalized equations are derived connecting the force of rock freezing 
and temperature; crystallization temperature and hypothermia pore moisture; temperature and pressure of 
crystallization; dissociation pressure of gas hydrates and temperature; coefficient of thermal conductivity of 
soils and the degree of saturation, etc. Mainly polynomial or exponential nature of these relations is shown, 
with numerical coefficients of calculation formula being close to the golden section proportions.
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