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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время все большую роль в науке и
практике играют измерения с помощью глобаль�
ных навигационных спутниковых систем (ГНСС).
Как известно [Kunches and Klobuchar, 2001], наи�
большую ошибку в эти измерения вносит ионосфе�
ра. Сильная изменчивость ионосферы в простран�
стве и во времени затрудняют учет ее влияния на
сигнал ГНСС с помощью моделирования. При из�
мерении фазы или задержки сигнала ГНСС на двух
частотах дисперсионные свойства ионосферной
плазмы позволяют устранить наибольшую со�
ставляющую ионосферной ошибки – ошибку
первого порядка [Prasad and Ruggieri 2005; Xu,
2007; Grewal et al., 2007]. В результате перехода от
одночастотных к двухчастотным измерениям по�
грешность ГНСС уменьшается с десятков метров
до нескольких сантиметров. Такая точность впол�
не достаточна для многих приложений, однако в
последнее время развитие технологии привело к
достижению точности фазовых ГНСС измерений
в 1–2 мм [Alber et al., 1997; Schaal and Larocca,
2002]. Это открывает новые возможности исполь�
зования ГНСС измерений в исследованиях де�
формаций земной поверхности, прогнозе земле�
трясений и в удаленном мониторинге состояния
атмосферы. Для таких исследований ошибка
двухчастотных измерений, обычно называемая
остаточной ошибкой, может оказаться порядка
самой измеряемой величины. Поэтому в настоя�
щее время наблюдается большой интерес к изуче�
нию остаточной ошибки. При этом особое вни�
мание уделяется исследованиям ошибки второго

порядка, связанной с влиянием магнитного поля
Земли на показатель преломления ионосферной
плазмы и тем самым на скорость распростране�
ния в ней ГНСС сигнала.

Значительная роль эффектов магнитного поля
в высокоточных двухчастотных измерениях впер�
вые была показана в работах [Brunner and Gu,
1991; Bassiri and Hajj, 1993; Ashmanets et al., 1995].
В этих работах предлагались упрощенные спосо�
бы вычисления ионосферной ошибки, с учетом и
без учета искривления лучевой траектории, а так�
же с использованием предположения о медлен�
ном изменении геомагнитного поля в пределах
ионосферного слоя (приближение тонкого слоя).
При оценке величины ионосферной ошибки вто�
рого порядка (в дальнейшем – ) было показано,
что типичные ее значения составляют от 0 до 2 см.

Позже, опираясь на результаты [Bassiri and Hajj,
1993], изучалось влияние ошибки  на оценку
точности определения положения GPS�станций
[Kedar et al., 2003; Fritsche et al., 2005; Munekane,
2005; Hernandez�Pajares et al., 2007; Liu et al., 2010;
Palamartchouk, 2010] и на коррекцию параметров
орбит спутников, параметров вращения Земли,
тропосферной задержки [Fritsche et al., 2005; Her�
nandez�Pajares et al., 2007]. Было обнаружено нали�
чие систематических смещений положения прием�
ников в северном и южном направлении при учете
ошибок  в так называемых рутинных, ежеднев�
ных измерениях [Kedar et al., 2003; Fritsche et al.,
2005]. Выявлены наиболее сильно подверженные
влиянию ионосферных ошибок  параметры,
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влияющие на точность геодезических измерений
(здесь точность должна быть не менее нескольких
миллиметров) [Hernandez�Pajares et al., 2007].

В работах [Datta�Barua, 2008; Pireaux, 2009] бы�
ли изучены возможности повышения точности
позиционирования с учетом ионосферных оши�
бок высших порядков при анализе реальных дан�
ных дифференциальных двухчастотных измере�
ний в экстремальных условиях возникновения
магнитных бурь. Авторами [Marques et al., 2011]
был разработан алгоритм и специальный про�
граммный модуль для расчета ионосферных оши�
бок  на основе навигационных данных.

Кроме того, для определенных регионов была
эмпирически выведена формула вычисления и
коррекции остаточной ошибки при определении
положения приемника (на территории Германии
[Hoque and Jakowski, 2006] и Европы [Hoque and
Jakowski, 2007]). Суть этой методики заключалась
в следующем. Было замечено, что зависимость
остаточной ошибки в двухчастотных измерениях
от азимута спутника имеет форму определенной
замкнутой кривой. При этом использовался факт
симметричности результатов: значения остаточ�
ной ошибки для азимутов α и 360 – α одинаковы.
Авторами были предложены зависящие от угла
возвышения спутника аналитические формулы
вычисления параметров двух окружностей, по�
средством которых описывалась кривая азимуталь�
ной зависимости остаточной ошибки в двухчастот�
ных измерениях, а также зависимость самой оста�
точной ошибки от вышеназванных параметров
окружностей. Позже, предложенные в работе
[Hoque and Jakowski, 2006] формулы для вычисле�
ния ионосферной ошибки  были экстраполиро�
ваны на весь земной шар [Zhang et al., 2011], а в ра�
ботах [Hoque and Jakowski, 2008] были изучены гра�
ницы применимости приближения, полученного в
работе [Bassiri and Hajj, 1993] при вычислении
ионосферной ошибки 

Помимо исследований, связанных с изучени�
ем влияния ионосферной ошибки  на точность
оценок геодезических измерений, проводились
исследования, связанные с влиянием выбора мо�
дели магнитного поля на точность вычисления
значений ошибки  [Hawarey et al., 2005; Hernan�
dez�Pajares et al., 2007; Marques et al., 2011]. Срав�
нение проводилось для двух моделей магнитного
поля: поле магнитного диполя и эмпирическая
модель IGRF [Mandea and Macmillan, 2000]. Значе�
ния напряженности магнитного поля в этих моде�
лях различаются в некоторых случаях на 60% [Her�
nandez�Pajares et al., 2007; Marques et al., 2011]. Тем
не менее, как для GPS�частот, так и для частот, ис�
пользуемых в радиоинтерферометрических изме�
рениях со сверхдлинной базой, уточнение расчетов
ошибки  при переходе от модели магнитного ди�
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поля к модели поля IGRF обычно лежит в преде�
лах 10% [Hawarey et al., 2005]. Однако согласно ра�
боте [Alber et al., 1997], современные фазовые при�
емники позволяют выполнять измерения с
точностью до 1–2 мм. Поэтому 10�процентное
уточнение ионосферной ошибки  в 10–20 мм ле�
жит в пределах погрешности фазовых измерений.

Во многих вышеупомянутых работах полага�
лось, что ГНСС сигнал, имеющий правую поля�
ризацию, распространяется через ионосферу как
необыкновенная волна. Однако при распростра�
нении со спутника вниз к приемнику необыкно�
венная волна имеет правую поляризацию только
в северном полушарии [Budden, 1985]. В общем
случае, как обыкновенная волна, так и необыкно�
венная волна могут иметь как правую, так и левую
поляризацию в зависимости от ориентации маг�
нитного поля Земли относительно направления
распространения волны [Budden, 1985]. Кроме то�
го, в исследованиях ошибки  обычно ее величина
моделируется при заданных моделях ионосферы и
геомагнитного поля. Если для исследования харак�
теристик ошибки  такой подход вполне прием�
лем, то для коррекции ошибок ГНСС измерений,
как мы уже говорили, трудно использовать модели�
рование в силу сильной изменчивости ионосфер�
ной плазмы. В работе [Kim and Tinin, 2011] показа�
на возможность учета эффектов второго порядка в
модифицированном двухчастотном методе без
привлечения ионосферных моделей. 

Цель данной работы состоит в исследовании
возможности такого подхода, в основе которого
лежит ряд приближений.

2. ИОНОСФЕРНЫЕ ОШИБКИ РАЗЛИЧНЫХ 
ПОРЯДКОВ В ГНСС ИЗМЕРЕНИЯХ

Так же, как в работах [Гинзбург, 1967; Budden,
1985], примем здесь временную зависимость гар�

монического ГНСС сигнала, как  Довольно ча�
сто в работах по распространению радиоволн ис�

пользуется зависимость в виде  В этом случае в
последующих формулах нужно заменить i на –i.

В геометрооптическом приближении фазовый
путь ГНСС сигнала, распространяющегося в маг�
нитоактивной ионосферной плазме, равен [Крав�
цов и Орлов, 1980]

(1)

где интегрирование ведется вдоль траектории лу�
ча  соединяющей точки излучения  и
приема   – показатель преломле�
ния магнитоактивной ионосферной плазмы, опре�
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деляемый из соотношения (см. [Гинзбург, 1967;
Budden, 1985])

(2)

 =  =  

 =  = 

 – плазменная частота; N – электрон�

ная концентрация;  e и m – гиро�
частота, заряд и масса покоя электрона, соответ�
ственно;  – магнитное поле Земли; θ – угол
между  и направлением распространения волны.

Входящая в формулу (2) поляризация ρ обыкно�
венной и необыкновенной волн, распространяю�
щихся в магнитоактивной ионосферной плазме,
определяется известным выражением [Гинзбург,
1967; Budden, 1985]. На частоты ГНСС, где

  это вы�
ражение принимает простой вид 

(3)

Два знака в выражении (3) соответствуют обык�
новенной (верхний знак) и необыкновенной (ниж�
ний знак) волнам. Важно отметить, что если пока�
затели преломления обыкновенной и необыкно�
венной волн (2) не зависят от знака  то
поляризация этих волн меняет знак вместе с 
т.е. при изменении знака проекции магнитного по�
ля на направление распространения.

Так как ГНСС сигнал имеет правую поляриза�
цию ( ), то из формулы (2) с учетом выраже�
ния (3) мы имеем 

(4)

Формула (4) получена для правополяризован�
ного ГНСС сигнала, распространяющегося как
посредством обыкновенной волны (при ),
так и посредством необыкновенной волны (при

). Формула (4) может быть также получена
из формулы (10) работы [Moore and Morton, 2011],

если в последней пренебречь членами  и

Пусть ось z в нашей декартовой системе коор�
динат x, y, z проходит через точки излучения

 и приема  Тогда с учетом (4)
формула (1) для фазового пути примет вид

(5)

где  – дальность спутника от наблюда�
теля; 
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(6)

– полное электронное содержание (ПЭС);

(7)

Второй член в правой части формулы (5) учи�
тывает изменения фазовой скорости в ионосфер�
ной плазме без учета геомагнитного поля. Третий
член учитывает влияние геомагнитного поля на
показатель преломления и, следовательно, на фа�
зовую скорость.

Ошибки третьего порядка, связанные с при�
ближением (4) для показателя преломления обыч�
но лежат в пределах 1–2 мм [Bassiri and Hajj, 1993;
Kim and Tinin, 2006; Kim and Tinin, 2007] и здесь не
учитываются. Здесь также не удерживаются члены
третьего порядка, связанные с переходом от инте�
грирования вдоль траектории луча в выражении
(1) к интегрированию вдоль прямой  в вы�
ражениях (6)–(7). Вклад отклонений луча от пря�
мой в неоднородной ионосфере, хотя и пропорци�

онален  может оказаться порядка и выше эф�
фектов второго порядка [Ким и Тинин, 2007; Kim
and Tinin, 2007; 2009a,b]. Тем не менее, так как
здесь мы исследуем эффекты второго порядка, то
поправки третьего порядка отброшены в (5).

3. УСТРАНЕНИЕ ИОНОСФЕРНЫХ ОШИБОК 
ПЕРВОГО И ВТОРОГО ПОРЯДКОВ 

В ДВУХЧАСТОТНЫХ ГНСС ИЗМЕРЕНИЯХ

Рассмотрим возможности устранения ионо�
сферных ошибок первого и второго порядков в
двухчастотных ГНСС измерениях.

Если в формуле (5) пренебречь эффектами вто�
рого порядка, получим формулу первого прибли�
жения

(8)

Обращает на себя внимание простая частотная
зависимость ошибки первого порядка в формуле
(8). Это позволяет исключить ее в двухчастотных
измерениях. При измерении фазы на двух часто�
тах, полагая решенной задачу фазовой неопреде�
ленности, получаем систему

(9)

Из системы (9) нетрудно найти

(10)
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0

1
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Так называемая “свободная от ионосферы”,
комбинация (10) лежит в основе двухчастотных
ГНСС измерений [Prasad and Ruggieri, 2005;
Xu, 2007; Grewal et al., 2007]. При этом, не ис�
пользуя никакого моделирования ионосферы,
устраняется ионосферная ошибка первого по�
рядка и, тем самым, ионосферная ошибка ГНСС
измерений снижается с десятков метров до сан�
тиметров. Дальнейшее уточнение ГНССС изме�
рений связано с третьим слагаемым в правой ча�
сти (5). 

Для устранения ошибки второго порядка мож�
но, рассчитав ее, скорректировать результаты из�
мерения на величину последнего члена в выраже�
нии (5). Однако отмеченная выше неустойчи�
вость ионосферы затрудняет такую коррекцию. С
другой стороны, как видно из (5), эта ошибка, как
и ошибка первого порядка, имеет достаточно
простую зависимость от частоты, что позволяет
предложить [Bassiri, 1990; Wang et al., 2005; Gherm
et al., 2006; Xu, 2007] способ устранения ее путем
измерения фазового пути на трех частотах. В этом
случае, решая систему из трех уравнений, можно
исключить одновременно ошибки первого и вто�
рого порядков. При этом нужно учитывать особен�
ности многочастотных ГНСС измерений, включая
усиление шумов с увеличением числа частот [Bassi�
ri, 1990]. В работе [Kim and Tinin, 2011] предложен
способ учета эффектов второго порядка в двухча�
стотных измерениях. При этом использовалась от�
меченная еще в работе [Bassiri and Hajj, 1993] связь
интеграла  учитывающего эффекты геомагнит�
ного поля, с полным электронным содержанием 
Было замечено [Bassiri and Hajj, 1993], что геомаг�
нитное поле меняется медленно в пределах ионо�
сферного слоя. Поэтому выражение (7) можно за�
менить следующим приближением тонкого (по
сравнению с масштабами геомагнитного поля)
ионосферного слоя:

(11)

где  вычисляется обычно в
точке пресечения луча спутник – наблюдатель с
максимумом ионосферного слоя на высоте 
(рис. 1) .

С учетом соотношения (11) поправка второго
порядка будет иметь вид

(12)

Используя связь поправки второго порядка (12)
с полным электронным содержанием, формулу (5)
можно записать в виде 

(13)
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Теперь система уравнений двухчастотных из�
мерений примет вид [Kim and Tinin, 2011]:

(14)

Решая систему (14), получаем (см. (20) в работе
[Kim and Tinin, 2011], где пропущена степень –1 у
круглых скобок):

(15)

Таким образом, с помощью модификации фор�
мулы (15) двухчастотного приема учитываются од�
новременно ошибки первого и второго порядков. 

4. ИССЛЕДОВАНИЕ ПРИМЕНИМОСТИ 
МОДИФИЦИРОВАННОЙ ФОРМУЛЫ 

ДВУХЧАСТОТНОГО ПРИЕМА

При выводе модифицированной формулы двух�
частотного приема (15) использовался ряд прибли�
жений. Прежде всего, использовалось приближе�
ние тонкого слоя (12). Кроме того, использование
формулы (15) предполагает наличие информации о
значении магнитного поля в точке пересечения
траектории спутник – наблюдатель с максимумом
ионосферного слоя. Очевидно, что априори такая
информация доступна только приближенная, и
требуется оценка влияния ее точности на точность
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Рис. 1. К учету влияния неточного задания высоты 
на которой вычисляется  на точность вычисления

поправки (19). Здесь  – истинная высота максиму�
ма ионосферного слоя,  – уровень, отличающийся
от  на 10%.
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Рис. 2. Проверка погрешности приближения тонкого ионосферного слоя для угла возвышения, равного 90°.

формулы (15). Проведем исследование этих про�
блем с помощью численного моделирования. 

При моделировании в качестве модели ионо�
сферы был взят слой Чепмена

(16)

где  Параметры слоя были взяты
следующими: критическая частота  = 15 МГц;
высота максимума слоя  = 320 км; характерный
масштаб слоя H = 70 км. При этом вертикальное
ПЭС составляет 80 TECU (1 TECU = 1016 м–2).
При вычислении значений магнитного поля Зем�
ли использовалась модель магнитного диполя
[Bassiri and Hajj, 1993]. 

Допустимость использования приближения (12)
оценивалась по разности точного (7) и приближен�
ного (12) значений поправки 

(17)

На рисунке 2 приведены результаты расчетов
(17) (в мм) при угле возвышения, равном 90°. Из
рисунка видно, что величина погрешности 
при ее вычислении с помощью приближения (12)
очень мала и не превышает 0.5 мм. Проведенное
нами моделирование для других условий показа�
ло, что при наихудших условиях приема сигнала
(при угле возвышения, равном углу отсечки в 10°)
по всему земному шару погрешность  вычис�
ления ошибки  варьируется в пределах от –1.5
до 1 мм. На экваторе поправка  вычисленная с
помощью приближения (12), практически совпа�
дает со своим точным значением. Стоит отме�
тить, что полученные результаты достаточно хо�
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рошо согласуются с известными результатами
моделирования и оценками [Bassiri and Hajj, 1993;
Hoque and Jakowski, 2008].

При использовании модифицированной фор�
мулы двухчастотного приема (15) для расчета ко�
эффициентов  нужна информация о величине
магнитного поля на высоте максимума ионо�
сферного слоя  (рис. 1). Априори эта высота из�
вестна с некоторой ошибкой. Для проверки влия�
ния точности задания высоты  в которой вычис�
ляется  на точность вычисления поправки
второго порядка  (12), мы провели расчеты этой
поправки при различных значениях  с использо�
ванием слоя Чепмена (16) в качестве модели ионо�
сферы и модели IGRF [Mandea and Macmillan,
2000.] в качестве модели магнитного поля Земли.
Следует отметить, что модель IGRF по сравнению
с моделью магнитного диполя более точно отобра�
жает тонкую структуру магнитного поля Земли.

Расчеты значения коэффициента  в формуле
(15) проводились при  км, т.е. в макси�
муме ионосферного слоя, а также при завышенном
(  км) и заниженном (  км) значе�
ниях высоты  Результаты расчетов показали, что

разности  –  и  –
⎯  отличаются только знаком. Поэтому на
рисунке 3 приведены результаты расчетов только

для величины 

Из рисунка 3 видно, что при погрешности за�
дания высоты максимума ионосферного слоя в

10% погрешность  вычисления ошибки  не
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превышает 0.5 мм. При этом увеличение угла воз�
вышения спутника не всегда позволяет умень�

шить значение погрешности  (рис. 3б). Следует
отметить также некоторую несимметричность в
значениях, проявляющуюся при т.н. квазипопе�
речном (азимуты, равные 90° и 270°) распростра�
нении сигнала (рис. 3б), особенно для низких уг�
лов возвышения. В таких ситуациях существует
значительный разброс значений на одинаковых
широтах севернее и южнее экватора. Например,
(ср. рис. 3а, б), видно, что при одинаковых углах
возвышения на 50° северной и 50° южной долго�
тах (рис. 3б, непрерывные линии) значения по�
грешности, вносимой ошибкой задания высоты

 принимают различные величины. Так, в юж�
ном полушарии погрешность по модулю достигает
значений в 0.1 мм, а в северном полушарии – толь�
ко 0.05 мм. В целом, результаты моделирования го�

2D−

,mh

ворят о несущественном влиянии неточного зада�
ния высоты  на расчет ионосферной ошибки 

Для оценки влияния используемой модели гео�
магнитного поля на точность вычисления ионо�
сферной ошибки мы произвели расчеты поправки
второго порядка для двух моделей: поля магнитно�
го диполя ( ) и международной модели магнит�
ного поля ( ).

На рисунках 4, 5 приведены результаты вычис�
ления разности поправок второго порядка, рас�
считанных с помощью названных выше моделей:

 =  Видно, что при малых углах
возвышения даже на экваторе возникает доста�
точно большое расхождение  результатов рас�
чета ионосферной ошибки второго порядка при
использовании различных моделей геомагнитно�
го поля, достигающее в некоторых областях 6 мм
(рис. 4а). Увеличение угла возвышения уменьша�
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Рис. 3. Погрешность  в расчетах ионосферной ошибки второго порядка, вносимая заданием высоты  на 10% ни�

же истинного значения  км. а – для углов возвышения 20° (штриховая линия) и 60° (непрерывная линия) при
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ет  (ср. рис. 4а и 4б, рис. 4в и 4г), но не устра�
няет полностью расхождений (рис. 5). Кроме того,
при различных параметрах спутника сохраняется
одна тенденция: разница значений ошибки второ�

mDΔ го порядка  рассчитанных с использованием
двух моделей магнитного поля, в южном полуша�
рии больше, чем в северном полушарии. Наи�
большие значения погрешности вычисления по�

,mDΔ
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Рис. 4. Различие поправок второго порядка  =  рассчитанных с использованием различных моделей
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правки достигаются в Антарктиде. Так например,
как показано на рис. 4а и рис. 4б, в южном полу�
шарии замена модели IGRF на модель магнитно�
го диполя влечет за собой возникновение погреш�
ности в вычислении ионосферной ошибки второго
порядка, равной, в некоторых случаях, 10 мм. В то
же время, в северном полушарии погрешность мо�
жет не достигать даже значений в 2 мм. Кроме Ан�
тарктиды, есть и еще две, меньшие, области, где
важен выбор модели магнитного поля: террито�
рия шириной в ~50° по долготе, на широтах от 30
до 60° N, а также область на экваторе от 30° E до
30° W. В целом, в различных условиях, абсолют�
ная величина разброса значений расчета эффек�
тов второго порядка при использовании рассмот�
ренных здесь моделей геомагнитного поля изме�
няется от 2 до 6 мм. Однако существуют области (в
зависимости от положения спутника такие области
занимают 40–70% поверхности земного шара), где
разница  находясь в пределах ошибки измере�
ний фазовых приемников, не превышает 1–2 мм по
модулю, т.е. выбор модели существенно не влияет
на полученные результаты. Чаще всего эти области
расположены в северной части западного полуша�
рия и южной части – восточного. Так например,
на территориях западной части США и Канады, а
также Австралии, Индонезии существуют обла�
сти, где вообще практически нет разницы при ис�
пользовании модели IGRF и модели магнитного
диполя в расчетах ошибки второго порядка.

6. ВЫВОДЫ

В двухчастотном приеме путем изменения ко�
эффициентов известной формулы в приближе�
нии тонкого ионосферного слоя возможен учет
поправки не только первого порядка, но и по�

,mDΔ

правки второго порядка, связанной с эффектами
магнитного поля.

Ошибки задания параметров ионосферного
слоя (высоты максимума) слабо влияют на по�
грешности учета эффектов второго порядка в
двухчастотном приеме. Более существенным,
особенно в некоторых областях земного шара,
являются требования к точности задания гео�
магнитного поля. 

Таким образом, проведенные исследования
показывают возможность одновременного учета
ошибок первого и второго порядков в двухчастот�
ных измерениях при достаточно точном задании
геомагнитного поля. 
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