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1 Моделирование многолетних колебаний речно�
го стока относится к одной из основных задач гид�
рологии. Исторически существует два основных
похода, применяемые при таком моделировании:
динамико�стохастический и чисто статистический. 

Физический базис динамико�стохастических
моделей – уравнение водного баланса речного во�
досбора. Моделирование процесса многолетних
колебаний речного стока на основе стохастическо�
го уравнения водного баланса водосбора впервые
было предложено, по�видимому, М. Фийрингом
[27] и в дальнейшем получило развитие в работах
В. Клемеша [29, 30] и других исследователей, на�
пример [7, 24, 25, 33, 34]. 

В этих работах речной сток рассматривается как
выходной процесс гидрологической системы
осадки–испарение  сток с водосбора, завися�
щий как от статистических характеристик входных
процессов – осадков и испарения, так и от парамет�
ров детерминированной зависимости речного стока
от запасов воды на водосборе. Примеры динамико�
стохастического моделирования речного стока для
интервалов времени меньше года можно найти, на�
пример, в монографии [11].

Математическое описание многолетних колеба�
ний стока при использовании чисто статистическо�
го подхода дается условными и безусловными
функциями распределения вероятностей и/или
дискретными уравнениями типа авторегрессии –
скользящего среднего [2] (также другими, идейно

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ
(проекты 04�05�65010 и 08�05�01064).

подобными), полученными при статистической об�
работке рядов наблюдений за речным стоком. При
этом, в отличие от динамико�стохастического под�
хода, при оценке параметров функций распределе�
ния никак не используется ни зависимость стока от
основных стокоформирующих процессов – осад�
ков и испарения по водосбору, ни физический меха�
низм, формирующий колебания стока. Однако, как
отмечали Д.Я. Раткович и М.И. Фортус [19], “… да�
же при точном знании статистических характери�
стик возможности чисто стохастических моделей
ограничены. Гораздо предпочтительней модели,
использующие одновременно и физические зако�
ны, и статистическую информацию”. Разработка
динамико�стохастических моделей, использую�
щих уравнение водного баланса водосбора в каче�
стве физического механизма формирования стока,
представляется шагом в направлении преодоления
упомянутой выше ограниченности чисто стоха�
стических моделей. 

Разработка дискретной (разностной) модели
многолетнего речного стока, в дополнение к ранее
полученной автором непрерывной (дифференци�
альной) модели [25], вызвана потребностью макси�
мального учета многообразия режимов колебаний
как собственно стока, так и основных стокоформи�
рующих процессов – осадков и испарения на реч�
ном водосборе. В частности, необходим учет воз�
можной отрицательной автокоррелированности
основных стокоформирующих процессов – осад�
ков и испарения по водосбору. Реальность отрица�
тельной автокоррелированности осадков подтвер�
ждается статистическим анализом данных, приве�
денных в монографии [1], согласно которым
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коэффициент автокорреляции для многолетних ко�
лебаний осадков, усредненных по крупным терри�
ториям, может достигать значений –0.14…–0.17.
Заметим, что отрицательная автокоррелирован�
ность некоторых других многолетних процессов
оказывается совсем не редкостью, например, отри�
цательная автокорреляция отмечалась в изменени�
ях (приращениях) объемов горных ледников (в
7 случаях из 26; до ⎯0.3 [7]), в речном стоке (в 50 слу�
чаях из 339; до –0.33 [18]). 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ВХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ

Выбор моделей входных процессов – осадков
и испарения по водосбору опирается на результа�
ты многочисленных исследований, содержащих�
ся в работах [1, 3–5, 7, 20, 21]. В монографии
С.Г. Добровольского [7] изложены результаты ана�
лиза около 500 рядов наблюдений над осадками на
различных метеостанциях. В преобладающем числе
случаев наилучшие модели многолетних измене�
ний осадков – либо марковские процессы первого
порядка, либо процесс белого шума.

Результаты по стохастическому моделированию
испарения с достаточно больших территорий при�
ведены в работе Е.М. Гусева и др. [4]. В соответствии
c результатами этой работы, многолетние колеба�
ния испарения близки к белому шуму или же к мар�
ковскому процессу с малым коэффициентом авто�
корреляции.

Физическое обоснование автокоррелирован�
ности (фактически – свойства марковости) про�
цессов многолетних колебаний осадков на водо�
сбор и испарения с его поверхности представля�
ется задачей, до сих пор не решенной в полном
объеме. Можно только предположить реальность
такой автокоррелированности (хотя бы и близкой
к нулю), используя соображения относительно
возможного свойства марковости метеорологиче�
ских полей. Эти соображения, опирающиеся на
гипотезу А.Н. Колмогорова об асимптотической
марковости турбулентного потока в среде с исчеза�
ющей вязкостью, приведены в монографии
А.С. Монина [13]. Если гипотеза о физически обу�
словленной марковости процессов многолетних
колебаний осадков и испарения верна, то, несмотря
на малую величину коэффициентов автокорреля�
ции этих процессов (и, заметим, иногда формально
статистически мало достоверную), эти коэффици�
енты должны приниматься во внимание.

Функции распределения осадков и испарения в
общем случае негаусcовы, что сразу следует из огра�
ниченности снизу нулем значений этих процессов. 

Таким образом, в качестве моделей многолетних
колебаний осадков и испарения естественно при�
нять дискретные (по отношению ко времени) не�
гауссовы марковские процессы (процессы авторе�
грессии первого порядка). Коэффициенты авто�

корреляции этих процессов могут быть как
положительными, так и отрицательными (свойство
марковости процесса никак не связано со знаком
его автокорреляции). Это обстоятельство суще�
ственно отличает дискретные авторегрессионные
модели от непрерывных. Знаки коэффициентов
асимметрии осадков и испарения также могут быть
произвольными, что позволяет учитывать отрица�
тельную асимметрию этих процессов. 

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
И ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ

Разностное уравнение водного баланса речного
водосбора имеет вид

(1)

где wt – величина эффективных запасов воды на во�
досборе (суммарные запасы воды в речной сети,
озерах, болотах, почвах вместе с подземными вода�
ми, участвующими в формировании речного сто�
ка), рt – осадки на водосбор, еt – испарение с водо�
сбора, qt – величина годового стока с водосбора, t –
время (годы). Без уменьшения общности будем
считать, что входящие в уравнение (1) значения всех
процессов представляют собой отклонения от сред�
них значений. Использование уравнения (1) пред�
полагает, что отсутствует водообмен с другими во�
досборами и рассматривается ненарушенный тех�
ногенным влиянием (изъятиями воды или
дополнительным стоком из других речных бассей�
нов) режим колебаний речного стока. Все величи�
ны, входящие в (1), имеют размерность слоя. По�
скольку уравнение (1) описывает колебания годо�
вых величин эффективных запасов воды, то
предполагается, что осадки pt и испарение еt заданы
годовыми значениями. 

С учетом изложенного в предыдущем разделе, в
качестве моделей процессов многолетних колеба�
ний осадков pt(t) и испарения et(t) используем мар�
ковские (авторегрессионные) негауссовы процессы
первого порядка

(2)

и

(3)

где  – коэффициенты автокорреляции осадков
и испарения соответственно,  – белые негаус�
совы шумы с нулевыми средними и дисперсиями

 и  угловые скобки здесь и в
дальнейшем означают статистическую операцию

усреднения. Если , то осадки и испаре�
ние представляют собой белые шумы. Процессы
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 предполагаются взаимно�коррелированны�
ми с коэффициентом корреляции  

(4)

таким, что обеспечивается заданная корреляция
между осадками и испарением. Предполагается
также, что белые негауссовы шумы имеют третьи
центральные несмешанные моменты, обеспечива�
ющие заданные значения асимметрии осадков и ис�
парения. 

Для замыкания уравнения (1) необходимо задать
зависимость между запасами воды на водосборе и
стоком с водосбора. В качестве таких зависимостей
часто используются линейная q = αw и нелинейные
зависимости вида q = β е f(w) или q = k g(w), где q –
сток с водосбора, w – эффективные запасы воды на
водосборе, α, β, и k – числовые коэффициенты; f(w)
и g(w) – некоторые функции от эффективных запа�
сов [8, 16, 17, 24, 25, 28–34]. Б.М. Долгоносов [8] по�
лучил на основе физического подхода действитель�
но “фундаментальное соотношение между стоком и
влагозапасом воды на водосборе” в виде степенной
функции

(5)

Показатель степени b отражает доминирующий
режим стока с водосбора – ламинарный, турбулент�
ный или промежуточный, b изменяется от 3/2 до 3.
Величина коэффициента k зависит от длины водо�
сбора и от среднего уклона. 

Во всех отмеченных выше работах водосбор рас�
сматривался как некоторый проточный водоем с от�
током – речным стоком с водосбора. Исчерпываю�
щее обоснование такого представления речного во�
досбора подробно изложено в работах В. Клемеша
[29–31]. В случае, когда колебания стока относи�
тельно среднего значения невелики, приведенные
выше степенная и экспоненциальная функции мо�
гут быть аппроксимированы в окрестности средне�
го значения  линейными зависимостями. 

Величина K = 1/α, обратная коэффициенту α в
линейной зависимости q = αw, в зарубежной лите�
ратуре называется “коэффициентом влагозапаса”
или “постоянной влагозапаса водосбора”. Коэф�
фициент влагозапаса водосбора K, по определению,
есть величина постоянная [29, 30, 35]. Заметим, что
вывод о зависимости коэффициента K от времени,
содержащийся в [32], имеет причиной ошибочную
трактовку результатов попытки применения линей�
ной модели концептуального водоема для описания
заведомо нелинейного процесса формирования
ливневого стока во время прохождения тайфуна. 

Надеяться на абсолютно точную линейную зави�
симость речного стока от запасов на водосборе вряд
ли приходится. Поэтому принятие предположения
о прямой пропорциональности между стоком с во�
досбора и эффективными запасами воды на водо�

, ,,p t e tn n

, ,n p er

, , , , , , ,n p e n n e p t e tr n nσ σ =
v

.bq k w=

w

сборе следует рассматривать только как приближе�
ние к реальной зависимости. 

В этом случае для рек с небольшим коэффици�
ентом вариации стока линейное приближение мо�
жет рассматриваться как удовлетворительное, по
крайней мере, дающее качественное представление
о закономерностях формирования многолетних ко�
лебаний речного стока как выходного процесса си�
стемы “осадки–испарение  сток с водосбора”.
Для подавляющего числа рек коэффициенты вари�
ации находятся в приблизительном диапазоне 0.1–
0.5 (например, [18, 21]). Представляется, что для та�
ких рек имеется основание для применения линей�
ных зависимостей между стоком и эффективными
запасами воды на водосборе. 

В. Клемеш [31], анализируя данные по водному
балансу водосбора Дождливого озера, пришел к вы�
воду, что “…моделирование изменяющихся под
действием гравитации запасов воды [на водосборе]
посредством линейного [т.е. сток из которого ли�
нейно зависит от запасов воды в нем ] водоема обос�
новано”. 

Таким образом, в рамках данного исследования
принимается зависимость

qt = αwt, (6)

где α > 0 – коэффициент, показывающий измене�
ние стока при изменении запасов воды на водосбо�
ре, участвующих в формировании речного стока, на
единицу слоя. 

Из уравнений (1) и (6) получаем уравнение, опи�
сывающее колебания речного стока с водосбора, 

(7)

где

(8)

Уравнения (7), (2) и (3) образуют систему линей�
ных разностных стохастических уравнений, описы�
вающую многолетние колебания речного стока с
водосбора. Решение этой системы находится на ос�
нове методов корреляционной теории негауссовых
случайных процессов [12, 22, 23]. 

МОДЕЛЬ С ОДНИМ ВХОДНЫМ 
ПРОЦЕССОМ ТИПА НЕГАУССОВА 

БЕЛОГО ШУМА 

Рассмотрим частный случай уравнения (7), ко�
гда эффективные осадки (разность между осадками
и испарением на водосборе) представляют собой
негауссов белый шум 

(9)

В частности, ut будет белым шумом, если pt и et – ста�
ционарно несвязанные белые шумы.

−

= β + ϕ −1 ( ),t t t tq q p e

1 ,
1 1

.α
β = ϕ = = αβ

+ α + α

.t t tu p e= −
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В этом случае многолетние колебания стока с во�
досбора моделируются марковской последователь�
ностью (авторегрессионным процессом первого
порядка),

(10)

где  очевидно, что  – также процесс бе�
лого шума. 

Важность рассмотрения этого случая обусловле�
на тем, что именно такое же представление речного
стока получено в многочисленных работах при чи�
сто статистическом подходе, не использующем
уравнения водного баланса водосбора и полностью
основывающимся только на статистической обра�
ботке рядов наблюдений над стоком [11, 18, 21].
Уравнение вида (10) при чисто статистическом под�
ходе получается в результате построения моделей
типа АРСС (авторегрессии – скользящего средне�
го), для чего применяются известные процедуры
(например, [2]). Например, в работе [26] показано,
что многолетние колебания стока Волги описыва�
ются процессом

(11)

где at – белый шум. Автокорреляционная функ�
ция rq(τ) стока Волги описывается зависимостью 

где τ – время (годы).
В данном случае имеет место достаточно редкая

в гидрологии ситуация, когда чисто статистиче�
ская модель может быть физически интерпретиро�
вана. Действительно, процесс белого шума , вхо�
дящий в уравнение (10), может рассматриваться
как процесс многолетних изменений эффектив�
ных осадков (разности между осадками и испаре�
нием) на водосборе. Поскольку коэффициент β в
уравнении (11) равен коэффициенту автокорреля�
ции стока – (1) , то, в соответствии с левым
равенством из (8),

(12)

т.е. коэффициент автокорреляции речного стока
есть функция параметра инерционности водосбора.
Из выражения (12) следует, что 

(13)

при условии, что . Для модели волжского сто�
ка (11), приведенной в [26],  год–1. Таким об�
разом, чисто статистическая модель (11) может
быть интерпретирована и как динамико�стохасти�
ческая модель многолетних колебаний стока с во�

1 ,t t tq q a
−

= β +

;t ta u= ϕ ta

10.4 .t t tq q a
−

= +

( ) 0.4 ,qr
τ

τ =

ta

qrβ =

1(1) ,
1

qr =

+ α

1
,q

q

r

r

−

α =

0qr ≠

1.5α =

досбора, формирующихся процессом эффективных
осадков типа белого шума. Оценка параметра дина�
мико�стохастической модели β (следовательно,
также и α) может быть получена в результате чисто
статистической операции – как выборочная оценка
коэффициента автокорреляции стока  или в об�

щем случае как некоторая функция от . 

Заметим, что в данном случае, т.е. когда эффек�
тивные осадки рассматриваются как процесс белого
шума, коэффициент автокорреляции стока всегда
положителен, поскольку  Можно сказать, что
по отношению к многолетним изменениям эффек�
тивных осадков колебания стока с водосбора имеют
более “сглаженный” характер. Эта сглаженность
обусловлена наличием переходящих от года к году
запасов воды на водосборе [17] и проявляется в по�
вышенной автокоррелированности стока по срав�
нению с автокоррелированностью эффективных
осадков. 

Итак, на этом примере можно сделать вывод, что
динамико�стохастическая и чисто статистическая
модели стока могут описываться одним и тем же
разностным стохастическим уравнением вида (10).
Другими словами, динамико�стохастическая и чи�
сто статистическая модели в данном частном случае
совпадают. То обстоятельство, что чисто статисти�
ческая модель процесса авторегрессии первого по�
рядка оказывается оптимальной (в некотором
смысле) для описания многолетних колебаний реч�
ного стока, как представляется, указывает на нали�
чие одного и того же физического механизма, фор�
мирующего сток различных рек. 

МОДЕЛЬ С ДВУМЯ ВХОДНЫМИ 
НЕГАУССОВЫМИ ПРОЦЕССАМИ

Рассмотрим более общий случай, когда осадки и
испарение на водосборе представляют собой стати�
стически связанные процессы авторегрессии пер�
вого порядка (2) и (3) соответственно, зависимость
стока от эффективных запасов на водосборе прини�
мается линейной вида (5). Тогда многолетние коле�
бания речного стока описываются системой раз�
ностных стохастических уравнений 

(14)

величины, входящие в эту систему, определены
выше (см. пояснения к (2), (3) и (7)). 

Положим, что  и в начальный момент
времени . 

qr

qr

0.α >

1

1 ,

1 ,

( )

,
t t t t

t p t p t

t e t e t

q q p e

p r p n

e r e n

−

−

−

⎧ = β + ϕ −
⎪

= +⎨
⎪ = +⎩

, 0p er r ≠

0 0 00, , ,t q q p p e e= = = =



542

ВОДНЫЕ РЕСУРСЫ  том 38  № 5  2011

ФРОЛОВ 

Тогда уравнения, входящие в систему (14),
имеют следующие решения:

(15)

(16)

(17)

Эти решения позволяют получить аналитиче�
ские выражения для статистических характеристик
стока: автоковариационной функции, дисперсии,
коэффициента взаимной корреляции между сто�
ком и осадками и других. 

Аналитическое выражение для ковариационной
функции стока Rq(t, t'), полученное с учетом (15) –
(17) как функции двух моментов времени t, t', весь�
ма громоздко, поэтому ограничимся приведением
этой функции  для стационарного режима

, т.е. предел  при t, t'  + ∞,

(18)

Полагая  из (18) получаем формулу для без�
условной (т.е. не зависящей от времени) дисперсии

стока 

 (19)

Коэффициент автокорреляции речного стока
равен

 (20)

где  – значение Rq(τ) при τ =1,  определя�
ется формулой (18).
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Коэффициенты взаимной корреляции между
стоком с водосбора и осадками и между стоком и ис�
парением определяются выражениями (при τ = 0)
соответственно 

(21)

(22)

Возведя в куб обе части первого уравнения из си�
стемы (14) и выполнив операцию статистического
усреднения (напомним, что эта операция обознача�
ется угловыми скобками), получаем после очевид�
ного преобразования выражение для третьего цен�
трального несмешанного момента стока μq,

(23)

Если третьи смешанные моменты вида ,

 (здесь a, b, c – случайные величины), входя�
щие в (23), таковы, что сумма всех членов выраже�
ния в круглых скобках, за исключением разности

 близка к нулю, то имеет место прибли�
женная зависимость

(24)

Эта зависимость, дающая в общем случае грубые

оценки , представляет определенный интерес,
поскольку показывает, что при выполнении нера�

венства  оказывается возможным выпол�

нение неравенства , т.е. при положительной
асимметрии осадков и испарения асимметрия реч�
ного стока может быть отрицательной. Таким обра�
зом, дополняются представления В. Клемеша [28] о
физических причинах отрицательной асимметрии в
стоковых рядах. Заметим, что С.Н. Крицкий и
М.Ф. Менкель [10], по�видимому, также допускали
возможность отрицательной асимметрии в рядах
годового стока, поскольку таблицы значений пара�
метров трехпараметрического распределения веро�
ятностей? приведенные в [10], пригодны для моде�
лирования рядов годового стока для значений ко�
эффициента асимметрии –2, –1, –0.5. Детально

исследование зависимости  от параметров осад�
ков и испарения естественно проводить с помощью
решения первого уравнения системы (14), понима�
емом как получение численной реализации значе�
ний стока  достаточно большой длины N, напри�
мер, для N = 10000.
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ВЛИЯНИЕ СТАТИСТИЧЕСКИХ 
ПАРАМЕТРОВ ОСАДКОВ И ИСПАРЕНИЯ 

НА СТАТИСТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
МНОГОЛЕТНЕГО РЕЧНОГО СТОКА 

НА ВОДОСБОРЕ. УСТОЙЧИВОСТЬ МОДЕЛИ 
К ВОЗМУЩЕНИЯМ ПАРАМЕТРОВ 

ВХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ

 Рассмотрим применение теоретических зависи�
мостей (18)–(22) на конкретных примерах.

Положим, что дисперсия осадков и испарения
удовлетворяют соотношению 

 (25)

Если дисперсия осадков не меньше дисперсии ис�
парения, то , в противном случае . Без

уменьшения общности примем  В этом слу�
чае дисперсия стока, определяемая выражением
(19), зависит от коэффициента , параметра водо�
сбора α, коэффициента взаимной корреляции
между осадками и испарением  и коэффициен�

тов автокорреляции осадков и испарения  и 
соответственно. Пусть, для определенности α =
= 5.0, , математические ожидания слоев
стока, осадков и испарения равны 10, 30 и 20 см со�
ответственно. Рассмотрим два случая – когда дис�
персия осадков больше и меньше дисперсии испа�
рения, именно – при  и  соответ�
ственно. 

На рис. 1 приведены зависимости коэффициен�
та вариации стока от параметров осадков и испаре�
ния. 

Коэффициент вариации стока  увеличивается
с увеличением коэффициента автокорреляции
осадков  однако это увеличение незначительно,
так же как и расслоение кривых, отвечающих раз�

2 2, 0.p ek kσ = σ >

1k ≥ 1k <

2 1.eσ =

k
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pr er

0.2per =

4.0k = 0.25k =

q
VC

,pr

личным  Таким образом, применительно к рас�

сматриваемому примеру можно сказать, что 
устойчиво (при неизменном среднем стоке) по от�
ношению к малым изменениям коэффициентов ав�
токорреляции осадков и испарения. Зависимости
коэффициента автокорреляции стока от парамет�
ров осадков и испарения приведены на рис. 2а и 2б,
соответственно.

Анализ графиков на рис. 2 показывает следую�
щее. Во�первых, коэффициент автокорреляции
стока увеличивается с увеличением автокоррелиро�
ванности осадков и испарения. Во�вторых, различ�
ная степень расслоения зависимостей  на
рис. 2а, 2б означает, что чем больше превышение
дисперсии осадков над дисперсией испарения, тем
менее чувствителен коэффициент автокорреляции
стока к изменению автокорреляции испарения. В�
третьих, нижняя кривая на рис. 2б показывает, что
сток может иметь нулевую или отрицательную авто�
корреляцию при положительной автокоррелиро�
ванности осадков, однако при этом автокорреляция
испарения должна быть отрицательной и дисперсия
испарения должна быть больше дисперсии осадков.

Исследование зависимости коэффициентов вза�
имной корреляции между стоком и осадками  и
между стоком и испарением  от коэффициента
взаимной корреляции между осадками и испарени�
ем  представляет интерес для оценки влияния зо�
нальности расположения водосбора на величины

 и  

Существует представление, что при переходе от
зоны избыточного увлажнения к зоне недостаточ�
ного увлажнения коэффициент корреляции между
осадками и испарением  увеличивается, при
этом  уменьшается, а  возрастает [6]. Приве�
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Рис. 1. Зависимость коэффициента вариации стока  от коэффициента автокорреляции осадков при различных ко�

эффициентах автокорреляции испарения при   (а);   (б). 
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денные на рис. 3 графики вполне отвечают этим

представлениям (построены для случая  =  =

= 4.0 и ).

На рис. 3а видно, что, в соответствии с моделью
(14) с увеличением взаимной корреляции между
осадками и испарением корреляция между речным
стоком и осадками уменьшается. Коэффициент 
(рис. 3б) отрицателен, что физически вполне по�
нятно – чем больше испарение на водосборе, тем
меньше сток. 

ПРИМЕР ОЦЕНКИ СТАТИСТИЧЕСКИХ 
ХАРАКТЕРИСТИК СТОКА ПО ДИНАМИКО�

СТОХАСТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

Недостаточность или отсутствие натурных дан�
ных по многолетним колебаниям испарения и эф�

σp
2

σe
2

0.1p er r= =
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фективных запасов воды на водосборе вынуждают
прибегнуть к методу статистических испытаний для
оценки корректности предложенной модели мно�
голетних колебаний речного стока.

Проводимое тестирование необходимо для оцен�
ки точности вычисления статистических парамет�
ров стока по известным параметрам осадков и испа�
рения с помощью аналитических формул (18)–(22).

С этой целью моделировались многолетние ко�
лебания стока с водосбора использованием зависи�
мости стока от эффективных запасов воды на водо�
сборе в виде (6) при α = 4.5 год–1. Ряды pt и  моде�
лировались с заданным взаимным коэффициентом
корреляции  (выборочная оценка этого ко�
эффициента оказалась равной 0.301). Методика мо�
делирования взаимозависимых рядов близка к
предложенной в работе [15]. Ряд значений годового

te
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Рис. 2. Зависимости коэффициента автокорреляции стока  от коэффициента автокорреляции осадков rр для различ�

ных значений коэффициента автокорреляции испарения rе при   (а);   (б).
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стока qt вычислялся в соответствии с первым урав�
нением системы (14).

Статистические параметры составляющих вод�
ного баланса модельного водосбора приведены в
табл. 1.

Результаты, представленные в табл. 1, а также со�
поставление выборочных оценок коэффициентов
взаимной корреляции  = 0.484 и  = –0.673, по�
лученных по моделированным рядам, с соответ�
ствующими величинами  = 0.482 и  = –0.675,
рассчитанными в соответствии с формулами (21) и
(22), показывают обоснованность применения ана�
литических зависимостей (18)–(22).

МОДЕЛИРОВАНИЕ СТОКА ВОЛГИ

Для моделирования стока Волги (замыкающий
створ г. Волгоград) использовались данные по осад�
кам, испарению и стоку р. Волги из статьи [9] . Па�
раметр α для волжского водосбора принимался рав�
ным 1.98 год–1 [25]. Параметры входных процессов
модели (14) приведены в табл. 2.

Статистические характеристики стока Волги,
полученные в соответствии с моделью (14) по фор�
мулам (18)–(22), приведены в табл. 2. Выборочные
коэффициенты взаимной корреляции между сто�
ком и осадками и между стоком и испарением рав�
ны 0.63 и –0.32 соответственно. Величины этих ко�
эффициентов, полученные по модели (14) равны
0.84 и –0.07 соответственно.

Выборочные и полученные в соответствии с мо�
делью (14) значения дисперсий и коэффициентов
автокорреляции стока Волги практически совпада�

qpr qer

qpr qer

ют, соответствующие значения коэффициента вза�
имной корреляции между стоком и осадками до�
вольно близки. Наибольшее расхождение – между
выборочными и полученными по модели оценками
коэффициента взаимной корреляции между сто�
ком и испарением. Принимая во внимание, что для
выборочных оценок статистических характеристик
стока Волги и испарения использовались восста�
новленные и расчетные значения [10], совпадение
выборочных и полученных по модели (14) характе�
ристик представляется удовлетворительным. 

Таким образом, в рамках данной работы динами�
ко�стохастическая модель многолетних колебаний
стока Волги имеет вид

(26)

статистические параметры осадков и испарения за�
даются значениями из табл. 2. Сток Волги в данном
случае моделируется компонентой трехкомпонент�
ного марковского процесса.

Модель (26) описывает многолетние колебания
осадков, испарения и стока Волги как стационар�
ные случайные процессы. Однако при необходимо�
сти модель (26) может быть адаптирована к модели�
рованию нестационарных процессов посредством,
например, включения трендов в осадках и испаре�
нии. В этом случае, моделируя ансамбли реализа�
ций соответствующих нестационарных входных
процессов, можно оценить статистические характе�
ристики нестационарного процесса многолетнего
стока. Ансамбли реализаций осадков и испарения

1

1 ,

,
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Таблица 1. Статистические характеристики составляющих водного баланса модельного водосбора (для осадков
и испарения без скобок – выборочные оценки характеристик для рядов, полученных методом статистических
испытаний, в скобках – заданные значения этих характеристик; для речного стока без скобок – выборочные
оценки по последовательности значений стока, полученной в соответствии с уравнением (6), в скобках – вычис�
ленные с использованием формул (18)–(22) и для асимметрии – по приближенной формуле (24))

Характеристика Осадки рt Испарение еt Речной сток qt 

Среднее, мм  640 460 180

Коэффициент

вариации СV  0.154 (0.15) 0.096 (0.10)  0.365 (0.365)

асимметрии СS  0.196 (0.20) 0.298 (0.30) –0.004 (–0.123)

автокорреляции r  0.15 (0.15) 0.101 (0.10)  0.293 (0.298)

Таблица 2. Статистические параметры основных составляющих водного баланса волжского водосбора по модели (14)
и по данным [9] (в скобках), коэффициент взаимной корреляции между осадками и испарением равен 0.37)

Характеристика Среднее, мм/год CV Дисперсия, мм2/год2 r

Осадки 665 0.11 5350 0.07

Испарение 474 0.07 1100 –0.10

Сток Волги 191 0.17 (0.15) 1050 (820) 0.44 (0.43)
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могут быть образованы на основе учета модельных
сценариев изменения климата [14, 35].

ВЫВОДЫ

Разработана динамико�стохастическая модель
многолетних колебаний стока с водосбора, позво�
ляющая учитывать отрицательную автокоррелиро�
ванность входных процессов – осадков и испаре�
ния. Эта модель представляет собой систему из трех
линейных негауссовых стохастических разностных
уравнений. Показано, что модель устойчива к ма�
лым возмущениям этих параметров.

На основе разработанной модели показана воз�
можность отрицательности коэффициентов авто�
корреляции и асимметрии стока при некоторых со�
отношениях статистических параметров испарения
и осадков.

Проведена проверка соответствия оценок стати�
стических характеристик стока, полученных по
аналитическим зависимостям, отвечающим дина�
мико�стохастической модели многолетних колеба�
ний стока с водосбора, и выборочных оценок, полу�
ченных по имитационной модели стока. Показано
хорошее совпадение этих оценок.

Применительно волжскому водосбору показано,
что разработанная модель удовлетворительно вос�
производит основные статистические характери�
стики многолетних колебаний стока Волги. 

Представляется, что разработку предложенной
стационарной линейной динамико�стохастической
модели можно рассматривать как необходимый шаг
к созданию нестационарных и нелинейных моде�
лей многолетних колебаний речного стока, способ�
ных адекватно учитывать влияние климатических
изменений на сток с водосборов. 
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