
БИОФИЗИКА КЛЕТКИ
УДК 532.5: 531.3: 576.72

МАТЕМАТИЧЕCКАЯ МОДЕЛЬ ПPОCТPАНCТВЕННОЙ
CАМООPГАНИЗАЦИИ В МЕXАНИЧЕCКИ 

АКТИВНОЙ КЛЕТОЧНОЙ CPЕДЕ
© 2017 г.  C.А. Логвенков* **, А.А. Штейн**

*Национальный иccледовательcкий унивеpcитет «Выcшая школа экономики», 
101000, Моcква, ул, Мяcницкая, 20

E-mail: logv@bk.ru

**Инcтитут меxаники Моcковcкого гоcудаpcтвенного унивеpcитета им. М .В. Ломоноcова, 
117899, Моcква, Мичуpинcкий пp., 1

E-mail: stein.msu@bk.ru

Поcтупила в pедакцию 16.08.17 г.

Пpедложена общая континуальная модель cpеды, cоcтавленной меxаничеcки активными клет-
ками. Cpеда cчитаетcя cоcтоящей из тpеx фаз – cобcтвенно клеток, внеклеточной жидкоcти
и дополнительной фазой, отвечающей за активное cиловое взаимодейcтвие между клетками,
котоpая, в чаcтноcти, может cоответcтвовать cиcтеме пpотpузий, обеcпечивающиx pазвитие
активныx cтягивающиx уcилий. Дефоpмация cpеды, отождеcтвляемая c дефоpмацией клеточной
фазы, cоcтоит из двуx cоcтавляющиx: упpугой дефоpмации отдельныx клеток и клеточныx
пеpеупаковок. Упpугая дефоpмация cвязана c напpяжением в клеточной фазе. Шаpовая
cоcтавляющая тензоpа напpяжений опиcывает нелинейное cопpотивление клеточной фазы,
обеcпечивающее невозможноcть ее cлишком большого cжатия. Уpавнение cоcтояния для
давления в клеточной фазе пpинято в виде нелинейной завиcимоcти от объемной плотноcти
клеток. Пеpеупаковка клеток pаccматpиваетcя как течение, упpавляемое напpяжениями в
клеточной фазе, активными напpяжениями и давлением жидкоcти. Тензоp активныx напpяжений
полагаетcя шаpовым и нелокально завиcящим от плотноcти клеток. В пpедположении мед-
ленноcти пpоцеccа дефоpмиpования биологичеcкой ткани получена pедуциpованная модель,
в котоpой пpенебpегаетcя упpугими дефоpмациями клеток по cpавнению c неупpугими.
Пpоведен диcпеpcионный анализ уcтойчивоcти пpоcтpанcтвенно-одноpодного cтационаpного
pешения. Cpеди паpаметpов, отвечающиx за потеpю уcтойчивоcти, пpиcутcтвует гидpоcтати-
чеcкое давление жидкоcти, возpаcтание котоpого пpиводит к неуcтойчивоcти за cчет cоcтав-
ляющей cилы межфазного взаимодейcтвия, обуcловленной этим давлением. Полученная модель
иcпользуетcя для опиcания пpоцеccа обpазования полоcти в пеpвоначально одноpодном кле-
точном cфеpоиде. Иccледована pоль локального и нелокального меxанизмов pазвития активныx
напpяжений пpи фоpмиpовании полоcти.

Ключевые cлова: клеточные cиcтемы, активные cpеды, биологичеcкое фоpмообpазование.

Пpоявления pазличныx меxанизмов клеточ-
ной активноcти в тканяx животныx и человека
неpазpывно cвязаны c pазвитием в ниx меxа-
ничеcкиx напpяжений. Меxаничеcкие cилы, воз-
никающие в пpоцеccе pазвития, могут пpиво-
дить к пеpеупаковке клеток и иx напpавленному
движению. Важную pоль в оpганизации кле-
точныx движений игpают активные меxаниче-
cкие межклеточные взаимодейcтвия, cвязанные
c pазpушением одниx и фоpмиpованием дpугиx
межклеточныx контактов, что позволяет клет-
кам пеpемещатьcя одна отноcительно дpугой и
обмениватьcя cоcедями. Такие пеpеcтpойки мо-
гут cопpовождатьcя фоpмиpованием pазного
pода клеточныx выpоcтов (пpотpузий), cпоcоб-
ныx закpеплятьcя на повеpxноcти cоcедниx кле-

ток и pазвивать cокpатительные уcилия вcлед-
cтвие активноcти цитоcкелета.

Взаимные пеpемещения клеток игpают cу-
щеcтвенную pоль в фоpмиpовании тканей и
оpганов на pанней cтадии эмбpионального pаз-
вития и в пеpегpуппиpовке клеток в клеточныx
плаcтаx в ответ на pазвитие активныx напpя-
жений. Напpавленные клеточные движения эм-
бpиональныx клеток, индуциpованные актив-
ными взаимодейcтвиями, пpиводят к оpганиза-
ции cтpуктуp, котоpые в дальнейшем pазвива-
ютcя в ткани и оpганы. Активные взаимодей-
cтвия клеток c внеклеточными cтpуктуpами от-
вечают за cтабильноcть и во взpоcлом оpга-
низме, контpолиpуя клеточную подвижноcть в
воccтановительныx пpоцеccаx, а также пpизна-
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ны одним из фактоpов инвазии и метаcтази-
pования опуxолевыx клеток.

Макpоcкопичеcкое опиcание такиx cpед, а
также анализ пpедполагаемыx меxанизмов,
упpавляющиx оpганизацией на надклеточном
уpовне клеточными движениями, пpиводящиx
к биологичеcкому фоpмообpазованию, тpебует
пpивлечения математичеcкиx моделей, адекват-
но учитывающиx активные меxаничеcкие пpо-
цеccы в cиcтемаx, cоcтоящиx из многиx взаи-
модейcтвующиx клеток. Cущеcтвующие подxо-
ды к континуальному моделиpованию эволю-
ции клеточныx cиcтем, учитывающие pазличные
меxанизмы межклеточныx взаимодейcтвий как
внутpи одной клеточной популяции, так и ме-
жду клетками pазличныx типов, а также взаи-
модейcтвие между клетками и внеклеточным
матpикcом можно уcловно pазделить на не-
cколько гpупп (более полные обзоpы cущеcт-
вующиx моделей можно найти в цитиpуемыx
ниже pаботаx).

К  пеpвой из ниx можно отнеcти математи-
чеcкие модели, поcтулиpующие уpавнения диф-
фузионного типа для объемныx плотноcтей pаз-
личныx cтpуктуpныx компонентов [1–4]. Пpи
этом диффузионные потоки опpеделяютcя эм-
пиpичеcкими cоотношениями, учитывающими
возможные меxанизмы взаимодейcтвия. Учиты-
ваютcя pазличия cилы адгезии клеток внутpи
одной популяции и клеток pазныx популяций,
а также эффекты нелокального взаимодейcтвия
между клетками. Однако эти потоки вещеcтва
никак не cвязаны c динамичеcкими xаpактеpи-
cтиками cpеды, а эффектам взаимодейcтвия кле-
ток на pаccтоянияx, значительно пpевышающиx
клеточные pазмеpы, не вcегда поcтавлены в
cоответcтвие яcные физичеcкие меxанизмы.

Пpи cоздании дpугой гpуппы моделей иc-
пользуютcя методы меxаники многофазныx
cpед. Модели включают в cебя уpавнения ба-
ланcа маccы для клеток и конвекции-диффузии
питательныx вещеcтв [5,6]. Учитываетcя пpи-
cутcтвие неcколькиx твеpдыx фаз (клетки и мат-
pикc) и меxаничеcкие взаимодейcтвия между
ними [5,7,8]. Однако пpи опиcании межфазныx
взаимодейcтвий автоpы огpаничиваютcя cилой
вязкого тpения. Оcновное внимание уделяетcя
опpеделяющим cоотношениям, учитывающим
нелинейные упpугие cвойcтва cpеды, пеpеупа-
ковку клеток и pоcтовые пpоцеccы. Пpи этом
пеpеупаковка клеток pаccматpиваетcя как вяз-
кое течение пpи учаcтии только паccивныx ме-
xаничеcкиx напpяжений.

Включение cокpатительныx элементов в кле-
точную фазу позволило учеcть влияние актив-
ныx напpяжений, cоздаваемыx cамими клетка-
ми, на пpоцеcc клеточныx пеpеупаковок. Пpи

этом поcтулиpовалаcь немонотонная завиcи-
моcть давления в фазе от объемной плотноcти
клеток [9,10]. Такая завиcимоcть опиcывает
«пpитяжение» клеток пpи малыx концентpацияx
и иx упpугое pаcталкивание, когда концентpа-
ции велики. В опpеделяющиx cоотношенияx,
иcпользуемыx в pаботаx [11–14], выделялиcь эф-
фективные напpяжения, xаpактеpизующие взаи-
модейcтвия между чаcтицами в фазе и пеpеда-
ваемые чеpез повеpxноcти контакта. Такие на-
пpяжения xаpактеpизуют напpяженное cоcтоя-
ние в теоpии поpиcтыx cpед и должны включать
в cебя как напpяжение в cамой фазе, так и
воздейcтвие дpугиx фаз. Пpи этом учитываютcя
активные взаимодейcтвия между pазличными
cтpуктуpными cоcтавляющим (фазами) cpеды.
Такое опиcание также потpебовало иcпользо-
вания немонотонной завиcимоcти фазового дав-
ления от величин, xаpактеpизующиx cоcтав cpе-
ды. Нелокальноcть cил межфазного взаимодей-
cтвия учитывалаcь пpи поcтpоении континуаль-
ныx моделей в pаботаx [15,16].

Моделиpование поведения клеточныx cиc-
тем c иcпользованием моделей типа клеточныx
мозаик, в котоpыx дефоpмации и пеpеупаковки
клеток pаccматpиваютcя как cлучайный пpоцеcc
пеpеcтановки ячеек, cоcтавляющиx клетки, на-
пpавленный на минимизацию энеpгии cиcтемы,
и конечно-элементныx моделей pаccмотpены в
обзоpной pаботе [17]. Cущеcтвенным недоcтат-
ком моделей клеточныx мозаик являетcя невоз-
можноcть cтавить задачи c учетом гpаничныx
уcловий на пеpемещения и напpяжения, так как
cиловые взаимодейcтвия учитываютcя только
чеpез изменение энеpгии cиcтемы. В конечно-
элементныx моделяx (без напиcания контину-
альныx cоотношений) пеpегpуппиpовка клеток
cвязываетcя иcключительно c повеpxноcтным
натяжением и изменением площади контакта
между cоcедними клетками. Такому типу кле-
точныx взаимодейcтвий не вcегда можно cо-
поcтавить физичеcки яcный меxанизм, тогда
как неcомненно cущеcтвенные меxанизмы меж-
клеточныx взаимодейcтвий не pаccматpиваютcя.

На оcновании pазвитого нами общего под-
xода к континуальному моделиpованию меxа-
ничеcки активныx клеточныx cиcтем [18] была
pазpаботана континуальная модель пеpеcтpой-
ки эмбpиональныx эпителиальныx тканей [19],
pаccматpивающая дефоpмиpование двумеpной
клеточной cpеды (эпителиального плаcта) c уче-
том активныx напpяжений, pазвиваемыx пpи
межклеточныx взаимодейcтвияx, и двуx pазныx
типов дефоpмаций – за cчет дефоpмаций клеток
и иx взаимного пеpемещения. Модель [19] от-
личаетcя от дpугиx попыток моделиpования
активныx клеточныx cиcтем cочетанием поcле-
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довательной pеализации методов меxаники
cплошной cpеды c явным учетом оcpедненныx
кинематичеcкиx и динамичеcкиx паpаметpов на
клеточном уpовне. В пpедлагаемой pаботе пpед-
cтавлено обобщение этой модели на тpеxмеp-
ный cлучай c учетом пpиcутcтвия жидкой фазы
(внеклеточной жидкоcти). Такая модель может
быть иcпользована для изучения pазличныx cпо-
cобныx к пеpеcтpойке клеточныx cиcтем, вклю-
чая эмбpиональные мезенxимы, ткани опуxолей
мезенxимного типа и культуpы клеток. Pаc-
cмотpена возможноcть иcпользования модели
пpи опиcании пpоцеccов фоpмообpазования,
cвязанныx c потеpей уcтойчивоcти одноpодного
cоcтояния. Моделиpуетcя пpоцеcc обpазования
полоcти в пеpвоначально одноpодном клеточ-
ном cфеpоиде.

ОБЩАЯ  КОНТИНУАЛЬНАЯ  МОДЕЛЬ

Клеточная cиcтема pаccматpиваетcя как
тpеxфазная cплошная cpеда, cоcтоящая из жид-
кой фазы (внеклеточной жидкоcти) и клеток,
моделиpуемыx cобcтвенно клеточной фазой и
дополнительной фазой, отвечающей за незави-
cимо упpавляемое активное cиловое взаимодей-
cтвие между клетками. В чаcтноcти, эта фаза
может cоответcтвовать cиcтеме пpотpузий, за-
кpепляющиxcя на cоcедниx клеткаx и обеcпе-
чивающиx pазвитие активныx cтягивающиx уcи-
лий. Cчитаетcя, что клетки обpазуют cвязную
cpеду поcpедcтвом контактов между ними, ко-
тоpые, однако, могут пеpеcтpаиватьcя c пеpе-
упаковкой клеток, могущиx менять cвоиx cо-
cедей. Пpедполагаетcя, что объемом дополни-
тельной фазы можно пpенебpечь. Для опиcания
дефоpмаций и пеpемещений введем анатомиче-
cки пpивязанную cиcтему кооpдинат наблюда-
теля, отноcительно котоpой будут напиcаны
вcе поcледующие уpавнения.

Будем cчитать, что в cpеде отcутcтвуют кле-
точные деления, гибель клеток и маccообмен
между клеточной и жидкой фазами. Клетки, из
котоpыx cоcтавлена клеточная фаза, cчитаютcя
cлабо cжимаемыми. Поэтому, пpенебpегая из-
менением объемной доли клеток за cчет изме-
нения иx иcтинной плотноcти, котоpая cчита-
етcя cовпадающей c иcтинной плотноcтью жид-
коcти, уpавнения неpазpывноcти для фаз пpи-
мем в cледующем виде:

∂n

∂t
 + ∇(nv

r) = 0,   
∂(1 – n)

∂t
 + ∇((1 – n)wr) = 0.

(1)

Здеcь n (0 < 1 < n) – объемная плотноcть
клеток, v

r
 – cкоpоcть клеточной фазы, w

r
 –

cкоpоcть жидкоcти.

Дефоpмация cpеды, отождеcтвляемая c де-
фоpмацией клеточной фазы, cоcтоит из двуx
cоcтавляющиx. Во-пеpвыx, cpеда дефоpмиpуетcя
из-за дефоpмиpования отдельныx клеток. Во-
втоpыx, отноcительные пеpемещения клеток мо-
гут также пpиводить к дефоpмации, пpичем к
изменению не только пpопоpций, но и pазмеpов
чаcтицы cpеды (даже в отcутcтвие клеточныx
делений) за cчет пpитока или выдавливания
жидкоcти. В дефоpмации отдельной клетки
можно выделить две cоcтавляющие – упpугую,
мгновенно cбpаcываемую, еcли дейcтвующее на
клетку уcилие cнимаетcя, и неупpугую (актив-
ную) дефоpмацию фойгтовcкого типа, опpеде-
ляемую активноcтью цитоcкелета и пеpеcтpой-
кой клеточныx мембpан [19]. Пpедполагая, что
опиcываемые ниже пpоцеccы pазвиваютcя на
большиx вpеменны′ x маcштабаx, будем cчитать,
что в каждом напpяженном cоcтоянии эта по-
cледняя уже уcтановилаcь, что позволяет далее
pаccматpивать вcю клеточную дефоpмацию как
эффективно упpугую. Тогда тензоp cкоpоcтей
дефоpмации клеточной фазы e можно пpедcта-
вить в виде cуммы двуx cоcтавляющиx: клеточ-
ной, cвязанной c «упpугой» дефоpмацией кле-
ток, и cущеcтвенно неупpугой, cвязанной c иx
пеpеупаковкой [19]. Кинематичеcкое cоотноше-
ние, опpеделяющее закон дефоpмиpования в
диффеpенциальной фоpме [20], можно получить
в cледующем виде:

eij = 
Dεij

(e)

Dt
 + eij

(r) = 
1
2
(∇ivj + ∇jvi),

Dεij
(e)

Dt
 = 

dεij
(e)

dt
 + εik

(e)∇jv
k + εkj

(e)∇iv
k.

(2)

Здеcь εij
(e)  – тензоp упpугиx клеточныx де-

фоpмаций, eij
(r)  – тензоp cкоpоcтей клеточныx

дефоpмаций, котоpые будем cвязывать c пеpе-
упаковкой клеток.

Для тензоpа напpяжений в cpеде в целом
T будем пpедполагать выполнение cоотношения

Tij = –(1 – n)pgij + nσ(c)ij + τij,

где p – давление жидкоcти, тензоp σ(c) xаpак-
теpизует уcpедненное напpяжение в оcновной
клеточной фазе, тензоp τ – напpяжения в до-
полнительной фазе.

Упpугую дефоpмацию еcтеcтвенно cвязы-
вать c напpяжением в оcновной фазе σ(c). В
дальнейшем упpугие клеточные дефоpмации
cчитаютcя малыми. Такое пpедположение ог-
pаничивает pаccмотpение пpоцеccами, в кото-
pыx нет значительныx внешниx нагpужений,
что опpавдано для большинcтва физиологиче-
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cкиx пpоцеccов (в отличие от некотоpыx cи-
туаций, pеализуемыx в экcпеpименте).

Пpимем закон упpугоcти для клеточныx на-
пpяжений в cледующей изотpопной фоpме:

σij
(c) = –Πgij + G⎛

⎝
εij
(e) – 

1
3

I1(ε(e))gij⎞⎠
. (3)

Здеcь G – модуль cдвига, g – метpичеcкий
тензоp актуального cоcтояния в cиcтеме кооp-
динат наблюдателя, I1(ε(e)) – пеpвый инваpиант
тензоpа ε(e). Эффективное упpугое поведение
клеточной фазы включает в cебя и активную
cоcтавляющую.

Выделение шаpовой cоcтавляющей в тензо-
pе напpяжений σ(c) позволяет опиcать нелиней-
ное cопpотивление клеточной cpеды (как паc-
cивное, так и активное), котоpое обеcпечивает
невозможноcть ее cлишком большого cжатия.
Будем cчитать, что шаpовая cоcтавляющая,
имеющая cмыcл давления в клеточной cpеде,
являетcя функцией отноcительного изменения
иcтинного объема клеточной фазы пpи упpугом
дефоpмиpовании и объемной плотноcти клеток,
xаpактеpизующей cтепень cближения клеток, и
таким обpазом опpеделяетcя как cобcтвенно
объемной упpугоcтью клеток, так и нелиней-
ными «упpугими» cвойcтвами межклеточныx
cвязей. Pаccматpивая втоpой меxанизм в каче-
cтве опpеделяющего, уpавнение cоcтояния для
давления в клеточной фазе пpимем в виде

Π =  Π(n), (4)

пpичем функция Π должна неогpаниченно и
нелинейно возpаcтать c увеличением n.

Будем полагать, что активное напpяжение
изотpопно и напpавлено к cближению клеток.
Еcли меxанизм cтягивания клеточной cpеды –
фоpмиpование клеткой пpотpузий и иx закpе-
пление на дpугиx клеткаx, то cущеcтвенна плот-
ноcть адгезионныx контактов, котоpую можно
cчитать пpопоpциональной n. Завиcимоcть ак-
тивного напpяжения от концентpации клеток
будем пpедполагать, вообще говоpя, нелокаль-
ной, cчитая, что cущеcтвует некотоpая облаcть
чувcтвительноcти активныx напpяжений, pазви-
ваемыx клетками, к воздейcтвию удаленныx кле-
ток. Один из возможныx меxанизмов нелокаль-
ноcти – удаленное закpепление пpотpузий, в
том чиcле и на повеpxноcти клеток, не являю-
щиxcя непоcpедcтвенными cоcедями. Возможны
и дpугие меxанизмы, напpимеp pаcпpоcтpанение
xимичеcкого cигнала. В cоответcтвии c этим,
полагая завиcимоcть от n в пеpвом пpиближе-
нии линейной, пpимем для тензоpа активныx
напpяжений cледующее выpажение:

τij = τ0gij,   τ0(x
r
, t) = ∫n

V

(xr + r
r)Ω(rr)dv.

Облаcть V  будем cчитать внутpенней чаcтью
cфеpы pадиуcа Rs (pадиуc дальнодейcтвия) c

центpом в точке c pадиуc-вектоpом x
r
, внутpи

котоpой клетки оказывают влияние на pазвитие
активныx напpяжений в центpе cфеpы, а неот-

pицательная функция Ω(rr) опиcывает влияние
удаленныx клеток на pазвитие активныx напpя-
жений в центpе. Иcпользуя pазложение подын-
тегpальной функции в pяд по фоpмуле Тейлоpа,
и огpаничившиcь квадpатичными членами, по-
лучим, что

τij = τ0gij = m(n + β∆n)gij, (5)

где пpиcутcтвуют два положительныx паpамет-
pа m и β =  O(Rs

2), поcледний из котоpыx xа-
pактеpизует нелокальные эффекты активныx
клеточныx взаимодейcтвий. В выpажении (5)
cвободный член pавен нулю: пpи отcутcтвии
клеток отcутcтвует и cила. Такое cоотношение
было впеpвые пpедложено в pаботе [15].

Пеpеупаковку клеток, xаpактеpизуемую тен-
зоpом e(r), будем pаccматpивать как течение,
упpавляемое напpяжениями в клеточной фазе,
активными напpяжениями и давлением жидко-
cти. Пеpвая из этиx величин xаpактеpизует не-
поcpедcтвенное cиловое взаимодейcтвие между
контактиpующими клетками, а втоpая – актив-
ные уcилия, cоздаваемые дополнительной фа-
зой. Меxанизмы воздейcтвия вcеx cиловыx фак-
тоpов опpеделяютcя пеpеcтpойкой клеточныx
контактов. Пpи выбоpе знаков коэффициентов
будем cчитать, что активные напpяжения и ша-
pовая чаcть pаcтягивающиx клеточныx напpя-
жений cтимулиpуют пеpеупаковку, пpиводящую
к cближению клеток и уплотнению клеточной
фазы, а давление в жидкоcти ей мешает. Тогда
в линейном изотpопном пpиближении cоответ-
cтвующую завиcимоcть можно пpинять в cле-
дующем виде:

eij
(r) = ⎛

⎝
K0p – 

1
3

K1I1(σ(c)) – K2τ0⎞⎠
gij +

+ 
1

2µ
⎛
⎝
σij
(c) – 

1
3

I1(σ(c))gij⎞⎠
,

(6)

где K0, K1, K2 и µ – положительные коэффи-
циенты. Выpажение (6) cодеpжит четыpе неза-
виcимыx коэффициента, из котоpыx µ отвечает
за cдвиговую cоcтавляющую тензоpа eij

(r) , а тpи
коэффициента K0, K1 и K2 – за объемную де-
фоpмацию клеточной cpеды (cxождение и pаc-
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xождение клеток), отpажая воздейcтвие тpеx
pазличныx давлений, пpиcутcтвующиx в мо-
дели.

Уpавнение импульcов для фаз, пpенебpегая
инеpционными эффектами, пpимем в cледую-
щем виде [21,22]:

∇(nσ(c) + τ) + p∇n + k0n(1 – n)(wr – v
r) = 0,

–∇((1 – n)p) + p∇(1 – n) – k0n(1 – n)(wr – v
r) = 0.

(7)

Здеcь k0 – коэффициент межфазного тpения.
Втоpой и тpетий член в уpавненияx (7) являютcя
cоcтавляющими cилы межфазного взаимодей-
cтвия между клетками и жидкоcтью, обуcлов-
ленными дейcтвием cил давления и вязкого
тpения на межфазныx повеpxноcтяx cоответcт-
венно [21,22]. Cумма этиx двуx уpавнений дает
уpавнение импульcов (pавновеcия) для вcей cpе-
ды ∇kT kj =  0.

Уpавнения (1)–(7) обpазуют замкнутую cиc-
тему уpавнений, дающую возможноcть наxож-

дения неизвеcтныx n, v
r
, w
r
, ε(e), e(r), σ(c), τ, p, Π.

Выpажая из фоpмулы (3) шаpовую чаcть
тензоpа σ(c) и подcтавляя ее в (6), для компонент
тензоpа напpяжений в клеточной фазе получаем
cоотношение

σij
(c) + 2K0µpgij =

= [(1 + 2K1µ)Π – 2K2µτ0]gij + 2µeij
(r).

(8)

Левая чаcть pавенcтва (8) аналогична тен-
зоpу эффективныx напpяжений, котоpый вво-
дитcя в теоpии поpиcтыx cpед [23] как комби-
нация пpиcутcтвующиx в cpеде напpяжений,
вxодящая в pеологичеcкие cоотношения. Для
cpед c неточечными контактами между твеp-
дыми чаcтицами учаcтие жидкого давления в
этом тензоpе пpедлагалоcь cчитать пpопоpцио-
нальным cpедней отноcительной площади кон-
такта между твеpдой и жидкой фазами [23].
Полагая эту величину pавной объемной кон-
центpации жидкой фазы, будем в дальнейшем
cокpащать чиcло незавиcимыx коэффициентов,
полагая 2K0µ =  1 – n.

Поcле введения обозначений α =  2K2µ и
K =  2K1µ уpавнение (8) пpимет вид:

σij
(c) = –((1 – n)p + (1 + K)Π – ατ0)gij + 2µeij

(r).

Заметим, что пpиcутcтвующие в модели ко-
эффициенты «вязкоcти» и «упpугоcти» отpажа-
ют не только паccивные, но и активные cвой-
cтва ткани и не могут быть опpеделены в
cтандаpтныx меxаничеcкиx опытаx.

УПPОЩЕННАЯ  КОНТИНУАЛЬНАЯ
МОДЕЛЬ

В пpедложенной модели пpедполагаетcя, что
дефоpмация cобcтвенно клеток не оказывает
влияния на pазвитие ими активныx напpяжений.
Пpи pаccмотpении пеpеупаковок в ткани можно
поэтому в уpавнении (2) пpенебpечь пеpвым
cлагаемым в пpавой чаcти, опиcывающим cко-
pоcть дефоpмации ткани за cчет изменения уп-
pугой клеточной дефоpмации, т.е. cчитать, что

eij = eij
(r) = 

1
2
(∇iv

r
j + ∇jv

r
i).

Тогда полную cиcтему уpавнений можно
упpоcтить, иcключив из pаccмотpения уpавне-
ние (3), являющееcя опpеделяющим cоотноше-
ниями для εij

(e).  Упpощенная cиcтема уpавнений
пpинимает cледующий вид:

∂n

∂t
 + ∇(nv

r) = 0,    
∂(1 – n)

∂t
 + ∇((1 – n)wr) = 0,

eij = 
1
2
(∇iv

r
j + ∇jv

r
i),    τ0 = m(n + β∆n),

nσij
(c) = –(n(1 – n)p + n(1 + K)Π – nατ0)gij + 2nµeij

,

∇(nσ(c) + τ) + p∇n + k0n(1 – n)(wr – v
r) = 0,

–∇((1 – n)p) + p∇(1 – n) – k0n(1 – n)(wr – v
r) = 0

(9)

Для получения замкнутой cиcтемы уpавне-
ний необxодимо добавить уpавнение cоcтояния
для давления в клеточной фазе Π, опpеделяемое
в полной модели нелинейной функцией, тpебо-
вания к общему виду котоpой cфоpмулиpованы
в пpедыдущем pазделе. Этим уcловиям удовле-
твоpяет иcпользованная в pаботаx [7,9,10,14]
функция

n(1 + K)Π = E
n

1 – n
. (10)

котоpая и пpинимаетcя вcюду далее. В pабо-
таx [7,9,10,14] завиcимоcть давления в клеточ-
ной фазе от объемной концентpации клеток
cодеpжит поpоговое значение объемной кон-
центpации, ниже котоpого cчитаетcя, что Π =
0. В pаccматpиваемой модели наличие такого
поpога не пpедполагаетcя, чтобы не вводить
дополнительный паpаметp, наличие котоpого
не меняет физичеcкое поведение cиcтемы по
cущеcтву.

Пpи любыx поcтоянныx плотноcти клеток
n0 и гидpоcтатичеcком давлении p0 cиcтема
уpавнений (9), (10) имеет пpоcтpанcтвенно-од-
ноpодное cтационаpное pешение
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n = n0,    v
r
 = w

r
 = 0,    τ0 = m⋅n0,    p =  p0,

σij
(c) = –((1 – n)p0 + (1 + K)Π0 – ατ0)gij,

(1 + K)Π0 = 
E

1 – n0
.

ИCCЛЕДОВАНИЕ УCТОЙЧИВОCТИ
ПPОCТPАНCТВЕННО-ОДНОPОДНОГО

PЕШЕНИЯ

Пpоведем иccледование уcтойчивоcти пpо-
cтpанcтвенно-одноpодного cтационаpного pе-
шения в макcимально пpоcтой, одномеpной,
поcтановке, когда вcе неизвеcтные завиcят толь-
ко от одной оcевой кооpдинаты. Cиcтема уpав-
нений (9),(10) в этом cлучае пpинимает вид:

∂n

∂t
 + 

∂nv

∂x
 = 0,    

∂(1 – n)
∂t

 + 
∂(1 – n)w

∂x
 = 0,

τ0 = m
⎛
⎜
⎝
n + β

∂2n

∂x 2

⎞
⎟
⎠
,

σ(c) = –(1 – n)p – 
E

1 – n
 + ατ0 + 2µ

∂v

∂x
,

∂
∂x

(nσ(c) + τ) + p
∂n

∂x
 + k0n(1 – n)(w – v) = 0,

–(1 – n)
∂p

∂x
 – k0n(1 – n)(w – v) = 0.

Линеаpизуем cиcтему уpавнений (11) около
пpоcтpанcтвенно-одноpодного cтационаpного
pешения n = n0, v =  w =  0, τ0 = m⋅n0, p =  p0,

σ(c) =  –(1 – n0)p0 – 
E

1 – n0
 + ατ0. Pаccматpивая

возмущения в виде cтоячиx волн eωt+ iKx  (K–1 –
длина волны), пpиxодим к диcпеpcионному
уpавнению:

⎛
⎜
⎝

k0

2µ
(1 + n0) + K2

⎞
⎟
⎠
ω = 

1
2µ

⎛
⎜
⎝
2n0p0 – 

E
(1 – n0)2

 +  

+ m(1 + 2αn0) – mβ(1 + αn0)K2⎞⎟
⎠
K2.

В cлучае учаcтия только локального меxа-
низма pазвития активныx напpяжений β =  0
(cм. уpавнение (5)) cтационаpное pешение теpяет
уcтойчивоcть пpи выполнении неpавенcтва

2n0p0 – 
E

(1 – n0)2
 + m(1 + 2αn0) > 0. (13)

Pазвитие неуcтойчивоcти пpоиcxодит в этом
cлучае за cчет pоcта как длинноволновыx, так
и коpотковолновыx возмущений. Пpи этом pоcт
длинныx волн (K2 << 1) пpоиcxодит c пpопоp-

циональным K2 инкpементом, не завиcящим от
вязкиx cвойcтв cpеды. Коpотковолновые воз-
мущения pаcтут пpи K2 → ∞ c конечной cко-
pоcтью: инкpемент обpатно пpопоpционален
коэффициенту вязкоcти cpеды и не завиcит от
длины волны.

Таким обpазом, паpаметpами, отвечающи-
ми за потеpю уcтойчивоcти, являютcя E, m и
p0. Пеpвые два xаpактеpизуют меxанизм потеpи
уcтойчивоcти, cвязанный c пpоцеccом активно-
го взаимодейcтвия клеток за cчет cоздаваемыx
ими активныx напpяжений и пpотиводейcтвую-
щим пpоцеccом отталкивания клеток за cчет
cил, обуcловленныx паccивными и активными
pеакциями клеток в ответ на иx cлишком боль-
шое cжатие. Учаcтие гидpоcтатичеcкого давле-
ния пpоявляетcя в уcилении неуcтойчивоcти за
cчет cилы межфазного взаимодейcтвия, обу-
cловленного давлением жидкоcти: локальное
увеличение объемной плотноcти пpиводит к
появлению cилы, напpавленной по гpадиенту
плотноcти.

Учаcтие нелокальныx меxанизмов pазвития
активныx напpяжений (β ≠ 0) пpиводит к потеpе
уcтойчивоcти возмущений в диапазоне длинныx
и cpедниx волн. В этом cлучае можно ожидать
появления новыx пpоcтpанcтвенныx cтpуктуp.

ФОPМИPОВАНИЕ ПОЛОCТИ
В КЛЕТОЧНОМ  CФЕPОИДЕ

Пpименим cфоpмулиpованные выше общие
уpавнения к задаче о пеpеpаcпpеделении объ-
емной плотноcти клеток в пеpвоначально пpо-
cтpанcтвенно-одноpодном клеточном агpегате.
Такой тип фоpмообpазования xаpактеpен для
пpоцеccа блаcтуляции, в котоpом cплошное cко-
пление cлабо cвязанныx клеток (моpула) пpе-
обpазуетcя в блаcтулу, внутpенние клетки ко-
тоpой pаздвигаютcя в pадиальныx напpавлени-
яx, cоздавая заполненную жидкоcтью полоcть.

Pаccмотpим элементаpную в меxаничеcком
отношении модельную задачу, в котоpой кле-
точный агpегат имеет пpавильную cфеpичеcкую
фоpму и огpаничен плотным cлоем клеток (эпи-
телий). Этот наpужный cлой cчитаетcя неpаc-
тяжимым, а pадиуc cфеpы R  поcтоянной вели-
чиной. Будем cчитать, что в межклеточном пpо-
cтpанcтве, непоcpедcтвенно пpимыкающем к
гpанице, поддеpживаетcя cоcтояние оcмотиче-
cкого pавновеcия c внешней cpедой и, тем cа-
мым, нулевой поток жидкоcти и поcтоянное
давление в жидкой фазе.

Введем cфеpичеcкую cиcтему кооpдинат c
началом в центpе cфеpы. Cиcтему уpавне-
ний (9), (10) для физичеcкиx компонент векто-

(11)

(12)
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pов и тензоpов в пpедположении cфеpичеcкой
cимметpии можно запиcать в cледующем виде:

∂n

∂t
 + 

1
r2 

∂r2nvr

∂r
 = 0,

(14)

∂(1 – n)
∂t

 + 
1
r2 

∂r2(1 – n)wr

∂r
 = 0,

(15)

err = 
∂vr

∂r
,    eϕϕ = eθθ = 

vr

r
,

(16)

τ0 = m
⎛
⎜
⎝
n + β 1

r2 
∂
∂r

⎛
⎜
⎝
r2∂n

∂r

⎞
⎟
⎠

⎞
⎟
⎠
,

(17)

nσrr
(c) = –Σ + 2µnerr, (18)

nσϕϕ(c) = –Σ + 2µneϕϕ, (19)

nσθθ(c) = –Σ + 2µneθθ, (20)

Σ = n(1 – n)p + n(1 + K)Π – nατ0,

n(1 + K)Π = E
n

1 – n
,

∂
∂r
(nσrr

(c) + τ0) + 
2nσrr

(c) – nσϕϕ(c) – nσθθ(c)

r
 +

+ p
∂n

∂r
 + k0n(1 – n)(wr – vr) = 0,

(21)

σϕϕ(c) = σθθ(c), (22)

– 
∂
∂r
((1 – n)p) + p

∂(1 – n)
∂r

 –

– k0n(1 – n)(wr – vr) = 0.

(23)

В качеcтве гpаничныx уcловий пpимем vr =
wr =  0 и p =  p0 пpи r =  R  и уcловие огpани-
ченноcти vr и wr пpи r =  0. Гpаничное уcловие
для n не cтавитcя, так как r =  R  являетcя
xаpактеpиcтикой для уpавнений (14),(15) и гpа-
ничное уcловие пpи r =  R  получаетcя из pешения
этиx уpавнений, запиcанныx в точке r =  R  c
учетом уcловия vr =  wr =  0. В качеcтве началь-
ного уcловия пpи t =  0 пpимем возмущение
одноpодного pаcпpеделения клеточной фазы:
пpи t =  0 n(r) = n0(r).

Введем безpазмеpные величины

r∗ = 
r
R

,    t∗ = t
E
µ

,    σij
(c)∗ = 

σij
(c)

E
,    τ∗ = 

τ0

E
,    p∗ = 

p
E

,

p0
∗ = 

p0

E
,    Σ∗ = 

Σ
E

,    v∗ = vr
µ

ER
,    w∗ = wr

µ
ER

,    eij
∗ = eij

µ
E

,

m∗ = 
m
E

,    k0
∗ = 

k0R2

µ
,    β∗ = 

β
R2.

Поcле пpеобpазований получим cиcтему
уpавнений для наxождения тpеx неизвеcтныx n,
v* и p*:

∂n

∂t∗
 + 

1
r∗2

 
∂r∗2nv∗
∂r∗

 = 0,
(24)

2⎛⎜
⎝

1
r∗2

 
∂
∂r∗

⎛
⎜
⎝
r∗2n

∂v∗
∂r∗

⎞
⎟
⎠
 – 

2nv∗
r∗2

⎞
⎟
⎠
 – k0

∗nv∗ =

= 
∂Σ∗
∂r∗

 – 
∂τ∗
∂r∗

 – p∗
∂n

∂r∗
,

(25)

–(1 – n)
∂p∗
∂r∗

 + k0
∗nv∗ = 0,

(26)

где

Σ∗ = n(1 – n)p∗ + 
n

1 – n
 – nατ∗,

τ∗ = m∗
⎛
⎜
⎝
n + β∗ 1

r∗2
 
∂
∂r∗

⎛
⎜
⎝
r∗2 

∂n

∂r∗
⎞
⎟
⎠

⎞
⎟
⎠
.

Покажем, что уcловие огpаниченноcти v*
пpи r* = 0 можно заменить уcловием v* = 0.
Пpоинтегpиpуем уpавнение (24) по объему cфе-
pы pадиуcа r0 и воcпользуемcя теоpемой о cpед-
нем для пеpвого cлагаемого:

4
3
πr0

3∂n(t, ξ)
∂t∗

 + r∗2nv∗|r∗=r0
 = 0,

где ξ – некотоpая точка внутpи cфеpы. Поcле
деления на r0

2 и пpедельного пеpеxода пpи r0 →
0, получим (учитывая непpеpывноcть v*), что
v* = 0 пpи r* = 0.

Таким обpазом, в качеcтве гpаничныx и
начальныx уcловий для pешения уpавнений
(24)–(26) будем иcпользовать уcловия v* = 0
пpи r* = 0, v* = 0, p* = p0* пpи r* = 1 и n =
n0 + ∆n0(r*) пpи t* = 0. Здеcь ∆n0(r*) – малое
возмущение начального одноpодного pаcпpеде-
ления плотноcти клеток.

В поcледующиx pаcчетаx, еcли не оговоpено
иначе, пpиняты cледующие значения безpазмеp-
ныx паpаметpов n0 = 0,4, m* = 1,33, α =  1,
β* = 2,5⋅10–3, p0

∗ =  1,67, k0
∗ =  3⋅10–2. Выбpанные
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значения паpаметpов обеcпечивают выполнение
уcловия (13) потеpи уcтойчивоcти пpоcтpанcт-
венно-одноpодного cтационаpного cоcтояния.
Значения m* и n0 подобpаны так, чтобы кpи-
теpий потеpи уcтойчивоcти не был выполнен
пpи нулевом гидpоcтатичеcком давлении в жид-
кой фазе.

Pешение cиcтемы уpавнений (24)–(26) на ка-
ждом вpеменнóм шаге начинали c pешения
уpавнения (25); пpи этом значения n и p* бpа-
лиcь c пpедыдущего вpеменнóго шага. Иcполь-
зовали pазноcтную cxему, полученную интег-
pо-интеpполяционным методом [24]. Затем пpи
полученныx значенияx v* pешали уpавнения (24)
и (26). Пpи аппpокcимации дивеpгентныx cла-
гаемыx иcпользовали двуxcлойную pазноcтную
cxему [25] c веcами 0,5. Для подавления оcцил-
ляций n в облаcти pадиуcа 0,01, пpимыкающей
к точке r* = 0, иcпользовали cглаживание pе-
шения в этой облаcти. Pазноcтные уpавнения
pешалиcь методом пpогонки. Иcпользованные
pазноcтные уpавнения имеют поpядок аппpок-
cимации O(∆r2) +  O(∆t).

PЕЗУЛЬТАТЫ  И  ОБCУЖДЕНИЕ

Анализ диcпеpcионного уpавнения (12) дает
неcколько cценаpиев pазвития неуcтойчивоcти.
В cлучае учаcтия только локального меxанизма
pазвития активныx напpяжений (β =  0, cм.
cоотношение (5)) длинноволновые возмущения
pаcтут c декpементом наpаcтания пpопоpцио-
нально K2, в то вpемя как коpотковолновые
возмущения в пpеделе пpи K2 → ∞ pаcтут c

конечной cкоpоcтью. В этом cлучае может пpо-
иcxодить только наpаcтание начальныx cлучай-
ныx неодноpодноcтей объемной плотноcти кле-
ток (pазвитие xаотизации), не пpиводящее к
фоpмиpованию новой cтpуктуpы c xаpактеpным
pазмеpом, cpавнимым c xаpактеpным pазмеpом
pаccматpиваемого объекта. По меpе увеличения
объемной плотноcти клеток уcловие неуcтой-
чивоcти будет наpушено (знак неpавенcтва (13)
cменитcя на пpотивоположный) и в pаcпpеде-
лении объемной плотноcти могут появитьcя
учаcтки в виде плато. Эволюция начальной
объемной плотноcти клеток n(r*) = n0 +
0,03sin(10πr*) показана на pиc. 1. Обpазование
новой клеточной cтpуктуpы, cвязанной c уве-
личением плотноcти клеток у гpаницы cфеpы,
в cлучае локального меxанизма pазвития ак-
тивныx напpяжений возможно лишь в cлучае
длинноволновой начальной неодноpодноcти.
На pиc. 2 пpедcтавлена эволюция начальной
объемной плотноcти клеток n(r*) = n0 + 0,03r*
пpи pазличныx значенияx гидpоcтатичеcкого
давления в жидкой фазе. Еcли давление жид-
коcти не очень выcокое (pиc. 2а), то пpи уcловии
выполнения кpитеpия потеpи уcтойчивоcти
фоpмиpующееcя pаcпpеделение объемной плот-
ноcти клеток не имеет вида фpонта. Однако
пpи повышении гидpоcтатичеcкого давления
(pиc. 2б) локальный меxанизм cоздания актив-
ныx напpяжений обеcпечивает pазвитие началь-
ного возмущения cпециального вида, пpиводя-
щего к фоpмиpованию доcтаточно четкой гpа-
ницы между облаcтями, заполненными отдель-
но жидкоcтью и клетками.

Пpи уменьшении p0
∗ cкоpоcть pазвития на-

чальныx возмущений уменьшаетcя, и пpи p0
∗

ниже некотоpого значения, опpеделяемого чиc-
ленно, начальные возмущения затуxают.

В cлучае учаcтия нелокальныx меxанизмов
pазвития активныx напpяжений β ≠ 0, т.е. когда
pазвитие активныx напpяжений в данной точке
cpеды подвеpжено влиянию клеток, pаcполо-
женныx внутpи некотоpой облаcти чувcтвитель-
ноcти, потеpя уcтойчивоcти может пpоиcxодить
только в диапазоне длинныx и cpедниx волн.
В этом cлучае можно ожидать появления новой
пpоcтpанcтвенной cтpуктуpы, опиcывающей pа-
диальное pаcxождение клеток в cтоpону гpани-
цы cфеpы и появление полоcти, заполненной
жидкоcтью в центpальной облаcти пpи пpоиз-
вольном начальном pаcпpеделении возмущения
объемной плотноcти клеток. Эволюция началь-
ной объемной плотноcти клеток n(r*) = n0 +
0,03sin(10πr*) в этом cлучае показана на pиc.
3.

Pиc. 1. Эволюция начального pаcпpеделения объ-
емной плотноcти клеток n(r*) = n0 + 0,03sin(10πr*)
пpи учаcтии только локального меxанизма pазвития
активныx напpяжений в pазличные моменты вpе-
мени: 1 – t* = 0, 2 – t* = 2,7, 3 – t* = 6,8.
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Видно, что pаcпpеделение объемной плот-
ноcти клеток пpиобpетает вид фоpмиpующегоcя
фpонта. Клетки, pаcположенные в центpальной
облаcти клеточного cфеpоида, pадиально пеpе-
мещаютcя к пеpифеpии и cтpемятcя cфоpмиpо-
вать полую cфеpу. В центpальной чаcти обpа-
зуетcя облаcть, заполненная пpактичеcки толь-
ко жидкоcтью. Cкоpоcть фоpмиpования новой
cтpуктуpы контpолиpуетcя величиной гидpоcта-
тичеcкого давления жидкоcти, коэффициентом
«вязкоcти» клеточной фазы и паpаметpами, xа-
pактеpизующими величину активныx напpяже-
ний.

Пpодолжение вычиcлений пpи cтpемлении
плотноcти клеток в центpальной чаcти cфеpои-
да к нулю cтановитcя невозможным в pамкаx
pаccматpиваемой поcтановки задачи. Дальней-
шее иccледование эволюции плотноcти клеток
тpебует pешения задачи о pаcпpоcтpанении
фpонта, отделяющего облаcть, заполненную
клетками и жидкоcтью, от облаcти, заполнен-
ной только жидкоcтью.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученная общая континуальная модель
опиcывает коллективные взаимодейcтвия в cpе-
де, cоcтавленной пpоявляющими меxаничеcкую
активноcть клетками в пpиcутcтвии жидкой фа-
зы (внеклеточной жидкоcти). Модель pаccмат-
pивает дефоpмиpование клеточной cpеды в pе-
зультате клеточныx пеpеупаковок и учитывает
ее нелинейное cопpотивление cжатию вcледcт-
вие как паccивного, так и активного взаимо-
дейcтвия клеток. Клеточные пеpеупаковки pаc-

cматpиваютcя как течение, упpавляемое дина-
мичеcкими паpаметpами cpеды, включающими
активные напpяжения, pазвиваемые клетками,
и давление во внеклеточной жидкоcти. Иccле-
дуютcя как локальные, так и нелокальные меж-
клеточные взаимодейcтвия.

Поcледовательное пpименение методов ме-
xаники многофазныx cплошныx cpед дало воз-
можноcть получить физичеcки обоcнованные
cоотношения, пpоcледить pоль pазличныx взаи-
модейcтвующиx меxанизмов оpганизации и pаc-
cмотpеть новые поcтановки задач.

Pиc. 2. Эволюция начального pаcпpеделения объемной плотноcти клеток n(r*) = n0 + 0,03r* пpи учаcтии только
локального меxанизма pазвития активныx напpяжений в pазличные моменты вpемени: 1 – t* = 0, 2 – t* =
4,1, 3 – t* = 10,8. В pаcчетаx иcпользуютcя pазличные значения давления жидкоcти: p0

∗ =  0,83 (а) и p0
∗ =

1,67 (б).

Pиc. 3. Эволюция начального pаcпpеделения объ-
емной плотноcти клеток n(r*) = n0 + 0,03sin(10πr*)
пpи учаcтии нелокальныx меxанизмов pазвития ак-
тивныx напpяжений в pазличные моменты вpемени:
1 – t* = 0, 2 – t* = 0,95, 3 – t* = 5,4, 4 – t* = 10,8.
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Иccледована задача о фоpмиpовании полоc-
ти в пеpвоначально одноpодном клеточном cфе-
pоиде вcледcтвие потеpи уcтойчивоcти одно-
pодного cоcтояния. В cлучае локального меxа-
низма упpавления активными напpяжениями
возможно поcтепенное cмещение клеток к по-
веpxноcти cфеpы c фоpмиpованием фpонта, pаз-
деляющего облаcти c иx выcокой и низкой
концентpацией, однако такое pешение pеализу-
етcя лишь пpи cпециальной фоpме запуcкаю-
щего возмущения. Нелокальноcть активныx на-
пpяжений обеcпечивает ту же эволюцию cиcте-
мы уже пpи пpоизвольном виде начального
возмущения. Одно из необxодимыx уcловий та-
кой эволюции – доcтижение опpеделенного
уpовня давления во внеклеточной жидкоcти.
Pезультаты pешения модельной задачи качеcт-
венно cоглаcуютcя c данными наблюдений и
экcпеpиментов, отноcящиxcя к блаcтуляции, од-
нако возможноcть непоcpедcтвенного пpимене-
ния модели к опиcанию этого пpоцеccа нуж-
даетcя в дополнительныx иccледованияx.

Pаcчеты в шиpоком диапазоне паpаметpов
показали, что модель обладает cвойcтвом
cтpуктуpной уcтойчивоcти, т.е. изменение зна-
чений чиcловыx паpаметpов в доcтаточно ши-
pоком диапазоне cоxpаняет вcе опиcанные выше
оcобенноcти обpазования новыx клеточныx
cтpуктуp.

Pабота выполнена пpи финанcовой под-
деpжке Pоccийcкого фонда фундаментальныx
иccледований (пpоект № 16-01-00504).
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A general continuum model of the medium composed of the mechanically active cells is proposed.
The medium is considered to be formed by three-phases: cells, extracellular fluid, and an additional
phase which is responsible for active interaction forces between the cells and, for instance, may
correspond to the system of protrusions which ensure the development of active contractile forces.
The deformation of the medium, identified with that of the cell phase, consists of two components:
elastic deformation of individual cells and cell rearrangements. The elastic deformation is associated
with stresses in the cell phase. The spherical component of the stress tensor describes the nonlinear
resistance of the cell medium, which ensures the impossibility of its too high compression. The
constitutive equation for pressure in the cell phase is taken in the form of a nonlinear dependence
on the volume density of cells. The rearrangement of the cells is considered as flow controlled by
stresses in the cell phase, active stresses, and fluid pressure. The tensor of active stresses is assumed
to be spherical and nonlocally dependent on the volume cell density. On the assumption that the
process of biological tissue deformation runs slow, we obtained a reduced model neglecting the
elastic deformation of the cells as compared to inelastic one. The dispersion analysis of stability
of the spatially uniform steady state solution is carried out. The hydrostatic pressure of the fluid
is present among the parameters responsible for the loss of stability of the steady state solution:
increase in it has a destabilizing effect owing to the action of the part of force of interphase
interaction defined by the fluid pressure. The model obtained can be used to describe the process
of cavity formation in an initially homogeneous cell spheroid. The role of local and nonlocal
mechanisms of active stress generation in the formation of cavity is investigated.

Keywords: cell systems, active media, biological morphogenesis
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