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Ан а лиз ме та бо  ли че  ских по то ков  
с и с  по ль  зо ва ни ем  13 С- изо то  пов ( 1 3 C-MFA).
II.  Ма те  ма ти ч е ские  осно  вы ме  то да
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Од ним из важ ных ас пек тов при ме не ния 13C-MFA яв ля ет ся по ни ма ние и со зна те ль ное ис по ль зо ва ние основ и ме то дов ма те ма -
ти че ско го мо де ли ро ва ния эк с пе ри мен тов с тя же лы ми изо то па ми уг ле ро да, а так же рас чет ко ли че ст вен но го рас пре де ле ния
внут ри кле точ ных по то ков ме та бо ли тов и их ста ти сти ки.  Дан ный раз дел об зо ра, ч. II (ч. I опуб ли ко ва на в жур на ле «Био тех но -
ло гия», Т. 32, № 5, 2016), по свя ще н по дроб но му опи са нию ма те ма ти че ских ас пек тов рас смат ри ва е мо го ана ли за ме та бо ли че -
ских по то ков и раз де лен на три гла вы. Пер вая со дер жит опи са ние об щей схе мы рас че та ме та бо ли че ских по то ков с ис по ль зо ва -
ни ем ме то дов не ли ней ной рег рес сии на осно ве со от вет ст ву ю щих эк с пе ри мен та ль ных дан ных, по лу чен ных с 13С-ме ченым
суб ст ра том. Эта схе ма пред наз на че на для уже по стро ен ных ма те ма ти че ских мо де лей рас пре де ле ния тя же лых изо то пов уг ле -
ро да в ме та бо ли че ской си с те ме. Вто рая гла ва рас смат ри ва ет раз лич ные под хо ды к оцен ке точ но сти опре де ле ния ме та бо ли че -
ских по то ков, а так же адек ват но сти и ста ти сти че ской зна чи мо сти ис по ль зо ван ной ме та бо ли че ской мо де ли. На ко нец тре тья
гла ва пред став ля ет со бой об зор основ ных под хо дов к ма те ма ти че ско му мо де ли ро ва нию рас пре де ле ния тя же лых ато мов внут -
ри ме та бо ли че ской си с те мы. При этом все под хо ды рас смат ри ва ют ся в хро но ло ги че ском по ряд ке их опуб ли ко ва ния, а их при -
ме не ние про ил лю ст ри ро ва но на упро щен ной мо де ли ги по те ти че ской ме та бо ли че ской си с те мы.

Клю че вые сло ва: за да ча не ли ней ной рег рес сии, ку му ля тив ные изо то по ме ры, мат ри цы изо то по мер ных пе рес та но вок, ме тод на и -
мень ших квад ра тов, сте хи о мет ри чес кая мат ри ца, точ ность оп ре де ле ния по то ков, эле мен тар ные ме та бо ли чес кие еди ни цы.

doi: 10.1016/0234-2758-2016-32-9-34

На сто я щий об зор яв ля ет ся вто рой из трех
за пла ни ро ван ных пуб ли ка ций, по свя щен ных ос -
но вам и со вре мен но му со сто я нию но во го мощ но -
го ме то да ис сле до ва ний в си с тем ной био ло гии –
ана ли за ме та бо ли че ских по то ков с ис по ль зо ва ни -
ем эк с пе ри мен тов с 13C-ме чен ны ми суб ст ра та ми
в ка че ст ве ис точ ни ка уг ле ро да при ку ль ти ви ро ва -
нии ис сле ду е мо го ор га низ ма (13C-ba sed Me ta bo lic
Flux Ana ly sis, 13C-MFA). В от ли чие от пер во го и
тре тье го раз де лов под го тов лен но го цик ла пуб ли -

ка ций, вто рой пред по ла га ет опре де лен ный уро -
вень под го тов ки по тен ци а ль ных чи та те лей в об -
ла с ти ма те ма ти че ско го мо де ли ро ва ния, в том
чис ле ме то дов ли ней ной ал геб ры, мат рич но го ис -
чис ле ния, чис лен ных ме то дов ре ше ния оп ти ми за -
ци он ных за дач и ма те ма ти че ской ста ти сти ки.
Учи ты вая спе ци фи ку жур на ла «Био тех но ло гия»,
ав то ры по ста ра лись све с ти «ма те ма ти ку» к ми ни -
му му, но все же не в ущерб основ ным иде ям и ме -
то дам, раз ра бо тан ным и ак тив но ис по ль зу е мым
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Спи сок со кра ще ний: ЯМР – ядер ный маг нит ный ре зо нанс; AMM (Atom Map ping Mat rix) – мат ри ца атом ных пе ре ста но вок;
13C-MFA (13C-ba sed Me ta bo lic Flux Ana ly sis) – ана лиз ме та бо ли че ских по то ков с ис по ль зо ва ни ем 13С; CLE (Car bon-La be ling
Ex pe ri ment) – эк с пе ри мент с ме че ным уг ле ро дом; EMU (Ele men ta ry Me ta bo lic Units) – эле мен тар ные ме та бо ли че ские еди ни цы;
GC – га зо вая хро ма тог ра фия; IDV (Iso to po mer Dis t ri bu ti on Vec tor) – век тор изо то по мер но го рас пре де ле ния; IMM (Iso to po mer
Map ping Mat ri ces) – мат ри цы изо то по мер ных пе ре ста но вок; L – чис ло ис по ль зу е мых ите ра ций; MAV (Me ta bo li te Ac ti vi ty Vec -
tor) – век тор ак тив но сти ме та бо ли тов; MDV (Mass Dis t ri bu ti on Vec tor) – век тор рас пре де ле ния по мас сам; MS –масс-спек тро -
мет рия; PLE (Pa ral lel La be ling Ex pe ri ment) – па рал ле ль ный эк с пе ри мент с ме че ным уг ле ро дом; SLE (Sin g le La be ling Ex pe ri -
ment) – оди ноч ный эк с пе ри мент с ме че ным уг ле ро дом.



при про ве де нии 13C-MFA. Хо те лось бы, что бы
вни ма те ль ный чи та тель, озна ко мив шись с ма те -
ри а лом это го раз де ла, бо лее кри тич но рас смат ри -
вал эк с пе ри мен та ль ные ма те ри а лы с ис по ль зо ва -
ни ем 13C-MFA и по ни мал, что по лу чен ные па ра -
мет ры оп ти ма ль ных по то ков не пред став ля ют
цен но сти без под твер ж де ния адек ват но сти ис по ль -
зо ван ной ме та бо ли че ской мо де ли и без уче та ста -
ти сти че ски зна чи мых до ве ри те ль ных ин тер ва -
лов. Ес ли же чи та тель по чув ст ву ет опре де лен ные
за труд не ния при зна ком ст ве с этим раз де лом, то
это ни в коей сте пе ни не по ме ша ет ему в осво е нии 
ма те ри а ла тре тьей ча с ти, в ко то рой бу дет по ка за -
на роль 13С-MFA в уже про ве ден ных ис сле до ва -
ни ях и пер с пек ти вы раз ви тия это го ме то да. Воз -
мож но, что по сле про пу с ка вто ро го, но по про чте -
нии тре тье го раз де ла это го цик ла уже мо ти ви ро -
ван ный чи та тель най дет в се бе си лы для зна ком -
ст ва и с ма те ма ти че ски ми осно ва ми ме то да для
его бо лее пол но го по ни ма ния.

НЕ МНО ГО МА ТЕ МА ТИ КИ ДЛЯ УТОЧ НЕ НИЯ 
ПО НЯ ТИЙ И РЕ ШЕ НИЯ ЗА ДАЧ 13С-MFA

В об щем слу чае си с те му урав не ний ма те ри -
а ль но го ба лан са мож но пред ста вить в ви де мат -
рич но-век тор но го диф фе рен ци а ль но го урав не -
ния:
d
dt
c Sv c  ,       (1)

где S – сте хи о мет ри чес кая мат ри ца раз мер нос ти 
m  n с ко эф фи ци ен та ми si,j, ха рак те ри зу ю щи ми
чис ло вхож де ний i-го (i=1,2,... m) ба лан си ру е мо го
ме та бо ли та в урав не ние j-й (j=1,2, ..., n) ре ак ции, а  
v = (v1, v2, … vn)T яв ля ет ся век тор - с тол б цом по то -
ков ме та бо ли чес ких ре ак ций в при ня той мо де ли.
Для про дук тов и суб с т ра тов j-й ре ак ции  si,j > 0 и
si,j < 0, со от вет с т вен но. Это урав не ние ос но вы ва -
ет ся на за ко не сох ра не ния мас сы, пред по ло же нии
о пос то ян ном внут рик ле точ ном объ е ме при на ли -
чии m ба лан си ру е мых ме та бо ли тов с кон цен т ра -
ци я ми c=(c1, c2, ..., cm)T и n ре ак ций со ско рос тя ми
по то ка vj, j = 1, 2, ..., n, в j-й ре ак ции и учи ты ва ет
раз ве де ние ме та бо ли та, про ис хо дя ще е за счет
кле точ но го де ле ния со ско рос тью рос та .

Обыч но пред по ла га ют, что обо рот бо ль -
шин ст ва пу лов внут ри кле точ ных ме та бо ли тов
про ис хо дит очень бы ст ро и ве ли чи на пу лов в
опре де лен ных усло ви ях прак ти че ски не за ви сит
от вре ме ни (pse u do ste a dy sta te), т.е. dc/dt = 0 в
урав не нии (1). Кро ме то го, ско рость раз ве де ния
ме та бо ли тов за счет де ле ния кле ток, как пра ви ло,
зна чи те ль но ме нь ше, чем раз ни ца в ско ро стях их

фор ми ро ва ния и по треб ле ния, а по то му мо жет
счи та ть ся пре не бре жи мо ма лой. Тог да урав не ние
(1) мо жет быть упро ще но сле ду ю щим об ра зом:

Sv = 0. (2)
В ран них ра бо тах по флук со ми ке сте хи о -

мет ри че ские мо де ли и со от вет ст ву ю щие мат ри цы 
со зда ва лись са ми ми ис сле до ва те ля ми (см., на при -
мер, [1, 2]). Те перь эти мат ри цы ав то ма ти че ски
ге не ри ру ют ся име ю щи ми ся компь ю тер ны ми про -
грам ма ми для рас че та ме та бо ли че ских по то ков на 
осно ве вво ди мо го по ль зо ва те лем на бо ра ре ак ций, 
вклю чен ных в со став мо де ли. Сре ди та ких наи бо -
лее из ве ст ных спе ци а ли зи ро ван ных про грамм,
опи сан ных в на уч ной ли те ра ту ре, от ме тим
13C-FLUX [3] и ее мо дер ни зи ро ван ную вер сию –
13CFLUX2 [4], METRAN (http://www.che.udel. edu/
mran ton/met ran.html) [5, 6], Open F LUX [7] (http://
open f lux.so ur ce for ge.net) и ее до пол нен ный ва ри -
ант Open F LUX2 [8], а так же FIA [9], in f lux_s [10]
и Open Me bi us [11]. Ли це нзии на ис по ль зо ва ние
этих про грамм мо гут быть бес плат ны ми для ака -
де ми че ских це лей, но за не ко то рые из них мо гут
по тре бо вать опла ту в слу чае, ес ли ли це нзия пре -
до став ля ет ся биз нес-струк ту рам. Кро ме то го, мо -
гут быть не об хо ди мы до пол ни те ль ные пи сь мен -
ные со гла ше ния, под пи сан ные ко неч ны ми по ль -
зо ва те ля ми про грамм [12].

Обыч но ре а ль ные ме та бо ли че ские мо де ли
яв ля ют ся не до оп ре де лен ны ми, по ско ль ку чис ло
ме та бо ли че ских по то ков (ре ак ций) в нор ме пре -
вос хо дит чис ло ме та бо ли тов  [13, 14]. При этих
пред по ло же ни ях об щее ре ше ние урав не ния (2)
мо жет быть най де но, на при мер, ме то дом Га ус -
са-Жор да на с пре об ра зо ва ни ем мат ри цы S с ран -
гом r = rank(S)m, как это по дроб но рас смот ре но,
на при мер, в при ло же нии 1 (Ad di ti o nal Fi le 1) ра -
бо ты [8]. В ре зу ль та те этих мат рич но-век тор ных
пре об ра зо ва ний фор ми ру ет ся но вый век тор-стол -
бец по то ков u из n эле мен тов, ко то рый име ет сле -
ду ю щий вид (от ме тим, что в си лу про из ве ден ных
эле мен тар ных пре об ра зо ва ний мат ри цы S в урав -
не нии (2) этот век тор от ли ча ет ся от ис ход но го
век то ра по то ков v по ряд ком сле до ва ния его эле -
мен тов):

u
v

N 







  dep


 , (3)

где vdep и  – r «вер х ние» и p = (n – r) «ниж ние»
эле мен ты век то ра u, ко то рые час то на зы ва ют за -
ви си мы ми и сво бод ны ми по то ка ми, со от вет с т -
вен но, а N  Null(S) – мат ри ца раз мер нос ти n  p,
яв ля ю ща я ся мат ри цей яд ра ли ней но го опе ра то ра,
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за да ва е мо го сте хи о мет ри чес кой мат ри цей S [15, 16].
От ме тим, что из ме ря е мые эк с пе ри мен таль но эф -
ф люк сы ав то ма ти чес ки от но сят ся к груп пе  [3, 7].
Кро ме то го, все об рат ные по то ки дву нап рав лен -
ных ре ак ций, как пра ви ло, так же от но сят к сво -
бод ным по то кам [8]. Та ким об ра зом, об щее ре ше -
ние ста ци о нар но го урав не ния (2) мо жет быть пред -
с тав ле но в ви де ли ней ной ком би на ции p не за ви -
си мых сво бод ных по то ков  (см. урав не ние (3)).
Из вес т но, что струк ту ра мат ри цы N и со от вет с т -
ву ю щая ей груп па сво бод ных по то ков  не уни -
каль ны и су щес т ву ют раз лич ные ме то ды для ее
рас че та (см., нап ри мер, [17]). Тем не ме нее, раз -
мер мат ри цы N и дли на век то ра  пол нос тью оп -
ре де ля ют ся раз мер нос тью и ран гом мат ри цы.

По ско ль ку па ра мет ра ми дву нап рав лен ных
ре ак ций яв ля ют ся ве ли чи ны по то ков пря мой и
об рат ной ре ак ций, для всех по то ков дол жно дей -
ст во вать оче вид ное огра ни че ние: они дол жны
быть не от ри ца те ль ны ми, и к то му же без на ру ше -
ния об щно с ти мож но пред по ла гать, что они огра -
ни че ны сверху [15, 18].

Сле до ва те ль но, про стран ст во p до пу с ти -
мых зна че ний сво бод ных по то ков мож но счи тать
огра ни чен ным. Опи сан ная в да ль ней шем ите ра -
тив ная про це ду ра мо де ли ро ва ния вклю ча ет в се -
бя из на ча ль но слу чай ный вы бор зна че ний сво -
бод ных по то ков  p, опре де ля ю щих зна че ния
всех оста ль ных по то ков в со от вет ст вии с (3) и с
уче том огра ни че ний на их воз мож ные зна че ния,
за да ва е мых про стран ст вом p.

Пусть на бор из ме ря е мых па ра мет ров ре а ль -
но го эк с пе ри мен та с ме че ным трэй се ром (CLE)
пред став лен в виде век то ра-столб ца [8]:

x x
v

mea
MID

eff








 , (4)

где  xMID – век тор дли ной wMID, пред с тав ля ю щий
со бой кон ка те на цию MDV ме та бо ли тов, «ме чен -
ность» ко то рых из ме ря лась, veff – век тор дли ной
weff, пред с тав ля ю щий со бой зна че ния всех по лу -
чен ных из ме ре ний эф ф люк сов, и xmea – век тор
дли ной w = (wMID + weff ), пред с тав ля ю щий со во -
куп ность зна че ний всех из ме ре ний. При этом для
всех из ме ре ний за дан со от вет с т ву ю щий век тор

оши бок:  


mea
MID

eff









. Обыч но пред по ла га ют

(см., нап ри мер, [19]), что век тор оши бок име ет
нор маль ное рас п ре де ле ние с век то ром ма те ма ти -
чес ко го ожи да ния, рав ным ну лю E[mea] = 0 (где
E[] – опе ра тор ма те ма ти чес ко го ожи да ния), и

мат ри цей ко ва ри а ции, ко то рая оп ре де ля ет ся сле -
ду ю щим урав не ни ем:

x  E[mea  (mea)T],
(5)

т.е. mea ~ ( , ) .N 0  x

Ес ли пред по ло жить, что су ще ст ву ет по пар -
ная не за ви си мость и от сут ст ву ет кор ре ля ция от -
де ль ных из ме ре ний, мат ри ца ко ва ри а ции мо жет
рас смат ри ва ть ся как диа го на ль ная с ве ли чи ной
диа го на ль ных эле мен тов, рав ной сред не квад ра -
тич ным ошиб кам из ме ре ний: 

( )
,

( ) ,,x i j
i
mea






0
2

если i  j
ина че. (6)

Бу дем счи тать, что для за дан ной ме та бо ли -
че ской мо де ли, струк ту ры 13С-трэй се ра (хin put –
его MDV век тор-стол бец) и вы бран ных па ра мет -
ров сво бод ных по то ков , а зна чит, и всех ме та бо -
ли че ских по то ков (см. урав не ние (3)), мы уме ем
вы чис лять рас пре де ле ние 13С-изо то па уг ле ро да
из ис ход но ме чен но го трэй се ра в ин тер ме ди а ты
ме та бо лиз ма (на при мер, про те и но ген ные ами но -
кис ло ты) при из ве ст ных воз мож ных пе ре хо дах
ато мов в каж дой ме та бо ли че ской ре ак ции (о за да -
че ма те ма ти че ско го мо де ли ро ва ния рас пре де ле -
ния 13С-изо то пов уг ле ро да в ме та бо ли че ской си с -
те ме и раз ви тии ме то дов ее ре ше ния вкрат це бу -
дет рас ска за но да лее в третьей гла ве это го раз де ла 
об зо ра.) По ско ль ку при этом все эф флюк сы пред -
став ле ны сре ди сво бод ных по то ков, то век то -
ру-столб цу из ме ре ний,  xmea (см. урав не ние (4))
мо жет быть по став лен в со от вет ст вие век тор-
 стол бец вы чис ле ний:

xcalс = f (xinput, ) = 
(f1(xinput, ),..., f wMID

(xinput, ),  
eff

w
eff

eff
   T (7)

где фун к ции fi(xinput, ), i = 1, 2, ..., wMID, опи сы ва ют
вза и мос вязь меж ду , xinput и i-й фрак ци ей MID в
тес ти ру е мом внут рик ле точ ном ме та бо ли те, а эле -
мен ты, со от вет с т ву ю щие из ме ря е мым эф ф люк -
сам, яв ля ют ся сво бод ны ми по то ка ми с па ра мет ра -
ми из ста тис ти чес ки до пус ти мо го до ве ри тель но го 
ин тер ва ла вок руг ре аль но из ме рен но го эк с пе ри -
мен таль но го зна че ния:

v vi
eff

i
eff

i
eff

i
eff

i
eff          

2 21 1( ) ( ) , (8)

где  
2 (1) – -квантиль 2-распределения с од ной

сте пенью сво бо ды. 
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Для срав не ния век то ров вы чис ле ний и из -
ме ре ний вво дит ся фун к ция не вяз ки, ха рак те ри зу ю -
щая ошиб ку в рас че тах от но си те ль но по лу чен ных 
эк с пе ри мен та ль но дан ных при фик си ро ван ных
зна че ни ях по то ков в ис сле ду е мой си с те ме:

(xinput, xmea; ) = xcale(xinput, ) – xmea =
= f(xinput ) – xmea . (9)

Про цесс под бо ра па ра мет ров сво бод ных по -
то ков по своей ма те ма ти че ской су ти яв ля ет ся ре -
ше ни ем за да чи не ли ней ной рег рес сии с ис по ль зо -
ва ни ем ме то да взве шен ных наи мень ших квад ра -
тов, ко то рый, в свою оче редь, пред став ля ет со бой
за да чу ми ни ми за ции по ло жи те ль но опре де лен -
ной квад ра тич ной фор мы от век то ра оши бок при
воз мож ном из ме не нии сво бод ных по то ков в огра -
ни чен ном про стран ст ве:

min ( , , ; )

min ( ,




 










p

p

SSR input mea mea

input

x x

x xT mea

mea input mea

; )

( ) ( , ; ) .



  



 x x x1

(10)

При этом огра ни че ния p озна ча ют, что
все по то ки u = u() не от ри ца те ль ны и огра ни че ны 
сверху, а  x

1  яв ля ет ся об рат ной мат ри цей к мат -
ри це ко ва ри а ции (см. урав не ние (5)). Ис по ль зу е -
мая про це ду ра «взве ши ва ния» для мат ри цы ко ва -
ри а ции диа го на ль но го ви да (см. урав не ние (6))
нор ма ли зу ет квад ра ти че скую ошиб ку меж ду эк с -
пе ри мен та ль но опре де лен ны ми и рас счи тан ны ми 
ве ли чи на ми на сред не квад ра тич ное от кло не ние
от де ль ных из ме ре ний, (mea)2, т.е.

min ( , , ; )

min ( ,
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(11)

Обыч но в фор му лы, ана ло гич ные (10) и
(11), при опре де ле нии SSR-по доб ных фун к ций,
под вер га е мых ми ни ми за ции [15, 18], вво дят ко -
эф фи ци ент «1

2». Это де ла ет ся для того, что бы
ком пен си ро вать ко эф фи ци ент «2», воз ни ка ю щий
в ре зу ль та те диф фе рен ци ро ва ния квад ра тич ной
фун к ции SSR при ее раз лич ных ап прок си ма ци ях
[8]. На про тив, при про ве де нии ста ти сти че ской

оцен ки нор ма ль но го рас пре де ле ния ве ли чин от -
де ль ных остат ков в фун к ции SSR и со от вет ст вия
их сум мы рас пре де ле нию 2 в точ ке схо ди мо сти
(см. ниже) вве де ние ко эф фи ци ен та «1

2» не тре бу -
ет ся (см., на при мер, [7, 16, 20, 21]). В дан ной ра -
бо те ис по ль зо ва на имен но та кая «уд во ен ная»
SSR-фун к ция, опре де лен ная фор му ла ми (10) и (11).

Не ли ней ная за да ча рег рес сии вида (10) и
бо лее ча ст но го вида (11) мо жет быть сфор му ли -
ро ва на и ре ше на с ис по ль зо ва ни ем взве шен но го
ме то да наи мень ших квад ра тов при ана ли зе как
оди ноч ных эк с пе ри мен тов в 13C-MFA (SLE), так
и па рал ле ль ных эк с пе ри мен тов (PLE), ког да ис -
ход ная ку ль ту ра кле ток раз де ля ет ся на по рции и
про ис хо дит их па рал ле ль ное ку ль ти ви ро ва ние с
ис по ль зо ва ни ем 13C-ме чен ных суб ст ра тов раз -
лич но го типа (см., на при мер, [8, 22]).

Для чис лен ной оцен ки па ра мет ров по то ков
ис по ль зу ют це лый ряд раз лич ных ме то дов оп ти -
ми за ции: ло ка ль ные гра ди ен т ные ме то ды (gra di ent-
 ba sed) [21, 23], гло ба ль ные ме то ды (gra di ent-free)
[24–26], а так же гиб рид ные под хо ды [18, 27]. В
де та лях эти под хо ды опи сы ва ют ся в со от вет ст ву -
ю щих учеб ни ках по чис лен ным ме то дам и ме то -
дам оп ти ми за ции, а так же в спе ци а ли зи ро ван ных
ру ко вод ст вах к со от вет ст ву ю щим биб лио те кам
про грамм для чис лен ных рас че тов (см., на при -
мер, [28]). Как пра ви ло, сто ха сти че ские ме то ды
гло ба ль ной оп ти ми за ции мо гут быть не эф фек -
тив ны из-за дли те ль но го вре ме ни, тре бу е мо го для
так на зы ва е мой асим п то ти че ской схо ди мо сти па -
ра мет ров мо де ли в мно го мер ном про стран ст ве. В
свою оче редь, ло ка ль ные ме то ды оп ти ми за ции
име ют вы со кую ско рость схо ди мо сти, од на ко
каж дое ре ше ние мо жет в су ще ст вен ной сте пе ни
за ви сеть от ис ход ной точ ки вы бо ра стар то вых па -
ра мет ров по то ков при про ве де нии не за ви си мых
ите ра ций [18]. По э то му для уве рен но сти в на хож -
де нии ис тин но гло ба ль но го ми ни му ма ме то да ми
ло ка ль ной оп ти ми за ции тре бу ет ся мно го крат но
по вто рить про цесс, ва рь и руя стар то вую точ ку
вы бо ра на ча ль ных па ра мет ров. Бо лее того, в иде а -
ле не об хо ди мо до ста точ но рав но мер но «про ска -
ни ро вать» все раз ре шен ное про стран ст во сво бод -
ных по то ков, слу чай но вы би рая их ис ход ные зна -
че ния при оче ред ном ра ун де оп ти ми за ции.

Каж дый кон к рет ный па кет компь ю тер ных
про грамм для 13С-MFA со дер жит свою биб лио те -
ку ре а ли зо ван ных ал го рит мов, ре ша ю щих со от -
вет ст ву ю щую оп ти ми за ци он ную за да чу. При
этом каж дая та кая биб лио те ка име ет на бор на -
стра и ва е мых па ра мет ров, пра ви ль ный вы бор ко -
то рых опре де ля ет, в ча ст но сти, чис ло про во ди -
мых ите ра ций (как пра ви ло, 50–100), от че го в ко -
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неч ном ито ге за ви сят ско рость и на деж ность на -
хож де ния оп ти ма ль но го ре ше ния. Кон к рет ные
при ме ры «на строй ки» про це ду ры FMINCON для
ре ше ния не ли ней ной за да чи оп ти ми за ции из па -
ке та MATLAB, ис по ль зу е мо го про грам ма ми
Open F LUX2 для 13С-MFA, при во дят ся в [8].

ОЦЕН КА АДЕК ВАТ НО СТИ 
И СТА ТИ СТИ ЧЕ СКОЙ ЗНА ЧИ МО СТИ 
ИС ПО ЛЬ ЗО ВАН НОЙ МЕ ТА БО ЛИ ЧЕ СКОЙ 
МО ДЕ ЛИ

Опре де ле ние ве ли чи ны до ве ри те ль ных 
ин тер ва лов па ра мет ров по то ков

Тот факт, что при по мо щи чис лен ных ме то -
дов уда лось опре де лить оп ти ма ль ные зна че ния
па ра мет ров по то ков ис по ль зо ван ной мо де ли, ми -
ни ми зи ру ю щие квад ра ти че ские от кло не ния рас -
счи тан ных ха рак те ри стик MDV ме та бо ли тов и
ве ли чи ны эф флюк сов от эк с пе ри мен та ль но из ме -
рен ных зна че ний, еще не озна ча ет, что вы бран ная 
мо дель адек ват на, а по лу чен ные ре зу ль та ты ста -
ти сти че ски зна чи мы. Под твер ж де ние зна чи мо сти 

ре зу ль та тов яв ля ет ся важ ной ча стью про ве де ния
13C-MFA [16, 29].

Пред по ла га ют, что ког да ис по ль зо ван ная
ме та бо ли че ская мо дель адек ват но пред став ля ет
по лу чен ные эк с пе ри мен та ль но дан ные, лю бой
взве шен ный оста ток, вхо дя щий в ка че ст ве от де -
ль но го сла га е мо го в опре де ле ние фун к ции 
SSR input mea mea( , , ; )x x    (см. фор му лу (10)), в точ -
ке схо ди мо сти  


 пред став ля ет со бой слу чай -

ную ве ли чи ну, име ю щую нор ма ль ное рас пре де -
ле ние с ма те ма ти че ским ожи да ни ем, рав ным 0, и
дис пер сией, рав ной 1. Бо лее то го, в со от вет ст вии
с 2-ста ти сти кой мож но рас смат ри вать ги по те зу
H0 о том, что ве ли чи на фун к ции SSR(


), бу ду чи

слу чай ной ве ли чи ной SSR, удов лет во ря ет рас пре -
де ле нию 2 на ря ду со слож ной аль тер на ти вой H1,
пред по ла га ю щей дру гое рас пре де ле ние ука зан -
ной слу чай ной ве ли чи ны. При этом чис ло сте пе -
ней сво бо ды это го 2-рас пре де ле ния дол жно быть 
рав но чис лу не за ви си мых из ме ре ний W ми нус
чис ло оце ни ва е мых па ра мет ров (т.е. чис ло сво -
бод ных по то ков p). Та ким об ра зом, кри те рий зна -
чи мо сти ги по те зы мож но опре де лить сле ду ю щим 
об ра зом:
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где  – уро вень зна чи мос ти, нап ри мер,  = 0,05
при 95%-ном до ве ри тель ном ин тер ва ле.

Ины ми сло ва ми, ког да опре де лен ная ве ли -
чи на SSR пре вос хо дит мак си ма ль ное кри ти че ское 
зна че ние  1 2

2
 / ( )W p , то ги по те за H0 дол жна

быть от вер г ну та, по ско ль ку ис по ль зо ван ная ме -
та бо ли че ская мо дель не удов лет во ря ет эк с пе ри -
мен та ль ным дан ным на со от вет ст ву ю щем уров не
зна чи мо сти. Ес ли SSR на хо дит ся в ин тер ва ле,
огра ни чен ном кри ти че ски ми зна че ни я ми, то ис -
по ль зо ван ная мо дель адек ват на или, точ нее, не
про ти во ре чит по лу чен ным эк с пе ри мен та ль ным
дан ным.

Осо бо от ме тим слу чай, ког да рас смат ри ва -
е мая ве ли чи на  ока зы ва ет ся ме нь ше ми ни ма ль но -
го кри ти че ско го по ро га  1 2

2
 / ( )W p . Это озна -

ча ет, что взве шен ные квад ра ти че ские от кло не ния 
рас счи тан ных и эк с пе ри мен та ль но из ме рен ных
ве ли чин по до зри те ль но ма ло раз ли ча ют ся меж ду

со бой. Стро го го во ря, нет осно ва ний в этом слу -
чае от вер гать H0-ги по те зу [6], но та кая ма лая ве -
ли чи на от кло не ний мо жет сви де те ль ст во вать о
«пе ре под гон ке» или на строй ке мо де ли на шум
(over fit ting), ко то рая, как пра ви ло, воз ни ка ет при
дис ба лан се меж ду чис лом из ме ре ний и чис лом
оп ти ми зи ру е мых па ра мет ров мо де ли [30].

Ана лиз мо де ли на ста ти сти че скую адек ват -
ность те о ре ти че ски не об хо ди мо про во дить для
всех раз ли ча ю щих ся ре ше ний за да чи не ли ней -
ной рег рес сии, по лу ча е мых в хо де про ве де ния ря -
да не за ви си мых ите ра ций по ис ка ми ни му ма со от -
вет ст ву ю щей фун к ции. При этом ка за лось бы ло -
гич ным пер во на ча ль но ис сле до вать каж дое из ре -
ше ний на нор ма ль ность рас пре де ле ния от де ль -
ных остат ков с по сле ду ю щей про вер кой на адек -
ват ность лишь тех мо де лей, ко то рые про шли ука -
зан ный тест. Од на ко на прак ти ке удоб нее на чи -
нать ана лиз с по ис ка всех ре ше ний за да чи не ли -
ней ной  рег рес сии, удов лет во ря ю щих 2-кри те рию

 ( )SSR 







H0, если   / ( )2
2 W p SSR 

H0, если  SSR W p / ( );2
2

H1, если   SSR W p 1
2 ( )

  1
2 ( );W p

од на ко мо дель мо жет быть пе ре оп ре де ле на;







,

(12)



(см. фор му лу (12)), пос ле че го ана лиз на нор -
маль ность рас п ре де ле ния ос тат ков про во дить
лишь для ог ра ни чен но го чис ла ре ше ний (нап ри -
мер, ли бо для всех ста тис ти чес ки зна чи мых ре -
ше ний, ли бо для един с т вен но го ре ше ния с ми ни -
маль ным зна че ни ем SSR-функции). Бо лее то го,
тест на нор маль ность ос тат ков мо де ли мо жет
быть по ле зен и в том слу чае, ес ли ни од но из по -
лу чен ных ре ше ний за да чи не ли ней ной рег рес сии
с ис поль зо ва ни ем взве шен но го ме то да не ли ней -
ных квад ра тов не удов лет во ря ет кри те ри ям
H0-гипотезы. Дей с т ви тель но, иног да имен но
иден ти фи ка ция кон к рет но го ос тат ка, в на и боль -
шей сте пе ни на ру ша ю ще го нор маль ность рас п -
ре де ле ния ос тат ков, яв ля ет ся удоб ным ин с тру -
мен том для оп ре де ле ния ис точ ни ка не сов па де -
ния мо де ли и эк с пе ри мен таль ных дан ных, что в
даль ней шем мо жет по мочь ис п ра вить эк с пе ри -
мент или са му мо дель [8, 23, 31].

Од ним из важ ней ших эле мен тов 13C-MFA
яв ля ет ся оцен ка ста ти сти че ской до сто вер но сти
опре де лен ных па ра мет ров ме та бо ли че ских по то -
ков. Ино гда да же го во рят, что точ ное опре де ле -
ние гра ниц до ве ри те ль ных ин тер ва лов для оце ни -
ва е мых ме та бо ли че ских по то ков так же важ но в
13С-MFA, как и опре де ле ние са мих па ра мет ров
[16, 32]. По нят но, что точ ность опре де ле ния па ра -
мет ров по то ка за ви сит от име ю ще го ся на бо ра эк -
с пе ри мен та ль ных дан ных; т.е., ес ли не бо ль шие
ста ти сти че ские флук ту а ции в эк с пе ри мен та ль -
ных дан ных при во дят к не зна чи те ль ным от кло не -
ни ям в ве ли чи не пред ска зан ных оп ти ма ль ных по -
то ков, то мож но счи тать, что за да ча ре ше на до -
ста точ но точ но. В свою оче редь, не вы со кая точ -
ность ре ше ния свя за на с бо ль ши ми от кло не ни я ми 
в па ра мет рах по то ков, по лу ча е мых при не бо ль -
ших флук ту а ци ях в ис ход ных из ме ре ни ях.

Ко ли че ст вен ную ста ти сти че скую оцен ку
гра ниц до ве ри те ль ных ин тер ва лов для опре де -
лен ных по то ков в 13С-MFA ра нее про во ди ли пу -
тем ли не а ри за ции изо то по мер ных урав не ний
вбли зи от точ ки оп ти ма ль но го ре ше ния и при ме -
не ния ли ней ной ста ти сти ки [23]. За тем, учи ты вая
не ли ней ность бо ль шин ст ва прак ти че ски зна чи -
мых изо то по мер ных мо де лей, опре де ле ние до ве -
ри те ль ных ин тер ва лов ста ли осно вы вать на рас -
че тах чув ст ви те ль но сти SSR-фун к ции к ва ри а ци ям 
по то ков [16, 33] и раз лич ных ва ри ан тах ме то да
Мон те-Кар ло, свя зан ных с про ве де ни ем бо ль шо -
го чис ла компь ю тер ных си му ля ций [21, 34, 35].

В дан ном об зо ре мы по дроб нее оста но вим -
ся на ис по ль зо ва нии ме то да Мон те-Кар ло для
рас че та гра ниц до ве ри те ль ных ин тер ва лов ме та -
бо ли че ских по то ков, ко то рые с успе хом вне дре -

ны в до ступ ные для ис сле до ва те лей компь ю тер -
ные про грам мы (на при мер, Open F LUX [7] и
Open F LUX2 [8]). Аль тер на тив но ис по ль зу ю щий -
ся не ли ней ный ал го ритм так же ре а ли зо ван в не -
ко то рых про грам мах, и, хотя рас чет с его по мо -
щью тре бу ет зна чи те ль но ме нь ше го компь ю тер -
но го вре ме ни, чем при ис по ль зо ва нии ме то да
Мон те-Кар ло, из ве ст ны слу чаи ред ких оши боч -
ных оце нок гра ниц ин тер ва лов, обу слов лен ных
не со вер шен ст вом не ко то рых ис по ль зо ван ных ал -
го рит мов по лу че ния чис лен ных ре ше ний [8]. К
тому же не ли ней ный ал го ритм не учи ты ва ет воз -
мож ность аль тер на тив ных ста ти сти че ски зна чи -
мых ре ше ний за да чи не ли ней ной рег рес сии, ко -
то рые ре а ль но мо гут быть най де ны [36].

В со от вет ст вии с [21], рас чет гра ниц до ве -
ри те ль ных ин тер ва лов ме то дом Мон те-Кар ло
осно ван на ди ск рет ной ап прок си ма ции рас пре де -
ле ния оп ти ма ль ных па ра мет ров по то ков, по лу -
чен ной в ре зу ль та те муль ти ите ра тив но го ана ли -
за, ког да эк с пе ри мен та ль ные дан ные для каж дой
ите ра ции ис кус ст вен но ге не ри ру ют ся на осно ве
ис ход ных дан ных пу тем вне се ния нор ма ль но рас -
пре де лен ных слу чай ных оши бок. Чис ло ис по ль -
зу е мых ите ра ций L яв ля ет ся од ним из важ ней -
ших па ра мет ров про це ду ры Мон те Кар ло, ко то -
рый дол жен быть вы бран оп ти ма ль но для того
что бы до ста точ но точ ная оцен ка гра ниц CI uMC

i ( )
до ве ри те ль но го ин тер ва ла (где i = 1, 2, ..., n, и
-уро вень до ве рия, на при мер, 0,95) век то ра по то -
ков  u( , ,... , )

  
  1 2 p  мог ла быть про ве де на за ра -

зум ное компь ю тер ное вре мя. Эк с пе ри мен та ль -
ные дан ные ва рь и ру ют пу тем слу чай но го вне се -
ния оши бок в эк с пе ри мен та ль но из ме рен ные зна -
че ния MDV и эф флюк сов с со от вет ст ву ю щи ми
ста ти сти че ски ми от кло не ни я ми MDV и eff. Про -
це ду ра ге не ра ции слу чай ных оши бок, име ю щих
нор ма ль ное рас пре де ле ние N(0, x) (где x опре -
де ля ет ся в со от вет ст вии с фор му лой (6)), вы пол -
ня ет ся во мно гих из ве ст ных компь ю тер ных про -
грам мах для 13C-MFA с по мо щью из ве ст ных под -
прог рамм, в ча ст но сти MATLABTM (The Mat h -
works, Na tick, MA). За тем каж дая из групп ге не -
ри ро ван ных но вых «эк с пе ри мен та ль ных дан ных» 
слу жит для фор ми ро ва ния со от вет ст ву ю щих за -
дач не ли ней ной рег рес сии, каж дая из ко то рых
при своем ре ше нии чис лен ны ми ме то да ми дол -
жна при ве с ти к по яв ле нию оцен ки оп ти ма ль но го
зна че ния ме та бо ли че ских по то ков.

По су ти каж дая из этих за дач дол жна бы ла
бы ре ша ть ся с не ме нь шей точ но стью, чем ис ход -
ная за да ча не ли ней ной рег рес сии при по ис ке
оп ти ма ль но го ре ше ния, что тре бу ет вре мен ных
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за трат, со по ста ви мых со вре ме нем ре ше ния ис -
ход ной за да чи. Од на ко мож но пы та ть ся ис по ль -
зо вать раз но об раз ные ал го рит мы, ко то рые по зво -
лят со кра тить время, тре бу е мое для ре ше ния но -
вой за да чи не ли ней ной рег рес сии, при со хра не -
нии вы со кой точ но сти это го ре ше ния. Бо лее то го,
мож но вве с ти та кие мо ди фи ка ции ал го рит ма, что
вы бор LMAX об ще го чис ла ре ша е мых за дач не ли -
ней ной рег рес сии (как пра ви ло, не бо лее
1000–2000 ите ра ций) бу дет осу ще ст в ля ть ся
компь ю те ром ав то ма ти че ски, в за ви си мо сти от
за дан ной точ но сти опре де ле ния гра ниц до ве ри те -
ль ных ин тер ва лов всех ана ли зи ру е мых по то ков
так, что бы при да ль ней шем ис кус ст вен ном уве -
ли че нии L>LMAX гра ни цы до ве ри те ль ных ин тер -
ва лов уже прак ти че ски не из ме ня лись (в рам ках
за дан ной точ но сти). Та кие на строй ки ал го рит ма,
ис по ль зу ю ще го ме тод Мон те-Кар ло, вве де ны и
по дроб но опи са ны в [8]. При за дан ной ди ск рет -
ной ап прок си ма ции рас пре де ле ния оп ти ма ль ных
па ра мет ров по то ков в ме то де Мон те-Кар ло да ль -
ней шее опре де ле ние гра ниц до ве ри те ль ных ин -
тер ва лов мо жет быть осу ще ст в ле но раз лич ны ми
спо со ба ми. В ча ст но сти, ре ко мен ду ет ся ис по ль -
зо вать ме тод от бра сы ва ния ча с ти мак си ма ль ных
и ми ни ма ль ных оце нок (dis car ding met hod), так
как этот ме тод по зво ля ет су дить о сте пе ни сим -
мет рии по лу чен но го рас пре де ле ния (см. ни же). В
со от вет ст вии с dis car ding-стра те гией, для каж до го i,
i = 1, 2, ..., n, на бор всех L-оце нок па ра мет ров по то -
ков U i L( )


  ( ( ), ( ),... , ( ),... ( ))u u u ui i i j i L

   
   1 2

сна ча ла за пи сы ва ет ся в воз ра с та ю щем по ряд ке.
По сле это го гра ни цы 100%-но го до ве ри те ль но -
го ин тер ва ла (на при мер, 95%-, 80%- или 68%-но -
го) вы чис ля ют ся на осно ве L про ве ден ных ите ра -
ций CI MC

i L
1 ( ( ))U


  в ре зу ль та те от бра сы ва ния 

1
2

100  % (на при мер, 2,5%, 10% или 16%) мак -

си ма ль ных и 1
2

100  % ми ни ма ль ных оце нок из  

ui j( ),

  j = 1,..., L, что при во дит к опре де ле нию

вер х ней и ниж ней гра ниц UB u LMC
i

1 ( ; ) и 
LB u LMC

i
1( ; ), со от вет ст вен но, для каж до го по то ка 

ui L( ) ,

  i = 1, 2,..., n,  на уров не до ве рия  (рис. 1).

Аль тер на тив ный ва ри ант рас че та до ве ри те -
ль ных ин тер ва лов в ря де ра бот с при ме не ни ем ме -
то да Мон те-Кар ло [7, 21, 34] со сто ит в их вы чис -
ле нии в со от вет ст вии со «сред не дис пер си он ной»
(«me an-va ri an ced») стра те гией на осно ве на бо ра
оце нок па ра мет ров по то ков Ui L( )


 , где i = 1, 2,..., n.

Для это го рас счи ты ва ют сред нее зна че ние i-го по -

то ка и не сме щен ной оцен ки его дис пер сии по из ве ст -
ным из ма те ма ти че ской ста ти сти ки фор му лам:
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(13)

Эта ве ли чи на по зво ля ет опре де лить гра ни -
цы   100%-но го до ве ри те ль но го ин тер ва ла всех
по то ков CI MC

i L
2 ( ( ))U


 , ко то рые дол жны быть

окон ча те ль но по прав ле ны с уче том воз мож но го
огра ни че ния по то ков в ин тер ва ле [Ibi, ubi] воз -
мож ной ве ли чи ны i-го по то ка:

CI MC
i

i
MC







 

2

2

( ,U Ib( )) = [max{

( ) ( )},

min



 


  

L i

L L

{ ( ) + ( ), i
MC 2  

  L L iub }] ,

(14)

где     ( ) ( ) (1)2 2 
L i

MC
L  .

От ме тим, что в слу чае опре де ле ния 
CI MC

i
1(U ( ))


L  по прав ка на воз мож ное огра ни -

че ние ве ли чи ны по то ков в ин тер ва ле [Ibi, ubi] уч -
те на ав то ма ти че ски, по ско ль ку опре де ле ние гра -
ниц до ве ри те ль ных ин тер ва лов про ис хо дит сре ди 
уже фак ти че ски ре а ли зо ван ных ре ше ний. 

На осно ве ве ли чи ны стан дар т но го от кло не -
ния (flux stan dard de vi a ti on, или flux pre ci si on [16]),
вве ден но го для сред не дис пер си он ной стра те гии,
мож но фор ма ль но оце нить точ ность опре де ле ния
по то ков в за ви си мо сти от ве ли чи ны гра ниц до ве -
ри те ль но го ин тер ва ла, опре де ля е мых в со от вет -
ст вии со стра те гией от бра сы ва ния:
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Имен но ве ли чи ну стан дар т но го от кло не -
ния, опре де ля е мую по фор му ле (15), ча с то ис по ль -
зу ют для ха рак те ри сти ки эф фек тив но сти раз ре -
ше ния по то ков, до стиг ну той в том или ином эк с -
пе ри мен те [16, 37, 38]. Од на ко сто ит от ме тить,
что ука зан ная ве ли чи на не учи ты ва ет аб со лют -
ные зна че ния по то ков. Это по рой при во дит к не -
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вер ной ин тер п ре та ции раз ре ше ния по то ков, осо -
бен но в слу ча ях, ког да ве ли чи на по то ка при ни -
ма ет очень низ кие или очень вы со кие зна че ния. 
Для бо лее на гляд но го пред став ле ния ин фор ма -
ции о точ но сти опре де ле ния по то ков мож но ис по -
ль зо вать фун к цию   

MC
iu1 ( ( ), )


, на зван ную
«нор ма ли зо ван ной  точ но стью по то ка при опре де -
лен ном уров не до ве рия » или «нор ма ли зо ван ной
точ но стью по то ка» (nor ma li zed flux pre ci si on) [8].
В со от вет ст вии с опре де ле ни ем, зна че ние этой

фун к ции близ ко к «1» для точ но опре де лен ных по -
то ков (с уз ким до ве ри те ль ным ин тер ва лом) и близ -
ко к «0» для не точ но опре де лен ных по то ков не за -
ви си мо от аб со лют ной ве ли чи ны са мих по то ков.

Ис по ль зо ва ние по ня тия “нор ма ли зо ван ная
точ ность по то ка” как ко ли че ст вен ной ме ры ка че ст -
ва до стиг ну то го раз ре ше ния по то ков при про ве -
де нии 13C-MFA по зво ли ло на гляд но срав нить эф -
фек тив ность раз лич ных по ста но вок эк с пе ри мен -
та для до сти же ния наи луч ших ре зу ль та тов в рам -
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Рис. 1. Рас чет 68%-но го (CI0.68) и 95%-но го (CI0.95) до ве ри тель ных ин тер ва лов ме то дом Мон те- Кар ло с при ме не ни ем
под хо да от б ра сы ва ния ми ни маль ных и мак си маль ных оце нок (MC-1), поз во ля ю ще го вы я вить асим мет рию до ве ри тель но го ин -
тер ва ла. Для эк с пе ри мен таль но из ме рен ной ве ли чи ны со сред ним зна че ни ем 0,5 и дис пер си ей 0,008 ге не ри ру ет ся L слу чай ных
зна че ний из нор маль но го рас п ре де ле ния N (0,5; 0,008) (ле вая гис тог рам ма). Каж дое из ге не ри ро ван ных зна че ний не за ви си мо
от дру гих ис поль зу ет ся для рас че та оп ти маль ной ве ли чи ны рас п ре де ле ния по то ков, по рож дая дис к рет ную ап п рок си ма цию рас -
п ре де ле ния оп ти маль ных па ра мет ров по то ков (пра вая гис тог рам ма). Для оп ре де ле ния ниж ней (low bound, LB) и вер х ней
(upper bound, UB) гра ниц до ве ри тель но го ин тер ва ла с уров нем до ве рия  (CI) от б ра сы ва ют 

1
2

100





% ми ни маль ных и мак си -

маль ных оп ти маль ных зна че ний по то ков

Fig. 1. Determination of 68% (CI0.68) and 95% (CI0.95) confidence intervals using the Monte Carlo approach followed by
“discarding” strategy application (MC-1) that permits to reveal the asymmetry of confidence interval. For experimentally value with
mean of 0.5 and standard deviation of 0.008, L independent data are generated from Normal distribution N (0,5; 0,008) (left histogram).
Each datum is used independently from others for optimal flux parameter calculation giving rise to discrete approximation of the
optimized flux parameters distribution (right histogram). The low (LB) and upper (UB) bounds of the confidence interval with
confidence level of  (CI) are then determined by discarding 1

2
100  % of the minimal and maximal optimal flux parameters



ках кон к рет ной ме та бо ли че ской мо де ли (рис. 2),
опи сы ва ю щей ре зу ль та ты, пер во на ча ль но при ве -
ден ные в ра бо те [8]. Ана ло гич ные фун к ции, име -
ю щие в осно ве ве ли чи ны до ве ри те ль ных ин тер -
ва лов, в на сто я щее вре мя ак тив но ис по ль зу ют ся
для пла ни ро ва ния эк с пе ри мен тов, т.е. для оцен ки
ab ini tio воз мож ных сце на ри ев эк с пе ри мен та с це -
лью опре де ле ния ти па мет ки, обес пе чи ва ю щей
наи луч шее раз ре ше ние по то ков в це ле вой ме та -
бо ли че ской мо де ли. К при ме ру, в по след ней ра -
бо те груп пы под ру ко вод ст вом An to ni e wicz [39],
вы ше дшей в пе ри од под го тов ки дан но го об зо ра к
пе ча ти, бы ли оце не ны ты ся чи воз мож ных сце на -
ри ев эк с пе ри мен та с ис по ль зо ва ни ем спе ци а ль но

сфор му ли ро ван но го па ра мет ра оцен ки – “pre ci si -
on sco re”. По ре зу ль та там компь ю тер ных мо де ль -
ных эк с пе ри мен тов, наи луч ши ми для рас че та рас -
пре де ле ния по то ков в мо де ли E. co li ока за лись
три ти па глю ко зы, ме чен ной по па ре ато мов уг ле -
ро да ([1,6-13C]-, [5,6-13C]- и [1,2-13C]-глю ко за). В
этой же ра бо те сно ва бы ло под твер ж де но пре и му -
ще ст во ис по ль зо ва ния па рал ле ль ных эк с пе ри -
мен тов с при ме не ни ем раз но об раз ных 13С-ме че -
ных трэй се ров. Этот под ход, по-ви ди мо му, ста нет 
эта лон ным для по лу че ния наи бо лее ка че ст вен -
ных ре зу ль та тов, не об хо ди мых для со вре мен ной
си с тем ной био ло гии и си с тем ной ме та бо ли че -
ской ин же не рии [22, 40].
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Рис. 2. Вы бор мет ки для дос ти же ния на и луч ше го раз -
ре ше ния по то ков че рез ре ак цию пи ру ват кар бок си ла зы (22,
сле ва) и об рат ную вет ку тран с ке то лаз ной ре ак ции (14, спра -
ва) в рам ках за дан ной ме та бо ли чес кой мо де ли [8]. Сос тав
сме си [1-13C]-, [U-12C]- и [U-13C]-глю ко зы для эф фек тив но го
раз ре ше ния це ле вых по то ков был пред с ка зан на ба зе
D-критерия оп ти ми за ции (a). Оп ти маль ный ва ри ант сме си
от ме чен крес том. За тем пред с ка зан ный ва ри ант сме си срав -
ни ва ли с аль тер на тив ны ми ва ри ан та ми, ис поль зуя фун к цию
нор ма ли зо ван ной точ нос ти по то ка () в мо дель ных ком пь ю -
тер ных 13С-MFA-экспериментах (b). Фун к ция нор ма ли зо ван -
ной точ нос ти по то ка стро и лась на ба зе 95%-но го до ве ри тель -
но го ин тер ва ла (0.95). Тем но- се рым вы де лен ре зуль тат мо -
дель но го эк с пе ри мен та с мет кой, оп ти маль ной для раз ре ше -
ния дан но го по то ка сог лас но ди зай ну, изоб ра жен но му в час -
ти (a) ри сун ка. Аль тер на тив ные ва ри ан ты сме си [1-13C]-,
[U-12C]- и [U-13C]-глю ко зы со от вет с т ву ют сме сям, оп ти маль -
ным для раз ре ше ния дру гих по то ков мо де ли сог лас но
D-критерию и за да ны сле ду ю щи ми со от но ше ни я ми: A –
0:50:50; B – 10:44:46; C – 13:0:87; D – 66:0:34; E – 89:0:11; F –
78:0:22. G – па рал лель ный эк с пе ри мент, сос то я щий из еди -
нич ных эк с пе ри мен тов с ис поль зо ва ни ем сме сей A–E. Для
ре ак ции пи ру ват кар бок си ла зы пред с ка зан ное со от но ше ние
ме че ных суб с т ра тов дей с т ви тель но да ет на и луч шее раз ре ше -
ние в еди нич ном эк с пе ри мен те; оно, од на ко, ус ту па ет раз ре -
ше нию ме то да с ис поль зо ва ни ем па рал лель ных эк с пе ри мен -
тов с мет кой. В то же вре мя, по ток че рез об рат ную ветвь тран -
с ке то лаз ной ре ак ции мо жет быть ко ли чес т вен но оха рак те ри зо ван толь ко при ис поль зо ва нии под хо да па рал лель ных эк с пе ри -
мен тов с мет кой. 

Обоз на че ния: PYR – пи ру ват, OAA – ок са ло а це тат, E4P – эритрозо-4-фосфат, P5P – рибозо-5-фосфат, F6P –
фруктозо-6-фосфат, G3P – глицеральдегид-3-фосфат

Fig. 2. Selection of label for the best resolution of pyruvate carboxylase (22, left) and reverse transketolase (14, left) reaction
fluxes in the frames of the set metabolic model [8]. The best mixtures of [1-13C]-, [U-12C]- и [U-13C]-glucose have been determined
based on D-criteria (a).  The optimum mixtures are marked by cross. The best mixture was then compared with alternative mixtures
using normalized flux precision function () in model in silico 13С-MFA experiments (b). The normalized flux precision function was
calculated based on 95% confidence interval (0.95). The normalized flux precision function value corresponding to the best designs is
marked by dark gray (a). The alternative mixtures designed to provide the best resolution for other fluxes in the model were as follows: A
– 0:50:50; B – 10:44:46; C – 13:0:87; D – 66:0:34; E – 89:0:11; and F – 78:0:22. G is a PLE consisting from SLE (A–E). For pyruvate
carboxylase reaction, the best mixture determined by D-criteria indeed provides the best resolution among SLE. However, this mixture is 
less effective than PLE. Reverse branch of tranketolase reaction could only be quantitatively characterized using the PLE approach. 

Designations: PYR – pyruvate, OAA – oxaloacetate, E4P – erythrose-4-phosphate, P5P – pentose-5-phosphate, F6P –
fructose-6-phosphate, and G3P – glyceraldehyde-3-phoshate



ОСНОВНЫЕ ПОДХОДЫ К ПОСТРОЕНИЮ 
И РАСЧЕТУ МОДЕЛЕЙ, ОПИСЫВАЮЩИХ
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТЯЖЕЛЫХ ИЗОТОПОВ 
ВНУТРИ МЕТАБОЛИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Об щие све де ния о мо де ли ро ва нии 
рас пре де ле ния тя же лых изо то пов 
внут ри ме та бо ли че ской си с те мы

Как от ме ча лось ра нее, сте хи о мет ри че ский
MFA имел опре де лен ные огра ни че ния в раз ре ше -
нии бо ль шо го чис ла по то ков, встре ча ю щих ся в
ре а ль ных ме та бо ли че ских мо де лях [14]. Эк с пе ри -
мен ты с суб ст ра та ми, ме че нны ми 13С-изо то па ми
(CLE), с 80-х г.г. про шло го ве ка ис по ль зо ва лись
для опре де ле ния ак тив но сти ме та бо ли че ских пу -
тей клет ки. В то вре мя для ре ше ния по доб ных за -
дач в каж дом ча ст ном слу чае уста нав ли ва лась
ана ли ти че ская связь меж ду на блю да е мым рас -
пре де ле ни ем мет ки в ме та бо ли тах и ис ко мы ми
по то ка ми. Од на ко дан ные по рас пре де ле нию мет -
ки по зво ля ли опре де лить лишь от но си те ль ные
зна че ния ве ли чин по то ков [41] и для рас че та аб -
со лют ных ве ли чин тре бо ва лось пря мое из ме ре -
ние ско ро сти не ко то рых ре ак ций [42]. Та ким об -
ра зом, объ е ди не ние из ме ре ния эф флюк сов с фик -
са цией рас пре де ле ния мет ки в це ле вых ме та бо ли -
тах по тен ци а ль но да ва ло воз мож ность опре де -
лять внут ри кле точ ные по то ки [14, 43–45]. Раз ви -
тие об щих под хо дов к со зда нию мо де лей, учи ты -
ва ю щих оба ти па из ме ре ний и ко ли че ст вен но вы -
ра жа ю щих взаи мо связь меж ду внут ри кле точ ны -
ми по то ка ми и эти ми из ме ре ни я ми, яви лось не об -
хо ди мой сту пе нью раз ви тия ме то да 13C-MFA.

При пе ре хо де от сте хи о мет ри че ско го под -
хо да к опи са нию ме та бо ли че ских ре ак ций сна ча -
ла на уро вень атом ных пе ре ста но вок и да лее к
изо то по мер ным пре вра ще ни ям ма те ма ти ческое
опи са ние всех суб ст ра тов и про дук тов ре ак ций
зна чи те ль но усложняется [46]. Ана ло гич но ква -
зи ста ци о нар но му сте хи о мет ри че ско му под хо ду
мо де ли ро ва ние пе ре рас пре де ле ния ме че ных ато -
мов ба зи ру ет ся на за пи си ба лан со вых урав не ний,
но уже для ко ли че ст вен но го опи са ния из ме не ний
в рас пре де ле нии каж до го от де ль но го ато ма или
изо то по ме ра в пред по ло же нии изо то по мер но го
ква зи ста ци о нар но го со сто я ния. Си с те ма ба лан со -
вых урав не ний для от де ль ных ато мов за да ет мо -
дель атом ных пе ре ста но вок, а для изо то по ме ров – 
изо то по мер ную мо дель изу ча е мой си с те мы. В
каж дом из та ких урав не ний от ра же ны как сте хи о -
мет рия ре ак ции, так и про ис хо дя щие пе ре ста нов -
ки ато мов. В об щем слу чае, если ко ли че ст вен ный
со став изо то по ме ров ме ня ет ся во вре ме ни, то
урав не ния бу дут диф фе рен ци а ль ны ми; пред по ло -
же ние о ста ци о нар ном со ста ве изо то по ме ров пре -
вра ща ет эти урав не ния в ал геб ра и че ские. За по -
след ние 30 лет ма те ма ти че ские мо де ли, опи сы ва -
ю щие рас пре де ле ние тя же лых изо то пов внут ри
ме та бо ли че ской си с те мы, про шли длин ный путь
раз ви тия от про стых, со став ля е мых вруч ную, до
до во ль но слож ных ма те ма ти че ских мо де лей, оп -
ти ми зи ро ван ных для про ве де ния бы ст рых рас че -
тов при по мо щи компь ю те ра.

На рис. 3 и в табл. 1 пред став ле на мо де ль -
ная ме та бо ли че ская си с те ма, опуб ли ко ван ная в
[47], ко то рая да лее ис по ль зу ет ся в ка че ст ве ба зо -
вой для ил лю ст ри ро ва ния раз лич ных под хо дов к
мо де ли ро ва нию ме та бо ли че ских ре ак ций.
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Рис. 3. Мо дель ная ме та бо ли чес кая сис те ма, (по [47]): a – ме та бо ли чес кая кар та; b – кар та атом ных пе рес та но вок. A–F –
ме та бо ли ты, (1), (2), (3) – но ме ра ато мов уг ле ро да. Урав не ния ре ак ций и атом ные пе рес та нов ки дан ной ме та бо ли чес кой мо де ли 
пред с тав ле ны в табл. 1

Fig. 3. Model metabolic system described in [47]: (a) reaction network; (b) atom transition network; A–F, metabolites of the
example reaction network; (1), (2), and (3) denote specific carbon atom in a given metabolite according to the given ordering of carbon
atoms. Equations and transition networks for the given metabolic model are represented in Table 1



Мо де ли ро ва ние рас пре де ле ния 
тя же лых изо то пов в ме та бо ли че ской си с те ме
на осно ве «ак тив но сти» от де ль ных ато мов 

Как ука зы ва лось вы ше, в этом раз де ле и да -
лее рас смот рим раз ви тие под хо дов к по стро е нию
изо то по мер ных мо де лей на при ме ре мо де ль ной
ме та бо ли че ской кар ты [47] и кар ты атом ных пе -
ре ста но вок (см. рис. 3, табл.1). Пер во на ча ль но по -
стро е ние ма те ма ти че ских мо де лей рас пре де ле -
ния тя же лых изо то пов внут ри ме та бо ли че ской
си с те мы сво ди лось к со став ле нию урав не ний,
опи сы ва ю щих из ме не ние «ак тив но сти» от де ль -
ных ато мов. Ука зан ная ак тив ность мог ла ха рак те -
ри зо вать ра дио ак тив ность от де ль но го ато ма в
слу чае, ког да ис сле до ва ния про во ди ли с ис по ль -
зо ва ни ем не ста би ль ных изо то пов (на при мер, 14C) 
или от но си те ль ную до лю ме че ных ато мов (frac ti -
o nal en ric h ment) в слу чае ста би ль ных изо то пов.
Пусть за дан про из во ль ный ме та бо лит M, со дер -
жа щий n ато мов уг ле ро да, и при этом все его ато -
мы уг ле ро да за ну ме ро ва ны. Обо зна чим че рез M(i)
атом уг ле ро да ме та бо ли та M с но ме ром i, i = 1,.., n. 
Для удоб ст ва за пи си, ука зан ный сим вол M(i) бу -
дем ис по ль зо вать и для обо зна че ния ак тив но сти
вы бран но го ато ма.

Рас смот рим по стро е ние урав не ний ба лан са
для от де ль ных ато мов на при ме ре вве ден ной мо -
де ль ной си с те мы. Вос по ль зу ем ся пол ной кар той
атом ных пе ре ста но вок (см. рис. 3, b). Так, на при -
мер, атом B(1) в пред став лен ной си с те ме фор ми -
ру ет ся за счет ре ак ций, иду щих со ско ро стью v1 и 
v3 (да лее – ре ак ции v1 и  v3) и, сле до ва те ль но, об -
щий вход ной по ток ме че но го ве ще ст ва для ука -
зан но го ато ма мож но за пи сать как сум му ука зан -

ных по то ков, ум но жен ную на ак тив ность со от -
вет ст ву ю щих ато мов, т.е. v1A(1) + v3D(1). В свою
оче редь, ис хо дя щий по ток ме че но го ве ще ст ва ра -
вен ак тив но сти ато ма , ум но жен ной на сум му ско -
ро стей ре ак ций v2, v4 и v5. Та ким об ра зом, из ме не -
ние ак тив но сти ато ма мож но опи сать сле ду ю щим 
диф фе рен ци а ль ным урав не ни ем:
dB

dt
v A v D v v v B( )

( ) ( ) ( )( ) .1
1 1 3 1 2 4 5 1     (16)

Ес ли си с те ма до стиг ла ста ци о нар но го со -
сто я ния, ис хо дя щий по ток урав но ве ши ва ет вхо -
дя щий, что при во дит к то му, что ак тив ность ато -
ма B(1) пе ре ста ет из ме ня ть ся и, сле до ва те ль но,
урав не ние (16) пре вра ща ет ся в сле ду ю щее ба лан -
со вое урав не ние:
v A v D v v v B1 1 3 1 2 4 5 1( ) ( ) ( )( ) .    (17)

Ана ло гич ным об ра зом мож но со ста вить
урав не ния и для всех оста ль ных ато мов рас смат -
ри ва е мой ме та бо ли че ской си с те мы. 

Из на ча ль но ба лан со вые урав не ния, ана ло -
гич ные урав не нию (17), под вер га ли ана ли зу вруч -
ную. При этом основ ной це лью бы ло по лу че ние
яв ных вы ра же ний для ак тив но сти кон к рет ных
ато мов из б ран ных ме та бо ли тов си с те мы. Та кой
под ход об ла дал ря дом не до стат ков, сре ди ко то -
рых – слож ность по лу ча е мых си с тем урав не ний и
не об хо ди мость за но во со став лять урав не ния в
слу чае мо ди фи ка ции мо де ли.

Пер вым зна чи те ль ным ша гом в раз ви тии
ука зан но го под хо да ста ло вве де ние спе ци а ль но го 
мат рич но го пред став ле ния для пе ре хо дов ато мов
уг ле ро да на осно ве так на зы ва е мых мат риц атом -
ных пе ре ста но вок (Atom Map ping Mat rix, AMM)
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АНА ЛИЗ МЕ ТА БО ЛИ ЧЕ СКИХ ПО ТО КОВ С ИС ПО ЛЬ ЗО ВА НИ ЕМ 13С-ИЗО ТО ПОВ (13C-MFA)

Та б ли  ца  1

Урав не ния ре ак ций, про те ка ю щих со ско ро стью v, и атом ные пе ре ста нов ки, 
ха рак те ри зу ю щие ме та бо ли че скую си с те му, опи сан ную в [47]

Re ac ti ons and ato mic re ar ran ge ments cha rac te ris tic of me ta bo lic sys tem 
des c ri bed in [47]

Ско рость ре ак ции Урав не ние ре ак ции Атом ные пе ре ста нов ки

v1 AB ab cabc

v2, v3 BD ab cabc

v4 BC+E abcbc+a

v5 B+CD+2E abc+debcd+a+e

v6 DF ab cabc



и век то ров ак тив но сти ме та бо ли тов (Me ta bo li te
Ac ti vi ty Vec tor, MAV) и ис по ль зо ва ние это го под -
хо да для чис лен но го рас че та ак тив но стей ме та бо -
ли че ской си с те мы [44, 48].

Пусть за дан ме та бо лит M, со дер жа щий n
ато мов уг ле ро да. Век то ром ак тив но сти MAVM
ме та бо ли та M на зо вем век тор дли ной n, i-й эле -
мент ко то ро го со дер жит ин фор ма цию об «ак тив -
но сти» i-го ато ма уг ле ро да ме та бо ли та M. Рас -
смот рим да лее ме та бо ли ты A и B, ко то рые яв ля -
ют ся суб ст ра том и про дук том ре ак ции v и со дер -
жат l и k ато мов уг ле ро да, со от вет ст вен но. Тог да
мат ри цей атом ных пе ре ста но вок [AB]v ме та бо -
ли тов А и В и ре ак ции v бу дем на зы вать мат ри цу
раз мер но сти k  l сле ду ю щей струк ту ры:

1) каж дый стол бец (со от вет ст вен но стро ка)
мат ри цы со от вет ст ву ет ато му уг ле ро да ме та бо ли -
та A (со от вет ст вен но B) в опре де лен ной по зи ции
и в со от вет ст вии с ну ме ра цией ато мов уг ле ро да
ме та бо ли та A (со от вет ст вен но B);

2) если в ре зу ль та те ре ак ции v атом уг ле ро -
да суб ст ра та A из по зи ции i пе ре хо дит в по зи цию j
про дук та B, то на пе ре се че нии j-й стро ки и i-го
столб ца в мат ри це ста вит ся еди ни ца (если рас -
смат ри ва е мый атом мо жет быть так же сфор ми ро -
ван из ато мов дру гих суб ст ра тов ана ли зи ру е мой
ре ак ции, то вме с то еди ни цы ука зы ва ет ся со от вет -
ст ву ю щая ве ро ят ность фор ми ро ва ния это го ато -
ма из вы бран но го ато ма рас смат ри ва е мо го суб -
ст ра та); в про тив ном слу чае ста вит ся ноль. 

Мат ри цы атом ных пе ре ста но вок для мо -
де ль ной ме та бо ли че ской си с те мы пред став ле ны в
табл. 2.

Вслед за ав то ра ми [44] рас смот рим ис по ль -
зо ва ние АММ и MAV для ана ли за ре ак ции v5 мо -
де ль ной ме та бо ли че ской си с те мы (см. рис. 3):

B C D E
v

  
5

2 .

Эта ре ак ция опре де ля ет ся че ты рь мя мат ри -
ца ми атом ных пе ре ста но вок, опи сы ва ю щи ми пе -
ре ход ато мов уг ле ро да из B в D, [ ]B D 5

, и из B
в E, [ ]B E  5

, а так же из С в D, [ ]C D 5
, и из C

в E, [ ]C E v
5
. Ис хо дя из струк ту ры мат риц атом -

ных пе ре ста но вок не труд но уви деть, что про из ве -
де ние со от вет ст ву ю щей мат ри цы на MAV ре а -
ген та опре де ля ет вклад это го ре а ген та в ак тив -
ность эле мен тов MAV про дук та. При этом об щая
ак тив ность эле мен тов об ра зу ю ще го ся про дук та
опре де ля ет ся сум мой вкла дов ак тив но стей каж -
до го из ре а ген тов. Так, на при мер, вклад в ак тив -
ность ме та бо ли тов D и E за счет ре ак ции v5 мо жет
быть вы ра жен с ис по ль зо ва ни ем мат риц атом ных
пе ре ста но вок сле ду ю щим об ра зом:
MAV MAV MAVD B v CB D C D   [ ] [ ] ,v5 5

MAV MAV MAVE B v CB E C E   [ ] [ ] ,v5 5

где MAVB, MAVC, MAVD, и MAVE – век то ры ак -
тив нос ти со от вет с т ву ю щих ме та бо ли тов -ин тер -
ме ди а тов.
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Та б ли  ца  2

Мат ри цы атом ных пе ре ста но вок (AMM) для мо де ль ной ме та бо ли че ской си с те мы, 
пред став лен ной в ра бо те [47]

Atom map ping mat rix (AMM) for me ta bo lic sys tem des c ri bed in [47]
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По ка жем да лее, как мож но ис по ль зо вать
мат ри цы атом ных пе ре ста но вок для со став ле ния
ба лан со вых урав не ний, ана ло гич ных урав не нию
(17). На пом ним, что из ме не ние век то ра MAVB ак -
тив но сти ме та бо ли та B опре де ля ет ся при то ком
ме та бо ли тов  A и D за счет ре ак ций v1 и v3, со от -
вет ст вен но, и от то ком ме та бо ли тов за счет ре ак -
ций v2, v4 и v5 (см. рис. 3). Так как вклад ме та бо ли -
тов A и D в из ме не ние MAVB опре де ля ет ся из про -
из ве де ния со от вет ст ву ю щих мат риц атом ных пе -
ре ста но вок и век то ров ак тив но сти ука зан ных ме -
та бо ли тов, то со от вет ст ву ю щее диф фе рен ци а ль -
ное урав не ние, опи сы ва ю щее из ме не ние MAVB
мож но за пи сать сле ду ю щим об ра зом:
d

dt
v A B

v D B v v v

B
v A

v D

MAV MAV

MAV MAV

  

    

1

3 2 4 5

1

5

[ ]

[ ] ( ) B .

Пред по ло жив, что изо то по ме ры на хо дят ся
в ста ци о нар ном со сто я нии, по след нее урав не ние
мож но пе ре пи сать как урав не ние ба лан са. Пол -
ный на бор ба лан со вых урав не ний для мо де ль ной
ме та бо ли че ской си с те мы пред став лен в табл. 3.
При этом MAVF и MAVE ме та бо ли тов-про дук тов 
опре де ля ют ся яв но ис хо дя из век то ров ак тив но с -
ти со от вет ст ву ю щих внут ри кле точ ных ме та бо ли -
тов и про пор ци о на ль но ско ро сти со от вет ст ву ю -
щих ре ак ций. Кро ме то го, от ме тим, что в от ли чие
от урав не ний (16) и (17), ко то рые пред по ла га ют
со став ле ние ба лан со вых урав не ний для каж до го
от де ль но го ато ма ба лан си ру е мо го ме та бо ли та,
под ход, осно ван ный на ис по ль зо ва нии мат риц
атом ных пе ре ста но вок, по зво ля ет за пи сы вать то -
ль ко од но ба лан со вое урав не ние для всех ато мов
за дан но го ме та бо ли та. Ука зан ный факт су ще ст -
вен но сни жа ет слож ность опи сы ва е мой мо де ли.

Кро ме то го, мат рич ное опи са ние атом ных пе ре -
ста но вок по зво ля ет ав то ма ти зи ро вать про цесс
по стро е ния со от вет ст ву ю щих ба лан со вых урав -
не ний, что по зво ля ет ис по ль зо вать компь ю тер -
ные про грам мы и со от вет ст ву ю щие чис лен ные
ме то ды для рас че та ак тив но сти всех ме та бо ли тов
вы бран ной ме та бо ли че ской си с те мы.

За вер шая рас смот ре ние это го под хо да, от -
ме тим, что мо де ли ро ва ние ак тив но сти от де ль ных 
ато мов об ла да ет од ним прин ци пи а ль ным не до -
стат ком по срав не нию с изо то по мер ным под хо -
дом c его раз лич ны ми мо ди фи ка ци я ми и обоб ще -
ни я ми. Этот ме тод не мо жет опи сать весь спектр
ин фор ма ции о со от но ше нии изо то по ме ров, ко то -
рую мож но по лу чить ме то да ми ядер но го маг нит -
но го ре зо нан са и со вре мен ной га зо вой (или жид -
ко ст ной) хро ма то масс-спек тро мет рии [49].

Рас смот рим эле мен тар ную ме та бо ли че -
скую си с те му, ко то рая со сто ит из од ной ре ак ции 
A B , где A и B – ме та бо ли ты, со дер жа щие по
два ато ма уг ле ро да, а сама ре ак ция за клю ча ет ся в
пе ре ста нов ке этих ато мов ме с та ми (ab ba ).
Пусть ме та бо лит A име ет сле ду ю щее рас пре де ле -
ние изо то по ме ров и со от вет ст ву ю щую долю ме -
че ных ато мов:
A = (A # 00, A # 01, A # 10, A # 11) = 
= (60%, 25%, 15%, 0%)  A(1) = 0,25, A(2) = 0,15.

Так как рас смат ри ва е мая ре ак ция ме ня ет
то ль ко по сле до ва те ль ность ато мов уг ле ро да, то
рас пре де ле ние изо то по ме ров ме та бо ли та В мож -
но по лу чить из со от вет ст ву ю ще го рас пре де ле ния
для ме та бо ли та A:
B = (A # 00, A # 10, A # 01, A # 11) = 
= (60%, 15%, 25%, 0%)  
B(1) = A(2) = 0,15, B(2) = A(1) = 0,25.
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Та б ли  ца  3

Си с те ма ба лан со вых урав не ний от но си те ль но век то ров ак тив но сти ме та бо ли тов (MAV), 
по стро ен ная на осно ве мат риц атом ных пе ре ста но вок (AMM) для мо де ль ной 
ме та бо ли че ской си с те мы, пред став лен ной в ра бо те [47]

Sys tem of ba lan ce equ a ti ons re la ti ve to me ta bo li te ac ti vi ty vec tors (MAVs) ba sed on atom 
map ping mat ri ces (AMMs) for mo del me ta bo lic sys tem des c ri bed in [47]

B: ( ) [ ] [ ]v v v v A B v D BB v A v D2 4 5 1 31 3
     MAV MAV MAV

C: v v B CC v B5 4 4
MAV MAV [ ]

D: ( ) [ ] ([ ] [ ]v v v B D v B D C DD v B v B v6 3 2 52 5 5
      MAV MAV MAV MAVC )

F: MAV MAVF v DD F [ ]
6

E: MAV MAV MAVE v B v B
v

v v
B E v

v v
B E C


 


  4

4 5

5

4 52
2

24 5
[ ] ([ ] [ E v C] )

5
MAV



Ис хо дя из того, что 15% ато мов, на хо дя -
щих ся на пер вой по зи ции в ме та бо ли те B, и 25%
ато мов, на хо дя щих ся на вто рой по зи ции, яв ля ют -
ся ме че ны ми, то мож но оши боч но за клю чить, что
пул ме та бо ли та B со дер жит не бо ль шое ко ли че ст -
во изо то по ме ра B#11(0,150,253,75%). Но это
не воз мож но, так как ука зан ная ре ак ция то ль ко пе -
ре став ля ет ато мы ме с та ми, а ис ход но ме та бо лит 
A не со дер жит изо то по мер A#11.

Пред ло жен ный при мер по ка зы ва ет, что ин -
фор ма ция о до ле ме че ных ато мов за дан но го ме та -
бо ли та недо ста точ на для то го, что бы су дить о
рас пре де ле нии его изо то по ме ров. Та ким об ра зом, 
рас смат ри ва е мые в этом раз де ле под хо ды не мо -
гут быть ис по ль зо ва ны для мо де ли ро ва ния изо то -
по мер но го рас пре де ле ния в ме та бо ли тах-про дук -
тах вы бран ной ме та бо ли че ской си с те мы. В свою
оче редь, сум ми руя со от вет ст ву ю щие изо то по ме -
ры все гда мож но по лу чить ин фор ма цию о до ле
ме че ных ато мов для фик си ро ван но го ато ма вы -
бран но го ме та бо ли та.

Изо то по мер ный под ход к мо де ли ро ва нию
рас пре де ле ния тя же лых изо то пов 
в ме та бо ли че ской си с те ме

Од но вре мен но с под хо да ми к мо де ли ро ва -
нию рас пре де ле ния тя же лых изо то пов уг ле ро да,
осно ван ны ми на мо де ли ро ва нии ак тив но сти от -
де ль ных ато мов в ме та бо ли че ской си с те ме, раз -
ви ва лись под хо ды на ба зе изо то по ме ров. В осно -
ве та ких мо де лей ле жат урав не ния, опи сы ва ю щие 
из ме не ния кон цен т ра ции изо то по ме ров ме та бо -
ли тов, ко то рые встре ча ют ся в си с те ме. При этом в 
бо ль шин ст ве слу ча ев вновь пред по ла га ют на ли -
чие ста ци о нар но го со сто я ния изо то по мер ных
кон цен т ра ций, что по зво ля ет пе рей ти к со от вет -
ст ву ю щим ба лан со вым урав не ни ям.

Пусть за дан ме та бо лит M c n ато ма ми уг ле -
ро да (при этом все ато мы уг ле род но го ос то ва ме -
та бо ли та не об хо ди мо ка ким-то об ра зом упо ря до -
чить). Про из во ль ный изо то по мер ме та бо ли та M
обо зна чим че рез M # i1 … in, где ij{0,1} для каж -
до го j,  j = 1, ..., n. При этом зна че ние ин дек са ij = 1, 
j = 1, ..., n, ука зы ва ет на на ли чие ато ма 13C в j-й по -
зи ции рас смат ри ва е мо го из то по ме ра, а ij = 0 – на
на ли чие ато ма 12C. В свою оче редь, че рез mi in1...
обо зна чим от но си те ль ную долю (изо то по мер ная
фрак ция) изо то по ме ра M#i1...in сре ди всех изо то -
по ме ров ме та бо ли та M.

Рас смот рим основ ные прин ци пы по стро е -
ния изо то по мер ной мо де ли на вве ден ном ра нее
при ме ре (см. рис. 3). Изо то по мер ное со сто я ние

ме та бо ли че ской си с те мы пол но стью опи сы ва ет ся 
со во куп но стью изо то по мер ных фрак ций всех
вхо дя щих и внут ри кле точ ных ме та бо ли тов ука -
зан ной си с те мы. В рас смат ри ва е мом при ме ре
един ст вен ным вхо дя щим ме та бо ли том яв ля ет ся
ме та бо лит A, а внут ри кле точ ны ми ме та бо ли та ми
– B, C и D. Со во куп ность всех изо то по мер ных
фрак ций мо жет быть ком пак т но за пи са на с ис по ль -
зо ва ни ем ин дек сов i1, i2, i3  {0,1} сле ду ю щим
об ра зом:
a b c di i i i i i i i i i i1 2 3 1 2 3 1 2 1 2 3

, , , .
По опре де ле нию, сум ма всех изо то по мер -

ных фрак ций за дан но го ме та бо ли та рав на еди ни -
це, т.е.

a b

c

i i i
i i i

i i i
i i i

i i

1 2 3
1 2 3

1 2 3
1 2 3

1

0

1

0

1
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, ,
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, ,

,

  



 

2
1 2

1 2 3
1 2 30

1

0

1
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 i i
i i i

i i i
d

,
, ,

, ,
.

(18)

Пе рей дем к со зда нию урав не ний, опи сы ва -
ю щих из ме не ние кон цен т ра ций для внут ри кле -
точ ных ме та бо ли тов. Так, на при мер, из ме не ние
кон цен т ра ции b101 изо то по ме ра B#101 опре де ля -
ет ся от то ком изо то по ме ров ме та бо ли та B за счет
ре ак ций v2, v4  и v5 и при то ком изо то по ме ра A#101 
ме та бо ли та A за счет ре ак ции v1 и изо то по ме ра 
D#101 ме та бо ли та D за счет ре ак ции v3. Та ким об -
ра зом, из ме не ние кон цен т ра ции ука зан но го изо -
то по ме ра мож но за пи сать при по мо щи сле ду ю -
ще го диф фе рен ци а ль но го урав не ния:
db

dt
a v d v b v v v101

101 1 101 3 101 2 4 5    ( ). (19)

Пред по ла гая на ли чие ста ци о нар но го со сто -
я ния изо то по мер но го распределения, из урав не -
ния (19) мож но по лу чить со от вет ст ву ю щее урав -
не ние изо то по мер но го ба лан са для B#101:
b v v v a v d v101 2 4 5 101 1 101 3( ) .   

Сто ит от ме тить, что в от ли чие от мо де лей,
осно ван ных на пред став ле нии об ак тив но сти от де ль -
ных ато мов, изо то по мер ные мо де ли об ла да ют ря -
дом осо бен но стей при мо де ли ро ва нии би мо ле ку -
ляр ных ре ак ций. При этом нуж но раз ли чать би мо -
ле ку ляр ность про дук тов ре ак ции (pro duct si de bi -
mo le cu la ri ty) и ре а ген тов ре ак ции (educt si de bi -
mo le cu la ri ty). В пер вом слу чае ис ход ный ме та бо -
лит рас па да ет ся на ча с ти, и со от вет ст ву ю щий изо -
то по мер ме та бо ли та-про дук та мо жет быть по лу -
чен из не ско ль ких изо то по ме ров ме та бо ли та-суб -
ст ра та. Так, на при мер, при ток изо то по ме ра C#10
в ре зу ль та те ре ак ции v4 про ис хо дит од но вре мен -
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но за счет изо то по ме ров B#010 и B#110 и, сле до ва -
те ль но, ба лан со вое урав не ние для ука зан но го изо -
то по ме ра мож но за пи сать сле ду ю щим об ра зом:

c v b b v10 5 010 110 4 ( ) .

В свою оче редь, в слу чае би мо ле ку ляр но -
сти ре а ген тов це ле вой изо то по мер в ре ак ции фор -
ми ру ет ся за счет двух изо то по ме ров раз лич ных
ме та бо ли тов-ре а ген тов. Та ким об ра зом, ко ли че -
ст во изо то по ме ров, об ра зу ю щих ся в рас смат ри -
ва е мой ре ак ции, опре де ля ет ся ве ро ят но стью уча -
с тия со от вет ст ву ю щих изо то по ме ров ме та бо ли -
тов-суб ст ра тов в фор ми ро ва нии нуж но го изо то -
по ме ра це ле во го ме та бо ли та-про дук та. Ука зан -
ную осо бен ность по стро е ния изо то по мер ной мо -
де ли мож но уви деть на при ме ре со став ле ния ба -
лан со во го урав не ния для изо то по ме ра D#001:

d v v b v b b c c v001 6 3 001 2 000 100 10 11 5( ) ( )( ) .    

В дан ном слу чае, ре ак ция v5 об ла да ет би мо -
ле ку ляр но стью как со сто ро ны суб ст ра тов, так и
со сто ро ны про дук тов ре ак ции, по э то му со от вет -
ст ву ю щая ве ро ят ность опре де ля ет ся сра зу не ско -
ль ки ми изо то по ме ра ми ме та бо ли тов-суб ст ра тов,
ко то рые фор ми ру ют со от вет ст ву ю щий изо то по -
мер ме та бо ли та-про дук та.

Ис по ль зуя ин дек сы i1, i2, i3  {0,1}, пол ный
на бор изо то по мер ных ба лан со вых урав не ний для
рас смат ри ва е мой мо де ль ной ме та бо ли че ской си -
с те мы мож но за пи сать в сле ду ю щем ком пак т ном
ви де:
B i i i b v v v a v d v
C i

i i i i i i i i i# : ( ) ,

#
1 2 3 2 4 5 1 31 2 3 1 2 3 1 2 3

   

1 2 5 0 1 4

1 2 3 6

1 2 1 2 1 2

1 2 3

i c v b b v
D i i i d v

i i i i i i

i i i

: ( ) ,
# : (

 

 v b v
b b c c v

i i i

i i i i i i

3 2

0 1 0 1 5

1 2 3

1 2 1 2 3 3

)
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(20)

Ба лан со вые урав не ния (20) в со во куп но сти
с урав не ни я ми (18) фор ми ру ют пол ную изо то по -
мер ную мо дель. Сто ит от ме тить, что бо ль шое чис -
ло пе ре мен ных и не ли ней ность урав не ний ба лан са,
воз ни ка ю щая за счет би мо ле ку ляр ных ре ак ций (в
слу чае рас смат ри ва е мой мо де ль ной ме та бо ли че -
ской си с те мы не ли ней ность воз ни ка ет за счет ре -
ак ции v5), в об щем слу чае де ла ют не воз мож ным
ана ли ти че ское ре ше ние ука зан ной си с те мы. В свя -
зи с этим бы ло раз ра бо та но не ско ль ко под хо дов к
чис лен но му ре ше нию ука зан ной за да чи, а так же
пред ло же но не ско ль ко мо ди фи ка ций ис ход ной
мо де ли с це лью упро ще ния и уско ре ния ее чис -
лен но го ре ше ния.

Од ним из пер вых был пред ло жен под ход,
ана ло гич ный AMM-за ви си мо му опи са нию пе ре -

хо дов при ме та бо ли че ской ре ак ции ато мов меж ду 
со е ди не ни я ми, ха рак те ри зу ю щи ми ся век то ра ми
MAV. Было вве де но в рас смот ре ние пред став ле -
ние пе ре хо дов изо то по ме ров с по мо щью IMM и
IDV [50]. Мат ри цы IMM со дер жат ин фор ма цию
о том, ка кой из изо то по ме ров про дук та про ис хо -
дит из ка ко го изо то по ме ра суб ст ра та, и яв ля ют ся
удоб ным сред ст вом для за пи си как диф фе рен ци а -
ль ных урав не ний, ана ло гич ных урав не нию (19),
опи сы ва ю щих из ме не ние кон цен т ра ции изо то -
по ме ров в рас смат ри ва е мой ме та бо ли че ской си -
с те ме при фик си ро ван ных зна че ни ях по то ков,
так и ба лан со вых урав не ний (ана ло гич ных урав -
не ни ям (20)).

По ана ло гии с тем, как это де ла лось для
AMM-за ви си мо го опи са ния ме та бо ли че ской си с -
те мы, вве дем со от вет ст ву ю щие опре де ле ния для
IMM-за ви си мо го опи са ния. Пусть за дан ме та бо -
лит M, со дер жа щий n ато мов уг ле ро да. Век то ром
рас пре де ле ния изо то по ме ров IDVM ме та бо ли та M
на зо вем век тор дли ны 2n, i-й эле мент ко то ро го со -
дер жит ин фор ма цию о доле i-го изо то по ме ра ме -
та бо ли та M (при этом пред по ла га ет ся, что все
изо то по ме ры упо ря до че ны лек си ког ра фи че ски).
Рас смот рим да лее ме та бо ли ты A и B, ко то рые яв -
ля ют ся суб ст ра том и про дук том ре ак ции v и со дер -
жат l и k ато мов уг ле ро да, со от вет ст вен но. Тог да
мат ри цей изо то по мер ных пе ре ста но вок [[A  B]]
ме та бо ли тов A и B в ре ак ции v бу дем на зы вать
мат ри цу раз ме ра 2k на 2l сле ду ю щей струк ту ры:

1) каж дый стол бец (со от вет ст вен но стро ка)
мат ри цы со от вет ст ву ет изо то по ме ру ме та бо ли та
A (со от вет ст вен но B) в опре де лен ной по зи ции и
со глас но по сле до ва те ль но сти изо то по ме ров ме -
та бо ли та A (со от вет ст вен но B);

2) ес ли в ре зу ль та те ре ак ции v изо то по мер
суб ст ра та A с но ме ром i уча ст ву ет в фор ми ро ва -
нии изо то по ме ра с но ме ром j про дук та B, то на пе -
ре се че нии j-й стро ки и i-го столб ца в мат ри це ста -
вит ся еди ни ца, в про тив ном слу чае ста вит ся ноль.

Как и в слу чае АММ-за ви си мо го под хо да,
мат ри цы изо то по мер ных пе ре ста но вок (IMM)
опре де ля ют ся для каж дой воз мож ной па ры ме та -
бо ли та-суб ст ра та и ме та бо ли та-про дук та для всех 
ре ак ций рас смат ри ва е мой ме та бо ли че ской си с те -
мы. На при мер, для ре ак ции v5 мо де ль ной ме та бо -
ли че ской си с те мы (см. рис. 3):

B C D E
v

  
5

2

тре бу ет ся за дать че ты ре мат ри цы изо то по мер ных
пе рес та но вок, опи сы ва ю щих пе ре хо ды изо то по -
ме ров из B в D, [[ ]]

5
B D v , и из B в E, [[ ]]

5
B E v , 

а так же из C в D, [[ ]]
5

C D v , и из C в E, [[ ]]
5

C E v . 
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Струк ту ра ука зан ных мат риц для ре ак ции v5 и
дру гих мат риц изо то по мер ных пе рес та но вок при -
ве де на в табл. 4.

Не труд но ви деть, что в слу чае мономо ле ку -
ляр ных ре ак ций вклад этой ре ак ции в из ме не ние
изо то по мер но го со ста ва ме та бо ли та-про дук та
опре де ля ет ся ис хо дя из про из ве де ния со от вет -
ст ву ю щей мат ри цы изо то по мер ных пе ре ста но вок 
на IDV ме та бо ли та-суб ст ра та. В свою оче редь,
для би мо ле ку ляр ных ре ак ций ука зан ный вклад
опре де ля ет ся в ре зу ль та те свертки, ха рак те ри зу -
ю щей ве ро ят ность фор ми ро ва ния рас смат ри ва е -

мых изо то по ме ров из со от вет ст ву ю щих изо то по -
ме ров ме та бо ли тов-суб ст ра тов. Так, на при мер,
вклад в из ме не ние изо то по мер но го со ста ва ме та -
бо ли тов D и E за счет ре ак ции v5 мо жет быть вы -
ра жен сле ду ю щим об ра зом с ис по ль зо ва ни ем
мат риц изо то по мер ных пе ре ста но вок:

IDV IDV IDVD v B v CB D C D   [[ ]] [[ ]] ,
5 5

IDV IDV IDVE v B v CB E C E   [[ ]] [[ ]] ,
5 5

где IDVB, IDVC, IDVD, и IDVE – век то ры рас п ре -
де ле ния изо то по ме ров со от вет с т ву ю щих ме та бо -
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Та б ли  ца  4

Мат ри цы изо то по мер ных пе ре ста но вок (IMM) для мо де ль ной ме та бо ли че ской си с те мы, 
пред став лен ной в [47]

Iso to po mer map ping mat ri ces (IMM) for mo del me ta bo lic sys tem des c ri bed in [47]

[[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]]A B B D D B D Fv v v v       
1 2 3 6

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1































[[ ]]B C v 














4

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1






[[ ]]B E v 










4

1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1

[[ ]]B D v 
5

1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 1































[[ ]]B E v 










5

1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1

[[ ]]C D v 










5

1 1 0 0
0 0 1 1
1 1 0 0
0 0 1 1
1 1 0 0
0 0 1 1
1 1 0 0
0 0 1 1





















[[ ]]C E v 









5

1 0 1 0
0 2 0 1



ли тов -ин тер ме ди а тов, а знак  обоз на ча ет опе ра -
цию по э ле мен т но го про из ве де ния век то ров.

В свою оче редь, по стро е ние ба лан со вых
урав не ний изо то по мер ной мо де ли с ис по ль зо ва ни -
ем мат риц изо то по мер ных пе ре ста но вок (табл. 5)
во мно гом ана ло гич но по стро е нию со от вет ст ву ю -
щих урав не ний с ис по ль зо ва ни ем AMM-за ви си -
мо го под хо да (см.табл. 3).

Ука зан ный под ход был впер вые про те с ти -
ро ван его ав то ра ми в сре де ими та ци он но го мо де -
ли ро ва ния Si mu linkTM, рас про стра ня е мой ком па -
нией Mat h Works, Inc. и ин тег ри ро ван ной в сре ду
про грам ми ро ва ния MATLAB® [50]. Сто ит от ме -
тить, что при ре а ли за ции ука зан но го под хо да для
ре ше ния ба лан со вых урав не ний изо то по мер ной
мо де ли мо гут по тре бо ва ть ся бо ль шие вы чис ли те -
ль ные ре сур сы и время, так как в дан ном слу чае,
по су ти, ре ше ние рас смат ри ва е мой за да чи сво -
дит ся к по сле до ва те ль но му ре ше нию бо ль шо го
чис ла диф фе рен ци а ль ных урав не ний ис ход ной
изо то по мер ной мо де ли.

Ку мо мер ный под ход к мо де ли ро ва нию 
рас пре де ле ния тя же лых изо то пов 
в ме та бо ли че ской си с те ме

Пер вой су ще ст вен ной мо ди фи ка цией изо -
то по мер ной мо де ли бы ло вве де ние эле ган т ной
кон цеп ции ку му ля тив но го изо то по ме ра («ку мо -
ме ра») [51], ко то рая по зво ли ла при ме нить эф фек -
тив ную про це ду ру мо ди фи ка ции изо то по мер ной
мо де ли и при ве де ния ее ба лан со вых урав не ний к
ка с ка ду си с тем ли ней ных урав не ний для ба лан са
ку мо ме ров.

По опре де ле нию, ку мо мер – это груп па изо -
то по ме ров, у ко то рых за фик си ро ва на часть по зи -
ций (ин дек сов), на ко то рых рас по ла га ют ся ато мы
13С (при этом на остав ших ся по зи ци ях мо гут быть 
ато мы как 12С, так и 13С). При этом «1» бу дем от -
ме чать за фик си ро ван ные по зи ции, а  сим во лом «x» –
все оста ль ные по зи ции. По ана ло гии с изо то по ме -
ра ми про из во ль ный ку мо мер ме та бо ли та M, со -
дер жа ще го n ато мов уг ле ро да, обо зна чим че рез
М#i1...in, где ij  {1, x} для каж до го j,  j = (1, ..., n).
При этом зна че ние ин дек са  ij = 1 (j = 1, …, n) ука -
зы ва ет на на ли чие ато ма 13C в j-й по зи ции рас -
смат ри ва е мо го изо то по ме ра, а ij = x – на то, что в
этой по зи ции мо жет быть как атом 12C, так и атом
13C. В свою оче редь, mi in1...  обо зна ча ет от но си те ль -
ную долю (ку мо мер ную фрак цию) ку мо ме ра
М#i1...in сре ди всех ку мо ме ров ме та бо ли та M.
Ран гом ку мо мо ме ра М#i1...in бу дем на зы вать чис -
ло фик си ро ван ных по зи ций в ку мо ме ре, т.е. чис -
ло ин дек сов, рав ных 1. При этом i-й (i = 1,…,n) ку -
мо мер ной фрак цией на зо вем фрак ции ку мо ме ров
ран га i. 

Сто ит от ме тить, что ес те ст вен ным об ра зом
все ку мо ме ры мож но сгруп пи ро вать по ран гу. На -
при мер, рас смот рим тре хуг ле род ную мо ле ку лу
суб ст ра та A из мо де ль ной ме та бо ли че ской си с те -
мы, опи сан ной выше. Тог да ку мо мер ная фрак ция
ран га «0» есть 

a axxx i i i
i i i

 


1 2 3
1 2 3

1
0

1

, ,
, ,

,

т.е. это сум ма всех изо то по мер ных фрак ций, ко то -
рая по оп ре де ле нию рав на еди ни це. Сле дуя вве -
ден ным оп ре де ле ни ям, ку мо мер ным фрак ци ям
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Та б ли  ца  5

Си с те ма ба лан со вых урав не ний от но си те ль но век то ров рас пре де ле ния изо то по ме ров (IDV), 
по стро ен ная на осно ве мат риц изо то по мер ных пе ре ста но вок для мо де ль ной ме та бо ли че ской
си с те мы, пред став лен ной в ра бо те [47]

Sys tem of ba lan ce equ a ti ons re la ti ve to iso to po mer dis t ri bu ti on vec tors (IDV) ba sed on iso to po mer
map ping mat ri ces for mo del me ta bo lic sys tem des c ri bed in [47]

B: ( ) [[ ]] [[ ]]v v v v A B v D BB v A v D2 4 5 1 31 3
     IDV IDV IDV

C: v v B CC v B5 4 4
IDV IDV [[ ]]

D: ( ) [[ ]] ([[ ]] [[v v v B D v B D C DD v B v B6 3 2 52 5
      IDV IDV IDV ]] )v C5

IDV

F: IDV IDVF v DD F [[ ]]
6

E: IDV IDV IDVE v B v B
v

v v
B E v

v v
B E


 


4

4 5

5

4 52
2

24 5
[[ ]] ([[ ]]  [[ ]] )C E v C5

IDV



ран га «1» бу дут со от вет с т во вать сле ду ю щие
фрак ции:

a a a a a axx i i
i i

x x i i
i i

xx i1 1
0

1
1 1

0

1
12 3

2 3
1 3

1 3
1

    
 , ,

; ; i
i i

2
1 2

1
0

1

, 
 .

Как вид но, та кое опре де ле ние ку мо мер ных
фрак ций ран га «1» эк ви ва лен т но опре де ле нию
со от вет ст ву ю щих эле мен тов век то ра MAVA:

MAV MAV MAVA xx A x x A xxa a a[ ] ; [ ] ; [ ] .1 2 31 1 1  

Та ки ми эле мен та ми яв ля ют ся эк с пе ри мен -
та ль но опре де ля е мые ак тив но сти (до ли фрак ци -
он но го обо га ще ния) со от вет ст ву ю щих ато мов уг -
ле ро да ме та бо ли та .

Ку мо мер ные фрак ции ран га «2» для тре хуг -
ле род ной мо ле ку лы опре де ля ют ся как

a a a a a ax i
i

x i
i

x i
i

11 11
0

1

1 1 1 1
0

1

11 11
0

1

3
3

2
2

1
1

     
  

; ; .

На ко нец, ку мо мер ную фрак цию ран га «3»
со став ля ет изо то по мер ная фрак ция изо то по ме ра,
ме чен но го по всем трем по ло же ни ям:

a a111 111 .

Wi ec hert et al. по ка за ли, что все гда су ще ст -
ву ет вза им но од ноз нач ное со от вет ст вие меж ду ку -
мо мер ны ми и изо то по мер ны ми фрак ци я ми [51].
Для мо ле ку лы с n ато ма ми уг ле ро да транс фор ма -
ция ее 2n фрак ций изо то по ме ров в со от вет ст ву ю щие
2n ку мо мер ных фрак ций мо жет быть осу ще ст в ле -
на при по мо щи ли ней но го пре об ра зо ва ния Т, мат -
ри ца ко то ро го за да ет ся ре кур сив но: 

T0 1  и T
T T

Ti
i i

i








 



1 1

10
,  для i =1,...,n.

Та ким об ра зом, для тре хуг ле род ной мо ле -
ку лы транс фор ма ция от изо то по мер ных фрак ций
к ку мо мер ным бу дет опре де ля ть ся сле ду ю щим
об ра зом:
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Об рат ное пре об ра зо ва ние от ку мо мер ных к изо -
то по мер ным фрак ци ям тре бу ет ис поль зо ва ния
об рат ной мат ри цы. Wiechert по ка зал, что пол ный
на бор не ли ней ных урав не ний ба лан са для изо то -
по ме ров мо жет быть кон вер ти ро ван в на бор урав -
не ний ба лан са для ку мо ме ров [51]. При этом воз -
ни ка ет ку мо мер ная мо дель – сис те ма кас кад ных
ли ней ных урав не ний, в ко то рые вхо дят ли бо ку -
мо ме ры за дан но го ран га, ли бо бо лее низ ких ран -
гов (мо но мо ле ку ляр ные ре ак ции (A  B), ли бо би -
мо ле ку ляр ные ре ак ции кон ден са ции (A + B  C)).
Та кая сис те ма ли ней ных урав не ний поз во ля ет ре -
шать их пос ле до ва тель но, на чи ная с сис тем бо лее
низ ко го ран га. Оп ре де лен ные та ким об ра зом ку -
мо мер ные фрак ции мо гут быть тран с фор ми ро ва -
ны в изо то по мер ные.

Ли ней ность ба лан со вых урав не ний для ку -
мо ме ров за дан но го ран га воз ни ка ет в си лу то го,
что про из ве де ние ку мо мер ных фрак ций, встре ча -
ю ще е ся в урав не ни ях, мо жет со дер жать то ль ко
ку мо ме ры ме нь ше го ран га. Так как эти ку мо мер -
ные фрак ции бы ли опре де ле ны ра нее (в ре зу ль та -
те ре ше ния со от вет ст ву ю щих си с тем ба лан со вых
урав не ний ме нь ше го ран га), то их про из ве де ние
мож но рас смат ри вать как кон стан ту. В свою оче -
редь, все оста ль ные сла га е мые, вхо дя щие в си с те -
му ба лан со вых урав не ний за дан но го ран га, бы ли
по лу че ны на осно ве мо но мо ле ку ляр ных ре ак ций,
а зна чит, мо гут да вать то ль ко ли ней ные сла га е мые.

Сто ит от ме тить, что для ку мо мер ной мо де -
ли очень ин фор ма тив ным яв ля ет ся ее пред став ле -
ние в виде сети спе ци а ль но го вида (ку мо мер ной
ме та бо ли че ской кар ты). Вер ши ны этой сети пред -
став ля ют со бой от де ль ные ку мо ме ры за дан но го
ран га, а дуги от ра жа ют струк ту ру ре ак ций, за счет 
ко то рых ука зан ные ку мо ме ры сфор ми ро ва лись.
При этом пун к тир ные дуги ис по ль зу ют ся для
изоб ра же ния ре ак ций, ко то рые в ка че ст ве ре а ген -
тов ис по ль зу ют ку мо ме ры ме нь ше го ран га.
Очень ча с то ку мо мер ную ме та бо ли че скую кар ту
раз де ля ют на не ско ль ко карт, каж дая из ко то рых
опи сы ва ет струк ту ру ре ак ций ку мо ме ров за дан -
но го ран га. 

Рас смот рим по стро е ние ку мо мер ной мо де -
ли по изо то по мер ной мо де ли на осно ве мо де ль -
ной ме та бо ли че ской си с те мы, пред став лен ной
ра нее [47] (см. рис. 3). Ука зан ное пре об ра зо ва ние
де ла ет ся на пря мую за счет сум ми ро ва ния изо то -
по мер ных фрак ций изо то по мер ной мо де ли (20),
ко то рые вхо дят в со от вет ст ву ю щие ку мо ме ры. В
табл. 6 пред став ле ны си с те мы ли ней ных урав не -
ний для ку мо ме ров за дан но го ран га в ку мо мер -
ной мо де ли и их ку мо мер ные кар ты.

26 Biotechnology, 2016, V. 32, N 6

 ШУП ЛЕ ЦОВ и др.



Итак, глав ным пре и му ще ст вом ис по ль зо ва -
ния ку мо ме ров по срав не нию с изо то по ме ра ми яв -
ля ет ся ли ней ность урав не ний ба лан са от но си те ль -
но не из ве ст ных пе ре мен ных, что по зво ля ет эф фек -
тив но ис по ль зо вать ме то ды ли ней ной ал геб ры и

зна чи те ль но со кра тить время вы чис ле ний. От ме -
тим, од на ко, что об щее чис ло урав не ний при ис по -
ль зо ва нии ку мо мер но го и изо то по мер но го под хо -
дов оди на ко во. Кро ме то го, чис ло ку мо ме ров рав -
ня ет ся об ще му чис лу изо то по ме ров.
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Та б ли  ца  6

Ба лан со вые урав не ния ку мо мер ной мо де ли и ку мо мер ные ме та бо ли че ские кар ты 
для мо де ль ной ме та бо ли че ской си с те мы, пред став лен ной в ра бо те [47]

Ba lan ce equ a ti ons of cu mo me ric mo del and cu mo mer re ac ti on ne twork for mo del 
me ta bo lic sys tem des c ri bed in [47]

Ба лан со вые урав не ния ку мо мер ной мо де ли Ку мо мер ные ме та бо ли че ские кар ты

Для ку мо ме ров ран га «0»

B v v v v v: 2 4 5 1 3   
C v v: 5 4
D v v v v: 6 3 2 5  

Для ку мо ме ров ран га «1»

B b v v v a v d vxx xx xx1 1 2 4 5 1 1 1 3: ( )   
B b v v v a v d vx x x x x x2 1 2 4 5 1 1 1 3: ( )   
B b v v v a v d vxx xx xx3 1 2 4 5 1 1 1 3: ( )   
C c v b vx x x1 1 5 1 4: 
C c v b vx xx2 1 5 1 4: 
D d v v b v b vxx xx x x1 1 6 3 1 2 1 5: ( )  
D d v v b v b vx x x x xx2 1 6 3 1 2 1 5: ( )  
D d v v b v c vxx xx x3 1 6 3 1 2 1 5: ( )  

Для ку мо ме ров ран га «2»

B b v v v a v d vx x x12 11 2 4 5 11 1 11 3: ( )   
B b v v v a v d vx x x13 1 1 2 4 5 1 1 1 1 1 3: ( )   
B b v v v a v d vx x x23 11 2 4 5 11 1 11 3: ( )   
C c v b vx12 11 5 11 4: 
D d v v b v b vx x x12 11 6 3 11 2 11 5: ( )  
D d v v b v b c vx x x x x13 1 1 6 3 1 1 2 1 1 5: ( )  
D d v v b v b c vx x xx x23 11 6 3 11 2 1 1 5: ( )  

Для ку мо ме ров ран га «3»

D b v v v a v d v123 111 2 4 5 111 1 111 3: ( )   
D d v v b v b c vx x123 111 6 3 111 2 11 1 5: ( )  



Ал го ритм пря мо го си му ли ро ва ния про цес -
са фор ми ро ва ния ме че ных ме та бо ли тов на осно ве 
пред став ле ния о ку мо ме рах лег в осно ву со зда ния 
пер вой уни вер са ль ной компь ю тер ной про грам мы 
13C-FLUX для ана ли за ме та бо ли че ских по то ков и 
их ста ти сти ки с ис по ль зо ва ни ем ре зу ль та тов эк с -
пе ри мен та ль но го из ме ре ния эф флюк сов и дан -
ных о ме че ных ме та бо ли тах, по лу ча е мых с по мо -
щью ЯМР и/или GC-MS [3]. В на сто я щее вре мя
усо вер шен ст во ван ная вер сия этой про грам мы
13CFLUX2 [4], до ступ на для про ве де ния как фун -
да мен та ль ных, так и ком мер че ски зна чи мых ра -
бот на осно ве спе ци а ль ных ли це нзи он ных со гла -
ше ний.

По сле ду ю щие по пыт ки мо дер ни за ции кон -
цеп ции ку мо ме ров для уве ли че ния компь ю тер -
ной эф фек тив но сти и ста би ль но сти пря мо го си -
му ли ро ва ния фор ми ро ва ния изо то по ме ров при -
ве ли к воз ник но ве нию мо де лей на осно ве по ня -
тия «ку му ля тив ных бон до ме ров» [52]. Од на ко
этот под ход об ла дал ря дом огра ни че ний (на -
при мер, огра ни че ния по струк ту ре и ко ли че ст ву 
ме че ных суб ст ра тов в ме та бо ли че ской си с те -
ме), по э то му да ль ней ше го раз ви тия не по лу чил
и был за ме нен дру ги ми бо лее эф фек тив ны ми
под хо да ми.

Мо де ли ро ва ние рас пре де ле ния тя же лых 
изо то пов в ме та бо ли че ской си с те ме 
на осно ве EMU-раз ло же ния

Впол не ре во лю ци он ной яви лась кон цеп ция
эле мен тар ных ме та бо ли че ских еди ниц (Ele men ta ry 
Me ta bo li te Units, EMU) как но вая осно ва для рас че -
та рас пре де ле ния тя же лых ато мов в ме та бо ли че -
ской си с те ме [47]. Кон цеп ция EMU яв ля ет ся до во -
ль но ес те ст вен ным обоб ще ни ем как изо то по мер -
ной, так и ку мо мер ной мо де лей. При этом но вая
мо дель, по лу ча ю ща я ся на осно ве EMU, су ще ст -
вен но бо лее ком пак т на за счет то го, что в ней рас -
счи ты ва ют ся то ль ко те EMU-ком по нен ты, ко то -
рые уча ст ву ют в опре де ле нии «ме чен но сти» це -
ле вых ме та бо ли тов-про дук тов. На пом ним, что
вве де ние ку мо ме ров не из ме ня ло раз мер ность ре -
ша е мой за да чи [51].

Под EMU ка ко го-ли бо ме та бо ли та по ни ма -
ет ся со во куп ность групп лю бых ато мов это го со е -
ди не ния не за ви си мо от того, взаи мо дей ст ву ют ли
ато мы груп пы меж ду со бой. Для ме та бо ли та из
n ато мов – су ще ст ву ет (2n – 1) EMU. На при мер,
ме та бо лит суб ст ра та А мо де ль ной си с те мы со сто -
ит из трех ато мов. EMU – это груп па лю бо го чис -
ла из этих трех ато мов, т.е. су ще ст ву ет семь воз -

мож ных EMU для ме та бо ли та А: три EMU раз ме -
ра 1 (А[1], А[2], А[3]), три EMU раз ме ра 2 (А[12], А[13], 
А[23]) и один EMU раз ме ра 3 (А[123]). При этом рас -
пре де ле ние тя же лых ато мов 13С для за дан но го
EMU опре де ля ет ся ис хо дя из со от вет ст ву ю ще го
век то ра мас со вых изо то по ме ров MDV. В да ль -
ней шем для удоб ст ва за пи си мы не бу дем раз ли -
чать EMU и со от вет ст ву ю щий ему MDV. От ме -
тим, что по ня тия ку мо ме ра и EMU тес но свя за ны
меж ду со бой. Фак ти че ски стар ший эле мент MDV
лю бо го за дан но го EMU ра вен ку мо мер ной фрак -
ции со от вет ст ву ю ще го ку мо ме ра, у ко то ро го по -
зи ции за фик си ро ван ных ато мов сов па да ют с но -
ме ра ми ато мов EMU.

По стро е ние EMU-мо де ли про ис хо дит в два
эта па. Сна ча ла, про сле жи вая в об рат ном на прав -
ле нии все ре ак ции ме та бо ли че ской си с те мы,
опре де ля ют все EMU, ко то рые уча ст ву ют в фор -
ми ро ва нии EMU всех це ле вых ме та бо ли тов-про -
дук тов, стро ят со от вет ст ву ю щие ме та бо ли че ские
кар ты EMU-мо де ли. На вто ром эта пе для всех вы -
яв лен ных ра нее EMU со зда ют со от вет ст ву ю щие
им ба лан со вые урав не ния. Сто ит от ме тить, что
ука зан ные урав не ния стро ят по тому же прин ци -
пу, что и для ис ход ных изо то по мер ной и ку мо -
мер ной мо де лей. При этом нуж но учи ты вать тот
факт, что EMU-мо дель за да ет то ль ко часть ис ход -
ной изо то по мер ной мо де ли, так как часть ис хо дя -
щих по то ков мо жет не рас смат ри ва ть ся, если они
не уча ст ву ют в фор ми ро ва нии EMU, тре бу е мых
для опре де ле ния со от вет ст ву ю щих ме та бо ли -
тов-про дук тов. По э то му при за пи си ко ли че ст ва
ве ще ст ва, по ки да ю ще го за дан ную EMU, вме с то
сум мы ис хо дя щих из это го EMU по то ков за пи сы -
ва ют сум му всех вхо дя щих в него по то ков с ис по -
ль зо ва ни ем со от вет ст ву ю щих сте хи о мет ри че -
ских урав не ний.

Сто ит от ме тить, что по по стро е нию ре зу ль -
ти ру ю щая EMU-мо дель пред став ля ет со бой со во -
куп ность мо но мо ле ку ляр ных ре ак ций, ре ак ций
рас щеп ле ния и ре ак ций кон ден са ции. При этом в
слу чае мо но мо ле ку ляр ных ре ак ций и ре ак ций
рас щеп ле ния MDV EMU ме та бо ли та-про дук та
ра вен MDV со от вет ст ву ю ще го EMU ме та бо ли -
та-суб ст ра та. В свою оче редь, в слу чае ре ак ций
кон ден са ции MDV ме та бо ли та-про дук та опре де -
ля ет ся на осно ве ве ро ят но сти фор ми ро ва ния со -
от вет ст ву ю ще го EMU из EMU ме та бо ли тов-суб -
ст ра тов, уча ст ву ю щих в ре ак ции. На при мер, для
ре ак ции С[123] = А[12]  В[1] (здесь «» – сим вол
свер т ки, ис по ль зуя ко то рую рас счи ты ва ют рас -
пре де ле ние со от вет ст ву ю щей сум мы слу чай ных
ве ли чин) ком по нен ты MDV-век то ра С123 опре де -
ля ют ся сле ду ю щим об ра зом:
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С[123],М+0 = А[12], М +0  В[1],М+0;
С[123],М+1 = А[12], М +1  В[1], М +0 + А[12], М +0  В[1], М +1;
С[123], М +2 = А[12], М +1  В[1], М +1 + А[12], М +2  В[1], М +0;
С[123], М +3 = А[12], М +2  В[1], М +1,

где M – сум мар ная атом ная мас са уг ле род но го ос -
то ва ме та бо ли та С в слу чае, ког да все его ато мы
яв ля ют ся не ме че ны ми. В боль шин с т ве слу ча ев
толь ко не боль шая до ля всех EMU не об хо ди ма для 
оп ре де ле ния со от но ше ния изо то по ме ров эк с пе -
ри мен таль но из ме ря е мых ме та бо ли тов. По ка жем
это на при ме ре пос т ро е ния EMU-модели для ме -
та бо ли та- п ро дук та F, рас с мот рен ной ра нее мо -
дель ной ме та бо ли чес кой сис те мы из ра бо ты [47]
(табл. 7).

Сто ит от ме тить, что в си лу об щих прин ци -
пов по стро е ния ба лан со вых урав не ний, за ло жен -
ных в осно ву EMU-мо де ли и ку мо мер ной мо де ли, 
их ме та бо ли че ские кар ты име ют схо жую струк ту -
ру. Фак ти че ски EMU-мо дель фор ми ру ет под мно -
же ст во ком по нент и ре ак ций ку мо мер ной мо де ли, 
по э то му в табл. 7 се рым цве том изоб ра же ны те
EMU и со от вет ст ву ю щие им ре ак ции, ко то рые не
уча ст ву ют в фор ми ро ва нии ме та бо ли та F. Не -
труд но ви деть, что та кие пол ные кар ты по своей
струк ту ре це ли ком сов па да ют с ку мо мер ны ми
кар та ми, пред став лен ны ми в табл. 6. Та ким об ра -
зом, EMU-под ход ис по ль зу ет зна ние атом ных пе -
ре стро ек в хо де ме та бо ли че ских ре ак ций для
уста нов ле ния груп пы пе ре мен ных, со дер жа щих
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Та б ли  ца  7

Ба лан со вые урав не ния EMU-мо де ли и со от вет ст ву ю щие ме та бо ли че ские кар ты 
для мо де ль ной ме та бо ли че ской си с те мы, пред став лен ной в ра бо те [47]

Ba lan ce equ a ti ons for EMU mo del and cor res pon ding EMU re ac ti on ne tworks 
for mo del me ta bo lic sys tem des c ri bed in [47]

Ба лан со вые урав не ния EMU-мо де ли Ме та бо ли че ские кар ты EMU-модели

Для EMU ран га «1»

B B v v A v D v[ ] [ ] [ ] [ ]: ( )2 2 1 3 2 1 2 3  
B B v v A v D v[ ] [ ] [ ] [ ]: ( )3 3 1 3 3 1 3 3  
C C v B v[ ] [ ] [ ]:1 1 4 2 4

D D v v B v B v[ ] [ ] [ ] [ ]: ( )2 2 2 5 2 2 3 5  
D D v v B v C v[ ] [ ] [ ] [ ]: ( )3 3 2 5 3 2 1 5  

Для EMU ран га «2»

B B v v A v D v[ ] [ ] [ ] [ ]: ( )23 23 1 3 23 1 23 3  
B B v v B v B C v[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]: ( ) ( )23 23 1 5 23 2 3 1 5   

Для EMU ран га «3»

B B v v A v D v[ ] [ ] [ ] [ ]: ( )123 123 1 5 123 1 123 3  
D D v v B v B v B C[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [: ( ) ( (123 123 2 5 123 2 123 2 23 1     ] )v5

F F v D v[ ] [ ] [ ]:123 123 6 123 6



ми ни ма ль ное ко ли че ст во ин фор ма ции, не об хо ди -
мой для си му ли ро ва ния изо то по мер но го мно же -
ст ва ме та бо ли тов в ис сле ду е мой си с те ме. Впер -
вые это сход ст во меж ду ку мо мер ной мо де лью и
мо де лью, осно ван ной на EMU-раз ло же нии, от ме -
тил We it zel в своей дис сер та ции [49]. В ре зу ль та -
те изо то по мер ные мо де ли, со дер жа щие эту груп -
пу пе ре мен ных, тре бу ют зна чи те ль но ме нь ше
урав не ний для свое го ре ше ния, чем ку мо мер-за -
ви си мая си с те ма. В свою оче редь, это при во дит к
то му, что ре зу ль та ты на осно ве EMU-ме то да рас -
счи ты ва ют ся, как утвер ж да ет ся в ра бо те [53], за
вре мя на не ско ль ко по ряд ков ве ли чи ны ме нь шее,
чем в слу чае ку мо мер но го ме то да. Кро ме то го,
по яв ля ет ся воз мож ность ста вить за да чи, свя зан ные
с рас пре де ле ни ем дру гих изо то пов – 2H, 15N, 18O – 
в трэй сер ных эк с пе ри мен тах со мно ги ми ме че -
ны ми суб ст ра та ми. Для ку мо мер но го ме то да до -
бав ле ние но вых изо то пов при во дит к эк с по нен -
ци а ль но му ро с ту чис ла ку мо ме ров, что де ла ет
за да чу прак ти че ски не раз ре ши мой за при ем ле -
мое время.

Ал го ритм рас че та «ме чен но сти» ме та бо ли -
тов на осно ве кон цеп ции EMU-раз ло же ния ме та -
бо ли че ских ре ак ций лег в осно ву бо ль шин ст ва
вы со ко эф фек тив ных компь ю тер ных про грамм
для 13С-MFA: METRAN [5, 6], Open F LUX [7] и ее
мо ди фи ци ро ван ной вер сии Open F LUX2 [8], а так -
же Open Me bi us [11]. EMU-за ви си мый ал го ритм
был при знан груп пой ис сле до ва те лей под ру ко -
вод ст вом про фес со ра Wi ec hert, бе зу слов ны ми ли -
де ра ми в об ла с ти раз ра бот ки ма те ма ти че ско го
обес пе че ния 13C-MFA. Ука зан ные ис сле до ва те ли
вклю чи ли этот ал го ритм на ря ду с ра нее ис по ль зо -
ван ным ку мо мер-за ви си мым в мо ди фи ци ро ван -
ную вер сию своей са мой из ве ст ной про грам мы –
13CFLUX2 [4].

Струк тур ный ана лиз ме та бо ли че ских си с тем
и по иск но вых под хо дов к мо де ли ро ва нию
рас пре де ле ния тя же лых изо то пов

В по след ние го ды ис сле до ва ния в об ла с ти
по стро е ния ма те ма ти че ских мо де лей для рас че та
рас пре де ле ния тя же лых изо то пов внут ри ме та бо -
ли че ской си с те мы вы шли на прин ци пи а ль но но -
вый уро вень. Ес ли на на ча ль ных эта пах ис сле до ва -
ний в основ ном изу ча лись во про сы, свя зан ные с
тем, ка ким об ра зом мо де ли ро вать рас пре де ле ние
тя же лых изо то пов, то с рас про стра не ни ем компь ю -
тер ных про грамм, в осно ву ко то рых за ло же ны изо -
то по мер ные, ку мо мер ные и EMU-мо де ли, важ ной
те мой для ис сле до ва ний ста ло изу че ние струк ту ры 

(то по ло гии) воз ни ка ю щих при этом мо де лей и раз -
ра бот ка ме то дов, по зво ля ю щих оп ти ми зи ро вать
мо дель для уско ре ния рас че тов. В ра бо те [54]
впер вые был про ве ден струк тур ный ана лиз ку мо -
мер ной мо де ли на при ме ре си с те мы цен т ра ль но го
ме та бо лиз ма E. co li. При этом бы ло по ка за но, что с 
точ ки зре ния те о рии гра фов ме та бо ли че ские кар ты 
ку мо мер ной мо де ли рас па да ют ся на мно же ст во
не бо ль ших си ль но свя зан ных ком по нент. При
этом мно гие из ука зан ных ком по нент яв ля ют ся
изо мор ф ны ми друг дру гу, т.е. име ют по доб ную
струк ту ру. В ко неч ном ито ге при ме не ние ука зан -
но го под хо да по зво ли ло его ав то рам в 1000 раз со -
кра тить время рас че та ку мо мер ной мо де ли. Сто ит
сра зу от ме тить, что эф фек тив ность ука зан но го
под хо да очень си ль но за ви сит от струк ту ры рас -
смат ри ва е мой ме та бо ли че ской си с те мы.

Ана лиз то по ло гии ме та бо ли че ской мо де ли
с вы де ле ни ем си ль но свя зан ных ком по нент с по -
сле ду ю щим ана ли зом их струк ту ры име ет уни -
вер са ль ный ха рак тер и мо жет при ме ня ть ся не то ль -
ко для ку мо мер ных мо де лей. Так, на при мер, этот
под ход лег ко пе ре но сит ся на слу чай мо де лей на
осно ве EMU-раз ло же ния. При этом струк тур ная
бли зость ме та бо ли че ских карт ку мо мер ной и
EMU-мо де лей по зво ля ет пред по ло жить, что рас -
чет по след них мо жет быть так же уско рен с ис по -
ль зо ва ни ем дан но го ме то да. В на сто я щий мо мент
из ве ст но, что этот под ход был ре а ли зо ван то ль ко
в од ной про грам ме для 13С-MFA, а имен но
13CFLUX2 [4], при чем, по сло вам ав то ров, как
для ку мо мер ной мо де ли, так и для мо де ли, осно -
ван ной на EMU. В ре зу ль та те ско рость ана ли за
ре а ль ных дан ных CLE воз рос ла в102–104  раз по
срав не нию с воз можностями13CF LUX.

Сто ит так же от ме тить, что и се год ня про -
дол жа ет ся по иск но вых под хо дов к по стро е нию
ма те ма ти че ских мо де лей 13С-MFA. На при мер,
от но си те ль но не дав но по я ви лась пуб ли ка ция, по -
свя щен ная прин ци пи а ль но но во му под хо ду к мо -
де ли ро ва нию об ра зо ва ния изо то по ме ров и раз ра -
бот ке но во го ал го рит ма рас че та ме та бо ли че ских
по то ков для 13C-MFA [9]. В этой ра бо те ав то ры
вве ли но вый тип пе ре мен ных для си му ли ро ва ния
эк с пе ри мен тов с 13С-трэй се ра ми. Основ ная идея
вве ден но го пре об ра зо ва ния сво дит ся к то му, что
вме с то об ра бот ки по то ков и изо то по ме ров как не -
за ви си мых друг от дру га пе ре мен ных ав то ры рас -
смат ри ва ют груп пу «изо то пи че ски ме че ных по -
то ков» (iso to pi cal ly la be led flu xes), или «флук со -
ме ров» (flu xo mers), в ка че ст ве пе ре мен ных но во -
го ти па. Ав то ры по ка зы ва ют, что компь ю тер ный
ал го ритм, по стро ен ный на осно ве вве де ния флук -
со ме ров в ка че ст ве но вых пе ре мен ных и ре а ли зо -
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ван ный в па ке те FIA Sof t wa re Sof t wa re [http://we -
bee.tec h ni on.ac.il/Si tes/Pe op le/Yoni na El dar/in fo/ sof t -
wa re/FIA/FIA/FIA%20Sof t wa re.html], об ла да ет не -
ско ль ки ми пре и му ще ст ва ми по срав не нию с пер -
во на ча ль ны ми вер си я ми про грамм 13CFLUX и
Open F LUX. FIA в 3–20 раз и в 2–8 раз пре вос хо -
дит про грам мы 13CFLUX и Open F LUX, со от вет -
ст вен но, по ско ро сти ана ли за по то ков для оди на -
ко вых за дач (при 50 ите ра ци ях для по лу че ния ста -
ти сти че ски до сто вер но го ре зу ль та та) [9]. До пол -
ни те ль но ав то ры от ме ча ют, что ре зу ль та ты вы -
чис ле ний, про ве ден ных с по мо щью FIA, су ще ст -
вен но ме нее, чем по лу чен ные с ис по ль зо ва ни ем
аль тер на тив ных про грамм, чув ст ви те ль ны к эк с -
пе ри мен та ль но му шу му (т.е. эф фек ты эк с пе ри -
мен та ль ных оши бок су прес си ру ют ся), а так же к
на ча ль ным усло ви ям про ве де ния оп ти ми за ци он -
ных вы чис ле ний. Од на ко, на ско ль ко из ве ст но
ав то рам на сто я ще го об зо ра, до по след не го вре -
ме ни эту про грам му еще не ис по ль зо ва ли в ори -
ги на ль ных ис сле до ва ни ях и не срав ни ва ли с со -
вре мен ны ми вы со ко эф фек тив ны ми компь ю тер -
ны ми про г рам ма ми для 13С-MFA, та ки ми, как
13CFLUX2, а по то му сде лать за клю че ние об эф -
фек тив но сти ука зан но го под хо да до во ль но за -
труд ни те ль но.

ПЕР С ПЕК ТИ ВЫ РАЗ ВИ ТИЯ МА ТЕ МА ТИ ЧЕ СКО ГО
АП ПА РА ТА ДЛЯ 13C-MFA

В на сто я щий мо мент наи бо лее рас про стра -
нен ным ва ри ан том 13С-MFA яв ля ет ся ана лиз ме -
та бо ли че ских по то ков в пред по ло же нии ме та бо -
ли че ско го и изо топ но го ста ци о нар но го со сто я ния 
для вы бран но го штам ма кле ток, ко то рый ку ль -
ти ви ру ет ся на спе ци а ль но под го тов лен ном суб -
ст ра те с со дер жа ни ем тя же лых изо то пов уг ле ро -
да [14, 55]. Сто ит от ме тить, что так же ак тив но
раз ви ва ет ся и вне дря ет ся под ход к 13С-MFA на
осно ве так на зы ва е мых па рал ле ль ных эк с пе ри -
мен тов [22], ког да один и тот же штамм ку ль ти -
ви ру ет ся од но вре мен но с ис по ль зо ва ни ем раз -
лич ных суб ст ра тов (PLE). При этом все оста ль -
ные усло вия ку ль ти ви ро ва ния в та ких па рал ле -
ль ных эк с пе ри мен тах не дол жны за мет но раз ли -
ча ть ся, что бы на эта пе рас че та мож но бы ло до пу -
с тить, что они оди на ко вы.

Основ ным ма те ма ти че ским ап па ра том для
ста ци о нар но го 13С-MFA яв ля ет ся чис лен ное ре -
ше ние за да чи ма те ма ти че ской рег рес сии для со -
от вет ст ву ю щих ме та бо ли че ских мо де лей, опи сы -
ва ю щих пе ре рас пре де ле ние тя же лых ато мов уг -
ле ро да внут ри ме та бо ли че ской си с те мы [15, 16].
При этом в ка че ст ве основ ных для по стро е ния

ука зан ных мо де лей за ре ко мен до ва ли себя сле ду -
ю щие два под хо да: ку мо мер ный ме тод [51] и под -
ход на осно ве EMU-раз ло же ния [47]. В осно ву бо -
ль шин ст ва со вре мен ных ком п лек сов эф фек тив -
ных компь ю тер ных про грамм для 13С-MFA
(13CFLUX2 [4], Open F LUX2 [8], Met ran [5, 6] и
др.) за ло жен один из двух ука зан ных выше под хо -
дов, а в не ко то рых про грам мах ре а ли зо ва на воз -
мож ность вы бо ра меж ду пред ло жен ны ми под хо -
да ми (13СFLUX2 [4]). По ряду при чин дру гие ме -
то ды мо де ли ро ва ния рас пре де ле ния тя же лых
изо то пов уг ле ро да не по лу чи ли ши ро ко го рас про -
стра не ния.

Сто ит так же от ме тить, что важ ной ха рак -
те ри сти кой 13С-MFA яв ля ют ся ре зу ль та ты про -
вер ки ста ти сти че ской зна чи мо сти по стро ен ных
ме та бо ли че ских мо де лей и их со гла со ван но сти с
по лу ча е мы ми эк с пе ри мен та ль ны ми дан ны ми
[15, 16, 29]. Кро ме того, су ще ст вен ным мо мен -
том яв ля ет ся ана лиз по греш но сти по лу ча е мых
оце нок ме та бо ли че ских по то ков, ко то рый мо жет 
быть вы ра жен в точ ном опре де ле нии гра ниц со от -
вет ст ву ю щих до ве ри те ль ных ин тер ва лов [8, 16].
Все со вре мен ные ком п лек сы про грамм для рас -
че та ме та бо ли че ских по то ков вклю ча ют на бор
ме то дов и про це дур, по зво ля ю щих вы пол нять
ука зан ные про вер ки и ана лиз. В ряде слу ча ев,
рас смат ри ва е мые ме то ды не то ль ко мо гут об на -
ру жить не со гла со ван ность мо де ли и по лу чен -
ных дан ных, но и за счет де та ль но го ана ли за
струк ту ры ме та бо ли че ской мо де ли ло ка ли зо вать 
на бор ре ак ций и со от вет ст ву ю щих из ме ре ний,
ко то рые вы зва ли эти рас хож де ния (13СFLUX2 [4], 
Open F LUX2 [8]).

Сто ит так же от ме тить, что со вре мен ные
ком п лек сы про грамм об ла да ют ря дом до пол ни те -
ль ных воз мож но стей, ко то рые по зво ля ют по вы -
сить эф фек тив ность про во ди мо го 13С-MFA. Так,
на при мер, в ряде ком п лек сов (13СFLUX2 [4],
Open F LUX2 [8]) ре а ли зо ва ны ме то ды пла ни ро ва -
ния эк с пе ри мен та, ко то рые по зво ля ют вы брать
наи бо лее эф фек тив ный (под хо дя щий) суб ст рат
или изо топ ный со став суб ст ра та с точ ки зре ния
раз ре ше ния на бо ра по то ков, ко то рые яв ля ют ся
клю че вы ми для ана ли за.

В за клю че ние от ме тим основ ные на прав ле -
ния раз ви тия ме то дов и под хо дов, ис по ль зу е мых
в 13С-MFA. Как от ме ча лось ра нее, од ним из
основ ных на прав ле ний яв ля ют ся да ль ней шее со -
вер шен ст во ва ние и оп ти ми за ция ал го рит мов рас -
че та (пря мой си му ля ции) рас пре де ле ния тя же лых 
ато мов в ме та бо ли че ской си с те ме. Со кра ще ние
вре ме ни та ко го рас че та по зво ля ет су ще ст вен но
уве ли чи вать раз ме ры рас смат ри ва е мых ме та бо -
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ли че ских си с тем, а так же учи ты вать рас пре де ле -
ние тя же лых ато мов не то ль ко уг ле ро да, но и дру -
гих ве ществ, пе ре рас пре де ле ние ко то рых про ис -
хо дит в про цес се ме та бо лиз ма [47].

Дру гим на прав ле ни ем раз ви тия ме то дов
13С-MFA яв ля ет ся пе ре ход к исл ле до ва нию ме та -
бо ли че ской си с те мы в ди на ми ке [56, 57]. При
этом рас смат ри ва ют ся раз лич ные спо со бы ор га -
ни за ции са мо го эк с пе ри мен та и его по сле ду ю ще -
го компь ю тер но го мо де ли ро ва ния и рас че та, а ма -
те ма ти че ская мо дель, ко то рая опи сы ва ет про цес -
сы пе ре рас пре де ле ния ме че ных ато мов в ме та бо -
ли че ской си с те ме, пред став ля ет со бой си с те му
не ли ней ных диф фе рен ци а ль ных урав не ний. Сто ит 
от ме тить, что слож ность чис лен но го ре ше ния
ука зан ной си с те мы урав не ний на по ря док выше
по срав не нию с си с те мой ба лан со вых урав не ний,
по стро ен ных для слу чая ста ци о нар но го 13С-MFA. 
Это свя за но с тем, что за ча с тую ди на ми че ская си -
с те ма яв ля ет ся же ст кой, что на кла ды ва ет опре де -
лен ные огра ни че ния на те ма те ма ти че ские ме то -
ды, ко то рые мо гут быть ис по ль зо ва ны для ее чис -
лен но го ре ше ния. Так же эти огра ни че ния мо гут
при во дить к воз ник но ве нию до ста точ но се рь ез -
ных по греш но стей при рас че тах, что си ль но влия -
ет на ста би ль ность по лу ча е мых ре зу ль та тов. Кро -
ме того, сто ит от ме тить, что ди на ми че ский
13С-MFA об ла да ет ря дом су ще ст вен ных тех ни че -
ских труд но стей и с эк с пе ри мен та ль ной точ ки
зре ния. Не об хо ди мость от би рать про бы в опре де -
лен ные ин тер ва лы вре ме ни и с за дан ной ча с то той 
тре бу ет не то ль ко ак ку рат но сти эк с пе ри мен та то -
ра, но в ряде слу ча ев и спе ци а ль но го обо ру до ва -
ния для ав то ма ти за ции эк с пе ри мен та. В силу ука -
зан ных труд но стей ди на ми че ский 13С-MFA, все
еще на хо дит ся на ста дии ак тив но го ис сле до ва ния
и пока не ис по ль зу ет ся в ка че ст ве ру тин но го ме то -
да ана ли за в от ли чие от ста ци о нар но го 13С-MFA,
по лу чив ше го ши ро кое при ме не ние.

Сто ит от ме тить, что су ще ст ву ет ком п ро -
мис сный под ход, со глас но ко то ро му ста ци о нар -
ный 13С-MFA мо жет быть ис по ль зо ван для по лу -
че ния ин фор ма ции о ди на ми ке ис сле ду е мой ме -
та бо ли че ской си с те мы (см., на при мер, [58]). При
этом про во дят ку ль ти ви ро ва ние ис сле ду е мо го
ор га низ ма с до бав ле ни ем ме че но го суб ст ра та в
опре де лен ные мо мен ты вре ме ни с по сле ду ю щей
де тек цией рас пре де ле ния тя же лых изо то пов в
сво бод ных внут ри кле точ ных ме та бо ли тах че рез
от но си те ль но не бо ль шое вре мя (де сят ки ми нут
для ин тер ме ди а тов гли ко ли за и 1–2 ч для ин тер -
ме ди а тов цик ла три кар бо но вых кис лот у бы ст ро
рас ту щих мик ро ор га низ мов) по сле уста нов ле ния
ква зи ста ци о нар но го изо то по мер но го со сто я ния.
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Ab s t ract – Un der s tan ding and con s cio us use of key mat he ma ti cal prin cip les of Car bon La be ling Ex pe ri ments (CLEs) for mo de ling and
qu an ti ta ti ve eva lu a ti on of in ter cel lu lar me ta bo lic flu xes is one of the key as pects of 13C-MFA ap pli ca ti on. The cur rent part of the Re vi ew
(P. II, P I was pub lis hed in “Bi o tek h no lo giya” (Bi o tec h no lo gy), V. 32, no. 5, 2016) is de vo ted to the de ta i led des c rip ti on of the mat he ma -
ti cal ba sics of the 13C-MFA met hod, and it con sists of three sec ti ons. Sec ti on 1 gi ves an over vi ew of the ge ne ral 13C-MFA pro ce du re that
in vol ves me ta bo lic flux eva lu a ti on on the ba sis of non li ne ar mat he ma ti cal reg res si on with the help of 13C spec t ra da ta. This pro ce du re is
in ten ded to be used with al re a dy con s t ruc ted mat he ma ti cal mo dels for the dis t ri bu ti on of the he a vy car bon iso to pes among the in ter me di -
a tes of a gi ven me ta bo lic sys tem. Sec ti on 2 fo cu ses on va rio us ap pro ac hes to the flux con fi den ce in ter vals de ter mi na ti on and as ses sment
of the con sis ten cy and sta tis ti cal sig ni fi can ce of a me ta bo lic mo del. Fi nal ly, sec ti on 3 is a chro no lo gi cal des c rip ti on of key met hods used
in mat he ma ti cal mo de ling of the 13C iso to pes dis t ri bu ti on in si de a me ta bo lic sys tem. The ap pli ca ti on of the des c ri bed met hods is il lus t ra -
ted with a sim p li fi ed exam p le of a pu ta ti ve me ta bo lic sys tem.

Keywords: cumomers, elementary metabolic units, flux precision, isotopomer mapping matrices, least-squares minimization problem,
non-linear regression problem; stoichiometric matrix.
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